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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

TERS WEIBULL DAGILIMININ PARAMETRELERININ BAYESCi YONTEMLE

TAHMINI

Idil Biisra Kutlu

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dali

Danigsman: Dog. Dr. Esin Koksal Babacan

Ters Weibull dagilimi, yasam siiresi verilerini analiz etmek igin uygun bir modeldir. Ters
Weibull dagilimi farkli birgok alanda uygulama olanagina sahip bir dagilimdir. Bu nedenle,
dagilimin parametrelerinin etkin bir sekilde tahmin edilmesi 6nemlidir. Ters Weibull
dagiliminin parametrelerini tahmin etmek i¢in kullanilan birgok yontem vardir. Bunlar; en
kiiciik kareler yontemi, en ¢ok olabilirlik yéntemi, momentler yontemi ve Bayesci yontemlerdir.
Bu ¢alismada, parametreler igin tahmin ydntemleri incelenmis ve etkinlikleri HKO 6lgiitiine
gore karsilastirilmistir.  Tiirkge literatiirde bulunmayan Ters Weibull dagiliminin
parametrelerinin Bayesci yontemle tahmini arastirilmis ve yazilan simiilasyon programlari ile
farkl1 onseller kullanilarak parametre tahminleri elde edilmistir. Bu ¢aligmada amag, Ters
Weibull dagiliminin parametrelerini tahmin etme y6ntemlerini arastirmak ve Bayesci yéntem ile
diger tahmin yontemlerinin etkinliklerini karsilagtirmaktir. Ayni zamanda, Bayesci ydntemle
parametre tahminleri elde edilirken degisik onsellerin kullanimi ile sonuglarin nasil degistigi
cesitli simiilasyonlar ile gézlenmeye galisilmistir. Bu kapsamda, Ters Weibull dagiliminda tek
parametre igin farkli 6nsel dagilimlar kullanilarak, farkli kayip fonksiyonlar: altinda Bayesci
sonu¢ ¢ikarimina deginilmis, sonrasinda iki parametreli ters Weibull dagilimi igin her iki
parametrenin de bilinmedigi durumda Lindley yaklasimi ve Markov Zinciri Monte Carlo
yontemlerinden Metropolis-Hasting algoritmas: kullanilarak Bayes tahmin edicileri elde
edilmigtir. Farkli 6rneklem boyutlar1 i¢in, en ¢ok olabilirlik, en kiigiik kareler ve Bayes
tahminleri Monte Carlo simiilasyonu kullanilarak elde edilmis ve hata kareler ortalamalari
bakimindan karsilagtirilmistir.

Nisan 2019, 63 sayfa

Anahtar Kelimeler: Bayes yaklasimi, Ters Weibull dagilimi, kayip fonksiyonlari, &nsel
dagilimlar, Monte Carlo simiilasyonu, Lindley yaklagimi



ABSTRACT

Master Thesis

PARAMETER ESTIMATION OF THE INVERSE WEIBULL DISTRIBUTION BY
BAYESIAN METHOD

Idil Biisra Kutlu
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Science Institute
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Esin Kdksal Babacan

The Inverse Weibull distribution is a suitable model that analyze lifetime specifications. The
distribution has application area in many different fields For this reason, it is important that
estimate these parameters efficiently. There are lots of methods to estimate the Inverse Weibull
distribution parameters. These are; least squares method, maximum likelihood method, a
method of moments and Bayesian approach. In this study, the estimation methods for
parameters have examined and estimation efficiency according to various criteria has been
compared. Estimation of the parameters of the Inverse Weibull distribution, which is not in the
Turkish literature, was investigated by Bayesian method and parameter estimations were
obtained by using different priors. The aim of the study is to investigate the methods for
estimation of the parameters of distribution and compare estimation efficiency with a Bayesian
approach. At the same time, while parameter estimation was trying to get by Bayesian approach,
how the result can change with using various prior has been tried to observe with several
simulations. In this context, under the different loss functions have mentioned Bayesian
inference using different prior distributions for one parameter. Following, the Bayes estimators
have obtained using the Lindley approximation and Metropolis Hasting algorithms from the
Markov Chain Monte Carlo methods in the situation that neither of the parameters unknown for
the bi-parameter Inverse Weibull distribution. The estimators have obtained under least squares
method, maximum likelihood method and the Bayesian estimation method, using the Monte
Carlo simulation for the different sample size and compared under the mean squared error.

April 2019, 63 pages

Key words: Bayesian approach, the Inverse Weibull distribution, loss functions, prior
distributions, Monte Carlo simulation, Lindley approximation
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1. GIRIS ve ONCEKIi CALISMALAR

Weibull dagilimi, Isvegli fizikgi Waloddi Weibull'un adim tasiyan yaygmn kullanima
sahip bir dagilimdir. W.Weibull bu dagilimi, malzemelerin kirilma mukavemetini analiz
etmek i¢in 1939 yilinda bulmus ve uygulamistir. O zamandan beri, giivenilirlik
miithendisliginde yasam siiresi verilerini analiz etmek ig¢in yaygin olarak
kullanilmaktadir. Havacilik, elektronik, malzeme ve otomotiv endiistrilerinde bir¢ok
ornegi bulunabilir. Ayrica giivenilirlik miihendisliginde ve yasam siiresi analizinde

Gamma ve Log normal dagilima alternatif olarak kullanilabilir.

Weibull dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu, dagilimin parametrelerinin sekline
bagli olarak artabilir, azalabilir veya hi¢ degismeyebilir. Veriler monoton olmayan bir
risk fonksiyonunu gosteriyorsa, Weibull dagilimimin kullanimi uygun degildir. Kundu
ve Howlader (2010) Ters Weibull dagiliminin bu verileri analiz etmek i¢in uygun bir

model olacagini belirtmiglerdir.

Ters Weibull dagilimi da, Weibull dagilimi gibi, yasam siireli veri analizi, giivenilirlik

analizi ve mithendislik alanindaki istatistiksel modellerde yaygin bir kullanima sahiptir.

Sekil parametresinin aldig1 degere gore zaman zaman Ters Rayleigh ve Ters Ustel
dagilimlara benzerlik gosteren Ters Weibull dagilimi, ariza oranlari ile ilgili veri setleri

i¢in olusturulacak modellerde yaygin bir kullanima sahiptir.

Degiskenin belirli bir aralik igerisinde farkli degerler alabildigi rasgele olaylar
anlatmak ic¢in stirekli rasgele degiskenler kullanilir. Bu anlamda, Ters Weibull
dagilimimin stirekli ve esnek bir dagilim oldugu sdylenebilir. Bu nedenle, birgok

uygulamada teorik olarak uygun ¢6ziimler saglar.

Y > 0 rasgele degiskeni Weibull dagilimina sahipse, olasilik yogunluk fonksiyonu,
fha)= aly*le ™ ,y>0; L,a>0

bi¢iminde ifade edilir.



Bu durumda, X = % rasgele degiskeni Ters Weibull dagilimina sahip olur ve olasilik

yogunluk fonksiyonu,
f(x) = alx~@De="% % 5 0: ¢, 1> 0. €))
bi¢imindedir. X 'in dagilim fonksiyonu ise,
FxX)=e ™% x>0 2)
bi¢imindedir. Burada; a sekil, A ise 6lgek parametresidir (Yao, Song, Mao, & Le, 2011).

Ters Weibull dagilimina sahip X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunun

farkli parametre gosterimleri ile sik kullanilan diger gosterim bigimleri asagidaki

gibidir,
7\ B
f(x; /‘Lﬁ) = ‘Bnﬁx_(ﬁ'*'l)e_(;) (3)
f(x; 7,B) = BiPx—F-1e~@F) @
flx; A,8) = pA-tx~F-1e= 327" ®)

Bu gosterimlerde (3)’ de # 6lgek, g sekil, (4)’ de 7 =% olgek, B sekil ve (5) de A

olgek, f sekil parametresidir (Kim vd., 2014).

Bu calismada, en yaygin kullanima sahip olmasi nedeniyle, (1) numarada verilen

olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilacaktir.

Dagilimin beklenen degeri ve varyansi,

E(X) = AaT" (1 = i) (6)

Var(X) = A= (r (1-2)- (r (1- i))2> %)

bi¢iminde ifade edilir. (1) ve (2)’den giivenilirlik ve hazard fonksiyonlari,



Rx)=1—e*" x>0,a0,1>0 (8)

—Ax~ @

H(x) — Ao~ 1e

1—e—Ax~%

, =2 0,a,1>0 )
bi¢iminde yazilabilir (Sultan K. , 2008).

Yasam siiresi ve giivenilirlik ile ilgili analizlerde, biitiin deneysel birimler igin
basarisizlik siireleri tam olarak elde edilemeyebilir. Bu durumda, ¢alismada kullanilan
veriler i¢in ¢esitlilik ortaya cikar. Ariza oranlariyla ilgili veriler, tam veri ve sansiirlii
veri olmak tizere iki grupta toplanabilir. Ty T, T, birbirinden bagimsiz » adet rasgele
degiskeni iceren bir 6rneklem olsun. T; rasgele degiskeninin aldig: degerler t; ¢, t,
ile ifade edilmek tizere, tam veride, model i¢in var olan {tl,tZ, . tn} verileri mevcut
olur. Bu da, veri setinde tiim degerlerin gézlemlendigi yani bilindigi anlamina gelir.
Sansiirlii veride, gozlemlerin tamaminin yahut bir kisminin degeri bilinmez. Bu
durumda, veri tam degildir. Sansiirlii verinin; sag, sol, aralikli, tekli, ¢oklu, 1.tip ve 2.tip

sanstirlii olmak tizere farkl: tiirleri vardir (Zeytinoglu, 2009).

Bu caligmada, veri setinin tam oldugu durumda parametre tahmin yontemleri
arastirilacak ve Ters Weibull dagiliminin parametreleri igin Bayes yontemiyle diger

yontemlerin etkinlikleri karsilastirilacaktir.

Ters Weibull dagiliminin parametrelerinden birisi sekil parametresidir. Sekil
parametresi, grafik yonteminde elde edilen regresyon dogrusunun egimine esittir. Bu
nedenle, egim olarak da bilinir. Egim, 0 ile 1 arasinda bir deger aldiginda, yani 0<o<I
oldugunda, basarisizlik oranlari zaman iginde artmaktadir. o=1 oldugunda dagilimin
Ters Ustel dagilim ile; a=2 oldugunda ise Ters Rayleigh dagilimi ile aym oldugu

sOylenebilir.

Dagilimin diger bir parametresi olan 6lgek parametresi zaman igeren birimlere sahiptir.
Sekil parametresi sabit oldugunda, Olgek parametresinin degeri artarsa, dagilimin
basikligi artar, buna paralel olarak yiiksekligi azalir. Olgek parametresinin degeri

azaldiginda, dagilimin yiiksekligi artar dolayisiyla daha sivri uglu olur.



Sekil ve olgek parametrelerinin degisimine gore Ters Weibull dagilimimin olasilik

yogunluk fonksiyonu asagidaki grafiklerde verilmistir.

Ters Weibull Olasilik Yodunluk Fonksiyonu
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Sekil 1.1 Sekil parametresi sabitken 6lgek parametresinin farkli degerleri icin Ters Weibull
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

Ters Weibull Olasilik Yodunluk Fonksiyonu
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Sekil 1.2 Olgek parametresi sabitken sekil parametresinin farkli degerleri igin Ters Weibull
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

Johnson ve ark. (1994) tarafindan, Frechet dagilimi olarak adlandirilan Ters Weibull
dagilminin hazard fonksiyonu, Log-Normal ve Ters Gauss dagilimlarina benzerdir
(Murthy vd., 2004). Carriere (1992) ¢alismasinda, bir popiilasyonun 6liim orani egrisini
modellemek i¢in Ters Weibull dagilimini kullanmistir. Keller ve Kamath (1982), bu
dagilimin, pistonlar, krank milleri ve ana yataklar gibi dizel motorlarinin mekanik

pargalarindaki bozulma olaylarim1 modellemek i¢in uygun oldugunu ileri siirmiislerdir.



Erto (1986) calismasinda, Ters Weibull dagiliminin, sabit bir gerilimin etkisine maruz
kalan bir yalitim sivisinin pargalanmasi gibi birgok veriye iyi uyum sagladigim

gostermistir (Nelson, 1982).

Klasik ve Bayes yaklasimlari kullamilarak Ters Weibull dagilimi iizerinde cesitli
aragtirmalar yapilmustir. Calabria ve Pulcini (1990), Ters Weibull dagilimmin en ¢ok
olabilirlik tahminlerini ve giivenilirligini, tam ve sagdan sansiirlii veriler igin analiz
etmislerdir. Monte Carlo simiilasyonu ile bu tahmin edicilerin istatistiksel 6zellikleri ile
en kiiciik kareler tahminlerini kargilagtirmiglardir. Yine, Calabria ve Pulcini (1994)
¢aligmalarinda, Ters Weibull dagiliminin, mekanik bozulma olaylarini tanimlamak igin
uygun bir model oldugunu ileri siirmiiglerdir. Calismada, Ters Weibull dagilimmnimn
giivenirligi olarak ifade edilen R (t)’nin, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin istatistiksel
ozellikleri incelenmistir. 0.90, 0.95 ve 0.98 giiven seviyeleri i¢in R(t) nin giiven arali
tablolar1 verilmistir. Parametrelerin maksimum olabilirlik tahmin edicilerine dayanan
tolerans limitleri tiiretilmis ve giivenilirlik fonksiyonunun giiven araliklarini elde etmek
icin gereken tablolarin, tolerans limitlerini tahmin etmeye de yardimci oldugu

gosterilmistir. Tablolarin kullanimini netlestirmek igin sayisal bir 6rnek de verilmistir.

Khan ve Pasha (2008) caligmalarinda, Ters Weibull dagiliminin teorik analizini
sunmuglardir. Farkli dagilimlara yaklasan Ters Weibull dagilimimn esnekligini
gostermisler ve simiilasyon analizi ile sekil, dlgek parametreleri gibi ilgili parametreleri
kargilagtirmiglardir. Sekil parametresi ile ortalama, medyan, mod, varyans, varyasyon
katsayisi, carpiklik katsayis1 ve basiklik katsayisi arasindaki iliskiyi grafiksel ve

matematiksel olarak gostermislerdir.

Sultan (2008), sira istatistiklerini kullanarak, yalnizca sekil parametresinin bilindigi ve
hem sekil hem 6lgek parametresinin bilinmedigi iki farkli durum igin, en ¢ok olabilirlik
yontemi bagta olmak tizere farkli tahmin yontemleri ve farkli kayip fonksiyonlar: altinda
Ters Weibull dagilim parametrelerini elde etmis ve karsilastirmistir. Tahminlerin
giivenilirlik ve risk fonksiyonlarini elde etmistir. Monte Carlo simiilasyonu ile
tahminlerin hata kareler ortalamalarim karsilagtirmis ve sonuglari gergek verilere

uygulamistir.



Sultan (2010), Ters Weibull dagilimindan diisiik kayit degerlerini kullanarak, yalmzca
sekil parametresinin bilindigi ve hem sekil hem 6lgek parametresinin bilinmedigi iki
farkli durum igin farkli tahmin ydntemleri gelistirilmesi tizerinde durmustur. Ik 6nce,
Ters Weibull dagiliminin olgek parametresinin en iyi dogrusal yansiz tahminini
tiretmistir. Farkli tahmin yontemlerini karsilagtirmak i¢in, Ters Weibull dagiliminin
sekil ve 6lgek parametrelerinin en iyi dogrusal yansiz tahminlerini hesaplayarak 2007
yilinda yaptigi ¢aligmasimin (Sultan K. , 2007) sonuglarini sunmustur. Ikinci olarak,
konum ve 6lgek parametrelerinin en gok olabilirlik tahminlerini tiiretmis, konum ve
Olgek parametrelerinin en gok olabilirlik tahminlerinin bazi 6zelliklerini tartigmustir.
Tahminleri karsilastirmak igin, elde edilen tahminler arasindaki goreceli verimliligi
hesaplamis; son olarak, Monte Carlo simiilasyonlarini kullanarak bazi niimerik sonuglar

elde etmistir.

Yao ve ark. (2011), entropi kay1ip fonksiyonu altinda parametrelerin E-Bayes ve ampirik
Bayes tahminlerini elde etmisler ve tahminlerin hata kareler ortalamalarim1 Monte Carlo
simiilasyon metodu ile karsilagtirmiglardir. Netice olarak, ampirik Bayes tahmininin en
iyl sonucu verdigi, E-Bayes tahmininin de ampirik Bayes tahminine oldukg¢a yakin

oldugu sonucuna varmiglardir.

Ellah (2012), genellestirilmis sira istatistikleri kavramini, farkli yorumlara sahip gesitli
sirali rasgele degisken modellerine birlesik bir yaklasim olarak tanitmistir.
Calismasinda, parametrelerin ve giivenilirlik fonksiyonunun tahmin edicilerini elde
etmek igin Ters Weibull dagilimindan segilen n adet genellestirilmis sira istatistigine
(GOS) dayanarak ¢ikarim olusturmak i¢in bir metodoloji gelistirmistir. Bayes
tahminlerini, dengeli hata kareler (balanced SEL) ve dengeli Linex kayip fonksiyonlar:
gibi ¢esitli kayip fonksiyonlar1 altinda elde etmistir. Bayes'in dengeli hata kareler ve
dengeli Linex kayip fonksiyonlar: altinda elde edilen tahminlerinin, 6zel durumlar
olarak simetrik ve asimetrik kayip fonksiyonlari altinda elde edilenlerden daha
kullanmish oldugunu ileri stirmiistiir. Son olarak, ger¢ek veri seti kullanarak sonuglar:

karsilagtirmigtir.

Kundu ve ark. (2013), ilerleyen tiir 2.tip sansiirlii veriye dayanan iki parametreli bir Ters

Weibull dagiliminin bilinmeyen parametrelerinin istatistiksel ¢ikarimini ele almislardir.



En ¢ok olabilirlik tahmin edicileri agik formlarda elde edilemediginden, a¢ik formlara
yakinsayan en ¢ok olabilirlik tahminlerini énermislerdir. Hata kareler ve Linex kayip
fonksiyonlar1 altinda, Ters Weibull dagilim parametreleri ve giivenilirlik fonksiyonu
icin Bayes ve genellestirilmis Bayes tahmin edicilerini elde etmislerdir. Bayes ve
genellestirilmis Bayes tahmin edicileri agik formda elde edilemediginden, bu tahmin
edicilerin elde edilmesinde Lindley yaklagimini kullanmislardir. Calismada ayrica,
Gibbs &rnekleme teknigine dayanarak bilinmeyen parametrelerin en yiiksek sonsal
yogunluklu giivenilirlik araliklari hesaplanmis ve bir optimallik kriteri kullanilarak
optimal sansiirleme gemasi 6nerilmistir. Farkli tahmin edicilerin etkinligini gérmek igin
simiilasyon deneyleri yapilmig ve son olarak agiklama amaciyla iki veri seti analiz

edilmistir.

Singh ve Sharma (2013) g¢aligmalarinda, 2.tip hibrid sansiirlii veriler altinda Ters
Weibull dagilim parametrelerinin tahmini i¢in Bayes yaklasimini ele almiglar ve
parametreler i¢in en yiiksek sonsal yogunluklu giivenilirlik araliklarini olusturmuslardir.
Model parametrelerinin Bayes tahmin edicilerinin performansini, Monte Carlo Markov
Zinciri (MZMC) teknigini kullanarak maksimum olasilik tahmin edicileriyle
karsilastirmislardir. Son olarak, ornekleme amaciyla iki gergek veri setini analiz

etmislerdir.

Singh ve Sharma (2013) diger bir ¢alismalarinda ise, 2.tip hibrid sansiirleme semasi
altinda gelecekteki orneklerin Ters Weibull dagilimindan tahmin edilmesi i¢in Bayes
yaklagimi tizerinde durmuslardir. Ters Weibull dagiliminin parametrelerine karsilik
gelen en yiiksek yogunluklu (HPD) giivenilirlik araliklari ile birlikte Bayes tahmin
edicilerini de elde etmislerdir. Caliyjmada, model parametrelerinin Bayes tahmin
edicilerinin performansi, MZMC teknigi kullanilarak maksimum olasiik tahmin
edicileriyle karsilastirilmistir. Son olarak, tartisilan metodolojiyi gdstermek i¢in gercek

bir veri seti analiz edilmistir.

Singh ve Kumar (2013), tam veri durumu ile 1.tip ve 2.tip sansiirlii veriler igin, genel
entropi ve hata kareler kayip fonksiyonlari altinda Ters Weibull dagilim
parametrelerinin Bayes tahmin edicilerini elde etmislerdir. Elde edilen bu tahmin

ediciler simiilasyon riskleri temelinde gergek veriler kullanilarak karsilastirilmistir.



Yahgmaei ve ark. (2013), hata kareler, entropi ve precautionary kayip fonksiyonlar:
altinda, yar1 karesel, gamma ve diizgiin dagilim olmak {izere {i¢ farkli 6nsel dagilim
belirleyerek, Ters Weibull dagilimina ait 6lgek parametresinin Bayes tahmin edicilerini
elde etmislerdir. Bu calimada ozellikle, en ¢ok olabilirlik tahminleri iizerinde
durulmustur. Sonug olarak ise, risk fonksiyonlar1 ve hata kareler ortalamas él¢iitleri baz

alinarak simiilasyon ¢alismasi ile tahmin edicilerin performanslari karsilastirilmustir.

Baldawi ve ark. (2014), Ters Weibull dagilimmin 6lgek parametresinin Bayes
tahminlerini yar1 karesel kayip fonksiyonu ve {istel kayip fonksiyonu altinda elde
etmiglerdir. Tahminlerin elde edilmesinde, onsel dagilim olarak {istel ve Ters Levy
dagilimlar1 kullanilmigtir. Monte Carlo simiilasyonu ile bu tahmin edicilerin
performans: hata kareler ortalamalar1 6lgiitiine gore karsilastirilmis ve non-lineer iistel
kayip fonksiyonu altinda, Ters Levy onseli segilerek yapilan en cok olabilirlik

tahmininin en iyi sonucu verdigi kanaatine varmislardir.

Elshahat ile Ismail’in (2014) ¢aligmasi, Ters Weibull dagiliminin yeni bir formunun
bilinmeyen parametrelerinin “yar1 olabilirlik” adini verdikleri bir yéntem ile tahminine
iligkin olup, 6nerilen yar1 olabilirlik tahmin edicilerini maksimum olasilik tahmin
edicileriyle karsilagtirmak igin bir simiilasyon g¢alismasi yapmiglardir. Ayrica, elde

edilen sonucu géstermek igin gercek bir yagam veri seti kullanmislardir.

Mudasir ve ark. (2015), Linex ve karesel olmak iizere, iki farkli kayip fonksiyonu
altinda Ters Weibull dagilimina ait 6lgek parametresinin Bayes tahmin edicileri ile bu

tahmin edicilerin risk fonksiyonlarini elde etmislerdir.

Chiodo ve arkadaslarina gére (Chiodo vd., 2015), asin riizgar hiz1 degerlerinin tahmin
edilmesi, hem riizgar enerjisi hem de riizgar kulesi giivenlik degerlendirmesi i¢in kilit
bir konudur. Calismada, boyle bir tahmin igin, asirn bir riizgar hizinda emniyet
degerlendirmesi yapilmis ve uygun bir olasilik modeline dayanan yeni bir yéntem
Onerilmigtir. Yoéntem, asir1 riizgar hizlarimin karakterizasyonu igin Ters Weibull olasilik
dagilimini varsayar ve yeni bir Bayes tahmin metodu gelistirir. Yontemde, “Negatif
Log-Lognormal” dagilim: ile belirli bir riizgar hiz1 miktarinin énceden belirlenmesi
degerlendirilir. Tipik riizgar hiz1 verileriyle ilgili biiyiik bir sayisal simiilasyonlar setini

kullanarak, Bayes tahmin edicilerinin verimliligi i¢in Gumbel dagilimin alternatif bir



agir1 deger modeli olarak kabul etmislerdir. Calismada 6zellikle, tahmin edilen riizgar
hizinin, olasilik dagilimlarindan ayrilmalarina iligkin tahminlerin saglamlig iizerinde

durulmustur.

Ahmad ve ark. (2015), Ters Weibull dagilimi i¢in Bayes tahmin yontemini Bayes
tahmin edicisini elde etmislerdir. Ters Weibull dagilimimin 6lgek parametresini tahmin
etmek i¢in, li¢ farkli kayip fonksiyonu altinda Jeffrey’s ve Quasi ©Onsellerini
kullanmiglardir. Ayrica bu y6ntemler, R yaziliminda yapilan simiilasyon ¢alismas: ile

degisken orneklem biiyiikligiinde ortalama hata kareleri kullanilarak karsilastirilmistir.

Loganathan ve Uma (2017), iki parametreli Ters Weibull dagilimi i¢in farkli yontemler
kullanarak parametre tahmini yapmislardir. Fisher bilgi matrisini kullanarak en ¢ok
olabilirlik, en kiigiik kareler, moment tahminlerini elde etmisler ve bu tahminleri hata
kareler ortalamasi olgiitiinii kullanarak simiilasyon yontemiyle karsilastirmislardir.

Sonugta en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin en iyi tahmini verdigini 6ne siirmiislerdir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde Ters Weibull dagiliminin parametrelerini tahmin

etmek i¢in kullanilan yéntemler anlatilmigtir.

Uglincii boliimde, Bayesci yaklasim ve literatiirde verilen degisik kayip fonksiyonlarina

gore Bayesci parametre tahmini anlatilmigtir.

Dérdiincii boliimde, Ters Weibull dagilimi i¢in Bayesci parametre tahmini yontemine
gecilmis ve ilk olarak tek parametrenin bilindigi durum igin sonug¢ ¢ikarimi

arastirilmistir.

Besinci bolimde, MZMC yontemleri anlatilmig, 6. Béliim simiilasyon ve uygulama

calismalarina ayrilmistir.

Son boliimde, ¢alismaya iligkin sonuglar verilmistir.



2. TERS WEIBULL DAGILIM PARAMETRELERININ TAHMININDE
KULLANILAN YONTEMLER

Giiniimiizde ariza oranlari ile iliskili verilerin analizinde sik¢a kullanilan Ters Weibull
olasilik dagilimi, genellikle iki parametreli logaritmik bir model igerir. Ters Weibull
olasilik dagiliminin parametrelerinin tahmininde degisik yontemler kullamlabilir. Bu
yontemlerden; grafik yontemi, en kiigiik kareler yontemi, en gok olabilirlik yéntemi ve
momentler yontemi en sik kullanilanlar arasindadir. Grafik yénteminde, yalmzca grafik
ortaminda bir tahmin yapilmakta iken, diger yontemlerde matematiksel ve istatistiksel
formiilasyonlar kullanilmaktadir. Dagilimin uygulamadaki basarisi, parametre

tahminlerinin iyi yapilmasina baglidir.

2.1. Grafik Yontemi

Dagilimin parametreleri, grafik yontemi kullanilarak tahmin edilebilir. Bu yéntemde,
parametreler grafik yardimiyla hesaplanir. Yani, matematiksel bir hesaplama yapilmaz.
Bu y6ntem ile yapilan tahminde, ilk olarak veriler kiigiikten biiyiige dogru siralanarak

her bir gozlem degeri i¢in sira medyanlari,

i—0.3
N+04

X 100

ile hesaplanir. i ile verinin sira sayisi, N ile toplam ornek biiyiikliigii ifade edilir.
Gozlemler igin sira medyanlar1 hesaplandiktan sonra, veri ve sira medyanlan gizilir.
Grafikte, X ekseni ile zaman verileri, ¥ ekseni ile birikimli ylizdeler gosterilmektedir.
Bu noktalara uyan en iyi dogru elde edilmek istenir. Sekil parametresi i¢in tahmin
edilen deger, bu dogrudan elde edilen degerdir. X eksenine paralel bir dogru ¢izilir. Bu
dogru iizerinde bulunan Q) degerinden dikey bir dogru daha ¢izilir. Cizilen bu
dogrunun X eksenini kestigi nokta, Olgcek parametresi igin bir tahmin degeridir

(Zeytinoglu, 2009).
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2.2. En Kii¢iik Kareler Yontemi

En kiiglik kareler yontemi, Ters Weibull dagiliminin parametrelerini tahmin etmek igin
kullamlan yontemlerden biridir. Iki parametreli Ters Weibull dagiliminda, birikimli

dagilim fonksiyonunun her iki tarafinin logaritmasi alinarak hesaplamalar yapilir.

Xy, Xy, ..., Xy Ters Weibull dagilimindan alinan rasgele bir érneklem olsun. (2)’de
verilen birikimli dagilim fonksiyonunun her iki tarafinin logaritmas: alinarak asagidaki

gibi bir fonksiyona doniistiiriiliir.
In[—InF(X)] = InA — alnx (10)

Burada, Y =In[-InF(X)],X = Inx, ; = —a, B, = InA doniistimleri kullanilarak
esitlik asagidaki gibi lineer bir sekilde yazilabilir.

Y =p8X+po (11)

X1y X2y -+ r X ile X1, X5, ..., X, rasgele 6rnekleminin sira istatistikleri gosterilsin.

i=12,..,n i¢in, X;,X,, ..., X lerin (i). en kiigiik sira istatistigi X dir. Ortalama
aralig1 (mean rank), birikimli dagilim fonksiyonu F(x)'in degerlerini tahmin etmek i¢in

kullanilir,

i

Flxw) = — (12)

Son olarak, hata kareler toplami minimize edilerek, 8, ve fB; regresyon parametreleri

belirlenir.
Q(Bo, B1) = Xi=1(Yi — Bo — ﬁllnx(i))z (13)

Pove B, i tahmin etmek i¢in, O’nun sirasiyla B, ve B;’e gore kismi tiirevi alinarak

sifira esitlenir.

aQ do _
dﬁo—Ove‘w1 0 (14)
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Buradan, 3, ve B;’in tahminleri, 3, ve f; asagidaki gibi elde edilir.

5 _ M I nxgp In[-InF(xp)] Y7L, Inxgp Xiz, In[-InF (xp)]
p1 = = 5 2 (15)
n ¥y In?xay =iz, Inx(p)
~ 1 PN !
o = ~ZiiIn[=InF(x)] + & T, Inxg (16)
Buna gére, A ve o’nin tahmin edicileri A ve @
& = n Z?=1 lnx(i) ln[—lnﬁ(x(i))] _Z.{L=1 Inx ) Z?=1 ln[—lnﬁ(x(i))] (1 7)
n T, 22 =S, Inxp)’
A " ~1
1= exp B, In[-InF(xp)] + @2 Bk, Inxgy| (18)

bi¢iminde yazilabilir (Loganathan & Uma, 2017).

2.3. Momentler Yontemi

Ters Weibull dagiliminin parametrelerini tahmin etmek igin yaygin olarak kullanilan
yontemlerden biri de momentler yontemidir.

04,0, ..., B bilinmeyen parametreler olmak lizere, bilindigi lizere k tane kitle momenti,
k tane 6rneklem momentine esitlenerek parametreler tahmin edilir. Buna gére;

n
E(X)—lzX
=->'x,
i=1

n
1
E(X?) = = inz
n i=1

n
1
E(xX*) == in"
n i=1
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k tane denklem yazilir ve bu denklemler 64, 8,, ..., 8, parametreleri i¢in ¢oziilerek
moment tahmin edicileri elde edilir.

EX) =2 ¥, X, (20)
E(X?) == 3L, X2 1)

olmak tlizere moment tahmin edicilerini elde etmek i¢in kullanilacak iki bilinmeyenli

denklem sistemi séyle olur;
i 1 1
Zar(1-2)=2ym X, (22)
2 2 1
Aar(1-2)=23n x? 23)

Bu denklemlerden asagidaki esitlikler elde edilir.

-8 i e
5 e ZF= X *
A= <"1__(1_1l) ) (25)

A’nin tahmin edicisi A yukaridaki esitlikten bulunabilir. o’ nin tahmin edicisi @ ise,
= Ixt g2
r(1-2)=2% ;= (26)

esitligi ¢oziilerek bulunabilir. Bu denklemin analitik bir ¢6ziimii yoktur ve sayisal
olarak ¢oziilmesi gerekir. Denklemi ¢6zmek igin Newton Raphson yoéntemi kullanilir

(Loganathan & Uma, 2017).

2.4. En Cok Olabilirlik Yontemi

X1,X3, ..., Xy , Ters Weibull dagilimindan alinan, » birimli, sansiirsiiz, tam bir veri seti

olsun. Olabilirlik fonksiyonu su sekilde verilir;

LA, @) = a™An [, x;~ (@D o= 2@ ™) 27)
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(27)’deki olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alinirsa;
[(a,Alx) =nloga +nlogd—(a+1) X log(x;) —AX x % (28)
elde edilir.

[(a, A|x) 'nin o ve A’ya gore 1.dereceden kismi tiirevleri alinarak sifira esitlendiginde;

dl(a,Alx) _
LA =2 log(x) — AN % log(Yx,) = 0 29)

dl(a,A|x) =
e = - T 270 (30)

olur. A parametresinin tahmin edicisi A ve o parametresinin tahmin edicisi @ y1

hesaplamak i¢in sayisal yontemler uygulanabilir (Loganathan & Uma, 2017).

Bu tez kapsaminda parametre tahminlerini elde etmek i¢in ¢ok degiskenli durumda
kullanilan Newton-Raphson yoéntemi kullanilmigtir. Denklemlerin ¢ok degiskenli

Newton-Raphson yontemi ile ¢6ziimii asagida verildigi gibi elde edilmistir.

a; ;L =~ (31

a;;;: = X% ¥ Inxy) (32)
% =~ = ATk %7 (In(x;))> (33)
Pl Y% Inx) G4)

olmak tizere birinci tiirevler igin f vektorii,

I Diz1Xi > 35)

' (5 — X In(x) + A X%, %% In(xy)

ve ikinci tlirevlerin yer aldigi Hessian matrisi,
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/- ( —% P InCx) ) -

ix % In(x;) _;nz_ — A2 %% (In(x;))?

bi¢iminde elde edilir. Buna gore, 1y ve a, baslangi¢ degerleri ve segilen durdurma

kural1 kullanilarak asagidaki iteratif denklemle sonuca ulasilir,

(@)= (@) - (;83 ZE;) ' (37)
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ii.

iii.

3. BAYESCi YONTEMLE PARAMETRE TAHMINi

Bu béliimde genel haliyle Bayesci ¢ikarim anlatilmastir.

3.1. Bayesci Yaklasim

Klasik istatistiksel yontemlerde, bilinmeyen parametreler sabit bir deger olarak
varsayilir. Parametreler sabit oldugundan onlar hakkinda olasilik ¢ikarimlari yapilamaz.
Bu noktada, Bayes yontemi alternatif bir yaklasim sunar. Bayes y6nteminde
parametrelere, uygun 6nsel dagilima sahip rasgele degiskenler goziiyle bakilir. Yani,
Bayes tahmin edicilerinin bulunmasinda parametrenin bir dagilima (prior veya 6nsel
dagilim) sahip oldugu varsayilir. Daha sonra parametrenin onsel dagilimi ve verilen
orneklem bilgisi kullanilarak sonsal dagilim: elde edilir. Elde edilen bu sonsal dagilima

gore beklenen degeri parametrenin Bayes tahmini olarak adlandirilir.
Bayesci ¢ikarim i¢in adimlar asagida verildigi gibi siralanabilir,

0 i¢in, onsel dagilim olarak adlandirilan ve (0) ile gosterilen bir olasilik dagilimi
tanimlanir. Onsel dagilim, gézlem yapilmadan 6nce parametre hakkinda elde olan
bilgidir.

Gozlenen y wveri seti igin, @ verildiginde y’nin dagilmim tanimlayan
p(y |0) olabilirlik fonksiyonu belirlenir.

Onsel dagilim ve olabilirlik fonksiyonu giincellenerek p(6]y) sonsal dagilimi
hesaplanir. Elde edilen bu sonsal dagilim kullanilarak 8 igin istenilen tiim istatistiksel

cikarimlar yapilir.

Bu kurallar esas alan Bayes teoremi asagidaki sekilde gosterilebilir

p(8ly) = 2O _ 20100 _ _p610)m(®)

p(¥) p(»  [p(»I6)n(6)as (38)

Burada, [ p(y|0)m(6)d6, sonsal dagilimin normallestirme sabitini; p(y), y’nin marjinal
dagilimini; p(y |6@) ’nin herhangi bir orantili fonksiyonu ise & nin olabilirlik
fonksiyonunu gosterir ve L(6)a p(y|0) bigiminde yazilabilir. Buradan, Bayes teoremi

asagidaki sekilde de yazilabilir.
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L(8)T(6)

p(@ly) = [L(O)n(6)ad’

(39)

Burada, p(y) marjinal dagilimi aslinda bir integraldir. Bu integral, integralin degeri

sonlu oldugunda sonsal dagilim i¢in ek bilgi vermeyecektir. Buna gore, p(8]y)
p(6ly)a L(6)m(6) (40)
bi¢iminde ifade edilebilir (Cengiz vd., 2013). Bir 8 parametresinin Bayes tahmin edicisi,

Joe0© L8 |y) m (6)d6
Joeo L6 1y)  (6)d6 41)

Opayes =E (0 1y) = [0 (61y)do =

olarak elde edilir (Cengiz vd., 2013).
Asagidaki kisimda literatiirde siklikla kullanilan 6nsel dagilimlar verilmistir.

3.2. Literatiirde Siklikla Kullanilan Onsel Dagihmlar

Bayesci yaklasimda parametreler igin onsel dagilimi belirleme sorununun yani sira,
hesaplama ve yakinsama sorunlar1 da bulunmaktadir. Bu hesaplama zorlugu nedeniyle
yaklasik c¢ikarimlar yapilmaktadir. Bu yiiksek boyutlu integralleri hesaplama ve
yakinsama sorunlari nedeniyle Bayesci ¢ikarimda 6nsel dagilimin segimi dnemlidir
(Cengiz vd., 2013).

Temel olarak onseller; bilgilendirici ve bilgilendirici olmayan 6nseller olmak iizere iki
gruba aynlir. Bilgilendirici 6nseller subjektifken bilgilendirici olmayan 6nseller
objektiftir.  Bilgilendirici olmayan 6nsel dagilim kullamildiinda, sonsal dagilimin
olasiik yogunluk fonksiyonu olabilirlik fonksiyonuna benzer. Subjektif ve objektif
onseller hakkinda detayl: bilgi i¢in Berger (2006) ve Goldstein (2006)’a bakilabilir.

Bayesci yaklasiminda, Onsel dagilimin se¢imi konusunda goriis ayriliklar
bulunmaktadir. Onsel dagilim segimine gore Bayesciler igin asagidaki gibi bir

siniflandirma yapmak miimkiindiir.

v" Klasik Bayesciler, diizgiin 6nsel dagilim gibi bilgi vermeyen 6nselleri kullanirlar.

v Modern Parametrik Bayesciler, bilinen eslenik 6nselleri kullanirlar.

17



v' Subjektif Bayesciler ise, dnceki bilgiler, uzman goriisti ve inanglar ile gegmisteki

¢alisma sonuglar1 dogrultusunda elde edilen 6nsel dagilimlar: kullanmayi tercih ederler.

Bilgilendirici olmayan 6nsel dagilimlar, parametreler hakkinda ¢nsel bilgisi zayif olan
veya veriden elde edilen bilgi hari¢ baska bilgiye ihtiyag duymayan dagilimlardir.

Bilgilendirici olmayan 6nsel dagilimlar asagida verilmistir.

3.2.1. Diizgiin 6nsel dagihm

Diizgiin 6nsel dagilimda, bir aralik belirlenir ve parametreye bu aralik igerisinde aym

olasilik degerleri atanur.
Olasilik yogunluk fonksiyonu,
p(@) =c=1ve0<H6<m

bi¢iminde olmak lizere, belirtilen aralikta yer alan her nokta i¢in parametrenin olasilig
c’ye esittir. Gegerli bir sebep olmadig: siirece, bir olayin gergeklesme olasili1 bagka bir
olaym gergeklesme olasilifindan biyiik degildir. Boyle durumlarda, basar1 olasihiginin,
olasi tiim degerlerine esit agirlik veren diizgiin 6nsel dagilim tercih edilir. Parametre
belirli bir aralikta deger aliyorsa veya simiflandirilabiliyorsa, bu durumda énsel dagilim
olarak diizgiin 6nsel dagilim alinabilir. Parametre [0,m] aralifinda deger aliyor ise, m
sonsuza giderken onsel dagilimin verdigi bilgi azalir. Reel eksende [-oo, o0] araliginda,
@’nin tiim degerleri i¢in p(8) = c oldugunda, diizgiin 6nsel dagilim uygun olmayan bir
onsel dagilim olur. Uygun olmayan dagilimdan kasit olasilik yogunluk fonksiyonunun
integralinin 1 olmamasidir. Bu tiir dagilimlar, ¢ikarsamada zorluga neden olur. Ancak,
boyle bir onselden elde edilen sonsal dagilimin kesinlikle yanlis olacagi kanaati de

dogru degildir.
3.2.2. Jeffreys’in sabit onseli

Jeffreys (1961) tarafindan Onerilen ve hesaplamasi kolay olan bu ¢nsel dagilim diizgiin
dagilim ozelligine sahiptir ve parametrelerin tanimlandigi aralifin disindaki biiyiik
degerleri ihtiva etmez. Bu onselin hesaplanmasinda, Fisher bilgi matrisi kullanilir.

Olabilirligin anlamli oldugu bélgede ¢ok fazla degismeyen Jeffreys’in 6nsel dagilimu ile

18



ilgili detayli bilgi i¢in Bernardo ve Smith (2000) ve O’Hagan (1994)’da bakilabilir. Bu
onsel dagilim olduk¢a kullamiglhidir. Aralik diginda biiyiik degerler igermemesi ve
olabilirligin anlamli oldugu bélgede ¢ok fazla degismemesi nedeniyle, parametre belirli
bir aralikla sinirli olsun ya da olmasin ([-o0, o0] veya [0, o]) dnsel dagilimi bir sabitle

esitler. Jeffreys’in 6nsel dagilimi

m(0) o |1(6)]"/2

ile verilir. Burada, |.| ile determinant, /(8) ile p(y|6) olabilirlik fonksiyonunun Fisher

bilgi matrisi gosterilir (Gamerman, 1997).

3.2.3. Belirsiz onsel dagilim

Bir 6nsel dagilim igin tanimlanan aralikta hesaplanan integral veya toplam 1’e esit
oldugunda bu 6nsel dagilim belirli 6nsel, sonsuza esitse belirsiz 6nsel olarak adlandirilir
(Tektas,2006). Kesikli rasgele degiskenler i¢in olasilik fonksiyonunun toplami 1
degilse ya da stirekli rasgele degiskenler i¢in olasilik yogunluk fonksiyonunun integrali

sonlu bir degere esit degilse bunlar belirsiz 6nsel dagilim olarak adlandirilir (Giiner,
2014).

Biiyiik varyansin belirsizlikle 6zdeslestirilmesi fikrinden hareketle, dagilimlarin sekil
parametrelerine atanan degerler ile, genis bir aralikta deger alan ve hemen hemen
diizgiin onsel dagilim kadar diiz olan bilgilendirici olmayan bir 6nsel dagilim

olusturulabilir. Ornegin;
p()~N(u,0?)
olmak iizere o2’ye biiyiik deger atanir.

p(0)~G(a, B)

olmak iizere a, f’ya oldukga kiigiik degerler atanir. Bu sekilde olusturulan belirsiz dnsel
dagilim uygun bir dagilim olur. Diizgiin 6nsel dagilim yerine belirsiz 6nsel dagilim

tercih edilirse hesaplamada kolaylik saglanmis olur.
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Bilgilendirici bir 6nselin, sonsal dagilim iizerinde etkili oldugu soylenir. Bu tiir
dagilimlar, gergek veri setleri ile ilgili uygulamalarda 6nemlidir. Yani, daha &nce
yapilmis caligmalardan elde edilen bilgi, ge¢miste yasanan deneyimler veya mevcut
bilgi ile birlestirilebilen uzman goriigleri gibi uygun Onsel dagilimlar kullanilirsa

Bayesci yontemin giicii artar.

Eger onsel dagilim ile sonsal dagilim ayni aileden geliyorsa, bu tiir 6nsel dagilimlar
ailesine “eslenik aile” veya sadece “eslenik” denir. Eslenik aileye &mek olarak

orneklemin binom dagilimina sahip bir kitleden se¢ilmis oldugu diisiiniilsiin. Yani,
y~Bin(n,9)

olsun. 8 parametresi i¢in alinacak 6nsel dagilim Beta Dagilimi oldugunda 6 i¢in elde
edilecek sonsal dagilim da yine Beta dagilimi olur. Yani, Binom dagilimi igin eslenik
Onsel dagilim Beta dagilimidir. Eslenik onseller genellikle hesaplamadaki kolayligi
artirdig1 igin tercih edilir. Agagidaki tabloda baz1 eslenik dagilimlar verilmistir (Oztiirk
& Cengiz, 2017).

Cizelge 3. 1 Eslenik dagilimlar tablosu

Olabilirlik fonksiyonu Onsel Dagilim Sonsal Dagilim
Binom Beta Beta
Negatif Binom Beta Beta
Normal Normal Normal
Poisson Gama Gama
Ustel Gama Gama
Gama Gama Gama

Bayesci analiz kullanmanin avantajlarindan bazilar1 sdyledir;

veriyi onsel bilgi ile teorik bir ¢at1 altinda birlestirmeyi saglar,
asimptotik yaklasim olmadan, veri ile ilgili kesin ¢ikarimlar verir,
kiictik boyutlu 6rneklemler i¢in de kullanilabilir,

parametre tahminleri ve hipotez testlerinde direk ¢ikarimlar verir,

kayip veri ile ilgili problemlerde ve hiyerarsik modellerde uygulanabilir.
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Baz1 dezavantajlari ise sdyledir;

onsel dagilimin segiminde kullanilan belirli bir yontem yoktur,

parametre sayisinin ¢ok oldugu modellerde hesaplamalar zor olmaktadir.

Sonsal dafilimdan istatistiksel ¢ikarimlar yaparken gerekli olan integrallerin
hesaplanmasinda  analitik  ¢oziimler —bulunmamasi uygulamada karsilasilan
problemlerden birisidir. Bu noktada, hesaplamada sayisal yéntemlerin veya simiilasyon
yontemlerinin kullanimi gerekir. Tezin 4.Béliimiiniin sonunda ve 5.Béliimiinde bu

yontemler anlatilmistir.

Bayesci yaklasim ile ilgili daha detayl: bilgi igin; Berger (1985), Bernardo ve Smith
(1994), Carlin ve Louis (2000), Robert (2001) ve Wasserman (2004)’a bakilabilir
(Cengiz vd., 2013).

3.3. Literatiirde Siklikla Karsilasilan Kayip Fonksiyonlari

Calismamiz kapsaminda literatiirde bulunan kayip fonksiyonlar incelenmistir.

3.3.1. Entropi kayip fonksiyonu

X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu 1 (x, 4) ve A dagilimin parametresi

olsun. 3, X’nin bir tahmini olmak tizere, entropi kayip fonksiyonu;

A,X
L(\8)= E; (In % ) (42)

bi¢iminde verilir (Nematollahi & Motamed-Shariati, 2009).

3.3.2. Yari karesel kayip fonksiyonu

Yari karesel kayip fonksiyonu, tahmin edilen bir modelin ne kadar dogru oldugunun
Olgiisiinii verir. Tahmin edilen olasilik ile ger¢ek deger arasindaki fark: dikkate alarak

calisir. Yar karesel kayip fonksiyonu;

n(x) = c(t — x)?

bigiminde tanimlanir. Burada ¢ sabittir. Yar1 karesel kayip fonksiyonu;
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L(a, &) = (e — e7¢®)2  c£0 (43)
bi¢iminde de ifade edilebilir (Al-Baldawi vd., 2014).

3.3.3. Lineer olmayan iistel kayip fonksiyonu

Lineer Olmayan Ustel kayip fonksiyonu;
L(& &) = k[e®® —cD? —cD —1],k>0,c >0 (44)
bi¢iminde ifade edilir.
Burada,
D=@ — «a
olup tahmin hatasini géstermektedir (Al-Baldawi vd., 2014).

3.3.4. Hata kareler kayip fonksiyonu

Tahminler i¢in daha 6ncede bahsedildigi gibi, genellikle hata kareler kayip fonksiyonu
kullanilir. Legendre (1805) ve Gauss (1810) tarafindan onerilen hata kareler kayip
fonksiyonu;

L(a — &) = (a — &)? (45)
bi¢iminde tanimlanir (Sultan K. , 2008).

3.3.5. Linex kayip fonksiyonu

Asimetrik bir fonksiyon olan Linex kayip fonksiyonu;
L(@@—a)=(e@D—c(@—a)-1) (46)
bigiminde ifade edilir. Burada a ve & parametrenin gergek ve tahmin edilen degerlerini

gostermektedir (Ahmad vd., 2015).
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3.3.6. Precautionary kayip fonksiyonu
Precautionary kayip fonksiyonu;

_ (@a-a)®

a

L(a, a) (47)

bi¢iminde tanimlanir. Asimetrik olan bu kayip fonksiyonu ilk olarak 1996 yilinda
Nordstrom tarafindan tanimlanmistir (Ahmad vd., 2015).

3.3.7. Al-Bayyati’nin kayip fonksiyonu

Yine, asimetrik bir fonksiyon olan Al-Bayyati’nin kayip fonksiyonu;
L(@, a) = a1 (@ — a)? (48)

bigiminde tanimlanir. Burada c; sabittir (Ahmad vd., 2015).
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4. TERS WEIBULL DAGILIMININ PARAMETRELERININ BAYESCI
YONTEMLE TAHMINI

Bu béliimde, ilk olarak tek parametresi bilinen Ters Weibull dagiliminin Bayes tahmin
edicilerinin nasil bulunacag: iizerinde durulmustur. Daha sonra iki parametrenin de

bilinmedigi durum g6z dniine alinmigtir.

4.1. Tek Parametresi Bilinmeyen Ters Weibull Dagihmi icin Bayes Tahmin
Edicisinin Elde Edilmesi

Bu kisimda, sekil parametresi bilinen Ters Weibull dagiliminin 6lgek parametresi icin,
bir dnceki boliimde ifade edilen kayip fonksiyonlarinin kullanilmas: ile Bayes tahmin

edicilerinin nasil bulunacagi iizerinde durulmustur.

4.1.1. Hata Kkareler kayip fonksiyonu altinda 6l¢ek parametresi A i¢cin Bayes tahmin
edicisinin elde edilmesi

A icin onsel dagilim Gamma (a,b) olarak alinirsa,

bala—l

)= P

e 1>0,a,b>0 (49)
bi¢iminde olmak tizere (27)’deki olabilirlik fonksiyonu ile (49)’deki 6nsel olasilik

yogunluk fonksiyonu birlestirilerek A i¢in sonsal dagilim,

LA X)g()

T = = g mar

formiilii kullanilarak elde edilir. Buna gore, sonsal dagilim

An+a—=1,-A(T+b) _ (T+b)n+a

an'*'a‘le_“(T"'b)dA_ F'(n+a)

n(/llx) — foo n+a—1e—A(T+b) (50)
0

olarak elde edilir. Dikkat edilirse bu dagilim bir Gamma dagilimidir ve parametreleri

n+a ve T+ b’ dir. Burada T= )", x;~% dir. Buna gore, A’nin Bayes tahmin edicisi;

1= m+a)T+b) (51)
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bi¢iminde elde edilir (Sultan K. S., 2008).

4.1.2. Entropi kayip fonksiyonu altinda 6lgek parametresi A4 icin Bayes tahmin
edicisinin elde edilmesi

X, i=1,...,n basarisizlik siiresini gostermek tizere, birbirinden bagimsiz ve hepsi Ters
Weibull dagilimina sahip olan n birimlik bir 6rneklem olsun. Buna gore olabilirlik

fonksiyonu
L=IT f O @, 2) (52)

bigiminde olur. Yani, X;~Ters Weibull(a, 1) bigiminde olmak iizere f (x; @, A) yerine
yazildiginda,

L= H?=1 alxi—-(a+1) e—lxi‘“ = g e AT H?=1 xi—(a+1) (53)
bi¢iminde elde edilir. Burada 7= )., x; 7% dur.

Xrasgele degiskeni Ters Weibull dagilimina sahip oldugunda entropi kayip fonksiyonu,

ANAT o~ NAX o —(A-1)T(x)

A o) A
L(.3) = By (In Grymommegre)= B4 (BNTE)ninD=n G +nz-1) (54)

bi¢iminde yazilir. w(A), A’nin herhangi bir 6nseli olarak varsayildiginda Entropi kayip

fonksiyonu (54) altinda Bayes tahmin edicisi;

L -1
85 (X) = (E (3 |X)> (55)
biciminde elde edilir.

Ilk olarak &lgek parametresi A igin onsel dagilimin Gamma olarak varsayildigi durum

g6z oniine alinsin. Buna gore 6nsel dagilim
T(A) = 2= 2971 g7bA 350, b >0 (56)

I'(a)

bigiminde olmak tizere A parametresi i¢in sonsal dagilim bir 6nceki kisimda,
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An+a—1e—A(T+b) _ (T+b)n+a g
f(;’° an+a-1g—a(T+b) 43 [(n+a)

n(dlx) =

e M+ ~T(n+a,T + b) (57

bigiminde elde edilmisti. Az ile A’mn Bayes tahmin edicisi gosterilmek lizere;
Ap = E((Alx) (38)
olacaktir. Buradan;
lg = (n+a)(T + b) (59)

elde edilir. Entropi kayip fonksiyonu altinda Bayes tahmin edicisi ise;

85(X) = (E (3 IX))_I (60)
olmak iizere;
E(11) = 173 Sy AeTte M aa = e

olarak elde edilir. Buradan da;

5B(X) — ( T+b )_1 _nta-1 62)

n+a-1 T+b

olarak bulunmus olur (Yao, Song, Mao, & Le, 2011).

4.1.3. Linex kayip fonksiyonu altinda ol¢ek parametresi A icin Bayes tahmin
edicisinin elde edilmesi

(50) numaral esitlikten A’nin Linex kayip fonksiyonu altinda Bayes tahmin edicisi,
5 _ ~1 —cA
A= — log(E[e™* |X]) (63)

bi¢iminde yazlabilir. Ters Weibull dagilimi i¢in Linex kayip fonksiyonu altinda
islemler yapildiginda,
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i _ fooe_d% ﬂn+a—1e_A(T+b)dﬂ.
0

_ o —Ac+THp) L0 77 (T+b)™ % L nva—1
fO I'(n+a) /1 dA

F'(a) = fooo x te *dx
AMlc+T+b)=t

dA(c+T+b)=dt

t
T c+T+b

n+a (o] n+a-—-1

1= (T +b) _t ( t ) i
'(n+a) c+T+b

__ (T+bp)*ta 1

" T(n+a) (c+T+b)n+a-1

ST emtemramidy

f ettt 1dl =T(n + a)
0

_ ( b)n+a
B(e~Hx) = 2T

A= —%log (E(e‘”‘|x))

s _ 1 (T+b)"+a
A= c log ((C+T+b)"+a‘1)

olarak elde edilir (Sultan K. , 2008).
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4.1.4. Yar karesel kayip fonksiyonu altinda dl¢ek parametresi A igin Bayes tahmin

edicisinin elde edilmesi

Yarn karesel (Quasi-Quadratic) kayip fonksiyonu;

LiAR) = (67t — e=M)2  cx0

(69)

bi¢iminde olmak {izere, Bayes tahmin edicisi sonsal dagilim i¢in riski minimize eden

tahmin edici olacaktir. Buna gére,

Ri(AX) =E[L, (A, )] = [P(e™? — e™™2 h (A |x) dA

olmak tizere bu fonksiyonu minimize eden 2;
A= —% [InE (e~ |x)]
dir. Burada;
E(e) = fooo e~ (A [x)dA
ile bulunur. ilk olarak 6nsel dagilim Ustel dagilim olarak alinirsa,
0

E{e=2)= f e * o, (A |x) da

dA

- fooe—cx (B+ Xie1x™%) L aAn oA (B+ Xt %Y
0 F'n+1)

o (B+ X1, xi—a)n+1 Ate (c+B+Ef %™ %)

=k I (n+1)

dA

_ Z?: i_a n+1
B(e™Mx) = | SrZx]

bi¢iminde elde edilir. Buna gére Bayes tahmin edicisi,
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1 [ B+ZL_ xl_a :|TH'1

c+B+Y X
olarak bulunur. Burada f hiper parametredir.

Onsel dagilim Ters Levy dagilim olarak alinirsa,
E ( e‘c}‘) = f e~ h, (A |x) dA
0

n+s

6 -
A Gt I )

o (8 R
E(e*) = f e—cx(2+ Yim1Xi a) A2 e
0

F(n+%)

e n n+% n- —A(C+Q+Zn x;7%)
foo(;+zi=1xra> A2 M etz

'(n+1) dA

A 9'*'21 1% n+%
—C. —
E (e Ix) - [C+ +Zl lxl—a]

olup, buna gore Bayes tahmin edicisi,

+ Y X% n+—;-
A, = _llnl____LL_w

c+- +2}l 1%

bi¢iminde elde edilir. Burada 6 hiper parametredir.

dA

(75)

(76)

(77)

(78)

Hiper parametre, onsel dagilimin parametrelerine verilen isimdir. Hiper parametre

terimi, asil dagilimin model parametrelerinden, 6nsel dagilimin parametrelerini ayirmak

i¢in kullanilan bir terimdir. Ornegin, bir Bernoulli dagiliminin p parametresinin

dagilimim modellemek i¢in bir Beta 6nsel dagilimi kullaniliyorsa, bu durumda; “p”

Bernoulli dagiliminin parametresi, “a ve ” ise Beta dnsel dagiliminin parametreleri,

yani hiper parametrelerdir (Al-Baldawi vd., 2014).
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4.1.5. Non-Lineer Ustel kayip fonksiyonu altmmda 6lgek parametresi A icin Bayes

tahmin edicisinin elde edilmesi

Non-Lineer Ustel kayip fonksiyonu;

Ly(AA) =k[e®® —cD?—cD —1],k>0,c¢ >0

(79)

bigiminde olmak iizere, burada D=2X — A olup, tahmin edici hatasini gdstermektedir.

Genellik kayb1 olmaksizin, k = 1 olarak alinabilir. Bayes tahmini, sonsal riski minimize

eden A degeri olacaktir. Risk,
Ry(AA) = E[L, (X, N)] = [" L, (X, ) h(X |x)dA

bigiminde olmak tizere Bayes tahmin edicisi,

~  —[InE (e~ —=2E W]
A= ) /(c+2)

olarak bulunur. Burada;
E(e=) = ["e *h(h|x)dA
bi¢iminde hesaplanir.

Onsel dagilim Ustel dagilim olarak alindiginda Bayes tahmin edicisi;

= — L |in(Ltiax” n+1——2 _
37 42 c+B+YT, X B+IT, x;~%

>

i=1
olarak bulunur.

Onsel dagilim Ters Levy dagilimi olarak alindiginda Bayes tahmin edicisi;

n+=

o . 1

A 1 Pl T 2 n+1

7\4=‘“"C+"2"[n Toon . —a —23 n _a]
c+o+Xiq Xi S H2im1 X
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bigiminde hesaplanir (Al-Baldawi vd., 2014).

4.2. ki Parametresi Bilinmeyen Ters Weibull Dagilim icin Bayes Tahmin
Edicilerinin Elde Edilmesi

Bu kisimda Ters Weibull dagilimi i¢in her iki parametrenin de bilinmedigi durum g6z

Oniine alinmistir.

X1, X3, ..., X, Ters Weibull dagilimindan alinan » birimlik bir 6rneklem olsun. Buna

gore olabilirlik fonksiyonu,
L, @) = a™An [T, x,~@+D) o= ACE ™) (85)
bigiminde elde edilir. Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alindiginda,
L(a,A|x) =nloga +nlogd— (a+ 1) X log(x) — A% %% (86)

olur. o ve A parametrelerinin birbirinden bagimsiz Gamma 6nsel dagilimlarina sahip

oldugu varsayilsin. Buna gore,

1
2

bi¢iminde yazilabilirler.

Buradan ortak 6nsel olasilik yogunluk fonksiyonu

d1p.492 _ _
g(a, ) = %aql 12921 exp(—pyat — pyA), @ > 0,1>0  (89)

olur.

Bayes tahmin edicisini elde edebilmek igin ilk olarak olabilirlik fonksiyonu ile dnsel

dagilimlar ¢arpilir,
m(a,A,x) = L(x|4, a). g,(a). g, (1)

31



= A, x,—(@+D) oA, x™%) PaTP2® o gi-12305-1 ey (—p. o —
a™ A" [, x; e O e O A7t exp(—pia — po4). (90)

Daha sonra her iki parametreye gore integral alinarak X*in marjinal dagilimu,
n(x) = f f n(a, Alx)dad)

= ff a* A" H?=1 xi"(a‘l'l) e_A(Z?=1xi_a) M aql_ll‘h_l exp(_pla — pZA) dadA (91)
r(q.)raz)

bi¢ciminde bulunur.Daha sonra olabilirlik fonksiyonu marjinal fonksiyona oranlanarak

iki parametre icin ortak sonsal dagilim asagidaki gibi elde edilir.

n(a, A, x
w(a, Alx) = L—z
m(x)
AN TRy —(@+1) =A%~ P1120292 g1 1202-1 agn(—m.
_ A = R 7 el Tl
N —(a+1) = ACT 7O P1 1292 o 10g,-1 e
I amam [T %~ (@ e ™Moi= % D sa 41712921 exp(—py a—p,A) dadA

200 0y _ —
G e Al ) LAy e 1 AQj=1 %" F)-pra—pzi

= (92)

Jf antai-1zntaz-1qn xl.—(a+1)e-1(2}1:1?6{_“)—17101-1?21(1“(1/1

Parametrelere iliskin sonsal marjinal dagilimlar1 elde etmek i¢in sirayla parametrelere

gore integral alinir ve marjinal sonsal dagilimlar asagidaki gibi elde edilir,
(A1) = f (e, Alx)da

Ar+az-1g-P2d [ gntai—1 H?zlxi—(a+1)e-/1(2?=1xi_“)—mada

— — 93

[ an+a1-1 n+q2-1 H?:lxi-(a+1)e"103?=1xi N-pra-P22 4443 &R
m,(alx) = fﬂ(a,/llx)d/l

_ aMTiR xm@Fe—P1a | e Mm%~ M)-P2A jntaz-1 gy (94)

- [ an+ai-1pn+qz-1 e, xi_(“'*'l)e_A(E{lei_a)—pla_pzldadl
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Goriildiigli gibi her iki parametre iginde elde edilen sonsal dagilimlar bilinen
dagilimlara benzememekte ve bunlara ait kapali form elde edilememektedir. Karesel
kayip fonksiyonu altinda aranan tahmin ediciler bu dagilimlarin beklenen degerleri

olacaktir. Buna gore beklenen degerler,
& =E@) = f any(alx)da

n -
Qa1 x;~ (@t e—paa [ =2 & =1 %i D=p2A yntaz-1 44

ad=|a = L
f [ antai-1 n+q2-1 H?:lxi‘(a+1)e‘l(z7i1=1xi -p1a-P2rgaq) &)
A= EQ) = f,ml(/ux)da
= ATHA2=1-D2A [ grq1=1 [, ~(@+1) o =ACimy %~ N-P1agy
3= f)l J [Ti=, xi (96)

[f @nt+a1-1An+az =1 x;~(a+1)e=ACE %~ -P1a-P2lyggy

ile hesaplanir. Tahmin edicileri bulabilmek i¢in yukaridaki integraller analitik olarak
hesaplanamadigindan niimerik yo6ntemlere ihtiyag duyulur. Burada, Bayes tahmin
edicilerini elde edebilmek i¢in Lindley tarafindan 1980 yilinda onerilen yaklasim
kullanilmistir. Bu amagla ilk olarak asagidaki kisimda Lindley yaklasimi verilmis, daha
sonra bu yaklasim (95) ve (96) esitliklerine uygulanilarak istenilen sonuglar elde

edilmistir.

Bayes analizinde, ilgilenilen parametrenin, belirli 6nsel dagilima sahip rasgele bir
degisken oldugu diistiniiliir. Onsel dagilimin secimi genellikle mevcut olan &nsel
bilgilerin tiirline dayanir. Bu nedenle segilen 6nsel ailesi, hiper-parametrelerin
hesaplanmasinda kolaylik saglamasi amaciyla esnek olmalidir. Pratikteki pek ¢ok
problemde, verilen varyans ile parametrenin beklenen degeri kavrami, beklenen degere
olan giiveni gosterir. Yani, segilen onselin varyansinin kiigiik bir deger olmasi, beklenen
degere olan giiveni artirirken; varyansin biiytlik bir deger olmasi beklenen degere olan
gliveni azaltir. Bunun yani sira, Onselin se¢imi, matematiksel manipiilasyonlar1 da
kolaylastiran bir husustur. Bu noktalar1 g6z 6niinde bulundurarak, burada a ve A

parametreleri i¢in 6nsel dagilim olarak bagimsiz Gamma dagilimlari alinmigtir.

33



Onsel dagilimin beklenen degerinin ve varyansinin bilindigi varsayimi altinda, (87) ve
(88) numarali esitliklerde yer alan hiper-parametreler kolaylikla degerlendirilebilir.
Ornegin, o’min V, varyansh, M, beklenen degeri hakkinda bir fikre sahip olundugu
(beklenen deger M, ’ya giivenin tam oldugu varsayimi altinda) varsayilsin. p; = M, /V,
ve q; = M, /V, olarak verildiginde, M, = g, /p1 ve V, = q1/p,? olur. Aym prosediir,
M i¢in de izlenebilir. Parametreler hakkinda higbir bilgimiz yoksa veya ¢ok az bilgimiz
varsa, Onsel varyans ¢ok biiyiik, yani sonsuza egilimli olarak alinabilir. Béyle bir
durumda, p,, g4, p; ve g, hiper-parametreleri sifira yakin deger alirlar ve (87) ve (88)
ile verilen &nsel dagilimlar asagida sirayla verildigi gibi bilgilendirici olmayan 6nseller

olarak alinabilirler.

1
]1(05)=E:C¥>0

1
]z(a)=z;l>0

(Singh vd., 2013).

4.2.1. Lindley yaklasim

Bayes tahmin edicisinin elde edilmesinde bir 6nceki kisimda da goriildiigii tizere
genellikle giigliikler ortaya ¢ikmaktadir. Lindley (1980) tarafindan, »’in yeterince biiyiik
olmasi durumunda ¢ok parametreli dagilimlarda zorlanilan integrallerin yaklasik
¢oziimiine iligkin bir yontem gelistirilmistir. Asagida, Lindley yaklasimi kullanilarak
Bayes tahmin edicilerinin nasil elde edilecegi hakkinda genel bir anlatima yer

verilmistir.

_ Jgw(® el® dg

= @@ do €7

integrali gdz oniine alinsin. Burada 6 = (04, ..., 6,) parametre vektoriinii, @ parametre
uzayini, l(Q) olabilirlik fonksiyonunun logaritmasini, TC(Q), 6 parametresinin rasgele

secilmis ortak &nsel olasilik yogunluk fonksiyonunu géstermektedir. u(6), 8’ nmin bir
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fonksiyonu olmak tizere W(Q) = u(8) n(_B_) alinarak u(8)’nin sonsal beklenen degeri
asagidaki sekilde elde edilir

J‘ u(a)el(6)+G(9)d9
E [u(Q/X)] = @f@el(9)+0(9)d0 * 98)

(98) ile verilen esitlikte G(8), 6 parametresinin ortak dnsel dagiliminin logaritmasidir
ve G(Q) = logm(0) seklinde gosterilir. O halde (98) esitliginin yaklasik degeri
asagidaki sekilde elde edilebilir.

u(g)LBayes = E [u(Q/X)]
1 1
~ { u+ 5 N0 B0 (wiy + 2wigj)oy + 380 Xy ey I Lk UijUkzuz} 99)
Burada p, bilinmeyen parametre sayisini ifade etmektedir. Ayrica,

a3l

b = e,  f=1%...5 j =12 = 1E
Uk = 30,00;00, ! pi p P

921
1] 69169]‘ L 1I2F -;p: ] = 112; ;p
ou()
i =50, i=12,..,p
5%u(9) i=12..,p;j=12
5] 60160] ’ 14 :p; ] 14 rp

seklindedir.

p = 2 i¢in Lindley yaklasimi kullanilarak elde edilen yaklasik Bayes tahmin edicisi,

u(é)LBayes =E [u(QIX)]
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2

1 2 2 2 2
2 (wij + 2u;95)a; + EZ Z Z z Liji 0ij Oy

2
={u+
=1 =1 i=1 j=1k=11=1

N| =

A 1 1
~ u(fly, f;) + 3 {a;; +ay} + > {(u1011 + up015)d + (Uy0,1 + uy0z,)e}  (100)

bi¢iminde yazilabilir. Burada 114, @i, u; ve u, parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin

edicileridir. aq;, a,;, d ve e asagidaki gibidir.
ay = (uy; + 2wy 9y)oy;, i = 1,2
azi = (Ui + 2up9;)02;, i = 1,2
d = 1111011 + 1121012 + 1311021 + 152102,
e = 132092 + 1122015 + 1512021 + 132209,

p=3 i¢in Lindley yaklasimi kullanilarak elde edilen Bayes tahmin edicisi ise;

u(é)LBayes =k [u(QlX)]
3 3 3 3 3 3
1 1
=~ u+§ ZZ(UU+2uigj)0'ij+§ZZZZZURUUUMUZ
i=1 j=1 i=1 j=1k=11=1

o 1
~ (ul,u2,u3) + (ulal + U0, + Uzas + ay + as) + E A(u1011 + U012 + U3G'13)
1 1
+= = B(uy071 + uy05; + u30,3) + 2 C(uy031 + Up03; + U3033) (101)

seklindedir. Burada, 114, 1, i3, u; , U, Ve uz parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin

edicileridir. Ayrica, a;, A, B ve C esitlikleri de asagidaki sekilde verilmistir.
a; = g1051 + G203 + Uz033,1 = 1,2,3

A4 = Uq20713 T Uy3093 T Up30323
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as = > (U11011 + Up2025 + U33033)

A= 011l111 + 2013l121 + 20131131 + 20230531 + 0220521 + 0330331

B = 011l113 + 20151125 + 20131135 + 20230535 + 0220527 + 033033,

C = 011113 + 20151123 + 20131133 + 20230533 + 0221523 + 0331333
(Demir, 2015).

4.2.2. Lindley yaklasim ile Ters Weibull dagilimmin parametrelerinin Bayesci
yontemle tahmini

Bu kisimda, bir onceki kisimda verilen Lindley yaklagimi kullanilarak Ters Weibull
dagiliminin parametre tahminleri elde edilmistir. Her iki parametre igin de 6nsel dagilim
birbirinden bagimsiz Gamma dagilimi olarak alindiginda ortak &nsel dagilimin,

d1p,492 . _
gla, 1) = %a‘h 1927t exp(—pra — pA),a > 0,1 >0 (102)

bi¢ciminde oldugu ifade edilmisti. Bu fonksiyonun logaritmasi alindiginda,
G(a, ) =logg(a, )
= qalogp, + qzlogp, — log I'(q1) — log I'(q2) + (91 — Dloga + (g2 — Dloga (103)
elde edilir. Bu fonksiyonun sirasiyla o ve X’ya gére tiirevleri alinirsa,

_dG(ad) _ q1-1

g =D -1y (104)
dG(a,A -1
g =T =y, (105)

olur. Buradan, bir 6nceki kisimda verilen sonuglar uygulanarak asagidaki islemler
yapilmis ve parametreler i¢in Bayes tahmin edicileri elde edilmistir.

Ly

dlogL(a,A =
= HBL@D) B _ 37 log(x) — AT, In(x)  (106)

da
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n n

_d*logL(a,2) _ d (dlogL(a,})\ d n —ay Z ~a)
2= " gadn da\ ax )" daGa L% )= i

i=1 i=1

Blogl(a,d) d[ = _ S
L112 = -—W = Z(; —in “ln(xi) = _in a(ln(xi))z

i=1 i=1

, _dlogl@) __d? il ) Ai ot
121 = "o dida - dadl [, OBV I

=1 i=1

n n

d
- E(—in_“ ln(xz)> = —in‘“(ln(xi))z

i=1 =1

2 _d3logL(a,/1)_ g* (dL) z @y = 0
225 T g0daz dadA\dA %) T dada ;t %)

dlogL(a, A)

n
LN o
2 dA ALt

d?logL(a, 1) _
L,y = —m—— = Z x;~%*In(x;)

d®logL(a, 2)
boon=—2qa =

L _ d?logl(a, 1)
227 drdadr

d*logL(a,?) d 5
Ly = i) dl(—a——azx;%ln(xl))) PN

i=1

d®logL(a, 1) _ 5 2

bz =" =23
n
n
Ly = === 2 % *(In(x))’
i=1
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n

Li; = _Z x;~%In(x;)

i=1

n
Ly = —Z x;~*In(x;)
i=1
n
Ly, = _ﬁ

2n - —a 3
b =3 —2) % *(n(x)
i=1

Gir = [L11 1112]_1 _ 1 Ly, —L12]
N Ly La Ly1Lyp — LipLoy —Lp1 Ly
_ n

& -a
—7 in In(x;)
1 i=1

- L11L22 - L12L21 - =

D wTnG) ——5 =1 % (ne))?
i=1 -

-1=1

2

(—% -1y xi"“(ln(xi))z) (-3)+ (— > oue 1n<xi>> =T
i=1

i=1

n
~ = U
n
Z xi %In(x;) =V

i=1

- n
e Az x; %(n(x;))? =W
i=1

Gij =

HI<NlS
S| SHIS
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u(a, 1) = aalimirsa,uy = 1L,u; = Uy = Uy =Uyy =Uyj; =0
i~ ~ 1
Apayes = Ayr + G1191 + G1292 + 5(11116112 + 31112G11G22 + 1222612622) (107)
u(a,A) = Aalmirsa,u; = 1,U; = Uyy = Uy = Uy = Uy =0

R 5 1
Aayes = Amp + G2191 + G229, + g(lzzszz2 + 3l112(G11Gaz + 2G12%) + l111G11G1;) (108)

Yapilan islemler sonucunda parametrelere iligkin Bayes tahmin edicileri,

85 = 4+ 2(%2 ) + £ (%2 - ) + 3 (B - ABRan Gy (8) ) +

3(- I%, % 2 (In(x))?) 27 + o (109)

2—2+V(q1_1 >+W<q2—1 )+1 Zn(W)Z
B = T 7 41 T 3 P2 2\ \T

+ ( -> xr&(ln<xi>>2>

i=1

(gg +2 (%)2> + (;_Z — X% %% (n(xy))? -Z-%) (110)

bi¢iminde elde edilmistir.
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5. MARKOV ZINCIiRi MONTE CARLO YONTEMLERI

Bayesci yaklasimda, modelin veriye uygulanmasi ¢ogu zaman karmasik, yiiksek
boyutlu integrallerin hesaplanmasim gerektiren ¢ikarim sorunlarina yol agabilir. Bu
integraller i¢in analitik ¢oziimler elde edilemedigi durumlarda, hesaplamalar igin
simiilasyon yontemleri kullanilir. Bu yéntemler Markov Zinciri Monte Carlo (MZMC)

yontemleri olarak bilinir. Bu yontemler, bu kisimda anlatilmistir.

Monte Carlo yo6ntemleri, tekrarlanan rasgele orneklemler kullanilarak niimerik
¢oziimlerin  yapildigi  yontemlerdir. Fizik, miihendislik, istatistik, ekonomi,
programlama gibi birgok farkli alanda kullanilmaktadir. Monte Carlo yéntemleri ¢ok
cesitli olmakla birlikte, soruna yoénelik girdi tanmimlar1 yapilmasi, belirli bir olasilik
dagilimina gore rasgele girdilerin tiretilmesi, girdiler iizerinden belirleyici hesaplarin

yapilmasi olmak tizere temel bir yapiya sahiptirler.

MZMC, bir olasiik dagilimi iizerinden orneklemler ile, Markov zincirinin denge
dagilimma ulagsmay1 hedefleyen algoritmalar grubuna verilen isimdir. Orneklenmek
istenen soruna iliskin boyut sayisinin yiiksek olmasi, diger yontemleri kullanissiz hale
getirirken, MZMC yontemleri ¢ogu zaman uygulanabilir tek ydntem olmaktadir.
Genellikle rasgele ylirliylis mantig1 ile ¢alisan algoritmalar kullanilmaktadir. Bunlardan

bazilar1 sunlardir; Metropolis, Metropolis-Hasting ve Gibbs.

Ozetle MZMC yontemi, sonsal dagilimlardan drneklem gekmek icin kullanilan bir

simiilasyon y6ntemidir. Bu yontem ile, istenilen hedef dagilimdan 6rnekleme yapilir.

Her 6rnek bir oncekine bagli oldugundan burada Markov zinciri gosterimi mevcuttur.
Markov zinciri, 071 rasgele degiskenine bagli 8¢ rasgele degiskenlerinden olusan,

61,62, ... bigiminde bir dizidir.

Tanner (1993), Gilks ve ark. (1996), Chen ve ark. (2000), Liu (2001), Gelman ve ark.
(2004), Robert ve Casella (2004), Congdon (2001, 2003, 2005) tarafindan yapilan
¢alismalar sayesinde MZMC y6ntemi Bayesci yaklasimin uygulamada siklikla kullanilir

hale gelmesini saglamistir (Cengiz vd., 2013).
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Sonsal ortalama tahmininin standart hatasi, Monte Carlo Standart Hata (MCSH) olarak
bilinir ve simiilasyonun dogrulugunun 6lgiisii olarak kullanilir. Monte Carlo standart

hata oraninin %5°den kiigiik oldugu durumda MZMC zincirinin yakinsamaya ulastig1

sOylenir (Oztiirk & Cengiz, 2017).

S.1. Metropolis Algoritmasi

Metropolis algoritmasi, Amerikali fizik ve bilgisayar bilimcisi Nicholas C. Metropolis
tarafindan 6nerilen kolay ve pratik bir algoritmadir. Istenen bir hedef dagilimdan rasgele

orneklem almak i¢in kullanilan bir algoritmadir.

Bu algoritma, belirli bir olasilik dagilimindan elde edilen rasgele drneklerin, dogrudan
dagilimin kestirilmesinde ya da integral hesaplamasinda kullanilmasina dayanmaktadir.
Ard arda tiretilen rasgele degerler, bir olasilik kargilagtirmasina tabi tutularak segilir. Bu
sekilde, Markov zincirinin denge dagilimina erisilene kadar yeni rasgele degerler
lretilmeye devam edilir. Tekrar sayisi ne kadar fazla olursa, denge dagilimim

Ornekleme kalitesi o kadar artar.

Olasilik yogunluk fonksiyonu f(6|y) olan bir dagilimdan rasgele 6rneklem alinmak
istensin. 0° ile f dagilimindan elde edilen t.nci 6rnek gosterilsin. Bu algoritmada
baslangic degeri olarak 6° baslangig degeri almir ve  “oneri” dagilimi olarak
adlandirilan simetrik olan bir g (6°*1|6%) yogunluk fonksiyonu kullamlir. (t + 1).nci
adimda 6 parametre degeri igin q(.|.) 6neri dagilimindan rasgele bir 6rnek iiretilir ve
yeni 6rnek “red” veya “kabul” edilir. Kabul edildiginde, algoritma yeni 6rnek ile
baglayarak tekrarlanir. Kabul edilmediginde ise algoritma su anki noktadan tekrara
baslar. Bu sekilde, durduruluncaya kadar tekrarlama islemine devam edilir. Bu
algoritmanin  avantaji, istenen tekrar sayismma ulasildiginda  &meklemenin

durdurulabilmesi ve toplam 6rnek sayisina karar verilebilmesidir.

Metropolis algoritmasi igin tek kisit, g (By¢n;|6%) 6neri dagiliminin simetrik bir dagilim
olmasidir. Onerilen dagilim, 6rneklem elde etmesi bilinen bir dagilim olmali ve 8¢
bilindiginde 6,.p; elde etme olasihgr ile 6).,; bilindiginde 8° elde etme olasilig:
birbirine esit yani q (Oyeni|6°) = q(0%|6yen;) olmalidir. Metropolis algoritmasinin

adimlar1 agagidaki gibidir:
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1. =0 i¢in baslangi¢ noktas1 8°, f (6°|y)) > 0 olacak sekilde segilir.
2. Oneri dagilimi q (. |8%) kullamlarak Oyen; tiretilir.

f (Byenily)

3. Kabul olasiligi, r = min{ 0%

,1} hesaplanir.

4. U (0,1)’den bir u iiretilir.
5. u<rise 8™ = Byep; kabul edilir, degilse 8*+1=6" olur.

6. T istenilen orneklem sayisi olmak tizere, t = t + 1 aliir ve t < T ise 2.nci adima

doniiliir, degilse islem tamamlanir (Cengiz vd., 2013).

5.2. Metropolis-Hasting Algoritmasi

Metropolis-Hasting (MH) algoritmasi Metropolis algoritmasinin genellestirilmis 6zel
bir halidir. Metropolis-Hasting algoritmasi Metropolis algoritmasi ile benzer sekilde
calismakta olup, bu algoritmay1 Metropolis algoritmasindan ayiran en 6nemli fark hem
simetrik hem de asimetrik dagilimlara uygulanabilir olmasidir. Metropolis-Hasting
algoritmasi agagidaki kabul olasiligini kullanir,

p(6") q(6° 16"
p(6*1) q(67|6t-1)

a = min(1,

5.2.1 Tek degiskenli dagilimlar i¢in Metropolis-Hasting algoritmasi

Tek degiskenli dagilimlar igin, Metropolis-Hasting algoritmasinin adimlar1 asagida

Ozetlenmisgtir.

1.i=1
2. Bir u baslangig degeri olusturulur ve 8® = y olarak alinir
3. Asagidaki algoritma tekrar edilir

t=t+1

q(6|6%“=)'den bir 8*teklifi belirlenir

p(6*) q(6%D|6*)
"p(6¢-D) q(6*|6-D)

Kabul olasiligi a = min ( 1 ) hesaplanir

Diizgiin (0,1) dagilimindan bir u olusturulur

u <a ise teklif kabul edilir ve 8 = 6* alinir, degilse 6 = =D olur

4. t=T olana kadar adimlar tekrar edilir (Steyvers, 2015).
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5.2.2. Cok degiskenli dagilhmlar i¢in Metropolis Hasting algoritmasi

Cok degiskenli dagilimlarda, degiskenleri 6rneklemenin iki farkli yolu vardir.

L. Gruplu giincelleme( Blockwise Updating)

Gruplu giincelleme adi verilen ilk yaklasimda, hedef dagilim ile aymi boyutta olan bir
6neri dagilimi kullanilir. Ornegin, n degisken igeren bir olasilik dagilimindan 6rnek
alinmak isteniyorsa, #» boyutlu bir 6neri dagilimu tasarlanir ve éneri (tiim » degiskenleri

i¢in degerler igeren) bir blok olarak kabul edilir veya reddedilir.

Asafida, n bilesen igeren rasgele bir degiskeni temsil etmek igin 8 = (64,6, ...,6,)
vektor gosterimi kullanilmis olup, 8® 6rneklemdeki f.inci durumu temsil etmektedir.
Bu, skaler degiskenlerin vektorlerle yer degistirdigi Metropolis-Hasting 6rnekleyicisinin

genellestirilmesine gotiiriir.

1. =1
2. Bir baslangig degeri olusturulur u = (uy, U, uy,) ve 8® = y olarak alinir
3. Asagidaki algoritma tekrar edilir

t=t+1

q(0]6©®1)'den bir 6*teklifi belirlenir

P _a(0“~l6")
' 2(6@D) g(07[6D)

Kabul olasilig1 a = min( 1 ) hesaplanir

Diizgiin (0,1) dagilimindan bir u olusturulur
u <a ise teklif kabul edilir ve ® = §* alinir, degilse 6 = 9D olur

4. t=T olana kadar adimlar tekrar edilir (Steyvers, 2015).

IL. Tekli Giincelleme (Componentwise Updating)

Gruplu giincelleme yaklasgimindaki olasi bir sorun, uygun yiiksek boyutlu teklif
dagilimlar1 bulmanin zor olabilmesidir. Diger bir problem de, gruplu giincellemenin
yiiksek red oranlar ile iliskilendirilebilmesidir. Tiim bilesenleri ayn1 anda igeren 8 igin
bir teklifi kabul etmek veya reddetmek yerine, 8’nin ayr1 ayn bilesenleri igin birer birer

teklif yapmak daha kolaydir. Bu, bilesensel giincelleme yaklasimina yol agar.
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Ornegin, iki degiskenli bir dagilim varsayalim 6 = (6,,0,) . Oncelikle orneklem
91(1) ve 02(1) ‘nin uygun degerleri ile baglatilir. Her bir ¢ iterasyonunda, 91(t"1) son
durumuna bagli olarak 91(*) teklifi yapilir. Daha sonra, (Bl(t_l),ez(t"l)) ‘e karsi
(64 ™) 6, (t_l)) olasilig1 karsilastirilarak kabul orani degerlendirilir. Bu teklifte, yalnizca
birinci bilesen degistirilir, ikinci bilesen sabit tutulur. Bir sonraki adimda, son Gz(t—l)
durumuna bagl olarak bir 6," teklifi sunulur. Daha sonra, (81(t_1),02(t_1)) 'e karsi
(91(0,92*) olasihigr karsilastirilarak kabul oram1 degerlendirilir. Onemli olarak bu
ikinci adimda, ilk bilesen sabit tutulur, ancak bu ilk adimdaki giincellenmis degerdir. Bu

nedenle, ikinci adimda olan sey, ilk adimda olanlara baghdir. Iki degiskenli Tekli

Metropolis-Hasting 6rnekleyicisinin adimlarinin 6zeti asagidaki gibidir.

1. =1 olsun.
2. Bir baslangi¢ degeri olusturulur u = (uy,u,) ve 8® = u olarak alinr.
3. Asagidaki algoritma tekrar edilir.

t=t+1

q(6,]6,“" ) den bir 6,*teklifi belirlenir

P(91"92(t_1)) Q(91(t-1)|91*
(gl(f—l)'gz(t—l)) q(gl* el(t—l))

Diizgiin (0,1) dagilimindan bir u sayis1 iiretilir.

Kabul olasiligi, a = min( 1, ) hesaplanir.
P

u < a ise teklif kabul edilir ve Bl(t) =60, () olur, degilse 6, © = Bl(t_l) olur.
q(62]6,“2) den bir 6,"teklifi belirlenir.

p(6:96:7) a(6:“7V6,")
(91(t),92(t_1)) Q(Gz* ez(t-l))

Diizgiin (0,1) dagilimindan bir u sayisi iiretilir.

Kabul olasilign a = min( 1, ) hesaplanir.
P

u < a ise teklif kabul edilir ve 8, = 6, olur, degilse 8, = 6,V alinr,
4. t =T olana kadar tekrar edilir (Steyvers, 2015).

5.3. Gibbs Algoritmasi

Metropolis ve Metropolis- Hasting algoritmasinin 6zel bir hali olan Gibbs algoritmast,
ilk olarak Amerikal fizik¢i Josiah W.Gibbs, sonrasinda ise Geman (1984) tarafindan

isimlendirilmistir. Bayesci ¢ikarim i¢in Gibbs &rneklemesini ilk kez Gelfand ve
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arkadaslart kullanmistir. ~ Gibbs algoritmas1 kullamlarak o6rnekleme yapilirken,
degiskenler arasindaki iliski ile ilgili bilgiye ihtiya¢ duyulur, ¢iinkii Gibbs érneklemesi
kosullu olasiliklara dayanir. Metropolis algoritmasinda oldugu gibi yardime1 bir dagilim
gerekli olmadigindan baz1 arastirmacilar bu algoritmanin daha kullanisl oldugunu ileri

stirmiislerdir.

6 = (64, ..., 6x)' parametre vektdrii, p(y|0) olabilirlik ve (@) 6nsel bir dagilim olsun.

T (0i|9-, L+, y) asagidaki gibi yazilabilir.
m (6:16), i # j,y) = p(v16) m(6)
Gibbs 6rneklemesi i¢in algoritma asagidaki gibidir:
1.t = 0 igin keyfi bir 8@ = { 91(0), s Gk(o)} baslangi¢ degeri segilir.
2. 6’ nin her bir bileseni
 (6,16,9, ..., 6, P,y ) den 6, +),
7 (6216, , 6,9 ..., 6,9, y) den 6,¢*Y,
7 (016: 1Y, ..., 0, ™Y, y)* den 6, D

seklinde elde edilir.
3. t =t + 1 alinir ve T istenilen 6rneklem biiyiikliigii olmak iizere t < T ise 2.nci

adima gidilir degilse islem bitirilir (Cengiz vd., 2013).
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6. UYYGULAMA CALISMALARI

Bu béliimde, tez boyunca anlatilan konulara iligkin simiilasyon ve uygulama ¢alimalari
yapilmistir. Matlab programinda yazilan kodlar kullamilarak yapilan simiilasyon
¢aligmasinda, Ters Weibull dagilminin tek parametresinin bilindigi ve her iki
parametresinin de bilinmedigi iki farkli durum igin parametre tahminleri yapilmistir.
Yapilan calisma ile, parametrelerin farkli yontemler kullanilarak elde edilen tahmin

sonuglar karsilastirilmigtir.

6.1. Tek Parametresi Bilinen Ters Weibull Dagihm icin Bayes Tahmin
Edicilerinin Elde Edilmesine iliskin Simiilasyon Calismasi

Bu kisimda, Boliim 3.3.’te anlatilan kayip fonksiyonlar1 géz oniine alinarak parametre
tahminleri yapilmistir. Bunun igin, o sekil parametresi 2 olarak bilinen Ters Weibull
dagilimindan »#=20,30,50,100 birimlik 6rneklemler farkli olgek parametresi A=2,3,4
degerleri igin tretilmistir. Hangi kayip fonksiyonunun daha iyi sonug verdigini
gorebilmek igin 1000 deneme yapilmig ve karsilastirma yapmak icin hata kareler

ortalamasi (HKO) 6l¢iit olarak kullanilmigtir. Buna gore secilen 6lgiit,

oo -1)°
1000

HK0=Z

bigiminde hesaplanmistir.

Simiilasyon sonuglar1 Cizelge 6.1 ile verilmistir.
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Cizelge 6.1°den elde edilen sonuglara gére; a=A=2 iken, 6rneklem sayismin kiigiik
oldugu durumda Entropi kayip fonksiyonu, diger biitiin durumlarda ise Hata Kareler
kayip fonksiyonu igin hata kareler ortalamasi (HKO) degerlerinin daha diisiik oldugu
gorlilmektedir. Buna gore, aymi A degeri i¢in 6rneklem biiyiikliigii arttik¢a, hata kareler
ortalamas: diismiistiir. Iki kayip fonksiyonu arasinda ise, hemen hemen tiim durumlarda

Hata Kareler kayip fonksiyonu i¢in elde edilen sonuglarin daha iyi oldugu soylenebilir.

6.2. Iki Parametresi Bilinmeyen Ters Weibull Dagilimi icin Bayes Tahmin
Edicilerinin Elde Edilmesine iligkin Simiilasyon Calismasi

Bu kisimda, Bolim 4.2.2°de verilen Lindley yaklasimi ve Bolim 5.2°de verilen
Metropolis Hasting algoritmas1 kullanilarak Ters Weibull dagilimmin parametre
tahminleri yapilmigtir. Bayesci yontemle elde edilen sonuglarla klasik yontemle elde
edilen sonuglar1 karsilasgtirmak amaciyla, ilk olarak Ters Weibull dagiliminin
parametreleri en ¢ok olabilirlik ve en kiigiik kareler yontemleri kullanilarak elde
edilmistir. Bayesci sonug ¢ikarimi igin ise oncelikle Lindley yaklasimi kullanilmis ve
parametre tahminleri elde edilmistir. Daha sonra, MZMC yo6ntemlerinden ¢ok
degiskenli Metropolis-Hasting algoritmasi uygulanmis ve parametre tahminleri bir de
bu yontemle elde edilmistir. Bu yéntem uygulanirken iterasyon sayis1 1000 olarak
alinmig ve buna gore sonsal dagilimdan 6rneklem g¢ekilmistir. Elde edilen 6rneklem

degerlerinin ortalamasi1 Bayes tahminlerini vermistir.

Ik olarak tek deneme igin Matlab programi calistirilmis ve asagidaki sonuglar elde

edilmistir.

Cizelge 6.2 a=2, A=3 i¢in parametre tahmin sonuglari

MZMC(Metropolis-Hasting)

ECOB EKK Lindley
Kabul olasiligt Ortalama

o A o A o A o A o A

n=100
a=2 | 0120 | 0.205 | 1.876 | 3.055 | 1.871 | 3.008 | 1.877891 | 3.035305 1.718935 | 2.68179
A=3
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1.5

Sekil 6.1 Iki parametrenin de bilinmedigi durum i¢in MZMC yontemi ile 1000 iterasyonda elde
edilen o ve A degerleri

D

3.5¢

2.5}

Sekil 6.2 Iki parametrenin de bilinmedigi durum igin MZMC ydntemi ile 1000 iterasyonda elde

edilen o ve A degerleri igin histogramlar ve sagilim grafikleri

50



I \/eri
snmmmmsms Ecob
ammnmmms Ekk

A e e
15 20 25 30
y

Sekil 6.3 iki parametrenin de bilinmedigi durum i¢in tahmin ile veri uyumu

Sekil 6.3’den goriildiigii gibi klasik yontemlerle elde edilen sonuglarla Bayesci
yontemlerle elde edilen sonuglar birbirine oldukga yakindir. MZMC y&nteminin

Lindley’e gére daha iyi sonug verdigi goriilmektedir.

Tahminlerin etkinliklerini kargilastirmak amaciyla simiilasyon programi 500 kez

calistirilmig ve her bir yontem i¢in hata kareler ortalamasi,

N2 N
TR0 — )" + (o — @p)?

H =
ko 500

biciminde hesaplanarak 6lgiit olarak alinmistir. a =2, A=3; a =2, A=4; a =3, \=4; o =4,
A=4 olarak alinmis ve »=30, 50, 100 birim i¢in simiilasyonlar tekrarlanmistir. Buna gére

sonuglar sonraki sayfada yer alan Cizelge 6.3’de 6zetlenmistir.
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Orneklem sayisi artikga hata kareler ortalamasi her ydntem igin diiserken tahmin
sonuglarinin gercek degerlere olduk¢a yakin oldugu goziikmektedir. Veri sayis1 30
oldugunda en kii¢iik kareler yontemi ile elde edilen hata kareler ortalamasi en ¢ok
olabilirlik yontemine gore elde edilen hatadan daha diisiiktiir. Bayesci yontemde ise
Metropolis-Hasting algoritmasinin Lindley yaklagimina gore daha iyi sonug¢ verdigi
gozlenmektedir. Tiim durumlarda Metropolis-Hasting algoritmasinin hata kareler

ortalamasinin en kiigiik oldugu gozlenmektedir.

6.3. Tahmin Yoéntemlerinin Gergek Veriye Uygulanmasi ve Sonuglar

Bu béliimde, 6nceki boliimlerde onerilen yontemler, gergek yasamdan alinan veri seti
lizerinde gozlenmistir. Gergek veri seti, Kundu ve Howlader (2010) makalesinden
alimmis olup, ilgili kaynakta verinin orijinalde Bjerkedal’a (1960) ait oldugu
belirtilmigtir. Veri seti, farkli dozlarda tiiberkiil basilleri enjekte edilmis gine
domuzlarinin hayatta kalma stirelerini (18 giin igerisinde) gostermektedir. Gine
domuzlarinin, insan tiiberkiilozuna olan duyarlilifinin yiiksek olmasi sebebiyle bu
calismada kullanildigi belirtilmistir. Veri setinin, Ters Weibull dagilimina gore,

monoton olmayan risk oranina sahip bir dagilimdan bir 6rnek oldugu varsayilmistir.
Rejim sayisi, 0.5 ml'lik bir ¢6zelti igerisindeki basil birimlerinin sayisimin genel
logaritmasidir. Ornegin; rejim sayisinin 6.6 olmasi, her bir 0.5 ml’lik ¢ozelti

igerisindeki, 4.0%10° adet basil iinitesini isaret eder (In(4.0 * 10%) = 6.6).

6.6 rejimine karsilik olarak listelenen 72 gozlem asagida verilmistir.

12 15 22 24 24 32 32 33 34 38 3843 44 48 52 53 54 54 55 56
57 58 58 59 60 6060 60 6162 63 65 65 67 68 70 70 72 73 75
76 76 81 83 84 85 87 91 95 96 98 99 109 110 121 127 129 131

143 146 146 175 175 211 233 258 258 263 297 341 341 376
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Yukaridaki veriler i¢in Matlab programi galistirilmis ve asagidaki sonuglar elde

edilmistir.

Cizelge 6.4 Parametre tahmin sonuglari

Kabul MZMC
ECOB EKK Lindley
olasilig1 Ortalama
a A V] A a A o A a A
0.036 | 0.019 1.061 0.055 1.379 | 0.018 | 1.543164 | 0.011543 1.380173 0.018446

Sonuglar incelendiginde, Lindley ile ECOB tahmin sonuglarinin birbirine oldukga yakin
oldugu goriilmektedir ki bu beklenen bir sonugtur. EKK y6ntemi o i¢in en biiyiik
tahmini veren yontem olmustur. MZMC yonteminde ise o diger yontemlere gore kiigiik,

A ise biiytik olarak elde edilmistir.

o
A
1.6} .

1.8F

1.4} -1

1.2f ,J—_LI"_‘—'_—,_U_L'_I_LL;
Al

0.8} -

|

Tahmin

0.6} ]

0.4f -

0.2 =

— s

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Sekil 6.4 Gergek veri seti i¢in MZMC y6ntemi ile 1000 iterasyonda elde edilen o ve A degerleri
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Sekil 6.5 Gergek veri seti igin MZMC yo6ntemi ile 1000 iterasyonda elde edilen o ve A degerleri
i¢in histogramlar ve sa¢ilim grafikleri

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Sekil 6.6 Gergek veri seti i¢in Tahmin ile veri uyumu

Elde edilen tahmin sonuglarina gore ¢izdirilen grafiklerde MZMC yé6nteminin en iyi
uyumu gosterdigi s6ylenebilir.
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7. SONUC VE TARTISMA

Yagsam stiresi verilerini analiz etmek igin uygun bir model olan Ters Weibull dagilimi,
faydali Omiir ve yipranma periyotlar1 gibi cesitli 6zellikleri modellemek igin
kullanilabilir. Ters Weibull dagilimimnin parametrelerini tahmin etmek igin genellikle; en
kiiglik kareler, en ¢ok olabilirlik, momentler ve Bayes tahmin yo6ntemleri
kullanilmaktadir. Farkli birgok alanda uygulama olanagina sahip olmasi nedeniyle, Ters

Weibull dagilim parametrelerinin etkin bir sekilde tahmin edilmesi 6nemlidir.

Bu tez calismasinda, Ters Weibul dagiliminin parametreleri igin tahmin yontemleri
incelenmis ve yapilan simiilasyon ¢aligmalari ile bu yéntemler karsilastirilmistir. Ters
Weibull dagiliminin parametrelerinin Bayesci yontemle tahmini arastirilmis ve yapilan
simiilasyon programlar ile parametre tahminleri elde edilmistir. Tahmin yontemlerini
kargilastirmak igin hata kareler ortalamasi olgiitti kullamilmistir. Literatiirde siklikla
kargilasilan kayip fonksiyonlar1 gz Oniine alinarak, tek parametresi bilinen Ters
Weibull dagilimi igin parametre tahminleri yapilmig, sonrasinda iki parametresi
bilinmeyen Ters Weibull dagilimimmin parametreleri Lindley yaklasimi ve Metropolis-
Hasting algoritmas: kullanilarak elde edilmistir. Farkli 6rneklem boyutlar1 i¢in, en ¢ok
olabilirlik, en kiiciik kareler ve Bayes tahmin edicileri Monte Carlo simiilasyonu

kullanilarak hata kareler ortalamalar: bakimindan karsilastiriimistir.

Tek parametresi bilinen Ters Weibull dagilimina iliskin simiilasyon sonuglar
degerlendirildiginde, Hata Kareler kayip fonksiyonu altinda elde edilen tahmin
sonuglarinin gergek degerlere daha yakin oldugu ve hata kareler ortalamasimin genel
anlamda diger tiim kayip fonksiyonlarina gére daha diisiik belirlendigi gozlenmistir.
Sonug olarak, Hata Kareler kayip fonksiyonunun hemen hemen tiim durumlarda diger

kayip fonksiyonlarina kiyasla daha iyi sonug verdigi soylenebilir.
Iki parametresi bilinmeyen Ters Weibull dagilimina iliskin simiilasyon sonuglarindan,

beklendigi lizere 6rneklem sayisi artikga hata kareler ortalamasinin her yontem igin

diistiigli ve tahmin sonuglarinin gergek degerlere oldukga yakin oldugu gozlenmistir.
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Bayesci yontemde, tiim durumlarda Metropolis-Hasting algoritmasinin hata kareler
ortalamasinin en kiigiik oldugu ve Metropolis-Hasting algoritmasimin Lindley

yaklagimina gore daha iyi sonug verdigi goriilmiistiir.

En son olarak Ters Weibull dagilimmna sahip oldugu diisiiniilen gergek veriler
kullanilarak dagilim parametreleri tahmin edilmis ve tahminlere goére cizdirilen
grafiklerde en iyi uyumu MZMC yontemine gére elde edilen sonuglarin gosterdigi

gorilmusgtiir.

Sonug olarak, Bayesci yontemler uygulanarak elde edilen tahmin degerlerinin klasik
yontemlerle elde edilen degerlerle benzerlik gosterdigi, hatta birgok durumda Bayesci
yontemle elde edilen sonuglarin daha iyi oldugu sdylenebilir. Bayesci yéntemlerde
klasik yontemlerden farkli olarak isin i¢ine parametreler ile ilgili onsel bilgiler dahil
edilir ve parametreler sanki birer rasgele degisken gibi alinir. Tez boyunca yapilan
simiilasyon ¢aligmalarindan elde edilen sonuglara gére, bu bilgilerin kullanilmas: ile

tahminlerin iyilestigi soylenebilir.

Sonug olarak, Ters Weibull dagilimi i¢in Bayesci yontemler kullanilarak elde edilen
tahmin sonuglarmin klasik yontemlerle elde edilenler kadar iyi oldugu séylenebilir.
Hatta hata kareler ortalamasi olgiitiine goére Bayesci MZMC kullanilarak elde edilen
sonuglarin digerlerine gére daha iyi oldugu yani tahmin siirecinde Bayesci yontemlerin

klasik yontemlere iyi bir alternatif olarak kullanilabilecegi soylenebilir.
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