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ÖZET 

Yapılan çalışma dört bölüme ayrılmıştır. 

Birinci bölümde; daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve 

teoremler verildi. 

İkinci bölümde; sine-Gordon açılım ve sinh-Gordon açılım metodunun genel yapısı 

verildi. 

Üçüncü bölümde; Zakharov-Kuznetsov ve (2+1) boyutlu Cubic Klein-Gordon 

denklemlerine Sine-Gordon açılım ve sinh-Gordon açılım metodları ile çözümler yapıldı. 

Mathematica 9 programı kullanılarak çözümlerin iki ve üç boyutlu grafiği çizildi. 

Dördüncü bölümde ise, elde edilen analitik çözümler göz önüne alınarak kapsamlı 

bir sonuç verildi. 

Anahtar Kelimeler: sine-Gordon Açılım Metodu, sinh-Gordon Açılım Metodu,  

Geliştirilmiş Zakharov-Kuznetsov Denklemi, (2+1)-boyutlu cubic Klein-Gordon Denklemi 
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SUMMARY 

Application of Sine-Gordon Expansion Method to Modified Zakharov-Kuznetsov and 

(2 + 1) Dimensional Cubic Klein-Gordon Equations 

 

This study is consisted of the four chapters. 

In the first chapter, some fundamental definitions and theorems which are necessary 

in this study was introduced. In chapter two, the general structures of SGEM and ShGEEM  

has been presented. 

In chapter three, the travelling wave solution of Zakharov-Kuznetsov ve (2+1) 

boyutlu Cubic Klein-Gordon differantial equations by using SGEM and ShGEEM 2D and 

3D surfaces of results have been plotted with the help of Wolfram Mathematica 9. In 

chapter four, it has been given a conclusion about techniques used by taking into account 

travelling wave solutions obtained in this study. 

 

Key Words: sine-Gordon Expansion Method, sinh-Gordon Expansion Method, Modified 

Zakharov-Kuznetsov Equation, (2+1)-dimensional cubic Klein-Gordon Equation 
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1. GİRİŞ 

Lineer olmayan  evrim denklemlerinin çeşitli tipleri için salınımlı dalga çözümlerini 

araştırmak lineer olmayan fiziksel olaylarda oynadığı büyük rol nedeniyle, birçok 

araştırmacının  ilgisini çekmiştir. Lineer olmayan evrim denklemleri gerçek yaşantımızda 

meydana gelen lineer olmayan  fiziksel olayları yani  katıhal fiziği, optik fiberler, akışkan 

mekaniği gibi matematiksel fizik, biyoloji, kimya  ve mühendislik alanlarında çeşitli lineer 

olmayan  dalga olaylarını  tanımlar. Bu yüzden lineer olmayan evrim denklemleri günlük 

aktivitelerimizde oynadığı rol nedeniyle bu denklemlerin salınımlı dalga çözümlerini 

araştırmak önemli ölçüde yarar sağlamaktadır. Lineer olmayan matematiksel modellerin bu 

türlerinin salınımlı dalga çözümlerini elde etmek için çeşitli analitik ve  sayısal metotlar 

bize yol göstermiştir. Bu metotlar; Kudryashov metodu [1-4], genelleştirilmiş Kudryashov 

metodu [5-6], tanh metodu  [7-10], genişletilmiş tanh metodu [11-15], varyasyonel 

iterasyon metodu [16-19], birinci  integral metodu [20-22], üstel fonksiyon  metodu [23-

26], homotopi pertürbasyon  metodu [27], genişletilmiş tanh metodu [28], homojen denge 

metodu [29], çoklu değişkenlere ayırma metodu [30], Hirota’nın bilinear tekniği [31], 

geliştirilmiş tan (F( ( )) / 2)  açılım metodu [32],  deneme denklem  metodu  [33], 

dinamik sistemler metodu  [34], belirsiz katsayılar metodu [35], deneme çözüm metodu 

[36-37] , Backlund dönüşüm  metodu  [38], geliştirilmiş exp ( ( ))   açılım fonksiyon  

metodu [39], ters varyasyonel prensibi [40-41], ansatz yaklaşımı [42-43], geliştirilmiş 

adomain ayrışım  metodu [44] gibi çeşitli yöntemler birçok matematiksel modellere 

uygulanmıştır. 

Biz bu çalışmada, sine-Gordon açılım (SGEM) ve genişletilmiş sinh-Gordon açılım 

(ShGEEM) metodlarını, geliştirilmiş Zakharov-Kuznetsov (mZK) ve (2+1) boyutlu cubic 

Klein-Gordon (cKG)   denklemlerinin çözümlerini elde etmek için  kullandık. 

İlk olarak, geliştirilmiş Zakharov-Kuznetsov denklemini göz önüne aldık ve lineer 

olmayan  geliştirilmiş Zakharov-Kuznetsov (mZK) denklemi aşağıda şekildeki gibidir [45]. 

2 0t x xxx xyyu u u u u     

İki boyutlu izotropiğe sahip mZK denklemi, iki boyutlu güçlü manyetize edilmiş 

kayıpsız bir plazma içinde zayıf  lineer olmayan  iyon-akustik dalgaları tanımlamak için 
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ortaya konmuştur. İyon-akustik dalgaların lineer olmayan dalga yapıları iki boyutlu 

kayıpsız bir plazmada güçlü bir şekilde manyetize edilmiştir. Benzer şekilde mZK 

denkleminin dalga çözümlerini araştırmak için farklı araştırmacılar tarafından çeşitli 

metotlar ele alınmıştır. Bu metotlardan bazıları yeni denge metodu [46], geliştirilmiş 

( / )G G  açılım metodu [47], indirgeyici pertürbasyon prosedürü [48], homotopi 

pertürbasyon metodu [49] gibi metotlardır. 

İkinci olarak, bu çalışmada (2+1) boyutlu cubic Klein-Gordon denkleminin yeni 

salınımlı dalga çözümleri elde edildi. cKG denklemi aşağıdaki şekildeki gibidir [50]. 

3 0xx yy ttu u u u u     
 

cKG denklemi  Josephon Junctions’daki akışkanların yayılımı, elementer 

davranışlar  ve kristallerdeki yer değiştirmenin yayılımı dahil birçok farklı lineer olmayan 

olayları modellemek için kullanılmıştır. cKG denkleminin dalga çözümlerini elde etmek 

için çeşitli sayısal ve analitik metotlardan yararlanılmıştır. Örneğin bunlar; geliştirilmiş 

basit denklem metodu [51], Hirota’nın bilineer dönüşüm metodu [52], tanh fonksiyon 

metodu [53] gibi metotlardır. 
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER 

Tanım 2.1. 

Bilinmeyen  fonksiyon ve onun  türevlerini içinde bulunduran denkleme 

diferansiyel  denklem  denir. Başka  bir  ifadeyle bir veya daha fazla bağımlı değişkenlerin 

bir fonksiyonu  ile bu fonksiyonun  bağımsız değişkenlere göre türevleri arasında verilmiş 

bağıntıya diferansiyel denklem denir [54]. 

            Tanım 2.2. 

Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri üzerinde 

bağımsız değişkenin farklı değerleri için verilen şartlar altında çözümlerinin problemine 

sınır değer problemi denir. Verilen şartlara da sınır şartları ismi verilir [54]. 

Diferansiyel denklem bir fiziksel olayın modeli olduğundan kolaylık olması 

bakımından genellikle ikinci mertebeden sabit katsayılı bir kısmi diferansiyel denklem 

alınarak sınıflandırmaya gidilmiştir, ikinci mertebeden bir kısmi diferansiyel denklemin 

genel hali; 

0,xx xy yy x yAu Bu Cu Du Eu Fu G          (2.1) 

şekliyle verilebilir. (2.1) da yer alan , , , , ,A B C D E F  veG  sabitler olsun. Diğer 

taraftan 

2 4 ,B AC     (2.2) 

diskriminantı tanımlayalım. 

Diskriminant         Denklem tipi                  Örnek  İsimlendirme 

20 0,tt xxhiperbolik u c u   
                   Dalga denklemi 

0 0,t xxparabolik u ku   
            Isıdenklemi     

0 0,xx yyeliptik u u   
                Laplace denklemi 
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Pratikte bir denklemin çözümünün varlığını tarif etmenin en iyi yolu problemdeki 

bütün şartları sağlayan ve problemde yerine konulduğunda denklemi sağlayan bir çözüm 

yapılandırmaktır. Eğer çözümün tekliği gösterilirse denklemin çözümü bulunmuş demektir. 

Tanım 2.3. 

Eğer bir  f x  fonksiyonu 
0x x  noktası civarında 

  0 0

0

,
!

nn

n

f x x x

n






   (2.3) 

şeklinde Taylor serisine açılabiliyorsa ve 0x   noktasını içeren bir açık aralıkta x ’in 

bütün değerleri için Taylor açılımı   f x   fonksiyonuna yaklaşıyorsa  f x   fonksiyonu 

0x x  noktasında analitik fonksiyondur denir [54]. 

Tanım 2.4. 

Bir bağımlı ve bir bağımsız değişkenden oluşan, bağımlı değişkenin bağımsız 

değişkene göre çeşitli mertebeden adi türevlerini bulunduran denkleme adi diferansiyel 

denklem denir. Genel olarak, 

2

2
, , , , , 0,

n

n

dy d y d y
f x y

dx dx dx

 
 

 
 (2.4) 

şeklinde yazılır [54]. 

Tanım 2.5. 

İçinde en az iki bağımsız ve bir bağımlı değişken ile bağımlı değişkenin bağımsız 

değişkenlere göre kısmi türevlerini içeren denkleme kısmi türevli diferansiyel denklem 

denir. Genel olarak, 
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 , , , , , , , , 0,x y xx xy yyf x y z z z z z z   (2.5) 

şeklinde yazılır [55]. 

Tanım 2.6. 

Bir kısmi türevli denklemde görülen en yüksek basamaktan kısmi türevin 

basamağına denklemin mertebesi denir [55]. 

Tanım 2.7. 

Bir kısmi türevli denklemde görülen en yüksek basamaktan kısmi türevin kuvvetine 

denklemin derecesi denir [55]. 

Tanım 2.8. 

Bir kısmi türevli denklemdeki bağımlı değişken ve bunların denklemdeki bütün 

kısmi türevleri birinci dereceden ve denklem, bağımlı değişken ile onun türevleri 

parantezinde yazıldığında katsayılar sabit yada yalnızca bağımsız değişkenlerin fonksiyonu 

oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. Aksi halde lineer olmayan denklem adını alır [55]. 

Tanım 2.9. 

Bir kısmi türevli denklem, denklemde bulunan en yüksek basamaktan kısmi 

türevlere göre lineer ise bu denkleme yarı lineer denir [55]. 

          Tanım 2.10. 

Bir kısmi türevli denklem yarı lineer ve denklemde görülen en yüksek basamaktan 

türevlerin katsayıları yalnızca bağımsız değişkenlerin fonksiyonu ise bu denkleme hemen 

hemen lineerdir denir [55]. 
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Tanım 2.11. 

Bir x  bağımsız değişkeni ile, bunun iki veya daha fazla fonksiyonu ve bu 

fonksiyonların x ’e göre türevlerinden meydana gelen sisteme diferansiyel denklem sistemi 

denir [56-57]. 

Tanım 2.12. 

Başlangıç değer problemi, belli bir noktadan başlayıp aranan fonksiyonun çözüm 

alanında adım adım bulunabildiği problemlerdir. Başlangıç değer problemini ifade eden .n  

mertebeden bir denklemin  çözümü için gerekli bütün şartlar bağımsız değişkenin tek bir 

değerinde verilir [58]. 

            Tanım 2.13. 

Çözümü kapalı bir alanda aranan ve genel çözümde bulunan sabitlerin değerlerinin 

belirlenmesi için bağımsız değişkenin en az iki değerinin verildiği problemlere sınır değer 

problemleri denir. [58]. 

Tanım 2.14. 

Dalga, bir fizik terimi olarak, uzay veya uzay zamanda yayılan ve sıklıkla enerjinin 

taşınmasına yol açan titreşime verilen isimdir. Bununla birlikte günlük dilde farklı 

anlamlarda kullanılmaktadır. Ayrıca denizlerde oluşan bir su vuruntusudur. Dalgalar bir 

yerden başka bir yere uzanırlar. Titreşimleri, periyodik (bir kemandaki nota sesi gibi) 

olabileceği gibi,  periyodik  olmayadabilir. 

Tanım 2.15. 

Soliton, enerji darbelerine benzeyen ve dağılmadan bir biçim hızla hareket eden, 

zmanda bozulmamış asimptotik olarak bu birkaç sinyalin çarpışması ve çarpışmadan sonra 

bozulmamış biçimleriyle çıkan tekil dalgalardır. 

Solitonlar, fiziksel sistemleri tanımlamak için kullanılan doğrusal olmayan dağıtıcı 

kısmi ayrımsal eşitliklerin yayılma sınıfının çözümleri olarak bulunmuştur. Solitonlarında 

içinde buunduğu bu klasik çözümler; sabit, statik, hem uzaya hemde zamana bağlı olan 

çözümler olarak sınıflandırılırlar [59]. 

https://tr.wikipedia.org/wiki/Fizik
https://tr.wikipedia.org/wiki/Uzay
https://tr.wikipedia.org/wiki/Uzayzaman
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Tanım 2.16. 

Sabit çözümler, sıfırdan farklı olan, potansiyeli minumum kılan, sıfır-enerjili kararlı 

vakum çözümleridir ve solitonlar bu çözümler arasında hapsolduğundan sonlu enerjiye 

sahiptirler [59]. 

Tanım 2.17. 

Statik çözümler, uzay boyutuna göre; tek boyutlu kink (tek yamaçlı) çözümler, iki 

boyutlu vortex çözümler, üç boyutlu monopole (tek kutup) çözümler olarak üçe ayrılırlar. 

Kink çözümler Baryon olarak yorumlanmıştır. İki boyutlu çözümler ise, tek boyutlu 

çözümlerin sadece boyut olarak genişletilmişi durumundadır [59]. 

Tanım 2.18. 

Topolojik özelliklere sahip uzay ve zamana bağlı (uzay ve zaman iç içe girmiş veya 

uzay ve zaman birlikte sonsuza açılmışlardır) olan bu çözümlere instanton ve meron 

çözümleri örnek olarak verilebilir. Konformal simetrinin kırılması ile bulunan instantonlar, 

kuarkların vakum durumu olarak yorumlanmış olup, vakumlar arası geçişi vermelerinden 

dolayı kuarkların hapsolma problemini açıklamada önem kazanmışlardır [59]. 

Tanım 2.19. 

İnstantonlar, herhangi bir modelin alan denkleminin, öklidyen versiyonunun 

yerelleşmiş sonlu eylemli klasik çözümleridir. Klasik düzeyde instantonlar, zamandan 

bağımsız alan denklemlerinin statik soliton çözümleri formundan çok farklı değildir. 

Solitonlar, yayılmış parçacık durumuna; instantonlar ise, vakum durum yapısını 

mükemmel şekilde etkileyen tünelleme etkilerine neden olur [59]. 
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Teorem 2.1.1. 

 nveba, sabitler olmak üzere  yxf ,  fonksiyonu bxa   ve  y  ile 

tanımlanmış D bölgesinin bütün noktalarında tanımlı ve sürekli olan bir 

   , , ,
dy

y f x y y a n
dx

   
 

diferansiyel denklemi verilmiş olsun. Eğer D bölgesindeki noktalar için; 

   , , ,f x y f x y L y y       (2.6) 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir L  sabiti var ise o zaman başlangıç değer probleminin 

yalnız bir çözümü vardır. Bu çözümde  xy  çözümüdür ve  xy  fonksiyonu da D  

bölgesinde her  ,x y  ikilileri için sürekli ve türevi alınabilen bir fonksiyondur. Birinci 

mertebeden; 

   0 0, , ,y f x y y x y  
 (2.7) 

başlangıç değer problemi için verilecek olan tüm çözüm yöntemleri; 

 , , 1,2,3, , ,i i i

dy
f x y i m

dx
 

 

şeklinde ifade edilen sistemler için de yazılabilir. 

 (2.1.2) denklemin çözümü  xQy   olsun. 1 2, , , nx x x  noktalarında  xQ  

çözümüne yakın değerler elde edelim.  0 0y Q x  ve  '

0 0y Q x  olduğu açıktır. Genel 

olarak  nn xQy   ve   1,  nxQy nn  dir. x -ekseni üzerinde uygun h  aralıkları 

seçilerek 

0 2 0 0, 2 , , .nx x h x x h x x nh     
 

Noktalarında çözüme ait 1 2, , , ny y y  fonksiyon değerini hesaplayabiliriz. 
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3. MATERYAL ve METOTLAR 

3.1. Sine-Gordon Açılım Metodu 

Bu bölümde lineer olmayan evrim denklemlerinin bazı yeni salınımlı dalga 

çözümlerini bulmak için sine-Gordon açılım yöntemi açıklanacaktır. Sine-Gordon açılım 

metodu (3.1.1) deki sine-Gordon denklemi ve salınımlı dalga dönüşümü ( )x ct    [60-

61-62] temeline dayanır. 

Aşağıdaki sine-Gordon denklemini göz önüne alalım [60]-[63] 

2 sin( ),xx ttu u m u 
                                                                                    (3.1.1) 

Burada  ( , )u u x t  ve m  bir reel sabittir. 

(3.1.1) denkleminde ( , t) ( ), ( )u u x U x ct       dalga dönüşümünü kullanarak 

aşağıdaki lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. 

 

2

2 2
sin( ),

1

m
U U

c
 


  (3.1.2) 

Burada ( )U U  ,   dalganın genliğidir ve c  dalganın hızıdır. 

(3.1.2) nin tamamen sadeleştirilmiş hali  

 

2

2
2

2 2
sin ,

2 21

U m U
K

c

          
    

 

 (3.1.3) 

şeklindedir. Burada K  integrasyon sabitidir. 

 0,
2

U
K w     ve 

 

2
2

2 21

m
a

c



 ifadeleri (3.1.3) denkleminde yerine yazılırsa 
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 sinw a w    (3.1.4) 

denklemi elde edilir. 

Ayrıca (3.1.4) denkleminde 1a   yazılırsa aşağıdaki (3.1.5) denklemini elde ederiz. 

 sinw w   (3.1.5) 

(3.1.5) denklemini değişkenlerine ayırarak çözdüğümüzde, aşağıdaki iki önemli    

denklemi 

      2 2

1

2pe
sin sin sec

e 1
p

w w h
p




 



  


 (3.1.6) 

      
2 2

2 2

1

p e 1
cos cos

p 1
p

w w tanh
e




 




  


 (3.1.7) 

elde ederiz. Burada p  integral sabitidir. 

( ,u ,u , ,u , , , ,...)x t xx tt xt xxx xxtP u u u u u  (3.1.8) 

 şeklinde verilen lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemin çözümü 

       1

0

1

tanh sec tanh
n

i

i i

i

U B h A A   



      (3.1.9) 

şeklinde olsun. (3.1.9) denklemi (3.1.6) ve (3.1.7) denklemlerine göre yeniden 

       1

0

1

cos sin cos
n

i

i i

i

U w w B w A w A



      (3.1.10) 
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şeklinde yazılabilir. 

n  ‘nin değeri, elde edilen lineer olmayan diferansiyel denklemde en yüksek 

mertebedeki türeve ve en yüksek dereceden lineer olmayan terimine balans prensibi 

uygulanarak belirlenebilir. Aynı dereceye sahip    sin cosi jw w  katsayılarının toplamının 

sıfır olması düşünülerek bir cebirsel denklem sistemi üretilir. Wolfram Mathematica 9 

programı kullanarak bu cebirsel denklem sistemi çözülür ve , ,i iA B   ve c   değerleri elde 

edilir. Sonuç olarak  , ,i iA B   ve c   değerleri denklem (3.1.9)’da yerine yazılırsa, (3.1.8) 

denklemi için yeni salınımlı dalga çözümleri elde ederiz. 

3.2. Genişletilmiş sinh-Gordon Açılım Metodu 

Bu bölümde kısmi diferansiyel denklemlerde farklı analitik çözümler veren  

genişletilmiş ShGEEM ‘ nin genel yapısı ele alındı 

Aşağıdaki sinh-Gordon denklemini göz önüne alalım [64]. 

sinh( ),xt  
  (3.2.1) 

Burada    sıfırdan farklı bir sabittir. 

( , ) U( ),x t  ( ),k x t    (3.2.2) 

(3.2.2) deki dalga dönüşümü (3.2.1) denklemine uygulanırsa aşağıdaki lineer 

olmayan diferansiyel denklem elde edilir. 

2
sinh( ),U U

k




  

   (3.2.3) 

Burada  k  dalga sayısı,    ise dalganın hızıdır. 

(3.2.3) denkleminin her iki tarafının integrali alındığında, 
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2

2

2
sinh ,

2 2

U U
c

k





   
     

     (3.2.4) 

denklemi elde edilir. Burada c  integrasyon sabitidir. 

2
b

k




   ve ,

2

U
w  değerleri (3.2.4) denkleminde yerine yazılırsa, 

2sinh ( ) c.w b w  
 (3.2.5) 

denklemi elde edilir. a  ve b parametrelerin farklı değerleri için, (3.2.5) denklemi  

aşağıdaki şekilde elde edilir. 

Özel Durum -1: 0,c    1,b   alındığında (3.2.5) denklemi (3.2.6) ya dönüşür. 

sinh( ).w w    (3.2.6) 

Biz (3.2.6) denklemini tamamen  sadeleştirirsek, (3.2.7) ve (3.2.8) deki çözümleri 

elde ederiz. 

sinh( ) csc ( )w h   veya sinh(w) isech( )   (3.2.7) 

ve 

cosh( ) coth( )w   veya cosh( ) tanh( ),w    (3.2.8) 

burada 1i   dir. 

Özel Durum-2: 1c   ve  1b   alındığında (3.2.5) denklemi (3.2.9) denklemine 

dönüşür. 

cosh( ).w w   (3.2.9) 
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 (3.2.9) denklemi sadeleştirilerek, aşağıdaki çözümler elde edilir. 

sinh( ) tan( )w  veya sinh( ) cot( )w    (3.2.10) 

ve 

cosh( ) sec( )w   veya cosh( ) tan( ).w    (3.2.11) 

 2, , , ,... 0 ,x xt tP        (3.2.12) 

Yukarıda verilen lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemin çeşitli dalga 

çözümlerini elde etmek için aşağıdaki adımlar takip edilmelidir. 

Adım-1: Biz bu adımda ilk olarak (3.2.2) denklemini kullanarak (3.2.12) 

denklemini aşağıdaki lineer olmayan kısmi diferansiyel denkleme dönüştürürüz. 

 2U,U ,U ,U ,... 0Q U     (3.2.13) 

Adım-2: İkinci olarak farz edelimki (3.2.13) denklemi aşağıdaki (3.2.14) formunda 

yeni ansatz çözüme sahip olsun. 

0

1

( ) sinh( ) cosh( ) ,

jm

j j

j

U w B w A w A


      (3.2.14) 

Burada w ,  ’nin bir fonksiyonudur ve (3.2.5) denklemini sağlar. Ayrıca  0A , 
jA , 

jB  ( 1,2,...,n)j   burada tanımlanmış sabitlerdir. m ’nin değerini elde etmek için (3.2.13) 

denklemindeki en yüksek derecedeki türev ve en yüksek derecedeki lineer olmayan 

kuvvetleri ifade eden terimlere balans prensibi uygulanır. 

Adım-3: Biz sinh ( )cosh ( )s i jw w w   ( 0 , 1s   ve , 0,1,2,...)i j   deki bir polinom 

denklemi elde etmek için (3.2.2) denkleminin (3.2.13) denklemine uygulanması 
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gerekmektedir. Ayrıca  (3.2.13) denklemi (3.2.14) denklemine dönüştürülür ve 1m  alınıp 

yerine yazılır. sinh ( )cosh ( )s i jw w w  ifadesinin katsayıları 0’a eşitlenerek 
0A , 

jA ,
jB , k ,  

deki lineer olmayan cebirsel denklem sistemi oluşturulur. 

Adım-4: Daha sonra elde edilen lineer olmayan cebirsel denklem sistemindeki 0 ,A  

jA , 
jB , k ,  parametrelerin değerlerini belirlemek için sembolik olarak çözülür. 

Adım-5: (3.2.7), (3.2.8), (3.2.10) ve (3.2.11) denklemlerinde elde edilen sonuçlar 

kullanılarak, verilen lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemler için dalga çözümleri  

0

1

( ) sec ( ) tanh( ) ,

jm

j j

j

U B i h A A  


        (3.2.15) 

0

1

( ) csc ( ) coth( ) ,

jm

j j

j

U B h A A  


       (3.2.16) 

0

1

( ) tan( ) sec( )

jm

j j

j

U A B A  


      (3.2.17) 

ve 

0

1

( ) cot( ) csc( ) .

jm

j j

j

U A B A  


       (3.2.18) 

şeklindedir. 
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4. METODUN UYGULANMASI 

4.1. SGEM Metodunun mZK ve (2+1) Boyutlu cKG Denklemlerine Uygulanması 

Bu bölümde geliştirilmiş Zakharov- Kuznetsov [45] ve (2+1) boyutlu cubic Klein-

Gordon [50] denklemlerine sine-Gordon açılım metodu uygulandı. 

Uygulama 1: Aşağıdaki mZK denklemini göz önüne alalım. 

2 0t x xxx xyyu u u u u   
 (4.1.1) 

Burada   ,u U     ,x ay ct     dalga dönüşümü yapılırsa, (4.1.1) denklemi 

aşağıdaki lineer olmayan diferansiyel denkleme indirgenir; 

 2 2 33 1 U 3 0a U cU      (4.1.2) 

 (4.1.2) denkleminde en yüksek türevin mertebesi U   ve en yüksek derece lineer 

olmayan terimi 3U  dikkate alınarak balans tekniği uygulanırsa 1n   elde edilir. Daha 

sonra 1n  ifadesini (3.1.10)  denkleminde yerine  yazarsak aşağıdaki denklem elde edilir. 

     1 1 0sin cosU w B w A w A  
 (4.1.3) 

 (4.1.3) denkleminin iki defa türevi alınırsa, 

         2 3 2

1 1 1cos sin sin 2 sin cos ,U B w w B w A w w   
 (4.1.4) 

denklemi elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.4) denklemleri (4.1.2) denkleminde yerine yazıldığında 
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           

             

           

 

3 2 2 2 2 2 2

0 0 1 1 1 0 1

2 2 3 3 2 2 2 2 2

0 1 1 1 1 1

2 3 2 2 3 2 2 2

1 1 0 1 0 1 1 1 1

2

0 1

3 3 cos 6 sin cos 6 sin cos 3 cos

3 cos cos 3 sin 3 cos sin 3 cos sin

3 sin 3 sin 3 sin 6 sin cos 3 cos

sin 3 sin

cA A cA w A w w a A w w A A w

A A w A w cB w B w w a B w w

B w a B w A B w A A B w w A B w

w A B

 

 

 

     

    

    

        2 2 2 3 3

1 1 13 sin cos sin 0.w A B w w B w  

 

elde edilir. Aynı derecedeki trigonometrik fonksiyonların katsayılarının her bir toplamını 

ayrı ayrı sıfıra eşitleyerek denklemlerin cebirsel bir sistemini elde ederiz. (4.1.1) 

denkleminin yeni salınımlı çözümlerini elde etmek için Wolfram Mathematica 9 programı 

yardımı ile cebirsel denklem sistemini çözeriz ve 1n   alınarak (3.1.9) denklemindeki 

katsayılar için elde ettiğimiz sonuçları her bir durumda yerine yazarız. 

Durum 1 : 

   2 2 2 2 2

0 1 1

3 3 1
0,A 1 , 1 , 1

2 2 2
A i a B a c a             katsayıları 

alındığında 

   2 2

1

3 1
, , t sec 1

2 2
u x y h x ay a t 

  
      

  
 (4.1.5) 

       2 2 2 2 21
1 1 sinh 1 .

2
a i a x ay a t   

   
        

   
 

denklemi elde edilir. 
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Şekil 4.1. (4.1.5) denkleminde  3, 0.5, 0.3, 15 15, 2 2a t x y         ve 0.2y    

değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 2 : 

 2 2 2

0 1 10,A 6 1 , 0, 2 1A i a B c a           katsayıları alındığında 

    2 2 2

2 , , 6 1 tanh 2 1u x y t i a x ay a t       
 

 (4.1.6) 

  denklemi elde edilir. 
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Şekil 4.2. (4.1.6) denkleminde 3, 0.5, 0.3, 15 15, 2 2a t x y          ve 0.2y    

değerleri göz önüne alınarak üçboyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 3 : 

2

0 1 1

20,A 3 , 0,

c

A c B a





 

              katsayıları alındığında 

  2

3

1
, , 3 tanh

2

c
u x y t c ct x y 



   
               

                             (4.1.7) 

 denklemi elde edilir. 
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Şekil 4.3. (4.1.7) denkleminde 2, 0.5, t 0.3, 15 15, 2 2c x y          ve 0.2y   

değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri    

Durum 4 : 

2

0 1 1

2
0, 3 , 3 ,

i c
A A c B i c a






        katsayıları alındığında 

 
2

4

2
, , 3 sec

i c y
u x y t c i h ct x






   
       

     

 

22
tan

i c y
h ct x






  
     

      

   (4.1.8) 
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 denklemi elde edilir. 

 

 

 

   

 

Şekil 4.4. (4.1.8) denkleminde 2, 0.5, t 0.3, 15 15, 2 2c x y          ve 0.2y   

değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 5 : 

0 1 1
2

0, 3 , 0,
2 1

c
A A c B

i a
   


 katsayıları alındığında 

 
 

5
2

, , 3 tanh
2 1

c x ay ct
u x y t c

i a

  
  

  

 (4.1.9) 
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 denklemi elde edilir. 

 

Şekil 4.5. (4.1.9) denkleminde 2, 3, t 0.3, 15 15, 2 2c a x y          ve 0.2y   

değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 6 : 

0 1 1
2

2
0, 3 , 3 ,

1

c
A A c B i c

i a
     


  katsayıları  alındığında 

 
 

6
2

2
, , 3 sec

1

c x ay ct
u x y t c i h

i a

   
   
   

 

 
2

2
tanh .

1

c x ay ct

i a

  
  
   

   (4.1.10) 

 denklemi elde edilir. 
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Şekil 4.6. (4.1.10) denkleminde 2, 3, t 0.3, 15 15, 2 2c a x y           ve 0.2y   

değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 7 : 

0 1 1
2

0, 0, 6 ,
1

c
A A B c

a
    


  katsayıları alındığında 

 
 

7
2

, , 6 sec
1

c x ay ct
u x y t c h

a

  
   

  

   (4.1.11) 

 denklemi elde edilir. 

 

Şekil 4.7. (4.1.11) denkleminde 2, 3, t 0.3, 15 15, 2 2c a x y          ve 

0.2y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 
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Uygulama 2: Aşağıda verilen (2+1) boyutlu cubic Klein-Gordon denklemi göz 

önüne alınırsa; 

3 0xx yy ttu u u u u       (4.1.12) 

  , ,u U x ay ct      dalga dönüşümü gerçekleştirilerek (4.1.12) denklemi 

aşağıdaki lineer olmayan diferansiyel denkleme indirgenir: 

 2 2 31 0a c U U U       (4.1.13) 

(4.1.13) denklemine, en yüksek mertebedeki U   türevine ve en yüksek derecedeki 

lineer olmayan 3U  terimine balans prensibi uygulanarak 1n   elde edilir. Elde ettiğimiz 

1n    (3.1.10)  denkleminde  yerine yazarsak aşağıdaki denklemi elde ederiz. 

     1 1 0sin cosU w B w A w A    (4.1.14) 

 (4.1.14) denkleminin iki defa türevini aldığımızda aşağıdaki denklem elde edilir: 

         2 3 2

1 1 1cos sin sin 2 sin cos ,U B w w B w A w w     (4.1.15) 

 (4.1.14) ve (4.1.15) denklemleri (4.1.13) denkleminde yerine konulursa aşağıdaki 

cebirsel denklem elde edilir: 

 3 2 2 2 2 2

0 0 1 1 1 1

2 2 2 3 3 2

0 1 0 1 1 1 1

2 2 2 2 3 2 3 2

1 1 1 1

cos 2 sin ( )cos( ) 2 sin ( )cos( ) 2c sin ( )cos( )

3 cos( ) 3 cos ( ) cos ( ) sin( ) cos ( )sin( )

cos ( )sin( ) cos ( )sin( ) sin ( ) sin ( )

A A A w A w w a A w w A w w

A A w A A w A w B w B w w

a B w w c B w w B w a B w c B

  

   

    

    

     3

1

2 2 2 2 2

0 1 0 1 1 1 1 0 1

2 2 3 3

1 1 1

sin (w)

3 A sin( ) 6 sin( )cos( ) 3 cos ( )sin( ) 3 sin ( )

3 sin ( )cos( ) sin ( ) 0

B w A A B w w A B w w A B w

A B w w B w

   

 

   

  

 

Aynı derecedeki trigonometrik fonksiyonların katsayılarının her bir toplamını ayrı 

ayrı sıfıra eşitleyerek denklemlerin cebirsel bir sistemini elde ederiz. (4.1.12) denkleminin 
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yeni salınımlı çözümlerini elde etmek için Wolfram Mathematica 9 programı yardımı ile 

cebirsel denklem sistemini çözeriz ve 1n   alınarak (3.1.9) denklemindeki katsayılar için 

elde ettiğimiz sonuçları her bir durumda yerine yazarız. 

Durum 1: 

2

0 1 10, , 0, 1
2

i
A A B c a

 


            katsayıları alındığında 

  2

1 , , tanh 1
2

i
u x y t x ay a t

 



 
      

 
  (4.1.16) 

 denklemi elde edilir. 

  

Şekil 4.8. (4.1.16) denkleminde 2, 1, 3, t 0.002, 15 15, 1 1a x y            ve 

0.001y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 2: 

2

0 1 10, , , 1 2
i

A A B c a
 


 

           katsayıları alındığında 

   2

2 , , sec 1 2u x y t h x ay a t





      
 
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2tanh 1 2 .i x ay a t     
 

 (4.1.17) 

 denklemi elde edilir 

 

            

 

 

 

Şekil 4.9. (4.1.17) denkleminde 2, 1, 3, t 0.002, 15 15, 1 1a x y            ve 

0.001y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 3 : 

2

0 1 1

2
0, 0, , 1

i
A A B c a





          katsayıları alındığında 

  2

3

2
, y, t sec 1

i
u x h x ay a t





     
 

 (4.1.18) 
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 denklemi elde edilir. 

 

Şekil 4.10. (4.1.18) denkleminde 2, 1, 3, t 0.002, 15 15, 1 1a x y            ve 

0.001y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri  

Durum 4 : 

 
2 2 2 2

2 2

0 1 1

1 1 1
0, , , 1

22 2

c a a c
A A B a c

 

   
         katsayıları  

alındığında 

   4

1
, , sec

2
u x y t h ct x ay


    

  2 2 2 21 1sinha c c a ct x ay         (4.1.19) 

 denklemi elde edilir. 
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Şekil 4.11. (4.1.19) denkleminde 2,c 4, 3, t 0.002, 15 15, 1 1a x y            ve 

0.001y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 5: 

 
2 2

2 2

0 1 1

2 1
0, , 0, 2 1

c a
A A B a c



 
        katsayıları alındığında 

   
2 2

5

2 1
, , tanh

c a
u x y t ct x ay



 
      (4.1.20) 

 denklemi elde edilir. 
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Şekil 4.12. (4.1.20) denkleminde 2,c 4, 3, t 0.002, 15 15, 1 1a x y            ve 

0.001y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 6: 

2 2
2 2

0 1 1

2 1
0, 0, , 1

a c
A A B c a



 
        katsayıları  alındığında 

   
2 2

6

2 1
, , sec

a c
u x y t h ct x ay



 
      (4.1.21) 

 denklemi elde edilir. 

 

Şekil 4.13. (4.1.21) denkleminde 2,c 4, 3, t 0.002, 15 15, 1 1a x y           ve 

0.001y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 
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Durum 7: 

2

0 1 10, , 0, 1,
2

i
A A B a c

 


         katsayıları alındığında 

  2

7 , , tanh 1
2

i
u x y t ct x c y

 



 
     

 
  (4.1.22) 

 denklemi elde edilir. 

 

Şekil 4.14. (4.1.22) denkleminde 2,c 4, 1, t 0.002, 15 15, 1 1x y            ve 

0.001y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 8 : 

2

0 1 10, , , 2 1,
i

A A B a c
 


 

          katsayıları  alındığında 

   2

8 , , sec 2 1u x y t h ct x c y





      
 

 

2tanh 2 1 .i ct x c y     
 

 (4.1.23) 

 denklemi elde edilir. 
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Şekil 4.15. (4.1.23) denkleminde 2,c 4, 1, t 0.002, 15 15, 1 1x y           ve 

0.001y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

Durum 9: 

2

0 1 1

2
0, 0, , 1

i
A A B a c





          katsayıları alındığında 

  2

9

2
, , sec 1

i
u x y t h ct x c y





      
 

 (4.1.24) 

 denklemi elde edilir. 
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Şekil 4.16. (4.1.24) denkleminde 2,c 4, 1, t 0.002, 15 15, 1 1x y            ve 

0.001y  değerleri göz önüne alınarak üç boyutlu ve iki boyutlu grafikleri 

4.2. ShGEEM Açılım Metodunun mZK ve (2+1) Boyutlu cKG Denkemlerine 

Uygulanması 

Uygulama 3: mZK denklemine genişletilmiş ShGEEM’in uygulanması 

Biz bu kısımda mZK denklemine genişletilmiş sinh-Gordon açılım metodunu 

uyguladık. 

[65] tarafından  verilen mZK denklemini göz önüne alalım. 

2 0t x xxx xyyu u u u u        (4.2.1) 

Burada   ,u U      ,x ay c t    dalga dönüşümü gerçekleştirilerek  (4.2.1) 

denklemi aşağıdaki lineer olmayan diferansiyel denkleme indirgenir. 

 2 2 33 1 '' U 3 0a U cU      (4.2.2) 

 (4.2.2) denklemindeki U ve 3U  şeklindeki terimlere balans prensibi uygulanarak 

1m   elde edilir. Daha sonra biz 1m   ifadesini (3.2.14) denkleminde yerine yazarsak  
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     1 1 0sinh coshU w B w A w A  
 (4.2.3) 

denklemini elde ederiz. (4.2.3) denkleminin iki defa türevi alınırsa, 

         2 3 2

1 1 1( ) cosh sinh sinh 2 sinh coshU w B w w B w A w w   
 (4.2.4) 

 denklemi elde edilir. (4.2.3) ve (4.2.4) denklemleri (4.2.2) denkleminde yerlerine 

yazıldığında aşağıdaki cebirsel sistem elde edilir. 

3 2 2 2 2 2

0 0 1 1 1

2 2 2 3 3 2 2 2 2 2

0 1 0 1 1 1 1

2 3 2 2 3

1 1 1

3 3 cosh( )A 6 cosh( )sinh(w) 6 cosh( )sinh( ) 3cosh( )

A 3cosh( ) cosh( ) 3 sinh( ) 3 cosh( ) sinh(w)B 3 cosh(w)

sinh( ) 3 sinh( ) 3 sinh( ) 3sinh(

cA A c w w A a w w A w

A w A A w A c w B w a

w B w B a w B w

 

 

 

     

    

   2

0 1 0 1 1

2 2 2 2 2 2 3 3

1 1 0 1 1 1 1

) 6cosh( )sinh( )A

3cosh( ) sinh( ) 3sinh( ) 3cosh( )sinh( ) sinh( ) 0

A B w w A B

w w A B w A B w w A B w B



    

 

Bazı hiperbolik fonksiyonların tanımları yerine yazıldıktan sonra 

sinh ( )cosh ( )s i jw w w  ifadesinin trigonometrik fonksiyonların katsayılarının herbirinin 

toplamını sıfıra eşitleyerek  denklemlerin cebirsel bir sistemini elde ederiz. (4.2.1) 

denklemine yeni salınımlı çözümler elde etmek için Wolfram Mathematica 9 yazılımı 

yardımı ile cebirsel denklem sistemi çözülür ve 1m   ile birlikte (3.2.15)-(3.2.18)  

denklemlerindeki  katsayıların elde edilmiş sonuçları her bir durumda yerine yazılır. 

Durum 1 : 

0 0A   ,   1 0A  ,    1 6B i c ,   
2c

a





  ,  katsayıları alındığında 

2

1,1( , , t) 6 sec
y c

u x y c h ct x





  
      

    

 (4.2.5) 

2

1,2 ( , , ) 6 csc
y c

u x y t c h ct x





  
      

    

 (4.2.6) 
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denklemleri elde edilir. 

10 5 5 10
x

4

3

2

1

 

 

Şekil 4.17. 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2c t x y           ve 0.9y   değerleri göz önüne 

alındığında (4.2.5) denkleminin topolojik olmayan soliton yüzeyinin iki ve üç 

boyutlu grafikleri 

10 5 5 10
x

1.0

0.5

0.5

1.0

 

Şekil 4.18. 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2c t x y           ve 0.9y   değerleri göz önüne 

alındığında (4.2.6) denkleminin tekil soliton yüzeyinin iki ve üç boyutlu 

grafikleri 

  Durum 2 : 

2 2 2

0 10, 0, 6(1 ) , (1 ) ,IA A B i a c a         katsayıları  alındığında 

   2 2 2

2,1( , , ) 6 1 sec (1u x y t a h x ay a t       
 

   (4.2.7) 
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 2 2 2

2,2( , , ) 6(1 ) csc (1u x y t i a h x ay a t        
 

 (4.2.8) 

denklemleri elde edilir. 

4 2 2 4
x

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

 

Şekil 4.19. 1, 0.35, 0.8, 5 5, 2 2a t x y            ve 0.9y   değerleri göz önüne 

alındığında (4.2.7) denkleminin topolojik olmayan soliton yüzeyinin iki ve üç 

boyutlu grafikleri    

   

4 2 2 4
x

4

2

2

4

 

Şekil 4.20. 1, 0.35, 0.8, 5 5, 2 2a t x y            ve 0.9y   değerleri göz önüne 

alındığında (4.2.8) denkleminin tekil soliton yüzeyinin iki ve üç boyutlu 

grafikleri 

Durum 3 : 

0 1 1
2

0, 0, 6 , ,
1

c
A A B i c

a
    


  katsayıları  alındığında 
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3,1
2

( )
( , , ) 6 sec

1

c ct x ay
u x y t c h

a

   
   

 

  (4.2.9) 

3,2
2

( )
( , , ) 6 csc

1

c ct x ay
u x y t i c h

a

   
   

 

 (4.2.10) 

denklemleri elde edilir. 

10 5 5 10
x

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

 

Şekil 4.21. 1, 0.35, 0.8, 5 5, 2 2c a t x y          ve 0.9y   değerleri göz önüne 

alındığında (4.2.9) denkleminin topolojik olmayan soliton yüzeyinin iki ve üç 

boyutlu grafikleri 

4 2 2 4
x

4

2

2

4

 

Şekil 4.22. 1, 0.35, 0.8, 5 5, 2 2c a t x y          ve 0.9y   değerleri göz önüne 

alındığında (4.2.10) denkleminin tekil soliton yüzeyinin iki ve üç boyutlu 

grafikleri 
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Uygulama 4:  (2+1) boyutlu cKG denklemine genişletilmiş ShGEEM’in 

uygulanması 

Bu bölümde, genişletilmiş sinh-Gordon açılım (ShGEEM) metodunun, (2+1) 

boyutlu cubic Klein-Gordon (cKG) denklemine uygulanışı sunulmaktadır. 

[65] tarafından verilen (2+1) boyutlu cKG denklemini göz önüne alalım. 

3 0xx yy ttu u u u u         (4.2.11) 

Burada ( ),u U x ay ct     , dalga dönüşümü gerçekleştirilerek  (4.2.11) 

denklemi aşağıdaki lineer olmayan diferansiyel denkleme indirgenir. 

 2 2 31 0a c U U U       (4.2.12) 

 (4.2.12) denklemindeki U   and 3U  şeklindeki terimlere balans prensibi 

uygulanarak 1m   elde edilir. Biz 1m   ifadesini (3.2.14) denkleminde yerine yazarsak  

     1 1 0,sinh coshU w B w A w A    (4.2.13) 

 elde edilir. (4.2.13) denkleminin iki defa türevi alındığında aşağıdaki denklem elde 

edilir. 

         2 3 2

1 1 1( ) cosh sinh sinh 2 sinh cosh ,U w B w w B w A w w     (4.2.14) 

 (4.2.13) ve (4.2.14) denklemleri (4.2.12) denkleminde yerlerine yazıldığında 

aşağıdaki cebirsel sistem elde edilir. 
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3 2 2 2 2

0 0 1 1 1

2 2 2 2 3 3 2

1 0 1 0 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1

cosh( ) 2cosh( ) ( ) 2 cosh( )sinh( ) 2 cosh( )

sinh( ) 3 cosh( ) 3 cosh( ) cosh( ) sinh( ) cosh( )

sinh( ) cosh( ) sinh( ) cosh( ) sinh( ) sinh(

A A w A w sinh w A a w w A c w

w A w A A w A A w A w B w

w B a w w B c w w B w

  

   

    

    

   3 2 3

1 1

2 3 2 2 2

1 0 1 0 1 1 1 1

2 2 2 2 3 3

0 1 1 1 1

) sinh( )

sinh( ) 3 sinh( ) 6 cosh( )sinh( ) 3 cosh( ) sinh( )

3 sinh( ) 3 cosh( )sinh( ) sinh( ) 0

B a w B

c w B w A B w w A A B w w A B

w A B w w A B w B

  

  

 

  

   

 

Bazı hiperbolik fonksiyonların tanımları yerine yazıldıktan sonra 

sinh ( )cosh ( )s i jw w w  ifadesinin katsayılarının sıfıra eşitlenmesiyle 
0 , , , , ,J JA A B c a    deki 

tanımlanmış lineer olmayan  bir cebirsel denklem sistemi oluşturulur. (4.2.11) denklemine 

yeni salınımlı çözümler elde etmek için Wolfram Mathematica 9 yazılımı yardımı ile 

cebirsel denklem sistemi çözülür ve 1m   ile birlikte (3.2.15)-(3.2.18) denklemlerindeki  

katsayıların elde edilmiş sonuçları her bir durumda yerine yazılır. 

Durum 4 : 

2

0 1 10, , 0, 1 ,
2

A A B a c
 


           katsayıları  alındığında 

2

4,1(x, y, t) tanh 1
2

u ct x y c
 



 
       

 
  (4.2.15) 

2

4,2 (x, y, t) coth 1
2

u ct x y c
 



 
       

 
 (4.2.16) 

 denklemleri elde edilir. 
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10 5 5 10
x

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5

 

Şekil 4.23. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2c t x y             ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.15) denkleminin topolojik kink-type  soliton yüzeyinin 

iki ve üç boyutlu grafikleri 

10 5 5 10
x

6

4

2

2

4

6

 

Şekil 4.24. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2c t x y             ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.16) denkleminin tekil soliton yüzeyinin iki ve üç 

boyutlu grafikleri 

Durum  5 : 

2

0 1 10, , , 1 2 ,A A B a c
 


 

             

yukarıdaki  katsayılar alındığında 





2

5,1

2

(x, y, t) sec 1 2

tanh 1 2 .

u i h ct x y c

ct x y c








       
 

      
 

  (4.2.17) 
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



2

5,2

2

(x, y, t) cot 1 2

csch 1 2 .

u h ct x y c

ct x y c








        
 

      
 

 (4.2.18) 

 denklemleri elde edilir. 

 

10 5 5 10
x

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5

     10 5 5 10
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

 

Şekil 4.25.  2 , 1 , 3 , 0 . 8 , 1 0 1 0 , 2 2c t x y             ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.17) denkleminin topolojik olmayan ve topolojik 

kink-type soliton yüzeyinin iki ve üç boyutlu grafikleri  
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10 5 5 10
x

6

4

2

2

4

6

 

Şekil 4.26. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2c t x y             ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.18) denkleminin tekil soliton yüzeyinin iki ve üç 

boyutlu grafikleri  

 Durum  6 : 

2

0 1 1

2
0, 0, , 1 2 ,A A B a c





          katsayıları  alındığında 

2

6,1

2
(x, y, t) sec 1u h ct x y c





       
    (4.2.19) 

2

6,2

2
(x, y, t) csc 1u h ct x y c





       
   (4.2.20) 

 denklemleri elde edilir. 
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10 5 5 10
x

0.5

1.0

1.5

2.0

 

Şekil 4.27. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2c t x y             ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.19)  topolojik olmayan soliton yüzeyinin iki ve üç 

boyutlu grafikleri  

10 5 5 10
x

0.4

0.2

0.2

0.4

 

Şekil 4.28. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2c t x y            ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.20) denkleminin tekil soliton yüzeyinin iki ve üç 

boyutlu grafikleri 

   Durum 7 : 

2

0 1 10, , 0,c 1 ,
2

A A B a
 


          katsayıları alındığında 

2

7,1(x, y, t) tan 1
2

u h x ay t a
 



 
       

 
    (4.2.21) 
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2

7,2 (x, y, t) cot 1
2

u h x ay t a
 



 
       

 
 (4.2.22) 

 denklemleri elde edilir. 

10 5 5 10
x

1.0

0.5

0.5

1.0

 

Şekil 4.29. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2a t x y             ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.21) denkleminin topolojik kink-type soliton yüzeyinin 

iki ve üç boyutlu grafikleri  

10 5 5 10
x

6

4

2

2

4

6

 

Şekil 4.30. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2a t x y             ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.22) denkleminin tekil soliton yüzeyinin iki ve üç 

boyutlu grafikleri  
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Durum 8 : 

2

0 1 10, , ,c 1 2A A B a
 


 

             katsayıları alındığında 





2

8,1

2

(x, y, t) sec 1 2

tanh 1 2 .

u i h x ay t a

x ay t a








      
 

     
 

 (4.2.23) 

 denklemi elde edilir. 

 

10 5 5 10
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

10 5 5 10
x

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5

 

Şekil 4.31. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2a t x y             ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.23) denkleminin topolojik olmayan ve topolojik kink-

type  soliton yüzeyinin iki ve üç boyutlu grafikleri  
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Durum 9 : 

2

0 1 1

2
0, 0, ,c 1 ,A A B a





         katsayıları alındığında 

2

9,1

2
(x, y, t) sec 1u i h x ay t a





      
    (4.2.24) 

2

9,2

2
(x, y, t) csc 1u h x ay t a





     
   (4.2.25) 

 denklemleri elde edilir. 

10 5 5 10
x

0.5

1.0

1.5

2.0

 

Şekil 4.32. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2a t x y             ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.24) denkleminin topolojik olmayan soliton yüzeyinin 

iki ve üç boyutlu grafikleri 
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10 5 5 10
x
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Şekil 4.33. 2, 1, 3, 0.8, 10 10, 2 2a t x y            ve 0.9y   değerleri göz 

önüne alındığında (4.2.25) denkleminin tekil soliton yüzeyinin iki ve üç 

boyutlu grafikleri 



46 

5. SONUÇLAR 

Bu çalışmada (2+1) boyutlu cubic Klein-Gordon ve geliştirilmiş Zakharov-

Kuznetsov denklemlerinin çözümlerini elde etmek için sine-Gordon açılım metodu ve 

sinh-Gordon açılım metotları başarılı bir şekilde uygulanmıştır. Ayrıca her iki denklem için 

bazı yeni hiperbolik fonksiyon çözümleri elde edildi. Bu denklemlerin non-topologıcal, 

topologıcal, topologıcal kink-type, non-topologıcal kink-type, singular soliton ve combined 

singular soliton gibi yeni dalga çözümleri bulundu. Elde edilen yeni çözümler için 

Wolfrom Mathematica 9 programı kullanılarak bu çözümlerin iki ve üç boyutlu grafikleri 

çizildi. İlaveten bu çözümlerin hepsinin Wolfram Mathematica 9 programı yardımıyla 

doğrulukları onaylandı. [45] ve [50] deki yazarlar tarafından elde edilen sonuçlar ile elde 

ettiğimiz sonuçlar karşılaştırıldığında bizim sonuçlarımızın her iki denklem içinde sekant 

hiperbolik, sinüs ve tanjant yapılarında yeni çözümler olduğunu gözlemledik. Bulduğumuz 

bu sonuçlar bize bazı lineer olmayan modellerin fiziksel anlamlarını açıklamak için 

yardımcı olacaktır. Bu açıdan düşünüldüğünde, sine-Gordon açılım ve genişletilmiş sinh-

Gordon açılım  metodlarının çeşitli lineer olmayan fiziksel modellerin dalga çözümlerini 

araştırmak için uygulanan güçlü bir metot olduğunu göstermektedir [64-65]. 
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