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calismasi siiresince verdigi akademik bilgiler ve fikir aligverisleri bu tezin ortaya
¢ikmasinda biiyiik bir rol oynamistir.

Ayrica her zaman benimle birlikte olan ve bu tez calismasi sirasinda siirekli bana
destek olan c¢ok sevgili aileme ve yol arkadasim Muhammed Gedik’e anlayislar1 ve
gosterdikleri sabir igin ¢ok tesekkiir ediyorum.
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KESIRLi MERTEBEDEN DIiFUZYON DENKLEMI ICiN BASLANGIC SINIR
DEGER PROBLEMININ COZUMU

OZET

Son yillarda, matematik literatiiriinde 300 yili askin bir siiredir var olan kesirli
mertebeden tiirev ve integral kavramlarinin, sistem modellemeden kontrolor
tasarimina, elektrokimya, biyomiihendislik, biyofizik, fizik, mekanik-mekatronik gibi
miihendisligin ve matematigin bir¢ok alaninda uygulanmaktadir.

Bu calismada oncelikle 19. yy. da ortaya atilan ve literatiirde siklikla kullanilan
Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirev tanimi verilmistir. Ayrica Riemann-
Liouville kesirli mertebeden tiirev taniminin Laplace doniisiimiinde ortaya ¢ikan
sorunlarint gideren literatiirde Onerilmis Caputo kesirli mertebeden tiirev tanimi
verilmistir. Riemann Liouville ve Caputo tlirevlerinin cebirsel 6zellikleri, sonsuz
serilere uygulanabilirligi gosterilmis, Riemann ve Caputo tiirevlerinin birbirine
denkligi incelenmistir. Daha sonra kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
analitik ¢oziimleri incelenmis, Ozellikle ayrilabilir kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler tizerinde durulmustur.

Son olarak da bu tez calismasinda kesirli mertebeden diflizyon denklemi i¢in sonlu
aralikta sinir deger problemleri ¢6ziimiine yer verilmistir. Bu kapsamda, A
Ozdegerlerine karsilik gelen bir 6zfonksiyon elde edilmis ve sistemi saglayan genel
¢oziim bulunmustur. Ardindan c¢aligilan smir deger problemiyle ilgili uygulama
gergeklestirilmistir.

Anahtar Kelimeler : Baslangi¢c Sinir Deger Problemi, Caputo Kesirli Tiirevi, Kesirli
Mertebeden Difiizyon Denklemi, Mittag-Leffler Fonksiyonu.



ON THE SOLUTION OF INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR
SPACE-FRACTIONAL DIFFUSION EQUATION

ABSTRACT

In recent years, the fractional order of derivative and integral concepts, which existed
in the mathematical literature for more than 300 years, have been applied in many
areas of engineering and mathematics such as electrochemistry, bio-engineering, bio-
physic, mechanical, mechatronics, controller design, system modeling.

In this study, firstly, Riemann-Liouville fractional order derivative which was
introduced in 19th century was used. In addition, the definition of Riemann-Liouville
fractional order derivative of the definition of the Laplace transformation of the
problems that arise in the literature suggested the definition of Caputo fractional order
derivative. The algebraic properties of Riemann Liouville and Caputo derivatives,
their applicability to infinite series, and the equivalence of Riemann and Caputo
derivatives have been investigated. Then, analytical solutions of fractional order
differential equations have been examined, especially separable fractional differential
equations have been studied.

Finally, in this thesis, the solution of the boundary value problems in a range for the
fractional order diffusion equation is given. In this context, eigenfunctions
corresponding to the eigenvalues A is obtained and a general solution to the system is
found. Then, the boundary value problem which is related to its application has been
solved.

Keywords: Initial-Boundary Value Problem, Caputo Fractional Derivative, Space-
Fractional Diffusion Equation, Mittag-Leffler Function.
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GIRIS

Kesirli tiirev ve integral kavramlari ilk defa 17. ylizyilin ikinci yarisinda Leibniz ve
Newton tarafindan birbirlerinden habersiz olarak gelistirilmistir. Leibniz ve Newton
tarafindan ayrintili olarak incelenen tam sayili mertebeden tiirev ve integral
islemlerinin bir genellestirmesi olarak kabul edilen kesirli mertebeden tiirev ve integral
kavrami da, aslinda tam sayili mertebeden tiirev ve integral kadar eskidir. Kesirli
mertebeden tiirev ile ifade edilmek istenen aslinda herhangi bir mertebeden tiirevdir.
Bircok kaynakta da deginildigi gibi kesirli mertebeden tiirev ifadesi ilk defa 1695
yilinda Leibniz’in L’hopital’e yazdigi bir mektupta gegmektedir. Bu mektubunda
Leibniz L hopital’e “Tam sayili mertebeden tiirevler daha genisletilmis olan reel say1li

mertebeden tiirevlere genisletilebilir mi?” diye sormustur.

Tam sayili tiirev isleminde oldugu gibi, kesirli mertebeden tiirev i¢in de literatiirde
cesitli tanmimlar verilmistir ancak kesirli mertebeden tiirev nasil tanimlanirsa
tanimlansin tlirev mertebesi tam sayiya esit olacak sekilde secildiginde ortaya ¢ikan
ifade Leibniz ve Newton tarafindan Onerilen tam sayili mertebeden tiirev ifadesi ile
ayni olmaktadir. Literatiirde en ¢ok soz edilen tanimlar, daha sonraki bdliimlerde
ayrintistyla deginilecek olan Riemann-Liouville ve Caputo kesirli mertebeden tiirev
tanimlaridir. Yapilan ¢alismalarda bu iki tanimin bazi durumlarda birbiri cinsinden
ifade edildigi gosterilmistir. Caputo kesirli mertebeden tiirev tanimi, Riemann-
Liouville taniminin Laplace doniisiim ifadesinin uygulamalarinda ortaya ¢ikan
baslangi¢ degerlerin hesaplanmasi veya deneysel yolla 6l¢iilmesi problemini ortadan

kaldirmak igin 1960°I1 yillarda Italyan matematik¢i M. Caputo tarafindan énerilmistir

[1].

Baslangicta, soyut matematigin bir konusu olan kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler, bilgisayar teknolojisindeki hizli gelismeler ve yapilan c¢alismalar
sayesinde giiniimiizde kendisine bir¢ok uygulama alani bulmustur. Bu uygulamalarin
onemli bir kisminin fizik, matematik problemi modellemelerinde, karmasik dinamik

sistemlerin modellenmesi oldugu sdylenebilir [2].



Bu tez calismasinda kesirli mertebeden diflizyon denklemi i¢in sonlu aralikta sinir
deger problemi olusturulmustur. A 6zdeger olmak iizere A’nin alabilecegi tim
degerlere bagl ¢oziimler incelenmis ve bu 6zdegerlere bagh bir 6zfonksiyonlar elde
edilmistir. Elde edilen ozfonksiyonlar kullanilarak genel ¢6ziime ulasilmistir.
Ardindan konuyla ilgili diflizyon denklemi i¢in sinir deger problemi uygulamasi

yapilmustir.



1. KESIRLI MERTEBEDEN HESAPLAMALAR

Klasik analizin ana konusu; bazi durumda birbirine goére ters iki operatér olan
fonksiyonlarin tiirev ve integralleridir. Bir f(t) fonksiyonu diisiiniiliirse her tamsay1
mertebeden tiirev ve integral alarak devam edildiginde iki taraftan da sonsuz dizi elde

edilir:

t I

d*f(t) df t
© df© f(v), f f(0)dy , f f f(0)drdr, ... (1.1)

M dtz 7?7

Kesirli analiz yukardaki dizi enterpolasyonunu tekrarladigindan keyfi mertebeden i¢in
bu islem klasik tiirev ve integrallerin birlestirilmis genellemesidir. Bu durumda tiirev
ve integralin bir arada kullanilmasi sebebiyle bazi kaynaklarda differintegral ifadesine
yer verilmistir. Differintegral tanimlamak igin birgok operatdr tanimlanmistir.
Omegin; differintegralin Griinwald Letnikov tanimi sonsuz kii¢iik boyut ve limit
istiinde integral ve tiirev tabanimnin klasik tanimindan baslar. Bu yaklasimin
dezavantaji fonksiyonlar {iistiinde biiyiikk kisitlamalar ve hesaplamalarin teknik
zorluklaridir. Neyse ki Riemann-Liouville tanimi gibi 6zel bir durum olarak Letnikov

taniminin sonucunu igeren daha kullanish bir yaklasim vardir [3].

Bu boliimde Riemann-Liouville ve Caputo tiirevlerinin tanimini yapmakta yardimci
olan Gama Fonksiyonu, Beta Fonksiyonu ve Mittag Leffler Fonksiyonu tanimlari
yapilacaktir. Beta Fonksiyonunun Gama Fonksiyonu cinsinden yazimi incelenecek ve
adi diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimiinde elde edilen iistel fonksiyonun yerine
kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimiinde Mittag Leffler

Fonksiyonunun kullanildig: goriilecektir.
1.1. Gama Fonksiyonu

Gamma fonksiyonunu, Euler'in ikinci tiir integral formu olarak tanimlamak standart
olmasina ragmen, s pozitif bir tamsayr oldugunda faktoriyel fonksiyonunun bir

uzantist olarak da goriilebilir.



Gama fonksiyonu VseC igin

I'(s)= f wts'le'tdt (1.2)
0

seklinde tanimlanir [4].

Timevarimdan;

r(1)=1 (1.3)
V s €N i¢in;

T (s+1)=s'(s) (1.4)

olarak bulunur.

VneN icin
I'(n+1)=n! (1.5)

olur ki bu bize Gama fonksiyonunun faktoriyel fonksiyonu oldugunu soyler.
Euler, Gama fonksiyonunu kullanarak, kesirli analiz i¢in bazi fikirler ortaya

koymustur(monomialler);

meZ i¢in bir monomialin n. mertebeden tiirevini diisiiniilsiin;

y(x)=x" (1.6)
n m!
d m-n >
0 , m<n

s, uUER*’a genelleme yapmak i¢in Gama fonksiyonu kullanilirsa;

y(x)=x" (1.8)

d’y T(p+l
_};:LXM'S (1.9)
dx> T'(u-st1)

ifadesi elde edilir [4].



Ornegin; sabit fonksiyonlarin kesirli tiirevi sifirdan farklidir. y(x)=1 fonksiyonunun

1/2. mertebeden kesirli tiirevi;

2

1
dzy  T(0+1) .
Vn

1
X X2 (1.10)

N —

1
&2 T(0-5+1)

Zamma funcian

ki &L
--__---.L--------F_--.

1

ta
--+----4---4¥

Sekil 1.1. Gama Fonksiyon Grafigi

1.2. Beta Fonksiyonu

Re(z)>0 ve Re(w)>0 sartin1 saglayan z ve w parametrelerine bagli Beta fonksiyonu
genellestirilmis integral yardimyla;

B(x,y)= fol 1(1-t)'dt seklinde tanimlanir.Kuvvet fonksiyonunun kesirli tiirevinin
hesaplanmasi i¢in Beta fonksiyonu ¢ok 6nemlidir [5].

Laplace doniisiimii yardimiyla Beta fonksiyonunu Gama fonksiyonu cinsinden

asagidaki gibi ifade edilir;

_I'@rw)

=Tl (1.11)



Beta fonksiyonu kullanilarak Gama fonksiyonu ile ilgili asagidaki kullanisli sonuglar

elde edilmistir;

F(Z)F(l-z)zsin(nz) (1.12)

() (z+ %) 12T (22) (1.13)
1\ Vn(22)!

T( 5): ;(ZZ,) (1.14)

g
o
=

b D = Lh
==TeTRTe ||

nmmnnino

RRRRg
oo
h b W — Lhn

0 0r 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Sekil 1.2. Beta Fonksiyon Grafigi



1.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Tamsayili mertebeden diferansiyel denklem ¢oziimlerinde e* iistel fonksiyonu ¢ok

onemli bir yere sahiptir. Bu iistel fonksiyonu seri formunda yazilirsa,

k

® X
e =zk_or(k+1) (1.15)
[fadesi elde edilir.
Ly [-1}
an E5(x)
|
3 E5(x)
E\(x) =2 E,(x)
Y - y - B ﬁES(JL}
— X _
50 -40 ~20 -10 il
-1
3
0(x)

Sekil 1.3. Mittag Leffler Fonksiyon Grafigi

Ustel fonksiyonlarin genellestirilmis hali, kesirli diferansiyel denklemlerin
¢ozlimiinde ¢ok 6nemli rol oynayan Mittag Leffler fonksiyonudur. Mittag Leffler

fonksiyonunu tanimlanirsa;

Ea’ﬁ(Z):kZ(; T(okip) ° >0 ,BER (1.16)

Ozel a ve B parametrelerinin degerleri igin asagidaki iyi tammli klasik fonksiyonlar

elde edilir;

EI,I(Z):CZ (117)
e’-1

E2@)=— (1.18)



E,, (z»)=cosh(z) (1.19)

sinh(z)

Es» (%)= (1.20)
El,l (2)=c**erfe(-z) (1.21)

Mittag Leffler Fonksiyonu diizgiin yakinsak oldugundan terim terim tiirev alinabilir.

Bu tiir durumlarda agagidaki fonksiyonu kullanilir;

= (k+tm)! A
(m) e\
Eup () ; k!  T'(ok+om+p) (1.22)

Sinir deger problemlerinin ¢éziimiinde 6nemli rol oynayan asagidaki fonksiyonlara

tanimlansin;

Eq,l (1Mtq) 'Eq,l ('iutq)
2i

sing (utd)=

o DRy

T (1.23)
k=0

€08q (ut?)= Eq’l (iutq);Eq,l (-iut?)

: o (1.24)

Lo T(2kqt1)

Dikkat edilirse g=1 i¢in bu fonksiyonlar sin (ut?) ve cos (ut?) birim trigonometrik
fonksiyonlaridir [6].



2. KESIiRLi OPERATORLER

Onceki ¢alismalar da dahil olmak iizere kesirli diferansiyel denklemler, cesitli bilimsel
arastirma alanlarinda, ¢ok ¢esitli stire¢ ve sistemlerde ortaya ¢iktigi i¢in, birgok uzman
ve akademisyen i¢in ¢ok ¢ekici ve motive edici bir konu haline gelmistir. Bu egilimin
ana nedeni, kesirli mertebeden tiirev iceren matematiksel modellerinin tamsayi
mertebeden tiirev igeren matematiksel modellerden daha iyi sonuglar vermesidir. Bu
ozellik, Kkesirli mertebeden diferansiyel denklemleri fiziksel problemlerin

modellenmesinde en iyi se¢im yapmustir.

Bu bolimde Riemann Liouville ve Caputo tiirevleri incelenecektir. Kullanim
acisindan bir karsilastirma yapmak gerekirse Caputo tiirevleri daha kullanishdir.
Cilinkii Caputo tiirevlerini igeren matematiksel modellerin analizi, tamsayr mertebeden
tiirevleri iceren matematiksel modellerin analizine daha yakin sonuglar vermektedir.
Literatiirde bu sonuca destek veren oldukca fazla calisma bulunmaktadir. En sik
kullanilan fonksiyon olan Mittag-Leffler fonksiyonundan yararlanilarak, kesirli
diferansiyel denklemlerin karakteristik denklemlerinin ¢oziimleri etkin bir sekilde
olusturulmustur. Bu anlamda, adi diferansiyel denklemler igin ¢6ziimlerin
belirlenmesinde kullanilan istel fonksiyon, Mittag-Leffler fonksiyonu ile yer

degistirir. Aslinda tistel fonksiyon Mittag-Leffler fonksiyonunun &zel halidir.
2.1. Tekrarh Integral I¢in Cauchy Formiilii

Teorem 2.1.1. f, [a, b] lizerinde siirekli olan herhangi bir fonksiyon olsun. f’nin a

noktasindaki n katl integrali;

x O] On-1

£ (x)= j j J f(oy)do,do,.;...do,doy 2.1)



tek katli integral olarak
£ (x)— f (x-)™Lf(0)dt (2.2)

seklinde verilir [4].

Ispat. Ispat i¢cin tiimevarim yonteminden yararlanilir. n=1 i¢in;
(x-)™'=(x-t)"=1 (2.3)

olur. Yani n=1 i¢in,

X

1
oD f (x-)™f(t)dt (2.4)

X 1 X
J—f(Gl)dGIZ@f(X—t)af(t)dt:

ifadesi saglanir.

Simdi kabul edelim ki keyfi bir n i¢in bu ifade saglansin. Integrasyon sirasi

o

degistiginde n+1 igin ;

0D ()= j jl j f(Gs1yd6,1 do,...dodo, (2.5)
= (n_ll) ! f I(Gl—t)“'lf(t)dtdcl (2.6)
e 1)' f f (o,-)™f(t)do, dt (2.7)
( ) j ((x-H)"-(t-t)Mf(t)dt (2.8)
= f (x-t)"f(t)dt (2.9)

Denklem (2.9) istenilen sonugtur [6].

10



2.2. Riemann-Liouville Yaklasimi

Tanim 2.2.1. f siirekli bir fonksiyon, aeR*ve teR olsun.a mertebeli kesirli integrali

asagidaki gibi tanimlanir;

1

Jaf(t)= m

f (t-u)®'f(u)du (2.10)
0

Tanim 2.2.2. a€R", n>a, (n, o'ya en yakin tamsay1)olsun.Bir f(t) fonksiyonunun o

mertebeli Riemann-Liouville kesirli tiirevi agagidaki gibi tanimlanir;

t
n n

D“f(t)Zd—J“'“f(t)Z#d—f(t—u)“‘“'lf(u)du (2.11)
dt" I'(n-o) dt" '

0
Teorem 2.2.1. p>0 i¢in f(t)=tP kuvvet fonksiyonunun n-1<o<n i¢in «>0 mertebeli

Riemann-Liouville tiirevi asagidaki sekilde hesaplanir;

I'(p+1
o p:Ltp-a (2.12)
I'(p-a+1)
Ispat. @>0 mertebeli Riemann-Liouville tiirevini hesaplansin;
n
P — f t-u)" P 2.13
T dre ) (W wdu 2.13)
0
0<v<1 i¢in u=vt, du=tdv ve
1 da" 1
“p= — [ (a-9))™" wp 2.14
) dr J ((1-Vt) 7 (vt)’tdv (2.14)
0
1 n
I j (l-V)n'“'lvpdVd—t“+p'“ (2.15)
['(n-o) dt" '
0
= B(p+1 n—a)d—nt“ﬂ"“ (2.16)
I'(n-a) ’ dt" '

11



=F(n;m3(p+1,n-a)%m 2.17)
F(ri ) rr(l():igroff 1(;) Fﬁﬁpﬂ; o (.18)
% (2.19)

Burada B-Beta fonksiyonu x, >0 icin

B(x,y)= f V()Y dv, B(xy)= rﬁ’gg) (2.20)

seklinde ifade edilir [5].
2.3. Caputo Yaklasimi

Tamimn 2.3.1. a€ER", n>a (n,0’ya en yakin tamsay1) olsun. Bir f(t) fonksiyonunun a

mertebeli Caputo kesirli tiirevi asagidaki sekilde tanimlanir;

‘D*f(t)=J""* f(t)—

n-o-1¢4n)
dtn _a) OJ (t-w)™ () du (2.21)

Ornegin; f(x)=x fonksiyonunun n=1 i¢in %. mertebeden Caputo tiirevi hesap edilirse;

1 [o1,d
“DI(x)= : j (x-t)l'i'l&(t)dt (2.22)
“5)0
=— f xt)Zdt (2.23)
j 0
t=ux dt=xdu

12



t=ux dt=xdu

ifadesi elde edilir.

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Sonug olarak f(x)=x fonksiyonunun 2.kez %. mertebeden Caputo tiirevini alindiginda

1. mertebeden adi tiirevi alinmis olur.

Teorem 2.3.1. p>0 igin f(t)=t° kuvvet fonksiyonunun n-1<a<n olmak iizere

>0 mertebeden Caputo tiirevi;

I'(p+t) tp_a
D P={ I(p-a+1) >

0 , p<n-1

seklinde hesaplanir.

(2.30)



Ispat. p<n-1 oldugunda yani;

u tP=0 ‘D"tP= : f 0=0
dt" ve "T(-n))
0

olur.

p>n-1 oldugunda Caputo tiirevi;

CDatp_

_f( Wt L

-n+1)

n-0)

1
- r(p+1) n-o-1 -n
_F(n-a)F(P-nH)Of (1)) (v v

B ['(p+1)
- T(n-o)I(p-ntl)

1
P f (1-v)"*ypngy
0

_ I'(p+1)B(p-n+1,n-0) o
~ T(-o)(p-nt+l)

I'(p+1)I'(p-n+1)I'(n-a)
F(n -)'(p-n+1)T'(p- a+1)

['(p+1)
F(p o+ l)

olarak verilir [5].

2.4. Differintegralin Temel Ozellikleri

Differintegrali © notasyonu ile ifade edilir.

14

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)



2.4.1. Differintegralin lineerligi

U, A, a, a reel sabitleri i¢in f(t) ve g(t) keyfi fonksiyonlar olmak {izere;
D,*(AM(1)+ng(t) )=AD,*f()+uD,“g () (2.38)
esitligi saglanir [3].

2.4.2. Differintegrallerin sonsuz serilere uygulanabilirligi

Bu sorunun ¢6ziimii i¢in Riemann Liouville tiirevi,

a>0, n=[a]+1 olmak iizere;

« N —Ld_n | n-o-1 *
Da Zkzofk(t)_r(n_a) dtn!(t-r) z:kzofk(’[:)d,lj (239)
— ! d 4 n-o-1
_F(n-a)@fa Zk_o(“) fi(1)d, (2.40)
= ! " dn t n-o-1
_F(n_a)zko - f (t-0)™* £ (7)d, (2.41)
2., P (© (2.42)
k=0

Oyleyse ayni1 kosullar altinda serilerin diizgiin yakinsak oldugu yerde;

D, X0 k(D=2 Dy i () (2.43)
genel formiili elde edilir [3].

2.4.3. Riemann Liouville ve Caputo yaklasimlarimin birbirine denkligi

f(t) fonksiyonu (n-1) kez diferansiyellenebilir ve f™(t) integrallenebilir fonksiyon

olsun. a>0 , n=[a]-1 ve o#nt+l, n=n, olmak iizere ;
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D0 s f (1) £(r)d. (2.44)

1 (t-o)™ 0‘f(a) (t 7)o
F(n ) dt" [ n-o. n-o fﬁ)dt] (2.45)
nl (¢ (l)n+k og{l) (a) 1 ; (t-1) 20! .
dt lz I'(nt+k-a+1) r(zn_a) f n-a f (0)d, (2.46)
o @) 1
_Zk_o ['(k-a+1) +r(n_a) f (0> 7 (1)d, (2.47)

ziflwwmww)

R +°D_“f(t) (2.48)

vke{0,1,...,n-1}icin f®@)=0 ozel fonksiyonu i¢in toplam ortadan kalkar ve

a—-00 Ve k<a iken; D_o, “f(t)=D_,,*f(t) elde edilir ki bu da sorunun cevaba olur [6].

2.4.4. Differintegralin degisme o6zelligi

t &

(B _ 1 a- ; -
D, (Da f(t))—r(a) J (t-£)*! <F(B) j (t-1)P lf(r)dt> de (2.49)
= a-1 B-1

H@Hmff“@ (&0 D), d, (2.50)

: (ﬂj ()1 (GO dd, 2.51)
H)Hm |

: (ﬂj(mw*%mmd 2.52)
H)Hm |

16



T "
D) f (0P H()d, (2.53)
=D, “P (1) (2.54)

Sonug olarak differintegral degisme 6zelligine sahiptir [3].
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3. KESIRLI MERTEBEDEN DIiFUZYON DENKLEMI iCIN BASLANGIC
SINIR DEGER PROBLEMININ COZUMU

Bu calismanin amaci, gesitli uygulamalara sahip tek boyutlu difiizyon denklemi igin
baslangi¢ sinir deger probleminin analitik ¢oziimiinii elde etmektir. Kesirli mertebeden
tirevler Caputo anlaminda alinir, ¢iinkii Caputo tiireviyle verilen baslangi¢ sinir deger
problemi tamsay1 mertebeden tiirev iceren baglangi¢ sinir deger problemlerine yakin

sonuglar verir.

Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denkleme, degiskenlerine ayirma yontemi
uygulanarak kesirli mertebeden tiirevi igeren biri adi diferansiyel denklem digeri
kesirli mertebeden diferansiyel denklem olmak iizere iki diferansiyel denkleme
ayristirilir. Genellestirilmis ¢oziim, belirli bir 6zdeger probleminin 6zfonksiyonlari
kullanilarak bir Fourier serisi bigiminde olusturulur. Bu seride bilinmeyen
katsayilarini elde edebilmek icin, tek boyutlu kesirli mertebeden difiizyon denklemi
i¢in baslangi¢ kosulu kullanilir. Baslangi¢ ve sinir kosullariin kullanilmasiyla, kesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemi igeren baslangi¢c simir deger probleminin

analitik ¢oziimii elde edilir.

[lk olarak kesirli mertebeden difiizyon denklemi i¢in baslangic siir deger probleminin
¢Oziimiine baslamadan oOnce ¢oziimde kullanacagimiz degiskenlerine ayrilabilir
diferansiyel denklemler, sonlu aralikta difiizyon denkleminin ¢6ziimii ve yeni bir i¢

carpim uzay1 tanimlayalim.
3.1. Sonlu Aralikta Difiizyon Probleminin Coziimii

(0, I) araliginda bir diflizyon problemi disiintiliirse;

u-ku, =0 , 0<x<1l,t0 (3.1)
u(x,0=6(x) 0<x<l (3.2)
u(0,t)=0 , u(l,t)=0 (3.3)
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Bu problemin ¢6ziimii i¢in degiskenlerine ayrilabilme metodu uygulanir. Varsayalim

x ve t degiskenlerine ayrilabilir u (X, t) ¢6zlimii asagidaki gibi verilsin;
u(x,t)=X(x)T(t)

Denklem (3.4), Denklem (3.1)’de yerine yazilirsa;

X&)T ()-kX (x)T(t)=0

elde edilir. Her iki taraf X(x)T(t) ¢arpimina boliiniirse;

T X(x)_ .
F(t)_ X =-A , Asabit

seklinde olur. Buradan

X +AX=0

T+AKT=0

denklemleri elde edilir.Denklem (3.3)’ten

X(0)=X(1)=0

oldugundan u(x, t)=0 asikar ¢6ziim olur.

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Sinir Deger Problemi (3.7)-(3.9) ¢oziimii i¢in Denklem (3.7)’in karakteristik

denklemi;

2+A=0

olur. Bu denklemin A’ya bagli 3 farkli ¢6ziimii mevcuttur.
I. 2=0 ise r;=r,=0 oldugunda;

X(x)=(c, +c,x)e’*=c,+c,x

Denklem (3.7)’den 0=X(0)=c;,0=X(1)=c,.l =¢,=0 smur kosullar1 elde edilir.

(3.10)

(3.11)

X (x)=0 oldugundan u(x, t)=0 ¢6ziimii baglangi¢ kosulunu saglamadigi i¢in ¢6ziim

yoktur.
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ii. 2<0 ise r; ,==v-\ olur Ki;

X(x)=¢;.e"+c,.eV=A Cosh(v-Ax) +BSinh(vV-Ax) (3.12)

¢ozlimii elde edilir.Smir kosullart yerine yazilirsa,
0=X(0)=A ve 0=X(1)=B Sinh(\/-_M) , B#0 oldugundan ¢eliski olur. Dolayisiyla bu

durumda da ¢6ziim yoktur.
iii. 2>0 ise r; ,=+V/Ai olur ki;
X(x)=c,. Cos(\/ﬁ) +¢,.Sin(vVAx) (3.13)

elde edilir.Sinir kosullar1 yerine yazilirsa; 0=X(0)=¢; ; 0=X(1)=c,. sin(\/ﬂ) , C,70

elde edilir.

Sin(VA) =0 =Vl=nn , n=1,2,3... (3.14)
nm 2

W=(%) L n=12,. (3.15)

A, degerleri problemin 6zdegerleri olup bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar;
. nm
X,(x)=c,. Sin (T x) , n=1,23, ... (3.16)

seklinde elde edilir.Denklem (3.8)’e geri doniiliirse;

n2n2k

T,(O=c,e 7, n=1273... (3.17)
seklinde ¢6ztimii elde edilir.

Denklem (3.16) ve Denklem (3.17) genel ¢6ziimde yerine yazilirsa;

22k

(=25, X, (0Tu =2 ¢,"e ¢ Sin(¥x) e,"= canc (3.18)

elde edilir.
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Denklem (3.2) smir kosulu kullanilarak;
u(x0)=p(0)= 27 e Sin (Tx) (3.19)
elde edilir.

Bu denklemin ¢6ziimiinde c,* katsayisini bulmak igin (0,1) araliginda ¢(x)’in i¢

carpimindan yararlanilir;

x 2l . nm
¢a"=2 [, 6() Sin (T x) dx (3.20)
3.2. i¢ Carpim Uzay:

Bu boliimde baslangig sinir deger probleminin ¢éziimiinii tanimlamak i¢in yeni bir i¢

carpim uzay1 tanimlanir.

Lineer kesirli mertebeden tiireve sahip olan kismi diferansiyel denklemleri igeren
baslangi¢ smir deger problemlerinin ¢oziimiinii degiskenlerine ayrilabilir yontemle
¢ozmek icin bir i¢ carpim tanimlamasina ihtiya¢ vardir. Dolayisiyla bdyle bir i¢
carpimin tanimlanmasi bu tiir baglangi¢ sinir deger problemlerinin analitik ¢éziimiiniin
elde edilmesinde teoride ve uygulamada biiyiik katki saglayacaktir. Boyle bir i¢
carpimin yoklugundan dolay1 bu tiir baglangi¢ sinir deger problemlerini ¢oziimlerinde
niimerik yontemler kullanilmis ve yaklasik ¢6ziimler elde edilmistir. Sonug olarak
boyle bir i¢ ¢arpim tanimlayip, elde edilen i¢ ¢arpim uzayinda tamsayr mertebeden
kismi diferansiyel denklemler iceren baslangi¢ sinir deger problemi icin elde edilen
teoremler kesirli diferansiyel denklem iceren baslangic deger problemlerine
genisletilecektir. Ayrica elde edilen seri ¢6ziimiindeki bilinmeyen katsayilar yeni i¢

carpim kullanilarak kolay bir sekilde bulunacaktir [7,8].

Teorem 4. I= [a, b] kapal1 araliginda 0<f3<1, p€R olmak iizere 3 ve u sabitleri
icin sing(p( ﬁ )B) ve cosp(( ﬁ )B) tiim lineer kombinasyonlarini igeren bir L

vektor uzay1 olsun.
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T:V— span {sin (p (bx—a) ) , COS (u (ﬁ) )} bire bir ve 6rten lineer doniisiim verilsin.

Bu durumda T ters doniisiimii mevcuttur.

<,>VxV-R, T, (x;B)=u(x,1) ve T, (x;p)=v(x,1) olmak iizere;

WeHAHIT ([ (T esmT il ) (321)

(u(x;p),v(x;p))= f u(x,Dv(x,1)dx=w(x,1) (3.22)

Bu noktada w(x, 1) fonksiyonuna karsilik gelen w (x, ) fonksiyonuna doniistiiriiliir.
Integral degerlerini yerine koyup 8 degerine geri doniiliirse yeni bir i¢ carpim uzayi

tanimlanir [7,8];

(u(xB),v(xB))=w(x,p) K=3=w(b,p)-w(a,p) (3.23)

3.3. Kesirli Mertebeden Difiizyon Denklemi Icin Baslangic Smmir Deger
Probleminin Coziimii

Bu boliimde kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemi iceren baslangi¢ sinir

deger problemini incelenecektir.

(0, I) araliginda verilen difiizyon problemi diisiiniilsiin;

u=k DX ,0<x<1,t>0,0<q<l (3.24)
u(x,0)=0(x) (3.25)
u(0,0=0 , u(L,H)=0 (3.26)

Bu problemin igerdigi kesirli diferansiyel denklem lineer oldugu igin degiskenlerine
ayirma metodu kullanilarak ¢oziilebilir. Kabul edelim ki u(x,t) ¢6ztimii X degiskenini
iceren bir fonksiyon ile t degiskenini igeren fonksiyonun ¢arpimi olarak asagidaki gibi

yazilabilsin;

u(x,t;9)=X(x;q) T(t;q) (3.27)
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Denklem (3.24)’ten;
X(x)T (tq)=k DEX(x:q) T(t:q) (3.28)
denklemini elde edilir. Her iki taraf da X(x;q)T(t;q) ¢arpimina boliiniirse;

T'(tq) _ DIX(xq)
kT(tg)  X(x;9)

=-Mq) (3.29)

esitligini elde edilir.

Burada A(q) sabiti kesirli tiirevin mertebesine baglidir. Denklem (3.29)’de biri kesirli
mertebeden diferansiyel denklem digeri adi diferansiyel denklem olmak iizere iki tane
ayrilabilir diferansiyel denklem elde edilir. Sinir Kosulu (3.25) sag taraftaki denkleme

uygulanirsa kesirli mertebeden diferansiyel denklemi igeren asagidaki problem elde

edilir:
"DIX(x:9)+Ma)X (x:9)=0 (3.30)
X(0;9)=0  X(1;q)=0 (3.31)

Ve sol taraftaki adi diferansiyel denklem asagidaki sekilde elde edilir;
T (@) +A(QKT(5q)=0 (3.32)

Denklem (3.30) - (3.31) 6zdeger probleminin ¢oziimiinii Mittag—Leffler fonksiyonu
cinsinden X(x; q)=E  (rx%) formunda bulunursa karakteristik denklem asagidaki gibi

elde edilir;
2+M(q)=0 (3.33)

Denklem (3.33) ¢oziimiinde A(q) ‘ya bagli 3 farkli durum incelenecektir;

1.Durum: A<Oise r;=vV-A and r,=-V-A seklinde iki reel ayrik kok elde ederiz.
Boylece Denklem (3.30) - (3.31) 6zdeger probleminin ¢6ziimii asagidaki gibidir;

X(x;q)=¢ Eq, ( -A .xq)+c2Eq,1 (-\/I.Xq) (3.34)
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x = 0 noktasinda verilen sinir deger kosulundan;

X(0;9)=c|Eq,1 (0)+c2Eq 1 (0)=0=c;+c,=0=¢;=-c; (3.35)
elde edilir. x=1 noktasinda verilen sinir deger kosulundan;

X(L,g)=c,Eq 1 (V-4 19)-¢,Eq i (+V-1.17)=0 (3.36)
elde edilir. Bdylece VA 19=0 = =0

X(x;B)=c; (Ep,; (0)-Ep(0))=0 (3.37)
olur ki bu durum A(q)<0 i¢in ¢6ziimiin olmadigini gosterir.

2.Durum: A=0 i¢in r;=r,=0 cakisik kokler elde edilir ve Denklem (3.30)-(3.31)

0zdeger probleminin genel ¢6ziimii asagidaki gibi bulunur;

XGsa=erterpy (3.38)
x=0 noktasinda verilen sinir deger kosulu i¢in;
X(0;q)=0 =c¢,;=0 (3.39)
x=]| noktasinda verilen sinir deger kosulu i¢in;
X(l,q)—02 m =0 =¢,=0 (340)

Dolayistyla X (x; q) =0 bulunur. Bu durumda u (x, t) = 0 elde ederiz ki bu da A = 0 i¢in

¢0ziim olmadig1 anlamina gelir.

3.Durum: A>0ise r;=ivA and r,=-ivA seklinde iki farkli kompleks kok elde edilir ve
Denklem (3.28) - (3.29) o6zdeger probleminin genel ¢oziimii asagidaki sekilde

bulunur;

X(x;9)=c;Cosq (\/qu) +c,Sing (\/qu) (3.41)
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x = 0 noktasinda verilen sinir kosulu i¢in;

X(0;9)=c; Cosq(0)+c,Sing (0)=0 =X (0)=c,=0 (3.42)
Benzer sekilde x=I1 noktasinda verilen sinir kosulu igin;

X(1;q)=c, Sinq(\/f 19=0 (3.43)

elde edilir.Buradan Sin,(VA19)=0 = W,(q)=y/A,1* , neN

=n(q)= (‘:“—q)2 neN (3.44)

elde edilir.Boylece 6zdeger probleminin ¢oziimii asagidaki gibidir;

X, (0=Sing (Wa(@ (7)) (3.45)
Benzer islemler uygulanarak Denklem (3.32) adi difernsiyel denkleminin ¢oziimii
asagidaki gibi elde edilir;

W“)zkt

T, o)+ () KT, (60)=0 = T, (k)= (7 (3.46)

Boylece baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii seri formda asagidaki gibi elde edilir;

2
Wn
IT) kt

WGt =3 Xa GOTa(® =521 ¢ Sing (W@ (2)") ! (3.47)

ﬂ)zkt

uCtq)= 57 ¢, Sin, (Wa(@) (3)) 7 (3.48)

Denklem (3.24) , Sinir Kosulu (3.26)’y1 saglamig olur. Bilinmeyen c, katsayilari
Denklem (3.23) i¢ ¢arpim tanimi ve Denklem (3.25) baslangic kosuluyla elde edilir.
Oyle ki u(x, t; q) ¢oziimii Denklem (3.24) -(3.26) baslangi¢ sinir deger problemini

saglar.
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Denklem (3.48)’de t yerine 0 yazilarak ve Denklem (3.25) baslangi¢ kosulu kullanarak

asagidaki form elde edilir;

ux0=G)= Ty cysin, (Wa(@) (?)q) (3.49)

Denklem (3.23) i¢ ¢arpim uzayi ile ¢, n=1,2, 3, ... katsayilar1 asagidaki sekilde

hesaplanir;
¢ =<0 (x).sing (“ALx9) > n=1.23, ... (3.50)
Son olarak, bir 6rnek ile yeni yaklasimin uygulanabilirligi gosterilecektir.

Omek: Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler iceren asagidaki baslangi¢ sinir

deger problemi diisiiniilsiin;

u=2D¥u ,0<x<2,t>0 (3.51)
u(x,0)=-sin(nx) (3.52)
u(0,t)=0 , u(2,t)=0 (3.53)

Not: g=1 i¢in baglangi¢ sinir deger problemi asagidaki gibi elde edilir;

Du(x,t)=2D?u(x,t), 0<x<2, t>0 (3.54)
u(x,0)=-sin(nx), 0<x<2 (3.55)
u(0,0)=0, u(2,)=0 0<t<T (3.56)

Bu baslangi¢ sinir deger probleminin genel ¢6ziimii de§iskenlerine ayirma yontemi

kullanarak;

u(x,t)=-sin(nx) exp(-2tn?) (3.57)

formunda elde edilir.
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Bu durumda ihtiyactmiz olan sey bu iki problemin Kkarsilastiriimasi
olacaktir.Degiskenlerine ayirma metodu kullanilarak Denklem (3.51)-(3.53) baslangig
siir deger probleminin ¢oziimii, X degiskenine bagli bir fonksiyon ile t degiskenine

bagli bir fonksiyonun ¢arpimi olarak asagidaki gibi yazilabilir;

u(x,tq)=X(x;) T(t;q) (3.58)
Denklem (3.58) , Denklem (3.51)’de yerine yazilirsa;

X()T (59)=2 DX (x:q)T(t:) (3.59)

denklemini elde edilir. Her iki taraf X (x; Q)T (t; q) ¢arpimina boliiniirse;

Tt q) DY)
2T(q)  X(x;q) Ma) (3.60)

esitligi elde edilir. Sinir Kosulu (3.53) ile sag taraftaki denklem asagidaki kesirli

mertebeden diferansiyel denklem igin sinir deger problemini verir;

DX (x:q) MDX (x:0)=0 (3.61)
X0;9=0  X(2:9)=0 (3.62)
Ve sol taraftaki denklem asagidaki adi diferansiyel denklemi verecektir;

T (6)+2MQ) T (=0 (3.63)

Denklem (3.61)- (3.62) ¢oziimii X(x; q)=Ey;(rx9) seklinde Mittag—Leffler
fonksiyonu cinsinden yazilabilir.Bu problemin karakteristik denklemi X(q)Zuq2 olmak
sartryla r2+],tq2=0 seklinde elde edilir.

Sonug olarak Denklem (3.41)’i kullanarak ¢6ziim asagidaki sekilde yazilir;

X(x;9)=c;Cosq (uqxq) +c,Sing (uqxq) (3.64)
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x=0 ve x=2 siir kosullar1 uygulanirsa,

X(0)=0=X(0)=¢;=0 , X(2)=¢,Sing (1,2%)=0 olur ki bu da asafdaki denkligi

saglamak durumundadir ;
Sing (1, 2%) =0 (3.65)

Sing (W,)=0 olacak sekilde W,,(q)=p, 2% ifadesi verilsin. Boylece 6zdeger probleminin

¢ozimi asagidaki gibi elde edilir;

Xa(xia)=c;Sing (V1) (3.66)
Denklem (3.63)’dan elde edilen ¢6ziim asagidaki gibidir;

Wa(a) —a
2T, (D=0 ST, (E)=c,e ™ n=12,... (3.67)

T, (t;q)+2

Boylece genel ¢oziim asagidaki formdaki gibi olur;

UGED= ) Xa(KiDT,(650)
n=1

w LW
—_ o0 3 n a1 _ %
= X1 CopnSing (? xq) c e 2 ,€2.n-Cn=Cp (3.68)

Bu durumda genel ¢6ziim seri formunda asagidaki gibi yazilir;

Wn

u(x,t;q)=2m c:sinq (% xq> el (3.69)

Denklem (3.69) fonksiyonu, Denklem (3.51) kesirli diferansiyel denklemi ve Sinir
Kosulu (3.53)’ii saglar. Bilinmeyen c,, katsayilarin1 belirlemek i¢in Denklem (3.52)
baslangi¢ kosulu uygulanir;

u(x,0)=0(x)= X, c:sinq (% xq) =-sin(7x) (3.70)
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I¢ carpim kullanarak c;, katsayilar1 belirlenirse;

c;=<-sinnx,sinq (W;Eq) x‘l) > n=1,2,3,... (3.71)

n#2 ise asagidaki ifade elde edilir;
* 1 . 1 .
er= |5 $ina(Waa (@) - 57— sing(Wea(@)) | = 0 (3.72)

n=2 i¢in c, asagidaki gibi ifade elde edilir ;

x . . (W

C,=<-sinmx,sing (22_(561) xq) > (3.73)
i (Wa(@ a)[

L sing (S 201 (3.74)

c,= -=x4- =- .

22 W)

0

Boylece Denklem (3.51)-(3.53) baslangi¢c sinir deger probleminin genel ¢oziimii
asagidaki gibidir;

w (X
u(x, t; a, q)=—2q'1sinq ( zzc(lq) Xq) e <2q'1) t (3.75)

Dikkat edilirse q ifadesi 1’e giderken Denklem (3.75) fonksiyonu Denklem (3.57)’ye

yakinsar.

29



4. SONUCLAR VE ONERILER

Mevcut tezde sunulan yontemin temel fikri tamsayr mertebeden sonlu aralikta
difiizyon denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin daha geneli olan
reel mertebeden difiizyon denklemi i¢in baglangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimlerini
elde etmek olmustur. Bu durumda yeni i¢ carpim uzay1 kullanilarak kesirli mertebeden
tiirevi igeren baslangic smir deger probleminin analitik ¢éziimii bulunmustur. Bu
calismada elde edilen veriler daha karmasik problemlerin ¢6ziimiinde yol gdsterici

olacaktir.
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