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3-BOYUTLU TRANS SASAKIAN MANIiFOLDLARDA RiCCi SOLITONLAR VE
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Tez Danismani: Dog. Dr. Mine TURAN

OZET

Bu c¢alismada 3- boyutlu trans-Sasakian manifoldlarda Ricci Solitonlar ve gradient
Ricci Solitonlar konulu Turan, M., De, U.C. ve Yildiz, A.(2012) makalesi incelenmistir. Bir

Ricci soliton, Einstein metriginin genel halidir. (M, g) manifoldunda
£,0+2S+2ig=0 *
denklemi saglaniyorsa g bir Ricci Soliton denir.

Burada £ Lie tiirev, S bir Ricci tensor, V ise M lizerinde bir tam vektor alam ve A
sabittir. (*) denklemini saglayan metrikler ilgingtir ve fizikte oldukga faydalidir Ricci soliton 4
degerinin negatif, sifir ve pozitif olusuna gore sirasiyla daralan, istikrarli ve genisleyen oldugu
sOylenir. V vektor alan1 eger —f potansiyel fonksiyonunun gradienti ise g’ ye gradient Ricci

soliton denir. Bu durumda (*) denklemi
Vf=S+1g
formunu alir.

Eger bir 3- boyutlu trans-Sasakian manifold igindeki g metrigi Ricci soliton,
karakteristik vektor ile dogrudas olursa ve «,  sabit olursa manifold sabit skaler egriliklidir.
Yine bir 3-boyutlu trans-Sasakian manifold sabit skaler egrilikli ise bu manifold ya S-Kenmotsu

manifold ya da bir Einstein manifold olur.

Calismanin daha kolay anlasilabilmesi i¢in bazi temel kavramlara yer verilmistir. Ama
oncesinde meraklisi i¢in diferensiyel geometrinin temel teorilerinden olan manifold kavraminin
kisa bir tarihgesi anlatilmistir. Ayrica tensor, Ricci tensor, soliton fonksiyon kavramlarina da yer

verilmistir.

Anahtar kelimeler: 3-boyutlu trans-Sasakian manifoldlar, Ricci Tensor, Ricci Soliton
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A STUDY ON RICCI SOLITONS AND GRADIENT RICCI SOLITONS IN
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SUMMARY

In this study, the article on Ricci solitons and gradient Ricci solitons in 3-dimensional
trans-Sasakian manifolds , written by Turan, M., De, U.C. ve Yildiz, A.(2012), were
investigated. A Ricci soliton is the general form of the Einstein metric. In the manifold (M, g)
satisfies

£vg+25+2lg=10 *)
then g is called a Ricci Soliton.

£ Lie derivative, S is a Ricci tensor, V is a complete vector field on M and A is constant.
The metrics that satisfies the equation (*) are interesting and very useful in physics. Ricci
soliton is said to be narrowed, stable and expanding depending on whether 1 is negative, zero
and positive respectively. If the vector field V is the gradient of the potential function -f , then g

is called gradient Ricci soliton. In this case (*) equation takes following form:
PVf=S+ g

If the metric g in a 3-dimensional trans-Sasakian manifold Ricci soliton linear with the
characteristic vector V and a,  is constant, then the manifold has constant-scalar curvature. If a
3-dimensional trans-Sasakian manifold has constant scalar curvature, then this manifold is

either B-Kenmotsu manifold or Einstein manifold.

In order to be understood more easily, some basic concepts were included in the study.
But at the beginning of the study, a brief history of the concept of the manifold, which is one of
the fundamental theories of differential geometry, was described for enthusiasts. In addition,

tensor, Ricci tensor, soliton function concepts were also included.2019, 83 pages

Keywords: 3-dimensional trans-Sasakian manifolds, Ricci Tensor, Ricci Soliton
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler Aciklama

g Riemann metrigi

L Lie operatorii

M Manifold

P Weyl-projektif egrilik tensori
Q Ricci operatorii
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R Riemann egrilik tensorii
S Ricci egrilik tensorii
(M) Vektor alanlarinin uzay1
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Kisaltmalar Aciklama

max Maksimum

min Minimum



1. GIRIS
Diferensiyel geometrinin en 6nemli teorilerinden biri Manifold teorisidir. Uzay1 daha
basit ve kolay anlagilabilir yapilar tlirlinden agiklayan manifoldlar zamanla diferensiyel

geometrinin yaninda Matematik, Fizik, Termodinamik, Mekanik gibi bir¢ok bilim dalinda ve

farkli miihendislik alanlarinda 6nemli bir ¢alisma alani olmustur.
1.1. Tarihge ve Literatiir

19.ylizyilin ilk yillar1 geometrik kavramlar1 genellestirmeye yonelik gabalarin arttig
yillardi. Klasik mekanigin dinamik sistemleri yiiksek boyutlu geometrik dilin yararliligina dair
artan bir farkindaligin olustugu alanlardi. Lagrange, Mecanique Analitique (1788) adl1 kitabinda
uzayda bir noktanin ii¢ koordinatina ek olarak zamani da bir tiir dérdiincii boyut olarak almisti
ve Theorie des Fonctions Analytiques (1797, Bolim 3.5.25) kitabinda 3 boyutlu geometrik
durumdan transfer ederek 5 degiskenli fonksiyon sistemlerine bir kontakt argument uygulamisti.

Ancak ardindan gelen bilim adamlart onun bu yolunu takip etmedi (Scholz, 1999).

1840'lardan 6nce geometrik dil ve geometrik fikirleri daha yiiksek boyutlara yaymak
i¢in daha genis capli girisimler vardi. Ornegin Jacobi (1834), n boyutlu kiirelerin hacmini
hesapladi ve n degiskenli kuadratik formlar1 diyagonalize etmek i¢in ortogonal yer degistirmeler
kullandi. Fakat aragtirmalarinda agik geometrik dilden kaginmayi tercih etti. Degisim yiizyilin
ortalarina dogru oldu. Kisa bir zaman aralifinda geometrik diigiincenin kavramsal
genellemelerini daha yiiksek boyutlara uygulayan ve arastiran bir grup yazar bu ¢agda ortaya
cikti. Bunlar arasinda, n-boyutlu geometri iizerine kavramsal temel sunan '"Lineale
Ausdehnungslehre” eseriyle (1844) Grassmann vardi. "Tensor" kelimesi, 1846 yilinda William
Rowan Hamilton tarafindan, simdi bir tensoriin kastedilmesinden farkli bir sey anlatmak igin
kullanildi. Cauchy ve Gauss gibi 6nde gelen matematikgiler de eserlerinde (Cauchy, 1847) ya
da derslerinde (Gauss, 1851/1917) genisletilmis geometri dilini kullanmaya basladilar. Gauss,
derslerinde ( n — k) boyutsal manifoldlar dilini bile kullaniyordu (Gauss, 1851/1917: 477ff.)
tamimlamak i¢in kisitlanmigti. Daha sonra tensér analizi olarak anilacak olan kavramlar Carl
Friedrich Gauss'un Diferansiyel geometri ¢aligmalarindan dogmustur. Riemann, Gauss’un
cizdigi temel kavramsal ¢er¢eveden bunun nasil genellestirilecegine dair az da olsa bir ilham

buldu ve onu ¢ok bagimsiz bir sekilde gelistirdi.



Tensor hesabi, 1890 civarinda Gregorio Ricci Curbastro tarafindan Mutlak diferansiyel
hesab1 adiyla gelistirildi ve 1892 yilinda Ricci tarafindan sunuldu. Cagdas kullanim 1898'de
Woldemar Voigt tarafindan tanitildi. Ricci ve Tullio Levi-Civita'nin "Mutlak Diferansiyel
Hesab1 Yontemleri ve Uygulamalan" adli eseri yayinlamasiyla bu kavramlar matematikgiler

tarafindan erisilebilir hale gelmis oldu.

Riemann “Habilitationsvortrag” olarak adlandirilan {inlii bilimsel sunumlarinda
(Riemann, 1854) geometrik manifold yapilar hakkinda olusturdugu fikirlerini ilk kez sunarken,
matematik, fizik ve felsefe arasinda bir sinir bolgesinde calistiginin tamamen farkindaydi
(Scholz, 1999). Aslinda Riemann bu sunumuyla, daha sonra genel kiime teorisi (ayrik
manifoldlar) ve topoloji (siirekli manifoldlar) haline gelecek alanlarin kavramsal bir baslangig
noktast i¢in bir taslak olusturmustu. Riemann tezinde (Riemann, 1851) sonsuz boyutlu reel
fonksiyon uzaylari ve onlarin siirekli degisen kosullar1 hakkinda ¢aligmalarini sunarken “ siirekli
manifoldlar” terimini de bu baglamda kullanmisti ancak bu terimle ne anlatmak istediginden
tam olarak bahsetmemisti. Bu Gauss’un R" de sonlu boyutlu dogrusal alt manifoldlarinin kaba
bir genellestirilmesi seklindeydi ve hatta kendisinin 1854 te gelistirdigi manifold kavramindan

cok daha geneldi.

Manifold genel olarak anlasilmasi gii¢ bir kavram oldugundan Riemann'in manifold
kavrami 19. yiizyilin matematiginde agir kavramsal problemlerle karsilasmis ve yavaslamistir.
1870 ve sonrasinda “say1 manifoldu” olarak anlasilmasi en kolay yol olmustur. Esitsizliklerle
tanimlanan bu tiir altmanifoldlar m boyutlu alt kiimeler olarak (genellikle baglantili) Beltrami
(1868a, 1868b), Helmholtz (1868) ve hatta gen¢ Klein'm Oklidsel olmayan Geometri ve
Erlangen programi (1871) {izerine ¢aligmalarinda tanimlanan en kolay yaklagimlar olmustu. Bu
Riemann'in kastinin daraltilmasiydi ve yerel basitlik ile manifoldlarin kiiresel karmasiklig
arasindaki ayrimin ortaya ¢ikmasini engelledi. Oysa kiiresel davranis Riemann'in konsepti i¢in
temel bir bilesendi, 1860'larda ve 1870'lerde geometrik fonksiyon teorisinin 6zel baglaminda ve
Riemann yiizeylerinin topolojisi hakkindaki bilginin yayilmasindan sonra agik¢a
anlagildi.(Liroth, Clebsch, Neumann, Clifford ve arkadaslar1) (Clebsch, 1864) ve (Neumann,
1865).

n-boyutlu manifoldlarin karakterizasyonuna yonelik ilk kombinatoryal yaklasim, ger¢i
biraz acemice ve belli belirsiz bir tanim olarak nitelense de, (Scholz, 1999), Klein'in 6grencisi

W. Dyck tarafindan, bir "say1r manifoldu" olarak karakterizasyonun yam sira kullanilmistir.



Dyck, Klein'in bagindan beri " R" "nin bir altmanifoldu M ", olarak verdigi tanimdan baslayarak
Ex-isomorphic tipine ait altmanifoldlar boyunca k-toplart ile keserek ve yapistirarak bir n-top E"
'den M'nin nasil yapilacagina dair acgik bir tanim vermistir (von Dyck, 1888, 1890). Verdigi
tammm, sadece kendi tamimlari veya yapilarni i¢in degil, manifoldlarm topolojik
karakterizasyonuna da yardimci olmustur. Felix Klein iinlii tarihsel derslerinde Gauss ve
Riemann'in diferansiyel geometrisinin Lagrange denklemlerinin topragindan beslendigini iddia

etmistir (Klein, 1926: 146).

Manifold kavraminin 19. yiizyilda bile fizige dair birka¢ baglantisi vardir. Riemann, bu
baglantilar1 da tartismaya baslamisti. Habilitations konusmasimin son bolimii ve doruk
noktasinda matematiksel arglimanlar ile fiziksel / ampirik anlayislarin degerlendirilmesi
arasindaki ince bir etkilesimde bir taslak verererek fiziksel uzayin daha iyi anlasilmasim
saglamay1 Onerdi. Riemann' a gore temel baglanti olan maddenin mikro yapisinin ve onun
baglanma kuvvetlerinin, manifoldlar iizerinde miimkiin oldugunca farkli geometrik yapilara
dogrudan doniistiiriildiigiiniin daha iyi anlagilmasiydi. Yine de, Riemann'in astronomik
dlgiimlere atifta bulunularak, bir Oklid uzay yapisinin kabul edilmesi, zamanin fiziksel bilgisine

iyi uyum saglamistir (Scholz, 1999).

Riemann {inlii Paris 06diilii denemesinde (Riemann, 1861) ikinci bir baglanti
belirtilmisti. Riemann, bir ante homojen olmayan madde bolgesinde {i¢ boyutlu bir 1s1 akist
problemini modellemis ve onu 3-boyutlu Riemann metriginde bir diferansiyel geometrik yapiya

cevirmistir (Riemann, 1876).

1871°de Betti, daha yiiksek sayida baglantisallik olduguna dair sunumunu yayinladi. Bu
eserinde objeler R" in bir n — boyutlu S, alt manifoldlariyd1 (genellikle kapali ve baglantili).
Betti onlar1 spazi olarak adlandirmisti. Baglantisallik sayilarini (Betti sayilar1) px (1 <k < n)
karakterize etme yontemi, kapali n-boyutlu altmanifoldlarmn U; (1 < i < p ) maksimal
sistemlerini disiinmekti (Betti, 1871: 278). Betti, maksimal sayida p'nin altmanifoldlar
sisteminin se¢iminden bagimsiz oldugunu one siirdii. Bununla birlikte, Betti’nin sinir iliskisi
icin sozlii agiklamasi Tonelli’nin karst argiimanlarini durduracak kadar yeterli degildi. Tonelli
(1875) dongiiler ve onlarin homoloji iliskileri i¢in daha rafine bir sembollemeye gerek oldugunu
gosterdi. Hatta Tonelli ylizeyin sinir kismui i¢in yola baglantililigin zararl 6zellikleri lizerindeki
gereksiz tartigmay1 da diizeltti. Bu hakli elestiriler, Betti'nin, manifold teorisine dogru olan bu

ilk adim1 kamuoyuna sunma basarisin1 azaltmadi. Bununla birlikte, bu bosluk kalmistir ¢ilinkii



yontem genel olarak n-boyutlu (kapali) manifoldlar i¢in sunulmus olmasina ragmen, en basit ii¢
boyutlu 6rnegi harig, daha yiiksek boyutlar icin bu yontemle hemen yeni bir anlayisa
erisilememistir (Scholz, 1999). Ornegin, Betti, P. Tardy'ye 1863'te yazilan mektuplarda
"kalinlasmus" iki-kiire ve R¥te masif ve "kalinlasmis" torusun baglantisalligini tartismisti ama
bu ancak 1915'te yaymlanmustir (Betti, 1915). Bu durum yiizyilin sonlarinda Poincare’nin analiz
iizerine yazdigr muazzam serisini (L’Analysis situs, 1899) yayinlayana kadar neredeyse hig

degismeden boyle slirmiistiir.

1880’lerde Poincare belirsiz bir sekilde anlamis olsa da manifold kavramiyla birgok
analitik veya geometrik baglamda karsilasmisti. Bunlardan biri onu iinlii yapan otomorfik
fonksiyonlar teorisi idi. Yiiksek mertebeden manifoldlarla deneyim kazandigi diger bir ¢aligma
diferansiyel denklemlerin nitel teorisi iizerine yaptig1 arastirma idi. Elde ettigi sonuglar1 yiiksek
mertebeden dogrusal olmayan lineer diferansiyel denklemler iizerine genellestirirken ve bu
problemi birinci dereceden yiiksek boyutlu sistemlere transfer ederken (Poincare, 1886)
Kronecker’in R" de hiperyiizeyler {izerinde fonksiyon sistemlerinin indeks kavramini
kullanmigti. Daha 6nceleri W.Dyck Kronnecker indekslerinin topolojik karekteristik tagidigini
gostermisti. Poincare Kronecker’leri bir sembolik ara¢ olarak kullanarak vektor alanlari igin
indeks teoreminin yiiksek boyutlu bir versiyonu fikrine ulasti. Bu teorem daha sonra R" de agik
alt manifoldlar veya hiper ylizeyler i¢in Poincare-Hopf index teoremi olarak anildi. Bu
baglamda Poincare, Riemann ve Betti'nin daha yiiksek baglantisallik diizeylerini belirlemek i¢in

yontemlerin daha fazla ayrintilandirilmasi geregini agikca ifade etmistir (Poincare, 1886: 448).

Poincare'in 1890'larin basinda izlemeye basladigi ve hayatinin geri kalani i¢in en iyi
calismasi olarak sirdiirmeye devam ettigi, “Analiz situs” makaleler serisinde herhangi bir
(sonlu) boyutlu manifold i¢in teorik bir aragtirma ve karakterizasyonuna dair bir zemin
olusturdu ve bu c¢alismalar olduk¢a verimli ve biiyiikk Ol¢lide genisleyerek cagimiza ulasti
(Poincare, 1895, 1899, 1900, 1902a, 1902b, 1904). Poincare, manifoldlarin homolojisini analiz
etmek icin iki yaklasim sunmustu: Ilk énce dogrudan Riemann ve Betti'yi takip ediyordu ve bu
yaklasim makale serisinin agilis ¢calismasinda yer almisti. Temel manifoldlar grubunu tanitti ve
ongoriilen temel grup ile 3 boyutlu manifoldlarin ¢esitli 6rneklerini insa etti. (Poincare, 1895).
Ikincisi calisma ve sunumu hiicre komplekslerinin homolojileri iizerineydi ve bu ilk iki serinin
konusuydu (Poincare, 1899, 1900). Bu daha ilkel 6rneklerin yerine besinci seride "on iki yiizlii
uzay” 1 ayrintili bir 6rnegine (Poincare, 1904) gecti. Daha sonra iki ¢aligsma ile cebirsel

yiizeylerin homolojisini hesaplama yontemleri gelistirdi (Poincare, 1902a, 1902b).



Yiizyilin baslarinda Poincare manifoldlar i¢in bir homoloji teorisi olusturmak adina ¢ok
sey basarmisti. Eski degigsmezleri (Betti sayilar1) yeni ve ¢ok daha agik bir sembolik ¢ergevede
tanitmis, yeni bir kavram olan torsiyon katsayilarim tanitmisti, bunlar1 hesaplamak icin ¢ok iyi
cebirsel yollar gelistirdi, bunlar1 ¢ok g¢esitli durumlarda hesapladi ve iki temel teoremi
kanitladi(Dualite, Euler-Poincare). Hi¢ siiphesiz Poincare, topolojik olarak genis kapsamli bir
manifoldlar teorisinin ana baslaticistydi. Dahasi, onun homolojiye ikinci "kombinatoryal"
yaklasimi, daha genel topolojik uzaylara dogru bir homoloji teorisinin yolunu agmistir(Scholz,

1999). Poincare manifoldlar i¢in asagidaki sekilde yapilandirmaci bir tanim verdi:

n > 2 olmak iizere x1, X2, ..., X» € R" olsun. F ve 0, F “nin ortak tanim kiimesinin

herbir noktasnda J =|—-| #0 olmak iizere siirekli tiiretilebilir, siirekli ve diizgiin

k

fonksiyonlar olsun. Asagidaki p tane denklem ve q tane esitsizlik bir manifold tanimlar:

F(x,...x,)=0

Fp(xl,...,xn):O
@ (X, X, )>0

g X5y X,) >0

Manifoldlara ilk aksiyomatik formiil denemesi Hilbert ve Weyl (1913) tarafindan 2
boyutlu olarak baglamsal diisiincede verildi. Hilbert’in yaklagimi (1902a, 1902b) geometrinin
temellerinden yiikseliyordu ve ana amaci 2 boyutlu siirekli manifold kavraminin aksiyomatik
olarak ¢ercevesini belirlemekti. Hilbert, varsayimlarin1 Riemann ve Helmholtz'un genisletilmis
manifoldu ve Lie tarafindan say1r manifoldu olarak adlandirilan kavramin kesin tanimi olarak
belirtmistir (Hilbert, 1902a: 233). Hermann Weyl iki boyutlu kompleks topolojik manifoldun
tanimini veren ilk kisiydi. Weyl'in analizi, analitik bir formun (Weierstrass ve Riemann'a gore)
geometrik bir temsilinden baglar sonra da D. Hilbert ve digerleri tarafindan elde edilen yeni
topolojik gelismeler aracilifiyla Riemann yiizeyinin &zel bir yapismna erisir. Ozel olarak,
Hausdorff'un bir noktanin “komgulugu” kavrami, Weyl'in bir topolojik manifoldun ingasinda

onemli bir rol oynamustir. Weyl'in merkez fikri, bir manifoldun R" ile yerel homeomorfizmi idi.



Daha sonra, Weyl, F. Klein'in 6nceki ¢alismalarimi dikkate alarak, R" de bu manifoldun yerel

homeomorfizmi araciligiyla manifold iizerinde bir topolojik diferansiyellenebilir yap1 ortaya
koydu (Weyl, 1913)

O. Veblen ve J.H.C. Whitehead n boyutlu regular Afin manifold igin ii¢ aksiyom grubu
verdi (Veblen ve Whitehead, 1932). Veblen ve Whitehand bir “pseudo-grup” G vyi iki
onermeli(postulate) kosullu bir kompozisyonla karakterize ettiler. n-boyutlu bir u smnifi
manifoldu tanimlamak i¢in U siifinin transformasyonlarinin pseudo-groubunu’unu diistindiiler.

Onlarin distincesinde, u smifi n-boyutlu bir manifoldun yapisi belirli bir sistemle tanimlandi.
Bu sistem ¢, V < R" bolgesi iizerine bijektif bir resmedis olmak iizere , yeterince genis
UcP(M) tanim kiimeleri iizerinde ¢ :U —V koordinat sistemleri i¢inden bir sistem

olarak tanimlanir :
I. Kabul edilebilir koordinat sistemlerinin temel aksyiomlari
II. Uyumlu koordinat sistemleri birlesimi
I11. Topolojik aksiyomlar, ayrilabilirlik

Veblen ve Whitehand Ill.grup aksyomlarin Hausdorf anlaminda bir topolojik yapiy1
gerektirdigini ve onlarin aksiyomlarmin Hilbert anlaminda tutarli ve bagimsiz oldugunu
gosterdiler (Veblen& Whitehead 1931: 95), (Veblen & Whitehead 1932: 79). Dahasi,
makalelerinde u = C* smifi igin aksiyom sistemlerinin diferansiyel geometri icin mantiksal bir
temel oldugunu agikladilar. Ciinkii bu sinifta (veya daha yiiksek olanlarda) “ Manifoldun her bir

noktasinda diferansiyellerin teget uzayini tanimlamak miimkiindiir.”

Bir yil sonra yaymladiklar1 “Foundations of Differential Geometry” calismalarinda
modern diferansiyel geometrinin kavramsal standartizasyonuna biiyiik bir katki yaparak
diferansiyel topolojinin gelecekteki gelismelerine saglam bir zemin olusturdular (Veblen;
Whitehead, 1932). Riemann metrigi, Afin baglantilar vb. temel kavramlarini bir sembolleme ile
verdiler. 1930'larin anlayisinda bile, manifoldlarin diferansiyel geometrisini iyi bir sekilde

kurduklarindan kimsenin siiphesi kalmamist1 (Scholz, 1999).


http://www.map.mpim-bonn.mpg.de/Axiomatization_of_the_manifold_concept#Veblen.26Whitehead1931
http://www.map.mpim-bonn.mpg.de/Axiomatization_of_the_manifold_concept#Veblen.26Whitehead1932

1.2. Temel Tammlar
Tamm 1.1. F"de bir agik alt ciimle W olmak tizere
f:W—-R

fonksiyonunun t. mertebeden siirekli olan tim kismi tiirevleri var ise, f fonksiyonuna C

siifindan diferansiyellenebilirdir denir.
Ozel Durum : f fonksiyonu sadece siirekli ise C° snifindandir denir.
C*(W, IR) = {f | f: W — R ve f fonksiyonu C* sinifindan }
C*(W,R)={f|feC"(W,R), keN}

gosterimleri kullanilir.
Tamm 1.2. F"in agik alt ctimlesi W ve V olsun. Bir . W— V' fonksiyonu
i) w € CK(W, V)
i) 'V — Wvarve y! €eCK(V, W)

onermelerini sagliyor ise y ye C* smifindan bir diffeomorfizm ve W ile V ye de t. dereceden
diffeomorfiktirler denir . (Hacisalihoglu,1993)

Tamm 1.3. P topolojik bir uzay, r herhangi bir noktasi olsun. W, R"’de agik bir altuzay
olmak tizere ¢ : W — P gonderimi homeomorfiyse ve r €p(W ) ise ¢’ye P’nin r ¢evresinde bir
parametrizasyonu denir. P Hausdorff ve 2.sayilabilir ise ve P nin her noktasi ¢evresinde R”den
gelen bir parametrizasyon bulunabiliyorsa P’ye n boyutlu topolojik manifold denir.
(Hacisalihoglu,1993)

Tamm 1.4. E”nin P € E" noktasindaki kotanjant uzay1 T g") olsun. Buna gére bir
N:E"—> U Te"p, fonksiyonu igin,

PeE"
won :E"—> U E" olacak sekilde bir,

T:U T*En(p) — E"



P € Z" fonksiyonu mevcut ise n ye E" tizerinde 1-form denir (Hacisalihoglu, 1993)

Tammm 1.5. M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* simifindan bir
diferansiyellenebilir yap: tanimlanabilirse M ye C* smifindan diferansiyellenebilir manifold

denir.

Tamm 1.6. M bir manifold ve M de bir komsuluk W olsun. Bir R € W noktasindaki
tanjant uzay Tw(R) olsun. W nin biitiin R noktalar1 tizerindeki tanjant uzaylarin birlesimi U Tw

(R) ile gosterilsin.
ReW
. OTw(R) > W
ReW
dontisiimii V tp € Tw(P) tanjant vektori i¢in
IT(t) =R
bigiminde tanimlansin. W ‘nin komsuluguda bir vektor alani operatorii olarak
X:W - u Tw(R)
ReW
bi¢iminde bir fonksiyondur.
IHoX=1:W - W
doniisiimii bir 6zdeslik fonksiyonudur .
Tamm 1.7. W bir P cismi iizerinde vektor uzayi ve
LI:wWxw—-w
dontstimii de;

i) 2-lineer
i) Alterne ( VK, L € Vigin [K,LY] =-[L, K])
i) VK, L, MeWigin



[K, [L, M]] + [L, [M, KJ] + [M, [K, L]] = 0, (Jacobi 6zdesligi)

olarak wverilsin, [,] doniigiimiine, V iistiinde bir Lie operatorii denir. ( Bu taktirde V vektor

uzayna bir Lie Cebiri denir)

Tamm 1.8. C* da M bir manifold olsun. y(M) :M iistiinde vektor alanlarinin uzay1
olmak iizere (ileriki boliimlerde y(M) yerine TM de alabilecegiz) C*’da reel degerli

fonksiyonlarin halkasi C*(M, R) olmak {izere,
<>:TMxTM— C* (M, R)

seklinde bir i¢ ¢arpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. <, > fonksiyonu M 'de bir
ic carpim, bir metrik tensér, Riemann metrigi veya diferansiyellenebilir bir metrik

olaraktanimlanir. (Kocayigit, 2004).

M bir Riemann manifoldu, y(M) deki tanimlanmis her bir <> i¢ ¢arpim fonksiyonu, M
nin her bir tanjant uzayina bir ¢arpim indirger. Soyle ki X, Y €TM olmak iizere, PEM igin K, L,
€ Tm(P) dir. Diger taraftan, <K,L> ¢ C*(M, R) oldugunu biliyoruz. Buna gére <K,L> (P) € R
dir. Boylece;

<,>(P): Tm(P)x Tm(P) — R
fonksiyonu, VK,, Ly € Tm (P)
<Kp, Lp> = <K,L> (P) = <K,L>|,
seklinde tanimlanir. Buna gore, <,> (P), Tm(P) de bir i¢ garpim fonksiyonu olur.

Tamm 1.9. M bir C” manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin ctimlesi y(M) ve

reel degerli C” fonksiyonlarin halkasi da C* (M, R) olmak iizere diferansiyellenebilir
<> TMXxTM — C*(M, R)
fonksiyonu,

i) 2-lineer
i) Simetrik
iii) VKL eyM)icin <K,L> = 0=>L =0 €y(M) (non-dejenere)

ozelliklerini sagliyor ise, M ye bir yari-Riemann manifoldu denir (Kocayigit, 2004).
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Tamm 1.10. M bir C* manifold olsun. M tizerinde vektor alanlarinin uzay1 y(M) olmak

lizere,
D:y(M) x y(M) = x(M)
(X,Y) = D(X,Y)=DxY
fonksiyonu igin,

) DmwgZ=FDxZ+0DvZ, X, Y,Z€yM), Vf geC*(MR)
i) Dx(f.Y) =f.DxY + X[]Y, VX, Y € yM), VfeC”(M,R)

ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu listiinde bir afin koneksiyon ve Dx e de X e gore

kovaryant tiirev operatorii denir(Kocayigit, 2004).

Tamm 1.11. Bir yari-Riemann manifoldu M olsun. H, M; iistiinde bir afin koneksiyon
olmak {izere .1,ii,iii i¢in,

i) H, C” simifindandir.

i) Mz nin bir B bolgesi tizerinde, C* olan VK, LEy(M) igin,

sifir torsion 6zelligi olan DkL — DK = [K, L] dir.

M nin bir A bolgesi tizerinde C* olan VK, L, M € y(M) ve Vp € B ve metrik ile
bagdasan bir D i¢in iii)) X, <L, M>= <Dk L, M>|,+ <L, DkM> |,

Yukaridaki i,ii,iii, durumlar1 saglaniyorsa D koneksiyonuna M iistiinde bir Riemann

koneksiyonu ve Dk e de K’ya gore Riemann kovaryant tiirev operatorii denir.(Kocayigit, 2004).

Tamm 1.12. M’ E" de bir hiperyiizey, N ; M nin birim normal vektor alam1 olmak iizere

E"de Riemann koneksiyonu D olmak tizere, VK € y(M) , Yani TM i¢in
S(K) = DkN
seklinde taniml1

lineer

SSTM— TM

S doniistimiine M de Weingarten doniisiimii denir.(Kocayigit, 2004).
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Tamm 1.13. M ve N, sirasi ile, m ve n boyutlu birer C"manifoldu olsunlar.
Sm ={(Us wa)}a€a Ve Sn={(Vs 95)} s E s de, sirasi ile, M ve N i¢in birer atlas olsunlar.
Smn={(Ua X Vp), (Wax 9p)} wp € AXB

atlasi ile birlikte (m+n)-boyutlu MxN topolojik manifolduna M ve N manifoldlarinin ¢arpim

manifoldu denir(Yano ve Kon, 1983).

M nin U, tizerindeki lokal koordinat sistemi (X1, ... ,xm) V& N nin Vy tizerindeki lokal

koordinat sistemi de (y1, ..., yn) ise

xi (p, a) = Xi (p) ve ¥k (p, d) =y (@) , V(p, d) € UaX Vp

ve 1<i<m, 1 <j<nolmak iizere

(fl, ...,fmy:)_]l; --')3_]”)

de M x N ¢arpim manifoldu i¢in U, X Vp lizerindeki lokal koordinat sistemi olur(YYano ve Kon,
1983).

Tamim 1.14. M bir yari-Riemannian manifold ve M nin k-boyutlu bir alt manifoldu M
olsun M nin <> metrik tensdriiniin y(M) ye kisitlanmasiyla elde edilen metrik tensore,

indirgenmis metrik tensér ve M ye de indirgenmis metrik tensdr altinda yari-Riemannian

manifold denir(Kocayigit, 2004).

Tamim 1.15. M bir Riemannian manifold ve M nin k-boyutlu bir alt manifoldu Molsun.

Eger indirgenmis metrik tensor singiiler degil ise Mye singiiler olmayan altmanifold

denir(Kocayigit, 2004).

Tamm 1.16. n-boyutlu bir Riemannian manifold M ve M nin k-boyutlu bir altmanifoldu
M olsun. y (M) nin y (M) deki ortogonal komplemant x (M)L- ve M nin Riemann koneksiyonu D
olsun. y (M) =y (M) @ (M)L esitligi geregince, C* olan K, L € y (M) i¢in, yazilabilen

DkL=D (K, L)+ V(K L), D(K L) Ey(M) V(K L)Ey@M-L

esitligine Genellestirilmis Gauss Denklemi denir(Kocayigit, 2004).
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D (K, L) ve V (K, L) bilesenlerine Dk L nin, teget ve normal bilesenleri denir. D (K, L)
=teg Dk L ve V (K, L) = nor (Dk L) kullanacagiz. Genel olarak, K € y(M) vektor alani y(M) =
2(M) @ x(M)~L esitligi geregince

K=K+ Ky, Ki€yM), Xo€ M)+

ifadesi K; ve K; gibi iki vektor alaninin toplami olarak yazilir. K nin tegetsel bileseni K; ve K

min normal bileseni de K dir.
Ky = teg(K) , Ky, = nor(K) ve <K1, Ky>=0

dir. Daha 6nemlisi, teg ve nor fonksiyonlar1 y(M) tizerinde C*(M, R) lineer fonksiyonlardir

(Kocayigit, 2004).

Teorem 1.1. M bir Riemann manifoldu ve M < M k-boyutlu altmanifold olsun. O

zaman
D:yM )xyM ) x(M)
(X,Y) DxY =teg (DxY)
seklinde tamml1 D fonksiyonu M nin Riemann koneksiyonudur.(Kocayigit, 2004).

Teorem 1.2. M bir Riemann manifoldu ve M — M altmanifold olsun. M ve M nin

Riemann koneksiyonlari, sirastyla, D ve D olmak iizere,
VixM ) x (M) - x(M ¥
X,Y) > V(X,Y)=DxY-DxY
fonksiyonu y(M)L degerli, simetrik, 2-kovaryant tensor alanidir.(Kocayigit, 2004).

Tamim 1.17. M bir n-Riemann manifoldu ve M de M nin bir k-boyutlu altmanifoldu

olsun. O zaman
Vix(M) X x(M) = x(M)*
(X,Y) > V(X,Y) = DyY — DyY

seklinde taniml1, y(M)-L degerli, simetrik, 2-kovaryant tens6r alanina M nin ikinci temel tensorii

veya Genellestirilmis Weingarten Doniisiimii denir (Kocayigit, 2004).
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Tamm 1.18. n- boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M nin k- boyutlu bir altmanifoldu

M olsun. M nin ikinci temel tensérii V ve y(M)?* in bir ortonormal bazi
BUZ { Nl, ) Nn-k}

olmak tiizere,

Bi:x(M) x x(M) - C*(M,R)
B/(X,Y) = <V (X, Y), Ni>, 1 <i<n-k

seklinde tanimli B; bilineer formlarma M nin y ye gore ikinci temel formlar1 denir (Kocayigit,
2004).

Tanmim 1.19. N bir C* ( n-1)- manifold olsun.
f:N - E™

fonksiyonu bir immersiyon ise f(N) = M monifolduna E" in bir hiperyiizeyi denir (Kocayigit,
2004).

Tamm 1.20. : E" in bir hiperyiizeyi M olsun. y(E") in bir alt uzay1 y(M), y(E") deki ig
carpima gore x(M) nin ortogonal komplemani y(M)-L olsun. y(M)- in bir ortonormal bazim {N}

ile gosterelim. N ye M nin bir birim normal vektor alani denir (Kocayigit, 2004).

Tamm 1.21. E", n- boyutlu Oklid uzayinda bir M hiperyiizeyi iizerinde

differansiyellenebilir bir birim normal vektor alanina M iizerinde bir yonlendirme denir.

E" deki her bir irtibatli M hiperyiizeyi i¢in tam iki farkli yonlendirme vardir. Bunlardan
birisi N1 e digeri de —N; e karsilik gelir. Uzerinde bir yonlendirme segilmis olan hiperyiizeye
yonlendirilmis (oriented) hiperyiizey denir (Kocayigit, 2004).

Tamm 1.22. Uzerinde uygun bir yon segilebilen bir M monifolduna yonlenebilir
manifold veya yonlendirilebilir manifold denir. Béyle bir manifold iizerinde secilmis olan &zel
bir x4 yoéniine M manifoldu tizerinde x4 yonii denir. (M, ) ikilisine de y6nlendirilmis manifold

veya kisaca yonlii manifold denir (Kocayigit, 2004).
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Tamm 1.23. M de V afin koneksiyonu verilsin. ¥ K,.L € y(M) igin
T: yM) x x(M) = x(M)
(K, L) - T(K,L)
T(K,L) = WY - K- [K, L]
seklinde taniml1 (1,2) tipindeki tensér alanina M nin torsion tensérii denir (Yamata, 1990).
Ozel olarak T = 0 durumunda
[K.L] = kL - MK
dir ve V ya M tizerinde sifir torsionlu (zero-torsion) koneksiyon ad1 verilir (Yamata, 1990).
Tamim 1.24. (M, g), afin koneksiyonu V7 olan bir Riemann manifoldu olsun.
R(X,Y) : y(M) = x(M)
Z - R(X,Y)Z
R(X,Y)Z= WWZ- WW’Z- VixZ
olarak tanimlanan
R y(M) x x(M) x x(M) — x(M)

dontisiimiine M nin egrilik tensor alam ve R (X, Y) doniisimiine de egrilik doniistimii denir

(‘Yamata, 1990).
Ozellik: WX, Y € y(M) igin T(X, Y)=-T (Y, X)
R (X, Y)=-R (Y, X)
dir (Yamata, 1990).

Tanmm 1.25. M iizerinde bir vektor alan1 X ve X ile gerilmis lokal doniisimli bir 1-
parametreli grup ¢ olsun. X vektor alanina gore bir K tensor alaninin Lx K ile gosterilen Lie

tirevi

(LeK)p =Lim() [Kp — (¢ K)p]
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olarak tanimlanir.
Onerme 1.1. M de bir V afin koneksiyonu ve bir U —M agik altciimlesi verilsin.

X, Y € y(M) olsun. U tizerinde X veya Y sifir ise Vx Y de U iizerinde sifirdir (Yamata,
1990).

Tamm 1.26. ((V, +), (R, +, .) vektdr uzaymin komplekslestirilmisi diye
Ve={X+iY|X,YEV} ve
VX1 + 1Yy, Xo+iY2 EVE,VZ =21 +10Z; € Vigin
X+ 1Y) + (Ko +iY2) = (Xo + X2) + (Y1 + Y2),
(Z1 +iZ2) (X1 +10Y1) = (Z1Xa — ZoY1) + i(Z1Y1 + Z2X4)
olmak tizere,
(V5 4),(C +,), )
vektor uzayina denir(Yamata, 1990).
Onerme 1.2. A: V lin—e>er Vi ((V,+), (IR, +,.) )
verilsin. O zaman

A = -l = Vanin { oa,..., an, A(a),...A(an)} olacak sekilde bir bazi vardir (Yamata,
1990).

Tammm 1.27.V = ((V, +), (IR, +, ) .) verilsin

y
NI i V éyle ki J* = —1 ise J lineer doniisiimiine V {izerinde bir kompleks yapidir
denir (Yamata, 1990).

Tanmm 1.28. : M bir reel manifold olsun. M iizerinde bir J tensér alanl (1, 1)- tipinde

iken;
VP € M igin

J(P) = Jp: Tm(P) - TM(P)
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lineer doniisimii Tm(P) {izerinde bir kompleks yap1 ise J ye M iizerinde bir hemen hemen
kompleks yapi (hhky) dir denir. M ye de J kompleks yapisiyla bir hemen hemen kompleks
manifolddur denir(Yamata, 1990).

Sonug 1.1. M bir hemen hemen kompleks manifold ise boyutu 2» ‘dir(Yamata, 1990).
Teorem 1.3. M bir kompleks manifold ise M {izerinde bir hhky vardir(Yamata, 1990).
Tamm 1.29. (1, 1)-tipinde bir tens6r alan1 F olsun. O zaman VK, L& y(M) igin
Ne(K,L) = F[K,L] + [FK, L] - F[K, FL] - [FK,FL]

seklinde taniml1 Nr tensor alanina F nin Nijenhuis torsion tensérii denir(Yamata, 1990).
F = J hemen hemen kompleks yap1 olmas1 halinde J? = -I olacagindan da
Ny(K, L) = - [K,L] + [JK, JL] - J[IK, L] - j[K, JL] dir (Yamata, 1990).

Teorem 1.4. Bir J hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilirdir < Ny =0 dir
(‘Yamata, 1990).

Tamm 1.30. M de bir J hemen hemen kompleks yapisi verilsin. Eger X € y(M) igin
LxJ = 0 ise X e infinitezimal otomorfizm (Analitik vektor alan1) denir (Yamata, 1990).

Tammm 1.31. M bir diferensiyellenebilir (C*) manifold Olmak iizere. C* vektor
alanlarinin uzayr M iizerindeki y(M) , M den R ye C” fonksiyonlarin uzayr C* (M, R) olmak

iizere, M iizerinde tanimli pozitif simetrik
g: TM xTM — C* (M, R)

olarak tanimlanan 2-lineer Riemann metrigi (g) ile birlikte M ye bir Riemann manifoldu adi
verilir. (M, g) seklinde gosterilir (Kobayashi ve Nomizu, 1963).

M manifold ve iki k,| € M noktalari i¢in k ve 1 yi birlestiren bir egri varsa M ,baglantili

manifolddur. M baglantili ve temel grubu birim elemandan olusuyor ise M ye basit
baglantilidir denir (O’Neill, 1983).
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Tamm 1.32. Diferensiyellenebilir manifold M ve M deki y(M) ; C* vektor alanlarinin

uzay1 olsun;
V: 2(M) x 2(M) — 2 = lineer — y(M)
(K,L) - WK,L)= WL
dontisimi V /4 g€ C” (M, R), VK, L, M€ y@M) igin,
i) Vk(L+M) = WL + WL
i) VaaM = /UL + g VM
i) Vi (A) = /WL + K(/)L
ozelliklerini saglarsa, V ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon adi verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.33. (M, g) ; Riemann manifoldu , V ; M iizerinde tanimli bir afin koneksiyon.
vV k1, m € y(M) olsun.

V doniistimil;
i) Vil- Wik =[K,L] (Koneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi)
i) Kg(L,M) =g(VL M)+ g(L, ViM) (Koneksiyonun metrikle bagdasmasi 6zeligi)

sartlarin1 sagliyorsa, V'ya M tizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M nin Levi-

Civita Koneksiyonu adi verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.34. M bir diferensiyellenebilir manifold olmak {izere;

2—lineer

V:x(M) x y(M) —— x(M)
(KL)= V(KL) = WL

bigiminde tanimlanan V operatdrii, M nin bir U bolgesi lizerinde tanimli olup her bir C* X, Y€
x(U) vektor alam giftine U lizerinde VXY ile ifade edilen iigiincli bir C” vektor alani karsilik
getirir. Bu karsilik gelme asagidaki ozellikleri sagladiginda V ya Lineer Koneksiyon (veya
kovaryant tiirev) ad1 verilir (O’ Neill 1983).

VX, Y,Z€ yM) Ve C”(MR) olmak iizere;



18

i) VevZ = VAZ +WZ,

i) WY =_/NY,

i) Vx(Y+Z) = VY+TWKZ,

iv.) Vx ()= /WY + X()Y
dir.

Tammm 1.35. (M, g) bir Riemann manifoldu, V' de M iizerindeki Levi- Civita

koneksiyonu olsun.
R: x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
R(K.L)M = VWK LM - 1. VKMZ- VikyM (1.1

ile tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde bir (1,3)-tensor alamidir ve M nin Riemann egrilik
tensorii olarak adlandirilir. Ayrica R(K,L,M, W)= g(R (K,L)M, W) tensoriine M nin Riemann-
Christoffel egrilik tensorii adr verilir. Her K,L,M, V, W € (M) i¢in Riemann egrilik tensorii R
asagidaki 6zelliklere sahiptir;

i)  R(KLM=-R(L KM, (1.2)
i) g(R(K.LV, W)=-gR (KL)W,V), (1.3)
i)  R(KLM+R(LKM+R(M,K)L=0, (1.4)
iv)  g(R(K.LV, W)= g(R (V, WKL) (1.5)

(O’Neill 1983).

Tamm 1.36. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. TyM tanjant uzayinin iki boyutlu alt
uzay1 /7 olmak tizere W,P € 77 tanjant vektorleri i¢in Q fonksiyonu Q(W,P)= g(W,W)G(P,P) —
g(W,P)? bigiminde tanimlansin. Q(W,P) =0 olmak iizere;

_ R(W,P)P,W
K(W,P) = Q(Q(TP)) (1.6)

olup buna 77'nin kesitsel egriligi denir ve K(77) ile gosterilir (O’Neill, 1983).
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Tamm 1.37. (M, g) m- boyutlu bir Riemann manifoldu ve { e, e, ...en}, (M) in bir

bazi olsun.
Q- x(M) - x(M)
T—Q(M=-%i~; R, TTi
bigiminde tanimlanan Q operatoriine M nin Ricci Operatérii denir.

Tammm 1.38. (M, g) m- boyutlu bir Riemann manifoldu ve { e, ez ...en}, lokal

ortonormal vektor alanlar1 olsunlar
S: x(M) x x(M) — R
(X, V) > SX ¥ =3, oRE X)Y,e) (17

seklinde tanimli (0,2) tipindeki S tensor alanina, M tlizerinde Ricci egrilik tensorii adi verilir

(Yano and Kon, 1984).
Tamm 1.39. m- boyutlu bir Riemann manifoldu (M, g) olsun. Her K,L € y(M) igin;
S(K.L) = Ag(K.L) (1.8)

S Ricci tensori, olacak bigimde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise ,ve bu fonksiyon

metrik tensor g nin bir kati ise M ye Einstein manifoldu ad1 verilir (Yano and Kon, 1983).

Tammm 1.40. (M, g) m- boyutlu bir Rimemann manifoldu ve { ei, e, ...en} lokal

ortonormal vektor alanlar1 olmak tizere;
=YL, S (& &) (1.9)
degerine M nin skalar egriligi ad1 verilir (Yano and Kon, 1984).

Tamm 1.41. M, (2m+1)- boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her K,.L,M € M)
icin M nin Weyl projektif egrilik tensor alani ;

P(K, M= R(K, L)M - = [S(L, M)K — S(K,M)L] (1.10)

ile tammlanir. Burada Q Ricci operatoriidiir (Yano and Kon, 1983).
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Tamm 1.42. M, (2m+1)- boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her K,.LLM € y(M)

icin M nin Weyl conformal egrilik tensor alani ;

1
2m-1

C(K, LM =R (K,L)M + [S(K, M)L — S(L, M)K + g(K, M) QL

T

-9(L, 2)QK] - 5 [9(K, ML —g(LM)L] (1.11)

2m (2m-—
ile tanimlanir. Burada Q Ricci operatoriidiir (Yano and Kon, 1983).

Tammm 1.43. M manifoldu conformal flat olarak adlandirilirsa C = 0 dir. (Yano and
Kon, 1983).

Tamm 1.44. M, (2p+1)- boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her K,LM € y(M) igin

M nin Weyl concircular egrilik tensor alani;
C(KDM=R(K, LM - = [9(L, MK - g(KM)L] (1.12)

ile tamimlanir. Burada Q Ricci operatériidiir (Yano and Kon, 1983).

Tamm 1.45. Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara uzay form denir. (2m + 1) —
boyutlu bir M uzay formu M?™**( x) ile gosterilir. Eger x = 0 ise M*™*( x)= E" ise Oklid uzay1, x

== ise M2™L( x)= S" (r ) kiiresi, X = - riz ise M®™1( x)= H" (r )Hiperbolik uzaydir (Chen,

|
r2

1973).

K

Yani, M ’nin Ricci- pseudosimetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart, Us={p €M : S - -

g #0} kiimesi tizerinde R.S = LsQ(g, S) olmasidir. Ls, Us {izerinde tanimli bir fonksiyondur.

Tamm 1.46. m > 4 boyutlu bir (M, g) Riemann manifoldu igin eger M nin tiim

noktalarda R.C ve Q(g, C) tensorleri lineer bagimli ise M ; Weyl — pseudosimetriktir

manifolddur.

Tamm 1.47. Bir (M, g) m >3 boyutlu diferansiyellenebilir manifoldu i¢in eger

( VAS)(L, M) = a( K)S(L,M) (1.13)
olacak sekilde bir o K') 1- formu var ise M ye Ricci Rekiirent denir.

( "kS)(LM) = o K)S(L,M) + B( K )g(L,M) (1.14)
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olacak bi¢gimde o K ) ve f( K ) 1- formlari var ise M ye genellestirilmis Ricci Rekiirent denir. S

nin kovaryant tiirevi VS

( VkS)(K, L) + LyS(K,M) + (WuS)(K, L) =0 (1.15)
ile tammlanir. Eger;

( "kS)(K, L) + VUS(K, M) + (WuS)(K,L) =0 (1.16)
ise M ye dairesel paralel Ricci tensore sahiptir denir. Bundan baska g metrik tensoériiniin tiirevi

(Vk9)(K, L) = Vka(L, M) — g(VkL, M) —g(L, VkZ) (1.17)
ile ifade edilir.

Teorem 1.5. (M, g) ; Riemann manifoldu. M tizerinde Levi-Civita konneksiyonu
Koszul formiilii ile karakterize edilir (O’ Neill, 1983)

29(V(L,M)=K(g(L,M))+L(g(M,K)-M(g(K,L))

—-9(K,[LM])-g(L,[K.M]+9(M,[K,L])

1.3. Tensor Hesabinin Tarihi

20. ylizyilda tensor analizi olarak bilinen bu alan Einstein'n 1915 civarinda genel
izafiyet teorisini ortaya atmasiyla daha genis kabul gordii. Genel izafiyet teorisi tamamen
tensorler dilinde formiile edilmisti. Einstein, geometrici Marcel Grossmann'dan biiyiik
zorluklarla tensor hesabimi 6grenmisti. Ancak, 1915'te, Einstein'in genel gorelilik kuramini
diinyaya duyurmasindan onceki aylarda, hala uzay denklemlerinde ciddi baz1 kusurlari vardi. Bu
kusurlar Levi-Civita ‘nin ilgisini c¢ekti, onunla ayni1 yi1l Mart'tan Mayis'a kadar siiren bir

yazigmaya baslatt1.

Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), Lugo di Romagna'da dogan bir Italyan
matematik¢idir ve Tensor hesaplarinin mucidi olarak {inlenmis olsa da diger alanlarda da
O6nemli eserler yayimlamigtir. O ve Ogrencisi Levi-Civita (1873-1941), simdi tensér hesabi
olarak bilinen mutlak diferansiyel hesabini formiile etmistir. Tensorler siireklilik mekanigi
basta olmak iizere bir¢ok alanda kullanigli bulunmustur. Einstein'dan sadece birkag yas biiyiik
olan Levi-Civita, Roma Universitesinde diinyaca iinlii bir matematik¢i ve sevilen bir

profesordii. Birkag kitabin ve ylizlerce bilimsel makalenin yazariydi. Yabanci iiniversitelerden
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onursal dereceler almis ve prestijli ingiliz Kraliyet Akademisi de dahil olmak iizere italya ve
yurtdisinda birgok dgrenim akademisine iiye olmustu(http://en.wikipedia.org/wiki/Tullio_Levi-
Civita) Levi-Civita ozellikle Einstein’in genel gorelilik kuramiyla ilgiliydi. Einstein 1915' te
izafiyet teorisinin uzay denklemleri i¢in tensér hesabini vazgecilmez bulmasina kadar, tensor

hesabinin 6nemi yeterince kavranmamusti.

Bu aylarda Einstein, hepsi su an mevcut olan, Levi-Civita'ya onbir mektup yazdi
(Weinstein, 2012). Ancak italyan matematik¢inin mektuplarindan sadece biri bugiinlere
gelebilmistir. Einstein’in son derece karmagik matematiksel denklemlerle dolu mektuplarina
bakildiginda, Levi-Civita, Einstein'n uzay denklemlerindeki kusurlara karst ciddi ve kritik
kanitlar sunmus olmaliydi. Einstein mektuplarinda ¢ogu kez Civita’ya karsi ¢ikmis ve kendi

ispatlarinda 1srar etmisti.
Bir Vektor Uzayinda Tensoriin Tanimi

Tensor; vektorler, skalerler ve diger tensorler arasindaki dogrusal iliskileri agiklayan
geometrik bir nesnedir. Tensor hesabi, lineer cebirin genellemesi olarak kabul edilebilecek bir
tekniktir. Klasik lineer cebir vektorler ve matrislerle ilgilenir. Tensorler vektorlerin ve

matrislerin genellemeleridir.

W sonlu boyutlu bir vektor uzayi, W* onun dual uzaym gostersin. V iizerinde

kovaryant k-tensori; bir multilinear mapping olur(resmedis);

F: Wx..xW->R

k tane

benzer sekilde kontravaryant I-tensorii de bir multilinear mapping( resmedis) olur;

F: W'X..XW*">R

l tane

Cogu zaman karisik tiirde tensorler de kullanilir, bunlar (I;) tiirlinde tensorlerdir.

Ornegin k- kovaryant, I-kontravaryant bir multilineer resmedis asagidaki gibidir;

F:W'X . XW'XWX..XW->R

ltane k tane
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Tiim kovaryant k-tensdrlerinin uzay:1 T* (W), kotravaryant I-tensérlerin uzay1 T;(W) ve
tim ('f) tiirii karigik tensrlerin uzayr da T}(W) ile gosterilir. Asagidaki 6zdeslikler
saglanir(Lee, 1997);

W) =T*(W)

TlO(W) =T, (W)

T'(W) =w*
T, (W)=w"
T°(W) =R
TT(W) = (W)

Atris, Tensorleri fiziksel anlamda sdyle agikliyor: "Iki vektdriin boliimii tatmin edici bir
sekilde tanimlanmasa da, tensorler onlar1 daha ziyade gormelerini saglayan durumlarda fiziksel
olarak ortaya cikarlar. Ornegin gerilme, birim alan basina bir kuvvettir. Bir kuvvetin bir vektdr
oldugunu gordiik. Eger alanin boyutunu ve yoniinii belirtmek zorunda oldugumuzu
hatirladigimizda, bu alanin y6nii normalidir. f, kuvvetin vektoriinii ve A ' da normalin yoniindeki
alana esit biiyiikliikteki bir vektori belirtirse, T'nin gerilimi f/ A olarak disiiniilebilir. Ancak bir
vektoriin boliinmesi tanimsiz oldugu icin, bu yolla tam olarak ortaya ¢ikmaz. Daha dogrusu,
gerilim sisteminde A'yi, T = f / A gibi yeni bir varlik ile garparak elde edebiliriz ki f =AT
olacaktir. Gerilim sistemi bir tensordiir ve (en azindan) iki yon onunla iliskili goriiniir.”(Aris,

1989).

Onemli Bazi Tensorler
I“ﬂIf} = % gt (0ugav + 0y9av-039uy) bir metrik baglanti olmak tizere;

Riemann egrilik tensori ;

Ricci tensorii Riemann tensoriiniin daralmasidir ve asagidaki sekilde gosterilir:

_ pP
Ryuv = Rypy
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Bu nedenle eger Riemann tensoriinii bilirsek, Ricci tensoriinii hesaplayabiliriz. Skaler

egrilik Ricci tensoriiniin daralmasidir ve asagidaki sekilde gosterilir;
R =g""Ry,

Bir kiirenin alanim1 diiz bir uzayda hesaplayabiliriz, fakat egri bir uzayda, bu alan,
egrilikle orantili bir miktarda hesapladigimizdan sapacaktir. Skaler egrilik bu sapmanin limiti

olarak tanimlanir. Genel olarak D-1 boyutlu kiirede skaler egrilik asagidaki limitle hesaplanir :

R =1m22[

1— Aegri(e)
€—0 €2

Adﬁz(e)
€ : verilen bir xg baslangi¢ noktasindan geodezik uzaklik
Ricci Tensorii

Albert Einstein Izafiyet Teorisi agiklarken diferensiyel geometri ve tensdr hesabini
kullanarak teorisini saglan bir temele oturtmay: tercih etmisti. Genel Relativite teorisinin
ardindaki fikir, yercekimi gibi bir kuvvetin olmamasi, sadece geometri var olmasidir. Uzay-
zaman, bir metrige sahip 4 boyutlu bir manifold olarak tanimlanir ve diiz bir geometriye sahip
olan bir Minkowski uzay-zamaninin genellestirilmesidir. Bu nedenle, Einstein'a gore, o,
yer¢ekimsel alan kaynaklarimin bulundugu bir uzay-zaman degildir ve kavisli bir uzay olarak
kabul edilir. Bu nedenle, kiitlelerin 15181 gibi nesneler, alanin egriligine gore hareket eder.
Einstein Alan Denklemlerini kullanmigti. Bu diferensiyel denklem metrik tensor gap dilinde

yazilmigti:

8mG

1
Rap — ERgab + Agap = FTab

Denklemin sol tarafi uzay-zaman geometrisi hakkinda gerekli olan Ricci tensor, skaler
egrilik ve metrik bilgilerini veriyordu. Denklemde sag tarafta enerjinin dagilimini veren enerji
momentum tensorll ve uzay boyunca kiitle bulunmaktadir. Einstein bu denklemlerin ¢6ziimiiniin
¢ok gii¢ olabilecegini belirtti (Wald, 1984). O zamandan beri bu denklemlerin birgok ¢6ziimleri
bulundu. Einstein denklemlerine kesin ¢dziimlerin arastirilmasinda énemli bir katki, Weyl
tensoriine ve Ricci tensoriine gore uzay-zamanlarinin smiflandirilmas: oldu. Riemann
tensoriiniin  siniflandirilmasimt (6zelliklede Weyl tensoriiniin) ilk kez Petrov yapti.(Petrov,

1954). Bu ¢alisma keyfi boyutlara ve metriklere genellestirildi. 1982’de Hamilton, Ricci (flow)
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akiginin bir manifoldun yapisini basitlestirmek i¢in miitkemmel bir ara¢ oldugunu kesfetti. Ricci

egrilik tensoriinii (Ric) kullanarak Ricci flow (RF) tanimladi(diffiisive egrilik akis da denir);
(Metrigin degisim oran1) = -2Ric.

Bu notasyonu diizglin manifoldlar {izerinde bir kanonik metrik bulmak i¢in olusturdu.
Sonra Ricci akist 6zellikle pozitif egrilikli Riemann manifoldlar1 i¢in giiglii bir ara¢ oldu. Ricci

Akist bir Riemann manifoldu tizerinde asagidaki gibi tanimlanan bir evrim denklemidir:

0
5:9i(0) = —2R;;

Ricci soliton kavrami hem Einstein metriginin bir genellestirilmesi hem de Ricci
akiginin bir ¢oziimii olarak Hamilton tarafindan tamitildi (Hamilton, 1988). g, bir Riemann

manifoldu iizerinde bir Riemann metrigi olsun. Eger agagidaki denklem,
£,9g+25+2pg=0

Ricci tensorii tarafindan bir diizgiin X vektor uzayinda herhangi bir p sayisi igin
saglaniyorsa g ¢ ye Ricci soliton denir. Burada £y, X © e gore bir Lie tiirevidir. p nin negatif,
sifir veya pozitif olma durumuna gore Ricci solition, genisleyen, durgun ya da biiziilen olarak

adlandirilir (Hamilton, 1988).

Bir manifoldun yapisi bir baglanti ve bir metrik tensor ile tamamlanabilir. Metrik ile
kuvvetle iligkili olan Levi-Civita baglantisi ile Riemann egrilik tensorii ve ondan yararlanarak
Ricci tensorti tanimlanir. Ricci solitonun metrigi sadece fizik i¢in degil matematik i¢in de
onemlidir ve sikca quasi-Einstein olarak refere edilir. Ricci tensorii Einstein Alan

denklemlerinde karsimiza ¢ikmaktadir, bu nedenle bu ¢alismada kisaca deginilmistir.
Soliton Fonksiyonlar

Bilim insanlart Matematikt, Fizik ve Astronomide sabit bir hizda yayilam dalgalarin
izledigi yolu gosterirken seklini koruyan ve giderek kendini giiclendiren tek tek dalgalardir.
Bunlar solitonlar olarak adlandirilir. Solitonlar, bos bir ortamda dagilan ve dogrusal olmayan
biri baglanken digerini sondiiren dalgalardir. Dalgalarin hiz ve frekansimin degistigi Solitonlar,
fiziksel olgulart sistemsel olarak tanimlamak i¢in kullanilan dogrusal olmayan kismi ayrilikli
esitlilklerin yayilmasi olarak bulunmustur. Cevrimli dalga adinda Soliton terimi, ilk olarak 1834

yilinda, Iskogya’da John Scott Russell tarafindan tanimlanmustir.
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2. TRANS-SASAKIAN MANIFOLDLAR

2.1. Hemen Hemen Kontak Manifoldlar

Tanim 2.1.1. Hemen Hemen Kontakt(Degme) Manifoldlar

2n + 1 boyutlu bir M manifoldu iizerinde ¢, (1,1) tipinde tensér alani, &, bir vektor

alan1 ve 1, 1-form olsun. X, M iizerinde herhangibir vekt6r alan1 olmak tizere

n(&)=1ve ¢’ X =—X+n(X)&

ozellikleri saglaniyorsa, M manifolduna hemen hemen kontakt manifold denir. (Yno ve Kon,

1984)

Hemen hemen kontakt metrik bir manifold (M, ¢, &, 1, g) olsun. Burada ¢, (1, 1) tensor
alani, & bir vektor alani, n bir 1-form ve g, uyumlu Riemann metrigi olmak iizere M ye teget

tim X ve Y i¢in :

P*X)=-X+nX)¢, n@) =1, $¢=0, n$p =0 1.3.()
g(@X,pY) = g(X,Y) —n(X)n(Y) 1.3.2)
gX,9Y) = —g(@X,Y), g(X,&) =nX) 1.3.3)

ozellikleri saglanir. Manifoldun & temel 2-formu

P(X,Y) = g(X,¢Y) 13.(4)
ile tamimlanir. (Blair, 1976)

Teorem 2.1.1 Hemen hemen kontak manifold’da (M, ¢,§,m,g) dortliisii igin P, §, €

lineer

P(M), P£ ve ¢ :P(M) — P(M) igin

)$E) =0,

i)nop =0

iii)rank ¢ = 2n dir. (Yano and Kon,1983)
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2.2. Hemen Hemen Kontak Metrik Manifold

Tamm 2.2.1 : (2P+1) boyutlu M diferansiyellernebilir Rieman manifoldunu ele alalim.

(d,&,m,) hemen hemen kontakt yapisiyla birlikte M nin bir H noktasindaki g Riemann metrigi

2 lineer

g: Ton(H) X Tm(H) ——R, dir.

simetrik pozitif taniml

V KL € x(M) ve € x(Micin n(X)=g(K, &) 9(b(K (L)) = g(K,L) —n(K)7n(L)

kosulunu saglayan g metrigine M iizerinde hemen hemen kontakt metrik,

(d,&1n,g) yapisina da hemen hemen kontakt metrik yapi, (M, §,&,1n,g) ifadesine de
hemen hemen kontakt manifold (hhkm) denir(Yano and Kon,1983)

Teorem 2.2.1 (d,&m,) hhky ile birlikte (2n+1) — boyutlu M diferansiyellenebilir
manifoldu verilsin. V K,L € y(M) i¢in

g(cl)(K,cl)(L)) =g(K,L) —n(K)n(L) olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima
vardrr. (Blair,1976)

Sonug 2.2.1 (2P+1) boyutlu M Riemann manifoldu ve (¢, &,n,g) hemen hemen kontak
metrik yap1 olsun. V K, L € y(M) i¢in i¢in, g(d(K),L) = —g(K, p(L)

Yani ¢ g ye gore anti — simetrik tensor alanidir(Yano and Kon, 1983)

Sonug 2.2.2 g metrigine karsihik gelen matris A ise V K,L € y(M) i¢in g(K,L)=K'AL

olmak iizere;

b: K(M) %5 k()
K— ¢(K) = B(K)
L—— ¢(L) =B(L) i¢in B'A=-AB dir.

Teorem 2.2.2 (2n+1)- boyutlu bir hemen hemen kontak manifoldu M verilsin.M nin
kontakt formu verildiginde, V K,L € y(M) i¢in, g(K,d(L)) = dn(K,L) hemen hemen kontak
metrik yapisi vardir. (Yano and Kon, 1983)
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2.3. Kontakt Yapilarda ikinci Temel Form

Tanim 2.3.1 M iizerinde bir (¢, &1, g) hhk metrik yap: verilsin. V K, L € y(M) icin, @
(K,L)=g(K, d(L)) = dn(K, L) seklinde tammii ¥ doniigiimiine (¢, n,g) hhk metrik yapisinin
ikinci temel formu denir. Burada n kontak formu i¢in yazilan nA (dn)"£0 kosulu seklinde
tanimli A (@)”iO seklini alir.( Yano ve Kon,1984)

Teorem 2.3.1 (2p+1)- boyutlu bir hhk metrik manifoldu (M, d,§,m,g) olsun.V K,L €
M) icin dn(K,L)=g(K, $(L)) = & (K,L) oluyorsa ( ¢, & n, g) dortliisiine Kontak metrik yap
ve (M,d,§,n,g) Yye de Kontak metrik manifold denir. (Yano ve Kon,1983)

Sonu¢ 2.3.1 (= dn esitligini saglayan (¢,&1n,g) hhk metrik yapisi ayn1 zamanda
kontak metrik yapidir. (Yano ve Kon,1983)

Sonug 2.3.3 her kontak metrik manifold ayn1 zamanda kontak manifolddur. (YYano ve
Kon, 1984)

Onerme 2.3.1 w bir r-form olmak iizere V X1 X2, X € x(M) igin

........

1 ; 1 L
= 7 Zizo(= D' Xi(W(Xo X1 Xi. X)) + —=Nilosigjr W ([x1, X]] ,

........

.....

Teorem 2.3.2 M iizerinde (¢,§,n,g) hhk metrik yapist i¢in @Z(X,Y)I% ([e(Dx&Y) —
g(Dy &, X) ] dir. (Yano ve Kon, 1983)

Teorem 2.3.3 (2n+1 )boyutlu diferansiyellenebilir Riemean manifoldu M, (b, &1, g)
kontak metrik yapisiyla verilsin. V X,Y € y(M) icin

dn(X,§)=0 ve
dn (¢(X),Y) + dn(X, d(Y))=0 dir. (Yano and Kon, 1983)
2.4. Hemen Hemen Kontak Manifoldlarda Torsiyon Tensorii

Tamm 2.4.1 Bir reel vektdér uzayt W olsun. J = W——W lineer doniisiimii J? = -I

kosulunu sagliyorsa j ye W iizerinde bir kompleks yap1 denir. (Yano and Kon, 1983)
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M, (2p+1) boyutlu hemen hemen kontakt manifold verilsin. Bu Manifold {izerinde
hemen hemen kontak yapisi (¢, §, 1) olusturulsun. IR reel bir dogruyu gostersin. IR bir manifold
oldugundan MxIR de bir manifold olur.

X(IR) ={f <1 f €C*(M,IR} , X(M,IR)={(X,fD)I X € (M)l f£ E)X(IR)} olmak

tizere X, M ye gore teget vektor alani t de IR nin bir koordinati ve f % ,MxIR iizerinde bir

fonksiyoindur.

MxIR nin tanjan uzayindaki bir J lineer doniistimii

JX(MxIR) —X(M,IR)

X, f %) —>J(X, f%)olmak tizere J(X, f%) =(a(X)-f& n (X)%) seklinde tamimlanir.
(Yano ve Kon, 1984)

Teorem 2.4.1 Yukarida ki taniml1 J doniisiimii lineerdir ve J?=-I dir.

Sonug¢ 2.4.1 (MxIR) nin tanjant uzayinda tanimliJ doniisiimii (MxIR) {izerinde hemen

hemen kompleks yap1 olusturur. (Yano and Kon, 1983)

Tamim 2.4.2 M diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere, F(1,1) tipinde tensor

alani olsun. V K, L € y(M) i¢in,
N K(M)XL(M) —K(M)

(KL) —Ng(K,L) olmak iizere Ng(K,L)=F*([K,L]) + [F(K), F(L)]-
FIF(K), L-F[K, (L)]) seklinde tanimlanan (1,2) tipindeki Nf tensér alanina I nin Nijenyus

torsiyon tensorii denir.

Tanmim 2.4.3 (MxIR) hemen hemen kontak manifoldu verilsin.N;=0 ise J hemen hemen

kompleks yapisina integrallenebilirdir denir. (Yano and Kon,1983, Blair, 2002)

Tamim 2.4.4 Eger MxIR iizerinde bir J hemen hemen yapist integrallenebilir ise

(o, &) hemen hemen kontak yapisina normaldir denir. (Yano and Kon,1984; Blair, 2002).
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Tanim 2.4.5 M diferansiyellenebilir bir manifold olmak {izere
o=IRXM — M

(tp) —ds(p) doniisimii  asagidaki sartlar1 saghiyor ise ¢ ye M nin
diferansiyellebilir bir 1- parametreli grubu ad1 verilir (Yano ve Kon, 1983).

[) vtelRigin, d¢:P—— ¢(P) bir diffeomorfizm
HvtselRvep €Migin, dus: P— du(os (P)) dir.

Tanmm 2.4.6 M iizerinde bir vektor alan1 X ve X ile gerilmis lokal doniistimlii 1-
parametreli grup ¢: olsun. X vektor alanina gore K tensor alaninin X yoniinde LyK ile

gosterilen Lie tiirevi,

LK= lti_rrol[Kx —(¢xK)x] LxK=[X,Y] olarak tanimlanir (Kubayashi and Nomizu, 1963).

Onerme 2.4.3 L.K=0 olmasi igin gerek ve yeter kosul V t € IR igin ¢+ nin K y1
inveryant birakmasidir. (Kubayashi and Nomizu,1963)

Tammm 2.4.7. M, ( ¢,n,9) Uglisti bir degme metrik yapisi1 olan (2p+1)- boyutlu bir
degme metrik manifoldu olsun. Eger M Sasakian yapiya sahiptir ise M’nin degme metrik

yapist normaldir. Arasira  Sasakian manifold normal degme metrik manifold olarak da

adlandirilir (Yano and Kon, 1983).
Teorem 2.4.2. M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi ( ¢, & n, g) bir
Sasakian yapidir << V K,L € y(M) igin;
(Vko)L = g(K, L) - n(L)K 2.4.(.1)
dir (Yano ve Kon, 1983).
Burada;
Vi@L)= (Vkg)L + ¢VkL dir.

Sonu¢ 2.4.2. M bir Sasakian manifold ise M nin bir Riemann egrilik tensorii R olmak

iizere;

R(K,L)& = n(L)K - n(K)L 2.4.(2)
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dir (Yano and Kon, 1983).

Teorem 2.4.3. M (2p+1) boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere M’de bir birim

Killing vektor alan1 & verilsin. M nin egrilik tensorii R olmak tizere M Sasakian manifolddur <
R(K,H)L = —g(K,L)¢ + n(L)K 2.4.(3)
dir (Yano and Kon, 1983).

Uyan: Bir Sasakian manifoldu bir K — degme manifolddur fakat tersi sadece boy M = 3
olmasi halinde gegerlidir (Yano and Kon, 1983).

Sonug¢ 2.4.3. M bir Sasakian manifold olsun. V¥ K,L € y(M) ve & bir birim Killing

vektor alani olmak lizere;
R(K, L = - (Vkg)L 2.4.(4)
dir (Yano and Kon, 1983).

Sonu¢ 2.4.4. M, degme metrik yapisi ( ¢, & 7, g) olan (2m+1)- boyutlu bir Sasakian

manifold olsun. bu takdirde;
R(K, L)¢Z =gR(K, L)M + g(¢K, M)L — g(L, K)¢K
+g(K, M)dL — g(¢K, M)L 2.4.(5)
dir (Yano and Kon, 1983).
Sonug 2.4.5 M bir Sasakian manifold olmak iizere;
R(K, M = - gR(K, L)gM + g(4L, M)K — g(K, M)4L
- 9(al, M)gK —g(gK, M)l 2.4.(6)
dir (Yano and Kon, 1983).
2.5. M(C) Sasakian Uzay Formu
Onerme 2.5.1. (M, g) Riemann manifoldu sabit ¢ egrilikli bir manifold olsun. O zaman
v K,.L,M € (M) igin;

R(K, L)M = ¢c(g(L, M)K — G(K, M)L) 25.(1)
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dir (Yano and Kon, 1983).

Tamm 2.5.1. M bir Sasakian manifold olsun. boylece p € M deki T,M tanjant uzayinda

& ya dik bir E birim vektorii {E,gE} ortonormal olacak sekilde var ise {E,gE} diizlemine T,M
nin

¢-kesitseli denir. Ayrica
K(E, ¢E) = 9(R(E, ¢E)¢E, E)
seklinde tanimlanan ifadeye M nin bir ¢-kesitsel egriligi ad1 verilir.(Yano and Kon, 1983).

Tamm 2.5.2. M bir Sasakian manifold olmak tizere M nin ¢-kesitsel egriligi ¢ = sbt ise
M bir Sasakian uzay formu olarak adlandirilir ve M( ¢) seklinde gosterilir (Verstraclen ve
Vrancken, 1988).

Teorem 2.5.1. M( ¢) Sasakian uzay formunun R egrilik tensorii, vV K,L,M€ y(M) igin,
R(K, )M = (c+3)[g(L, M)K —g(K, M)L]
-2 EDIAO) D)L - n(L) (MK

+g(K, M)n(L)<S - 9(L, M)n(K)&
+g(4l, M)gK — g(¢K.M) 4l + 29(¢K,L)gM] 2.5.(2)
dir (Yano and Kon, 1983).

2.6. Einstein Sasakian Manifoldlar

Bu boliimde bir n- boyutlu reel diferensiyellenebilir M manifoldunu inceleyecegiz.
Burada F vektor degerli bir lineer fonksiyon, A bir 1-form ve T bir vektor alan1 olmak tizere V X

€ (M) vektor alani igin;
(@) X +X=AXT (b) X=F(X)

Kosullarini saglayan (F,T,A) ti¢liisiine M’de bir hemen hemen kontak yap1 ve (M,F,T,A)
dortliisiine de hemen hemen kontak manifold denir. Bir hemen hemen Grayan Manifold’daki bir

Riemann konneksiyonu olan D iizerinde;
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F(XY) = (DxA)(Y) — (DYA)(X) = (dA)(X,Y)

oluyorsa M bir hemen hemen Sasakian Manifold olarak adlandirilir. Bir Sasakian Manifoldda F

kapalidir. Eger T killing vektor;
(DxA)(Y) — (DYA)(X) =0

ise bir hemen hemen Sasakian Manifoldun Sasakian Manifold oldugu sdylenir. Bdylece

Sasakian Manifoldda;
F(XY) = (DxA)(Y) ve (Dx F)(Y,2) = R(X,Y,Z,T)

R, M nin (0,4) tipinde bir egrilik tensoriidiir. Bir Sasakian Manifoldda R(X,Y,Z,U) =
gl(X,Y,2),U) ve;

@ REX.Y,T)=A(Y)X - AX)Y

(b) R(T.Y,2) =g(Y.2)T - A@Q)Y

© R(T.X.Y.Z) = A@)g(X,Y) — g(X.2)A(Y) 2.6.(1)
(d) R(X.Y.Z,T) = A[R(X.Y,Z)] = AX)g(Y.Z) - A(V)g(X.2)

(e) R(T’XinT) = g()?,l?) = g(XvY) - A(X)A(Y)

(@) Ric(X,T) =g(r(X),T) = A(r(X)) = (n-1)A(X) 2.6.(2)
(b) Ric(X,Y)+Ric(X,Y)=0
esitlikleri dogrudur. Burada Ric, Ricci tensordiir.

Tamm 2.6.1. M bir (n= 2m +1) — boyutlu hemen hemen degme metrik manifoldu

olsun. M tizerinde

(Vx@)Y = 9(¢X, )& - n(Y)#X 2.6.(3)

esitligi var ise M ye bir Kenmotsu manifold adi verilir. Burada V, g Riemann metrigine gore

Levi — Civita koneksiyonudur.

Onerme 2.6.1. Bir M Kenmotsu manifoldu icin 2.3.(3) den asagidaki esitlikler
gecerlidir(Yamata, 1990)
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V&= X- n(X)¢, 2.6.(4)

(Vxm)Y = g(X.,Y) - n(X)n(Y)

Onerme 2.6.2. Bir M Kenmotsu manifoldunda R Riemann egrilik tensorii olmak iizere

R(X,Y)& = n(X)Y -n(Y)X 2.6.(5)
dir (Yamata, 1990).

Teorem 2.6.1. M bir (2m +1) — boyutlu Kenmotsu manifold ve M iizerinde Riemann

egrilik tensoérii R olsun. bu durumda
R(EX)Y = -g(X,Y)E-n(Y)X  dir. (Yamata, 1990) 2.6.(6)

Sonug 2.6.1. M bir Kenmotsu manifold olsun. 2.3.(6) denkleminden her X,Y,Z vektor

alanlart i¢in

n(R(X,Y)Z = g(X,2)n(Y) - 9(Y,Z) 1n(X)
dir (Yamata, 1990).

Sonu¢ 2.6.2. M bir Kenmotsu manifold olsun. 2.3.(6) denkleminden her X vektor alani
i¢in

R(&EX)E= X -n(X)E 2.6.(7)
dir (Yamata, 1990).

Sonug¢ 2.6.3. M bir (n= 2m +1) — boyutlu Kenmotsu manifold olsun. M nin Ricci

tensorii S ve Ricci operatorii Q olmak iizere

S(X,8) = (1 —n)n(X) 2.6.(8)
ve
QS=(1-n)é 2.6.(9)

dir (Yamata, 1990).

Bu béliimde Kenmotsu Manifoldlar iizerinde saglanan bazi egrilik sartlarini verecegiz
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Teorem 2.6.2. M®*™! (n= 2m+1)- boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M iizerinde

R(€,X) . S = 0 olmast i¢in gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidir.

2.7. Trans-Sasakian Manifold

Tanmm 2.7.1 M kontakt manifold {izerinde hemen hemen kontakt metrik bir yap1
(¢,&,1n,9) olsun. Eger (M X R, ], G), W4 smifit Hermetiyan bir manifold ise bir trans- Sasakian

manifold olarak adlandirilir. Burada M X R’nin hemen hemen kompleks bir yapisi olan J,
d d
J (X,fg) = (¢X - f&nX) E) 2.7.(1)

seklinde M {izerinde bulunan tiim X vektor alanlart igin ve M X R iizerinde f diiz fonksiyonu
icin tanimlanir. G, M X R {izerinde bir ¢arpim metriktir. Bu asagidaki kosul ile agiklanabilir

(Blair, ve Oubina, 1990);
(7)Y = a(g(X,Y)§ —n(V)X) + B(g(¢X,Y)E —n(Y)pX) 2.7.(2)

Burada ave B , M iizerinde diiz fonksiyonlardir. Boyle bir yap1 (a, ) tipi bir trans-

Sasakian manifold olarak adlandirilir. 1.3.(6) ile,
7§ = —a(¢X) + BX —n(X)$), 2.1.(3)
Vem(Y) = —ag(@X,Y) + Bg(PX, ¢Y) 2.7.(4)

Bir trans-Sasakian manifold (M, ¢, ¢,n, g) lizerinde asagidaki esitlikler saglanir (De ve
Tripathi, 2003).

20+ &a =0 2.7.(5)

SX,8) = (2(a® = B*) = EfmX) — XB — (pX)a 2.7.(6)

SCY) = (5486 - (@ = %) g(X,1)

~(5+ 88 —3(a* = 59 nCON)
~(VB + (@N@X) — KB + @X)n(Y) 27.7)
ROV = (@ = FINX ~ (XY ]

—n(XB)E + dp(X)as +n(X)(YB)S + p(V)ag



36

—YBX + XB)Y — (p(Na)X + (¢(X)a)Y, 2.7.(8)

ve
RIX,V)Z = G+ 288 — 2(a® = B9V, D)X — g(X,2)Y
—g (v, 2)[ (5 + &6 — 3(a® - %)) n(X)¢
—n(X)(¢grada — gradp) + (XB + ($X)a)¢]
+9(X, D)[(5 + B — 3(a = B2) n()§
—1(Y)(¢pgrada — gradp) + (YR + ($Y)a)é]
~[ZB + ($pZ)an(¥) + (VB + (V) )n(2)
+%+ B = 3(a* = BN MDIX
+(ZB + P2y (X) + (XB + ($X)a)n(2)
+2+ &8 — 3(a* = B)NON(D)]Y 2.7.(9)

Burada S, (0,2) tipinde bir Ricci tensori; R, (1,3) tiirtinde bir egrilik tensorii ve r, M
manifoldunun skaler egriligidir.
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3. BOYUTLU TRANS-SASAKIAN MANIiFOLDLAR

Trans-Sasakian manifoldlar, D. Chinea ve C. Gonzales (1990) tarafindan hemen hemen
kontakt metrik yapilarin smiflandirilmasindan dogal bir sekilde ortaya ¢ikmistir (Uday ve
Krishnendu, 2012). Ayrica Hermitiyen manifoldlarin Gray-Hervella siniflamasinda W; smifi

olan bir Hermitiyen manifold vardir.

2n +1 boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold (M, @, &,n,g) olsun.
M =M x R carpimu bir dogal kompleks J yapisina sahip ve metrik carpimi olan G bir
Hermitiyandir. Hemen hemen Hermitiyen manifoldlarin (M, ], G) geometrisi hemen hemen
kontakt metrik manifold (M, ¢, ¢,n, g) geometrisini hakim kilar ve M tizerinde Sasakian yapi,
Quasi-Sasakian yapi, Kenmotsu yap1 gibi ¢esitli yapilar verir. Hemen hemen Hermitiyen
manifold (M,],G) iizerinde 16 farkli yapi oldugu bilinmektedir ve bunlar yerel olarak
konformal olan Kahler manifoldlar1 ile yakindan iligkilidir (Gray ve Hervella, 1980).
Bir (M, J, G) manifoldu iizerindeki bir hemen hemen kontakt (M, @, &,7, g) yapt M x R ¢arpim
manifoldunun W4 sinifina ait olmasi durumunda bir trans-Sasakian yapi olarak adlandirilir
(Oubina, 1985).Bu yap1 Sasakian ve Kenmotsu yapilarinin bir metrik manifold tizerinde

genellestirilmesidir.

Uc boyutlu trans-Sasakian manifoldlar iizerinde ¢alismalar yapan belli bash bilim
adamlar1 De ve Tripathi(2003), De ve Sarkar (2008), Kim, Prasad ve Tripathi(2002), Bagewadi
ve Venkatesha(2007; 2013), Shukla ve Singh (2010) olarak sayilabilir. Trans-Sasakian
manifoldlarin ortaya ¢ikmasindan sonra, Trans-Sasakian manifoldlarinin geometrisini inceleyen
Blair ve Oubina(1990) ve Marrero(1992)’nun ¢ok 6nemli katkilart olmustur.Genel olarak
(M, p,&,1,9,a,B) seklinde gosterilen bir trans-Sasakian manifold;

(a,B) tip Trans-Sasakian manifold olarak adlandirilir. (0, Q) tip Trans-Sasakian
manifold cosypmlectic manifold, («, 0) tip Trans-Sasakian manifold o —Sasakian manifold ve
(0, B) tip Trans-Sasakian manifoldlara da f -Kenmotsu manifoldlari denir. (a, 8) tipi bir trans-
Sasakian manifoldda o ve P keyfi fonksiyonlar degildir, fakat vektdr alani iizerinde birbiriyle
iligkilidir. Ne o-Sasakian, ne de P -Kenmotsu olmayan trans-Sasakian manifoldlar &rnekleri

vardir.
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Ornegin, (Agashe, ve Chafle, 1992) (x, y, z) kartezyen koordinatlar1 R® te olmak iizere.

(¢, &,M,9) yapis asagidaki sekilde verilsin:

5 0 -1 0 e’+y> 0 -y
§=a—z, n=dz—-ydx , ¢=I1 0 O , g= 0 e’ 0
0 -y O -y 1

-1 1. . . .
Bu yap1 (F ,E) tipinde bir trans-Sasakian yapidir. Ciinkii 28 + £ = 0 kosulunu

sagladigi gosterilir.

Marrero (1992), boyutu 5 ve 5 ten biiyilk olan Trans —Sasakian manifoldlarin ya
kozimplektik veya a —Sasakian ya da § —Kenmotsu olacagin1 gésterdikten sonra 3 boyutlu
Trans- Sasakian iizerine yapilan ¢aligmalar trans-Sasakian fonksiyonlarin taniminda gecen a ve
B diiz fonksiyonlarina sinirlamalar koymak sekline biiriiniip olduk¢a yogunlagsmistir. Genellikle
3 boyutlu Riemann manifoldlar1 tlizerinde insaa edilen ¢ok ¢esitli trans-Sasakian manifold
ornekleri vardir. (€) —Sasakian ve (€)- Kenmotsu manifoldlarinin dogal bir genellemesi olan

(€)- trans-Sasakian manifold buna bir drnektir.

Yari simetrik kontakt manifoldlar (Takahashi 1969, Perrone 1992, Papantoniu (1993)
tarafindan incelenmistir. Takahashi yar1 simetrik Sasakian manifoldlarin sabit kesit egriliginin 1
oldugunu ispatlamistir(Takahashi 1969). Blair ve Sharma (1990) 3-boyutlu lokal simetrik

kontakt metrik manifoldun sabit egriliginin 0 veya 1 oldugunu ispatlamistir.
3.1. Projektif Olarak Diiz Trans-Sasakian Manifold

Bir W, Weyl —projektif egrilik tensorii asagidaki seklinde tanimlanir. Burada R egrilik

tensorii ve S ise Ricci tensordiir.
W(K,L)M = R(K,L)M —i[S(L,M)L — S(K,M)L] 3.5.()
Farz edelim ki W =0 olsun, 2.5.(1) esitligi asagidaki gibi olur;

R(K,L)M = —[S(L, M)K — S(K, M)L] 3.5.(2)

1
2m

'R(K,L,M,W) = g(R(K, L, M), W) olmak iizere bu esitligi asagidaki gibi yazabiliriz:
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'R(K,L,M, W) = i [S(L,M)g(K,W)—S(K,M)g(L,W)] 3.5.(3)
Bu esitlikte W = & koyarsak asagidaki esitligi elde ederiz;
N(R(K, LYM) = —[S(L, M)n(K) — S(K, M)n(L)]
Simdi de X = & vyi yukaridaki esitlikte yerine yazip 6zdeslikler kullanilarak;

S(K,L) = 2m(a? — B?)g(K, M) 3.5.(4)

bulunur. O halde bu manifold bir Einstein’dir. Buradan asagidaki teoreme ulagilir
(Bagewadi,Venkatesha,2007);

Teorem 3.1.1. Projektif olarak diiz bir Weyl trans-Sasakian manifold bir Einstein
manifolddur.

3.2. R(X, Y).P = 0 Kosuluna Uyan Trans-Sasakian Manifold
3.5.(1) kullanilarak agagidaki bagintiy1 elde edilir: X=K, Y=L, Z=M alinirsa
n(PK, L)M) = (o = ) [g (L, M)n(K) — g (K, M)n(L)]
——— [S(L, M)n(K) — S(K, M)n(L)] 3.2.(1)

Bu esitlikte M = & koyarsak, n(P(K,L)é) =0 olur. Bu esitlikte bu seferde K =
&koyarsak

(P& KIM) = (a? = f2)g(L, M) — -~ S(L, M) 3.2.(2)
elde ederiz. 2.1.(2) ve 2.7.(6) esitliklerini kullanarak asagidaki esitligi elde ederiz:
(R(K, L)P)(U, V)M =R(K, L).P(U, V)Z - P(R(K, L )U,V M
— P(U, R(K, L)V )M—P(U, V)R(K, L )M
R(K, L )P = 0 oldugunu kullanirsak denklem asagidaki hale donisiir:
R(K, L).P(U V)M - PR(K, L)U V)M —PU,R(K, L)V )M
~P(U, V)R(K, L )M =0

Bunun sonucu olarak,
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9[R(E L).P(U, V)M, & — g[PR(E L)U, V)M, {]
—9[P(UR(C L)V)M, ] = g[P(U, V)R, L)M, ] =0
Bu esitlikten hareket edersek asagidaki esitlige ulagilir:
— 'P(U, V, M, L) + n(L )n(P(U, V)M) = n(Un(P(L, V )M)
+g (LUnPE V)Z)=n(V )n(P(U, L )M) + g(L, V )n(W(U, M)
-nM)n(W(U, V)L)=0 3.2.(3)

Burada — 'P(U,V,M,L) = g(P(U,V)M, L) dir. Y = U koyarsak, asagidaki esitligi elde

ederiz:
— 'P(U,V, M, L) + g(U,U)y(PE, V)M) — n(V)n(P(U, U )M)

+ g (UVnPUC)M)—n(M )n(P(U, V)U) = 0 3.2.(4)

i=12,..,(2m+ 1) olmak iizere {e;} her hangibir noktada tanjant uzaym bir
ortonormal tabani olsun. O zaman 1 <i < 2m + 1 i¢in 2.6.(3) bagintisinin U = e; i¢in toplami

asagidaki gibi olur:

n(PEVZ) =~~~ @m+ 1)(a? — B)In(VIn(Z) :3.2.(5)

1
2m
2.6.(2) ve 2.6.(5) denklemlerini kullanarak asagidaki esitligi buluruz:
S, 2) = [2m(a® - BH]g(V,2) ~ [;—— @m+ D)(@® = pHIn(V)n2)  3.2.(6)
Bu esitlikte Z = & koyup S(X, &) = 2m(o?® — f*)n(X) 6zelligini kullanarak:
r=2m2m +1)(o® — p?) .3.2.(7)
buluruz.

3.2.(1), n(P(X, Y )§) =0, 3.2.(6) ve 3.2.(7) yi 3.2.(3) de koyarak asagidaki esitlige

ulasiriz:
- 'P(U,V,Z,Y) =0

Bu esitligi asagidaki esitlik izler:



41

P(U,V)Z =0

Bu sonug¢ bize bahse konu trans-Sasakian manifoldun Weyl-projektif diiz oldugunu

belirtir. Bunun sonucunda asagidaki teoremler ortaya ¢ikar(Bagewadi, Venkatesha, 2007).

Teorem 3.2.1. m > 0 olmak iizere 2m+1 boyutlu bir trans-Sasakian manifold olan M

icinde R(X, Y).P = 0 bagintis1 korunuyorsa, o zaman bu manifold Weyl-projektif diizdiir.

Teorem 3.2.2. m > 0 olmak {izere 2m+1 boyutlu bir trans-Sasakian manifold olan M
icinde R(X, Y).P = 0 bagintis1 saglaniyorsa, o zaman bu manifold bir Einstein manifolddur ve

sabit egriligi 2m(2m~+1)(o® — f°) olur.
3.3. 3-Boyutlu Konformal Olarak Diiz Trans-Sasakian Manifold

Weyl-konformal egrilik tensorii C asagidaki sekilde tanimlanir(Shaikh ve Matsuyama,
2007):

CXY)Z=R(X Y)Z—-

——[8(Y,2)0X — g(X, Z)OY + S(Y,Z)X

r
2m(2m-1)

—S(X, )Y ]+ [9(Y.2X — g(X, 2)Y] 3.3.(1)

Farz edelim ki C = 0 olsun. O zaman esitlik asagidaki gibi olacaktir:

R(X, Y )Z = ——/g(Y, Z)OX — g(X, Z)QY + S(Y.2X — S(X. Z)Y ]

,
* oo (8N DX~ g(X. 2)Y ]
Buradan 'R (X, Y, Z, W) = g(R(X,Y,Z), W) olmak iizere asagidaki esitlige ulasirz:

1
2m-1

‘R(X,Y,Z,W)= [8(Y, Z)g(OX, W)= g(X, 2)g(QY, W)
+S(Y,Z)g(X, W) - S(X, Z)g(Y, W) ]

+ ———— [g(V,Z)3(X, W) — g(X, Z)g(Y, W)]

2m(2m-1)



Yukarida W= & koyarsak asagidaki esitligi elde ederiz:

1
2m-1

NRX, Y)Z) =

[e(Y.2)g(QX, &) — g(X, 2)g(QY, O)+S(Y,Z)n(X)
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—S(X, ZM(Y )] + ——— [&(Y.Zm(X) — g(X, Zn(Y )]

2m(2m-1)

Simdi de yukaridaki esitlikte X= ¢ koyup 1.3.(2), 2.7.(6) ve 2.7.(8)yi kullanarak

asagidaki esitlige ulasiriz:

SKY) = — [+ (@ = 1) g(v, 2) + [;= + @m + 1)(a? - 2| n(¥)n(2)

O halde manifold bir #-Einstein manifolddur. Bunun sonucunda asagidaki teorem ifade

edilir:

Teorem 3.3.1. Konformal olarak diiz olan bir trans-Sasakian manifold #-Einstein

manifolddur.

Teorem 3.3.2. (De ve Krishnendu, 2012) M, 3 boyutlu konformal olarak diiz bir

konnekt trans-Sasakian manifold olsun. M’ ya bir n-Einstein manifold ya da bir f-Kenmotsu

manifolddur.

3.4. R(X,Y)-C = 0 Kosuluna Uyan Trans-Sasakian Manifold

2.7.(1), 1.3.(3) ve 1.3.(12) den asagidaki esitlik elde edilir(Shaikh ve Matsuyama,

2007): X=K,Y=L,Z=M alalim,

n(C(K, L)M) = (&® = f°) [9(LM)n(K) — g(K, M)n(L)]

1
2m-1

[8(LM)n(OK) — g(K.M)n(OL )

+S(LM)n(K)— S(K M)n(L )]

r
2m(2m-1)

[g(L.M)n(K) — g(K.M)n(L))]
Yukaridaki esitlikte K = ¢ koyarak,
n(CK, L)) =0

elde edilir. 3.4.(1) de yeniden X = & koyarak asagidaki esitlik elde edilir:

3.4.(1)

3.4.(2)
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1 r ) )
NCELM) = =G |50 = @ = 2] 19 M) = ()]

(2m

1
(2m-1)

[S(L,M) — 2m(c® — B2)n(L)n(M)] 3.4.(3)

1.3.(2), 1.3.(3) ve 2.7.(6)kullanilarak ;
RK.L)OU, V)M = RK.L)-CU V)M - C(RK,L)U V)M
- C(U,R(K,L)V)M -C(U,V)R(K,L)M
elde edilir. R(K,L)-C = 0 yazilarak asagidaki esitlik elde edilir:
R(K,L).C(U, V)M — C(R(K, L )U, V )M — C(U, R(K,L)V)M
~C(U, V)R(K,L)M =0
Bunun sonucunda:
g[R(E, ).C(U, V)M, ¢] — g [CR(EL)U, VM, &]
g [CREDVIM, €] — g[C(U, VIR(E, LM, £] =0
Bu esitlik 'C(U,V,M,L) = g(C(U,V)M,L) olmak iizere asagidaki esitligi getirir:
'C(U, V.M,L) +n(Lm(C(U, V)Z) = n(Um(C(L, VM)
+g(L,UM(C(E, VL) —n(V )(C(U, L )M)
+g(L, V m(C(U, M) —n(M)n(C(U, V)L) =0 3.4.(4)
Bu esitlikte Y = U koyulursa asagidaki bagint1 bulunur:
'C(U, V, M, U) +g(U, Un(C(E, VM) —n(V n(C(U, UM)
+g(U, V (C(U, M) = n(Mn(C(U, V)U) =0 3.4.(5)

i=12,..,2p+ 1) olmak tizere {e;} her hangibir noktada tanjant uzaym bir

ortonormal tabani olsun. O zaman 1 < i < 2p + 1 i¢in 3.4.(4) bagintisinin U = e; igin toplamu:

1
2m(2m-1)

n(C(E VM) = [a? = B%) = =In(V)n(M) 3.4.(6)

3.4.(3) ve 3.4.(6) dan asagidaki esitlik elde edilir:
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SOM) = [ - @ = 9] g M) + [(@m+ 1) - 25) (@ - )

+ = (o= = D)In ) 3.4.(7)
Bu esitlikte Z= £ koyulur ve agagidaki bagint1 bulunur:
r=2m(a? - p?) 3.4.(8)
Simdi de 3.4.(5) te 3.4.(1), 3.4.(2), 3.4.(7) ve 3.4.(8) i kullanarak
'C(U,V,Z,L)=0

bulunur. Bu esitlikten C(U, V) = 0 elde edilir. Bu nedenle trans- Sasakian manifold konformal

olarak diizdiir. Bunun sonucunda asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 3.4.1. m>0 olmak iizere eger 2m+1 boyutlu bir M trans- Sasakian manifoldu

icinde R(X, Y).C = 0 bagintis1 gergekleniyorsa bu manifold konformal olarak diizdiir.

Teorem 3.4.2. m>0 olmak tizere 2m+1 boyutlu bir trans-Sasakian manifold R(X, Y).C =

0 kosulunu sagliyorsa bu manifold 2m(o®-4°) sabit egrilikli bir 1 —Einstein manifolddur.
3.5. R(X, Y).C = 0 Kosuluna Uyan Trans-Sasakian Manifold

Bir consicular egrilik tensorii C asagidaki gibi tanimlanir(Shaikh ve Matsuyama, 2007):
X=K,Y=L Z=M,olsun

r
2m(2m+1)

C (K,L)M = R(K,L)M — [g(L, M)K — g(K, M)L] 3.5.(1)

Burada R egrilik tensorii ve r skaler egriliktir. 3.1.(2) ve 3.1.(12) den

r
2m(2m+1)

n(C K LM) =[(a®-p*) - 1[g (L, M)n(K) — g (K, M)n(L)] 3.5.(2)
Yukaridaki esitlik M = § igin

n(C (K,L)§)=0 3.5.(3)
Simdi de 2.6.2 de K = § alinirsa asagidaki baginti bulunur:

N(CELM) = [ (@ = B?) = 5 —][g(L, M) = n(K)n(M)] 35.(4)

Simdi de 3.5.(4) de 1.3.(3) ve 2.7.(6) kullanilarak asagidaki bagint1 elde edilir;
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(R(K,.L) O)UV)M =R(K,L) € (UV)M —C (R(K,L)U,V)M
—C (URK,LV)M -C (UV)R(K,L)M
R(K,L).C = 0 oldugundan bu bagnti asagidaki gibi olur:
R(K,L). C(U,V)M —C(R(K,L)UV)M —C (U, R(K,L)V)M
—C (U, V)R(K,L)Z=0 3.5.(5)
Bu nedenle;
9[RE K).C (U, V)M, E1-0[C (RE,L)U, V)M, E1-9[C (U, R(E L)V ) M, €]
—g[C (U V)R DM, ¢] =0 3.5.(6)

Bu bagmtidan — 'C (U,V,M,L) = g(C(U,V)M,L) degisimi ve Y = U konularak
asagidaki bagintiya ulasilir:

— 'C(U,V,M,L) + g(U,Un(CE, VIM) —n(V)n(C(U, U)M)
+g(U, V)n(C(U, M) —n(M)n(C(U,V)U) = 0 3.5.(7)

i=12,..,(2m+ 1) olmak tizere {e;}, manifoldun herhangi bir noktasinda teget
uzayin ortonormal tabani olsun. O zaman 1 <i < 2m + 1 i¢in 3.5.(6) bagintisinin U = e; igin

toplami:

r
2m(2m+1) &

n(C &, V)2)==S(V,2) - (v, 2)

1
to - @m+ D@ - MW@  35.(8)
3.5.(4) ve 3.5.(8) den asagidaki bagint1 elde edilir:

S(V, 2) =2m(a? — gV, 2) — [——— (@® = BOIn(V)n(2) 3.5.(9)

2m(2m+1)
Yukaridaki bagintida Z = & koyup 3.1.(10) u kullanarak asagidaki esitlik bulunur:
r =2m(2m + 1)(a? — p?) 3.5.(10)
Simdi de 3.5.(2), 3.5.(4), 3.5.(9) ve 3.5.(10) u 3.5.(7) ye yerlestirerek;

-'CW,V,Z,Y)=0
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bulunur ve bu bagint1 asagidaki bagintrya yol acar:
CUMNZ=0

O halde s6z konusu trans-Sasakian manifold konsirkular diizdiir. Bu nedenle asagidaki

teorem ifade edilir:
Teorem 3.5.1. m>0 olmak iizere 2m+1 boyutlu bir trans-Sasakian manifold

R(X,Y).C=0

kosulunu sagliyor ise o zaman bu manifold konsirkular flattir. Genel olarak bir quasi-konformal
flat bir Riemann manifold bir Einstein manifolddur, dyleyse 6zel durum olarak bir konsirkular

flat trans-Sasakian manifold bir Einstein manifolddur. Asagidaki teorem bunu ifade eder.

Teorem 3.5.2. m >0 olmak iizere 2m+1 boyutlu bir trans-Sasakian manifold
R(X,Y).C = 0 kosulunu sagliyorsa sabit egriligi 2m(2m + 1)(a? — #2) olan bir Einstein
manifolddur. (Bagewadi ve Venkatesha, 2007)

3.6. Genellestirilmis 17 — Einstein Trans- Sasakian Manifold

Tamm 3.6.1. Eger bir hemen hemen kontakt manifold M?"*1(¢,&,1,g) ‘un (0, 2)
tipindeki S Ricci tensorii S = ag +bn®n formunda ise, ( a ve b diiz fonksiyonlar) bu manifolda

n —Einstein manifold denir.

Trans- Sasakian n —Einstein manifoldun icerdigi a ve b skalerleri asagidaki gibidir (De
ve Tripathi, 2003);

a =5~ (@ >~ ¢p)

T
b=—+2n+1)(a?—p%—-¢p)
—-2n
Tamm 3.6.2. Bir trans-Sasakian M(p, & #n, g) manifoldun (0, 2) tipindeki S Ricci
tensori

SX, Y ) =agX, Y) + bn(X)n(Y) + clnX)o(¥) + n(Y)o(X)] 3.6.(1)

formunda ise, bu manifolda trans- Sasakian n —Einstein manifoldu denir. Burada a ve b

skalerleri sifirdan farkli, ® ise drnegin w(X) = g(X, p) gibi tiim X ler i¢in sifir olmayan 1-form,
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ve ¢ ile p birbirine ortogonal birim vektorlerdir. a, b ve ¢ skalerlerine eslik eden skalerler denir.

Bu skalerlerin degerleri asagidaki gibi ifade edilir( Shaikh ve Matsuyama, 2009):
_ (a2 _p?_
a=o— (@ =B~ §p)

b=—— 4 @2n+1)a?—p%—eB)
—2n

¢ = w(pgrada) — (2n — Dw(gradp)
Teorem 3.6.1. Bir genellestirilmis trans- Sasakian n —Einstein manifoldu (M?"*1, g)
ye eslik eden 2n(a® — % —¢P) ve % — (@ = B*—=¢p)

skalerleri Ricci tensorleridir ve yonleri sirasiyla § ve p vektor alanlar1 yoniindedir, S Ricci

tensoriiniin uzunlugu q olmak tizere;

w(pgrada) < %q + (2n - 1Dw(gradp)

esitsizligi saglanir (Shaikh ve Matsuyama, 2009).
3.7. Lokal Olarak @ -Simetrik U¢ Boyutlu Trans-Sasakian Manifold

Tamim 3.7.1. § ye ortogonal tiim X, Y, Z, W vektér alanlart igin ¢2(V,,R)(X,Y)Z =

0 kosulunu saglayan bir trans-Sasakian manifold, lokal olarak ¢ simetrik manifold adini alir
(Takahashi, 1977).

Teorem 3.7.1. a ve B sabitler oldugunda bir 3-boyutlu (a, B) tiirii kontakt trans-

Sasakian manifold ancak ve ancak skaler egriligi sabit ise lokal olarak simetriktir denir.
O"rnegin,
M = {(x,v,z) € R3,z # 0} 3 boyutlu manifoldu diisiinelim.

e —Z(i+ i) e —zi e =2
1= ox yaz' 27 %%y 37 5z

ile tanimlanan vektdr alanlart M nin her noktasinda lineer bagimsizdir. g Riemann metrigi

asagidaki sekilde tanimlansin;

g(ey,e3) = gleg,e;) = gley,e3) =0



48

g(er,e;) = g(ez,e) = gles,ez) =1

n, herhangi bir Zey(M) igin n(Z) = g(Z, e3) denklemiyle tanimlanan 1-form olsun. (1,

1) tensor alan1 ¢ agagidaki esitliklerle tanimlansin,
¢(e1) = —ez, Pp(ex) =eq, ¢p(e3) =0
¢ ve g’nin lineerligini kullanirsak tiim Z, Wey (M) i¢in asagidaki esitlikler vardir:
nles) =1,
$*Z =—-Z+n(2)e;
9(pZ,¢W) = g(Z, W) = n(Z)n(W)

Bu nedenle e; = ¢ i¢in (¢, &, 7, g) yapist M lizerinde hemen hemen kontakt metrik bir

yap1 tanimlar. Simdi dogrudan hesapla asagidaki esitlikler bulunur:
[er,e2] =0, [ez,e3] = —ey, [eg,e3] = —¢4
Koszul formiiliine gére metrik g’ nin Riemann konneksiyonu V :
29(Y,Z) = Xg(Y,Z) + Y4(Z,X) — Zg(X,Y)
—gX Y, ZD) — gV, [X, 2D + g(Z,[X,Y]) 3.7.(1)
Yukaridaki bagintiy1 kullanarak asagidaki esitlikler yazilir:
29(Ver €3, €1) = 29(-€1, €1)
20(Ve1 €3, €2) = 0 = 29(-€1, €2)
20(Ves, €3, €3) = 0 = 2g(-€1, €3)
Bunun sonucunda, Ve €3-- €1 dir. Benzer sekilde , Vez€3--€2 Ve Vez€3-0
3.7.(1) den asagidaki bagintilar da elde edilir:
Vere,=0 Verei=e3
Ve,eo=e3  Ve,e1=0

Ves; e =0 Ves;e1 =0
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Bunlar kullanirsak;

(Ve,D)ey =V, Pey — OV, e; = =V, e, — Pe; = =V, e, =0 3.7.(2)
Benzer sekilde;

(Ve,D)e, = e3 3.7.(3)
(Ve,B)ez = —e; 3.7.(4)

3.7.(2), 3.7.(3) ve 3.7.(4) den manifoldun X =e; , =0, =-1ve e; = £ igin

("x@)Y = a(g(X,Y)$ = n(¥)X) + B(gpX,Y)§ —n(¥Y)@X)

kosulunu sagladigi goriiliir. Benzer sekilde X = e, , X=e; ,a =0, B = -1 ve e3 = ¢ igin de
manifoldun yukaridaki kosulu sagladigi goriiliir. Bunun sonucunda manifoldun (0, -1) tipinde
trans-Sasakian manifold oldugu anlasilir. Yukaridaki sonuglar yardimiyla asagidaki esitlikler de

saglanir:
R(e1, e2)e3=0  R(ez, e3)ez=-e2  R(ey, e3)es=-€1
R(e1, e2)e2 =-e1  R(ez, e3)e2=ez  R(ei, e3)e2=0
R(e1, e2)e1=e2  R(ez e3)e1 =0 R(e1, es)er = e3

Tiim bu esitlikler ¢2(¥,R)(X,Y)Z = 0 bagintisimin saglandifii gosterir. O halde
bahse konu 3 boyutlu trans-Sasakian manifold lokal olarak ¢ — simetriktir. Ek olarak egrilik
tensoriiniin  yukaridaki ifadelerinden skaler egrilik r = -3 olarak elde edilir. Sonug olarak
a, B ve r sabitler olarak ortaya ¢iktigindan Teorem 2.11.1 e gére de manifold ¢ — simetriktir
(De ve Sakar, 2008).
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4. 3-BOYUTLU TRANS- SASAKIAN MANIFOLDLAR VE RiCCi
TENSORU

Teorem 4.1. Bir 3- boyutlu trans-Sasakian manifold i¢in Ricci operatorii asagidaki gibi

verilir;
QX = (g +EB— (o —B2)) X~ (% +EB—3(a —BNX)E

+n(X)(e(grad a) —gradp) — (XB + (eX)a)&
fspat.‘

Bir 3-boyutlu trans-Sasakian manifold i¢in 1.3.(10) ve 1.3.(13) kullanilarak asagidaki
esitlik yazilir(De ve Tripathi, 2003):

R(X,¥)&=n(Y)QX -n(X)QY - (% +E&B—2(a” —p*)(M(Y) X-n(X)Y)

—(YB+(9Y)a) X+ (XB + (X)) Y

1.3.(12) ve yukaridaki denklemden asagidaki denklem bulunur:

n(Y)(QX- (% +EB— (a” — %)) X— 20BeX + (XB)E ~ (Yo)oX — (¢ Y)ar) X

=n(X)QY - (% +EB (" =B*)Y —20BeY + (YB)E— (Ya)oY — ((9X)a) Y

Bu denklemde Y = & konularak Ricci operatorii elde edilir.

Sonu¢ 4.1. Bir 3- boyutlu trans-Sasakian manifold i¢in Ricci tensorii asagidaki gibi

verilir:
S(X,Y) = (g +EB—(a® ~B?)g(X, Y) - <g +EB—3(a —BZ))m(X)n(Y)

—(YB+(0Y)on(X) = (XB + (eX)an(Y)
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Hemen hemen kontakt metrik manifold (M, @,§ 1, g a, ) iizerinde bulunan o ve B

sayilar1 agsagidaki esitligi saglarsa,
(Vo)(X,Y) = a(g(X, Y)E—n(Y)X) +B(g(9X, Y)E —n(Y)pX) 4.(1)

bu manifold (o) tiirii bir trans-Sasakian manifold olarak adlandirilir ve (M, @,%,1, g, a, B)

seklinde gosterilir.
Burada her X,Y € x(M) i¢in (V@)(X,Y) =V, 0Y —o(V.,Y)
ve 'V, g ‘ye gore bir Levi-Civita konneksiyonudur(Blair; Obina, 1990). 3.(1) ve
9(eX, 0Y) =g(X, Y) =n(X)n(Y)
esitliginden asagidaki baginti yazilir:

V& =—-0p(X) +B(X -n(X)E), Xex(M) 4.(2)

Bir (M, g) Riemann manifoldunun Ricci tensérii Ric olsun. O zaman Q, Ricci

operatorii (1,1) tipinde simetrik bir tensor uzayidir ve agagidaki esitlikle tanimlanir:
Ric(X,Y)=9g(QX,Y), X,Y ey(M)
Sonug 4.2. (M, 0, &,n, g, (x,B) bir 3-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun. O zaman
&(a) = —2ap
Ispat:
3.(2) ‘yi kullanarak asagidaki baginti1 elde edilir:
dn(X,Y) =-20g9(p X,Y), X, Y €yx(M)

Bunun sonucu olarak 2-form Q(X,Y) = ag(¢X,Y) seklinde tanimlanan Q kapalidir.

1.3.(2), 1.3.(6), ve 1.3.(7) yi dQ = 0 denkleminde kullanip islemler yapilarak tim
X, Y € x(M) i¢in asagidaki esitlige ulasilir:
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{X(@)Y-Y ()X -20pnX) Y}+g(o X, Y)(Va+2aBE) =0
Yukaridaki denklemde ¢ operatérii uygulanirsa asagidaki esitlik elde edilir:
Y (o) X—X(a) Y4+ 20pn(Y) X—2apn(X) Y+ X(a)n(Y)E

=Y (XS +g(@X, Y)o(Va) =0

M iizerindeki {€,,€,,€,} seklinde lokal bir orthonormal gat igin yukaridaki denklemde

X =g, alarak ve €, ile i¢ ¢arpim yaparak asagidaki baginti elde edilir:
(20B+&(a))E=0
Bu da istenen &(a) = —2a esitligine denktir.

Sonu¢ 4.3. 3- boyutlu bir trans-Sasakian manifold (M, ,§,n,g a,) olsun. Bu

manifoldun Ricci operatorii asagidaki denklemi saglar:
Q®) = @(Va) — VB + 2(a® — B*)§ — g(VB,§)¢
Burada Va ve Vf gradyanlar1 o ve 8 diiz fonksiyonlarinin gradyanlaridir.
Ispat :
2.3.(2), 2.3.(6), ve 2.3.(7) yi kullanarak
RIXGY)E= Vi V&=V V&= Vixvi&
esitligi hesaplanir. Bazi basit islemler yapilarak asagidaki esitlik elde edilir:

R(XY)E = Y(0)o X=X(a)oY + X(B)Y —-n(Y)E) - Y(PIX -n(X)E)

+Ha® =B2)(M(Y) X=n(X)Y) + 20B(n(Y)oX —n(X)¢Y)

Yukaridaki denklemden asagidaki esitlik bulunur:

Ric(Y,£) = g(e(Va), Y) - g(VB,En(Y) +2(a” —p*)n(Y)

Bu esitlik ispatin tamamlandigini gosterir.
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4.1. n —Paralel Ricci Tensor

Tanmm 4.1.1. Bir trans —Sasakian manifoldun Ricci tensorii tim X, Y ve Z igin
(VxS)(dX, dZ) = 0 kosulunu saglarsa bu manifolda n —paralel denir.(Kon, 1976). M bir 3-
boyutlu kontakt trans-Sasakian manifold olsun. Bu manifoldun Ricci tensorii 1.3.(11) ile verilir.
1.3.(11) de X yerine ¢X , Y yerine ¢Y koyarak ve 1.3.(1) i kullanarak 3-boyutlu bir trans-
Sasakian manifold elde ederiz;

S(4X, V) = (5+8 - (o = B) ) (X, V) = n(OM(Y) 41.0)
Buradan asagidaki esitlik gosterilir:
(V29)(BX, BY) = V;S(BX, BY) — S(V,0X, BY) — S(9X, V,BY)
= V,S(0X, BY) — S((Vz0)X, BY) — S(@V,X, BY) 4.1.(2)
= =S(@X, (Vz0)Y) — S(@X, @V;Y)

1.3.(12), 1.3.(10) ve 3.1.(1) esitlerini 3.1.(2) de yerine koyarsak asagidaki esitligi elde

ederiz:
(V28)(8X, BY) = Gdr(Z) + V4 (§B) — 2ada(Z))(g(X, V) — n(X)n(¥))

+G + €8 — (a* = B2 (Vzg(X, V) = (Vzn(0))n(¥)

~n(X)(Vzn () = S(a(g(Z, X)§ = n(X)Z)
+B(g(DZ,X)¢ —n(X)DZ), 0Y) 4.1.(3)
~G+ &8 — (a? = BH)(8(V2X, Y) — n(VzX)n(¥))
—S(8X, a(g(Z,Y)E =n(V)Z) + B(g(8Z,Y)§ — n(V)BZ))
~G+$B — (a® = B)(8(X, V2Y) = n(X)n(VzY))

2.6.(7) ve 2.6.(8) i kullanarak 4.1.(3) den asagidaki esitligi elde edilir:

(VzS) (90X, 0Y) =

= (2ar(2) + V(&R — 2ada(2) + 28dB2)) (X, V) = n(XIm(¥Y)



+G +EB — (@ = B2 (Vzg(X, Y) = (Van(X))n(¥)

(X)) (Vzn (1)) + ag(Z, X)((@Y)B + (8°Y)a)

+an(0{(5+ 88 - (@ = £9) 9(2,01) - (@D + (@*V)a)(2))
+B9(8Z, X)((@Y)B + (¢Y)a)

+BIO0((5 + €6 - (@ = 69 (92 1) =@M}

—G+ B — (@ = BO)(&(VZX,Y) = n(VzX)n(Y))
+ag(Z,Y)((2X)B + (9?V)a)

+an(N{G + €8 — (a® = ) g(Z, 0X) — ((0X)B + (8°X)a)n(2)}
+B9(DZ, V)((0X)B + (9%X)a)

+BnNA(5 + 88 — (@ = ) (92,0 = n@m(0))

~G+$B — (a® = B (g (X, VzV) = n(On (V1)

Yukaridaki bagint1 agsagidaki gibi yazilabilir:

(st) (@X, @Y) =

= (% dr(Z) + V7 (&B) — 2ada(Z) + Z,Bdﬂ(Z)) (X, Y) =n(Xn(¥))

+C+ 8 — (@® = B)(Vzg (X, ) — (Y (X))n(¥) — n(X) (Vn(Y))

+an(X)g(Z, 8Y) + pn(X)(g(Z,Y) —n(Z)n(Y)) — g(VzX,Y)

+n(VzXIn(Y) + an(Y)g(Z, 0X) + Bn(Y)(g(Z, X) —n(Z)n(Xn))

—g(X,VzY) + n(X)n(VzY))
+((@Y)B + (82Y)a)(ag(Z,X) + Bg(DZ, X) — an(X)n(Z))

+((@X)B + (9°X)a)(ag(Z,Y) + fg(BL,Y) — an(Y)n(Z))
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4.1.(4)

4.1.(5)



55

Farz edelim ki « ve f sabit sayilar olsun. O zaman 3.1.(5) ve 1.3.(8) kullanarak

asagidaki bagint1 bulunur:
1
(V29)(@X, 0Y) = Zdr(Z)(g(X,Y) —n(X)n(Y) 4.1.(6)
Bunun sonucunda asagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.1.1. a ve [ sabitler olmak iizere, (a, §) tipinde 3-boyutlu konnekt trans-
Sasakian bir manifoldun, n — paralel Ricci tensoriine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul;
manifoldun skaler egriliginin sabit olmasidir. Teorem 3.1.2 ve Teorem 4.1.1den asagidaki

sonug elde edilir:

Sonu¢ 4.1 a ve [ sabitler olmak tizere, bir 3-boyutlu konnekt trans-Sasakian
manifoldun n — paralel Ricci tensoriine sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul manifoldun @ -

simetrik olmasidir. (De ve Sarkar, 2008)
4.2. Sabit Egrilikli Trans-Sasakian Manifoldlarda Ricci Tensorii

M bir 3-boyutlu kompakt konnekt trans-Sasakian manifold olsun. Bu manifold sabit

egrilikli ise o zaman bu manifoldun (0,2) tipinde Ricci tensorii asagidaki esitlikle verilir:

S(X,Y) =2x(X,Y) 4.2.(1)

Burada A bir sabittir. Y =& konulur ve 1.3.(10)’u kullamilirsa asagidaki esitlik elde

edilir:
XB + (dX)a+[2(h — o +B?) + EBM(X) =0 4.2.(2)
X = & icin bu denklem asagidaki gibi olur:
EB=-(r—a’ +p°)
Yukaridaki denklem ve 3.2.(2) sayesinde asagidaki denklem yazilir:
XB+ (dX)o+ (A —o” +BIM(X) =0 4.2.(3)

B fonksiyonunun gradyam: df harici tiireviyle dB(X) = g(gradp, X) formiiliiyle

baglantilir. Bu formiil ve 3.2.(3) i kullanilarak asagidaki denklem yazilir:
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dB(X) +g(gradas, dX) + (L — o +B*In(X) =0 4.2.(4)

Yukardaki denklemin Y ye gore kovaryant diferansiyeli almmarak asagidaki denklem

olusturulur:
(VydB)(X) +9g(V grada, §X) +g(grado., (V,$)X)
+Y(B* — o’ n(X) + (A —o® +B*)(Vym)(X) =0 4.2.(5)
Yukaridaki denklemde X ve Y yi degistirirerek asagidaki denklem elde edilir:
(VxdB)(Y) +9(Vgrada, ¢Y) + g(grada, (V,$) Y)
+X(B* —a'M(Y) + (k= +B*)(V,)(Y)=0  4.2(6)
3.2.(6) < dan 3.2.(5) ¢ i ¢ikartarak asagidaki bagint1 olusturulur:
g9(Vxgrada, ¢Y) —g(Vygrado, ¢X) + (V) Y= (V) X)a
HX(B* ~ o )n(Y) = Y(B* — o"In(X)]
(L +B° =) (V,m(Y) = (Vyn)(X)) =0 42(7)
1.3.(8) ve 1.3.(4) “ii kullanarak asagidaki esitlik elde edilir:
(Vm)(Y) = (Vyn)(X)) = o P(X, Y) = (Y, X)) =2aD(X,Y)  4.2.(8)
3.2.(8) ve 3.2.(7) yi kullanarak asagidaki esitlik bulunur:
g(Vxgrado, ¢Y) —g(Vygrado, ¢X) + (V) Y= (V) X)a
HX(B* ~ o )n(Y) = Y(B* — o"In(X)]
2L+ B> —a?)ad(X,Y) =0 4.2.(9)

{E,,E, E,}bir lokal ¢-taban olsun. Yani E, =& ve E, =¢E, bir orthonormal

catidir. 3.1.(12) de E; = X, E, =Y koyarak agagidaki esitlik bulunur:
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(Ve 0)E, = a(9(E,, E;)E —n(E,)E,) + B(9(E,. E,)E —n(E,)E,)

(Ve 9)E, =Bg(¢E;, E,)E=BE 4.2.(10)
Benzer sekilde
(Ve,9)E, =—BE 4.2.(11)
Simdi
®(E,,E,) =9(E,, ¢E,) = 9(E,, °E,) = -1 4.2.(12)

32.(9)da E, =X, E, =Y koyarak ve 3.2.(10) , 3.2.(11) ve 3.2.(12) yi kullanarak
asagidaki esitlik elde edilir:
9(Ve,grado, E,) +g(Ve, grada, E,) = 2BEo— 20 — a” +7) 4.2.(13)
1.3.(9) ‘li de kullanarak asagidaki esitlik yazilir:
g(grada, &) = —203 4.2.(14)

3.2.(14)’iin & ye gore covaryant olarak diferansiyeli alimirsa asagidaki esitlik elde edilir:
g(V.grada, &) + g(grada, V.£) = —2BEa — 20 4.2.(15)
EB = —(L —a’ +PB?) yi yerlestirerek yukaridaki denklemi yeniden yazariz:
g(V.grado, €) = —2BEa+ 20(A — a” +B7) 4.2.(16)

Yukardaki esitlikle 3.2.(13) beraber kullanilirsa Aot=0Oelde edilir ki burada A

asagidaki gibi tanimlanan Laplace operatoriidiir:

2
Aa=>g(V..grade,E;)

i=0

M kompakt oldugundan o, nin sabit oldugu sonucuna varilir. ki durum sézkonusudur:
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Durum 1 : « sifirdan farkli bir say1 olursa o zaman 1.3.(9) dan M iizerinde her yerde
B =0 olur.

Durum 2: Bu durumda o= 0 olsun. O zaman 2.4.(4) ten agagidaki esitlik elde edilir:
XB+ (A +B*)n(X) =0
yani
g(gradp, X) + (2 +B) 9(X, &) =0
Bunun sonucunda asagidaki denklem elde edilir:
gradp + (A +B*)E=0 4.2.(17)
3.2.(17) “ nin X ‘e gore kovaryant olarak diferansiyeli alinirsa asagidaki esitlik bulunur:
Vgradp + (XB*)E + (A +p*)V,E=0
1.3.(7) ¢ yi kullanarak yukaridaki esitlikten asagidaki denklem elde edilir:
Vgradp + (XB*)g + (A +B*)(—ad X+ B(X-n(X)§)) =0
Yukaridaki denklemin X ile i¢ ¢arpimim alarak asagidaki denklem bulunur:
g(Vygradp, X) = —g((Xp*)& X) — (= +B*)(g(-ad X, X)
+HBg(X—n(X)E, X)) 4.2.(18)

Yukaridaki denklemde X = Ei konulur | = 0,1,21gin i lizerinde toplam alinirsa

asagidaki denklem bulunur:

AB=-2B(EB + 1 +P°)

a.=0igin EB=—(A—a® +P?) esitligi EP = —(h + B°) sekline doniisiir. Yukaridaki
denklemde bunu kullanarak AP = Obulunur. Bundan dolay1 [ = sabit, M kompakttir. Bu

sonugclar ile asagidaki teoreme ulasilir(De, Sarkar 2008).
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Teorem 3.2.1. Eger bir 3-boyutlu kompakt konnekt trans-Sasakian manifold sabit

egrilige sahip ise 0 zaman bu manifold ya o -Sasakian ya da 3 -Kenmotsudur.

4.3. Sasakian Manifoldlarla Homotetik Olan Trans- Sasakian Manifoldlar

Bu bolimde kompakt ve konnekt 3-boyutlu trans-Sasakian manifoldlar ve onlarin

Sasakian manifoldlarla homotetik olma kosullar1 tartisilacaktir.

Teorem 4.3.1. (Okumura, 1964) ( M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M

asagidaki denklemi saglayan sabit uzunlikta bir & Killing vektor uzayini kabul ediyorsa,

K (Vi V&=V V,8) = g(Y,E)X - g(X, Y)E

M manifoldu bir Sasakian manifolda homotetiktir. Burada k sifir olmayan sabit bir sayi,

X ve Y her hangi iki vektor uzayidir.

Teorem 4.3.2. (M,o,&,n,9,a,p)bir 3-boyutlu kompakt ve konnekt trans-Sasakian

manifold olsun. Eger Ric(§, &) Ricci egriligi asagidaki esitsizligi saglarsa
0 <RIic(§,&) < 2(a + [32)
0 zaman M, bir Sasakian manifolda homotetiktir denir.
Ispat
1.3.(7) ‘yi kullanarak
on =divé = 23 4.3.(1)
hesaplanir. Ayrica dn(X,Y) = -2ag(¢X, Y) oldugundan asagidaki esitlik elde edilir:
||d1']||2 =80 4.3.(2)
1.3.(7) “yi kullanip baz1 hesaplamalar yapilirsa asagidaki esitlik bulunur:
IVE|* = 2(a? +B?) 4.3.(3)

3.3.(1) ve 3.3.(3) ‘yi integral formiiliinde kullanarak (Yano, 1970) asagidaki integral

yazilir:
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. 1
J, {Ricte 9~ Ljenf + v - ony*} =0
Teoremin hipotezini de kullanirsak asagidaki esitlik elde edilir:

Ric(&, &) = 2(? + B?) 4.3.(4)

Sonug 3.2 ‘yi kullanarak agagidaki bagintiy1 buluruz:

Ric(g, £) = —2£(B) +2(a” —B°)

Bu iki esitligi kullanarak asagidaki esitlige ulagilir:

&(B) = -2 4.3.(5)

Bu esitlikte B * nin sabit olmasi gerekir. Eger [ sabit degilse M iizerinde bir P € M igin
lokal maximum vardir. O zaman (VB)(p)=0 ve bu p noktasinda Hessian H, negatif

tanmimlidir. 3.3.(5) ‘i kullanarak asagidaki denklemleri elde edilir:

E(B)(p) =-2(B(p))* =0
H, (€, 8)(p) = EE(B)(P) = 4(B(P))’ =0

V&§=0kulland1g1mlzdan, Hessian p’de negatif tanimli oldugundan bu durum bir

celiski olusturur. Bu nedenle [ bir sabit sayidir. Bu sonug Stokes teoreminin div(§) = 2B ya

uygulanmasiyla beraber 3 = 0 oldugu ispatlanir.

B =0oldugundan Sonug 3.1 e gore &(a) =0 bulunur. o sabit olmalidir. Eger o
sabit degil ise, o diizgiin fonksiyonu bir P € M i¢in kompakt M iizerinde bir lokal maximuma

ulagir. Bu noktada Hessian H_ negatif tanimhidir. Fakat & birim vektdr uzayi igin

H_(& &) =0 dir. Bu da p noktasinda negatif tanimli olmas1 demektir ki bu da geliski olusturur.

Bunun sonucunda 1.3.(7) ‘ yi kullanarak asagidaki esitligi hesaplariz:

o * (Vi V&= Vi YE) = 9(Y, E)X —g(X, Y)E
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Bu da Teorem 3.3.1 “ e goére M nin bir Sasakian manifolda homotetik oldugunu ispatlar.
Bu teorem (2n + 1)- boyutlu Sasakian manifold (M, ¢, &, M, Q) ’in Ricci operatorii Q(&) = 2n&

esitligini saglar sonucunu ortaya koyar.

Sonu¢ 4.3.1. 3-boyutlu kompakt ve konnekt trans —Sasakian manifold

(M, 9,&,m,0,0,B) olsun. Eger & vektor uzayt Q(E) = 2a°€ #0 bagmtisim saglarsa o zaman

manifold M bir Sasakian manifolda homotetiktir.

Teorem 4.3.3. (M, 0,&,n, 0, a,p) bir 3-boyutlu kompakt ve konnekt trans-Sasakian
manifold olsun. M’ nin bir Sasakian manifolda homotetik olmasi i¢in gerek yeter kosul &

vektor uzayimin sifirdan farkli bir A sabiti icin Q(&) = A& esitligini saglamasidir.
Ispat

Sonug 4.2 de Q(&) = A& ‘yi kullanarak asagidaki esitlik bulunur:
(Vo) = VB = (1 +E(B) —2(o" ~ B*))8 43.(6)
€ ’ye gore yukaridaki esitligin i¢ ¢carpimi alinarak asagidaki esitlik bulunur:
E(B) =—+ (" =P 4.3.(7)
Bu esitlik 4.3.(6) da yerine konularak asagidaki esitlik bulunur:
#(Va) - VB = (5 - (o - B))g 430

¢’ yi yukaridaki denkleme uygulayarak asagidaki esitlik bulunur:
Va =-2aB&—o(VP) 4.3.(9)

Eger A trans-Sasakian manifold M iizerinde simetrik operator ise A’ y1 diagonolize

eden bir lokal orthonormal ¢at1 vardir ve asagidaki toplam sifir olur:
> 9(¢(Ae,),e) =0 4.3.(10)

X € x (M) i¢in asagidaki esitlik hesaplanir:
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Vi (0(VB) +2aB8) = (Vx9)(VB) + 9(AgX) + 2X(af)E + 20V &

Burada AgX=V,V, bir simetrik operator ve Ag:yx(M)—x(M). Yukaridaki

denklemin X ‘e gore i¢ ¢arpimini alarak ve 1.3.(6) ve 1.3.(7) ‘yi kullanarak asagidaki esitlige

ulagilir:

9(9(Vx (9(VB), X) = aX(B)n(X) — a&(B) 9(X, X)
+B9(eX, VBIn(X)
+9(p(Ay X), X) +2 X(af)n(X)
+20B°g(X, X) ~ 208 (n(X))*
43.(11) “ i ve yukaridaki denklemi kullanarak asagidaki denklem elde edilir:

div(p(VB) + 20BE) = —2a&(B) + 2&(af) +4ap’ =0 4.3.(11)

Yukaridaki denklem 3.3.(10) ‘da yerine konularak kompakt M iizerinde
Ao=div(Va) =0 bulunur ki bu da o’nm sabit oldugunu ispatlar. o sabitini 3.3.(8) de

kullanarak agagidaki denklem elde edilir:
_Vf = Y
p=0G— (=B
Bu denklemle 4.3.(7) beraberce ele alinirsa agsagidaki esitlik elde edilir:

Ap=-205(9) - (5 (a” ~p*)dive

—-2B(- 5 + (o ~B) - 2B~ (a” ) =0

Burada divE = 2f oldugu kullanildi. B *nin sabit olmasi, Stokes teoremi ve divE = 2[3

olmasi sonucunda 3 = 0 oldugu ispatlanir. Eger o.=0ise 3.3.(6) dan A =0 olmasin1 gerektirir

ki bu bir ¢eligski olusturur. Sonu¢ olarak o sifirdan farkli bir sabittir ve 3.3.(1) denklemini

saglar:



63

o (Vi V€=V YE) =0(X,Y)E

Bu sonu¢ M manifoldunun bir Sasakian manifolda homotetik oldugunu ispatlar. Bu

sonucun tersinin de dogru oldugu agiktir.
4.4. Trans-Sasakian Manifoldlarda Ricci Soliton

Bir Ricci soliton Einstein metriginin genellestirilmesidir. (M, g) gibi bir Riemann

manifoldunda £, Lie tiirevi ; S Ricci tensorii ; V, M iizerinde bir vektor uzayi ve A bir sabit

olmak iizere
fig +25+2ig=0 4.4.(1)
esitligi saglaniyorsa g © ye Ricci soliton denir(Hamilton, 1988).

Sabit A sayisinin pozitif, sifir veya negatif olmasina gore Ricci soliton sirasiyla daralan,
istikrarli ve genisleyen olarak adlandirilir. Eger V vektdr uzay1 bir f potansiyel fonksiyonunun

gradyani ise g, gradyan Ricci soliton olarak adlandirilir ve 4.4.(1) denklemi
VVf=S+\g

formuna girer.

Kompakt manifold ilizerinde bir Ricci soliton 2 boyutta ve 3 boyutta sabit egrilige
sahiptir(Chave ; Valent, 1996).

4.4.(1) denklemini saglayan metrikler fizikte sik¢a kullanilir ve quasi-Einstein olarak
ta adlandirilirlar. Teorik fizikte 4.4.(1) denklemi Sicim teorisi ile iliskilendirilir. Kompakt
Ricci solitonlar Ricci akisi iizerinde belirli noktalardir ve kompakt manifoldlar iizerinde Ricci
akist i¢in patlama limitleri olarak ta ortaya cikarlar. Bu konu, diger matematik alanlartyla ve
mekanik, optik, dinamik sistemler uzayi, termodinamik ve kontrol teorisi gibi uygulamali

alanlardaki uygulamalarla baglantilidir.

V, noktasal olarak & ile dogrudas olsun. Yani b, 3-boyutlu trans-Sasakian manifold

lizerinde bir fonksiyon olmak iizere V = b olsun. O zaman;
(£vg + 25 + 2.g)(X,Y) = 0

olur ve bu denklem asagidaki denklemi gerektirir:



64

g(V,bE, Y) +g(V, bE X) +25(X, Y) +24g(X,Y) =0  veya,
bg(V, & )+ (Xb)n(Y) +bg(V,& X) +25(X, Y) +2Ag(X, Y) =0

3.(2)’ yi kullanarak asagidaki denklem elde edilir:

bg(-adpX +B(X -n(X)), Y) +(Xbn(Y) +bg(-adY +B(Y —n(Y)E), X) + (Yb)n(X)
+2S(X,Y)+209(X,Y)=0

Bu denklem asagidaki gibi yazilir:

2bBg(X,Y) —2bAn(X)n(Y) + (Yb)n(X) +2S(X,Y) +2A9(X,Y) =0 4.4.(2)

Yukaridaki denklemde Y igin & yerlestirilerek asagidaki denklem elde edilir:

Xb + (Eb)n(X) +2(2(a” —B*)M(X)) +2An(X) =0 4.4.(3)

Bu sefer de 4.(3) te X igin & yerlestirilerck &b =—2(a” —B?) — A elde edilir. Bu deger

4.(3) te yerine konularak asagidaki denklem olusturulur:
db =—{1+2(c” ~B*)In 4.4.(4)
Yukaridaki denklemde d° yi uygulayarak {A + 2(a> —p*)}dn =0 bulunur.

dn #0oldugundan A+ 2(a® —B°) =0olmak zorundadir. Bu esitlik 3.3.4) ¢ e

konulursa b’ nin sabit oldmas1 gerektigi ortaya cikar. 4.(2) ° den dolay1 asagidaki esitlik

saglanir:
S(X,Y) =—=(A+bB)g(X,Y) +bpn(X)n(Y)

Bu sonug¢ [’ min sabit olmasi durumunda M’ nin sabit skaler egrilikli oldugunu

gosterir. Bu sonug asagidaki teorem ile ifade edilir. Bu ¢aligmanin ana konusu tegkil ettiginden

4.boliimde ayrintili olarak bahsedilecektir.

Teorem 4.4.1. Eger bir 3-boyutlu trans-Sasakian manifold i¢indeki g metrigi bir Ricci
soliton ve V, & ile dogrudas ise V, &’ nin bir sabit katidir ve B = sabit oldugu siirece g sabit

skaler egriliklidir( Turan; De; Yildiz, 2012).
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Konformal Ricci Flow ve Konformal Ricci Soliton

A.E. Fischer 2003-2004 yillarinda konformal Ricci (Flow) akis kavramini gelistirdi
Konformal Ricci akisi klasik Ricci flow denkleminin bir varyasyonudur. Ve denklemin birim
hacim kisitlamasini skaler egrilik kisitlamasiyla degistirir. M'nin diizgiin, kapali, konnekt
yonelimli n-manifoldu olarak kabul edildigi M iizerinde konformal Ricci flow, asagidaki

denklem ile tanimlanir:

g—?+ 2(S+%) =—-pg ve r(g)=-1

Burada p zamana bagli skaler uzaydir, r(g) manifoldun skaler egriligidir ve n,

manifoldun boyutudur(Fischer, 2004).

Konformal Ricci soliton denklemi A bir sabit olmak iizere asagidaki gibi
tanimlanir(Basu; Bhattacharyya, 2015):
2
£,0+2S=[2L—-(p+ H)]g 4.4.(5)
Bu denklem Ricci soliton denkleminin genellestirilmesidir ve konformal Ricci flow
denklemini de saglar.
Hemen Hemen Ricci Soliton

Hemen hemen Ricci soliton kavrami ilk kez kez S.Pigola, M. Rigola, M. Rimoldi, ve
A.G. Setti tarafindan tanitildi (Pigola; Rigoli; Rimoldi; Setti, 2010). R.Sharma hemen hemen

Ricci soliton tizerinde 6nemli ¢alismalar yapan diger bir bilim insanidir(Sharma, 2104).

Eger X gibi bir tam vektor uzayr ve A:M" —[] seklinde bir diizgiin soliton

fonksiyonu asagidaki denklemi saglayacak sekilde mevcut ise ;
1
Rij +§(Xij + in) = }“gij

( M", g ) Riemann manifoldu bir hemen hemen Ricci solitondur. Burada R Ricci

tensorii ve Xij + X ji toplamu Lie tiirevi £,9 yi lokal koordinatlarda temsil eder.
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A nimn negatif, sifir veya pozitif olmasina bagl olarak hemen hemen Ricci soliton
sirastyla genisleyen, istikrarli veya daralan olarak adlandirilir( Barros; Batista; Ribeiro Jr,

2014). Hemen hemen Ricci soliton asagidaki denklemle tanimlanir:
2
Exg+2S=[21—(p+)lg

Burada A : M" —[J bir diizgiin fonksiyondur.

Gradyant Ricci Soliton (Cao, 2007)

Bir Riemann manifoldu (M",g;) lizerinde bir gradyant Ricci solitonu M {izerinde
herhangi bir p sabiti ve f diizgiin fonksiyonu i¢in asagidaki denklemle tanimlanir:

S+VVf =pg

Burada f, Ricci solitonun potansiyel fonksiyonu veV, M iizerinde Levi-Civita

konneksiyonudur. Ozel olarak daralan gradyant Ricci soliton asagidaki denklemi saglar:
1
S+VVvf-—g=0
21

Burada t=T —t ve T solitonun maximal zamanidir.

Konformal Gradyant Daralan Ricci Soliton

Eger bir Konformal Ricci solitonun vektor alani bir f fonsiyonunun gradyanti ise o

zaman bu soliton Konformal Gradyant Daralan Ricci Soliton olarak adlandirilir (Bhattacharyya;

Basu, 2015). Konformal gradyant daralan Ricci soliton i¢in denklem asagidaki gibidir:

S+vvE= (L -2_p)g
2t n

Burada t=T —t, T solitonun maximal zamani ve f, Ricci potansiyel fonksiyondur.

Ricci Soliton Uzerine Baz1 Sonuglar (Dutta; Basu; Bhattacharyya, 2016)
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M gibi bir Riemann manifoldu iizerinde, vektdr uzay:r V olan konformal Ricci soliton

denklemi:
2
£,0+2S5=[2A—(p+ H)]g

Vektor uzayr V, noktasal olarak & ile dogrudas olsun. Yani bir 3-boyutlu trans-

Sasakian manifold tizerinde 7y bir fonksiyon olmak tizere V = y& dir.
2
(Evg+25—-[2h—(p+ g)]g)(X, Y)=0
Denklemde V = Y& yazilirsa:
2
(£y§g)(x’ Y) + ZS(X’ Y) - [2)\‘ ay (p + 5)]9()(, Y) =0

elde edilir. Lie tiirevi ve Levi-Civita konneksiyon 6zelligini uygulayarak;

YOV, Y) + (XA )+ (Y 1) 9(E X) +79(V, & X) + 25(X, Y)
—[2%—(p+§)]g(x,v) ~0

bulunur. 2.3.(3) ve 2.7.(3) yi kullanilarak ;

2Bvg(X, Y) +2yBn(X)n(Y) + (Xy)n(Y) + (Yy)n(X)

+2S(X,Y)—[2A —(p+ %)]g(X, Y)=0 4.4.(6)
Yine burada Y yerine & yazilirsa, 1.3.(10) ‘da o0 V€ [ sabit alinirsa;

Xy + (Ern(X) +2[2(a” ~B*)n(X)] - [2A — (p+ %)]n(x) =0 4.4.(7)

elde edilir. Bu denklemde X yerine & yazlirsa;

av=§[2x—(p+§)]—2(a2—52)=o
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olur. Bu denklem 3.4.(7)’ de yerine yazilirsa;

Xy + (5120 (p+ 2)]-2(a" - B)n(X)+2(2(a” - F)n0X)

[21- (p+ S)N(X) =0
elde edilir. Bu denklem asagidaki denklemi gerektirir:
Xy = (2%~ (p+ 2I(X) - 200t - FnX)
Yukaridaki denkleme dis diferansiyel uygulanarak ve A sabit alinarak ;
“[20-(p+ D)1~ 2(a" -p) =0

denklemi elde edilir. Son iki denklemden Xy =0 bulunur ki bu da y nin sabit oldugunu

gdsterir. Bunun sonucu olarak 3.4.(6) dan :
2B9(X, V)~ 21B10ON(Y) + 250X, Y) - 24~ (p+ 2)]g(X. ) =0
olur. Bu denklem,
S(X, ) = 2120~ (p+ 150X, Y) - Brg(X, V) + 7Bn(X)n(Y)

seklinde yazilabilir. { & } ortonormal taban olmak tizere, X =Y = e yazilarak i’ ye gore toplam

almarak ;
3 2
r=-[2r-(p+)]1-3Py+vB
2 3
esitligi bulunur. Bu denklemde konformal Ricci soliton i¢in r = -1 alinirsa
1 2
A=—p+—
LA

olarak bulunur. Bu sonug asagidaki teoremle ifade edilir.
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Teorem 4.4.2. (Dutta; Basu; Bhattacharyya, 2016) Konformal Ricci solitonu kabul

eden bir 3-boyutlu trans-Sasakian manifold i¢in eger V, noktasal olarak & ile dogrudas ise o

zaman V, & nin bir sabit katidir. Buna ek olarak o ve B sabit olmasi durumunda

1 2
A=—p+—
S P 3Bv

degerini alir.

Hemen hemen konformal Ricci soliton i¢in Anmn diizgiin fonksiyon oldugu

diisiiniilerek
1 2 2 2
Xy = E[ZK -(p+ 5)]110() —2(a” =B )n(X) 4.4.(8)
ifadesine digsal tiirev alarak
1 2 2 2
Epk—(p+§ﬂ—2«x—ﬁ):0 4.4.(9)

ve dA =0 elde edilir.

Bu nedenle A sabit bir fonksiyondur ve 3.4.(8) ile 3.4.(9) dan 7y sabittir(Dutta; Basu;
Bhattacharyya, 2016).

Teorem 4.4.4. Eger bir 3-boyutlu trans-Sasakian manifold hemen hemen konformal

Ricci solitonu kabul ederse ve eger V, noktasal olarak & ile dogrudas ise o zaman V, & nin bir

sabit kat1 ve Abir sabit fonksiyondur. Yani hemen hemen konformal Ricci soliton bir

konformal Ricci soliton olur.

Konformal Ricci soliton denklemi kullanilarak;
(E.9)(X,Y) =2B[g(X,Y) -n(X)n(Y)]

elde edilir. 1.3.(11) , 3.4.(5) ile yukaridaki denklemi kullanarak;
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2B[9(X, Y) - n(X)n(Y)]+ 2[(% —(a? =B g(X,Y) - (g —3(a? —B2)nX)n(Y)]

2
1@ =(p+2)19(X.¥) =0
elde edilir. Konformal Ricci soliton i¢in r = -1 oldugundan;

(26 +2(5 - (o - ) - (20~ (p+ %»]g(x, v)

[2p + 2[(‘71 ~3(a? ~ B2)IOYN(Y)] =0

olur. Bu denklemde X =Y = & yazlirsa;
2B+2(5 (o ~B%) - (2~ (p+ ) -2

-1
—2(—2 —3(a*-p*) =0
olur. Bu denklemden de;

=214 -p)+(p+2)]

elde edilir. o #B° oldugundan asagidaki sonuglar elde edilir:

1.0 > B ise (o.—B)(c+B)>O0olur ki bu oonin B dan biiyiik olmasini gerektirir. O

zaman A > Qolur ve konformal Ricci soliton daralandir.
2 _ @2 2 2 2y .
2.0° <P ve (p+§) >4(a” —p%)ise (a—P)(a+P) <Oolur ki bu anm -p dan
kiigiik olmasini gerektirir. O zaman A > Qolur ve konformal Ricci soliton daralandir.
2 _ @2 2 2 a2y .
3.0° <P ve (p+§) <4(a”—PB°) ise (a—P)(a+P)<O0olur ki bu onin -B dan

kiigiik olmasini gerektirir. O zaman A < Qolur ve konformal Ricci soliton genisleyendir.
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Teorem 4.4.5. (g,&,A\)ile gosterilen bir konformal Ricci solitonu kabul eden bir 3-

boyutlu trans-Sasakian manifold asagidaki bagintilar1 saglar:

1. a > Bi¢in konformal Ricci soliton daralandir.

2
2.a<—PB ve (p+ g) > 4(a” —PB?) igin konformal Ricci soliton daralandir.

2
.a<—P ve (p+ g) < 4(a® —B?) igin konformal Ricci soliton genisleyendir.
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5. UC BOYUTLU TRANS- SASAKIAN MANIFOLDLARDA RiCCi
SOLITONLAR VE GRADIENT RiCCI SOLITONLAR

5.1. On Bilgiler

Bir Ricci soliton, Einstein metriginin genellemesidir. Riemannian manifoldunda (M,Qg)

asagidaki esitlik saglanirsa g bir Ricci Solitondur.
£0+25+24g=0 5.1.(2)

Burada £ Lie tiirevidir, S bir Ricci tensordiir, V ise M tizerinde tam vektor alanidir ve A
sabittir. 5.(.1) i saglayan metrikler ilgingtir ve fizikte oldukga faydalidir ve bunlara genellikle

s6zde — Einstein denir. Kompakt Ricci solitonlar, metrikler alanindan kendi oransal modiil
difeomorfizmleri ve seviyelerine yansitilan Ricci akig % g = -2S’in sabit noktalaridir. Teorik

bilimciler de bu zorlu teori ile baglantili olarak Ricci soliton denklemini arastirmaktadir. Bu

yondeki ilk katki, teorinin baz1 yonlerini tartisan Fridean’dan kaynaklanmaktadir.

Ricci solitonun, A degerinin negatif, sifir ve pozitif olusuna gore sirayla daralan,
istikrarli ve genisleyen oldugu sOylenmektedir. Vektor alam1 V potansiyel fonksiyon —f nin

gradienti ise, bu durumda g’ye gradient Ricci soliton ad1 verilir ve 5.1.(1) denklemi
VVf=S+1g

formunu alir. Kompakt manifold tizerindeki Ricci solitonun 2. Boyutta ve ayni zamanda 3.
Boyutta sabit bir egriligi vardir (Hacisalihoglu, 1993). Diger yandan metrik geometrinin
kokleri, diferansiyel denklem sistemlerini ¢alismak i¢in bir geometrik ara¢ olarak metrik
doniisiimii tanitan 1872 Sophus Lie’da oldugu gibi diferansiyel denklemlerde yer almaktadir.
Bu konunun soyut matematik, mekanik, optik, dinamik sistem faz araligi, termodinamik ve
kontrol teorisi gibi uygulamali alanlardaki temel uygulamalarin diger alanlar1 ile manifold

baglantilar1 vardir.

Trans — Sasakian manifoldlari, Chinae ve Gonzales tarafindan tanitilan hemen hemen
degme metrik yapilarin siniflandirilmasindan ortaya ¢ikar ve hem Sasakian hem de Kenmotsu
manifoldlarinin  dogal genellemesi olarak goriilir. Yine hemen hemen Hermitian
manifoldlarinin Gray-Hervella siniflandirmasinda, yerel olarak uyumlu Kaehler manifoldlart ile

yakindan baglantili Hermitian manifoldlarmin bir sinifi ortaya ¢ikar (Yano ve Kon, 1983).
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Manifoldun iizerindeki hemen hemen degme metrik yapr eger W4 sinifina ait ise bir
trans-Sasakian yapidir. M x R ¢arpim manifoldu Cs @ Cs simifi (o, B) tipin trans — Sasakian
yapilarinin sinifi ile eslesir. Trans — sasakian’in iki alt sinifi C5 ve C6 nin lokal yapisi tamamen
karakterize edilir. Baz1 curvature kimlikleri ve C5, C6 i¢in kesit egrilikleri ve trans-sasakian
manifoldlar elde edilir. (Pokhariyal, 1982b). (0,0), (0,8) ve (a.,0) tip trans- Sasakian yapilarinin
cosymplectic, B-Kenmotsu (8) ve a-Sasakian oldugu bilinmektedir (Pokhariyal, 1982a).

n > 5 boyutunda trans-Sasakian manifoldlarinin lokal yapisi tamamen J.C.Marrero
tarafindan karakterize edilmistir. n > 5 trans — Sasakin manifoldunun cosymplectic ya da p-
Kenmotsu ya da o-Sasakian oldugunu kanitlamistir( Marrero, 1992). Sharma K- degme
manifoldlarindaki Ricci solitonlarina ¢alismaya baslamistir. K— degme manifoldlarinda vekt6r
alan1 & yapisi1 Killingdir, yani £:9 = 0 dir ve bu, bir trans — Sasakian manifoldunda genel degildir
(Sharma, 1990). Bu sartlardan yola ¢ikarak {i¢ boyutlu trans — Sasakian manifoldlarinda Ricci
solitonlar ve gradient Ricci solitonlar1 ¢alisilmistir. Calisgma boyunca o, = sabit olarak

almmustir.

Bu ¢alisma su sekilde organize edilmistir: B6liim 1°de, dncelikli bilgilerin ardindan o, 8
= sabit ile 3 boyutlu trans — Sasakian manifolduna bir 6rnek verilmistir. Bolim 3.4 de Ricci
solitonlar1 3 boyutlu trans — Sasakian manifoldunda c¢alisilmis ve V vektor uzayinin & vektor
alanindaki Reeb vektorii ile dogrudas olmasi halinde V, &’ nin sabit ¢arpani oldugunu ve
manifoldun da sabit skaler egrilikli oldugu ispatlanmistir. Ayn1 zamanda g bir Ricci soliton ise
ve V= £ise, bu durumda Ricci soliton daralmadir. Skaler egrilikli 3- boyutlu trans-
Sasakian manifold Ricci solitonu kabul ederse, bu durumda manifold ya Einstein manifoldu ya

da B-Kenmotsu manifolddur.
5.2. 3-Boyutlu Trans- Sasakian Manifold

M, hemen hemen degme bir metrik yapisi olan (4,& 7, g) hemen hemen degme bir
metrik manifold olsun, yani ¢ bir (1,1)- tensor alani, & bir vektor alani, 7 bir 1-form ve g ise

Riemannian metrik olsun, soyle ki;
') =-X+n(X) &, m&=1, ¢5=0, n9p=0, 5.2.(1)

9(#X,4Y) = g(X,Y) - n(X)n(Y), 52.(2)
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Manifoldun ¢ temel 2 formu, her X,Y € TM i¢in #(X,Y) = g(X, 4Y) 5.2.(4)

olarak tanimlanir. M manifoldu tizerindeki (¢4,&, 7, g) hemen hemen degme metrik yapist (M x

R, J, G) eger W4 sinifina aitse trans — Sasakian yapi olarak adlandirilir, burada J,

I(X, fdidt) = (#X - & n(X)d/de)

ile tanimlanan M x R {izerinde hemen hemen kompleks bir yapiya sahiptir. M {izerindeki tiim X
vektor alanlart ve M x R fizerindeki f diizglin fonksiyonlar ve G, M x R iizerindeki ¢arpim

metrigidir. M iizerindeki diizgiin fonksiyonlar a ve B i¢in;

(VY = a(9(X,Y)& - 7(Y)X) + BQ(#X,Y)& - 1(Y) #X), 5.2.(5)

Burada trans Sasakian yapisi (a,f3)- tipindedir. 4.2.(5) formiilden

Vié= - agX + B(X - n(X)%), 5.2.(6)
(Vxm)Y = -ag(¢X, Y) + Sa(4X, 4Y). 5.2.(7)
yazilabilir.

3 boyutlu trans Sasakian manifoldunun somut bir 6rnegi M. Turan ve arkadaslarinin
caligmalarinda yapilandirilmistir (Turan ve ark. 2012). Bagewadi ve Ingalahalli Ricci tensor ve
3 boyutlu trans-Sasakian manifoldlar i¢in egrilik tensér iizerinde ¢alismis ve bunlarin agik

formiillerini vermistir (Bagewadi ve Ingalahalli, 2013).
3 boyutlu trans Sasakian manifoldu i¢in;
20 + Ea =0, 5.2.(8)
S(X,9 = (2 - B) - ZB)n(X) - XB- (PX)ex 5.2.(9)
S(X.Y) =(5+EB-(-FNIXY) = & +B-3(P-F) n(X) 1Y) -Y f+(¢Y) @) 1(X)
— (XB+(¢X)o)n(Y) 5.2.(10)

Ve
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RIX\Y)Z =(5+2£B-2(-F))9(Y.2)X ~ 9(X,2)Y) — 9(Y.D(5 +&B-3(Z-P)n(X)&
-n(X)(¢grada - gradp) + (X5 + (X))l + 9(X.D)( 5 +&B-3(Z-A)n(Y)é
-n(Y)(dgrad - gradp) + (YS + (¢Y) )] — [(2B+(d2) a) n(Y) + (YB+(#Y) ) n(2)

+(5 +&B-3(Z-) ) n2)IX + [ZA+(Z) ) n(X)+ (XB+(#X) ) 1(Z)

+(5 +&B-3(2-A) n(X)n(2)1Y 5.2.(11)

olur. Burada S, (0,2) tipinde bir Ricci tensorii; R, (1,3) tipinde egrilik tensorii ve t, M

manifoldunun skaler egriligidir. o, § = sabit i¢in yukaridaki denklemler sdyle diizenlenir:

S(X.Y) =(5 ~(?-F))IXY) = & -3(Z-F) n(X) (Y), 5.2.(12)
S(X,8) = (< - F)n(X), 5.2.(13)
R(X,Y)&= (&2 - B)(m(V)X - n(X)Y), 5.2.(14)
QX = C () X - 3PN nX)é 5.2.(15)

Bu denklemlerden anlasilmaktadir ki, o, B sabit ise manifold ya o - Sasakian ya da -

Kenmotsu ya da cosymplectictir.

Onerme 5.2.1. o, B sabit olan 3 boyutlu bir trans- Sasakian manifoldu ya a- Sasakian

ya da - Kenmotsu ya da cosymplectictir.

a-Sasakian manifoldlarinin quasi Sasakian oldugu bilinmektedir. Bunlar A > 0 ile C ()

manifoldu 6rnekleri verilmektedir.
B- Kenmotsu manifoldu bir C (-32)- manifoldudur.

Cosymplectic manifoldlar, zamana bagli mekanik sistemler i¢in dogal bir ortam
olusturur ¢linkii bunlar Kaehler manifoldunun ve gercek dogru ya da ¢ember lokal ¢arpimlaridir

(Kobayashi ve Nomizu, 1963).
O"rnegin,

3 boyutlu trans- Sasakian manifold la ilgili olarak,
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a, B = sabit olarak 3 boyutlu trans- Sasakian manifolduna bir 6rnek veriyoruz.

3 boyutlu manifold M = {(x,y,z) € R3, z = 0)} olsun, burada (x,y,z), R*te bulunan

standart koordinatlardir. Vektor alanlari

0 g=z2, e=22
ax' 2T %%y BT %%

€1=2
M’nin her noktasinda lineer bagimsizdir. g, Riemannian metrigi;
g(e1 e3) = g(ez,€3) = g(er e2) =0,
g(e1 e1) =g(eze2) = g(eses) =1

olsun.

Burada 7, her Z € y(M) i¢in n (Z) = g(Z, e3) olarak tanimlanan 1- formdur. ¢ ise ¢(

e1) =-e,

o( e) =e1, o(es) =0 ile tammlanan (1,1) tensér alanidir. Bu durumda ¢ ve ¢

lineerligini kullanarak her Z € y(M) igin sunu elde ederiz:
n(es) =1, #Z=-Z+ n2)es,
9(4Z, §W) = 9(Z,W) - n(Z) n(W)

Bu nedenle es =¢& (4& n, g9), M flizerindeki hemen hemen degme metrik yapiyi

tanimlar. Simdi direkt hesaplamalar ile ;
[e1€2] =0[eze3] =-e2[e1e3] =-€1
elde edilir. g metrik tensoriin V Riemannian konneksiyonu Koszul formiilii ile;
29(VxY,2) = Xg(¥.2)+ Yg(Z.X) — Zg(X,Y) = 9(X,[Y.Z]) — 9(¥.[X.Z]) + 9(Z.[X,Y])
5.2.(16)
verilir.
Burada 4.2.(16) kullanilarak;

20(Veies, €1) = 29( - €4, €1),



77

20(Vei€s, €2) = 0 =2¢g( - €1, €2),
29(Vei€s, €3) =0 =29( - ey, €3),
elde edilir.

Bu nedenle Veies = - e1 benzer sekilde Veses = - €2 ve Veses = 0 olur. 4.2.(14) denklemi

ayn1 zamanda,

Veie2 =0, Veie1 = €3
Ve = €3, Vee1 =0,
Vesze2 =0, Vese1=0

sonucunu Verir.
(Veib)er = Veider- ¢Veie1= - Veier- ¢ 3= - Verez =0 5.2.(17)
= 0(g(ex, €1) e3- n(e)es) — 1(g(4 e1,e1) €3 - 7(e1) P€1)
(Veid)ez = Veider- ¢Vei€2= - Verer— 0 = e 5.2.(18)
= 0(9(eu, €2) e3- n(e2)er) — 1(g(g er.e2) €3 - n7(e2) den)
(Veidp)es= Veides- ¢Veies=0 +ge1=-e;
= 0(9(ex, €3) e3- n(es)er) — 1(g(4 ex.e3) €3 - n7(es) den) 5.2.(19)

4.2.(17), 4.2.(18) ve 4.2.(19) denklemlerinde X = e;, « = 0, f# = -1 ve e3 = £ i¢in
manifoldun 4.2.(5)’ i karsiladigin1 gordiik. Benzer sekilde X = e, ve X = ez igin manifoldun a =
0, f=-1vees= ¢ilede (2) yi sagladigr goriiliir. Bu nedenle manifold (0,1) tipte bir trans-
Sasakian manifoldudur.

5.3. Ricci Soliton

M, g metrigi ile 3 boyutlu bir trans- Sasakian manifold olsun.. Bir Ricci soliton,

Einstein metriginin genellemesidir ve Riemannian manifoldunda (M, g) s6yle tanimlanir:

£vg+2S+20g =0
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Simdi V , & ile lineer bagimli olsun, yani V = b¢&,. Burada b, 3 boyutlu bir trans-

Sasakian manifoldu iizerinde fonksiyondur.
(Evg+2S+229)(X,Y)=0
sunu gosterir:
9(Vxbs, Y) + g(Vvbg, X) + 25(X, Y) +209)(X, Y) = 0,
ya da
bg((Vx<&, Y) + (Xb)7(Y) + bg(Vvé X) + (Yb)n(X) + 2S(X, Y) +2rg(X, Y) =0
3.2.(6)’y1 kullanarak sunlar1 elde ederiz:

bg(-agX+B(X-n(X)SY)+(Xb)g(Y)+bg(-agY+A(Y-7(Y)E),X)+(Yb) n(X)+25(X,Y)
+209)(X,Y)=0

Bunun sonucunda;

2bBg(X,Y) — 2bBn(X)n(Y)+ (Xb)7(Y)+ (YB)7(X)+ 2S(X,Y) +22g(X,Y) =0  5.3.(1)
olur.

5.3.(1)" de Y yerine ¢ yazilirsa;

Xb+(&b) n(X)+ 2(2(c?- ) n(X))+ 2An(X) = 0 5.3.(2)
olur.

5.3.(2)’de X =¢ tekrar alinirsa

&b = -2(c-ff) - 2

olur. Bu deger 5.3.(2)" de yerine yazilirsa,

Xb+(-2(c?-fF) — ) n(X)+ 2(2(c?-F)) n(X)+ 2an(X) =0 5.3.(3)
ya da

db=- {A + 2(Z-F)I 5.3.(4)

elde edilir.
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5.3.(4) i¢in d uygulanirsa,

A+ 2(c?-)¥dn=0 5.3.(5)
elde edilir. d77 # 0 oldugundan elimizdeki

L+2(-F)=0 5.3.(6)
olur.

5.3.(6) denklemi 5.3.(5)’de kullanmak b’nin sabit oldugu sonucuna gétiiriir. Bu nedenle
5.3.(3)

S(X\Y) = - (A+bP)9(XY) + bpn(X)n(Y)
olur ve bu da 3 = sabit oldugu siirece M’nin sabit skaler egrilikli oldugunu gosterir.

Teorem 5.3.1. 3 boyutlu trans- Sasakian manifoldunda metrik g bir Ricci solitondur ve
V, ¢ile lineer bagimli olsun. Bu durumda V, ¢ ‘nin sabit ¢arpanidir ve g de, p = sabit oldugu

siirece sabit skaler egriliklidir.

V = &olsun. Bu durumda denklem 4.3.(2) suna indirgenir:

£g+25+2g=0 5.3.(7)

5.1.(6)’ y1 kullanarak;

(£Q)X.Y) = 25{9(X.Y) - n(X)n(Y)} 5.3.(8)
elde edilir. Bu nedenle;

AX,Y) = (£ + 25)(X,Y) = (£9)(X,Y) + 25(X,Y) 5.3.(9)
elde edilir. 5.3.(8) ve 5.3.(9) kullamlarak;

AX.Y) = 28{g(X,Y) - 7(X)n(}+2{( 5 -(-FNIXY) = & -3(Z-F) 1(X) 7(Y)} 5.3.(10)

5.3.(9), 5.3.(6)"da yerine yazilirsa;

2(B-(-f) + 1)e(X.Y) = 2{f3 - 5 +3(Z-F) n(X)1(Y) = 0 5.3.(11)

elde edilir.



Simdi 5.3.(11)’de X =Y = £ahnirsa A = 2(5* ) elde edilir.

o?# [ oldugundan . > 0 olur ve Ricci soliton daralmadar.
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Teorem 5.3.2. 3 boyutlu trans- Sasakian manifoldu (g,£4) bir Ricci solitonu ise, bu

durumda Ricci soliton daralmadir.

5.4. Gradient Ricci Soliton

Eger V vektor uzay1 —f potansiyel fonksiyonunun gradienti ise g’ye gradient Ricci

Soliton denir ve (13) asagidaki gibi yazilir:
VVf=S+2Ag
Bu denklem;
VyDf = QY 1Y
seklinde yazilir.
Burada D, g’nin gradient operatoriidiir. 4.4.(2) den;
R(X,Y)Df = (VxQ)Y — (VvQ)X
olur. 5.2.(15)’ten
(VwQ)() = L2 (X-n(X)&)-( £ -B( 7)) (-ag (W X)+A(g(W.X)
-n(X)n(W))+n(X)Vw?)
5.4.(4)’ te W ile &yerini degistirmekle;
(V:QX) = 2 (x-7(0)9)

elde edilir. Bu durumda;

9(V: QM) - (VxQ(&. 9 =9 X2 (x-7()9), 9 =222 (g(X.£)- 7(X)) =0

5.4.(6)’y1 kullanarak,

9R(&X)D/Y =0

5.4.(1)

5.4.(2)

5.4.(3)

5.4.(4)

5.4.(5)

5.4.(6)

5.4.(7)
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elde edilir. 5.2.(14)’ten ise;

9(R(&Y)DS.Q = (-A)(Q(Y.Df) - n(Y)n(Df))

elde edilir. Yukaridaki denklemden 4.4.(7) kullanarak;

yada

(-F)(9(Y.Df) - n(Y)n(Df))=0

(-F)(9(Y.Df) - n(Y)9(Df,&)) =0

elde edilir.

gosterir.

Bu da

?# [ oldugundan Df = (&f)¢, 5.4.(8)

5.4.(2) denkleminde 5.4.(8)’i kullanarak:
S(XY) +1.g(XY) = g(VyDf, X) = g(V¥(&f) & X)
= (e)9(VvEX) + Y(&f) n(X)
= (ENY((-apY+B(Y-n(X) ). X)+Y(f) n(X) 5.4.(9)
= -aUE/)9(@Y X)+B(SHAY,X) - BES) n(Y) (X) + Y(SF) 1(X)
5.4.(9) da X= & olursa ve 5.2.(13) kullanilarak:
S(Y,& + 2n(Y) = Y(&f) = (M+2(-P)}n(Y) 5.4.(10)
5.4.(9) da X ve Y yerleri degistirilerek;

SXY) + 2 g(X.Y) =-a(Ef)g(Y.¢X)+B(ENAX.Y) - BENnX)n(Y) + X(&f)n(Y) 5.4.(11)

elde edilir.



5.4.(9) ve 5.4.(11) toplaninca:

28(XY) + 22 g(X Y) = 2()AXY) - 25(cf) n(X) i(Y) + Y(&f) m(X)+ X(f) m(Y)

ve 54.(2) yi kullanarak;
VyDf = BENY-1(Y)E) + (A+2(-F)n(Y)E)
elde edilir. 5.4.(13) kullanilarak;
R(X,Y)Df = VxVyDf - VyVxDf - VixviDf
= BXEENY - BY(EHX + BY(EN)n(X)& - BR(E) n(Y)E
++2(-F)- BEMVxmY)E (Vyn)(X)E)
+(2+2(c%-F7)- BEN(Vx(Y)- (Vy&n(X))-
5.4.(14)’te & ile i¢ garpimindan;
0=g(R(X,Y)Df,E9 = 2a( 2 +2(c-f)- B(&1)I(PY X)
elde edilir.
Bu nedenle
20(2+2(c-F)- B(&F) =0
olur.
Simdi su durumlar1 gz éniinde bulundurabiliriz:
Durum i) =0 ya da
Durum ii) 2+2(e-f)- f(&f)=0
Durum iii) a=0 and A+2(-/?)- A(&f)= 0

Durum i) =0 ise manifold p-Kenmotsu manifolduna indirgenir.

Durum i) A+2(c?-f°)- f(&f)= 0 olsun. Bu 4.4.(10)’ da kullanilirsa;
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5.4.(12)

5.4.(13)

5.4.(14)
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Y(&f) = B&f)n(Y)
olur. Bu deger 5.4.(12)’ de yerine yazilirsa;
S(XY) +1gXY) = B(E)A(X.Y)
dir. Bu denklemi ¢ikararak,

3L =36 /)

elde edilir. Bu da

olur. Eger t = sabit ise bu durumda (&f) = sabit = ¢ olur. Bu nedenle 5.4.(8)’den
Df =(&f)é=cS

elde edilir. Bu yiizden,
9(Df.X) = cn(X)

olur. Bunun anlama;
df(X) = cn(X)

dir. Burada d uygulanarak cdz = 0 elde edilir. dn # 0 oldugundan ¢ = 0 dir. Df = 0 olur. Bunun

anlamu f = sabittir. Bu nedenle 5.4.(1) denklemde
S(X,Y)= 2(c?-A)9(X.Y)
indirgenir, yani M bir Einstein manifoldudur.
Durum iii) 5.4.(10) denklemde o. = 0 ve A+2(c?-)- B(&f) = 0 alinarak
Y(&f) = B(Ef)n(Y) elde edilir.
Durum ii’deki gibi manifoldun bir Einstein manifoldu oldugu sonucuna variriz.

Teorem 5.4.6. Sabit skaler egrilikli bir 3 boyutlu trans- Sasakian manifoldu graident
Ricci solitonu kabul ederse, bu durumda o, = sabit ise manifold ya - Kenmotsu manifoldu ya

da bir Einstein manifoldudur.
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Son c¢alismalarinda De ve Sarkar 3 boyutlu bir kompakt baglantili bir trans- Sasakian
manifoldunun sabit egrilikli oldugunu kanitlamistir, bu durumda manifold, - Sasakian ya da -
Kenmotsudur. Bir 3 boyutlu sabit egrilikli Riemannian manifoldu ve Einstein manifoldu

esdegerdir.

Sonug 5.1. Sabit skaler egrilikli bir 3 boyutlu trans- Sasakian manifoldu graident Ricci
solitonu kabul ederse, bu durumda o, = sabit ise manifold ya 3- Kenmotsu manifoldu ya da bir

Einstein manifoldudur.

Bir 3 boyutlu baglh bir trans- Sasakian manifold lokal olarak ¢- simetrik olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul o ve ’nin sabit olmasi halinde skaler egriliklidir.

Sonug¢ 5.2. Lokal olarak ¢- simetrik olan 3 boyutlu bagl trans- Sasakian manifoldu
Ricci solitonu kabul ederse, bu durumda o, = sabit ise manifold ya - Kenmotsu manifoldu ya
da bir Einstein manifoldudur.
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6. SONUC VE ONERILER

Manifold teorisi modern diferensiyel geometrinin en genis ve en Onemli
basliklarindandir. Manifoldlar iizerindeki yapilar1 daha basit ve kolay anlasilabilir uzaylar
cinsinden ifade edilebilir kilarlar, bu nedenle bu kavram bilim diinyas1 i¢in olduk¢a ilging bir

calisma alani haline gelmistir.

Bu ¢alismada 3-boyutlu trans-Sasakian manifold tiirleri incelenmis, bu manifoldlarda
Ricci tensorii incelenmis, Ricei solitonun genisleyen (expanding), durgun (steady) ya da daralan
(shrinking) oldugu sonugclari elde edilmistir. Bu ¢aligmanin Ricci soliton kavraminin fizik bagsta
olmak iizere bir¢ok disiplin ve disiplinler aras1 ¢alismada kullanimi ile ilgili aragtirmalara yol

acacag diisiiniilmektedir.
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