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OZET

Entropinin Sira Istatistiklerine Uygulanmasi

Hayat KILIC

[statistik Anabilim Dali

Yuksek Lisans Tezi

Danisman: Dog. Dr. Atif EVREN

Sira istatistikleri meteorolojik, tarimsal ya da finansal verinin modellenmesinde
onemlidir. Genellikle asir1 olaylarin modellenmesinde kullanilmaktadirlar. Bir
dagilimin minimumu, birinci dérde bdéleni, medyani, li¢lincii dorde boéleni ve

maksimumu sira istatistiklerine ornek olarak verilebilirler.

Bir istatistiksel deneyin entropisi 6rneklemeye (veya gozleme) gidilmeden 6nceki
belirsizliginin dl¢iisiidiir. Oyle ki entropi ve érnekten gelen bilgi miktar: birbirleri
ile yakindan iligkili iki kavramdir. Cesitli entropi Olgiileri Esteban ve Morales
(1995) ve Pardo (2006) tarafindan 6zetlenmistir. Bunlarin arasinda Shannon,
Rényi ve Tsallis entropilerinin yakin zamandaki ¢alismalarda yaygin bir bicimde

kullanildiklarini vurgulamak gerekir.

Jaynes (2007) tarafindan gliindeme getirilen maksimum entropi ilkesi 6zellikle
onsel dagilim hakkinda az ya da hi¢bir bilgi olmadigi durumlarda Bayesci

modellemede kullanilmaktadir.

X1



Uniform, itstel ve normal dagilimlar, olasiik dagilimlar1 hakkinda bazi
varsayimlarin gecerli olmasi durumunda, maksimum entropiyi veren ilg¢
dagilimdir. Bunun yani sira sinirlandirilma agisindan bu ti¢ dagilim birbirlerinden

tamamiyla farkl 6z niteliklere sahiptirler.

Anahtar Kelimler: Sinirli dagilimlar, Sira istatistikleri, Shannon entropisi, Belirsizlik

ABSTRACT
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Entropy of Order Statistics and Application
Hayat KILIC

Department of Statistics
Master’s Thesis

Advisor: Dog. Dr. Atif EVREN

As well as being three maximum entropy distributions, uniform, exponential and
normal distributions have different properties in terms of censorization. Uniform
distribution is censored from two sides. Exponential distribution is censored from
below, whereas the normal distribution is uncensored. In this study, Shannon
entropies of order statistics from uniform, exponential and normal distributions
are considered.lt has been found that entropies of order statistics are some
functions of the entropies of parent distributions. They are also functions of
sample size, and order of the statistic. Entropy estimates are then compared with
standard deviations of order statistics. It has been detected that for order statistics
of censored distributions, like uniform or exponential distribution; as the two
measures of uncertainty; standard deviation, and entropy do not convey the same
information, i.e., they are not positively correlated.This is probably because the
lowest and/or highest order statistics do not show high variability due to
censorization.For uncensored distributions like the normal distribution, entropy

and standard deviation are positively correlated as expected a priori.

Therefore in case of censorization using entropy statistics may not be appropriate

to measure uncertainty or variability of order statistics.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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Giris

1.1 Literatur Ozeti

Sira istatistikleri tanimi ilk kez 1942 yilinda Wilks tarafindan ortaya atilmis

olmasina ragmen konu olarak sira istatistigi daha eskiye dayanir.x,X,,..., X

birbirinden bagimsiz olan ve ayni F(x) c.d.f'na sahip rasgele degiskenler olsun. Bu
rasgele degiskenler biiytikliiklerine gore artacak sekilde siralansin. Bu durumda

Xy £ X <. X, X SITalanmis rastgele degiskenleri, x..,, 1’ inci sira istatistigine

karsilik gelecek sekilde “sira istatistikleri” olarak adlandirilirlar.

(r = 1,2,..,n) Genellikle asirn olaylarin modellenmesinde kullanilmaktadirlar.Bir
dagilimin minimumu, birinci doérde boleni,medyany,iiciincii dérde boleni ve
maksimumu sira istatistiklerine 6érnek olarak verilebilirler.

Termodinamik’teki entropi kavramini olasilik ile harmanlayan ilk bilim
insanlarindan biri L. Boltzman’dir. Bir gazin sahip oldugu serbestlik derecesi, gazin
belirsizligidir diyen Boltzman, fizikte entropiyi ve olasilik kavramlarimi tekrar
giindeme getirerek, termodinamikteki diizensizlik denklemini ortaya atmistir. Bu
denklem;

S = kilnw seklinde ifade edilir ve buradaki k = 1,3806505x10723 J/K Boltzmann
sabiti olarak isimlendirilir.

S : Entropi

k : Boltzman degismezi

W : Termodinamik olasilik

Avusturyal fizik¢i Ludwig Boltzmann, ne yazik ki, yillar boyu bir¢ok bilim
adaminin elestirilerine karsi miicadele etmis ve bulusu dikkate alinmamistir ancak
bulusu giiniimiizde evrenin en temel yasalarindan biri olarak bahsedilmektedir.
Entropi gesitleri olarak;

Shannon Entropisi

Renyi Entropisi



Havrda-Charvat ve Tsallis Entropileri

Bilesik Entropi

Kosullu Entropi

Goreli Entropi

Bulanik Entropi

Yukarida saydiklarimiz 6rnek olarak verilebilir. Ancak biz sadece en ¢ok bilinenler
uzerinde yani ilk lict tizerinde duracagiz.

Suyun U¢ hali olan kati, siv1 ve gaz hallerinin her biri farkli entropilere sahiptir.
Buzun molekiilleri daha diizenli ve aralarinda daha az bosluk oldugundan en az
entropiye sahiptir. Sivi hal, kat1 hale oranla nispeten molekiilleri arasindaki bosluk
daha fazla oldugu icin entropisi daha yiiksek ve molekiilleri arasindaki bosluk en
fazla olan yani en yiiksek entropiye sahip olan gaz halidir.

Bilgi teorisi ve entropi kavramlari birbirleriyle yakindan iligkili iki kavramdir.

Bilgi teorisi konu olarak haberlesmeyi konu almakla birlikte matematik ve
istatistik gibi bilimleri de icinde barindirir. Shannon'un “A mathematical Theory of
Communication “ismindeki makalesi, bu teorinin ¢ikis1 olarak ele alimir. Bu
calismasinda iyi bir iletisimin nasil olacagi konusunda arastirmalar Shannon,
iletisimin matematiksel modelini kurdu ve bodylece en 6nemli teoremlerden biri
olan bilgi teorisinin temellerini att.

Entropi, bir rasgele degiskenin degerini tahmin ederken belirsizligi
niceliksellestirir. Ornek verecek olursak; yazi ve tura atma deneyi ve zar atma
deneyini karsilastiracak olursak; bu iki deneyin de sagladigi bilgi birbirinden
farkhidir. Yazi-tura atma deneyinin olasiliklari birbirine esit olan iki sonucu varken
zar atma deneyinin esit olasiliklar1 birbirine esit olan alt1 tane sonucu vardir. Diger
bir ifadeyle yazi-tura atma deneyinde daha az bilgi oldugu icin entropisi daha
yliksektir.

Uniform, istel ve normal dagilimlar, olasilik dagilimlar1 hakkinda bazi
varsayimlarin gecerli olmasi durumunda, maksimum entropiyi veren {ig
dagilimdir. Bunun yani sira sinirlandirilma agisindan bu ti¢ dagilim birbirlerinden
tamamiyla farkli 6z niteliklere sahiptirler. Uygulamada sinirlandirmanin segilen

dagilimin entropisi ve standart sapmasi arasindaki iliski tizerinde durulmustur.



1.2 Tezin Amaci

Bu tezde sira istatistiklerinin tanimina istatistik bilimindeki kullanim alanlarina ve
onemine deginilmis ayrica belirsizligin nicellestirilmesinde 6nemli rol oynayan
entropi kavrami hakkinda bilgi verilmistir. Bilgi Teorisi ve entropi arasindaki iliski,
entropinin fizikteki ve istatistikteki anlamlarina deginilmis ve entropinin tiirleri
verilmistir. Son olarak ise konu ile ilgili uygulama yapilmis ve secili ti¢ dagilimin

(tistel, normal, uniform) sira istatistiklerinin entropileri bulunmus.
1.3 Hipotez

Sira istatistigi ve entropi kavramlari glinlimiizde istatistik alaninda sik¢a kulanilan
iki kavramdir. Son yillarda entropi ile ilgili ¢alismalar bilim diinyasindaki énemli
konulardan biridir. Bu ¢alismamda sira istatistiklerinin entropileri bulunup;

sinirliligin, entropi ve standart sapma arasindaki iliskiye etkisi gosterilmistir.



2

Sira Istatistikleri

2.1 Sira Istatistikleri Tanimi

X;, X5,.. X,,, birbirinden bagimsiz ve ayni F(x) c.d.f’ na sahip rasgele degiskenler
olsun. Bu rasgele degiskenler biiyiikliiklerine gore artacak sekilde siralansin. Bu
durumda Xpy < Xy <o <X, Slralanmus rastgele degiskenleri, x.,,r'inci sira

Xn rn’

istatistigine karsilik gelecek sekilde “sira istatistikleri” olarak adlandirilirlar (r =

1,2,...,n) (David , 1970, Gibbons , 1971, Arnold vd., 1992 ) . Burada x;,X,,...,X,,

rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve ayni F(x) dagilim fonksiyonuna sahip

iken, x,,<X,,<...<x. sira istatistikleri, aralarindaki esitsizlik iliskileri

nedeniyle bagimli olacaktir.
2.2 En Biiyiik Sira Istatistiginin Dagihm Fonksiyonu

X;, X, ..., X, rasgele degiskenleri, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu ve F(x) birikimli

dagilim fonksiyonuna sahip mutlak stirekli bir kitleden gelen rasgele bir 6rneklem

olsun.r = 1,2,...,n olmak iizere , x__,ile tanimlanan r’inci sira istatistigi i¢in c.d.f ;

F.(x) ile gosterilsin . Boylece, X, =max{X,, X,..,X,} olarak tammlanan ve F,(x)ile
gosterilen en biiyiik sira istatistiginin dagilim fonksiyonu;

F,(X) =P {x,, <x}=P{max{x,x,... X} <x|

nn —

— p{ixi SX}

p{XISX,XZ S Xy Xy SX}
Py <xjP{x, <x}..P{x, <x}
F (x)F(X,)...F(x,)

={F(x)}n,—oo<x<oo (2.1)



seklinde elde edilir.
2.3 En Biiyiik Sira Istatistiginin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

X;, Xy, .. X,,, Tasgele degiskenleri, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu ve F(x) birikimli

dagilim fonksiyonuna sahip mutlak stirekli bir kitleden gelen rasgele bir 6rneklem

olsun.

f, ( X) ile gosterilen en buyiik sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu;

P(X(n) e[x, x+g]) =P(X, X,,..., X, 'lerdenbirie[x, x + £] ve digerleri < x)

= i P(Xl S [X, X+5]Vedigerleri< x)

i=1
=nP (X, €[x, x+&|vedigerleri< x)
=nP (X, €[x,x+&] )P(X, <X)..P(X, <X)
=nf (x)&F (x)"
fo (X)=nf (X)F (x)" (2.2)
elde edilir.

2.4 En Kiiciik Sira Istatistiginin Dagilim Fonksiyonu

T AN

Benzer sekilde X, , = min{xl, Xy yeeey X } olarak tanimlanan ve F (x) ile gosterilen en

kiiciik sira istatistiginin dagilim fonksiyonu,

R (X)=P{x, <x} =P{min{x,x,...x,} <X}

—1-P{X, > x}P{X, > x}..P{x, >X}

=1-[1-P{x, <x} |[1-P{x, < x} |..[1-P{x, <x} |

=1-[1-F (%) [[1-F (%) ].-[1-F(x,)]

1-[1-F(x)] -0 <x<oo (2.3)

seklinde elde edilir.



2.5En Kiiciik Sira Istatistiginin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
X;, Xy, X,,, Tasgele degiskenleri, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu ve F(x) birikimli

dagilim fonksiyonuna sahip mutlak stirekli bir kitleden gelen rasgele bir 6rneklem

olsun. f (x) ile gosterilen en kii¢lik sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu;

P(X(l) e[x, x+g]) =P(X, X,,..., X, 'lerdenbirie[x, x+ £] ve digerleri > x

= Zn: P(X1 € [X, x+g]ve digerleri< x)

i=1

NP(X, e[x,x+¢&] vedigeleri>x)
NP(X, e[x,x+¢&] P(digeleri>x)
NP(X, €[, x+&] P(X, >X)..P(X, >X)
=nf (x)&(1-F(x))
= fo, (X)=nf (x)(1-F (x))" (2.4)

elde edilir.

n-1

2.6 r. Sira Istatistiginin Dagilim Fonksiyonu
1<r <n olmak lizere, x_, olarak gosterilen r. sira istatistiginin dagilim fonksiyonu
F.(x) asagidaki gibi elde edilir;
F (X) =P{x., <x}
= P{Xl, X,,..., X, 'lerdenenaz r sayus: x'ten kiiQiikveyaqm}

=P{r tane x, <x veya (r+1) tane x, <x veya .. ntane X, <x}
= Z P{x,,X,,...,X,, lerden tam olarak i tanesi x’ten kii¢iik veya esit}
i=1
=X (MIF] [1-F (] =< x<e (2.5)

I=r

Binom toplamlar1 ve tamamlanmamis beta fonksiyonu arasindaki iliskiye gore;

6



>

— (F)[F(x)]i [1— F(x)]n_i =g (rn-r+l)

i=1

1 p
I (a,b)= t*1(1-t)** ,..0<p<l

0

B(a,b) = jt“(l—t)“dt

F(X)=lg,(rin—r+1)

2.7 r. Sira istatistiginin Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

X;y Xy, ..y X, Dirbirinden bagimsiz ve ayni F(x) kiimiilatif dagilim fonksiyonuna ve f(x)
olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler olsun.

P(X €[xx+&])=P(X,X,,.... X, 'lerdenbiri e[ x, x+ £] ve r-1 tanesi < x)

= > P(X; e[x,x+&]ver—1 tanesi<x)

i=1

=nP(X, €[x,x+&]ver—1 tanesi<x)

=nP(X, e[xx+e] )((:j) P(X <X)*P(X > x)“-f)
fry (X)=nf (X)(13)FOO@A=F (x)""

n! i
= (FOX)'Q-F(x))"" f(x),—0o<x< 2.6
D FO A F OO 1 (), < x <oz (2.6)
2.8 1ki Sira Istatistiginin Ortak Olasihk Fonksiyonu

X, ve X, ikisira istatistigi ve r < s olsun;

Fr,s:n(xr’xs)=P(Xr:n SXI”)< <XS)

sn —
=P (En az r tane Xj x/den Kkiiciik veya esit ve en az s tane X, xs 'den kiiciik veya

esit)

= ZZ P (Tam olarak r tane JX; x/ den kii¢lik veya esit ve tam olarak s tane X x5

j=s i=r

den kii¢iik veya esit)



>y E () [F)-F)] - Fe)]

j=s i=r I'(J_I)'(n_ J)'

pl(p p)"( o, —t) " (L) dtdt

Il

1=
-D1-
’.__:.
L,
= o
= | =
v
O'—:.P
*'—:.?

N(s-r-1)!(n-s)

esitliginden yararlanarak iki sira istatistigi icin dagilim fonksiyonu;

Flx)F(x)

n! r-1 s-r-1 ns
! {(r—i)!(s—r—l)!(n_s)tl (t,-t)"(L-t,) " dt,dt,

-0 < X<oo araliginda, bilinen adiyla tamamlanmamis bivariate beta

l:r,n:s (Xr ! Xs) =

fonksiyonu elde edilmis olur, kesikli ve siirekli degiskenler i¢in.
Eger F(x) fonksiyonu siirekli ise x., ve x_ 'in olasilik yogunluk fonksiyonu;

2
fr,s,n (Xr’ S) r's’n (Xr7 S)

o | | {(r_1)!(s-r-1)!(n-s)q(tftl)”(l-tz)“dtzdu

f(x)f(x)F ™ (x)[Fx)-F)] " [1-Fx)]

B B(r,s—r,n—s+1)
—0 < X, < X, <oo araligl icin elde edilir.

1 n!
[B(r,s-r,n-s+1)] = 6D (2.7)

2.9 En Biyik ve En Kiigiik Sira Istatistiginin Ortak Olasiik Yogunluk

Fonksiyonu
Yukaridaki esitlikten yararlanarak r=1 ve s=n alinarak;
oo (%% ) =00 =D F (%) F (% )[F(x)~F (%)]" —s0<x <, <o0 (2.8)
bulunur.
2.10 Arahgin Olasiik Yogunluk Fonksiyonu

X, ve X, ’in ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun,

1
B(r,s—r,n—s+1)

f(x)f(x)F ™ (x)[FO)-FO)] T [L-Fx)]"

1:t,s:n (Xr ' Xs)

oldugunu gostermistik. Buradan hareketle,



W, =X,,—X,,vew, =X, —X,.. tanmlansin w_veX, ’nin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu;

fWrS (WI'S ) = B

bulunur.

1
(r,s=r,n—s+1)

f (%) F (%W ) F()[FOx +w )~ FO)] ™ [L-Fx, +w)]™

W, ‘nin marjinal yogunluk fonksiyonu;

f, ()= mf(xr)f(xs+Wrs)Fr‘1(xr)[F(xr+wrS) 0] LR ) d, (29)
elde edilir.

Yukaridaki denklemde (2.9) r=1 ve s=n (6rneklem hacmi) se¢ildiginde araligin olasilik

yogunluk fonksiyonu;

f (W):n(n—l)T f(x ) f (% +w )[F(x +w) ] dx., (2.10)

-0

Araligin olasilik dagilim fonksiyonu ise;

W)= ﬁ ) (z+%)[F(z+x)-F(x)] " dxdz
:T n(n-l)f(xr)JVY f(z4%)[F@+x)-F(x)]" " dadx,
© 1 -1 w
:i n(n—1)f(x)(n—_l[F(Hx,)—F(xr)} |0j dx
- [ o (0F(wex)-FO)] o N
elde edilir.
2.11 Medyan

X Xy, X, gercel degerli herhangi rasgele degiskenler olsun. Bu rasgele

degiskenler kiiciikten biiytige dogru siralandiginda ortadaki terime medyan denir.
n=2m+1 yani tek oldugu durumlarda medyan (m+1). terim olur.

n=2m yani ¢ift oldugu durumlarda;

medyan :%{Xm + X}



x(n+l)/2:n, n tek

Medyan = {X +X, ] n cift seklinde bulunur.
Dian
2

2
2.12 Medyanin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Orneklem hacmi (n)’in tek oldugu durumu géz dniine alalim;

X =X diye tanimlansin,

(n+1)
2

fin(x):n—![F ]M [1-F( ]nn%lf(x)

n+1
)

(—Xn-

n-1

=m[|:(x)(1—|:(x))]2 f(X), —o0< X< (2.12)

Orneklem hacmi (n)’in ¢ift oldugu durumu géz éniine alalim;

X, +X,
—n —+1n

X =% seklinde tanimlanur.

X, ve X, 'inortak olasilik yogunluk fonksiyonundan;

E:n —+Ln
2

n

&xuxnmn=c%&ﬁwaﬂ3TFuu—Fu»ﬁ“gTr*%@ﬂ”uqfuofu»

:%[ YA-F(x,) ] f( ), —o< X <X, <0 (2.13)
G-
B n!

(2—1)!(2+1—g—1)!(n—(2+1))!

(2.13) yazilabildigini gostermistik.

Yukaridaki denklemde x, = 2x — x, doniisiimi uygulandiginda;

10



fo s, (5%) =C, [F (%) [1-F (2x=x) ]2 [ £ (2x=x)F (x)]™" £ (%) f (2%, ~x,)

2

:%[F (xl)]g_l[l— F(2x, —xl)]%_1 f(x)f(2%,-%), —o<x <X <o
[(z‘lﬂ
_ 2n!
X”X (g—l)!(n—g—l)!(n—n)!
fo (K= [ [FOu)] T F (2% (%) F (26 %) b, —m<x< 2.14)

[

olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir.
2.13 Kartiller

X Xy, X, gercel degerli herhangi rasgele degiskenler olsun. Bu rasgele

degiskenleri kiiclikten biiytige dogru siralandigimizda dort esit pargaya ayiran
U¢ degere kartiller ad1 verilir. Diger bir adiyla birinci dorde bolen ve ti¢lincii dorde

bolen asagidaki gibi tanimlanir.

Xn—ﬂ:n ,  ntek
4
Q=9X, +X, , N Gift
Z:n Z+1:n
2
Xana n tek
T4
Q=1X,, +Xj, , ncift
7:n 7+J_‘n
2

2.14 Birinci Kartil (Q,) I¢in Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

Orneklem hacmi (n)’in tek oldugu durumu géz éniine alalim;

X, = X(”*l);n olsun;

fr, (0=~ [F)]* [-F (] 1 (x) (2.15)
)

bulunur.

11



2.15 ikinci Kartil (Q,) icin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

><n = X(3n+1)_n
R

fxn<X>(3n+1_1j!“(!n_3n+1)![F<X1>f"f1[1—F<x>]”3"4”f<x> @16

4 4

olarak bulunur.

2.16 Sira Istatistiklerinin Uniform Dagilim
X;, %55+ X,,, Dirbirinden  bagimsizF, (x) = F(x) ortak dagilim fonksiyonu ve
f, (X) = f (x) ortak yogunluk fonksiyonuna sahip n boyutlu 6rneklemden rasgele
cekilmis siirekli degiskenler olsun X <X, <..< X, X, X,,..., X,,’in  sirah
degerleri olarak gosterilsin.
u,u,,...,.u;U [0,1]'de bagimsiz degiskenler veU,,r =12,..,n r=12,..n bu
degiskenlerin sira istatistikleri olsun.

Fo (X)=P(X,, <X)

rn rn —

- (?)[F(X)]r[l—':(x)]n_r , —0< X<

r=1

=1

oldugunu 6nceki bélimde gostermistik.

r
r=1

. n r n-r 8 n! r1 it
Z( ) p [l— p] —!mt (1—t)dt s 0< p <1 e$1tllg1n1 kullanarak,
F(x) nl

0= | iy

0

t" (A -t)" " dt

=lgy(rn=-r+l), —o<x<w (2.17)

tamamlanmamis Beta fonksiyonu elde edilir.

Yukaridaki (2.17)denkleminden yararlanarak, u,,, ’in olasilik yogunluk fonksiyonu;
I:r:n (U) = Z(:)ur [1_u]n7r
r=1

£ n! r—1 n—r
=£mt [1-t]""dt , O<u<1 (2.18)

elde edilir.
12



2.17 Maksimum ve Minimum Sira Istatistiklerinin Olasihk Yogunluk

Fonksiyonu

Yukaridaki (2.18) denkleminden yola ¢ikarak;

f.(u)=n-u)"* 2.19
1

f (u)=nu"" (2.20)

olarak bulunur.

2.18 u,, ve ug,’ in Ortak Olasihk Dagihhm Fonksiyonu

n! ra _ s-r-1 n-s
fr's"‘(u"u”)_(r—l)!(s—r—l)!(n—s)!ur (u;—u,) (1-uy) ,0<u, <u,<1
(2.21)

2.19 R. Sira Istatistiginin ¢ . Dereceden Momenti

EU,,)” :j‘x“ f (x)dx

(r l)l(n 1)|I [1 F( ]nrf(x)dx

= n—'j- X*X"dx
(r=Dn-1!3
n!

:mﬂ(a'Fr,n—r'i‘l)

_niT(a+r)(n—r+1)
C (r=DIT(n+a+1)!

_ NIT(a+7)
S (r=D'T(n+a +1)!

_ nl(a+r-1! (2.22)
(r=D!(n+a)! '

olarak bulunur ve ayrica;

I'(@)'(b)

I'(a+b)

rn)=(n-19)! n=12,..

p(a,b) =

Br+a,n-r+1) degerine esit oldugu da gérilmektedir.

pr,n—r+1)

Ayrica ¢ . momentin =

13



2.20 r. Sira Istatistiginin Beklenen Degeri ve Varyansi

Ozel olarak (2.22) denkleminde « =1 alindiginda;

EQU. ) = nir(r+1)
o (r-=D'T(n+2)

_ n'r!
T (r=1!(n+1!

I _1<r<n (2.23)
n+1

a =2 igin;

EQU. ) = nr(r+2)
ke (r-n'T(n+3)

_ nl(r+1!
C(r=D!(n+2)!

r(r+1)

P (2.24)

Var(Ur:n) = E(Ur:n)2 _[E(Urin)]z
retd) | 2
(n+)(n+2) | (n+1)

r(h—r+1H <r<n (2.25)
(n+1?*(n+2)

2.21 Kovaryans

11
EQURUL) = [ [URUZ £ (U,U,)dU,dU,
00

n!

= DiG_rDin_91”

(r+m,s—r)B(s+m,+m,n-s+1)

~onl(r+m -1)!(s+m,,+m -1)!
- (n+m,,+m)(r-1)!(s+m, -1)!

(2.26)

(2.26) denklemindem, =m, =1 alinirsa,

EU, U,,)= n! ri (s+1!
(n+2)!(r-n! s!

14



r(s+1)
(n+D(n+2)’

COV(U r:nU sin ) = E (U r:nU sin ) - E (U rn ) E (U sin )

1<r<s<n (2.27)

r(s+1) T S
(n+D(n+2)" (n+1) (n+1)

r(n—s+1) (2.28)
(n+1)2(n+2) '

2.22 Korelasyon
COV(U r:nU s:n )
Jvar(U,, var(U,,)

r(n—s+1) (n+1)*(n+2)
(N+1)*(n+2) Jr(n—r+1)+s(n-s+1)

{M} (2.29)

s(n—r+1)

Corr(U,,U,,) =

2.23 Standart Uniform Dagilim icin Arahgin (R, ) Dagilimm

R, =X, _Xl:n

n nn

Xin 1 X degerlerini alir.

Xn 1Y degerlerini alir.

Ry :w degerlerini alir.

R, _.._
=wW=y-X

n!

T (r-D)ls-r-1i(n- s)![F(X)]H[F(y) N F(X)TH [L-FW] F(X)f(y)

fxlnxnm (X’ y)

n!

= on_2)i0! _2)!0![F(x)]°[F(w+ X) = FOOI*[L— F(w+x)]° f (x) f (w+x)

=n(n—-1) f (x) f (W+X)[F(w+x)—F(x)]"* (2.30)
f (x)=1 ve F(x)=u oldugundan (2.30) denklemi;
fy x. (XW+x)=n(n-1)w"*,u[0,1-w] (2.31)

Araligin ( R") olasilik yogunluk fonksiyonu standart uniform dagilim igin;

15



1-w

f(w) = j fy x (X w+x)du
0

1-w

= [ n(n-1w**du
0

1-w
:n(n—l)w”’zf du
0

=n—(N-Dw"?*(1-w)
seklinde bulunur.

Araligin ( Ry ) birikimli dagilim fonksiyonu;

Fe, () :jn(n ~Dw"? (1-w)dw

0
=nr"'—(n-Dr", 0<r<1
seklinde bulunur.

2.24 Uniform Dagilim icin Medyanin Dagihm

Orneklem hacmi (n) ‘in tek oldugu durumu géz éniine alalim;

n! = e
f, (U)=————=u [(1—u] 2 ,0<u<l
” ([(n-1)72]y)
seklinde bulunur.
Orneklem hacmi (n)’in ¢ift oldugu durumu géz éniine alalim;
1
n-1
I nu 2
fy (U) = — 1]

B

0

a2 g

&-4]"

seklinde bulunur.
2.25 Sira istatistiklerinin Ustel Dagilim
X rassal degiskeni A > 0 icin iistel dagilima sahiptir eger olasilik
yogunluk fonksiyonu asagidaki gibiyse;
f (X,l)zle_’lx , X>0 ve
16
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(2.33)

(2.34)
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X~ Exp(A4) seklinde ifade edilir.
Bu calismada standart iistel dagilim (A =1) oldugu durumla
ligilenecegiz x,, x,, .hepsi birbirlerinden bagimsiz ve ayni standart tstel

dagilima sahip oy.f; f(x)=e™ , x>0
olan rassal degiskenler olsun. x,,,X,,,.... X..,, X;, X,,..., X, 'in sirali degerleri olarak

LA TR

gosterilsin.

nl r-1 n-r
fr:n(x) W(F( )) (1 F(X)) f(X) —0 < X <00

denkleminden hareketle asagidaki denklemler elde edilir.

2.26 R. Sira Istatistigi I¢cin Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

n!
f (X)=———m——(1—e") e (™™ 0<x< 2.36
()= g e - (236)
seklinde yazilabilir.

2.27 En Kiigiik Sira Istatistiginin Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

n!
f_ x) = —x 1-1 —(n —1+1)x
in (X) (r—DKn—rN( )
n! —nx
= e
(n=1)!
=ne™,0<x<® (2.37)

2.28 En Kiiciik Sira Istatistiginin Birikimli Olasihk Fonksiyonu
fl. (X) =1-[1-F(X)]"
=1-[1-1—e™)]"
=1-[e]"

=1-e™ (2.38)

seklinde bulunur.

2.29 En Biiyiik Sira istatistiginin Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

( —X)n -1 —(n n+1)x

n!
oo ()= (0 Dyign

17



=ne*(1-e )", 0<x<o

2.30 En Biiyiik Sira Istatistiginin Birikimli Olasihk Fonksiyonu

F..(X)=F(x)"
— (l— e—X)n

ne™*

)
n

=exp(—ne™)

231 X, veX,,’ In Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

n! i j-i-1 n-j
fuin (%)= G T opim il s 1 WM -FO | f([-F ()]
n!

SOy e ) e e e e () DXy <

2.32 Xin V& Xn oy Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

(6 Y) =n(n—De "M [e —e ]2
seklinde yazilabilir.

2.33 N Tane Sira Istatistiginin Ortak Dagilimi

Fia a0 X =1 () T () ()
—n[ ()

= n!f[e*xi
i=1

n

=nle = ,0<x <X, <...<X, <o
olarak bulunur.

2.34 i. Sira Istatistiginin K. Dereceden Momenti

E(X) = [ X1, 000

18
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1)'(n f X [FOOTI-FO ™ (o

Y l(n T 1— e‘x]i‘l[l—e‘x}n_i e *dx

©

k l— e—x ]i—le—(n—i+1)xdx

n!
- (i—l)!(n—i)!-([x [

NE )|(n—|)lz( D'(7) kae T

Ayrica sunu biliyoruz ki;

Tk +1)
(n—i+ j+D*

Il
O ey 8

X“edx = (n—i+ j+1) [t 'dt =
0

seklinde gosterilebilir. Buradan hareketle moment,

k = jfi-1 Fk 1 .
E(X:) = i )l(n_l)HZ( (] )(n—iJ(rjtrl))(k“)' i=1,2,..k>1

ifade edilir.
2.35 Beklenen Deger

Teorem 2.1

2 <X, <...<X,,, standart ustel dagilima sahip bir sira istatistigi

n nn

olsun. Bu durumda rasgele degiskenler Z,,7,,...,.Z,,Z, = (n—i+1)(X

X0y =0 bagimsiz ve standart normal dagilima sahip.

ispat:

Xy £ X, ... < X, 'In ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun;

n
— X;

fo (XXX ), =nle = 0<X <X, <..<X, <00

Teoremi goz oniine aldigimizda;

Z Z Z Z Z
X =L X S =2 X =224 47
o= @ = n o n-i ™= "y
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seklinde yazabiliriz.
Jakobiyen matrisi ise;

Xy Xy Xy

@ 1
0z, 0z, oz, S0 -0
X gy ax(z)max(z) 11 ol 1
2,,2502,)=| 02, 02, dZ, |=|nn-1" " |==
L : .. n!
Xy X ny max(m 1.1 ..0
0z, oz, " oz, n n-1
seklinde yazilabilir.
X; :Z:Zi olsun,
i=1 i=1
Z,Z,,..,2Z, " in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

=[3|ntf (2) f(Z,)...f(Z,)

:|J|n!1£[e‘Zi
i=1

_nzl
=[J|nte =

=e " 0<7,<Z,<..<Z ,<o®

Bu nedenle Z, bagimsiz ve standart tistel dagilim a sahiptir.

Yukaridaki teoremden, eger Z,,Z,,...,Z, n tane bagimsiz ve ayni dagilima sahip
standart iistel dagilim dan secilmis sira istatistigi olsun. Bu durumda;

oW W W,W

n'n n=1""n n-1

(Zl:n’ZZ:n""’Zn:n):E +"'+W51+W2j
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W,

Ly Wy, ..., W, : bagimsiz ve standart tstel dagilima sahip.

k=1 alinarak;

/ui:n = E(Zi:n)
= E(Z(l:n) ! Z(2:n) L Z(n:n))

:E(h&m in j
n n-1 n—-i+l1

_ E(W1)+ E(W2)+ N E(w)
n n-1 ~ n-i+l

:£+ +..+ -
n n-1 n-i1+1

Z

=1 _|+

i<n (2.45)

Eger w, standart uistel dagilima sahip ise E(w;) =Var(w;,) =1 olur. Bunedenle;

Var(Zi.n):Var[ﬁ+ Yoot j
: n

n-1 n—i+1

B (Var(wl) +Var(w2) s +Var(wi)j
- n n-1  n-i+l

1 1 1
>+ st ———
n° (n-1) (n—i+1)

Z': 1<i<n (2.46)

2.36 Kovaryans

21



COV(Zm sn) Zvar( —I+1j

Z( —|+1) res

j=1

2.37 Korelasyon

o g
Cor(Z,,Z,, = T

rn=—smn S 1

A1<r<s

Z(n—i+1)2

i=1
2.38 Standart Ustel Dagilim icin Range

R, =X

n (n)_X

@

X =0 olsun;

P(R,<r)=PRP(n-1<r)

U f(x)dxjn

=)

— (1_ e—r )n—l
Yukaridaki (2.49) denkleminin tiirevini alarak;
fe (N=(n-De"@-e")"?, 0<r<oo

R, 'in olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmis oluruz.

2.39 Standart Ustel Dagilim icin Medyan

X

(n+1)/2:n, n tek

Medyan = {X +X, } n cift
7+J_n
2

2

2

Orneklem hacmi (n) ‘in tek oldugu durumu géz éniine alalim;

X =X

n diye tanimlansin,

2
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Standart tistel dagilim i¢cin medyanin olasilik yogunluk fonksiyonu;

fo(x :n—![(l—e‘x)(l—(l—e‘x))]nz_le‘* , 0<x<w

. () z
)
2
n! 2X L -X
e @51)
&
seklinde bulunur

2.40 Sira Istatistiklerinin Lojistik Dagilimi

X;» %54+ X,,, hepsi  birbirlerinden bagimsiz ve ayni zamanda standart lojistik

dagilima sahip; olasilik yogunluk fonksiyonu;

—-X

e
fX =y X<
() (1+e7)? y W
F(x)= — , —0< X< 00
@+e™)

olan rassal degiskenler olsun.

Xy X X

1 Koy eens X,y X,,..., X, 'in sirali degerleri olarak gosterilsin.

nn?

2.41 i. Sira Istatistiginin Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

f(x)= W('n_l)l[F (x)”}[(l— F(x)] " f(x)

denkleminden hareketle i. sira istatistiginin o.y.f;

—(n e [@+e)|[1-a+e) e @re)?

n!

= m[(ﬂ e‘x)_l}if1 [e‘y(1+ e‘x)‘l}n*i e*@l+e™)?, —o<X<w

(2.52)

2.42 En Kiiciik Sira Istatistiginin Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

f, (X)= m[a re ) [T [1-@re) ] et e )?
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nl!

(n-D)!

[e*@re™) ] e @re™)?

=nle”(1+ e‘X)‘XT1 e*(l+e™)?, —o< X<® (2.53)
2.43 En Kiiciik Sira Istatistiginin Birikimli Olasiik Fonksiyonu

Fa(X)=1-[1-F]’

=1-[1-(@+e?)']

=1—[e‘nX A+ e‘x)‘”]

:[ 1&, —o< X <00 (2.54)
l+e

2.44 En biiyiik Sira Istatistiginin Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

f (x)= m[( +e) '] [1 W+e™) ' e @re™)?

- 0 rlll) ! [(1+ e‘x)‘ljnfl e *(1+e )

=n[@+e™) ] e Lre™)?, —m<x<w (2.55)
2.45 En Biiyiik Sira Istatistiginin Birikimli Olasihk Fonksiyonu

Fon () =[F QT

=[a+e)*']

=@1+e™)", —o<x<w (2.56)

2.46 i. ve j. Sira Istatistiklerinin Ortak Olasihk Yogunluk Fonksiyonu

fiin (% Y) = (i_1)!“._?il)!(n_i)![F(X)]‘l[F(xj)—F(xi)]jil[l—F(xj)]”" F (%) (x,)

T —?!_1)!(n e ) laseryt-eey ] mee) ] e e et e )

1<i<j<n) (2.57)
2.47 Moment
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M - (t) — E[etxi:n]

1 © e(n—i+l)x+tx

= dx
B(i,n-i+]) ¢ (L+e™)™

B(i+t,n—i+1-t)
B(i,n-i+1)

_T(i+t) P(n-i+1-1)

I Trn-i+) "~~~ (2.58)

Kin (t) =log M, )

~log TA+H T(n—i+1-1)
-9 i) T(h-i+l)

=logl'(i+t)+logl’'(n—i+1-t)—logI'(i)—logl'(n—i+1), 1<i<n (2.59)

yukaridaki (2.59) esitliginden Xin vin m, dereceden kiimiilant fonksiyonu;
d m

K =
n dtm

Ki:n (t)|t:0

dt”

m m

log (i +1), , +i—m logC(n—i+1-t),,

[logT'(i+t)+logl'(n—i+1—t)—logI'(i)—logT"(n—i+1)]

dat™
dm L dn
=——logI'(i)+
g 09T+ gm

F V(1) + (=)™ "D (n—i 1) (2.60)

logI'(n—i+1)

(;jtm logI'(i) =logI'(.) II:T()) m. dereceden polygamma fonksiyonuna denk

I"()=
gelmektedir.
2.48 Beklenen Deger ve Varyans
Hhin = K
¢ () +(-1)'¢" P (n-i-1
¢(i)—g(n-i-1) (2.61)
o, =K?
() + (D) (n-i-1)
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¢ (1) +¢ (n-i-1)

(2.62)

¢ ve ¢ sirasiyla di-gamma ve tri-gamma fonksiyonlarina karsilik gelmektedir.

2.49 Lojistik Dagilim icin Range
Rn = Xn:n - X1:n

Fe, (N=p(R,<T)

=nT[F(x+r)—F(x)]”_1 f(x)dx, 0<r<oo

—00

n-1

[FOern =FI™ = 2 () (1)[Foer T [Fo]

i=0
Bundan dolays;
F: (1) =p(R, <r)

o0

:ni(—l)i(i”‘l)_[ [F(x+ r)]”_l_i[F(x)]i f (x)dx

—00

—X

S i(n-1 N e
= n;(—l) (i ).[ (1+e—re—X)n—l—i (1+e—X)i+2 dX

—00

FRn (r) = p(Rn < r)
=03 (D) (7 08, (1), 05T <oo
m=e" -1

1
=A,, ()= js”‘1(1+ ms)"2ds
0

1 |:(_1)i+1 ( .n+_11) kn(1+m)+ i(_l)k (E—l)

~m)” (k—i-1)

_ 1 Cyi (L Sk (-1 1 ~(k-i-r
= e {( 1) (M)r+;< * (s )(k_i_l){<1+m> 1}}
i>2 ise ({‘j)—)O ile gosterilir.

Buldugumuz Ain (1) denklemini (2.63) denkleminde yerine yazarsak ;
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Kiimiilatif olasilik fonksiyonu;

Fe, (1) =p(R, <T)

1-¢")" i3

= nrnnzll(—l)‘(”}l){(—l'(.ﬂ)re '+”’+Z ) (1 )#{e‘kr '+1)r}}0<r<oo (2.64)

(k-i-1)

bulunur ve bulmus oldugumuz bu denklemin r’ye gore tiirevi alinirsa;

= f, ( ) — n+1Z( 1) ( )[(—l) (,:f)re (|+1)r:|

DX (2‘1)—(k Sl et

n-1

ey Z—r)n > (Y () e - D

> DV ) _1){ke‘k'—(i+1)e-<‘+1>'}],ogr<oo

i>n-2ise(];})—>0
range icin olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilmis olur.
2.50 Medyan

M =X

n+l
—=n
2

tanimlansin;

£ (X)= n! [ zl} L F(x)T 2 f
(x) = (L*l_l):( _L”). (x)2 |[@-F(x)] (x)

n!

_—-{ () (1—F(x)nz+l} f(x)

]

f(x) ve F(x) yukaridaki denklemde yerine yazilirsa;

LN

n! -

e (Lre) [ (A+e”) (e ) ] 7
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E)
N

=————e'(l+e”) et 1) |2 (2.66)

2.51 Sira Istatistiklerinin Normal Dagilim

Standart normal dagilimin genel o.y.f;
—(x-p)1(26?)
e
f(X)=———
oN2r
4 :konum parametresi

o :06lcek parametresi
olarak tanimlanir ancak biz bu béliimde sadece standart normal dagilim ile

ilgilenecegiz. =0 veo =1 alinarak standart normal dagilimin olasilik yogunluk

fonksiyonu ve birikimli olasilik dagilim fonksiyonu;

e—lez
f(x)=
(%) o
0 —x2/2
e
F(x)=
() j =
olarak yazilir.

X Xy, X, N(0,1) dagilimina sahip bagimsiz rassal degiskenler olmak tizere

Xy £ X, £...X,,,, normal dagilimina sahip sira istatistigine karsilik gelsin.

koy n! r k-1 _ n—k
E(Xa) = G unsign ¢ 00— 900)" p00ax (2:67)
1 2
go(x)_—mexp(—x /2)

o) = [ p(t)dt

(2.67) denklemini ¢6zebilmek icin birtakim niimerik metodlar vardir.
Normal dagilimda; lojistik, uniform ve iistel dagilimdakinin aksine sadece kiiciik n
degerleri icin asikar denklemler elde edilebilir.

n=3 i¢in beklenen deger;
E[X35]=3 [ x¢” ()p(X)dx
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=3_];¢2(x)dgo(x)

=61¢(x)¢2(x)dx

() = ]igé(ax)gpz(x)dx

10)- %Jf () = iiexp(—x%dx

- ]E xexp{—x*(a® +2)}dx =0
(27)2 =

(@)= [ xp(@)e" (k==

1
AN
quﬁ(ax)(pz(x)dx iy (1)%

3

2r

seklinde bulunur.

E[X3,]=61(1) =

N(0,1) dagiliminin simetri 6zelliginden dolay ;
E[X1:3]2 = E[sts]2
Var(X,,;) =Var(X,,)

oldugunu biliyoruz.

EDXaal =3[ X (0p000x =3 x#*()dg()
=3[ p(d (g (%) =3 | PP ()-+6 [ X0 (X)X}

— [d@00)+= | xexp(-x)p(x)dx
—0 7T

23 O(x)d exp(~x?))

8"—.8

||
N|oo

Texp( X*)p(X)dx =1+ —— Sk jexp( —3x%/2)dx
7z, (27)
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=1+£
2

Var(X,,) = E(X,,)? —E([X,,])? esitliginden hareketle;

olarak bulunur.

3

Bilgi Teorisi ve Entropi

3.1 Entropi Tanim

Bir fiziksel sistemdeki belirsizligin ya da rasgeleligin 0l¢iisli, entropi olarak
adlandirilir. Entropi kavramini ilk kez istatistikte kullanan kisi Shannon olmustur.
Entropinin giinlik hayatimizda bir¢ok wuygulama alani vardir. Aslinda
termodinamik kavraminin oldugu her yerde entropi kavrami da bulunur. Entropi
bir 6zelliktir, bu ylizden her nesne veya her sey entropiye sahiptir.

Evren iki veya daha fazla sey arasindaki isi degisimi ile varligini stirdiirmektedir.
Ornegin; giinesin diinyaya ve diler gezegenlere isi aktarmasi giines sisteminin
diizenli bir sekilde islemesine sebep olmaktadir. Is1 degisimine diinyadan daha

basit bir 6rnek verecek olursak; kiillendigimiz tasitlar, herhangi kiillendigimiz
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makineler veya suyun kaynamasi vs. Entropinin fiziksel ve istatistiksel
kavramlarina daha detayl olarak deginecegiz.

Bilgi Teorisi:

Shannon-Weaver modeli; Enformasyon(Bilgi) Teorisi olarak da
isimlendirilmektedir. Bu modeli, 1949 yilinda Claude Elwood Shannon (1916-
2001) ve Warren Weaver (1894-1978) birlikte bulmuslardir. Bilgi kuraminin
amac1 herhangi bir bilgiyi elde etmek, aktarmak, islemek ve saklamak gibi

basamaklara iliskin kurallar1 incelemektir.

Sinyal Alinan Sinyal

Bilgi T
G
T Mesaj
Garalta
Kaynagi

Sekil 3. 1 Shannon’a gore genel olarak bir iletisim sistemi

Mesaj

Kaynak; sectigi mesaji bir ara¢ yardimiyla iletir. Bu arag iletici veya gondericidir.
Verici, kaynak tarafindan tiretilen mesajy, iletilebilecek elemandir.
Sinyal, mesajin kanalda iletilebilme bi¢imidir.

Kanal, sinyalin vericiden aliciya iletildigi ortamdir.

Alicy, sinyali yeniden mesaj sekline dontstiirerek vericinin yaptig1 islemin tersini
yapan elemandir.

Hedef, mesajin ulastig1 son noktadir.

Shannon bilgi kuramini iletisim alam icin gelistirmek isterken bilgi teorisi ve
entropi kavramlar1 pek ¢ok bilim dalinda uygulamali olarak kullanim yerleri

bulmustur.
3.2 Entropinin Fiziksel Anlam

Termodinamik’teki entropi kavramin olasiik ile harmanlayan ilk bilim
insanlarindan biri L. Boltzman'dir. Bir gazin sahip oldugu serbestlik derecesi, gazin

belirsizligidir diyen Boltzman, fizikte entropiyi ve olasilik kavramlarimi tekrar
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glindeme getirerek, termodinamikteki diizensizlik denklemini ortaya atmistir. Bu
denklem;

S = klnw seklinde ifade edilir ve buradaki k=1,3806505x10-*?]/K Boltzmann
sabiti olarak isimlendirilir.

S : Entropi

k : Boltzman degismezi

W : Termodinamik olasilik

Avusturyali fizik¢i Ludwig Boltzmann, ne yazik ki, yillar boyu bir¢ok bilim
adaminin elestirilerine karsi miicadele etmis ve bulusu dikkate alinmamistir ancak
bulusu giiniimiizde evrenin en temel yasalarindan biri olarak bahsedilmektedir.
Suyun tg¢ hali olan kati, siv1 ve gaz hallerinin her biri farkli entropilere sahiptir.
Buzun molekiilleri daha diizenli ve aralarinda daha az bosluk oldugundan en az
entropiye sahiptir. Siv1 hal, kat1 hale oranla nispeten molekiilleri arasindaki bosluk
daha fazla oldugu icin entropisi daha yiiksek ve molekiilleri arasindaki bosluk en

fazla olan yani en yiiksek entropiye sahip olan gaz halidir.

3.3 Entropinin Istatistiksel Anlam

Ornegin bir zar ve para atma deneyini kiyaslayacak olursak, zar atma deneyinin
sonuglar1 her bir yiiz i¢cin 1/6 iken para atma deneyinin sonuglart 1/2 olur. Yani
para atma deneyinde zar atma deneyine oranla daha fazla bilgi oldugu icin
entropisi daha dusiikttr.

Entropi kavramini daha somut bir sekilde 6rnekleyecek olursak;

1.kitaplikta 6zdes (ayni) 4 matematik kitabi olsun.

2 kitaplikta 3 6zdes (ayn1) matematik ve 1 fen kitabi olsun.

3.kitaplikta 2 6zdes matematik ve 2 6zdes fen kitabi olsun.

Kitapliktaki kitaplarin farkh dizilislerinin sayisi1 diler bir adla permiitasyonlar:
asagidaki gibi olacaktir.

1. kitaphik: MMMM

2. kitaplik: MMMF, MMFM, MFMM, SMMM

3. kitaplik: MMFF, MFMF,FMFM,FFMM,FMMF,MFFM
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Gordigimiiz gibi 1.kitaplikta sadece bir farkli yolla kitaplar dizilebilirken, ikinci
kitaplik icin bu say1 4 ve 3. kitaplik i¢in ise 6 farkli yolla kitaplarin dizilebilecegini
bulduk.

Buradan ¢ikan bazi sonuglar;

Entropi ve bilgi birbirinin tersidir.

Eger kitaplarin farkl dizilislerinin sayisi fazla ise entropi yiiksek aksine kitaplarin
olasi dizilis sayilar1 az ise entropi diisiiktiir.

Yukarida dizilis(permiitasyon) ile entropi arasindaki iliskiyi vermeye calistim,
birde olayi olasilik ve entropi iliskisi yoniinden inceleyelim.

1.kitapliktan geri konulmak sartiyla secilen 4 kitabinda matematik kitabi olma
olasilig 1'dir.

2.kitapliktan geri konulmak sartiyla secilen 4 kitabin da istedigimiz dizilislerden
biri seklinde olma olasilig1; p=0,75*0,75*0,75*0,25 yani 0,105 olarak bulunur.
3.kitapliktan geri konulmak sartiyla secilen 4 kitabinda istedigimiz dizilislerde
olma olasilig1; p=0,5*0,5*0,5*0,5 yani 0,0625 olarak bulunur.

Entropi ¢esitleri olarak;

Shannon Entropisi

Renyi Entropisi

Havrda-Charvat ve Tsallis Entropileri

Bilesik Entropi

Kosullu Entropi

Goreli Entropi

Bulanik Entropi

ornek olarak verilebilir. Ancak biz sadece en ¢ok bilinenler iizerinde yani ilk ucu

lizerinde duracagiz.
3.4 Shannon Entropisi

X kesikli rasgele degisken ve x;,X,,...,X,, sirasiyla p;, p,,..., p, olasilik degerlerini

sy A

alsin.
Vi=12,..,nigin p;>0vei=1> p, =1
X kesikli rasgele degiskeninin Shannon entropi degeri;
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H(X)=-_p(x)log, p(x)=—E[log, x]1=~E(l,) 3.1
seklinde hesaplanir.
X stirekli rasgele degisken ise;

VX € (—o0,00) f(X) >0 ve T f(x)=1

X stirekli rasgele degiskeninin entropi degeri;

H(X)= —.[ p(x)log, p(x )dx=—E[log, f(x)=-E(l,) (3.2)
seklinde hesaplanir.

Her iki durum i¢in de X’ten elde edilen bilgi;

I, =—log, p, yada |, =—log, f(x)

seklinde gosterilir. Burada E(l,),l, ’in beklenen degerini gosterir ki entropinin

bir adi da ortalama belirsizliktir.

H(x) entropi fonksiyonu en biiyiik degerini p, =1 (btittin i degerleri i¢in) oldugu
n

zaman alir.

3.5 Shannon Entropisinin Ozellikleri

Non-negatif bir fonksiyondur. H(p) >0

H(p,, p,,..., p,) biitiin p, degerleri i¢in stireklidir.

H(p,, P,,..., p,) bitin p, degerleri icin simetriktir.

E, olaylarinin olasilik degerleri esit oldugunda maksimum entropi

gerceklesmis olur.

P(X=Xi)=%i=l,2,...,K ve bu duruma Kkarsiik gelen maksimum entropi

K
P(X)= 1 log (lj =log K degerine esit olacaktir.
= K K
H(0,)=H(0.1)=0
3.6 Maksimum Entropi flkesi

Kesikli hallerde biitiin durumlar es olasilikhi (p; = %i =1,2,...,K )ise, entropi

maksimumdur. Maksimum entropi diisiincesi ilk olarak Jaynes (1957) tarafindan
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gelistirilmistir. Bu ilke Laplace’in linli yetersiz akil yiiriitme ilkesi (principle of
insufficient reasoning) ile 6zdestir. Genellikle Bayes¢i baglamda kullanilmaktadir.
Posterior dagilimlarin belirlenmesinde, prior dagilimlar hakkinda bilgi olmadig1 ya
da az bilgi oldugu hallerde, bu ilke ile bazi olasilik dagilimlar: prior dagilim olarak
belirlenmektedir. Sirekli hallerde bunlar temelde uniform, ustel ve normal
dagilimlar olmaktadir. Maksimum entropi varsayimi altinda ve olasilik
dagilimlarina belirli kisitlamalarin getirilmesi halinde, bu ti¢ dagilimin nasil elde

edilebilecegi konusunda Reza(1994)’ya bakilabilir.

- o0 ©

(=-]

L b (4]

Hip)
0 O 0 O O O 0 0o O
LF

.

o

Sekil 3. 2 Maksimum entropi grafigi

Yukaridaki grafikten hareketle;
Fonksiyonun pozitif degerler aldig1 ve konkav bir fonksiyon oldugu goriiltr.
Olasiliklarin birbirine esit ve 0.5 oldugu durumda maksimum degerini alir

Olasiliklar 1 ve 0 oldugunda entropi degeri 0’dir.
3.7 Renyi Entropisi

Alfred Renyi 1961 yilinda Renyi entropisini tanimlamistir. Renyi entropisi de
biyolojik cesitliligin derecesinin ortaya konmasinda kullanilmaktadir. Ayrica
Kuantum bilgi o6l¢lisii olarak kullanimi da onemlidir. Renyi entropisi Shannon
entropisinin @ —1 yaklasirken 6zel bir halidir. Yani Renyi entropileri 6zel bir

durum olarak Shannon entropilerini igerir.

N N
L \ lim> log RR" /Y R
limH (X)=lim——log$ P« = £k ki _H (X
a—1 05( ) a—)ll_a g; k I“"q S( )
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3.8 Renyi Entropisinin Ozellikleri

H. () non negatiftir : H.()=0

H,(0,1)=H_(0,1)
a <1 icin Renyi entropisi konkav ancak « >1 i¢in Renyi entropisi ne
tamamen konkav ne de tamamen konvekstir.

H, (%) sinirly, stirekli ve & degerleri i¢in artmayan bir fonksiyondur.

Renyi entropileri farkli o degerleri icin korelasyonludur.
3.9 Havrda-Charvat ve Tsallis Entropileri

Shannon entropisinin bir diger genellemesi Constantino Tsallis(1988)’a aittir. Her
ne kadar Havrda-Charvat(1967) tarafindan benzer bir formilasyon daha eski
tarihli ise bile Tsallis entropisi daha popiler olmustur .Aslinda Havrda-Charvat ve
Tsallis entropilerinin formiilasyonlar1 arasinda kiiciik bir fark vardir. Havrda-

Charvat entropisi su sekilde tanimlanmistir:

Z(X—l

Hhc = 5o [1- 3K, pfla> Ovea # 1 (3.3)
Tsallis entropisi ayn1 zamanda (-sinifi entropi olarak da bilinmektedir. Tsallis
entropisi
_yK o
HT=1§‘+ip‘,a>0vea¢1 (3.4)

seklinde tanimlanir. L’Hospital Kuralina gore

d K _a
K a —(1-=-Y ¢ K o
. 1-Y8 S . (1-Zizipf) . -3¥K. p%np;
lim 22=1P _ iy G ZH=t P p, “ i BB 9K pilnp; (3.5)
a-1 a-1 a1 _dda(a_l) a—1 I=1EEE

Baska bir deyisle Tsallis entropisi « — 1 i¢cin Shannon entropisine yaklasmaktadir.
Cesitli entropi Olgllerinin asimptotik 6zellikleri Pardo(2006) ve Zhang(2013)
tarafindan verilmektedir. Yine kesikli hallerde bu {i¢ entropi 6l¢iisiiniin asimptotik
normalligi Uzerine karsilastirmali bir simiilasyon c¢alismasi i¢cin Evren ve

Ustaoglu(2015)’e bakilabilir.
3.10Diferansiyel Entropiler

Siirekli bir dagilimin entropisi diferansiyel entropi olarak adlandirilir. Strekli
hallerde verilen tanimlayici formiillerdeki toplama sembolleri integral sembolleri

ile yer degistirmektedir. Kesikli hallerden farkli olarak strekli haller icin
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hesaplanan diferansiyel entropilerden bir kisminin sifir ya da negatif olabilecegini,

clinkii olasilik yogunluklarinin birden biiytik olabilecegini not etmek gerekir.
3.11Uniform Dagilimin Shannon Entropisi

Uniform dagilimin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlar1 agagidaki gibidir:
=L

f)=-—a<x<bh

FGo) = [, f(Odt=3=ta<x<b

Bu dagilimin Shannon entropisi de su sekilde bulunur:

Hsy(x) = —E(In(f(x)) = In(b — a)

Bu dagilimin varyansi ise ¢? = (blg)z olur.
Bu sebepten,

(b—a) = 2V30

Hey(x) = ln(Zx/?a) bulunur.

3.12Ustel Dagilimin Shannon Entropisi
Ustel dagilimin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlar:
f(x) =2exp(=Ax)x =0
FGo) = [T f(H)dt =1 — exp(—1x) x =0
seklindedir. Shannon entropisi;
Hgy (x) = —E(In(f(x)) = 1 - In(®)
(3.8) Ve bu dagihmin varyansi o2 = %2 olur. Boylelikle;
Hgy(x) =1 + In(o)
bulunur.

3.13Normal Dagilimin Shannon Entropisi

N2
f(x) = jﬁexp{—(x ) }—oo<x<oo

o 202

F(x) = 2, f(©dt = [7 —=exp {_ (t—M)Z}dt

202

Hgy (x) = —E(In(f (x)) = In(ovZem)
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Uniform, tistel ve normal dagilimlarin Shannon entropileri incelendiginde ortak bir
ozellik olarak her ti¢iiniin de standart sapmalarinin logaritmik bir fonksiyonu

olduklar: goriilmektedir.
3.14Teorem

X olasilik yogunluk fonksiyonu f olan siirekli bir rastlant1 degiskeni olsun.
Y = g(X) rastlant1 degiskeni X'in tanim araliginda monoton (artan ya da azalan)

bir fonksiyon ise Y i¢in o0.y.f;

- d
/) = felg ON |5 (3.11)
yardimi ile bulunur (Mood ve ark., s200)

3.150lasilik integral Doniisiimii

Ozel olarak Y, X'in dagilim fonksiyonu olarak segilsin.

Budurumda Y = F(X), dolayisiyla

1
| =1
dx
Buradan U = F(Y)~Uniform(0; 1).

Benzer sekilde V = (1 — F(Y))~Uniform(0; 1)

W =gU) = In(U) olsun.
fw@) = fulg W] 5 ) =10 <u<1

fulgT wW)=1; U = exp(W) = = exp(W)

fw(w) =exp(w) —c0o<w<0

W _ f(x) ve fy(y) = fx(x)

dx

0 0
E(W) =.f w exp(w) dW=f x exp(x) dx

Parcgalara ayirarak integral alma teknigine gore

u=x=du=dx;dv = exp(x)dx = v = exp(x)
b b

f uvdx = uv|? —f vdu

a a

f_ooox exp(x) dx=xexp(x)|° — f_Ooo exp(x) dx = —1.
Dolayisiyla;
E(n(F(Y)) =E(Ln(1— (F()) =-1
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ve boylelikle;

Hen(ve) = —In(@) = In (7)) + (n = 1) + Hgy ()

Uniform dagilim i¢in;

Hgy (v,) = —In(a) — In (Z) +(n—-1))+In(b—a)
Ustel dagilim icin;

Hey(y,) = —In(a) — In (Z) +n —1In(1)

Normal dagilim i¢in

Hsy (va) = ~In(@) — In (i) + (n — 1)) + In(ov2re)

olarak elde edilir.
3.16Ustel Dagilim

f(x)=41e* ve F(x)=1-e ™, x>0, >0 olmak lizere,

tistel dagilimin Shannon entropisi;
—E[In f(x)]=—E[In 12— 1x]
=—InA+AE(X) :—In/1+l%:l—lnﬂ

bulunur. Sira istatistiginin ise
£ (0 =a(0)IFMI - F)T £ (y)

oldugunu biliyoruz.

(3.17) denkleminin logaritmasi alinirsa;

Inf,,(y)=Mn(a(l)L-e 1] 2e™)

= In(a( ")+ (-1 Infl-e ]+ (n-a)In(e ™) +In ze-W)

—E[inf, (y) :—In(a(g)—(a—l)E[In(l—e‘”)]—(n—a)E[In(e‘”“y)]— E[In Ae™ )]

(3.19) denkleminde;
—E[Inf, (y)=1-In1 yazlirsa;

~E[Inf, () :—In(a( ')~ (a-DEN(L-e )]~ (n-a)E[-Ay]+1-In 4)

~E[Inf, (y)] :—In(a(g)—(a—l)E[In(l—e‘“)]—(n—a)(—l)E[y]+(1—In 1)
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ve (3.20) denkleminde E[y]= 1 yazilirsa ;
y

—E[In f, (y) =—In(a( ") - (a-DE[n(-e )] -(n-a)(-2) [%}+(1—In /1]
—E[inf, (y) :—In(a( ") - (@-DE[n-e )]+ (n-a)+(-In z) (3.21)
sonucu elde edilir.

(3.21) denkleminde E[In(1—e )] ifadesini bulmak icin;

In(1—e*) ifadesini Taylor serisine agalim;
f(y) = f(a)+f'(@)(x—a)+ f "(a)(XZ;Ia)

Ae
1-e™)

f(y) =

de

f(y)= m

E(x—a)?

E[f(y)]=f(a)+ f'(@)E(x—a)+ f "(a) o

y= % ortalama deger etrafinda agarsak;

ELF(9)]= () + (@) 2T

f(w)= In[l—e_l%] =In[l-e*]= In[1—%] =In(e-1)—Ine

f(u)=Ine—1) -1

2,-1y

n - e w
f"(y) :m oldugundan,
S
25 "2 92,1
) [ — L
(1_e_12)2 (1_e )
_ Var(x) A%™
E[Inl—-e ] =In(e-1) -1+ -
[ni—e )] = In(e—1) -1+ =25 -2 s
e—l
~Ine-)-1-————
S 2(1-e)?

40



2 Y
[1—%} =(eeTl) oldugundan;

e
~Ine-1)-1-———=
(-1 (e-1)°
Bu durumda sira istatistiklerinin entropisi;

“E[In f, (y) :-|n(a(g))—(a—1)[|n(e—1)-1—ﬁ]+(n-a)+(1-|n 2)

seklinde yaklasik degeri bulunur.

3.17Uniform Dagilim

Sira istatistiklerinin o.y.f;

n! i n—-a
)=l I [a-FOT )

. =a(L)IF(I[a-F(y)] " fy)

seklinde yazildigini biliyoruz. Bu esitligin In’i alinirsa;

-Int, (v)=In(a(}))+(@=DIn F(y)+(n-a)Infl-F(y)]in (y)
f(y)=1,0<y<1

F(y)=y, O<y<1

InF(y)=Iny

In[1-F(y)]=In(l-y)

(3.24) ve (3.25) esitlikleri (3.24) denkleminde yerine konulursa;

~E[In, (9)]=—In(ax(?))~ (- DELINF (y)]- (1~ )ELIN(L~ F(y))]~ EDI £ (y)]

:—In(a( g))—(a-l)E[ln y]-(n-a)E[In-y)] - E[In1]
Inf(y)=In1=0
E[InF(y)]=0

1
E[In y]=f|nydy v=u, du:%dy
0

41

(3.22)

(3.23)

(3.24)
(3.25)
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1 1

1
.[udv=uv|0 —.[vdu
0 0

:of 1
:(Iny)ylo—jyydy

0

1
=1In1-0In0- [dy =1
0

E[Iny]=-1 (3.29)
Elin@-F(y)]=E[In(0-y)]

1
_[In(l— y)dy x=1-y, dx=-dy
0

7 1
Iln xdx =—(xInx—x) | =1
0 0

E[In(l-y)] =1 (3.30)

Uniform dagilim igin sira istatistiklerinin Shannon entropisi;

~Efin, (y]=-In(a(?)}+(@-)~(n-@) bulunur. (331)
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A

Uygulama

Uniform, lstel ve normal dagilimlardan n=30, n=50 ve n=100 birimlik rassal
ornekler c¢ekilmis ve bu islemler 1000 kere tekrarlanmistir. Simiilasyonlar
Microsoft Excel yardimi ile gerceklestirilmistir. Daha sonra sira istatistiklerinin
Shannon entropileri hesaplanmistir. Bu degerler sira istatistiklerinin entropileri ile
kiyaslanmistir. Yapilan 9 simiilasyon ¢alismasinin sonuclar1 asagidaki grafikler

yardimi ile 6zetlenmistir.
a) Dagilim: Uniform, 6rnek biiyiikliigii=30, simiilasyon say1s1=1000
325
26.
19.5
13.

6.5

0 8 15 23 30 38

Sekil 4. 1 Sira degerine kars1 entropi

0.1125
0.09
0.0675
0.045

0.0225

Sekil 4. 2 Sira degerine kars1 s.sapma
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325
26.
19.5
13.

6.5

0. 0.02250.0450.0675 0.09 0.1125

Sekil 4. 3 Std.sapmaya kars1 entropi
b) Dagilim: Uniform, 6érnek biiytikligi=50, simiilasyon sayisi=1000
50.
375
25.

12.5

Sekil 4. 4 Sira degerine kars1 entropi

0.0875
0.07
0.0525
0.035

0.0175

0 13 25 38 50 63

Sekil 4. 5 Sira degerine kars1 s.sapma
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50.
37.5
25.
12.5

0.
0. 0.0175 0.035 0.0525 0.07 0.0875

Sekil 4. 6 Std.sapmaya kars1 entropi

¢) Dagilim: Uniform, 6rnek biyiikligii=100, simiilasyon say1s1=1000
100.
75.
50.

25.

o

25 50 75 100 125

Sekil 4. 7 Sira degerine kars1 entropi
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0.06

0.045

0.03

0.015

o

25 50 75 100 125

Sekil 4. 8 Sira degerine kars1 s.sapma

100.
75.
50.

25.

0. 0.015 0.03 0.045 0.06

Sekil 4. 9 Std.sapmaya karsi entropi
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d)Dagilim: Ustel, 6rnek biiyiikliigii=30, simiilasyon say1s1=1000
28.

21.

14.

Sekil 4. 10 Sira degerine kars1 entropi

1.5
1.2
0.9
0.6

0.3

Sekil 4. 11 Sira degerine kars1 s.sapma

28.
21.

14.

Sekil 4. 12 Std.sapmaya kars1 entropi
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e) Dagilim: Ustel; 6rnek biiyiikliigii=50, simiilasyon say1si=1000
50.
37.5
25.

12.5

Sekil 4. 13 Sira degerine kars1 entropi

1.4
1.05
0.7

0.35

Sekil 4. 14 Sira degerine karsi s.sapma

100.
75.
50.

25.

Sekil 4. 15 Std.sapmaya kars1 entropi
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f) Dagilim: Ustel; 6rnek biiyiikliigii=100, simiilasyon say1s1=1000

28.
21.

14.

0 8 15 23 30 38

Sekil 4. 16 Sira degerine kars1 entropi

1.4
1.05

0.7

0 25 50 75 100 125

Sekil 4. 17 Sira degerine kars1 s.sapma

100.
75.

50.

25.

0.
0. 0.35 0.7 1.05 14

Sekil 4. 18 Std.sapmaya kars1 entropi
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g) Dagilim: Normal; 6rnek biiytikliigii=30, simiilasyon say1s1i=1000

28.
21.

14.

Sekil 4. 19 Sira degerine kars1 entropi

0.625
0.5
0.375
0.25

0.125

Sekil 4. 20 Sira degerine kars1 s.sapma

28.
21.

14.

0. 0.125 0.25 0.375 05 0.625

Sekil 4. 21 Std.sapmaya kars1 entropi
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h) Dagilim: Normal; 6rnek biiytikliigii=50, simiilasyon say1s1=1000

50.
37.5
25.

12.5

0 13 25 38 50 63
Sekil 4. 22 Sira degerine kars1 entropi
0.6
0.45
0.3

0.15

0 13 25 38 50 63
Sekil 4. 23 Sira degerine kars1 s.sapma
50.
37.5
25.

12.5

Sekil 4.24 Std.sapmaya kars1 entropi
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i) Dagilim: Normal; 6rnek biiyiikliigti=100, simtlasyon say1s1=1000
125.
100.
75.
50.

25.

o
N
(%]
u
o

75 100 125
Sekil 4. 25 Sira degerine kars1 entropi

0.75
0.6
0.45
0.3

0.15

o
N
(6]
(%2
o

75 100 125
Sekil 4. 26 Sira degerine kars1 s.sapma

125.
100.
75.
50.
25.

0.
0. 015 03 045 06 0.75

Sekil 4. 27 Std.sapmaya kars1 entropi
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5

Sonuc¢ ve Tartisma

Nominal ve ordinal dagilimlar icin standart sapma hesaplanamaz. Bu gibi
durumlarda degiskenligi 6l¢menin tek yolu sikliklara dayal él¢iiler kullanmaktir.
Bu baglamda ¢esitli entropi formiilii nominal ve ordinal dagilimlardaki degiskenligi
6l¢mek i¢in 6nerilmistir.

Suirekli verideki degiskenligin 6l¢iilmesinde varyans, standart sapma gibi klasik
Ol¢linlin yanisira cesitli entropi Olciileri de 6nerilmistir. Bununla birlikte kesikli
hallerden farkli olarak bazi beklenmeyen durumlar ortaya ¢ikmaktadir. Uniform
dagilimda oldugu gibi diferansiyel entropi sifir olabilmektedir. Baz1 dagilimlar icin
negatif entropi degerleri elde edilmektedir. Bu gibi durumlarda istatistiksel
degiskenligin analizinde entropi o6lc¢iilerinin kullanimi yararsiz ve hatta yanls
yonlendirici olabilmektedir.

Uygulamada uniform, iistel ve normal dagilimlarin sira istatistiklerinin Shannon
entropileri ele alinmistir. Genel olarak Shannon entropileri standart sapmalarin
logaritmik fonksiyonlaridir. Bu bakimdan 6n sezisel olarak standart sapmalar ile
Shannon entropileri arasinda pozitif korelasyon olmasi dogaldir. Uygulamada
yapilan dokuz simiilasyonda bu baglamda pozitif korelasyonlar beklenmistir.
Gergeklestirilen dokuz simiilasyondan elde edilen bulgular Sekil 4.1'den Sekil
4.27'ye kadar 6zetlenmektedir.

Yapilan incelemede sinirlandirmanin standart sapma ile entropi arasinda gérmeyi
umdugumuz pozitif korelasyonu bozucu etkisi oldugu ortaya ¢ikmistir. Uniform
dagilim her iki yonden sinirlandirilmis bir dagilimdir. Sira istatistiklerinin standart
sapmalar1 ile entropileri arasinda bu sebepten pozitif korelasyonlar
gozlenmemistir. Ustel dagihm icin durum bir miktar diizelmistir. Bunun sebebi
tahminen tstel dagilimin tek taraftan (soldan) sinirlandirilmis olmasidir. Sekil
4.12, Sekil 4.15 ve Sekil 4.18’e bakildiginda sinirlandirmanin oldugu sol tarafta sira
istatistiklerinin entropisi ile standart sapmasi arasinda ters yonli, sag tarafa
gittikce ise (sinirlandirmanin olmamasi nedeni ile) pozitif yonlii bir iliski oldugu

gozlenmektedir. Bu kani normal dagilimin sira istatistiklerinin entropileri ile
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standart sapmalar1 kiyaslandiginda pekismektedir. Ciinkii normal dagilim
sinirlandirilmamis bir dagilimdir ve dolayisiyla u¢ noktalardaki en kiiciik ve en
biiyiik sira istatistikleri icin hesaplanan entropiler ile standart sapmalar pozitif
korelasyonludur. Bu durum Sekil 4.21, Sekil 4.24 ve Sekil 4.27’de acikca
gozlenebilmektedir. Normal dagilim gibi sinirli olmayan dagilimlar i¢in entropi ve
standart sapma onsel olarak beklendigi gibi pozitif korelasyonludur. Dolayisiyla
sinirlandirma durumunda entropi istatistiklerinin belirsizligin ya da degiskenligin

Olgimiinde kullanilmasi uygun olmamaktadir.
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