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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Proksimal Relator Uzaylarinda Fuzzy Bagintilar”
baglikli bu ¢aligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diigecek bir yardima bagvur-
maksizin tarafimdan yazldigin1 ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin
icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bigimde gosterilenlerden olustugunu

belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Bu doktora tezi {i¢ boliimden olugsmaktadir. Ik boliimde; tezdeki diger boliimle-
rin daha iyi bir gekilde anlagilabilmesi i¢in baz temel kavramlara yer verildi. Fuzzy
teori ve ozellikleri, fuzzy baginti ile ilgili tanim ve teoremler, proksimiti baginti,
proksimiti uzay ozellikleri ve relator uzay kavrami ayrintili olarak agiklandi. Bunlara
ek olarak latisler ve kompleks yapilar hakkinda bilgi verildi.

Tkinci boliimde, fuzzy proksimal relator uzaylari ve fuzzy proksimal karar verme
metodu incelendi. Bu boliimde, fuzzy proksimal uzayinin tanimi ve konu ile ilgili
orneklere yer verildi. Iki farkl proksimiti uzay1 i¢in fuzzy proksimal uzay tanimlarin-
dan bahsedildi. Fuzzy bagintisinin sagladigi 6zellikler, fuzzy proksimiti bagintisi i¢in
de ayrica incelenerek ayrintili gsekilde agiklandi. Ayrica bu boliimiin son kisminda,
bir ¢ok alanda uygulamalara sahip olan fuzzy proksimiti bagintis1 kullanilarak fuzzy

proksimiti karar verme metodu tanimlandi ve bu metot bir 6rnekle aciklandi.



Uciineii boliim, iki kissmdan olugsmaktadir. Ik kisimda, proksimal relator uzaylar-
da L-fuzzy bagintisinin tanimi yapildi ve konu ile ilgili 6rnekler verildi. Proksimal
relator uzaylarda bir L-fuzzy bagintisi tarafindan saglanmasi gereken L-fuzzy proksi-
miti aksiyomlar1 tamimlandi ve [0, 1] araligi latislere genellestirildi. Aym zamanda,
L-fuzzy bagintisinin sagladigi yansima, simetri, ters simetri ve gecisme gibi bazi
ozellikler, ayrica L-fuzzy proksimiti bagintisi i¢in de incelenerek bu ozellikler ayrintili
sekilde aciklandi. Bu kavramlar ile ilgili 6rnekler verildi. Ikinci kisimda ise kompleks
fuzzy proksimal uzayimin tanimi ve konu ile ilgili 6rnekler verildi. Fuzzy bagintinin
sagladig1 ozelikler, kompleks fuzzy proksimiti bagintisi i¢inde incelenerek, ayrintili
sekilde aciklandi. Ayrica, kompleks fuzzy bagimtisinin, birlesim ve kesigim iglemleri
altinda birlesme 6zelligine sahip oldugu orneklerle birlikte verildi. Son olarak, bu

iglemlerin birer yar1 grup olduklar1 elde edildi.

ANAHTAR KELIMELER: Proksimiti Uzaylari, Proksimiti Bagmtilar, Fuzzy
Kiimeler, Fuzzy Bagimtilar, Fuzzy Proksimiti, Relator Uzayi, L-Fuzzy Bagtilar,
L-Fuzzy Proksimiti, Kompleks Bagintilar, Kompleks Fuzzy Proksimiti, Fuzzy Proksi-

mal Relator Uzaylar.
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This doctoral thesis covers three chapters. In the first chapter, some basic
concepts were given for the rest of the thesis that readers can easily understand.
In this chapter, fuzzy theory and some properties, some theories and definitions
related to fuzzy relations, proximity relation, the properties of proximity space and
relator space were broadly explained. In addition to these, some information was
given about lattices and the concept of complex numbers.

In the second chapter, fuzzy proximal relator spaces and fuzzy proximal decision
making method were investigated. In this chapter, definition of fuzzy proximal
space and some examples related to subject are given. Definitions of fuzzy proximal
spaces were mentioned for two different proximity spaces. The properties that
prove fuzzy relation were also examine for fuzzy proximity relations. In the last

part of this chapter, fuzzy proximity decision making method was defined by using

il



fuzzy proximity relations that have applications in many areas and the method was
explained with an example.

Third chapter consisted of two sections. In the first section, L-fuzzy relations
on proximal relator spaces were defined and some examples were given related to
subject. L-fuzzy proximity axioms that prove by L-fuzzy relations were defined
on proximal relator spaces and the interval [0,1] was generalized to lattices. At
the same time, reflection, symmetry, antisymmetry and transitive properties that
prove by L-fuzzy relations were studied with some examples on proximal relator
spaces. In the second section, complex fuzzy proximal spaces were defined and
some examples were given related to subject. Complex proximity axioms that
prove by fuzzy relations were defined on proximal relator spaces. Also in this,
it was investigated that complex fuzzy relations have associativity property under
intersection and union operation. For this situation, some examples were given. In

the last section of this chapter, it was obtained that these operations were semi

group.

KEY WORDS: Proximity Spaces, Proximity Relations, Fuzzy Sets, Fuzzy Relations,
fuzzy Proximity, Relator Space, L-Fuzzy Relations, L-Fuzzy Proximity, Complex

Relations, Complex Fuzzy Proximity, Fuzzy Proximal Relator Spaces.
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GIRIS

Insanoglunun hayatimn pek cok alaninda; iyi, kotil, sicak, soguk gibi kisiden
kisiye veya durumlara gore degisiklik gosteren ve matematiksel anlamda tam olarak
ifade edilemeyen kavramlar vardir. Bu kavramlar matematiksel olarak modelleneme-
yen cesitli belirsiz kavramlardir. Dogadaki bu belirsizlikler, filozoflarin dikkatini
¢ektigi kadar matematik ve mantikla ugrasan bilim insanlarinin da dikkatini ¢gekmistir.

Klasik mantikta bu belirsizlikleri iceren problemleri modelleyebilmek ve ¢ozmek
matematiksel olarak pek miimkiin degildir. Giintimiizde, bu problemleri ¢6zmek
icin kullanilan klasik metodlar zamanla kullanigh olmaktan ¢ikmistir. Bu konuda
ozellikle filozoflar, matematikgiler ve mantik bilimi ile ilgilenen bilim insanlar1 calig-
malar yapmiglardir. Belirsiz kavramlar1 matematiksel olarak ifade edebilmek ve
bunlara sistematik ¢oziimler bulmak icin bilim insanlari her gecen giin yeni teoriler
tizerinde ¢aligmiglardir. Ekonomi, miithendislik ve sosyal bilimler gibi bilim dallarinin
problemlerini matematiksel olarak modellemek pek miimkiin gozitkmemektedir. Ciin-
kii, bilim insanlarinin yaptiklar caligmalarda her zaman tam olarak ifade edilen
veriler olmamaktadir. Ayrica, diinyadaki bazi olaylari agiklamak icin kesin tanimla-
malarda bulunabilmek imkansizdir.

Diinyadaki en gelismis metronun hangisi oldugu konusunda yapilan bir aragtirma-
da kazanan metro Japonya’daki Senday Metrosu olmustur. Bunun nedeni ise bu
metronun yolcularina verdigi rahatlik olarak bilinir. Ciinkii, bu metroda oturmak ya
da ayakta kalmak arasinda pek bir fark yoktur. Yaklagik 14 km 16 istasyon boyunca
hareket eden tren ¢cok yumusak hareket eder ve hig bir gekilde diigmeden kitabinizi
kolaylikla okuyabilirsiniz. “Peki bu metroyu bu hale getiren sistem nedir?” sorusu-
nun cevabi ise Bulamk Mantik (Fuzzy Logic) tir.

Bulanik Sistemler (Fuzzy Systems) eski Yunanlilara kadar dayanan, uygulamada

Yapay Zekada ¢okga kullanilan ve Aristoteles mantiginin dogadaki belirsiz durum-



larin modellenebilmesi konusunda yetersiz kaldigi anlagildigindan ortaya ¢ikan bir
alternatiftir. Matematigin gelismesinde ve biitlinliikk olusturmasinda Aristoteles’in
ve onun izinden giden disiiniirlerin pek ¢ok faydalari olmustur. Onlar, bir ¢ok
yasa ortaya koymuslardir. Bunlardan biri de her onermenin “Dogru” ya da “Yanhg”
olmasi gerektigidir. Heraclitus gibi baz1 diiglintirler ise baz1 seyler hem dogru hem de
yanlig olabilir diye diiginmiigtiir. Lukasiewicz 1900lerde “Dogru” ya da “Yanlhg” tan
farkli olarak “Olas1” ifadesini ortaya atmig ve “Dogru” ile “Yanlig” arasinda sonsuz
farkl degerler olabilecegini ifade etmistir. Cogu matematik¢i bu degerleri niimerik
olarak ifade etmis olsalar da, 1965 yilinda Zadeh, bu degerleri [0, 1] araligindaki
sayilarla ifade ettigi teorisini, Bulanik Mantik adli ¢alismasinda tanimlayana dek,
sonsuz degerli mantik uygulamada bagarih olamamisgt: [1].

Zadeh, karmasik sistemleri daha iyi anlamak ve bu sistemlerin problemlerinin
kolaylikla ¢oziilebilmesini saglamak icin fuzzy kiimeleri tanimlamigtir. Olaylar fuzzy
perspektifinde ele alindikca, ¢ok daha dogru sonuclar elde edilir. Kisaca, fuzzy
mantigin temeli, bazi sorulara basitge evet ya da hayir cevabi verilemeyen durumlari
kapsar, matematiksel model ve Ol¢iilen degerlerin yani sira insan diisiincesini formiile
eder. Fuzzy kiime kavraminda klasik kiimelerdeki “elemandir” veya “eleman degildir”
ifadesi yerine “su kadar elemandir” ya da “su kadar eleman degildir” ifadeleri yer
alir. Bir eleman ic¢in eleman olma durumu 1 ve olmama durumu 0 ile degil, 0 ve 1
arasindaki tiyelik derecesi ile gosterilir. Boylece; fuzzy kiimelerde bir elemanin bir
kiimeye ait olma degeri daha duyarl bir sekilde ifade edilmis olur ve fuzzy kiime
onun iiyelik fonksiyonu yardimi ile tanimlanir.

Fuzzy kiimeler pek c¢ok kavramin genellestirilmesinde de kullanilmig ve bir ¢ok
yeni ¢aligma alaninin olugmasina yol acmigtir. Kiimeler teorisindeki genellemelerden
biri de L—fuzzy kiimelerdir. Goguen 1967 yilinda fuzzy kiimeleri L—fuzzy kiimelere
genellegtirdi [2]. Bir L—fuzzy kiime, kismi sirali bir kiimeye (poset) tanimlanan
bir dontigiimdiir. Bu kismi sirali kiilme L ile gosterilir ve L—fuzzy kiime ya da
L—kiime olarak adlandirilir. X kiimesinde tanimlanan bir R, L—fuzzy ikili bagintisi
X kiimesinden L ye tanimlanan bir doniigtimdiir.

Diger bir yapilan genelleme ise; kompleks fuzzy kiimelerdir. Kompleks fuzzy

kiime kompleks degerli iiyelik fonksiyonu yardimiyla karakterize edilen bir fuzzy



kiimedir. Kompleks fuzzy kiimenin deger kiimesi kompleks diizlemde, [0, 1] arahigin-
dan birim c¢embere genisgletilir. Literatiirde fuzzy kiimelerin, kompleks sayilara
uygulanmasinin birbirinden farkli pek ¢ok bakig acgis1 vardir. Bunlardan biri de,
Buckley tarafindan 1987 yilindan tanimlandi [3-6] ve fuzzy kiime teorisinde 6nemli
bir aragtirma konusu oldu. Buckley’in tanimi fuzzy kiimeler yardimiyla kompleks
sayilar igerir. Buckley fuzzy kompleks sayilarin integral ve diferansiyel [5,6] 6zelliklerini
de ayrica ¢aligt1.

Buckley’in galismasindan farkli olarak yapilan diger bir calisma ise Ramot vd
tarafindan 2001 yilinda yapildi [7,8]. Bu galismada ise fuzzy kiimeleri ile (reel)
kompleks sayilar arasindaki iligki incelendi. Ramot vd yeni bir kiime tanimladilar ve
kompleks fuzzy kiime adini verdiler. Klasik kompleks sayilar1 kullanarak gosterilen
standart fuzzy kiimelerin, tiyelik degerlerinin bulunmasini saglar. Diger bir ifadeyle,
Ramot vd fuzzy kiime kavramini p iiyelik fonksiyonunu kompleks degerli fonksiyon
yardimiyla degistirerek kompleks fuzzy kiimelere genellestirdiler [7]. Ayrica, Ramot
vd kompleks fuzzy bagint1 ve kompleks fuzzy logic kavramlarini tanimladilar. Komp-
leks fuzzy bagintinin tiimleyen, birlesim ve kesigim kavramlarini da ayrica ¢aligtilar
8].

Giiniimiizde bulanik mantigin kullanildigi baz1 uygulama alanlari ise soyledir:
Hidroelektrikte kullanilan baraj kapilarimin otomatik kontroliinii saglama (Tokio
Electric Pow.), klimalarda 1s1 inig ¢ikiglarimi 6nleme, araba motorlarinda kontrol
saglama (Nissan), otomobillerde hiz sabitleme (Nissan, Subaru), dékiimanlarin argiv-
lenmesi (Mitsubishi Elec.), depremlerin 6nceden tahmin edilmesi (Inst. of Seismology
Bureau of Metrology, Japan), ilag sanayisinde kanser teshisi (Kawasaki Medical
School), cep bilgisayarlarinda el yazis1 algilama sistemi (Sony), kameralarda hareketin
algilanmasi (Canon, Minolta), metro sistemlerinde siiriig rahathgi, durug mesafesinin
kesinligini ve ekonomikliginin gelistirilmesi (Japonya’ daki metro hedefe 7 cm kala
durmaktadir) (Hitachi), otomobillerde geligmis yakit titketimi (NOK, Nippon Denki
Tools).

Proksimiti uzay teoreminin temeli Bologna’da bir kongrede Riesz tarafindan 1908
baglarinda atildi [9]. Riesz’in diigiinceleri teorinin bugiinkii temelini olugturmaktadir.

Proksimiti uzay kavrami esas olarak; 1950 de Efremovi¢ tarafindan yeniden ele alindi



ve teorinin ¢aligilmasinda hiz kazamldi [10]. Efremovié¢, proksimiti uzay1 kavramim
ele alana kadar konuda ¢ok fazla ilerleme saglanamadi. Efremovi¢ X kiimesinin, A
ve B alt kiimeleri i¢in, proksimiti uzayinin tanimini aksiyomatik olarak karakterize
eden bagintiy1 “A, B ye proksimaldir.” seklinde ifade etti [10]. Proksimitiler yakinlik
bagintilaridir.  Yani, bogtan farkli kiimeler arasindaki bir proksimiti, kiimelerin
yakinligini belirten matematiksel bir ifadedir. Bir proksimiti uzayda bostan farkli bir
kiime cifti bir veya daha fazla ortak noktaya sahipler ise ya da her kiime birbirlerine
yeteri kadar yakin olan bir veya daha fazla nokta iceriyorsa, bu kiimeler birbirlerine
yakindir seklinde ifade edilir. Efremovi¢, A; X in bir alt kiimesi olmak tizere; X in
A ya yakin olan biitiin noktalarini A nin kapanmisi olarak tanimlayarak, proksimiti
uzayda bir topolojinin tanimlanabilecegini gosterdi. Daha sonra, bir ¢ok alanda
kullanilan oldukga yaygin bir teori olan proksimiti uzay: ile ilgili ¢aligmalar ¢ok hizh
bir gekilde ilerlemisgtir. Bu uzay dogal olarak; bir topolojik grubun ve bir metrik
uzayin genellemesidir. 1940 larda, Murti [11], Wallace [12,13] ve Szymanski [14] ise
daha basit gekilde “kiimelerin ayriligi” ifadesini kullanarak bu konuda caligmalar
yapmisglardir. Her ii¢ calismada da arastirmacilar Efremovic’in tanimladigindan
daha zayif aksiyomlar tizerinde caligtilar.

Tlerleyen yillarda da proksimitiler ile ilgili pek ¢ok calisma yapild: ve yeni yeni
proksimiti kavramlar: tanimlandi. Bu caligmalarin genelinde Efremovié¢’in tanimladi-
gindan daha zayif aksiyomlar ile yeni proksimiti cesitleri tanimlanarak literatiire
kazandirildi. Ornegin; paraproksimiti, pseudo-proksimiti, lokal proksimiti bunlardan
sadece birkacidir.

Proksimiti bagintisinin genellegtirilmesi konusu ise 1963 yilinda Leader [15] ve
Pervin [16] tarafindan birbirlerinden bagimsiz bir gekilde ¢aligildi. Pervin ve Leader,
Efremovic’in tanimladig: orjinal kiime aksiyomlarini genellegtirerek simetri kogulunu
kaldird: ve yeni tanimladigi proksimitiye quasi-proksimiti adin1 verdi.
yeni bir tanimlama yapti ve bu proksimitiye Lodato proksimiti adini verdi. Proksimiti
uzaylar1 konusunda yapilan diger ¢calismalar igin [18,19] ¢calismasina bakilabilir.

Uzaysal olarak proksimal olmayan kiimelerin incelenebilmesi i¢in tanimsal proksi-

miti uzay1 tanimlanmistir [20-22]. Tanimsal proksimiti teorisinde tanmmsal olarak



ayni ozelliklere sahip kiimeler incelenir. Uzaysal proksimiti, Efremovi¢ bagintis ile
donatilmig gesitli aksiyomlar saglayan bostan farkli bir kiimedir.

O algilanabilir nesneler kiimesi ve X C O olmak iizere; bir x € X algilanabilir
nesnesinin tanimi, nesnenin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlari

yardimiyla belirlenen ® fonksiyonu ile belirlidir.

O (z) = (o1 (2), 02 () 03 (), - 00 (2) 5 oo 01 (7))

nesne tanimlamasi ele alinirsa dg tanimsal proksimiti bagintisi ile verilen bir X
kiimesi Efremovi¢ aksiyomlarinin tanimsal geniglemelerini saglar [23]. Uzaysal proksi-
miti yaklasimi proksimiti formlarinin en iyi bilinen ve en eski formudur. Pek cok
bilim adaminin dikkatini cekmis ve bir ¢ok calisma yapilmistir. Poincare, Hadamard,
Listing, Riesz, Hausdorff, Cech, Efremovi¢, Smirnov, Leader ve égrencisi Lodato,
Naimpally ve ogrencileri, Thron, Herrlich ve daha bir ¢ok bilim adaminin bu konuda
caligmalar1 vardir [19].

Proksimiti uzaylar1 topolojik bakimdan c¢ok zengin ozelliklere sahiptirler. Bu
nedenle proksimiti uzaylarinin; topolojik uzaylar, metrik uzaylar ve diizgiin uzaylarla
olan iligkileri, bir ¢ok bilim adami tarafindan incelenmistir. Fuzzy kiimeler tizerinde
yakinlik uzaylar ilk kez 1979 da Katsaras tarafindan tammlanmigtir [24]. Fuzzy
kiimeler literatiirtinde bir ¢ok yakinlik uzay tanimi mevcuttur. Artico 1984 de
Katsaras'in yakinlik uzay taniminin devami olarak nitelendirilen bir yakinlk uzay
tanimi vermis ve Moresco ile birlikte fuzzy diizgiin ve fuzzy proksimiti uzaylar
arasindaki iligkileri incelemigtir [25, 26].

Bu doktora tezi, ti¢ boliimden olusmaktadir. Ik boliimde; tezdeki diger bolum-
lerin daha iyi bir sekilde anlagilabilmesi i¢in baz1 temel kavramlara yer verilmistir.
Fuzzy teori tanim ve ozellikleri, fuzzy baginti ile ilgili tanim ve teoremler, proksimiti
baginti, proksimiti uzay ozellikleri, relator uzay kavrami ayrintili olarak agiklandi.
Bunlara ek olarak latisler ve kompleks yapilar hakkinda bilgi verilerek tezde kullanilan
kavramlar alindi.

Ikinci boliimde, fuzzy proksimal relator uzaylar: ve fuzzy proksimal karar verme
metodu incelendi. Bu boéliimde, fuzzy proksimal uzayimin tanimi ve konu ile ilgili

orneklere yer verildi. Iki farkl proksimiti uzay1 icin fuzzy proksimal uzay tanimlarin-



dan bahsedildi. Fuzzy bagintisinin sagladigi o6zellikler, fuzzy proksimiti bagintisi
icin ayrica incelenerek ayrintili gekilde agiklandi. Fuzzy proksimiti bagintisinin
maksimum ve minimum yapilari, izdiigiimii ve silindirik genigleme tanimlar: verildi.
Ayrica, uzaysal Smirnov proksimiti 6l¢gim tanimina yer verildi ve uzaysal Smirnov
proksimiti 6lglimiiniin bir fuzzy proksimiti bagintisi oldugu gosterildi. Ayrica bu
boliimiin son kisminda, bir ¢ok alanda uygulamalara sahip olan fuzzy proksimiti
bagintisi kullanilarak fuzzy proksimiti karar verme metodu tanimlandi ve bir 6rnekle
metot agikland.

Ugﬁncii boliim iki kisimdan olugmaktadir. Ik kisimda; proksimal relator uzaylar-
da L-fuzzy bagintisinin tanimi yapildi ve konu ile ilgili 6rnekler verildi. Proksimal
relator uzaylarda bir L-fuzzy bagintis1 tarafindan saglanmasi gereken L-fuzzy proksi-
miti aksiyomlar1 tanimlanarak [0, 1] araligr latislere genellestirildi. Bu kavramlar
arasinda ne gibi farkhiliklar oldugu arastirildi. Uzaysal Smirnov proksimiti ol¢timii,
L-fuzzy Ol¢imi icin genellestirildi ve Lodato L-fuzzy proksimiti bagintisi oldugu
gosterildi. Aym zamanda L-fuzzy bagimtisinin sagladig1 yansima, simetri, ters simetri
ve gecigsme gibi bazi 6zellikler, L-fuzzy proksimiti bagintisi i¢in de ayrica incelenerek
ayrintili gekilde agiklandi. Bu kavramlar ile ilgili ornekler verildi. Ikinci kisimda
ise; kompleks fuzzy proksimal uzayimin tanimi, konu ile ilgili 6rnekler verildi. Fuzzy
bagintinin sagladigi 6zelikler, kompleks fuzzy proksimiti bagintisi i¢cinde incelenerek
ayrintili sekilde agiklandi. Kompleks fuzzy baginti yardimi ile, kiimelerin iki farklh
ornegin uzaysal ve tanimsal proksimiti ozellikleri dikkate alindiginda birbirlerine ne
kadar proksimal olduklar: incelendi. Bu yaklagim ile ayn1 anda iki farkli proksimallik
incelenme imkani elde edilmig oldu. Ayrica, kompleks fuzzy bagintisinin, birlegim ve
kesigim iglemleri altinda birlesme 6zelligine sahip oldugu orneklerle birlikte verildi.

Son olarak, bu iglemlerin birer yarigrup olduklar: elde edildi.



BOLUM 1
ON BILGILER

Bu boliimde, tez icerisinde ihtiya¢ duyulan ve tezin daha iyi anlagilabilmesi icin
gerekli olan bazi kavramlara yer verilmigtir. Bu boliim dort kisimdan olugmaktadir.
Ik kisim proksimiti uzay ve relator uzay, ikinei kisim fuzzy kiimeler ve fuzzy bagmnti,
ticiincti kisim latis kavrami ve L-fuzzy baginti ve son olarak dordiinci kisim da
kompleks fuzzy kiimeler ve kompleks fuzzy bagnti ile ilgili tanim ve teoremleri

icermektedir.

1.1 Proksimiti ve Relator Uzaylar

Bir cok alanda, oldukc¢a yaygin bicimde kullanilan bir teori olan proksimiti uzayi
ile ilgili calismalar cok hizl bir sekilde ilerlemistir. Ik olarak, 1908 yilinda, Riesz
proksimiti uzay1 fikrini ortaya att1 ve teori ile ilgili ¢esitli fikirler sundu [9]. Fakat,
1950 de Efremovi¢ proksimiti uzay1 kavramim ele alana kadar bu konuda c¢ok fazla
bir ilerleme saglanamadi. Proksimitiler, yakinlik bagintilaridir. Diger bir deyisle,
bostan farkli kiimeler arasindaki bir proksimiti, kiimelerin yakinligini belirten mate-
matiksel bir ifadedir.

Efremovi¢, X kiimesinin, A ve B alt kiimeleri i¢in, proksimiti uzayimin tanimini
aksiyomatik olarak karakterize eden bagitiy1 “A, B ye proksimaldir” geklinde ifade
etti [10]. Daha sonra, proksimiti uzaylarini olugturmak i¢in, “proksimiti komgulugu”
fikrini kullandi. Bir proksimiti uzayi ise, bir ya da daha fazla proksimiti bagintisi ile
donatilmig bogtan farkli bir kiimeden olusur. Bir proksimiti uzayda bostan farkli bir
kiime cifti, bir veya daha fazla ortak noktaya sahipler ise ya da her kiime birbirlerine
yeteri kadar yakin olan bir veya daha fazla nokta igeriyorsa, bu kiimeler birbirlerine
yakindir. Yani; bir proksimiti uzayi, bostan farkli bir X kiimesinin alt kiimeleri
arasinda 0 bagmtisiyla bazi anlamlarda (uzaysal, tamimsal) A, B kiimesine yakin

ise, AdB saglanir ve A, B kiimesine proksimaldir seklinde ifade edilir.



Proksimiti bagintisi, bagintiyla ilgili olarak bagintiya 6zgii bazi aksiyomlari saglar.
Genellikle bir proksimiti uzay ise, ortak proksimiti aksiyomlarini saglar. Bazi aragtir-
macilar Efremovi¢’in tanimladigindan daha zayif aksiyomlar iizerinde ¢aligtilar [19]
ve yeni yeni isimlerle farkli proksimiti aksiyomlar: tammladilar. Cech proksimiti [27],
Efremovic¢ proksimiti [10], Lodato proksimiti [28] ve tanimsal proksimiti [23] bunlara

ornek olarak verilebilir.

Tanmim 1.1.1. §, bostan farkl bir X kiimesinin kuvvet kiimesi tzerinde tanimly bir
bagints olsun. Her A, B € P (X) i¢in 0 asagidaki kosullar: saglarsa § ya X dzerinde
bir Cech proksimiti denir:

(Cy) Her A C X igin )6 A.

(Cy) AdB <= BJA.

(C3) ANB # () = AdB.

(Cy) AS(BUC) <= AdB ya da ASC [27].

Tanim 1.1.2. §, bostan farkly bir X kiumesinin kuvvet kiumesi tizerinde tanimly bir
bagintr olsun. Her A, B € P (X) i¢in 0 asagqidaki kosullar: saglarsa § ya X dzerinde
bir temel proksimiti denir:

(A1) AOB = BJA.

(As) (AU B)0C <= AdC ya da BoC.

(A3) AOB=—= A#0, B#1.

(Ay) ANB # 0= AdB [19].

Tanim 1.1.3. §, X kimesi tzerinde bir temel proksimiti olsun. 9,
(As) A0B ise AOE ve (X — E) 6B olacak sekilde X in bir E alt kiimesi vardur.

kosulunu saglarsa 0 ya X tzerinde bir Efremovic proksimiti (EF-proksimiti) denir

[10].

Tanim 1.1.4. §, X kimesi tizerinde bir Efremovic proksimiti olsun. &, her z,y € X
¢m

(Ag) {z} 6 {y} = = =y kosulunu saglarsa, 0 ya X tzerinde bir ayrik proksimiti
denir [19].



Tanim 1.1.5. §, bostan farkl bir X kiimesinin kuvvet kimesi tzerinde tanimly bir
bagintr olsun. Her A, B € P (X) i¢in §, (A3), (Ay) ve asagudaki kosullar: saglarsa §
ya X dzerinde bir Leader proksimiti (LE-proksimiti) denir:
(A3) (AU B)0C <= A6C ya da B6C ve A§ (BUC) <= AdB ya da ASC .
(A7) Her b € B i¢in AdB ve {b} §C = ASC [29].

Tanim 1.1.6. 6, X kimesi tizerinde bir Leader proksimiti olsun. 0, (A1) kosulunu

saglarsa, 6 ya X dzerinde bir Lodato proksimiti (LO-proksimiti) denir [28].

Tanim 1.1.7. §, X kimesi tzerinde bir temel proksimiti olsun. 6, (Ag) ve asagidaki

kosulu saglarsa, 0 ya X tzerinde bir S-proksimiti denir.

(AZ) Her b € B igin {z} 0B ve {b} 0C = {z}sC [19].

Tanim 1.1.8. Herbir (X,0) ikilisine bir temel proksimiti (Efremovi¢ proksimiti,

ayrik proksimiti, Leader proksimiti, Lodato proksimiti, S proksimiti) uzay: denir.

Proksimiti bagintisinin bagka formlar1 da vardir. Ornegin; Wallman proksimiti,

quasi proksimiti, paraproksimiti, pseudo-proksimiti ve lokal proksimiti [19].

Tanim 1.1.9. A ve B, X proksimiti uzayimin bostan farkl alt kiimeleri olsun.

Smirnov proksimiti él¢imi, 6(A, B) € {0,1} olmak iizere

L,
0(A,B) =
0, A, B den uzak ise,

A, B ye yakwn ise,

seklinde tanymbidur [30).

Bir proksimiti 6l¢iimii bogtan farkli bir kiime ciftinin yakinliginin élgtimiidiir. ¢
proksimiti 6l¢iimii Smirnov tarafindan 1952 de tanimlandi. Dikkat etmek gerekir ki,
bir proksimiti ol¢timii bir mesafe metrigi degildir fakat bunun yerine bir proksimiti
ol¢iimii bir kiimenin kapsama ol¢timiuidiir. Diger bir ifade ile, bir kiimenin diger bir

kiimede kapsanma derecesinin ol¢iimiidiir.

Tanmim 1.1.10. € > 0 ve v(A,B) = ‘?;]'3‘ olsun. 9., (A,B) € [0,1] ye uzaysal

Smirnov proksimiti ol¢umi denir ve

A0 B| ce<v(A.B)<1
58,V(A’B): I 7 ( ’ >_ ’
0 , v(A,B) <e,

seklinde tanimlanar [31].



O algilanabilir nesneler kiimesi ve X C O olmak tizere; bir z € X algilanabilir
nesnesinin tanimi, nesnenin ayirt edici 6zelliklerini temsil eden ¢ikarim fonksiyonlar:
yardimiyla belirlenen ® (x) fonksiyonu ile belirlidir. B C F &érnek nesnelerin ¢ikarim
fonksiyonlarinin kiimesi ve ¢; : O — R olmak tizere, ¢; € B olsun. Nesnelerin ayirt
edici 6zelliklerini temsil eden ; fonksiyonlarimin, ¢; (x) degerlerinin bilegimi dikkate

alimirsa, tanim uzunlugu |®| = L olan bir ® : O — RE,

o (ﬁ) = (@1 ([L’) ) P2 (J:) ) P3 (x) 7oy Pi (I) 3o PL (ﬁ))

nesne tanimlamasi elde edilir. Algilanabilir elemanlardan olugan kiimelerdeki ele-
manlarin tanimlamalarinin dikkate alinmasi, tanimsal tabanl kiime iglemlerinin ¢ikig

noktasidir. Bu kisimdaki tiim kiimeler algilanabilir nesnelerden olusan kiimelerdir

[32].

Tanmim 1.1.11. (Kidme Tanymlamas:) O algilanabilir nesneler kimesi, X € O
ve ® (x) € RY olsun.
QX) ={®(2) |z e X}

kiimesine X in kime tanimlamasy denir [22].

Tanim 1.1.12. (Tanimsal Kime Birlesimi) O algilanabilir nesneler kiimesi

ve X,Y C O olsun.
X%Y: {a e XUY |®(a) € Q(X) veya ®(a) € Q(Y)}
kiimesine X ve Y kiimelerinin tanimsal birlesimi denir [35].

Tamim 1.1.13. (Tanwmsal Kime Arakesiti) O algilanabilir nesneler kiimesi ve

X, Y C O olmak 1izere,
XQY:{aEXUY | P (a) € Q(X) ved(a) e Q(Y)}
kiimesine X ve Y kiimelerinin tanimsal arakesiti denir [22, 34].

Proksimiti uzaymin iki farkli formu vardir. Bunlardan biri uzaysal proksimiti,
digeri ise tanimsal prosimitidir. Simdiye kadar bahsedilen biitiin proksimitiler uzaysal

proksimitidir. Simdi ise tanimsal proksimiti tanimini verelim.
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Tanim 1.1.14. 05, X kimesi tizerinde tanimsal proksimiti bagintisy olsun. Yani
do, Efremovic proksimiti bagintisinin tanimsal genisleme kosullarima saglar. (X, dg)

ikilisine bir tanimsal proksitimi uzayr denir [23].

Tanim 1.1.15. A, bostan farkl bir X kiimesinin alt kiimesi olsun. A kiumesine
yakin olan biitin noktalarn kimesine A min kapanise denir ve cl A seklinde gosterilir.

CZAQCZB # () ise A, B ye tammsal yakinduwr denir ve A 6B seklinde gosterilir [23].

Tanimsal proksimiti biitiin uzaysal proksimitiler i¢in de tanimlanabilir. Bununla

ilgili olarak agagidaki tanim verilebilir.

Tanim 1.1.16. d¢, bostan farkly bir X kumesinin kuvvet kimesi tizerinde taniml
bir baginti olsun. Her A, B,C € P (X) i¢in d¢ asaqrdaki kosullar saglarsa 6 ya X
uzerinde bir tanimsal Lodato proksimiti denir:

(TP,) Her A C X icin PigA.

(TPy) AdepB <= BigA.

(TP3) A Q B # ) = AdeB dir.

(TP4) Ade (BUC) <= AdeB ya da AdeC dir.

(TP5) AdeB we her bir b € B igin {b} d6C = AdeC dir [31].

Tanim 1.1.17. (X, R, pugr) bir fuzzy proksimal relator uzay olsun. Genigletilmis
Smirnov proksimiti olcumiu benzer sekilde tamimsal bir yapiya da sahiptir. €6 > 0
vev(A,B) = % olsun. 6., (A, B) € [0,1] ye tanumsal Smirnov proksimiti
olcumi denir ve

[2(Ane(B)
Seow (A, B) = (X)) . co<v(AB)<1

0 , U (A, B) S Edp
seklinde tanymlanar [31].
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Relator uzaylar, uniform uzaylar ve sirali kiimelerin dogal bir genellemesidir [35].

Tanim 1.1.18. R, X kumesi tizerinde bagintilarin bir ailesi olsun. R ye X uzerinde

bir relator denir. Ayrica, X (R) = (X, R) swral ikilisine bir relator uzay. denir.

Peters [36] X kiimesi tizerinde Rs proksimiti bagintisinin bir ailesini tanimlayarak,
(X, Rs) proksimal relator uzaym elde etti. Relator uzaylarinda bazi proksimiti
bagintilart ayni zamanda disiiniilebilir. Diger bir ifadeyle, Efremovi¢ proksimiti
0, tamimsal proksimiti d¢, LFE-proksimiti, LO-proksimiti gibi bir ka¢ proksimiti
bagintisi relator uzaylarda ayni anda ele alinabilir.

Genel olarak, ARB ifadesinin anlam1 R deki bagintilardan en az birine gore
A, B ye proksimaldir. Ornegin; (X,R) bir proksimal relator uzay olmak iizere
R = {0, 0} seklinde alinabilir. Eger A, B C X i¢in, ARB ise bu durumda AdB ya
da Ade B dir.
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1.2 Fuzzy Kiime ve Baginti

X bir evrensel kiime, x bu kiimeye ait bir eleman ve A C X olsun. Bu durumda
her bir z elemani, bu A kiimesine aittir ya da degildir. Her bir z elemam icin
bir karakteristik fonksiyon tanimlayarak klasik A kiimesini (x,0) veya (x,1) sirah

ikilileriyle temsil edebiliriz.

Tanim 1.2.1. X bir evrensel kume olsun. X in bir A alt kiimes:
xa: X —{0,1}
1, z€ A
0, z¢A

r > xalz)=

ile karakterize edilebilir. Burada, x a fonksiyonuna karakteristik fonksiyon denir [37].

Karakteristik fonsiyonun deger kiimesi [0, 1] reel araligi ahnirsa A ya p, iyelik
fonksiyonu ile ifade edilen fuzzy kiimesi denir. Bu durumda fuzzy kiimelerin karakte-
ristik fonksiyonlari, bir elemanin ilgili fuzzy kiimeye tiyeliginin derecesini gosteren

[0, 1] araligindaki degerlere sahiptir.

Tanim 1.2.2. X kimesinde; bir A fuzzy kiimesi, [0, 1] araliginda reel degerler alan

pa : X — [0, 1] dyelik fonksiyonu ile tanvmlanar.

pa={(z, pa) sz € X}
bigiminde gosterilir [1].

Bu tanmmmlamada A kiimesi bir fuzzy kiime, p4 (z) ise bu kiimeye iligkin iyelik
fonksiyonudur. Bir fuzzy kiime, iiyelik derecelerine sahip olan elemanlarin bulunma-
sina olanak saglar. Eger iiyelik fonksiyonu 1 degerini alirsa, elemanlar tamamen
kiimede yer almaktadir. Aksine, 0 degerini alirsa elemanlar kiimeye ait degildir. Bu

nedenle iiyelik fonksiyonu kismen kiimede yer alan her eleman icin 0 ile 1 arasinda

degerler alir. Bu degerler kiimedeki elemanlarin tiyelik derecelerini verir.

Tanim 1.2.3. A ve B, X evrensel kiimesinde iki fuzzy kime olsun. Bu durumda
her x € X i¢in
pa (z) = pp ()

ise A ve B ye egit fuzzy kimeler denir ve A = B ile gosterilir [37].
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Tanim 1.2.4. A ve B, X evrensel kumesinde iki fuzzy kime olsun. Bu durumda

her x € X i¢in
pa(r) < pp (2)

ise A ya B nin alt kimesi denir ve A C B ile gdsterilir [37].

Tanim 1.2.5. A ve B, X evrensel kumesinde iki fuzzy kime olsun. Bu durumda

her z € X igin
pa (@) < pp (x)ve Iz € X pa (x) < pp (2)

ise A ya B nin 0z alt kiimesi denir ve A C B ile gosterilir [37].

Tanim 1.2.6. A bir fuzzy kiimesi olsun.
A={(wpma (@) Vo € X, jua @) =1- pa(@)

seklinde tanimlanan kimeye A fuzzy kiimesinin timleyeni denir [37].

Tanim 1.2.7. A ve B, X evrensel kiimesinde iki fuzzy kiime olsun.

ANB = {(z, panp () : Vo € X panp () = min (14 (z), up (2))}
seklinde tanimlanan kimeye A ve B fuzzy kiimesinin kesigimi denir [37].

Tanim 1.2.8. A ve B, X evrensel kimesinde iki fuzzy kime olsun.

AUB ={(z,paup (v)) : Vo € X paup () = max (pa (), pp (v))}
seklinde tanimlanan kimeye A ve B fuzzy kiimesinin birlegsimi denir [37].

Tanim 1.2.9. A ve B, X evrensel kiimesinde iki fuzzy kiime ve pa (x) ve up (z) de

siraswyla A ve B nin tyelik fonksiyonlar: olsun. Bu durumda A ve B fuzzy kiimesinin

fark:

A=B = {(@ a5 @) Yo € X pap(2) = min (a (@) iz () )}
seklinde tanimlanir [37].

Tanim 1.2.10. A bir fuzzy kiimesi olsun. Her x € X i¢in pa (x) = 0 ise A ya bog
kime denir ve A = () ile gosterilir [37].
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Tamim 1.2.11. A bir fuzzy kimesi olsun. t € [0,1] igin
Ai={r e X :pa(x) >t}
seklinde tanimlanan kimeye t-seviye kimesi (t-kesimi) denir [37].

Fuzzy bagintiy1 tanimlamak i¢in oncelikle klasik bagintiyr tanmimlayalim. Klasik
bagintiy1 giinliikk hayattan bir ¢rnekle aciklayalim. X renkler kiimesi ve Y ise
olgunluk derecelerini gosteren iki kiime olsun. X = {yesil, sar,kirmzi} ve YV =
{ham, yar1 olgun, olgun} seklinde alalm. Iki klasik kiime arasinda X — Y ye

tanimlanan klasik bagint1 asagidaki sekilde Tablo 1 ile ifade edilir.

Ham | Yar1 Olgun | Olgun
Yesil 1 0 0
Sar1 0 1 0
Kirmiz 0 0 1
Tablo 1

Yukaridaki tabloda, 0 ve 1 degerleri bu bagintinin iiyelik derecesini tanimlar. Bu
bagint1 X ve Y gibi iki klasik kiimeden olusturulan yeni bir klasik kiimedir. Bu yeni

kiime R ile gosterilir ve agagidaki kurallarla olugturulur:

1. Meyvenin rengi yesil ise bu durumda meyve hamdir.
2. Meyvenin rengi sar1 ise bu durumda meyve yar1 olgundur.

3. Meyvenin rengi kirmizi ise bu durumda meyve olgundur.

Aymni iki kiimenin fuzzy baginti ile olusturulan tablosu ise Tablo 2 ile verilmigtir:

Ham | Yar1 Olgun | Olgun
Yesil 1 0.6 0
Sar1 0.4 1 0.3
Kirmiz 0 0.5 1
Tablo 2
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Klasik baginti iki evrensel kiimenin kartezyen carpimi seklinde tanimlanir ve
XxY={(z,y)lre X,yeY}

bigiminde gosterilir. Klasik R bagintisi iiyelik fonksiyonu yardimiyla

1, (x,y)€R
0, (z,y)¢R

bigimindedir. Eger verilen kiimeler sonlu ise bagint1 bir matris ile gosterilir ve bu R

pr(r,y) =

matrise R bagint1 matrisi denir [38].

Ornek 1.2.1. A = {1,3,8} ve B = {5,6,9} kiimelerini alalvm. R bagintisi

R ={(x,y) : x <y} olarak tamumlansin. Bu durumda R bagintr matrisi

5 6 9

1 1 1 1
R= 31111
810 0 1

bicimindedir.
Simdi ise fuzzy bagintiy1 tanimlayalim.

Tanim 1.2.12. Bostan farkls X ve Y kimeleri arasinda bir R fuzzy bagints , X XY

tizerinde bir fuzzy kiimedir ve asagidaki sekilde tanimlanir [38]:

pr: X XY — [0,1],

R:{((l’,y),MR(ZL’,y)) | (Ivy)EXXY}

Fuzzy bagintilar iki boyutlu bir tablo biciminde gosterilir. m x n boyutlu bir

matrisle R fuzzy bagintisi agagidaki sekilde bir matris ile de verilebilir:

Vi Un

T1 NR(xhyl) /~LR(1’1,yn)
R . .

T | PR (Tmsy1) - R (Tm, Yn)
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Ornek 1.2.2. X = {1,1,2} ve Y = {1,3} kiimeleri ve pug(z,y) = e @Y dyelik

fonksiyonu verilsin. Bu durumda R fuzzy baginti

. e~ (141D o=(143) —(1+1) =(143) =(2+1) —(2+3)
L@ T @)@ (13)7 (217 (2,3)

yani

R 0.135 0.018 0.135 0.018 0.049 0.006
LD (L3)7 (L) (1,3)7(2,1) (2,3)
bicimindedir. Baginti matrist ise asaqidakt sekildeduir:

0.135 0.018
R=10.135 0.018
0.049 0.006

Tanim 1.2.13. R, X x X duzerinde bir fuzzy baginty olsun.
1. Her x € X i¢in pg (x,x) = 1 ise, R ye yansimali fuzzy baginty denir.
2. Herx € X i¢in ug (z,x) =0 ise, R ye yansimali olmayan fuzzy bagintr denir.

3. Herz,y € X i¢in pugr (x,y) = ur (y, ) esitligi saglaniyorsa, bu durumda R ye

simetrik fuzzy baginty denar.

4. Her z,y € X i¢cin pg(x,y) > 0 ve x # y iken pg(y,x) = 0 ise, R ye

antisimetrik fuzzy baginty denir.

5. Her x,y € X i¢in R fuzzy bagintist pug (x, z) > max (min (ur (x,y), 1r (y,2)))
ye

kosulunu saglarsa, bu durumda R ye gecismeli fuzzy baginty denir.
Ayrica, gecismeli fuzzy baginti olma kosulu asagidaki bicimde de yazilabilir:
R(z,y) 2 (RoR) (z,y).

Bu durumda; eger

RoRC Rwveya R*°CR

kosulu saglaniyorsa, R ye gegismeli fuzzy bagintt denir. Burada,
Ro R C R (veya R* C R) ifadesi ppe (z,y) < pr (z,y)

olmasy anlamindadar.
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1.3 Latisler ve L-Fuzzy Bagintilar

Bu bélimdeki tanimlar [39] den alinmigtir.

Tanim 1.3.1. L bostan farkl bir kiime olmak tizere “<” L de bir bagintr olsun. L

asagqrdaki kogullar saglarsa L ye bir siraly (kismi siraly) kime ya da poset denir.

1.VeelL z<ux.
2.Vex,ye L x<yvey<ziser=y.

3. Vr,y,ze L x<yvey<ziser<z.

L swraly kiimesi (L, <) bi¢iminde gdsterilir.

Tamim 1.3.2. (L, <) bir suraly kiime ve A C L olsun. Bu durumda

1.Vye A x <y isex € L elemamina A nin alt sinwr denir.

2.Vye A y<zisezé€ L elemamina A nin ust sinwry denir.
Tanim 1.3.3. (L, <) bir straly kime ve A C L olsun.

1. Yy € A x <y olacak bicimde x € A elemani varsa x elemanina A min en

kucuk elemant denair.

2.Vy € Ay < x olacak bigimde x € A elemant varsa x elemanmina A nin en

buyik elemans denir.

Tanim 1.3.4. A , A mn tum st sinerlarindan ve A, A mn tim alt stmrlarindan

olusan kiime olsun.

1. A# 0 ve A mn en biyik elemans varsa bu elemana A min en biiytk alt sinar

denir ve inf A, A\ A veya ) a notasyonlarindan biri ile gosterilir.
acA

2. A # () ve A man en ktigiik elemant varsa bu elemana A nin en kiigtik st sinurn

denir ve sup A, \/ A veya \/ a notasyonlarindan biri ile gosterilir.
acA
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Tanim 1.3.5. (L, <) bir siraly kiime olsun. L nin sonlu her alt kiimesinin supremum
ve infimumu varsa L ye bir latis (lattice, kafes, orgi) denir ve L = (L,V, A, 0, 17)
ile gosterilir. Diger bir ifadeyle L latis ise, Yx,y € L sup{z,y} = =V y ve
inf {z,y} = = Ay vardr.

Burada, 0y ve 1, sirasiyla L nin en kiigiik ve en biiyiik elemanini ifade etmektedir.

Ozel olarak, [0,1] araligi ve 2 = {0, 1} kiimesi birer latisdir.

Tanim 1.3.6. (L, <) bir kismi sirale kime olsun. Bu durumda, her x,y € L i¢in

x <y veya y < x dzelligi saglanmarsa L ye bir zincir (chain)denir.

Tanim 1.3.7. (L, <) bir kismi swraly kiime olsun. Her T C L i¢in supT ve inf T

varsa L ye bir tam latis (complete lattice) denir.

Tanim 1.3.8. (L, <) bir kismi sirale kiime olsun. L bir latis ve her x,y,z € L i¢in
sVyNz)=(xVy A@Vz)vexA(yVz)=(xAy)V(zAz) dzelligi saglanwyorsa
L ye bir dagiliml latis (distributive lattice) denir.

Tanim 1.3.9. L bir latis, 0, € L ve Va € L i¢in 0, < a ise L ye alttan sinwrl latis
denir ve (L, <,0p) ile gosterilir. 1, € L veVa € L i¢in a < 1y, ise L ye tstten sinirl
latis denir ve (L,<,1y) ile gosterilir. L latisi hem dstten hem de alttan sinarl ise

L ye bir sinurly latis (bounded lattice) denir ve (L, <,0p,1y) ile gosterilir.

Tanim 1.3.10. L bir latis olsun. ¥V a € L i¢cin a Nb = 0 ve a Vb = 1 olacak

sekilde bir b € L elemanst varsa b elemanina a min timleyeni denir.

Tanim 1.3.11. L bir latis olsun. Bu durumda her O, # a € L eleman igin
0, < p < a olacak sekilde bir p € L elemant yoksa a ya L nin bir atom elemant
denir. Diger bir deyisle, Op < a ve p < a oldugu durumda p = 0y ise a ya atom

eleman denir.

Tanim 1.3.12. L bir latis ve b € L olsun. Her b > 0p, i¢cin siralamada kendinden
once gelen bir eleman varsa, yani bir a € L i¢in b > a > 0p ise L ye atomik latis

denir.
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Bundan sonra; aksi soylenmedikce L bir tam latis olarak alinacaktir.

Tanim 1.3.13. X bir kume olmak vzere, p: X — L fonksiyonuna X wn L—fuzzy
alt kiimeleri denir. X in biitin L-fuzzy alt kiimeleri LX ile gosterilir. L = [0,1] ise

L—fuzzy kimelere X in fuzzy alt kiimeleri denir [40].

Tanim 1.3.14. X bir kime olmak tizere, Ry, : X x X — L fonksiyonuna X kimesi
tzerinde tamimlanan L—fuzzy ikili islemi denir. X kimesi tzerinde tanimlanan
biitiin L-fuzzy ikili islemlerin kimesi Ry ile gosterilir. Ry  bir swral kiime ve
Rp, Sy € RY olsun. Bu durumda, Ry, < Sy, olmasi icin gerek ve yeter sart x € X x X
icin Ry (x) < Sp (x) olmasidur [40].

Tanim 1.3.15. Ry bir X kimesi tizerinde tanymly L—fuzzy ikili iglem olsun. Bu

durumda,

1. Vx,y,z € X Ry # 0 ve Ry (x,x) > Ry (y,2) kosullar: saglanirsa Ry ye

yansimaly L—fuzzy baginty denir.
2.Vr € X Ry (z,x)=0p ise Ry ye yansimalr olmayan L—fuzzy baginty denir.
3. Vx,y € X Ry (z,y) = R (y,x) ise Ry ye simetrik L—fuzzy baginty denir.

4. Vr,y € X Rp(z,y) > 0p ve Rp(z,y) = Rp(y,x) ise v = y kosullar

saglanwrsa Ry, ye ters simetrik L—fuzzy baginty denir.

5. Vx,y,z € X Rp(x,z) > Rp(xz,y) N Rp (y,2) ise Ry ye gecismeli L—fuzzy

baginty denir.

6. Ry bir yansimal, simetrik ve gecismeli L—fuzzy baginti ise Ry, ye bir L—fuzzy

denklik bagintist denir.

7. Rp bir yansuimal, antisimetrik ve gecismeli L—fuzzy baginty ise Ry ye bir

kismi swraly L—fuzzy bagintisy denir [40].

L-fuzzy bagintilar, n x n boyutlu bir matrisle agagidaki sekilde gosterilebilir:
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Ry,

X1

In

xy

Ry, (117%)

RL (ZI;TH xl)
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1.4 Kompleks Fuzzy Kiimeler ve Bagintilar

Kompleks fuzzy kiimeler, klasik kompleks sayilar1 kullanarak gosterilen standard
fuzzy kiimelerin tiyelik degerlerinin bulunmasini saglar. Diger bir ifadeyle, Ramot vd
fuzzy kiime kavramimi g liyelik fonksiyonunu kompleks degerli fonksiyon yardimiyla
degistirerek kompleks fuzzy kiimelere genellegtirdiler [7]. Ayrica, Ramot vd kompleks
fuzzy baginti1 ve kompleks fuzzy logic kavramlarini tamimladilar. Kompleks fuzzy
bagimtiin tiimleyen, birlegsim ve kesigim kavramlarim da ayrica ¢aligtilar [8].

Bu béliimdeki tanimlar [7,8] den alinmigtir.

Tanim 1.4.1. U bir evrensel kiime ve S,U da tanvmlanan kompleks fuzzy kimest
olsun. S kiimesi pg (x) dyelik fonksiyonu yardimayla karakterize edilir ve pg (), her

x € U elemanina S de bir kompleks degerli tiyelik fonksiyonuna tasir.

ts (x) degerleri kompleks diizlemde birim ¢ember icinde yer alir ve 7g () .¢"s(®)
bi¢iminde ifade edilir. Burada i = —1, r, (z) ve wg (x) fonksiyonlar ise reel degerli
fonksiyonlardir. 7 (z) € [0, 1] ve e™s(®) ise periyodik yasas1 27 ve esas periyodu 0 <
wg (x) < 2w, Ws (z) = wg () +2km, k = 0,£1,£2,- - -, olan periyodik fonksiyondur.
wg (x) ise esas argiimenttir. Uyelik fonksiyonunun her bir kompleks derecesi bir
rs (z) genlik (amplitude) terimi ve bir wg () faz (phase) terimi ile tanimlamr. S

kompleks fuzzy kiimesi ikililerin bir kiimesi olarak agagidaki sekilde gosterilir:

S={(z ps(x))|rcU}.

Tanim 1.4.2. U ve V iki evrensel kiime vex € U, y € V olsun. R (U, V) kompleks
fuzzy baginti, U x V' ¢arpim uzaywmn bir kompleks fuzzy alt kimesidir. R (U, V)
bagintisy pg (z,y) kompleks tyelik fonksiyonu ile karakterize edilir. pg(x,y), her
(x,y) ikilisini R (U, V') kiimesinde bir kompleks degerli iyelik derecesine tasir. R (U, V)
kompleks fuzzy bagintilarin kiumesi ikililerin bir kiimesi olarak asagidaki bicimde
ifade edilir:

RU,V)={((z,y), pr (z,y)) [(z,y) €U x V}.

Tanim 1.4.3. A ve B, U xV dzerinde tanimlanan iki kompleks kime ve siraswyla

HA (l’,y) =TA (:E,y) 'eiWA(Ly) ve UB (xay) =7TB (xvy) ‘ein(a:,y); A ve B min uyelzk
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fonksiyonlary olsun. A ve B nin kompleks fuzzy birlesim bagintiss A & B seklinde

gosterilir ve

fass (1,y) =rTaep (z,y) evaes@y)

= max (ra (z,y),rp (x,y)) e max@alEy)ws(ey)

biciminde tanimlanar.

Ornek 1.4.1. A ve B kiimeleri

07 56z’1,27r O, 6€i27r 1.0€i1’77r 0’ 8€z'7r
A= +
-1 1 0 2

0,8€i1’2ﬂ N 0,361'1,6# N 1.06“'8ﬂ N 07 76i27r
—1 1 0 2

biciminde verilsin. Bu durumda, A ve B min kompleks fuzzy birlesimi,

B =

07 861’1,271’ 0’ 86i27r 1’ Oeil,?ﬂ' 07 86i1,27r
0’ 5ei1,67r O7 66i27r 1’ 06i1,87r 0’ 86i1,67r
1.0€i1'87r 1.O€i27r 1.06i1'87r 1_0€i1.87r

07 7ei27r 07 7€i27r 17 06i27r O7 8€i27r

A®B =

bicimindedir.

Tanim 1.4.4. A ve B, U xV 1zerinde tanimlanan iki kompleks kime ve sirasiyla
pa(z,y) = ra(z,y) 2@ ve pp (r,y) = rp(r,y) €2, A ve B nin dyelik
fonksiyonlary olsun. A ve B mnin kompleks fuzzy kesisim bagintist A ® B seklinde

gosterilir ve

pass (T,y) = Taes (7,Y) ewaE(xY)

= min (ra (z,y),r5 (z,y)) ¢ mnwa@y)ws@y)

biciminde tanimlanar.

Ornek 1.4.2. A ve B kiimeleri

B 07 7€i1,27r 07 96i1,57r 07 5ei1,77r 1’ 06i27r
! 0 1 2

A

0,3¢" 0,457 1.0e'2 0,6e"
= + +

B
-1 0 + 1 2
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biciminde verilsin. Bu durumda, A ve B nin kompleks fuzzy kesisimi,

0,3¢™  0,3e™  0,3¢™  0,3e"
O, 462'1,2# 07 46i1,57r 07 461'1,671' O7 4€i1,67r

i1.2 i1,2 i1.2 i1.2
0,7e"=™ 0,9¢"°" 0,5e"" 1,0e" ="

A®B =

0,6e™  0,6e™ 0,5 0,6e"

seklindedir.

Tanim 1.4.5. XY ve Z evrensel kiimeler olsun. A kiimesi, X veY nin bir kompleks

fuzzy bagintisy ve B kumesi, Y ve Z nin bir kompleks fuzzy bagintise olmak tizere A

ve B nin bilesimi, X ve Z nin bir kompleks fuzzy bagintisidir. Ao B ile gosterilir ve
[LAoB (Q}, Z) = T AoB (SL‘, 2) eWaoB(7,2)

isupinf(wa(z,y),wp(y,z))
= sup mf (TA (x,y),TB (y,Z))@ v ’ ’

yey
seklinde tanimlanar.
Ornek 1.4.3. A ve B
0,5e™ 0,327
A= . '
17 0611.67r 0’ 86@1,377
0’ 6€i27r O7 5€i1.37r
B—

O, 3€i7r 1’ 0€i1,77r

seklinde verilsin. Bu durumda, A ve B nin kompleks fuzzy bilesimi,

O, 5ei7r 0’ 561'1.271'
0, 66@1,67r 0’ 8611,37r

dir.
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BOLUM 2
FUZZY PROKSIMAL RELATOR UZAYLAR

Bu boltimde, fuzzy proksimal uzayinin tanimi, konu ile ilgili 6rnekler ve iki farklh
proksimiti uzayi i¢in fuzzy proksimal uzay tanimlari verildi. Fuzzy bagintinin sagla-
dig1 6zelikler, fuzzy proksimiti bagintisi i¢inde incelenerek ayrintili sekilde agiklandi.
Fuzzy proksimiti bagintisinin maksimum ve minimum yapilari, izdiigtimi ve silindirik
geniglemesi tanimlarindan bahsedildi. Ayrica, uzaysal Smirnov proksimiti ol¢iim
tanimina yer verilerek uzaysal Smirnov proksimiti 6l¢timiiniin bir fuzzy proksimiti

bagintis1 oldugu gosterildi.

2.1 Fuzzy Proksimal Relator Uzaylar

Tanim 2.1.1. (X, R) bir proksimal relator uzay,

pr: P(X)x P(X) —>[0,1]
(AvB> '—>MR(A7B)

bir fuzzy bagints ve A,B C X olsun. Bu durumda,her A, B,C € P (X) i¢in
Ry =A{((A, B), ur (A, B) )| (A, B) € P(X) x P(X)}
kiimesi asagidaki kosullar saglhyorsa, bu kimeye bir fuzzy proksimaiti bagintisy denir:
Nuzl) pr (A,0) =0 (A#0).
Nuz2) pw (A, B) = g (B, A).
N.z3) pr (A, B) # 0 iken ARB.

Nupd) pr (A, (BUC)) # 0 iken pug (A, B) # 0 (ARB) ya da pg (A,C) # 0
(ARC).

25



Ayrica fuzzy proksimiti bagintisi,

HR (A7 B)

RH(A,B):{ (A.B) ](A,B)EP(X)XP(X)}

seklinde de gosterilir.

P(X) kiimesi iizerinde tanimlanan biitiin fuzzy proksimiti bagintilarin kiimesi
Pur (X) seklinde gosterilir. Ayrica, pg(A, B) ye fuzzy proksimiti 6l¢iimil denir.
m X n boyutlu bir matrisle fuzzy proksimiti bagintisi agagidaki sekilde bir matris ile

verilir:

B, --- B,

Ay UR (Ab Bl) Tt HR (AlaBn)
Ru _ . ’ .

Am Ur (AmvBl) Tt HR (ArmBn)

ur (A, B) fuzzy proksimiti 6l¢iimii, A ve B kiimelerinin birbirlerine ne kadar proksi-
mal (yakin) olduklarini gosteren 6lgiim anlaminda kullanilir.

pr (A, B) fuzzy proksimiti bagintisinin tiimleyeni fip (A, B) bigiminde gosterilir
ve her A,B € P(X) x P(X) i¢in fig (A, B) = 1 — ug (A, B) seklinde tanimlanir.
Buradan, 1—ug (A, B) ye fuzzy uzaklik 6l¢imai denir ve A, B kiimelerinin birbirlerine

ne kadar uzaklikta olduklarimi gosterir.

Tamim 2.1.2. (X, ) bir proksimiti uzay olsun. Her A, B,C € P(X) i¢in asagidaki

kosullar saglarsa, (X, 0, s) ya fuzzy uzaysal proksimiti uzayr denir:

Nys1) ps (A 0) =0 (A#D).

Nus2) ps (A, B) = ps (B, A).

N,;3) s (A, B) # 0 iken AdB.

N,,4) ps (A, (BUC)) # 0 iken ps (A, B) # 0 (A6B) ya da pus (A,C) # 0 (A5C).

(X, 9, us) fuzzy uzaysal proksimiti aksiyomlarin ve asagidaki N5 aksiyomunu

saglarsa, ps fuzzy bagintisina bir fuzzy uzaysal Lodato proksimiti bagintisy denir:
N,;5) ps (A, B) # 0 ve her b € B igin ps (b,C) # 0 iken pus (A, C) # 0 (A5C).
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Tanmim 2.1.3. (X, R) proksimal relator uzayinda, R, bir fuzzy proksimiti bagintis:

olsun. Bu durumda (X, R, ur) ye bir fuzzy proksimal relator uzay denir.

Ornek 2.1.1. X = {a,b,c,d e, f,g,h,i} kiimesini ve (X,d) proksimiti uzayina

alalim. Temel proksimiti 0 asaqidaki sekilde tanimlansin:
AdB &= ANB # 0.

A ={a,b,c,d,e}, B={d,e, f,g,h}, C ={e f,g9,h,i}, D ={a,b,d,e, f,i}, X
kiimesinin alt kimeleri olsun.

ANB#0, BNC #0, ANC #0, AnND #0, BND # 0 veCND #0
oldugundan, AéB, BoC', AdC, A6D, B6D ve COD oldugu kolayca gorilir.

Fuzzy proksimiti bagintisy asaqidaki sekilde tanimlanabilir:

ps: P(X)x P(X) —> [0,1]

(4, B) — s (A, B) = 5081
Buradan

s (A,B) = fiog =% =0.25,

ns (B,C) = 150a =4  =0.66,

e (A,C) = fioet =% =011,
ns(AD) =g =15 =04,

ns (B,D) = 1555 =3 =03,

ns (C,D) =165 =& =027

elde edilir. Dolayisiyla

A, B ye 0.25— fuzzy proksimaldir (AdgosB),
B, C ye 0.66— fuzzy proksimaldir (BdggsC),
A, C ye 0.11— fuzzy proksimaldir (Ady11C),
A, D ye 0.4— fuzzy proksimaldir (Adp4D),
B, D ye 0.3— fuzzy proksimaldir (Bdy3D),
C, D ye 0.27— fuzzy proksimaldir (Cdo.o7D).

Benzer sekilde, 1—pur (A, B) kullanilarak, fuzzy uzaklk él¢imleri bulunabilir. Béylece
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A, B ye 0.75— fuzzy uzaktir (A30,75B),
B, C ye 0.34— fuzzy uzaktir (350_340),
A, C ye 0.89— fuzzy uzaktur (ASO_SQC’),
A, D ye 0.6— fuzzy uzaktir (AEO,GD),

B, D ye 0.7— fuzzy uzaktir (BSMD),

C, D ye 0.73— fuzzy uzaktir D (C50,73D).

Fuzzy proksimaiti

12

025 066 0.11 0.4 0.3 0.27
op (

A,B) (B,0) (A,0) (A,D)’ (B, D)’ (C, D)

veya

1 0.25 0.11 04
025 1 0.66 0.3
0.11 0.66 1 0.27
04 03 027 1

seklinde gosterilir. Kolayca gorilebilir ki ps, (Ny,1) — (N,,4) aksiyomunu saglar.
Boylece (X, 0, ps) bir fuzzy temel proksimiti uzayudar.

Ornek 2.1.2. X = {n,m,o,p,r,t,x,y,z} kimesini ve (X,0) proksimiti uzayin

alalvm. Temel proksimiti 0 asaqidaki sekilde tanimlansin:
AdB = AN B # 0.
X kimesininin, A = {o,t,z,y,2z} ve B = {m,n,o0,p,r,t} alt kimeleri alalim.

AN B # 0 oldugundan ASB elde edilir. Fuzzy proksimiti bagintis

ps: P(X)xP(X) —10,1]
(A, B) — s (A, B

seklinde tanimlanabilir. Buradan

A ~

s (A, B) = |'AL\J]§'| =3 ~0.33,
_ B\l _ 4

s (B,A) = 1BUA| =95 = 0.44



tur. Boylece
A, B ye 0.33— fuzzy proksimal (Ady33B),

B, A ye 0.44— fuzzy proksimal (BdgsA),
olur. s simetrik olmadigindan, yani ps (A, B) # s (B, A) oldugundan, (X, 9, ps)

bir fuzzy proksimiti uzayr degildir.

0, kiimeler arasinda bir proksimiti bagintisi olmak tizere; bu baginti bu kiimelerin
birbirlerine yakin olduklarini ifade eder [19].

Rs = {41, 92,03} olmak tizere 0y, ds, 03 fuzzy proksimiti tigliisiinii dikkate alalim.
X kiimesinde fuzzy proksimiti bagimtilarinin bir ailesini aldigimizda, bir (X, Rs) (va
da X (Ry)) fuzzy proksimal relator uzay elde edilir [36]. Bir uzay proksimal relator
uzay olma ozelligi ile yeniden tanimlanirsa fuzzy proksimiti bagintisi gibi kullanigh
yapilar tanimlamak miimkiindiir. Daha basite indirgendiginde, yani, sadece ii¢ tane
fuzzy proksimiti bagimtisi ele alimirsa, Lodato proksimiti [17,28,41] (), tanimsal
Lodato proksimiti ¢ [42] (dg) ve Lodato proksimitinin bir genislemesi olan tanimsal
Lodato fuzzy proksimiti [31] (us,) olarak diigliniilebilir. Bu durumda, bir fuzzy

proksimal relator R, ,
ths@ - {57 5@7 M(Scp}

seklinde tanimlanabilir.

Tanim 2.1.4. X bostan farkly bir kime ve dg, tanimsal Lodato proksimiti bagintisiyla
donatilmig olsun. s fuzzy bagintise her A, B,C € P(X) i¢in asaqidaki kosullar

saglarsa g ye bir fuzzy tanimsal Lodato proksimiti bagintisy denir:
Nuw 1) 15 (A,0) =0 (A #10).

NM5<I>2) Hsg (A7 B) = Héyp (B7A)

Nys,3) tsq (A, B) # 0 iken AdsB.

N#5¢4) Hég (A7 (BUC)) 7& 0 dken Hég (Aa B) 7& 0 (A5<I>B) ya da Hsg (A7C) 7é 0
(A05C).

NH5¢)5) Hsg (Aa B) 7£ 0 ve herb € B gin Hsq ({b},C) 7é 0 iken Hsq (Aa C) 7A 0
(A05C).
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Tanim 2.1.5. d¢ bir tamwmsal fuzzy Lodato proksimiti bagintisy olsun. Buradan,

(X, 0o, its,) ye fuzzy tanumsal Lodato proksimiti uzayr denir.

Teorem 2.1.1. (X, R, ug) fuzzy proksimal relator uzayr olsun. Lodato proksimiti
uzayr tzerinde 0c,, Smirnov proksimiti olgimai, bir fuzzy uzaysal Lodato proksimiti

bagintisidar.
Ispat. ¢, niin fuzzy Lodato proksimiti bagintis: aksiyomlarini sagladigini gosterelim.

(Nur-1) 0c0 (A, 0) =0 dir. Gergekten, v (A, D) < e oldugundan

_JANG 0

v =TT T

elde edilir.

(Nup-2) Iki durum i¢in degerlendirme yapalim:

1)0: (A, B) = 0 olsun.

i

Dolayisiyla ., (A, B) = 6., (B, A) dir.

)0y (A, B) #0olsun. = e<wv(4,B)<1
— e<v(B/A)<1
= 6.0 (B,A)#0
Bu nedenle 6., (A, B) = 6., (B, A) elde edilir.

(Npp-3) 6c0 (A, B) £0 = e < v(A,B)<1=¢ < 0Bl <1 — AsB.

IX]
(Nur-4)
dew (A, (BUC)) #0 = e<v(A,(BUC)) <1
— o< B <
. e \(AOB‘)U(|AFWC)| <1
— o< 0Bl < yadae < A0 < 4.

X1
Dolayisiyla; 6., (A, B) # 0 ve AdB ya da d., (A,C) # 0 ve AdC dir.

|X]
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(N,.5) Her b € B igin, 4., (A, B) # 0 ve 0., ({b},C) # 0 olsun. Buradan,
e<v(A,B)<1lvee<wv({b},C) <1dir. Dolaysiyla,

|ANB| 1{b}NC|
= €< 3 §1ve5<—‘X| <1
— s<'("“;—f)‘§1

— 6., (A,C) #0 ve ASC.

Dolayisiyla, d., Smirnov proksimiti 6l¢imii bir fuzzy Lodato proksimiti bagintisidir.

]

Teorem 2.1.2. (X, R, ur) bir fuzzy proksimal relator uzay olsun. Tanimsal Lodato
proksimiti uzay: tuzerinde ., , tanimsal Smirnov proksimiti 6l¢imi, bir fuzzy tanimsal

Lodato proksimiti bagintisidar.

ispat. 0cp» NN fuzzy tanimsal Lodato proksimiti bagintisi aksiyomlarini sagladigini

gosterelim.
(Nps-1) Oepo (A,0) = 0 dir. Gergekten, v (A,0) < e oldugundan
|®(A)NP(B)| 0
v(A,0) = = =0
@ (X) | |©(X) |
elde edilir.
(N,;.2) Tki durum i¢in degerlendirme yapalim:
1)0c.0 (A, B) =0o0lsun. = v (A,B) <c¢qp
D(A)ND(B
— SEEr Sc
B(B)NB(A
— s,
= U (B, A) <ep
= 0w (B,A)=0

Dolayisiyla 0.y o (A, B) = 6-4 .0 (B, A) dur.

11)0cp0 (A, B) #0 olsun. = e <v(A,B) <1
— e <v(B,A) <1
= 0 (B,A) #0.

Bu nedenle 6., ,, (A, B) = 0.4, (B, A) elde edilir.
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(A, B) #£0 => ¢ < 0(A,B) < 1 = g4 < 2AN2BI <

(Nyus-3) Oego T

deaw (A, (BUC)) #£0 o <V (A, (BUC)) <1

|B(A)N(@(B)US(C))
€o < B(X)] =1

(@ (A)ND(B)U@AND(C))
fo < 6] <1
€¢<W§1yada

B

(@(Are ()
@< e = b

I

Dolayisiyla, 6., . (A, B) # 0 ve AdpB ya da d., ., (A, C) # 0 ve AdeC' dir.

(N,;-5) Her b € B icin, 6.0 (A, B) # 0 ve ey ({b},C) # 0 olsun. Buradan,
o <V (A,B) <1lveee <v({b},C) <1 dir. Dolayisiyla,
|2(A)NS(B)| [2({pHNe ()|
5@<W<1V€35<{M};(—X”<1

=
(@(A)ne(C))]

= o<y =1

—

degw (A,C) # 0 ve AJsC.
Dolayisiyla, d, , Smirnov proksimiti ol¢iimii bir fuzzy tanmimsal Lodato proksimiti

bagintisidir. O]
Tanim 2.1.6. (X, R, ugr) bir fuzzy proksimal relator uzay olsun. Buradan

A R) = o | i Rul, B)

seklinde tanvmlanan h(R,) ye R, fuzzy proksimiti bagintisinin yiksekligi denir.

h(R,) kimeler ailesindeki en biyik proksimiti derecesini verir.

Tanim 2.1.7. (X, R, ugr) bir fuzzy proksimal relator uzay olsun. Buradan fuzzy

proksimiti bagintisinan tersi R, asagidaki sekilde tanimlanar:
R, (B,A) =R, (A B).

R,", fuzzy bagmtisal matrisinin transpozudur. R, (N, 1) — (Ny,4) fuzzy
proksimiti bagintis1 aksiyomlarini saglar.

Gergekten; R, (A, B) matrisi simetrik matris oldugundan, fuzzy bagintisal matri-
sinin transpozu R;l (B, A) ile birbirlerine egittirler. Boylece, asagidaki teorem

ispatsiz verilir.
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Teorem 2.1.3. R;l (B, A) bir fuzzy proksimiti bagintisidar.

Tanim 2.1.8. (X, R, ugr) bir fuzzy proksimal relator uzay olsun. Buradan, A, B €
P (X) kimeleri birbirlerine, € € [0,1) degerine esit yada daha biyik bir dereceyle
proksimaldirler. Diger bir ifadeyle, A, B € P (X) kiimeleri e—fuzzy proksimaldir ve
pur (A, B) > e dur.

Tanim 2.1.9. (X, R, ug) bir fuzzy proksimal relator uzay olsun. Buradan,
C.={AeP(X)|un (A, B) > e, BeP(X),c€0,1)}
kiimesine e-fuzzy proksimal kimelerin kimesi denir.

Kolayca goriilebilir ki, fuzzy proksimal kiimelerin kiimesi birbirlerine € € [0, 1)
degerine esgit yada daha biiyiik bir dereceyle proksimaldirler. Dolayisiyla, X kiimesinin

alt kiimeleri € € [0, 1) degerleri kullanilarak smiflandirilabilir.

Tanim 2.1.10. (X, R, ur), (Y, R, ur) ve (Z, R, ur) fuzzy proksimal relator uzaylar
olsun.

Run = {((A, B), = (A, B) )| (A, B) € P(X) x P(Y)}

ve

R, ={((B,C),ur (B,C) )| (B,C) € P(Y) x P(Z)}
fuzzy proksimiti bagintilar
mr: PX)x PY) —10,1]

pr PY)x P(Z) —[0,1].

verilsin. u,r ve p,gr nin max-min bilesimi, (X x Z,R) kartezyen proksimal relator
wzayinda bir fuzzy proksimiti bagintisidir ve asagidaki sekilde tanimlanar:
Ry 0 Ry, = {((A,C) ,max{min{u,z (4, B) , p,= (B,C)}})[A € P(X),BeP(Y),C € P(Z)}

Ry o Ry, ye Ry, ve Ry, nin fuzzy proksimiti bagintisinan maz-min bilesimi denir.

Ornek 2.1.3. Op, Ornek 2.1.1 de verilen bir fuzzy proksimiti bagintise olsun:
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1 0.25 0.11 04
025 1 0.66 0.3
0.11 0.66 1 0.27
04 03 027 1

0, © 0, maz-min bilesimi;

1 0.25 0.11 04 1 0.25 0.11 04

0.25 1 0.66 0.3 0.25 1 0.66 0.3
0,00, = o

0.11 0.66 1 0.27 0.11 0.66 1 0.27

0.4 0.3 0.27 1 0.4 0.3 0.27 1

seklinde yazilir ve

I(5,05,) (A,B) = max (min (1,0.25) ,min (0.25,1) , min (0.11,0.66) , min (0.4,0.3))
= max (0.25,0.25,0.11,0.3)
=0.3
bulunur. Benzer sekilde, matrisin diger bilesenleri bulunabilir. Bu fuzzy proksimiti

bagintisinin maz-min bilesima:

1 03 027 04 ]
03 1 066 03
027 066 1 0.3
04 03 03 1

seklindedir.
0, (Nsl) — (N,

usd) aksiyomlarina saglar.  Béylece 53, X? kartezyen carpim

uzayinda bir fuzzy proksimal baginty ve (X 20, 53) bir fuzzy proksimiti uzaydar.

Teorem 2.1.4. P, (X) bitin fuzzy proksimiti bagintilarinin ailesi olsun. P, (X)

tuzerinde fuzzy proksimiti bagintisinin max-min bilesimi birlesmelidir yana,

(Rm © Ruz) oRu; =Ry © (Ruz © Rus)

dar.
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ispat.
Rm = {((Av B)»MR (Av B) )l A,B S P<X)}7

Ry, ={((B,C),ur (B,C) )| B,C € P(X)}

ve

Ry ={((C, D), u= (C, D) )| C, D € P(X)}

seklinde alalim.

Ry © Ryr = {((A, C) , max {min {4,z (A, B) , i,z (B, C)}}) |A, B, C € P(X)}

ve

Ry, ={((C, D), ;% (C, D)) |C, D € P(X)}
olsun. Buradan
(Ryy © Ryuz) © Ry
= ({((4,C), max {min{p,r (4, B), o= (B,C)}}) | A, B,C € P (X)})
o ({((C, D), ps= (C, D)) | €, D € P(X)})
= {((A, D), max{min {max {min {1,z (A, B) , stz (B, C)}},
psr (G, D))} | A, B,C, D e P(X)}

olur. Benzer sekilde;
Ry, ={((A,B) s (A, B)) |A, B € P(X)}
R © Ryy = {((B, D) ,max {min {,z (B,C) , uy= (C, D)}}) |B,C, D € P(X)}
olsun. Buradan
Rm o (RHQ o RMS)
= ({((A4,B),m=r (A, B)) | A, BeP(X)})
O({((B,D) ,max{min{,uﬂg (370) y HsR (Oa D)}}) | B,C,D € P(X)})
= {((Av D) , max {min {:ulR (Aa B) , Inax {min {ﬂzR (Bv C) » HsR (Oa D)
YDA B.C.DeP(X)}

35



max ve min in Ozelikleri dikkate alinirsa (R, c R,,) o Ry = Ry 0 (R, 0 Ry,) elde

Uyar: 2.1.1. P, (X) “©7 islemiyle birlesmeli oldugundan Teorem 2.1.1 den,
(P (X),0) ikilisi bir semi-kategoridir.

Tanim 2.1.11. R, = {((4,B),ur (A,B)) | (A,B) e P(X) xP(Y)} bir fuzzy
proksimiti bagintisy olsun. P(X) dzerinde, R, (A, B) nin izdisimi (projeksiyonu)

R, ile gdsterilir ve
Ry = {(A,mgx MR(A,B)> | (A, B) € P(X) x p(y)}

seklinde tansmlanar. Benzer sekilde, P(Y') dzerinde R, (A, B) nin izdisimi (projek-

siyonu) R, ile gosterilir ve

R, = {(B,mjxx 1r(A, B)) | (4,B) € P(X) x 73(3/)}
seklinde tanimlanar.
Ornek 2.1.4. R, Ornek 2.1.1 de verilen bir fuzzy proksimiti bagintisy olsun:

A B C D
A i 1 0.25 0.11 04 ]
B 1025 1 0.66 0.3
C | 011 066 1 0.27
D

04 03 027 1

P(X) dzerinde, R, (A, B) nin izdisimi (projeksiyonu)
1= (A) = max {1,0.25,0.11,0.4} = 1

dir. Benzer sekilde diger bilesenlerde bulunabilir. Béylece P (X)-izdigimi (projek-
siyonu,)

R,ul - {(Av 1) ) (37 1) ) (Ov 1) ’ (Dv 1>}

elde edilir. P(Y') dzerinde, R, (A, B) nin izdisimi (projeksiyonu)
pr(A) =max{1,0.25,0.11,0.4} =1
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dir. Ayma sekilde diger bilesenlerde bulunabilir. Béylece P (Y)-izdiigimi (projeksi-

yonu,)
R,U’Z = {(Av 1) ) (Bv 1) ) (Ca 1) ’ (Dv 1>}

elde edilir.

Tanmim 2.1.12. P(X) in bir p fuzzy kiimesinin P(X) x P(Y') tzerindeki silindirik
genislemesi bir fuzzy kiimedir ve tyelik fonksiyonu,

her A € P(X) ve her B € P(Y) i¢in cyclu (A, B) = u(A) seklindedir.

P(X)-izdiigiimii (projeksiyonu) i¢in silindirik genigleme, P (X )-izdiigtimii (projeksi-
yonu) kullanilarak ilgili matrisin siitunlarindaki bilesenlerin bulunmasi anlamindadir.
Benzer olarak; P(Y)-izdiigimii (projeksiyonu) i¢in silindirik genigleme, P(Y")-izdiigimii
(projeksiyonu) kullanilarak ilgili matrisin satirlarindaki bilegenlerin bulunmasi anlamin-

dadir.

Ornek 2.1.5. Ry fuzzy proksimiti bagntisinan Ornek 2.1.4 icin silindirik genislemesi

A B C D
A 1 1 1 1
B 1 1 1 1
R,ul =
C 1 1 1 1
D 1 1 1 1

dir.

Teorem 2.1.5. R, P(X) x P(X) tzerinde bir fuzzy proksimiti bagitise olsun. Bu

durumda, R, yansimaly fuzzy proksimiti bagintidar.

Ispat. Her kiime kendisine yakin oldugundan, yani A6A dir. Kolayca goriilebilir
ki, her A € P(X) i¢in pug (A, A) = 1 dir. Dolayisiyla, R, yansimali fuzzy proksimiti
bagintidir. O

Ornek 2.1.6. Ornek 2.1.1 den | is yansimaly fuzzy proksimiti bagintidar.

Sonug 2.1.1. R, C P(X)xP(X) olmak iizere, R, fuzzy proksimiti bagitisy yansimal
olmayan fuzzy proksimiti baginty degildir. Clnki, her kime kendisine yakindir ve

kesinlikle yansimali olmayan baginty degildir.
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R, C P(X) x P(X) olmak iizere, R, fuzzy proksimiti bagitis1 antisimetrik
degildir. Ciinkii, ugr (A, B) > 0 ise her A, B € P(X) kiimeleri birbirlerine yakimdir.
Dolayisiyla, her A, B € P(X) ve A # B igin ug (B, A) = 0 olamaz.

Tamm 2.1.13. R, fuzzy proksimiti bagintisi, her A, B,C € P (X) ig¢in
A C) > i A,B B,C
,uR< ) ) = BIEIII?())(() (mln(:uﬁ( > )7”72( ) )))

kosulunu saglarsa, R, ye gecismeli fuzzy proksimiti baginty denir. Ayrica, gegismeli

fuzzy proksimiti bagintise olma kosulu asagidaki bigimde de yazilabilir:
Ru(A,B) > (RuoR,) (A, B).

Buradan, R, asagidaki kosulu saglarsa R, ye gecismeli fuzzy proksimiti bagints

denir.

RuoR, C R, veya Ri C Ry, pr2(A,B) < ugr (A, B) anlamindadar.
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2.2 Fuzzy Proksimal Relator Uzaylar ve Bir Uygulama

Fuzzy proksimiti bagintisi bir ¢ok alanda kullanilir. Bu béliimde, fuzzy bagimtisinin
uygulanabilir oldugunu temel bir érnekle aciklayacagiz. Oncelikle fuzzy proksimal
karar verme (FpKV) metodunu tamimlayalim. Bu metot, bir test nesnesinin hangi

sinifa ait oldugunu bulmaya yardimci olur.
Tanmm 2.2.1. (X,R,R,) bir fuzzy proksimal relator uzay: olsun.
C. = {A€P(X)|ur (4, B) > e, BeP(X),=€[0,1)}

olmak tizere; e-fuzzy proksimal sinife asaqidaks sekilde tanimlanar:

T = {Ci ]mlax s{A€Ci|ur (A Z) > 5}>}} :

Her kiime, kendisiyle en ¢ok e-fuzzy proksimallige sahip olan sinifa aittir. Yani,
Z €T icin Z € P(X) dir.

Kabul edelim ki, alternatifler kiimesi ve bir test nesnesi verilsin. Bu durumda,
asagidaki algoritma uygulanarak fuzzy proksimal karar verme metodu (FpKV) yoluyla

en iyi siniflandirmay1 yapabiliriz:
Adim 1: Uygun fuzzy proksimiti bagintisini tanimla,
Adim 2: Y C X ic¢in

C.={AeP(X)|ur(A,B) >e,BeP(X),ec[0,1)}

kiimesini kullanarak e-fuzzy proksimiti siniflarini belirle,
Adim 3: Z C X alt kiimesini degerlendir,

Adim 4: 7 C X icin T yi hesapla,

Adim 5: Z e T.

Ornek 2.2.1. X = {a,b,c,e} kiimesi, 6 temel proksimiti ile (X, 0) proksimiti uzayr
asagqidaks sekilde verilsin:

ASB = AN B £ 0.
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Y ={a,b,c} kimesi, X in bir alt kimesi olsun.

P(Y) ={0,Y,{a, b} ,{a,c} ,{b,c} ,{a},{b} {c}}.

ps: PY)xPY) —10,1]
(A, B) — s (A, B) = 4081

seklinde tanimlansin.

15 (A, B) = ;ggg; kullamlarak Ay =0, Ay =Y, Ay = {a,b}, Ay = {a,c}, A; =

{b,c}, Ag = {a}, Az = {b}, As = {c} i¢in bagintisal matrisi kolayca hesaplanar.

Al Ay Az Ay As Ag Ar Ag

o 0 O o0 0 O
06 06 06 03 03 0.3
06 1 03 03 05 05 0
06 03 1 03 05 0 0.5
06 03 03 1 0 05 0.5
0 05 05 0 1 0 0
03 05 0 05 O 1 0
03 0 05 05 0 O 1

= o

=
o O O O O o o =

Dolaysiyla, bagintisal matris tzerindeki elemanlar kullanilarak simiflandirma yapalor.

e = 0.6 alalym ve

pr(As, As) = pr(As, Ay) = pr(As, As) = 0.6.

oldugundan iki farkly simf elde edilir. Buradan, ilk sinif C; = {Aq, A3, Ay, A5} dur.
Benzer sekilde, Co = { A1, Ag, A7, A} ikinci sinife bulunur.
X kiimesinin farkl bir Z = {a,b,d} alt kimesini alindiginda P(Y") kimesinin

her bir elemanwyla, Z kiimesinin fuzzy proksimitisi hesaplanirsa
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A Ay As Ay A5 Ay A A 7
Ay 10 0 O 0 o o0 0 O
A, | 0 1 06 06 06 03 03 03 0.5
06 1 03 03 05 05 0 06
06 03 1 03 05 0 05 025
06 03 03 1 0 05 05 025
05 05 0 1 0 0 06
03 05 0 05 0 1 0 06
03 0 05 05 0 O 1 0
05 06 025 025 06 06 O 1

8N
(=]

o o o o o o o
o

elde edilir.

T swnafine hesaplamak i¢in, kiimeler arasindaki en buyuk proksimalligi bulmak
gerekir. Bu durumda Z, ps(Z,As) = 0.6, us(Z,As) = 0.6, us(Z,A7) = 0.6
oldugundan C; ve Cy de bazi kiimelere 0.6-proksimaldir. Z, Cy simifinda 2 kumeye
proksimaldir fakat Z, Cy sinifinda yalnizea bir kiimeye proksimaldir. Bu nedenle Z,

Cy sinafina aittir.

Diger bir ifadeyle, bir test nesnesi simiflardan biriyle en fazla ayni e— proksimitiye

sahipse, bu test nesnesi o sinifa yerlesir.

41



BOLUM 3

GENELLESTIRILMIS FUZZY PROKSIMAL RELATOR UZAYLAR

Bu boliimde; fuzzy proksimal relator uzaylar, latisler ve birim daire kullanilarak,
L-fuzzy ve kompleks fuzzy proksimal relator uzaylara genellegtirildi. Bu konular ile

ilgili tanim ve teoremler incelenerek ornekler verildi.

3.1 [-Fuzzy Proksimal Relator Uzaylar

Bu kisimda; proksimal relator uzaylarda L-fuzzy bagintisinin tanimi yapildi ve konu
ile ilgili ornekler verildi. Proksimal relator uzaylarda bir L-bagintisi tarafindan
saglanmasi gereken L-proksimiti aksiyomlar1 tanimlanarak [0, 1] aralig1 latislere genel-
lestirildi. Bu kavramlar arasinda ne gibi farkhiliklar oldugu arastirildi. Uzaysal
Smirnov proksimiti 6l¢iimii, L-6l¢timii igin genellegtirildi ve Lodato L-fuzzy proksimiti
bagintisi oldugu gosterildi. Ayni zamanda; L-fuzzy bagintisinin sagladigi yansima,
simetri, ters simetri ve gecisme gibi bazi 6zellikler, L-fuzzy proksimiti bagintisi i¢in

de ayrica incelenerek ayrintili sekilde aciklandi ve ilgili 6rnekler verildi.

Tanim 3.1.1. (X, R) bir proksimal relator uzay ve L bir latis olmak tzere

pr, - P(X)xP(X) — L
(A’ B) — MR (Av B)

bir L-fuzzy bagints ve A,B C X olsun. Bu durumda;
RML = {((Aa B) y R, (Aa B) ) | (A7B) € P(X) X P(X)}

kimesi her A, B,C € P (X) i¢in asaqidaki kogullar: saglarsa, bu kiimeye bir L-fuzzy

proksimiti bagintisy denir:

Nyug, 1) pr, (A,0) =0 (A#0).
N,LLRL2) MRy (Av B) = KRy (B>A)
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Nug,3) tr, (A, B) # 0 iken A Ry, B dir.

N.LLRL4) KRy (Aa (B U C)) # 0, tken HRp (A7 B) # 0r (A R B) ya da MR (Aa O) #
0 (AR C) saglanar.

P(X) kiimesi tizerinde tanimlanan biitiin L-fuzzy proksimiti bagintilarin kiimesi,
Pr, (X) seklinde gosterilir. Her bir (A, B) € P(X) x P(X) ikilisi icin Ry, , Ry,
Pr,, (X) olmak iizere; “R,, < R,, ancak ve ancak R, (A,B) <R, (A, B)"

S

esitsizligi varsa Pr, (X), “<” ile bir posettir.
Ayrica, ur, (A, B) ye L-fuzzy proksimiti 6l¢iimii denir. L-fuzzy proksimiti bagin-

t1s1, n X n boyutlu bir matrisle de asagidaki sekilde gosterilir:

Al . An
Al HR (Ala Al) o URp (Ab An)
RHL . . . .
An ,u’RL (An; Al) i M’RL (An7 An)

ur, (A, B) L-fuzzy proksimiti 6l¢iimii, A ve B kiimelerinin birbirlerine ne kadar
L-fuzzy proksimal (yakin) olduklarini gésteren 6l¢iim anlaminda kullanilir. pg, .us, €
Pr, (X) elemanlarim alalim. g, (A4, B), pr, (C,D) ye esit olabileceginden ve
Tanim 3.1.1 deki aksiyom (X,

MRLl) den, tiimleyen L- fuzzy proksimiti bagintilar

tanimlanamasz.

Tamm 3.1.2. (X, ) bir proksimiti uzayr olsun. (X,9,,) uzays her A, B,C € P(X)

i¢in asagudaki kosullary saglarsa, (X,9,,) ya uzaysal L-fuzzy proksimiti uzay: denir:

N,u(sLl) sy, (Au Q)) =0g (A 7& Q))
NM5L2) Moy, (A7 B) = Hsy, (Bv A)
NMSLB) Hs;, (A, B) 7é OL tken A(SLB

Nus, 4) s, (A, (BUC)) # 0y iken ps, (A, B) # 0, (A6 B) ya da ps, (A, C) # 0y
(A5,0).
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(X, 0,,), uzaysal L-fuzzy proksimiti aksiyomlarin ve asagidaki (NML 5) aksiyomu-
nu saglarsa, ps, L-fuzzy bagintisina, bir uzaysal L-fuzzy Lodato proksimiti bagintisy

denir:

Nus, 5) ps, (A, B) # Or ve her b € B icin ps, ({b},C) # Or iken s, (A,C) # 0p,
(Ao,C).

Tanmm 3.1.3. R,,, P(X) de bir L-fuzzy proksimiti bagintisy olsun. Bu durumda,
(X, R,,) ye L-fuzzy proksimal relator uzay denir.

Ornek 3.1.1. X = {p,r, s} kiimesini, (X, R) proksimiti relator uzayni ve L =

{0p,¢,e,d, 11} latisini alalim. L asaqidaki sekilde tanimlansin:

Sekil 3.1. M3 Elmas Latist

pr,: P(X)xP(X) — L
(A, B) — U, (A, B)

¢, ANB#(), A#B
pr, (A, B) =< 1., A=B, A B#0
0L, ANB=1
P(X) =A{0, X {p} Ar} . {s} . {p.r} {p, s} {r s}} seklindedir.
Ay =0, Ay = X, A3 = {p}, Ay = {r}, A5 = {s}, A¢ = {p,r}, A7 = {p, s},
Ag = {r, s} olarak alalim. Dolayisiyla Ruy matrisi asagidaki bicimdedir:
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Ay Ay A3 Ay As As Ar Ag
Ay 1 0, O O0r O0r Or Op O
A, | 0p 1p ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
As | 0p ¢ 1, Op Op ¢ ¢ Of
Ay | O0p ¢ 0Op 1, O0p ¢ 0O c
As | 0 ¢ 0 O 1, 0p ¢ ¢
As | 0 ¢ ¢ ¢ 0 1. ¢ ¢

A7 | 0p ¢ ¢ 0, ¢ ¢ 1p ¢

Ag OL C OL C C C C 1L

piry, nin , (Nyup 1) = (Nug, 4) aksiyomlarine sagladige agiktar. Boylece, (X, R,,,) bir

temel L-fuzzy proksimiti uzaydir.

Ornek 3.1.2. X = {a,b,c,d,e, f, g, h,i} kimesini, (X,0) proksimiti uzayini ve L =

[0,1] alalvm. & temel proksimiti asagidaki sekilde tanimlansin:
AdB:= ANB#0.

A={a,b,e,d,g} ve B={d,e, f,g,h,i}, X kiimesinin alt kiimeleri olsun. ANB # ()
oldugundan, AdB oldugu kolayca goriliur. L-fuzzy proksimiti bagintisi asagidaki

sekilde tanimlanabilir:

ps, : P(X)xP(X) —[0,1]
(A, B) — s, (A, B) =

Buradan
poy (A,B) =55 =% =066,
A
po, (B, A) = ||gQA\| =1 =05

A, B ye 0.66— L-fuzzy proksimaldir (A do¢6 B),
B, A ye 0.5— L-fuzzy proksimaldir (BdgsA).
s, simetrik olmadigindan, yani ps, (A, B) # ps, (B, A) oldugundan (X,R,,), L-

fuzzy proksimiti uzay degildir.
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Ornek 3.1.3. X = {o,p,r,s,t,v,2,y, 2z} kimesini, (X,d) temel proksimiti uzayin

ve L =[0,1] latisini alalim. Temel proksimiti 6 asagudaki sekilde tanvmlansin:
AéB & ANB # 0.

A ={o,p,1s,t}, B = {s,t,v,x,y}, C = {t,v,x,y,2}, D = {o,p,s,t,v,}, X
ktimesinin alt kimeleri olsun.

ANB#0,BNC #0, ANC #0, AND #0, BND #0veCND #0
oldugundan, A6B, BéC, A6C', AdD, BéD ve CdD oldugu kolayca gorilir. L-fuzzy

proksimiti bagintist asagrdaki sekilde tanimlanabilir:

s, P(X)xP(X) —[0,1]

(A, B) — ps, (A, B) = 1555
Buradan
ps, (A, B) = |'jgg'| =3 =0.375,
u, (B,.C)=g5g =4 =016,
poy (A,0) = 108 =1 0444,
po (A, D) = 45 =1 =0.166,
ps, (B,D) = 1555 =2 =0.28,
pe (C,D) =183 =% =0375

elde edilir. Dolaysiyla

A, B ye 0.375— L-fuzzy proksimaldir (Adg375B),
B, C ye 0.16— L-fuzzy proksimaldir (Bdg.16C),
A, C ye 0.444— L-fuzzy proksimaldir (Ado444C),
A, D ye 0.166— L-fuzzy proksimaldir (Ady166D),
B, D ye 0.28— L-fuzzy proksimaldir (Bdo.esD),
C, D ye 0.375— L-fuzzy proksimaldir (Cdg 375D)

olur. L-fuzzy proksimiti matris olarak
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1 0.25 0.11 04

025 1 0.66 0.3

0.11 0.66 1 0.27
I 04 03 027 1

1)— (N,

s, 4) aksiyomunu saglar.

seklinde gosterilir. Kolayca gorilebilir ki ps, , (N,

Hsp,

Boylece (X, R,,) bir L-fuzzy temel proksimiti uzayudur.

R, = {0r,,05,,0r,} olmak iizere 6,021,057, L-fuzzy proksimiti tigliisiini
dikkate alalim. X kiimesinde L-fuzzy proksimiti bagintilarinin bir ailesini aldigimizda,
bir (X,R,,) (ya da X(R,,)) L-fuzzy proksimal relator uzay elde edilir. Daha
basite indirgendiginde, yani, sadece li¢ tane L-fuzzy proksimiti bagintisi ele alinirsa,
Lodato L-fuzzy proksimiti (d7), tanimsal Lodato proksimiti d;, (d5¢) ve Lodato
proksimitinin bir geniglemesi olan tanimsal Lodato L-fuzzy proksimiti (us,, ) olarak

diigiiniilebilir. Bu durumda, bir L-fuzzy proksimal relator Ris, o

RM(SL(I) = {6La 5L¢a M5L<P}

seklinde tanimlanabilir.

Tanim 3.1.4. X bostan farkl bir kiime ve dg, Lodato proksimiti bagintisiyla donatilmas
olsun. us, L-fuzzy bagintisi, her A, B,C € P(X) i¢in asaqidaki kosullar saglarsa

s, ye bir tanvmsal L-fuzzy Lodato proksimiti bagintise denir:

NuéLq)l) Hsrq (A7 @) =0g (A # (D)
NM(SM)Q) Hsrq (A7 B) = Hére (Bv A)

N

Hsp g

3) Moo (A,B) # OL tken A 5Lq> B.

N#5L¢4> Hére (A> (B U C)) # 0p iken Hépq (A> B) # 0 (A Ore B) ya da s, , (A7 C) #
01 (A 610 C).

NM5L¢)5> Hére (A> B) 7& 0L ve her b € B iﬂjin Hérs <{b}70) 7A 0L iken Hé e (Av C) 7é
0 (A 610 C).
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Tanim 3.1.5. ;¢ bir tanvmsal L-fuzzy Lodato proksimiti bagintisy olsun. Buradan,

(X, 0,,4) ye tanumsal L-fuzzy Lodato proksimiti uzayr denir.

Uzaysal Smirnov proksimiti 6l¢iimii, uzaysal Smirnov L-fuzzy proksimiti ol¢limiine

genellegtirilebilir.

Tanim 3.1.6. ¢, € L ve e, > 0, olmak dizere v (A, B) = |‘T;]|B| olsun. 0., , (A, B) €

L ye uzaysal Smirnov L-fuzzy proksimiti ol¢iimi denir ve asagidaki bicimde tanvmlanar:

405 ep <v(A B)<1
Sou(Ap) =] W U S
0y, , v(A,B)<ep.

Teorem 3.1.1. (X, R,R,,), L-fuzzy proksimal relator uzay olsun. Smirnov L-fuzzy
proksimiti ol¢timi d., ,,, Lodato proksimiti uzayinda bir Lodato L-proksimiti bagintis-

dar.

Ispat. -, niin aksiyomlar1 sagladigini gosterelim:

(N,

KRy -

elde edilir.

1) v(A0) <ep=v(A0) = '?;('DI = |0—L = 0, oldugundan 0., ,, (A,0) = 0,

(N,

HRp "

2) Her iki durum i¢in de ispat1 yapalim:
i>5sL,v (A,B) :OL ’U(A, B) S&L

|ANB|
X1

|BNA|
X

v (Ba A) <eg
Oepw (B, A) =0y

<er

<e¢p

e

Buradan, 6., , (A, B) = d., » (B, A) elde edilir.
ii)éew (A,B) %OL — £ <’U<A,B) <1y
— ¢ <v(B,A) <1
— (5€va (B,A) 7£OL

Boylece, 0., (A, B) = ., » (B, A) olur.

(N,

HRp -

3) 0epw (A, B) #0p = e <v(A,B) < 1, — g, < BRE <1
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e (A, (BUQC)) #0, = e <v(A,(BUC)) <1
— g < —'A”fﬁfc)‘ <1,
— g < ARBANA <
— ¢ < KA&?” <1 yada5L<%§lL.

Buradan; 6., ., (A, B) # 01, ve Aé.,B ya da ., ., (A,C) # 0p, ve A§,C dir.

(Nug, -5) Her b € B igin, d., (A, B) # 0 ve 4, ., ({b},C) # 0r, olsun. Buradan,
e <v(A,B)<1pvee, <v({b},C) <1 dir. Dolayisiyla,

|ANB]
X1

SlLVG€L<M§1L

— ¢ < X

— o <5<,

= 0,0 (A,C)#0,ve A, C

Boylece, Smirnov L-fuzzy proksimiti ol¢timi ¢, ,, Lodato proksimiti uzayinda bir

Lodato L-proksimiti bagintisidir. O]

Tanmm 3.1.7. (X, R,,), L-proksimal relator uzay olsun. Genisletilmis Smirnov
proksimiti ol¢timi ayni zamanda tanimsal proksimiti olacak sekilde de tanimlanabilir.
e, € L veeg > 0p olmak tzere; v (A, B) = % olsun. Ocpq0 (A, B) € L ye

tanimsal Smirnov L-fuzzy proksimiti ol¢timi denir ve asaqidaki bi¢imde tanimlanar:

[2(A)ne(B)|
Sc o (A, B) = (X)) , cre <v(AB) <1y,
OL ’ U(A7B)§5Lq>.
Teorem 3.1.2. (X, R, ), L-proksimal relator uzay olsun. Tanimsal Smirnov L-fuzzy

proksimiti ol¢timii O, , ., tanimsal Lodato L-fuzzy proksimiti uzayinda bir tanimsal

Lodato L-fuzzy proksimiti bagintisidar.

Ispat. 6. Lo 1N L-fuzzy tanimsal Lodato proksimiti bagintisi aksiyomlarini sagladi-

g1 gosterelim.

(Npups-1) Ocppw (A,0) =0y dir. Gergekten, v (4, 0) < ere oldugundan
| (A)N D (D) | 0
v A’Q) g g oy 0
W= o™

elde edilir.
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(Ny,,,-2) Her iki durum icin ispat1 yapalim:

)55L<1>'U(A B)_OL — U<A7B) §5L<I>
|P(A)ND(B)|
= R e
[2(B)ND(A)]
= TRl Sce
— U (B, A) S EL®
= 5€Lq>,v (B’ A) =0r.

Dolayisiyla d;, .. (A, B) = 0c, 4.0 (B, A) dir.

i)(squ)fu(A B)#OL - €L¢<U(A,B)§1L
— €L<1><U(B,A)§1L
> 5€L®7v (B,A) #OL

Bu nedenle ¢ (A,B) =90

€L,V

(B, A) elde edilir.

ELP,V

(Nuss-3) Ocpaw (A, B) # 00 = e10 < v(A,B) < 1 = £10 < BIREL <
1, = A(;chB.
(Nups-4)
(SEL(I),U(A,(BUC))#OL —— €L¢<U< (BUC))SlL
ey < PANEELNON
e < EANPENOWNIEN ¢ g,
= €1 < (@A) (B))| (@)( )(‘ I < 1, ya da
[(@(A)ND(C))|
fre < T =l
Dolayisiyla, 0., .. (A, B) # 01, ve AdreB ya da d;,,., (4,C) # 0 ve AdpeC
dir.
(N,,s-5) Her b € B igin, 6.,,., (A, B) # 01, ve 0., ({b},C) # 0, olsun. Buradan,

ero <V (A, B) <1y veens <v({b},C) <1 dir. Dolayisiyla,

— e < % < 1L ve € < —|<I>({|zg();<;>|(0)\ < 1L
g < LD g

—— 5€L¢,U (A, O) 7é 07 ve AdreC.
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Dolaysiyla, d. Smirnov proksimiti 6l¢iimii bir L-fuzzy tanimsal Lodato proksimiti

Lo,V

bagintisidir. O

Tanim 3.1.8. (X, R,,), L-proksimal relator uzay olsun. Bu durumda,
m(Ry,) = \/ Ry, (A, B)
A,BEP(X)

ifadesine R, L-proksimiti bagintisinin supremumu denir. m (R, ), kimeler ailesinde

proksimitt derecesinin supremumunu verir.
Ornek 3.1.4. Ornek 3.1.1 dikkate alimarsa, m (R,,,) = 1, dir.

Tanmm 3.1.9. (X,R,,,) bir L-fuzzy proksimal relator uzay olsun. Buradan, A, B €
P (X) kimeleri birbirlerine, e, € L,e;, # 15 degerine esit yada daha biyik bir
dereceyle proksimaldirler. Diger bir ifadeyle, A, B € P (X) kimeleri e -fuzzy proksi-

maldir ve pugr, (A, B) > e, dir.

Tanim 3.1.10. (X, R,,) bir L-fuzzy proksimal relator uzay olsun. Buradan,

C., ={AeP(X)|ur, (A, B) >er,BEP(X),er € Lyep # 11}

kimesine € -fuzzy proksimal kiimelerin kimesi denir.

Kolayca goriilebilir ki, L-fuzzy proksimal kiimelerin kiimesinde bog kiimeden
farkli biitiin kiimeler birbirlerine e, € L, ey, # 1, degerine esit yada daha biiyiik bir
dereceyle proksimaldirler. Dolayisiyla, X kiimesinin alt kiimeleri e, € L,ep # 1
degerleri kullanilarak; simiflandirilabilir. Eger bog kiime dikkate alinirsa (B = ), bu
durumda C., = ( dir.

Tanmim 3.1.11. R, , P(X) kimesinde bir L-proksimit bagintist olsun.

1. Her A,B,C € P(X) i¢in R,,, R, # 0p ve Ry, (AA) > R, (B,C)
kosullarina saglarsa, R, ye yansimaly L- proksimiti baginty denir.
P(X) dzerinde tanimlanan bitin yansimaly L- proksimiti bagintilarin kimesi

R, ile gosterilir.
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2. Her A e P(X)i¢inR,,, R, (A, A) = 0, kosulunu saglarsa, R, ye yansimal
olmayan L- proksimiti bagintr denir.
P(X) tizerinde tanvmlanan biitin yansymaly olmayan L- proksimiti bagintilarin
kiimesi R, ile gosterilir.

3. Her A,B € P(X) i¢in R,,, Ry, (A, B) =R, (B, A) kosulunu saglarsa, R,,
ye simetrik L- proksimaiti baginty denar.

P(X) dzerinde tanimlanan bitin simetrik L- proksimiti bagintilarin kimesi

R;, ile gosterilir.

4. Her A,B,C € P(X) i¢cinR,,, R, (A,C) >R, (A, B)AR,, (B,C) kosulunu
saglarsa, R,, ye gecismeli L- proksimiti baginty denar.
P(X) dzerinde tanimlanan bitin gegismeli L- proksimiti bagintilarin kimesi

t . .. o7 .
R, ile gosterilir.

5. Ry, yansimal, simetrik ve gecismeli L- proksimiti baginty ise, R, ye denklik
L- proksimiti bagintisy denir.
P(X) dzerinde tanvmlanan bitin denklik L- proksimiti bagintilarn kimesi

R, ile gosterilir.

Ornek 3.1.5. Oy s Ornek 8.1.1 de verilen bir L-proksimiti bagintisy olmak tzere;

1 0.375 0.55 0.1

0.375 1 0.16  0.28
5ML =

055 016 1 0.375

0.1 0.28 0375 1

Kolayca gorilebilir ki, 6, yansimaly ve simetrik L-proksimiti bagintilardur. Cuinkii

her A, B,C € P(X) i¢in 6,, (A,A) > 6,, (B,C) dir.

Ornek 3.1.6. (X,R,,) bir L-proksimal relator uzay olsun. Bu durumda,
X ={a,b,c} ve L={0p,01,9,1.|0p < a1 < g < 11} olarak alalvm.

HRrRy = {(({a} ) {a}) 7OL> ) (({a} ) {C}) 7a1) ) <<{a7 b} ) {a7 b}) 70L> ) (({av b} ) {a7 C}) 70‘2)}

seklinde tanimlansin. g, yansimali olmayan ve gegismeli bir L-proksimiti bagintidar.
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Ornek 3.1.7. (X,R,,) bir L-proksimal relator uzay olsun. Bu durumda,
X ={z,y} ve L={0.,5,1.|0, < B < 1.} olarak alalvm.

pr, = (e} A=), 1), ({2}, {y}), 8), (({a} {{=}, {y}}) , 00),
(), {2}1),00), (({y} {y}) 1) (R} {, 9}), 0)
({z 9} {=}),00), ({9} {w}), 0n), ({2, ) 5 {2, 9}) , 0r)}

seklinde tanimlansin. Bu durumda, pir, yansimali ve gegismeli L-proksimiti bagintidar.

R,,, P(X) tizerinde bir L-proksimiti bagmntisi ve Ry, P(X) lizerinde bir ikili

islem olsun.

1. R}, , Pr, (X) kiimesinin bir alt posetidir.

2. R, , Pr, (X) kiimesinin bir alt posetidir.

3. R;,, Pr, (X) kiimesinin bir alt posetidir.

4. R}, , Pr, (X) kiimesinin bir alt posetidir.

5. R;,,, Pr, (X) kiimesinin bir alt posetidir.
Onerme 3.1.1. R, bir L-proksimiti bagintisy olsun.

Xr,: P(X)xP(X) — L
(A, B) —— vr, (A, B)

dontusiumi asagidaki sekilde tanimlansin:

1z, (A,B) e R,,,
Or, (A,B) ¢ R,,.

XRy, (Av B) -

Buradan, asagidakiler dogrudur:

1. Ry, yansimalr L-proksimiti bagintidir ancak ve ancak xr, bir yansimali L-prok-

stmati bagintidar.

2. Ry, yansimaly olmayan L-proksimiti bagintidir ancak ve ancak xr, bir yansimaly

olmayan L-proksimiti bagintidir.
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3. R,, bir L-proksimiti bagints ise, bu durumda xgr, bir simetrik L-proksimiti

bagintidar.

ispat. 1.(=) Kabul edelim ki R,,, yansimal L-proksimiti bagimti olsun. Bu durumda
yansimal L-proksimiti bagintinin kogullarimi saglar. Boylece her A € P(X) igin,
(A,A) € R,, olur. xpg, nin yansimali L-proksimiti bagint: oldugunu géstermek
icin her A, B,C € P(X) oldugu durumda xg, (A, A) > xg, (B,C) esitsizligini
sagladigimi gostermek yeterlidir.

i) (A,A) e R,, ve (B,C)€eR,, = 1> 1, dir.

ii) (A,A) e R,, ve (B,C) ¢ R,, = 1; >0 dir.

Her iki durumda da, xg, yansimali L-proksimiti bagintidir.

(<) Kabul edelim ki xg, yansimali L-proksimiti bagnt1 olsun. Buradan xg,,
her A, B,C € P(X) icin xg, (A, A) > xgr, (B, C) kosulunu saglar. Bu esitsizlik ii¢
durum icin gegerli olabilir:

i) 1, > 1, = xr. (A, A) > xg, (B,C) = (A4, A) e R, VA € P(X).

i) 15 > 01, = X, (4,4) > xn, (B,C) = (4, A) € R,,, VA € P(X).

iii) 07 > 0z. Bu durum gegerli degildir. Ciinkii, yg, yansimali L-proksimiti baginti
ve L bog kiimeden farklidir.

2.(=) Kabul edelim ki R,, yansimali olmayan L-proksimiti bagmnt1 olsun. Bu
durumda yansimali olmayan bagintinin kogullarini saglar. Béylece her A € P(X)
i¢in, R, (A, A) = 0y, olur. xp, nin yansimali olmayan L-proksimiti bagint: oldugunu
gostermek igin her A € P(X) oldugu durumda xg, (A, A) = 01 oldugunu gostermek
yeterlidir.

R, (A, A) =0y ise, bu durumda (A, A) ¢ R, dir. Buradan, xg, (A4, A) =0y, elde
edilir. Boylece, g, bir yansimali olmayan L-proksimiti bagintidir.

(<) Kabul edelim ki x g, yansimali olmayan L-proksimiti baginti olsun. Buradan
Xr., her A € P(X) i¢in xg, (A, A) = 0, kosulunu saglar. Boylece, xg, (A4, A) =
0, = (A4,A4) ¢ R,, = R,, (A, A) = 0, olur. Dolayisiyla, R,, yansimali olmayan
L-proksimiti bagimtidir.

3. Kabul edelim ki R, bir L-proksimiti baginti olsun. Bu durumda L-proksimiti

bagint1 oldugundan, simetrik bagintinin kosullarini saglar. Boylece her A, B €
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P(X) icin, R,, (A, B) = R,, (B,A) olur. xpg, nin simetrik L-proksimiti baginti
oldugunu gostermek icin her A, B € P(X) oldugu durumda xg, (A4, B) = xg, (B, A)
esitliginin saglandigini gostermek gerekir.

R, (A, B)=R,, (B,A) = (A, B),(B,A) € R,, dir. Bu durumda, g, (A, B) =
1y, ve xg, (B, A) = 1, olur. Dolayisiyla; xgr, (A, B) = xg, (B, A) dir. O

Onerme 3.1.2. R,,, P(X) tzerinde bir L-proksimiti bagintr ve L bir tam latis
olsun. L-proksimiti bagintilarin bir R, ailesini alalim. Bu durumda asagidakiler

dogrudur:

1. Her i € I igin R,,,,, yansumal L-proksimiti bagintr ve L # 0, ya da L tek

atomik ise, bu durumda \,.; Ry,, yansimaly bir L-proksimiti bagintdr.

2. Her i € I i¢in Ry, , yansimal olmayan L-proksimiti bagintr ise, bu durumda

Nicr Ru;, yansimale olmayan bir L-proksimiti bagintidar.

8. Heri € I igin Ry,,, L-proksimiti bagints ise, bu durumda \;.; R,,, simetrik

bir L-proksimiti bagintidar.

4. Heri € I igin Ry, , gegismeli L-proksimiti bagints ise, bu durumda N\,c; R,
gecismeli bir L-proksimiti bagintidir.

5. Herve I iginR denklik L-proksimiti bagint, ve L # 0r, ya da L tek atomik

Hir >’

ise, bu durumda N\;.; Ry,, bir denklik L-proksimiti bagintidar.

iel

ispat. 1. Her ¢ € I icin R,,,, yansimali L-proksimiti bagnt1 ve L # 0p ya
da L tek atomik olsun. Aymi zamanda, A ikili islem ve siralamaya bagh olarak
monotondur. Her ¢ € [ i¢gin R, , yansimali L-proksimiti baginti oldugundan her
i€ IveAB,C € P(X) icin Ry, (A, A) > R, (B,C) kosulunu saglar. A
siralamaya bagli olarak monoton oldugundan A, ; R, (A, A4) > A,c; R, (B,C)
seklinde yazilabilir. Boylece, \,; R,,, yansimal L-proksimiti bagintisidir.

2. Her i € I i¢cin R,,,, yansimali olmayan L-proksimiti bagmti olsun. Aym
zamanda, /\ ikili islem ve siralamaya bagh olarak monotondur. Her i € I icin R, ,

yansimali olmayan L-proksimiti baginti oldugundan her i € I ve A € P(X) i¢in

Ry, (A, A) = 0r, kosulunu saglar. A siralamaya bagl olarak monoton oldugundan
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Nicr Ry, (A, A) = N\,e; Or seklinde yazilabilir. Bu durumda, A,c; R, (A, A) = 0
olur. Boylece, \,.; R, yansimali olmayan bir L-proksimiti bagintidir.

3. Heri¢ € I igin R L-proksimiti bagint1 olsun. Ayrica, A ikili iglem ve

pir,s
siralamaya bagh olarak monotondur. Her 7 € I i¢in R, , L-proksimiti bagint:
oldugundan simetrik ve her i € I ve A, B € P(X) icin R,,, (A, B) = R,,, (B, A)
kogulunu saglar. A siralamaya bagh olarak monoton oldugundan A, ; R,,, (A, B) =
Nics Ru,, (B, A) seklinde yazilabilir. Boylece, A,.; R, simetrik bir L-proksimiti
bagintidir.

4. Her i € I i¢in R,,,, gecismeli L-proksimiti bagint1 olsun. Aymi zamanda, /\
ikili iglem ve siralamaya bagl olarak monotondur. Her 7 € I i¢in R,,,,, gecismeli
L-proksimiti bagmnt1 oldugundan her i € I ve A, B,C € P(X) icin R,,, (4,C) >
Ry, (A,B) N Ry, (B,C) kosulunu saglar. A siralamaya bagl olarak monoton
oldugundan A, ; R, (A, C) > Nic; Ry, (A, B)ANc; Ry, (A, C) seklinde yazilabi-
lir. Béylece, A\,c; Ry, gecismeli L-proksimiti bagintisidir.

5. Her v € [ igin R denklik L-proksimiti bagint1 ve L # 0y ya da L tek

Hip >
atomik olsun. Bu durumda; her ¢ € [ i¢in R, ,, yansimali, simetrik ve gecismeli
L-proksimiti bagint1 oldugundan (1) — (3) ve (4) ten aqiktir ki; A,.; R, yansimali,

simetrik ve gegigmeli L-proksimiti bagintisidir. Dolayisiyla; A,; R,,, denklik L-prok-

iel
simiti bagintisidir. O

Onerme 3.1.2 de verilen 1. durum icin asagida verilen 6rnek ile de goriilebilir ki,

L bos kiime olamaz yani; L # 0f, dir.

Ornek 3.1.8. (X,Ry,), L- proksimal relator uzay olsun. Bu durumda,
X ={z,y} ve L ={0z,B1, B, 1|0L < b1, B2 < 1p; B1]|B2} olarak alalvm.

Rir = (e} A}, B), (({y), {wh), B2) - (({e} {y}) , 0n)
(({y} {=1),00), ({z, 9} {=,9}),00)}

ve

Ror = {(({ZE} ) {:L‘}) 752) ) (({y} ) {y}) aﬂl) ) (({ZE} ) {y}) 70L)
(({y} ) {{E}) 7OL) ) (({[L’, y} ) {JI, y}) >OL)}

seklinde verilsin. Bu durumda, Ry; ve Rop yansimaly L-proksimiti bagintilardar.

Fakat, R1; N\ Rop, yansimaly L-proksimiti baginty degildir. Ctinki, L bos kiimedir
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yani; L = 0p dir.

Onerme 3.1.3. R, P(X) tzerinde bir L-proksimiti bagintr ve L bir tam latis
olsun. L-proksimiti bagintilarin bir R, ailesini alalim. Bu durumda asagidakiler

dogrudur:

1. Heri € IiginR,,, , yansimal L-proksimiti bagint ise, bu durumda \/,.; Ry, ,

yansimaly bir L-proksimiti bagintidar.

2. Heri e I i¢in R, , yansimalr olmayan L-proksimiti bagints ise, bu durumda

Vier Ry, yansimale olmayan bir L-proksimiti bagintidar.

3. Heri € I igin Ry,,, L-proksimiti baginty ise, bu durumda \/,.; R,,, simetrik

bir L-proksimiti bagintidr.

Ispat. 1. Her ¢ € I i¢in R,.,, yansimali L-proksimiti bagnt1 ve L # 0 ya
da L tek atomik olsun. Aymi zamanda, \/ ikili iglem ve siralamaya bagh olarak
monotondur. Her ¢ € [ i¢in R,,,, yansimal L-proksimiti bagmtis1 oldugundan
her i € I ve A,B,C € P(X) icin R,,, (4,A) > R,,, (B,C) kosulunu saglar. \/
siralamaya bagli olarak monoton oldugundan \/,.; R, (A, 4) > V,c; Ry, (B,C)
seklinde yazilabilir. Boylece, \/,.; R,,, vansimali L-proksimiti bagintidir.

2. Her 7 € I i¢in R,,,,, yansimal olmayan L-proksimiti bagmnt1 olsun. Ayrica,
V ikili iglem ve siralamaya bagh olarak monotondur. Her i € I icin R,,,, yansimali
olmayan L-proksimiti bagint1 oldugundan her i € I ve A € P(X) icin R,,,, (4, A) =
0z kosulunu saglar. \/ siralamaya bagh olarak monoton oldugundan \/,.; R,,,, (A, A) =
Ve 0z seklinde yazilabilir. Buradan; \/,.; R, (4, A) = 0y, olur. Boylece, \/,.; R,
yansimali olmayan L-proksimiti bagintidir.

3. Her i € I i¢in R,,,, L-proksimiti bagmnti olsun. Ayrica, \/ ikili iglem ve
siralamaya bagl olarak monotondur. Her ¢ € I i¢in R,,,, L-proksimiti bagintisi
oldugundan heri € I ve A, B € P(X) icin R, simetrik ve R,,,, (A, B) = R,,, (B, A)
kogulunu saglar. \/ siralamaya bagh olarak monoton oldugundan \/,.; R,,, (A, B) =
Vier Ry, (B, A) seklinde yazlabilir. Dolayisiyla, \/,.; R,,, simetrik L-proksimiti

bagintidir.
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3.2 Kompleks Fuzzy Proksimal Relator Uzaylar

Bu kisimda; kompleks fuzzy proksimal uzaymin tanimi ve ilgili 6rnekler verildi.
Fuzzy bagitinin sagladig: 6zelikler, kompleks fuzzy proksimiti bagintisi i¢cinde incele-
nerek ayrintili gekilde aciklandi. Kompleks fuzzy baginti yardimi ile, kiimelerin iki
farkli 6rnegin uzaysal ve tanimsal proksimiti 6zellikleri dikkate alindiginda birbirlerine
ne kadar proksimal olduklar: incelendi. Bu yaklasim ile ayn1 anda iki farkl proksimal-
lik incelenme imkani elde edilmis oldu. Ayrca, kompleks fuzzy bagitisinin, birlesim
ve kesigim iglemleri altinda birlesme 6zelligine sahip oldugu orneklerle birlikte verildi.

Son olarak, bu iglemlerin birer yari-grup olduklar elde edildi.
Tanim 3.2.1. (X, R) bir proksimal relator uzay,

pre . PX)xP(X) — e
(A, B) — e (A, B)

bir kompleks fuzzy bagints ve A,B C X olsun. Bu durumda;
Rue ={((A, B) ,ur. (A, B) )| (A, B) € P(X) x P(X)}

kiimesi her A, B,C' € P (X) i¢in asaqidaki kosullar saglarsa, bu kiimeye bir kompleks

fuzzy proksimiti bagintisy denir:

NMRcl) HRe (A7®) =0 (A 7é (b)
N,LLRCQ) HRe (A7 B) = MR (B,A)

N,. 3) ur.(A,B) #0 tken A R¢ B.

KR

N

MR

4) pire (A, (BUC)) # 0 iken pr. (A, B) # 0 (A Re B) ya da pr, (A,C) # 0
(A Re O).

P(X) kiimesi iizerinde tanimlanan biitiin kompleks fuzzy proksimiti bagintilarin
kiimesi, Pr. (X) seklinde gosterilir. Ayrica, pug. (A, B) ye kompleks fuzzy proksimiti

olctimii denir.
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Kompleks fuzzy proksimiti bagintisi, nxn boyutlu bir matrisle asagidaki sekildeki

gibi gosterilebilir:

A, . A,
Ar | pre (A A o pre (A1 Ay)
Ry = ) ) )
Ay, MR (Am Al) Tt MRe (An, An)

pre (A, B) kompleks fuzzy proksimiti ol¢iimii, A ve B kiimelerinin iki farkh
proksimiti ele alindiginda (uzaysal ve tanimsal gibi) birbirlerine ne kadar proksimal

(yakin) olduklarim gosteren dl¢iim anlaminda kullanilir.

Kompleks fuzzy bagnt1 R,., A, B € P(X) olmak tzere; pug. (A, B) her bir

pe>
(A, B) ikilisini bir kompleks tiyelik degerine tagidiginda, kompleks tiyelik fonksiyonu
Ure (A, B) ile karakterize edilir. pg. (A4, B) kompleks diizlemde birim daire iizerin-
de bir deger alir ve ug. (A, B) = rc (A, B) .ec@B) geklindedir. ¢ (A, B) reel
iwe (A,B)

degerli bir fonksiyon olup, rc (A, B) € [0,1] dir. Ayrica, e
fonksiyondur ve we (A, B) = we (A, B) + 2kn, k= 0,+1,+2,..., ve 0 < wc (A, B) <

periyodik bir

27 gseklinde tanimlanir.

Tanim 3.2.2. R,., P(X) de bir kompleks fuzzy proksimiti bagintisi olsun. Bu

peo

durumda, (X, R,.) ye bir kompleks fuzzy proksimal relator uzay denir.

Ornek 3.2.1. S gunes sistemi kuimesi ve X C S olmak tzere;
X = {Glines, Merkiir, Veniis, Diinya, Mars, Jipiter, Satirn} olsun. Cap ve yil

uzunlugu Tablo 3 ile asagidaki gibi verilmistir:
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Cap(km) | Yl Uzunlugu

Giines | 1324332 | 224000000
Merkar 4884 0,2
Veniis 12346 0,6
Dinya 12709 1

Mars 6767 1,8
Jupiter | 142647 11,6
Satirn | 124309 29,5

Tablo 3

Kompleks fuzzy proksimiti baginty asaqidaki gibi tanimlansin.

pre . PX)xP(X) —e?

- iwC(Pl,PQ)
C
(P1,P2) = UR (PlaPZ) TC(Pl,P2)-€
1 y Zf P1 = PQ,
re (P, Py) = d((Pr—Pa) § PP
d(S) ’ 1 2
1 Jif Pp= P,
PP =
wc( 1 2) (| Pi—Py)) if P4P
y(S) ) 1 2

d(|P1 — Bl), y(|PL — Bsl), d(S) ve y(S) ifadeleri siraswyla gezegenlerin ¢aplar

arasindaki fark, gezegenlerin yil uzunluklar: arasindaki fark, ginesin ¢apr ve gunesin

vyl uzunlugu anlamindadyr. Merkiur, Venis, Dinya, Mars, Jupiter, Satirn ve Gilinesi

siraswyla A, B,C, D, E, F, S harfleri ile gosterelim. Dolayiswyla;
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d(|A-B|)
a(s)
d(A-C])
d(s)
d(|A-DJ)
()
d(|A-E|)
d(S)
d(|A—F])
d(s)
d(|B—A|)
()
d(|B—C|)
d(s)

_ d(B-DJ)

a(s)
d(|B—E|)
a(s)
d(|B—F))
a(9)
d(|C—A])
d(s)
d(|C-B|)
a(s)
d(|C-DJ)
a(s)
d(|C-E|)
da(9)
d(|C=F])
a(s)
d(|D—A|)
d(S)

_ d(D-B])

d(S)

_ d(p=c))

d(s)

_ d(D-E|)

a(s)
d(|D-F)
a(9)
d(|E—A|)
a(9)
d(|E—B|)
a(s)
d(|E-C))
d(s)

_ dE-D])

d(S)
d(E-F])
d(S)

d(|[F—A])

d(S)
d(|[F—B|)
d(S)
d(C—F])
d(S)
d(|[F=DJ)
d(S)
d(|F-E|)
d(S)

488412346
— 1324332
]4884-12709
1324332
 |4884—6767]
1324332
|4884—142647]
1324332
|4884-124309)
1324332
12346—4884
= 1324332
_12346—12709
1324332
_ |12346-6767
— 1324332
[12346-142647
1324332
12346—124309
1324332
_ |12709—4884
— 1324332
_ [12709-12346
1324332
_ |12709—6767
1324332
|12709—142647
1324332
 |12709—124309]
1324332
_|6767—4884]
= 1324332
_ |12346—6767
= T 1324332
_ |12709-6767
1324332
|6767—142647]
1324332
_|6767—124309)
= T 1324332
|4884—142647]
1324332
 |12346-142647
— T 1324332
_12709—142647
1324332
 |6767—142647]
1324332
= 1324332
|4884-124309)
1324332
12346—124309
1324332
_12709—124309
= T 1324332
_|6767—124309]
1324332

_ |142647—124309

1324332
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|142647—124309|

= (0.0056
= 0.0059
=0.0014
= 0.1040
= 0.0901
= 0.0056
= (0.0002
= 0.0421
= 0.0983
= 0.0845
= (0.0059
= (0.0002
= 0.0044
= (0.0981
= (0.0842
= 0.0014
= 0.0421
= 0.0044
= 0.1026
= 0.0887
= 0.1040
= 0.0983
= 0.0981
= 0.1026
= 0.0138
= 0.0901
= 0.0845
= 0.0842
= 0.0887
= 0.0138
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y(|A-B])
y(S)
y(|A-C))
y(S)
y(l[A-DJ)
y(S)
y(|A-E])
y(S)
y(|A-F))
y(S)
y(1B—A])
y(5)
y(1B=C|)
y(S)
y(1B—-DJ)
y(S)
y(IB—E])
y(5)
y(IB=F|)
y(S)

y(|IC—A]

y(S)
y(IC-B|)
y(5)
y(IC-DJ)
y(5)
y(IC-E|)
y(5)
y(IC—F))
y(S)
y(ID—A]
y(5)
y(|D-BJ)
y(S)
y(ID=C))
y(S)
y(|ID—E))
y(S)
y(ID—F])
y(S)
y(E-A])
y(S)
y(1E-B])
y(S)
y(IE-C|)
y(S)

_ y(E-D|)

y(S)
y(E-F|)
y(S)

_ ]0.2—0.6|
~ 224000000

|0.2—1]
0.2—1.8]
|0.2—11.6
|0.2—29.5
0.6—0.2

0.6—1]
|0.6—1.8|

|0.6—11.6
224000000

|0.6—29.5
224000000
|1-0.2]
224000000
|1-0.6|
224000000
|1—1.8]
224000000
[1-11.6
224000000
[1-29.5
224000000
|1.8—0.2]
224000000
|1.8—0.6]
224000000
|1.8—1]
224000000

|1.8—11.6
224000000

|1.8—29.5
224000000

|11.6—0.2|
224000000

[11.6—0.6|
224000000

[11.6—1
224000000

[11.6—1.8
224000000
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224000000
224000000
224000000
224000000
224000000
224000000

224000000

[11.6—29.5]
224000000

elde edilir. Simdi de ikinci fonksiyonun degerlerini bulalvm.

=0,0001.10~7
= 0,00003.10~7
= 0,0007.10~7
= 0,0050.10~7
=0,0130.10~7
= 0,0001.10~7
= 0,0001.10~7
= 0,0005.10~7
= 0,0049.10~7
= 0,0129.10~7
= 0,00003.10~7
= 0,0001.10~7
=0,0003.10~7
= 0,0047.10~7
=0,0127.10~7
=0,0007.1077
= 0,0005.10~7
= 0,0003.10~7
=0,0043.10~7
=0,0123.10°7
= 0,0050.10~7
=0,0049.10~7
= 0,0047.10~7
= 0,0043.10~7
= 0,0079.10~7



we (F,A) = y(IyA(;)FI)
we (F,B) = y(lﬁg)Fl)
we (F, €) = WE=C
we (F, D) = “EF
we (F, B) = U2l

E & & & E & =&
g 8 8 a a a g

£
a

E & & & & E
g 8 a a a a

S
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g
a
a0 0 N O e R EE >R RERER

S
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S
a

Q23808333 05%:
I

TEH U AW
I
(O8]
>

_ |29.5—0.2|

~— 224000000
129.5—0.6
224000000
[29.5—1]
224000000
129.5—1.8
224000000
|29.5—11.6
224000000

=1
=40

= 30
=170
= 500
= 1300
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= 0,0130.10°7
—0,0129.10~7
=0,0127.10°7
~0,0123.10°7
= 0,0079.10~7

0,0001.10~" biitiin degerlerde ortak olarak bulundugundan ifadeyi kisaltmak icin

0,0001.10~" = @ olarak alinirsa, diger sonuglarda 0 cinsinden ifade edilebilir.
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1230
500
496
476

wce (E,A)
wce (E, B)
Wwc (E, C)
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790

we (E, F)
we (F, A)
we (F, B)
we (F,C)
we (F, D)

1300
1296
1270
1230
790
=1
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Buradan,

A, B ye 0,0056.€ — kompleks fuzzy proksimaldir,
A, C ye 0,0059." — kompleks fuzzy proksimaldir,
A, D ye 0,0014.€""— kompleks fuzzy proksimaldir,
A, C ye 0,1040.e% — kompleks fuzzy proksimaldir,
A, F ye 0,0901.e"3% — kompleks fuzzy proksimaldir,
B, C ye 0,0002.¢" — kompleks fuzzy proksimaldir,
B, D ye 0,0421.° — kompleks fuzzy proksimaldir,
B, E ye 0,0983.¢"% — kompleks fuzzy proksimaldir,
B, F ye 0,0845.e"2% — kompleks fuzzy proksimaldir,
C, D ye 0,0044.€3%— kompleks fuzzy proksimaldir,
C, E ye 0,0981.e"7 — kompleks fuzzy proksimaldir,
C, F ye 0,0842.€"2" — kompleks fuzzy proksimaldir,
D, E ye 0,1026.*3° — kompleks fuzzy proksimaldir,
D, F ye 0,0887.e"'2% — kompleks fuzzy proksimaldir,
E, F ye 0,0138.e" — kompleks fuzzy proksimaldir.

elde edilir. Kompleks fuzzy proksimiti bagintise bir matrislede asagidaki gibi gosterilir:

[ 1 0,0056.¢% 0,0059.¢%3¢ 0,0014.¢79 0,1040.6%%%9  0,0901.¢i130¢ ]
0,0056.¢%¢ 1 0,0002.¢% 0,0421.¢%5 0,0983.499  0,0845.¢:1299
Ry = 0,0059.¢%3¢ 0,002.¢* 1 0,0044.e%39 0,0981.479  0,0842.e:1270
- 0,0014.€:7? 0,0421.¢%59 0, 0044.¢%39 1 0,1026.e43¢ 0, 0887.¢i123¢
0,1040.e%99  0,0983.¢149¢  0,0981.¢!479  (.1026.¢43¢ 1 0,0138.¢:799
| 0,0901.e*139¢  0,0845.e1129¢  0,0842.e1270  0,0887.¢123¢  0,0138.6179¢ 1

Rucs (Nu%l) — (Nunc4) aksiyomlarin sagladigindan bir kompleks fuzzy proksimits

bagintisidur. Ayrica, (X, R,.) bir kompleks fuzzy proksimiti uzaydar.

Tamim 3.2.3. (X, ) bir proksimiti uzay olsun. Her A, B,C € P(X) i¢in asagidaki

kosullar: saglarsa, (X,d,.) ya uzaysal kompleks fuzzy proksimiti uzay: denir:

Nﬂécl) M (A,@) =0 (A#@)

NM&CQ) [L(;C (A, B) = /L(;C (B,A)
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Nys.3) e (A, B) # 0 iken AdcB.

N.LL(SC4) Hése (Av (BUC)) 7é 0 tken Hése (A7 B) 7é 0 (A5CB) ya da Hse <A7C) 7é 0
(A6:0).

(X, 0,), uzaysal kompleks fuzzy proksimiti aksiyomlariny ve asagidaki N,s.5
aksiyomunu saglarsa, ps. kompleks fuzzy bagintisina bir uzaysal kompleks fuzzy

Lodato proksimiti bagintisy denir:

Nus.D) tsc (A, B) # 0 ve her b € B igin ps, ({b},C) # 0 iken ps. (A,C) # 0
(AdcC).

Ornek 3.2.2. X = {a,b,c,d,e, f,g,h,j,k} kiimesini ve (X,0) proksimiti uzayini

alalvm. Temel proksimiti 6 asaqidaki sekilde tanimlansin:

CoD = CND #0.

C = {a,b,c,d,g} ve D = {d,e, f,g,h,j,k}, X kiimesinin alt kiimeleri olsun.
C N D # 0 oldugundan, C 6 D oldugu kolayca gorilir. Kompleks fuzzy proksimiti

bagintist asagidaki sekilde tanimlanabilir:

pse : P(X)xP(X) — e
(C, D) — s (C, D) = rc (C, D) .e™el@D)

rc (C, D) = % ve we (C, D) = we (D, C) = 7 seklinde tanimlansin. Buradan

e (C.D) = (G5 = 45 = 03,

cub] ~ 10
c
pse (D,C) = ||£Sc|| =15 = 0.5

Dolaysiyla

C, D ye 0,3.e™— kompleks fuzzy proksimaldir,

D, C ye 0,5.e"— kompleks fuzzy proksimaldir .
Ancak; ps. simetrik olmadigindan, yani s, (C, D) # ps. (D, C) oldugundan (X, 0,.)
kompleks fuzzy proksimiti uzay degildir.



Tanim 3.2.4. X bostan farkl bir kiime ve ¢, Lodato proksimiti bagintisiyla donatil-
mag olsun. ps. fuzzy bagintisy her A, B,C € P(X) i¢in asagidaki kosullar saglarsa

s ye bir tanvmsal kompleks fuzzy Lodato proksimiti bagintisy denir:

Nﬂ%cm Hége <A7 Q)) =0 (A # Q))
NM(S@CQ) Hégpc <A7 B) = Héac (Bv A)

3) Wsee (A, B) # 0 iken A doc B.

Mg

N

Hégpe

4) Hsgc (A’ (B U C)) 7é 0 iken Mégc (A> B) 7é 0 (A 5<I>(C B) ya da Hépe (Av C) 7é 0
(A bac C).

Nisy D) Hoge (A, B) # 0 ve her b € B igin pis,. ({b},C) # 0 tken ps,. (A,C) # 0
(A bac O).

Tanim 3.2.5. ps. bir tanimsal kompleks fuzzy Lodato proksimiti bagintisy olmak

tizere, (X, 0uqc) ye tanamsal kompleks fuzzy Lodato proksimiti uzay: denir.

Tanmim 3.2.6. (X, R,.) bir kompleks fuzzy proksimal relator uzay olsun.

h(Ry) = Ryue(A, B
(Ruc) = max  max Ruc(4, B)

seklinde tanamlanan h (R,.) ye R,. kompleks fuzzy proksimiti bagintisinan yiiksekligi

denir. h(R,.) kimeler ailesindeki en biyik proksimiti derecesini verir.

Tanmm 3.2.7. (X, R,.) bir kompleks fuzzy proksimal relator uzay olsun. Fuzzy

proksimity bagintisinan tersi R, asaqidaki sekilde tanimlanar:

R;Cl (B,A)=TR,. (A, B)

e (

N

R;é kompleks fuzzy bagintisal matrisinin transpozudur. R R 1)—(N,
kompleks fuzzy proksimiti bagintisi aksiyomlarini saglar.

Gergekten; R, (A, B) matrisi simetrik matris oldugundan, kompleks fuzzy bagin-
tisal matrisinin transpozu R, (B, A) ile birbirlerine esittirler. Bdylece, asagidaki

teorem ispatsiz verilir.
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Teorem 3.2.1. R;é (B, A) bir kompleks fuzzy proksimiti bagintisidar.

Tanmim 3.2.8. (X, R,.), (Y, R,.) ve (Z, R,.) kompleks fuzzy proksimal relator uzay-

lar olsun.

Rune = {((A, B), pr. (A, B) )| (A, B) € P(X) x P(Y)}

ve

Ruse = {((B, C) , pre (B, C) )| (B,C) € P(Y) x P(2)}

kompleks fuzzy proksimiti bagintilar

tre: P(X)x PY) —s e
ve
pore: P(Y)x P(Z) —s e
verilsin.  p,re Ve pl,re nan bilesimi, i, poop,re seklinde gosterilir.  Bu bilegim

asagida verilen fonksiyon yardimayla tanimlanar:

¢ (A.0)

Hpyreopyre (A4,C) =, (4,C) € Reeta R

K1 RCOMGRC

= max min (TIM'R(C (Aa B) » TuaRC (Ba O)) 'eimax min(wmRC(A?B)ywHZRC(Byc))

Ornek 3.2.3. duc ve Ou,¢ birer fuzzy proksimiti bagintisy olsun:

1 0,2.2™ 0,21.e" 0,8.e"
0,2.e?" 1 0,5.4™  0,6.e"7
5#1‘C = ) ) .
0,21.e®™ 0,5.e4" 1 0,42.e%m
0,8.e" 0,6.5™ 0,42.e"" 1
ve
1 0,5.eB™ 0,7.e™ 0,3.e?7
0,5.5™ 1 0,2.2™  (,4.e""
6H2C - ) ) )
0,7.7 0,2.e2" 1 0,25.e7
0,3.2™ 0,4.“™ 0,25.5" 1
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dic © Oy bilesimlerini bulalum;

1.e2m 0,5.€%™ 0,7.e2™  0,8.eB"
0,5.627 1.eiT (55T () 6

OpunC O Oppc = . . 4 .
o 0,7.6%%  0,5.647 1T () 42.¢i

0,8.8™ 0,6.e27 (,42.e%™ 1.e47
elde edilir. Buradan, 6,,c © 0y,c bir kompleks fuzzy bagintidir fakat kompleks fuzzy
proksimiti baginty degildir. Cunki, bu bilesim (NMCQ) aksiyomunu saglamaz.

duuc © Oy, bilesimi hesaplanirsa;

1.eB7 0,6.e5™ 0,42.e™ 0,8.eB7
0,6.e8™  1.e57 0,5.4™  0,6.e%7
0,42.€?™  0,5.e" 1.eM" 0,5.e47

0,8.53™  0,6.™ 0,5.M4™ 1.e57

mC —

4) aksiyomlarim saglar. Dolaysiyla 62 ~, X2 de

olur. Boylece &> (N 1) — (Y, T

i C MR

bir kompleks fuzzy proksimiti bagintidir ve (X 2, (52C) bir kompleks fuzzy proksimiti

uzaydar.

Tanmm 3.2.9. (X, R,.) ve (Y,R,.) birer kompleks fuzzy proksimal relator uzay

olsun.

pre s P(X) x P(X) — e

ve

pore = P(Y) x P(Y) —s e
kompleks fuzzy proksimiti bagintilarinan uyelik fonksiyonlary sirasiyla;
pre(A, B) = 1,c(A, B).e™cWB) we 1 pe(A, B) = r,c(A, B).e™2¢AB) seklindedir.
HyRe ve fyre nin kompleks fuzzy proksimiti birlesimleri,

MMRCEBILZRC (A7 B) = rﬂl’RC@Mch (A’ B>.ein1Rc®u2RC(AyB)
= max(ry (4, 3)7TMQC(A,B)).eimax(w“ﬂ(A’B)’w#zc(AvB))

bictminde gosterilir.
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Ornek 3.2.4. duc ve O,¢ birer fuzzy proksimiti bagintisy olsun:

1 0,3.e2™ 0,2.e4" 0,1.e?"
0,3.27 1 0,57 0,7.e537
5N1C - ) ) .
0,2."" 0,5.™ 1 0,4.e"™
0,1.e2™ 0,7.e®" 0,44 1
ve
1 0,5.67  0,3.4 0, 11.¢27
0,5.e™ 1 0,23.€™  0,47.eB7
OpsC = . , A
0,3.e4™  0,23.e8" 1 0,25.e57
0,11.627  0,47.¢57 0,25.57 1
duc ve Oy,c nan birlesimlering bulalim;
[ 1 0,5.€%™ 0,3.e4" 0,11.e”"
0,527 1 0,5.87 0, 7.6
5u1(C@u2(C = ) ; ]
0,3."™  0,5.%" 1 0,4.e"™
0,11.¢27 0,7.¢3% 0 4.5 1

seklindedir.

Teorem 3.2.2. Pr. (X) tim kompleks fuzzy proksimiti bagintilarin ailesi olsun.

Pr. (X)), “@©” islemi ile grupoiddir.

ispat.

© Pug (X)X Pug (X) — Pug (X)

(“173@’ MzRC) > pRC D HyRrC

(i re @ pyre) (A, B) Hp, re®pyre (A, B)

= max(r,c (A, B),r,c (A, B)).eimaX(wﬂ(A’B)’%C(A’B))
Pr. (X) nin “@” iglemi ile grupoid oldugunu gostermek icin;

(1 Res flare) = (fy/ges Mo me) oldugunda, iy re, fl2 e, fy/ges M2y Re € Plg (X) icin
t1 re D e Re = Hy'pe @ po re oldugunu gostermek gerekir. Bu durumda her bir

A, B e P(X) icin,
(111 e @ p2 re) (A, B) = (/e © pr =e) (A, B)
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esitliginin saglandigimi gosterelim. (u1 re, p2 re) = (U1 ze, H2 ®e) oldugundan
H1RrRC = My ge V€ H2 RC = H2' RC
dir. Buradan,
p1 e (A, B) =711 ¢ (A, B) ™ c(AB) e py me =71 ¢ (A, B) ey c(AB)

olur. 7y ¢ (A, B).ecB) = p, (A B).e™ <P eitligi elde edilir.  Kolayca
goriilebilir ki, 7, ¢ (4, B) = 7y ¢ (A, B) ve ercB) — ¢ (A8 dir - Benger

sekilde,
pia re (A, B) = ry ¢ (A, B) .2 ¢AB) e o (A, B) = 1y (A, B) . ¢A4P)

olarak almirsa, ry ¢ (A, B) .¢?2cAB) = ., (A, B).e™2 AP elde edilir. Boylece,
Ty ¢ (A, B) = 1y ¢ (A, B) ve e2c(AB) = ¢y ¢AB) gldugu kolayca goriiliir.

Her A, B € P (X) i¢in,
(Hire @ pore) (A, B) = max(ric (A, B),rac (4, B)).¢'max(wic(4.5).wac(4,5)
_ maXOﬂl’(C (A, B) Ty (A, B))_eimax(wl'C(A’B)’w2'C(A’B))
= (¢ ® prc) (A, B)
dir. Boylece, her A, B € P (X) i¢in
(111 e ® pi2 re) (A, B) = (yre ® pir =e ) (4, B)
esitligi elde edilir. O

Teorem 3.2.3. P, (X) tim kompleks fuzzy proksimiti bagintilarin ailesi olsun.
Kompleks fuzzy proksimiti bagintisinan birlesim islemi, Pr. (X) tzerinde birlesme

ozelligine sahiptir. Yani,

(tire @ pare) © psre = fire @ (Hore © f3rc)
dar.
Ispat. Her A, B € P (X) icin,
((tare @ pare) @ psre) (A, B) = (tare @ (p2re @ psre)) (A, B)
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oldugunu gosterelim.
(t1re @ pore) (A, B) = max(ric (A4, B) ,roc (A, B)).e?max(wic(4.B)wac(4.5))
=rc (A7 B) eiwe(A,B)
ve
pisre (A, B) = r5¢ (A, B) .ewscAB)

olarak alalim. Diger taraftan,

tire = ric (4, B) .e™edP)

ve
(pore @ psre) (A, B) = max(roc (A, B),rac (A, B)).et max(wac(A.B)wsc(4,5)
=1rc (A, B) eive(AB)

olur. Buradan,

((pare ® pore) @ psre) (A, B) = max(rc (A, B) , rsc (A, B)).efmax(we(4,B)wsc(4.5))
ve

(tire @ (Hare @ psre)) (A, B) = max(ric (A, B) , re (A, B)).et mx(wic(4,B)wc(A.B)

elde edilir.
ric (A, B), rac (A, B), 3¢ (A, B), wic (A, B),ws ¢ (A, B) ve wsc (A, B) degerlerini
ele alalim ve birbirleriyle kargilagtirmalar yapalim. (")rnegin;

1) ¢ (A, B) > roc (A, B) > r3¢ (A, B) ve woc (A, B) > wsc (A, B) > wy ¢ (A, B)
olsun. Bu durumda,

(11 re © p2 ) © 3 re) (A, B) ve (1 re @ (2 e © p3 re)) (A, B) nin degerleri

sirasiyla;

((tire ® pore) ® psre) (A, B) = max(ric (A, B) ,rsc (4, B)),eimaX(Wc(AyB),wgc(A,B))

= ric (A, B) .ew2c(A.B)

ve

(tire @ (parc ® pusre)) (A, B) = max(ric (4, B),rac (4, B)).eimaX(ch(AvB)ywzc(AB))

=ric (4, B) ‘w2 (4,B)
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dir. Dolayisiyla,

(1 me @ p2 re) © p3re) (A, B) = (1 re © (12 re @ p3 re)) (A, B)

elde edilir.
2) roc (A, B) > ric (A, B) > rac (A, B) ve waoc (A, B) > wic (A, B) > ws ¢ (A, B)
olsun. Buradan,
((m1rc ® pore) @ pare) (A, B) = max(ric (4, B) ,ra ¢ (4, B)).etmax(wac(A,5)wse(4,5))
= roc (A, B) .e?vc(4.B)

ve

(tire @® (pere ® pare)) (A, B) = max(ric (A, B),ra ¢ (4, B)).e?max(wic(4.B)wac(A.B))

= ToC (A, B) .eiw?C(A’B)

dir. Benzer sekilde,

(11 re ® p2 re) @ pz re) (A, B) = (11 re © (2 e © pawre)) (A, B)

olur.
3) r3c (A, B) > Tric (A, B) > Toc (A, B) ve wic (A, B) > W3e (A, B) > Wa ¢ (A, B)
olarak alinirsa;
((ire ® porc) @ psre) (A, B) = max(ric (A, B) , rsc (A, B)).e'max(uic(A,B)wsc(4.5))
= r3c (A, B) .etwic(A.B)
ve
(lre & (porc @ psre)) (A, B)  =max(ric (A, B),r3 ¢ (A, B)).e' max(wic(A.B).wsc(4.B)
= r3c (A, B) .ei1e(AB)

elde edilir. Boylece,

(11 re @ p2re) @® p3re) (A, B) = (1 re © (2 re @ 3 =re)) (A, B)

dir. Benzer yontemle devam edilerek diger durumlara da bakildiginda goriilecektir
ki kompleks fuzzy proksimiti bagintisi, Pg. (X) tizerinde birlesme 6zelligine sahiptir.

]

Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 dikkate alinirsa; (Pg. (X), @) bir yar1 gruptur.
Asgagidaki o6rnekte bir monoid ornegi vardir. Fakat, her zaman bir birim eleman

bulunamayabilir.

73



Ornek 3.2.5. X = {a,b} kiimesini ve (X,0) proksimiti uzayna alalim. ¢, temel

proksimaitt bagintisy asagidaki sekilde tanimlansin:
AdB = ANB # 0.

Bu durumda, P (X) = {0,{a,b},{a},{b}} oldugu agiktir. Kompleks fuzzy proksi-

matt bagintilary asagidaki sekilde tanimlayalim:

ts.: P(X)xP(X) — e
(A, B) — H16c (A’ B) =7ric (A) B) ‘eiwl(}(A,B)
ric (A, B) = |ANB| ,wic (A, B) = elAnBlm A+B
is (A B) = 4 A B) =g wie(4,B) +
1 , wic (A,B) =0 A=B
fase : P(X)xP(X) — e
(A, B) — pase (A, B) = rac (A, B) .etwac(A,B)
r A’B _al |ANB| W A’B —_ e\AUB\W , A B
ins. (A, B) = 4 "¢ AB) =g (4. B) .
1 , wac (A, B) =0 JA=1B

Bu durumda, bagintilarin matrisleri asagidaki bicimdedir:

0 {a, b}y {a} {0}
0 (1 0 0 0 ]
5 = {a,0} | 0 1 0,5.e" 0,5.e"
{a} 0 0,5 1 0
(0} 0 0,567 0 1
ve ) )
0 {a,b} {a} {0}
0 [ 1 0 0 0 ]
{a,0} | 0 1 0,5.€*™ 0,5.€*"
5#262
{a} 0 0,5.e*" 1 0
(b} [0 056 0 1
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Ayrica, kompleks fuzzy proksimiti bagintisinin birim elemanint asagidaki sekilde

tanimlayalim:
frese © P(X)xP(X) — e
(A, B) > Uese (A, B) =r.c (A, B) eiwec(A,B)
,wee (A,B)=0 , A#B
:U’eéc (A, B) =

Te((j(A,B):l ,U}e(c(A,B):O ,A:B

Bu durumda baginty matrisi asagidaki bicimdedir:

0 {ab} {a} {0}

0 1 0 0 0

{a,b} | 0 1 0 0
5#5(::

{a} 0 0 1 0

{b} 0 0 0 1

Dolayisiyla S = {pu1s50:pt250 ftese } C Pre, asaqrdaki “®” islem tablosu ile proksimal

relator uzayinda bir degismeli kompleks fuzzy proksimiti monoiddir.

D | Mese MHise  H26e

Hese | Mese  H16c  H26¢

Hise | M16c  M1ée  HM26c

H26c | H26c  H26c  H26c
Tamim 3.2.10. Pg., bitin kompleks fuzzy bagintilarinan kimesi ve Sg., Hr. €
Pre olsun. Ayrica Hr., Sre yare grubunun bos kiimeden farkl bir alt kiimesi olsun.
Eger Hr., Sr. ile ayni islem altinda kapale olma ozelligini saglarsa, bu durumda
Hr. ye Sr. yare grubunun proksimal relator uzayinda bir kompleks fuzzy proksimiti

alt yary grubudur denir.

Ornek 3.2.6. Ornek 3.2.5 dan Sre = {H1sc has0sttese } kimesini ve Sg. nin bir
Hre = {H1sc, tese } bir alt kimesini alalim. Sgr. kompleks fuzzy proksimiti yar:
gruptur. Kolayca gorilebilir ki Hg. proksimal relator uzayinda Sg. nin bir kompleks

fuzzy proksimiti alt yary grubudur.
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Tamim 3.2.11. Pg, bitin kompleks fuzzy bagintilarinin kimesi ve Sg.., Ir. € Pre
olsun. Ayrica Ig., Sr. yart grubunun bos kimeden farkly bir alt kimesi olsun.
Sre ® Ir. C Ir. (Tre ® Sre C Igr,) kosulunu saglarsa, bu durumda Ig. ye Sg.
alt yary grubunun proksimal relator uzayinda bir sol(sag) kompleks fuzzy proksimiti
ideali denir. Ir,. hem sag hem de sol kompleks fuzzy proksimiti ideali ise Ir. ye Sr.
alt yary grubunun proksimal relator uzayinda bir iki yanl kompleks fuzzy proksimiti

ideali denir.

Ornek 3.2.7. Ornek 3.2.5 den Sre= {160, 1260 5 tese } kiimesini ve Sg. nin bir
Tr. = {l2sc, tesc} bir alt kimesini alalim. Sg. kompleks fuzzy proksimiti yar
gruptur. Kolayca gorulebilir ki Ir. proksimal relator uzayinda Sg. nin bir kompleks

fuzzy proksimiti idealidir.

Tamim 3.2.12. Pr_, butin kompleks fuzzy bagintilarinin kimesi ve Sg. € Pr,
olsun. [iis. € Sgr. elemant fiis. © Pis. = Mis. kosulunu saglarsa, bu durumda ps,
elemanmina Sg,. alt yary grubunun proksimal relator uzayinda bir idempotent kompleks

fuzzy proksimiti elemant denir.

Ornek 3.2.8. Ornek 3.2.7 den Sre = {6, 1250y tese } kompleks fuzzy proksimiti
yary grubunu alalvm. Kolayca gorilebilir ki Sg. nin her bir elemant proksimal relator

uzaymnda kompleks fuzzy idempotenttir.

Tanim 3.2.13. (X, R,.) ve (Y,R,.) birer kompleks fuzzy proksimal relator uzay

olsun.

pre s P(X) x P(X) — e

ve

pore s P(Y)x PY) — et

kompleks fuzzy proksimiti bagintilarinin uyelik fonksiyonlar siraswyla;
p,re(A, B) = r,c(A, B).e™cAE) ye ire(A, B) = ryc(A, B).e™2c(AB) bicimindedir.

W, Re Ve fyre nin kompleks fuzzy proksimiti kesisimlert,
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— 7;wl" Qup (ArB)
’u/ﬁR‘C@’%RC(A’ B) o T#1Rc®#2RC(A7B)'e 1REZERC

= i1, (A, B), e (A, B)).¢ el 48D

biciminde gosterilir.

Ornek 3.2.9. duc ve Ou,¢ birer fuzzy proksimiti bagintisy olsun:

1 0,3.e?™ 0,2.e4m 0,1.e”"
0,3.e2™ 1 0,5.™ 0,7.eB7
Ouc = . . .
0,2.647 0 5.e7 1 0, 4.¢im
0,1.e2™ 0,7.®" 0,4 1
ve
1 0.5.67  0,3.64%  0,11.¢2"
0,5.e™ 1 0,23.eB3™  0,47.e"7"
OpsC = ; . .
0,3.em  0,23.e®" 1 0,25.e""
011627 0,47.¢37 0,255 1

duc ve Oy,c min kesisimlering bulalim,

1 0,3.e™ 0,24 0,1.e?"
0,37 1 0,23.¢i 0, 47.¢57
5M1‘C®#2‘C = . 4 .
0,2.e4™ 0,23.e 1 0, 25.e57
0,1.2™ 0,47.e®™ 0,25.e5™ 1

seklindedir.

Teorem 3.2.4. Pr. (X) tim kompleks fuzzy proksimiti bagintilarin ailesi olsun.

Pr. (X), ‘@7 islemi ile grupoiddir.

ispat.
® : Pug (X)X Pug (X) — Pug (X)
(1, RC, HarC) > U, RC & UyRC
(#173@ & MzR(C) (A> B) = Mulnc®u2nc <A7 B)

= min(r,c (4, B),r,c (A, B)).¢'min(w,c(AB).wyc(4.B)
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Pr. (X) nin “®” iglemi ile grupoid oldugunu gostermek icin;

(1 res pore) = (' res 2 me) oldugunda, piy e, pl2 re, ' ges M2t Re € Phig (X) icin
i re @ e Re = Hy'pe @ po re oldugunu gostermek gerekir. Bu durumda her bir
A, B e P (X) icin,

(M1 RC & 2 R(C) (Av B) = (Ml’m: & o R(C) (A, B)

esitligini gostermemiz gerekir. (11 rc, 2 rc) = (Ky/gres f2 =e) oldugundan
H1RC = M1 ge V€ U2 RC = M2’ RC
dir. Buradan,
i re (A, B) = ric (A, B) . e ve iy pe =1y ¢ (A, B) .e™ ctAB)

olur. 71 ¢ (A, B) .e® c¢AB) = ¢, (A B).e" cAPB) elde edilir. Kolayca goriilebilir

ki, 71 ¢ (A, B) = 1y ¢ (A, B) ve e c(AB) = e B olur. Benzer sekilde,
pi2 re (A, B) =y ¢ (A, B) .2 ¢AB) ve 1 (A, B) = 1y « (A, B) . <45

olarak alalm. 7y ¢ (A, B).e™2cAB) = ., (A B).e™2 <45 elde edilir. Boylece,
rac (A, B) = 1y ¢ (A, B) ve e®2cAB) — iy (AB) gy,

Her A, B € P (X) igin,
(Hire ® pore) (A, B) = min(ric (A, B) , rac (A, B)).e!min(wic(d.B)wae(4,5)
_ min(rlf(c (A, B) Ty (A, B)).eimin(wl/C(A,B),wQ/C(A,B))
= (/¢ @ pac) (A, B)
dir. Dolaysiyla, her A, B € P (X) i¢in
(11 rec @ pare) (A, B) = (Hyre @ o Re ) (A, B)
esitligi elde edilir. O]

Teorem 3.2.5. Pr. (X) tim kompleks fuzzy proksimiti bagintilarin ailesi olsun.
Kompleks fuzzy proksimiti bagintisiman kesisim iglemi, Pr. (X) tzerinde birlesme

ozelligine sahiptir. Yani,

(1 Re ® H2 re) @ ps re = M1 re @ (M2 RC @ 3 RC)

dar.
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Ispat. Her A, B € P (X) icin,

(11 re @ 2 re) @ p3re) (A, B) = (i1 re ® (M2 re @ p3 re)) (A, B)

oldugunu gosterelim.

(bre ® pore) (A, B) = min(ric (4, B) ,rac (4, B)).¢'mntmncld B wsc(4,5))
=rc (A, B) .e™ c(4B)

ve

ti3 re (A, B) = 13 ¢ (A, B) e c(AB)

olarak alalim. Diger taraftan,
1 re =11 ¢ (A, B) .e™ c(A,B)

ve

(pare @ psre) (A, B) = min(roc (A4, B),r3c (4, B)).€! min(wzc(A4,B),wsc(4,B))
=10 (A, B) eiwc(AB)

olsun. Buradan,

(ke ® piore) ® psre) (4, B) = min(re (A, B) , rsc (A, B)).e™nwe(4.B)wse(4.8))
ve

(tre @ (pare ® psre)) (A, B) = min(ric (A, B) , 1 (A, B)).¢ min(wic(A.B)u(4,5)

elde edilir.
ric (A, B) ,roc (A, B) , 3¢ (A, B), wic (A, B),wac (A, B) ve wsc (A, B) degerlerini
ele alalim ve birbirleriyle kargilagtirmalar yapalim. (“)rnegin;

1) r3c (A, B) > roc (A, B) > ric (A, B) ve wsc (4, B) > wic (A, B) > wac (A, B)
olsun. Bu durumda,

(1 e @ po re) @ 3 re) (A, B) ve (p1 re @ (2 re @ 3 re)) (A, B) nin

degerleri sirasiyla;

((p1re ® pore) ® pare) (A, B) = min(ric (4, B) ,rac (4, B)).e?min(wae(4,B)wsc(4.5))

= TriC (A, B) .eiw%(A’B)
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ve
(1re @ (pore @ psre)) (A, B) = min(ric (4, B) , rac (A, B)).e!min(wac(A.B)wsc(A,B))
=ric (4, B) ew2c(4,B)

dir. Dolayisiyla,

(11 re @ 2 re) ® p3re) (A, B) = (1 re ® (2 re @ p3 re)) (A, B)

elde edilir.
2) T2 (A, B) > T3c (A, B) > T (A, B) ve Wac (A, B) > w1 (A, B) > W3c (A, B)
olsun. Buradan,
(R ® pore) ® psre) (A, B) = min(ric (A, B) ,rsc (4, B)).e!min(wic(A.B).wsc(4.5)

= ric (A, B) .e"sc(4P)

ve
(11re ® (p2re ® pare)) (A, B) = min(ric (4, B) ,rsc (A, B)).e?™in(wic(4,B).wsc(4,5))
= ric (4, B) .esc(4B)

dir. Benzer gekilde,

(11 =e ® p2 re) ® pswre) (A, B) = (11 re @ (k2 re ® p3 re)) (4, B)
olur.
3) ric (A, B) > r3c (A, B) > raoc (A, B) ve wsc (A, B) > wyc (A, B) > wic (A, B)
olsun. olarak aliirsa;
((tare ® pore) ® psre) (A, B) = min(rac (A, B) ,r3c (4, B)).e'min(wic(4.B) wac(4.5)

= roc (4, B) .e™1e(AB)

ve
(mre @ (pzre © psre)) (A, B) = min(ric (4, B) ,rac (4, B)).e'min(wic(A.5).wac(4.5))
= roc (4, B) .¢twic(A.B)
Boylece,
(11 = ® p2 re) ® p3 re) (A, B) = (11 re @ (B2 re @ p3 re)) (A, B)
dir.
Benzer yontemle devam edilerek diger durumlara da bakildiginda gortlecektir ki

kompleks fuzzy proksimiti bagintisi, Pr. (X) tizerinde birlesme ozelligine sahiptir.

O

Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 dikkate alimirsa; (Pg. (X),®) bir yar1 gruptur.
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