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Special integer sequences are among the extensively studied topics in number theory. 

The thesis consists of five chapters. The fourth chapter constitutes the original part of 

the thesis. Research has been conducted on arithmetic-indexed generalized Pell and 

Pell Lucas number sequences. The first chapter provides a historical overview of the 

golden ratio, Pell number sequences, Fibonacci number sequences, Pell-Lucas number 

sequences, k-Pell, and k-Pell Lucas number sequences. The second and third chapters 

cover topics that contribute to the derivation of the thesis's fundamental findings. Some 

of these topics include arithmetic-indexed k-Fibonacci numbers, arithmetic-indexed k-

Lucas numbers, arithmetic-indexed k-Jacobsthal numbers, arithmetic-indexed k-

Jacobsthal Lucas numbers, and arithmetic-indexed k-Pell and k-Pell Lucas number 

sequences. In the fourth chapter, utilizing these topics, the definition, Binet formula, 

summation formula, generating function, alternative summation formulas, and proofs 

of several theorems are provided for arithmetic-indexed (s,t)-Pell and (s,t)-Pell Lucas 

number sequences, as well as arithmetic-indexed modified (s,t)-Pell number 

sequences. The fifth and final chapter of this thesis presents the conclusions and 

recommendations. 
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ÖZET 

ARİTMETİK İNDEKSLİ k- PELL VE k- PELL LUCAS SAYI DİZİLERİ 

 

AKSU, Osman  
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Danışman: Doç. Dr. Şükran UYGUN 
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45 sayfa 

 

Özel tamsayı dizileri, sayılar teoresinde yoğun çalışma alanına sahip konulardan 

birisidir. Tez beş bölümden oluşmaktadır. Dördüncü bölüm tezin özgün kısmını 

oluşturmaktadır. Aritmetik indeksli genelleştirilmiş Pell ve Pell Lucas sayı dizileri 

üzerine çalışma yapılmıştır. Birinci bölümde altın oran, Pell sayı dizileri, Fibonacci 

sayı dizileri, Pell-Lucas sayı dizileri k-Pell ve k-Pell Lucas sayı dizilerinin 

tarihçesinden bahsedilmiştir. İkinci ve üçüncü bölümlerde ise tezin temel bulgularının 

elde edilmesine yardımcı olacak konulara yer verilmiştir. Bu konulardan bazıları 

aritmetik indeksli k-Fibonacci sayıları,  aritmetik indeksli k-Lucas sayıları, aritmetik 

indeksli k-Jacobsthal sayıları, aritmetik indeksli k-Jacobsthal Lucas sayıları, aritmetik 

indeksli k-Pell ve k-Pell Lucas sayı dizileri gibi konulara değinilmiştir. Dördüncü 

bölümde ise bu konulardan faydalanarak aritmetik indeksli (s,t)-Pell ve (s,t)-Pell Lucas 

sayı dizileri ve aritmetik indeksli modifiye (s,t)-Pell sayı dizilerinin tanımı, binet 

formülü, toplam formülü, üreteç fonksiyonu, alterne toplam formülleri ve birçok 

teorem ispatları elde edilmiştir. Bu tezin son bölümü olan beşinci bölümünde ise 

sonuçlara ve önerilere yer verilmiştir.  
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SEMBOLLER LİSTESİ 

 

{𝑭𝒏}𝒏=𝟏
∞  Fibonacci sayı dizisi 

{𝑸𝒏}𝒏=𝟎
∞  Pell Lucas dizisi 

{𝒒𝒏}𝒏=𝟎
∞  Modifiye Pell dizisi 

{𝑷𝒌,𝒏}
𝒏=𝟎

∞
 k-Pell dizisi 

{𝑸𝒌,𝒏}
𝒏=𝟎

∞
 k-Pell Lucas dizisi 

{𝒒𝒌,𝒏}
𝒏=𝟎

∞
 Modifiye k-Pell dizisi 

{𝑷𝒏(𝒔, 𝒕)}𝒏=𝟎
∞  (𝑠, 𝑡)-Pell dizisi 

{𝑸𝒏(𝒔, 𝒕)}𝒏=𝟎
∞  (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas dizisi 

{𝒒𝒏(𝒔, 𝒕)}𝒏=𝟎
∞  Modifiye (𝑠, 𝑡)-Pell dizisi 

{𝒄𝒏}𝒏=𝟏
∞  Jacobsthal Lucas sayı dizisi 

{𝒋𝒏}𝒏=𝟏
∞  Jacobsthal sayı dizisi 

{𝒍𝒏}𝒏=𝟏
∞  Lucas sayı dizisi 
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BÖLÜM 1 

 GİRİŞ 

 

Fibonacci sayıları, bir sayının kendisinden önce gelen iki sayının toplamıyla oluşan bir 

ardışık tam sayı dizisidir. İlk terimleri genellikle 0 ve 1 olarak kabul edilir ve ardışık 

terimler bu ilişkiyi sürdürerek devam eder:  0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,… Bu 

sayılar, doğal fenomenlerde, matematiksel modellemelerde ve sanatsal yapılarda 

belirli düzenliliklerle ilişkilendirilmiştir. Fibonacci sayıları ile yakından ilişkili olan 

Altın oran, matematiksel hesaplamalar, finansal analizler ve algoritma tasarımlarında 

yaygın bir şekilde kullanılmaktadır. Fibonacci dizisi teorik olarak sonsuza kadar 

genişler ve her bir terim, kendinden önce gelen iki terimin toplamına eşittir. Spiral 

yapılar, bitki dallanmaları ve dikdörtgen alanları gibi birçok doğal ve yapay olgunun 

Fibonacci sayıları ile uyumlu olduğu gözlemlenmiştir. Bu benzersiz sayı dizisi, 

matematiksel araştırmalar, bilimsel analizler ve yaratıcı sanat çalışmaları için ilgi 

çekici bir konu olmuştur. 

1+√5

2
≅1.618 olarak bilinen Altın oran sayısı M.Ö. 300 yıllarında Euclid’in elementler 

adlı eserinde ilk kez ortaya konmuştur. Daha sonra, İtalyan matematikçi Fibonacci 

Altın oran sayısı üzerine çalışmalar yapmıştır. Fibonacci sayı dizisinin özellikleri 

matematikçileri hala büyülemektedir. Bu sayı dizilerinin özellikleri birçok matematik 

alanında kullanım bulmaktadır. Ayarıca, Avrupa’da Rönesans dönemi sırasında birçok 

mimar ve sanatçı eserlerini oluştururken "Altın oran" adı verilen bir sayıyı 

kullanmışlardır. 

 

Son zamanlarda Fibonacci, Pell, Pell Lucas, modifiye Pell, Jacobsthal, Jacobsthal 

Lucas, dizileri herhangi bir pozitif k reel sayısı için genelleştirilmiştir. Bu reel sayıyı 

kullanarak Falcon k- Fibonacci ve k-Lucas sayı dizilerini tanımlamıştır. Zamanla, sayı 

dizilerinin genelleştirilmesi konusundaki çalışmalar literatüre kazandırılmıştır. 

Örneğin; 2005 yılında Öcal, Tuğlu ve Altınışık k-genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas 

sayılarını tanımlamışlardır. 2014 yılında Catarino ve  Vasco k-Pell, modifiye k-Pell ve 

k-Pell Lucas dizileri hakkında çalışmalar yapmışlardır. Hatta, bu sayı dizilerinin çeşitli 

özelliklerini elde etmek amacıyla bu dizilerin matris gösterimi tanımlanmıştır.  

Aritmetik indeksli sayı dizileri, ilk kez 2009 yılında Falcon ve Plaza tarafından 

“Aritmetik İndeksli k-Fibonacci Sayıları” başlığı altında literatüre kazandırılmıştır. 

2012 yılında Falcon, aritmetik indeksli k-Lucas sayılarıyla ilgili çalışmasını 

yayımlamıştır. Jhala, D Rathore ve Sisodiya ise 2014 yılında aritmetik indeksli k-

Jacobsthal sayı dizilerini incelemişlerdir. Aynı yıl içerisinde Singh ve arkadaşları, 

aritmetik indeksli k-Lucas sayılarının toplam formüllerini incelemişlerdir. Uygun ise 

2016 yılında aritmetik indeksli k-Jacobsthal Lucas sayı dizilerini ele almıştır. Catarino 
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ve ekibi, aritmetik indeksli k-Pell, k-Pell Lucas ve modifiye k-Pell sayı dizilerini 

incelemişlerdir. 2016 yılında Somnuk Sriprad, Pell ve Pell Lucas sayı dizilerinin iki 

parametreye bağlı genelleştirilmiş hallerini matris kullanarak oluşturmuştur. Bu 

genelleştirilmiş dizilere “(s,t)-Pell” ve “(s,t)-Pell Lucas” dizileri adını vermiştir. Aynı 

yıl içerisinde Güleç ve Taşkara da “(s,t)-Pell” ve “(s,t)-Pell Lucas” dizilerinin 

özelliklerini ve matris gösterimlerini çalışmışlardır.  

Bu çalışmamızda, çeşitli özel sayı dizileri kısaca tanımlanmış ve temel özellikleri 

sunulmuştur. Bu sayı dizileri temel alınarak oluşturulan aritmetik indeksli özel sayı 

dizileri ile ilgili literatürde yer alan bazı özellikler verilmiştir. Özellikle, Pell sayı 

dizilerinin bir genelleştirmesi olan k-Pell sayı dizileriyle üretilen aritmetik indeksli 

dizilerin özellikleri ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. Bu çalışma aynı zamanda k-Pell 

Lucas sayı dizileri için de gerçekleştirilmiştir. Bununla birlikte, Pell sayı dizilerinin 

başka bir genelleştirmesi olan (s,t)-Pell sayı dizileriyle elde edilen aritmetik indeksli 

dizilerin özellikleri de ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. Bu çalışma aynı zamanda 

(s,t)-Pell Lucas ve modifiye (s,t)-Pell Lucas sayı dizileri için de geniş kapsamlı olarak 

gerçekleştirilmiştir.     
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BÖLÜM 2  

ARİTMETİK İNDEKSLİ SAYI DİZİLERİ 

 

2.1. Aritmetik İndeksli k-Fibonacci Sayıları 

 

Tezin bu kısmında aritmetik indeksli k-Fibonacci sayı dizileri için çeşitli toplam 

formülleri ve bazı bağıntılar incelenmiştir. Aritmetik indeksli k-Fibonacci sayıları 

dizisi tanımlanıp ilgili temel bazı özellikleri verilmiştir. Bu bölümdeki bilgiler [10] 

nolu kaynaktan alınmıştır. 

 

Tanım 2.1.1. Başlangıç şartları  𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1 olmak üzere; 

    𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1  (𝑛 ≥ 1) 

yineleme bağıntısına sahip  {𝐹𝑛}𝑛=1
∞  diziye Fibonacci sayı dizisi denir.  

Fibonacci sayı dizisinin Binet formülü 𝑧1 =
1+√5

2
  ve 𝑧2 =

1−√5

2
  olmak üzere  

𝐹𝑛 =
𝑧1

𝑛−𝑧2
𝑛

𝑧1−𝑧2
 şeklinde tanımlanır. Bu formülden yararlanarak lim

𝑛→∞

𝐹𝑛+1

𝐹𝑛
= 𝑧1 olduğu 

aşikardır. 𝑧1 =
1+√5

2
  değerine “Altın oran” denir.  

Tanım 2.1.2. 𝑘, 𝑛 ∈ 𝑍+ ve başlangıç şartı 𝐹𝑘,0 = 0, 𝐹𝑘,1 = 1 olmak üzere yineleme 

bağıntısı  

𝐹𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝐹𝑘,𝑛 + 𝐹𝑘,𝑛−1 (𝑛 ≥ 1) 

ile gösterilen sayı dizisine k-Fibonacci sayı dizisi denir. (Falcon, Plaza 2009) 

k-Fibonacci dizisi için Binet formülü 𝑧𝑘,1 =
𝑘+√𝑘2+4

2
, 𝑧𝑘,2 =

𝑘−√𝑘2+4

2
 olmak 

üzere 

 𝐹𝑘,𝑛 =
𝑧𝑘,1

𝑛 − 𝑧𝑘,2
𝑛

𝑧𝑘,1 − 𝑧𝑘,2
 

ile verilir. Burada kökler arasındaki bağıntı şöyledir. 
𝑧𝑘,1 + 𝑧𝑘,2 = 𝑘, 𝑧𝑘,1𝑧𝑘,2 = −1
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(Falcon, Plaza 2009) 

Lemma 2.1.3. 𝑛 ∈ 𝑍+olmak üzere 

𝑧𝑘,1
𝑛 + 𝑧𝑘,2

𝑛 = 𝐹𝑘,𝑛+1 + 𝐹𝑘,𝑛−1 

sağlanır. (Falcon, Plaza 2009) 

İspat: Lemma nın ispatı için Binet formülü kullanılırsa: 

𝐹𝑘,𝑛+1 + 𝐹𝑘,𝑛−1 =
1

𝑧𝑘,1 − 𝑧𝑘,2
(𝑧𝑘,1

𝑛+1 − 𝑧𝑘,2
𝑛+1 + 𝑧𝑘,1

𝑛−1 − 𝑧𝑘,2
𝑛−1) 

          =
1

𝑧𝑘,1−𝑧𝑘,2
(𝑧𝑘,1

𝑛 (𝑧𝑘,1 +
1

𝑧𝑘,1
) − 𝑧𝑘,2

𝑛 (𝑧𝑘,2 +
1

𝑧𝑘,2
))         

          =
1

𝑧𝑘,1−𝑧𝑘,2
(𝑧𝑘,1

𝑛 (𝑧𝑘,1 − 𝑧𝑘,2) +  𝑧𝑘,2
𝑛 (𝑧𝑘,1 − 𝑧𝑘2)=𝑧𝑘,1

𝑛 + 𝑧𝑘,2
𝑛  

sonucuna ulaşılır. Bu da ispat için istenilen eşitliktir. 

Lemma 2.1.4.  𝑎, 𝑟, 𝑛 ∈ 𝑍+olmak üzere 

𝐹𝑘,𝑎(𝑛+2)+𝑟 = (𝐹𝑘,𝑎−1 + 𝐹𝑘,𝑎+1)𝐹𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−1)𝑎𝐹𝑘,𝑎𝑛+𝑟 

aritmetik indeksli k-Fibonacci dizileri yukarıdaki eşitliği sağlar. (Falcon, Plaza 2009) 

 

Teorem 2.1.5.  Aritmetik indeksli k-Fibonacci dizisi için üreteç fonksiyonu 

∑ 𝐹𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝐹𝑘,𝑟 + (−1)𝑟𝐹𝑘,𝑎−𝑟𝑥

1 − 𝐿𝑘,𝑎𝑥 + (−1)𝑎𝑥2
 

şeklinde tanımlanır. (Falcon, Plaza 2009) 

 

Teorem 2.1.6. Aritmetik indeksli k-Fibonacci sayıları için toplam formülü 

∑ 𝐹𝑘,𝑎𝑖+𝑟 =
𝐹𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−1)𝑎𝐹𝑘,𝑎𝑛+𝑟 − 𝐹𝑘,𝑟 − (−1)𝑟𝐹𝑘,𝑎−𝑟

𝐹𝑘,𝑎+1 + 𝐹𝑘,𝑎−1 − (−1)𝑎 − 1

𝑛

𝑖=0

 

ile verilir. (Falcon, Plaza 2009) 

“a” indisinin tek veya çift olması durumunda aşağıdaki eşitlikler türetilmiştir: 

Sonuç 2.1.7. a=2p+1 için aritmetik indeksli k-Fibonacci sayıları için toplam formülü 
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∑ 𝐹𝑘,(2𝑝+1)𝑖+𝑟

𝑛

𝑖=0

=
𝐹𝑘,(2𝑝+1)(𝑛+1)+𝑟 − (−1)2𝑝+1𝐹𝑘,(2𝑝+1)𝑛+𝑟 − 𝐹𝑘,𝑟 − (−1)𝑟𝐹𝑘,(2𝑝+1)−𝑟

𝐹𝑘,2𝑝+2 + 𝐹𝑘,2𝑝
 

şeklinde verilir. 

a=2p için aritmetik indeksli k-Fibonacci sayıları toplam formülü 

∑ 𝐹𝑘,2𝑝𝑖+𝑟 =
𝐹𝑘,2𝑝(𝑛+1)+𝑟 − (−1)2𝑝𝐹𝑘,2𝑝𝑛+𝑟 − 𝐹𝑘,𝑟 − (−1)𝑟𝐹𝑘,2𝑝−𝑟

𝐹𝑘,2𝑝+1 + 𝐹𝑘,2𝑝−1 − 2

𝑛

𝑖=0

 

 

Teorem 2.1.8. Aritmetik indeksli k-Fibonacci sayıları için alterne toplam formülü  

∑(−1)𝑖𝐹𝑘,𝑎𝑖+𝑟 =
(−1)𝑛𝐹𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−1)𝑎+𝑛𝐹𝑘,𝑎𝑛+𝑟 + 𝐹𝑘,𝑟 + (−1)𝑟+1𝐹𝑘,𝑎−𝑟

𝐹𝑘,𝑎+1 + 𝐹𝑘,𝑎−1 + (−1)𝑎 + 1

𝑛

𝑖=0

 

ile verilir. (Falcon, Plaza 2009) 

 

2.2. Aritmetik İndeksli k-Lucas Sayıları 

 

Bu bölümde aritmetik indeksli k- Lucas sayıları incelenecektir.  Bu dizinin 

elemanlarının toplamı hesaplanacak ve ardından tek ve çift indisli aritmetik indeksli 

k-Lucas sayıları için formüller bulunacaktır. Daha sonra bu sayıların üreteç 

fonksiyonunu elde edilecektir. Alterne aritmetik indeksli k-Lucas sayıları içinde aynı 

formüller türetilecektir. 

Bu bölüm [12] nolu referans kullanılarak oluşturulmuştur. 

Tanım 2.2.1. 𝑙0 = 2, 𝑙1 = 1  başlangıç şartları için 𝑙𝑛+1 = 𝑙𝑛 + 𝑙𝑛−1   yineleme 

bağıntısına sahip {𝑙𝑛}𝑛=1
∞  diziye Lucas sayı dizisi denir.  

Lucas dizisinin Binet formülü 𝑚1 =
1+√5

2
 ve 𝑚2 =

1−√5

2
 olmak üzere 

 𝑙𝑛 = 𝑚1
𝑛 + 𝑚2

𝑛 şeklindedir. 

Binet formülünden lim
𝑛→∞

𝑙𝑛+1

𝑙𝑛
= 𝑚1 elde edilebilir. 

Tanım 2.2.2. 𝑘, 𝑛 ∈ 𝑍+ve başlangıç şartları 𝑙𝑘,0 = 2, 𝑙𝑘,1 = 𝑘 olmak üzere yineleme 

bağıntısı  
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𝑙𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝑙𝑘,𝑛 + 𝑙𝑘,𝑛−1 

ile ifade edilen diziye k-Lucas dizisi denir. 

 k-Lucas dizisinin elemanları için Binet formula 𝑙𝑘,𝑛 = 𝑚𝑘,1
𝑛 + 𝑚𝑘,2

𝑛  dir. 

Karekteristik denklemi 𝑚2 − 𝑘𝑚 − 1 = 0 şeklinde olan denklemin kökleri  

𝑚𝑘,1 =
𝑘+√𝑘2+4

2
,  𝑚𝑘,2 =

𝑘−√𝑘2+4

2
  

olup kökler arasında aşağıdaki gibi bağıntılar mevcuttur: 

𝑚𝑘,1 + 𝑚𝑘,2 = 𝑘, 𝑚𝑘,1𝑚𝑘,2 = −1,  𝑚𝑘,1 − 𝑚𝑘,2 = √𝑘2 + 4 

k-Fibonacci ile k-Lucas sayıları arasında 

𝑙𝑘,𝑛 = 𝐹𝑘,𝑛−1 + 𝐹𝑘,𝑛+1 

bağıntısı sağlanır. (Falcon 2012) 

Teorem 2.2.3. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Lucas 

sayıları için yineleme bağıntısı 

𝑙𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 = 𝑙𝑘,𝑛𝑙𝑘,𝑎𝑛+𝑟 + (−1)𝑎𝑙𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

ile verilir. (Falcon 2012) 

Teorem 2.2.4. k-Lucas sayıları için üreteç fonksiyon 

∑ 𝑙𝑘,𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
(𝑙𝑘,𝑟 + 𝑙𝑘,𝑎+𝑟 − 𝑙𝑘,𝑎𝑙𝑘,𝑟)𝑥

1 − 𝑙𝑘,𝑎𝑥 + (−1)𝑎𝑥2
 

şeklinde tanımlanır.(Falcon 2012) 

 

Teorem 2.2.5. (Aritmetik indeksli k-Lucas sayıları için toplam formülü) 

 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 o halde aritmetik indeksli k-Lucas sayıları için toplam 

formülü 

∑ 𝑙𝑘,𝑎𝑗+𝑟 =
𝑙𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−1)𝑎𝑙𝑘,𝑎𝑛+𝑟 + (−1)𝑟𝑙𝑘,𝑎−𝑟 − 𝑙𝑘,𝑟

𝑙𝑘,𝑎 − (−1)𝑎 − 1

𝑛

𝑗=0

 

ile verilir. (Falcon 2012) 

Sonuç 2.2.6. 

r=0  ve a=2p+1olsun. 
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∑ 𝑙𝑘,(2𝑝+1)𝑗 =
𝑙𝑘,(2𝑝+1)(𝑛+1) + 𝑙𝑘,(2𝑝+1)𝑛 − 2

𝑙𝑘,2𝑝+1
+ 1

𝑛

𝑗=0

 

r=0  ve a=2p seçilsin. 

∑ 𝑙𝑘,2𝑝𝑗 =
𝑙𝑘,2𝑝(𝑛+1) − 𝑙𝑘,2𝑝𝑛

𝑙𝑘,2𝑝 − 2
+ 1

𝑛

𝑗=0

 

 

Teorem 2.2.7. 𝑎, 𝑟, 𝑛 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Lucas 

sayıları için alterne toplam formülü 

∑(−1)𝑗𝑙𝑘,𝑎𝑗+𝑟 =
(−1)𝑎+𝑛𝑙𝑘,𝑎𝑛+𝑟 + (−1)𝑛𝑙𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 + (−1)𝑟𝑙𝑘,𝑎−𝑟 + 𝑙𝑘,𝑟

𝑙𝑘,𝑎 − (−1)𝑎 + 1

𝑛

𝑗=0

 

(Falcon 2012) 

Teorem 2.2.8. (k-Fibonacci sayıları ve k-Lucas sayıları arasındaki ilişki) 

r ≥ 1 olsun. k-Fibonacci sayıları ve k-Lucas sayıları arasındaki çarpım ilişkisi 

aşağıdaki eşitlik ile verilir. 

𝐹𝑘,2𝑟𝑛

𝐹𝑘,𝑛
= ∏ 𝑙𝑘,2𝑗𝑛

𝑟−1

𝑗=0

 

(Falcon 2012) 

Teorem 2.2.9. 𝑎, 𝑛 ∈ 𝑁 olmak üzere aritmetik indeksli k-Fibonacci ve aritmetik 

indeksli  k-Lucas sayıları arasındaki ilişki 

𝑙𝑘,(𝑎+4)𝑛 − 𝑙𝑘,𝑎𝑛 = (𝑘2 + 4)𝐹𝑘,(𝑎+2)𝑛𝐹𝑘,2𝑛 

(Falcon 2012) 

 

2.3. Aritmetik İndeksli k-Jacobsthal Sayıları 

 

Bu bölüm [15] nolu kaynak kullanılarak oluşturulmuştur. İlk olarak Horadam 

tarafından tanımlanmıştır. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayılarının verilen 

özelliklerine ek olarak bazı özellikler de elde edilmiştir.  

Tanım 2.3.1. Başlangıç şartları 𝑗0 = 0,  𝑗1 = 1 olmak üzere;  𝑗𝑛+1 = 𝑗𝑛 + 2𝑗𝑛−1  

yineleme bağıntısına sahip diziye {𝑗𝑛}𝑛=1
∞  Jacobsthal sayı dizisi denir.  
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𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 karakteristik denkleminin kökleri; 𝑥1 = 2, 𝑥2 = −1 olmak üzere, 

Jacobsthal sayıları için Binet formülü, 𝑗𝑛 =
2𝑛−(−1)𝑛

3
 şeklinde verilir. Dizinin ardışık 

iki teriminin birbirine oranı için limit değeri, lim
𝑛→∞

𝑗𝑛+1

𝑗𝑛
= 2 dir. 

Jacobsthal dizisinin üreteç fonksiyonu; 

 

∑ 𝑗𝑛𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 𝑥 − 2𝑥2

∞

𝑛=0
 

 

şeklindedir (Horadam, 1996). 

 

Tanım 2.3.2. 𝑘 ∈ 𝑅+ve 𝑛 ≥ 1 ve başlangıç şartı  𝑗𝑘,0 = 0, 𝑗𝑘,1 = 1 olmak üzere 

yineleme bağıntısı 𝑗𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝑗𝑘,𝑛 + 2𝑗𝑘,𝑛−1 ile gösterilen sayı dizisine k-Jacobsthal 

sayı dizisi denir. 

Karekteristik denklemi 𝜆2 = 𝑘𝜆 + 2 olan denklemin kökleri  

𝜆𝑘,1 =
𝑘+√𝑘2+8

2
, 𝜆𝑘,2 =

𝑘−√𝑘2+8

2
 

dir. Kökleri arasındaki bağıntı  

𝜆𝑘,1 > 𝜆𝑘,2, 𝜆𝑘,1 + 𝜆𝑘,2 = 𝑘, 𝜆𝑘,1𝜆𝑘,2 = −2, 𝜆𝑘,1 − 𝜆𝑘,2 = √𝑘2 + 8 

ile verilir. k-Jacobsthal sayıları için Binet Formülü 

𝐽𝑘,𝑛 =
𝜆𝑘,1

𝑛 − 𝜆𝑘,2
𝑛

𝜆𝑘,1 − 𝜆𝑘,2
 

şeklindedir. 

Lemma 2.3.3.  𝑛 ∈ 𝑍+olmak üzere  

𝜆𝑘,1
𝑛 + 𝜆𝑘,2

𝑛 = 𝑗𝑘,𝑛+1 + 2𝑗𝑘,𝑛−1 

eşitliği elde edilir.(Vasco, Catarino 2014) 

 

İspat: Binet formülünden ve 𝜆𝑘,1𝜆𝑘,2 = −2 yararlanalım. 

𝑗𝑘,𝑛+1 + 2𝑗𝑘,𝑛−1 =
1

𝜆𝑘,1 − 𝜆𝑘,2
(𝜆𝑘,1

𝑛+1 − 𝜆𝑘,2
𝑛+1 + 2𝜆𝑘,1

𝑛−1 − 2𝜆𝑘,2
𝑛−1) = 𝜆𝑘,1

𝑛 + 𝜆𝑘,2
𝑛  
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Buradan da istenilen eşitlik elde edilir. 

𝑗𝑘,𝑛+1 + 2𝑗𝑘,𝑛−1 = 𝜆𝑘,1
𝑛 + 𝜆𝑘,2

𝑛  

 

Lemma 2.3.4. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Jacobsthal 

sayıları için yineleme bağıntısı 

 

𝑗𝑘,𝑎(𝑛+2)+𝑟 = (2𝑗𝑘,𝑎−1 + 𝑗𝑘,𝑎+1)𝑗𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−2)𝑎𝑗𝑘,𝑎𝑛+𝑟 

şeklindedir. (Vasco, Catarino 2014) 

Teorem 2.3.5. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k- Jacobsthal 

sayıları için üreteç fonksiyonu 

 

∑ 𝑗𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑗𝑘,𝑟 + (−2)𝑟𝑗𝑘,𝑎−𝑟𝑥

(1 − 𝑗𝑘,𝑎𝑥 + (−2)𝑎𝑥2
 

şeklinde verilir. (Vasco, Catarino 2014) 

Teorem 2.3.6.  𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Jacobsthal 

sayıları için toplam formülü aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

∑ 𝑗𝑘,𝑎𝑖+𝑟 =
𝑗𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−2)𝑎𝑗𝑘,𝑎𝑛+𝑟 − 𝑗𝑘,𝑟 − (−2)𝑟𝑗𝑘,𝑎−𝑟

𝑗𝑘,𝑎+1 + 2𝑗𝑘,𝑎−1 − (−2)𝑎 − 1

𝑛

𝑖=0

 

(Vasco, Catarino 2014) 

Sonuç 2.3.7. Eğer a=2p+1 ise  

∑ 𝑗𝑘,(2𝑝+1)𝑖+𝑟 =
𝑗𝑘,(2𝑝+1)(𝑛+1)+𝑟 − (−2)2𝑝+1𝑗𝑘,(2𝑝+1)𝑛+𝑟 − 𝑗𝑘,𝑟 − (−2)𝑟𝑗𝑘,(2𝑝+1)−𝑟

𝑗𝑘,2𝑝+2 + 2𝑗𝑘,2𝑝 − (−2)2𝑝+1 − 1

𝑛

𝑖=0

 

Eğer a=2p ise  

∑ 𝑗𝑘,2𝑝𝑖+𝑟 =
𝑗𝑘,2𝑝(𝑛+1)+𝑟 − (−2)2𝑝𝑗𝑘,2𝑝𝑛+𝑟 − 𝑗𝑘,𝑟 − (−2)𝑟𝑗𝑘,2𝑝−𝑟

𝑗𝑘,2𝑝+1 + 2𝑗𝑘,2𝑝−1 − (−2)2𝑝 − 1

𝑛

𝑖=0

 

(Vasco, Catarino 2014) 
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Teorem 2.3.8. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k- Jacobsthal 

sayıları için alterne toplam formülü aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

∑(−1)𝑖𝑗𝑘,𝑎𝑖+𝑟 =
(−1)𝑛𝑗𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 + (−1)𝑛(−2)𝑎𝑗𝑘,𝑎𝑛+𝑟 + 𝑗𝑘,𝑟 + (−2)𝑟𝑗𝑘,𝑎−𝑟

𝑗𝑘,𝑎 + (−2)𝑎 + 1

𝑛

𝑖=0

 

eşitlikleri gerçeklenir. (Vasco, Catarino 2014) 

2.4. Aritmetik İndeksli k- Jacobsthal Lucas Dizileri 

 

Bu bölüm [20] nolu kaynak kullanılarak oluşturulmuştur. Bu bölümde k- Jacobsthal 

Lucas sayılarının tanımları bazı özelliklerine yer verilmiştir.  

Tanım 2.4.1. Başlangıç şartları 𝑐0 = 2 𝑣𝑒 𝑐1 = 1 seçilerek; 

 𝑐𝑛+1 = 𝑐𝑛 + 2𝑐𝑛−1  𝑛 ≥ 1 

yineleme bağıntısına sahip {𝑐𝑛}𝑛=1
∞  diziye Jacobsthal Lucas dizisi denir. 

 Jacobsthal Lucas sayıları için Binet formülü, 𝑐𝑛 = 2𝑛 + (−1)𝑛 olur. Dizinin ardışık 

iki teriminin birbirine oranının limit değeri lim
𝑛→∞

𝑐𝑛+1

𝑐𝑛
= 2 şeklindedir.  

Jacobsthal Lucas sayılarının üreteç fonksiyonu; 

 

∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 =
2 − 𝑥

1 − 𝑥 − 2𝑥2

∞

𝑛=0
 

şeklinde verilir (Horadam, 1996). 

 

Tanım 2.4.2. 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑘 ∈ 𝑅+ve başlangıç koşulları 𝑐0 = 2,  𝑐1 = 𝑘 olan k-Jacobsthal 

Lucas dizisinin yineleme bağıntısı  

𝑐𝑘,𝑛 = 𝑘𝑐𝑘,𝑛−1 + 2𝑐𝑘,𝑛−2  

şeklindedir. k-Jacobsthal Lucas sayıları için Binet Formülü aşağıdaki 

𝑐𝑘,𝑛 = 𝑡𝑘,1
𝑛 + 𝑡𝑘,2

𝑛  

şeklindedir. 

Teorem 2.4.3.  𝑎, 𝑟 ∈ ℕ 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-

Jacobsthal Lucas sayıları arasındaki yineleme bağıntısı aşağıdaki gibidir. 

𝑐𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 = 𝑐𝑘,𝑎𝑐𝑘,𝑎𝑛+𝑟 − (−2)𝑎𝑐𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

(Ş. Uygun 2016) 

Teorem 2.4.4. Aritmetik indeksli k-Jacobsthal Lucas sayıları için üreteç fonksiyonu 
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∑ 𝑐𝑘,𝑎𝑗+𝑟𝑥𝑗 =
𝑐𝑘,𝑟 + 𝑥(𝑐𝑘,𝑎+𝑟 − 𝑐𝑘,𝑎𝑐𝑘,𝑟)

1 − 𝑐𝑘,𝑎𝑥 + (−2)𝑎𝑥2

∞

𝑗=0

 

şeklindedir. (Ş. Uygun 2016) 

İspat: Aritmetik indeksli k-Jacobsthal Lucas sayıları için üreteç fonksiyonunu 

aşağıdski gibi gösterelim. 

𝐶(𝑘, 𝑥, 𝑎, 𝑟) = 𝑐𝑘,𝑟 + 𝑐𝑘,𝑎+𝑟𝑥 + 𝑐𝑘,2𝑎+𝑟𝑥2 + ⋯. 

Bu eşitliği sırasıyla 𝑐𝑘,𝑎𝑥 ve (−2)𝑎𝑥2 ifadeleri ile çarpalım. Aşağıdaki eşitliklere sahip 

oluruz. 

−𝑐𝑘,𝑎𝑥𝐶(𝑘, 𝑥, 𝑎, 𝑟) = −𝑐𝑘,𝑎𝑐𝑘,𝑟𝑥 − 𝑐𝑘,𝑎𝑐𝑘,𝑎+𝑟𝑥2 − 𝑐𝑘,𝑎𝑐𝑘,2𝑎+𝑟𝑥3 − ⋯. 

(−2)𝑎𝑥2𝐶(𝑘, 𝑥, 𝑎, 𝑟) = (−2)𝑎𝑐𝑘,𝑟𝑥2 + (−2)𝑎𝑐𝑘,𝑎+𝑟𝑥3 + (−2)𝑎𝑐𝑘,2𝑎+𝑟𝑥4 + ⋯. 

𝐶(𝑘, 𝑥, 𝑎, 𝑟) ortak parentezine alırsak ispat elde edilir: 

(1 − 𝑐𝑘,𝑎𝑥+(−2)𝑎𝑥2) 𝐶(𝑘, 𝑥, 𝑎, 𝑟) = 𝑐𝑘,𝑟 + 𝑥(𝑐𝑘,𝑎+𝑟 − 𝑐𝑘,𝑎𝑐𝑘,𝑟) + 𝑥2(𝑐𝑘,2𝑎+𝑟 −

𝑐𝑘,𝑎𝑐𝑘,𝑎+𝑟 − (−2)𝑎𝑐𝑘,𝑟)+… 

(1 − 𝑐𝑘,𝑎𝑥 + (−2)𝑎𝑥2) 𝐶(𝑘, 𝑥, 𝑎, 𝑟) = 𝑐𝑘,𝑟 + 𝑥(𝑐𝑘,𝑎+𝑟 − 𝑐𝑘,𝑎𝑐𝑘,𝑟) + 0𝑥2 + 0 + ⋯ 

∑ 𝑐𝑘,𝑎𝑗+𝑟𝑥𝑗

∞

𝑗=0

=
𝑐𝑘,𝑟 + 𝑥(𝑐𝑘,𝑎+𝑟 − 𝑐𝑘,𝑎𝑐𝑘,𝑟

1 − 𝑐𝑘,𝑎𝑥 + (−2)𝑎𝑥2
 

 

Teorem 2.4.5. 𝑎, 𝑟 ∈ ℕ ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Jacobsthal 

Lucas sayıları toplam formülü: 

∑ 𝑐𝑘,𝑎𝑗+𝑟 =
𝑐𝑘,𝑟 − (−2)𝑟𝑐𝑘,𝑎−𝑟 − 𝑐𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 + (−2)𝑎𝑐𝑘,𝑎𝑛+𝑟

1 − 𝑐𝑘,𝑎 + (−2)𝑎

𝑛

𝑗=0

 

ile verilir. (Ş. Uygun 2016) 

Sonuç 2.4.6. Özel bir durum olarak 𝑟 = 0, 𝑎 = 2𝑝 + 1  alalım. k-Jacosbsthal Lucas 

sayılarının tek terimlerinin toplamı aşağıdaki gibidir: 

∑ 𝑐𝑘,(2𝑝+1)𝑗 =
2 − 𝑐𝑘,2𝑝+1 − 𝑐𝑘,(2𝑝+1)(𝑛+1) + (−2)2𝑝+1𝑐𝑘,(2𝑝+1)𝑛

1 − 𝑐𝑘,2𝑝+1 + (−2)2𝑝+1

𝑛

𝑗=0

 

 

Özel bir durum olarak 𝑟 = 0, 𝑎 = 2𝑝 alalım. k-Jacosbsthal Lucas sayılarının çift 

terimlerinin toplamı aşağıdaki gibidir. 
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∑ 𝑐𝑘,(2𝑝)𝑗 =
2 − 𝑐𝑘,2𝑝 − 𝑐𝑘,2𝑝(𝑛+1) + (−2)2𝑝𝑐𝑘,2𝑝𝑛

1 − 𝑐𝑘,2𝑝 + (−2)2𝑝

𝑛

𝑗=0

 

 

Özel olarak 𝑝 = 1 alındığında çift indeksli k-Jacosbsthal Lucas sayıları için toplam 

formulü aşağıdaki gibi olur. 

∑ 𝑐𝑘,2𝑗 =
−2 − 𝑘2 − 𝑐𝑘,2(𝑛+1) + 4𝑐𝑘,2𝑛

1 − 𝑘2

𝑛

𝑗=0

 

 

Teorem 2.4.7. 𝑎, 𝑟𝜖ℕ 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Jacosbsthal 

Lucas sayılarının alterne toplam formula  

∑(−1)𝑗𝑐𝑘,𝑎𝑗+𝑟 =
𝑐𝑘,𝑟 + (−2)𝑟𝑐𝑘,𝑎−𝑟 + (−1)𝑛𝑐𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 + (−1)𝑛(−2)𝑎𝑐𝑘,𝑎𝑛+𝑟

1 + 𝑐𝑘,𝑎 + (−2)𝑎

𝑛

𝑗=0

 

şeklindedir. (Ş. Uygun 2016) 

Teorem 2.4.8.  𝑎, 𝑟𝜖ℕ, 𝑟 ≥ 1 alalım.  

𝑐𝑘,2𝑟𝑛

𝑐𝑘,𝑛
= ∏ 𝑐𝑘,2𝑗𝑛

𝑟−1

𝑗=0

 

eşitliği sağlanır. 

İspat:  

𝑐𝑘,2𝑟𝑛

𝑐𝑘,𝑛
=

𝑡𝑘,1
2𝑟𝑛 − 𝑡𝑘,2

2𝑟𝑛  

𝑡𝑘,1
𝑛 − 𝑡𝑘,2

𝑛   
= (𝑡𝑘,1

2𝑟−1𝑛 + 𝑡𝑘,2
2𝑟−1𝑛  )

𝑡𝑘,1
2𝑟−1𝑛 − 𝑡𝑘,2

2𝑟−1𝑛  

𝑡𝑘,1
𝑛 − 𝑡𝑘,2

𝑛   
 

= 𝑐𝑘,2𝑟−1𝑛(𝑡𝑘1
2𝑟−2𝑛 + 𝑡𝑘,2

2𝑟−2𝑛 )
𝑡𝑘,1

2𝑟−2𝑛 − 𝑡𝑘,2
2𝑟−2𝑛 

𝑡𝑘,1
𝑛 − 𝑡𝑘,2

𝑛  
 

= 𝑐𝑘,2𝑟−1𝑛𝑐𝑘,2𝑟−2𝑛 … .
𝑡𝑘,1

2𝑛 − 𝑡𝑘,2
2𝑛  

𝑡𝑘,1
𝑛 − 𝑡𝑘,2

𝑛  
 

= 𝑐𝑘,2𝑟−1𝑛𝑐𝑘,2𝑟−2𝑛 … . (𝑡𝑘,1
𝑛 + 𝑡𝑘,2

𝑛  ) 

= ∏ 𝑐𝑘,2𝑗𝑛

𝑟−1

𝑗=0
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Sonuç 2.4.9.  Özel olarak 𝑟 = 1 için 

𝑐𝑘,2𝑛

𝑐𝑘,𝑛
= 𝑐𝑘,𝑛 

eşitliği geçerlidir. (Ş. Uygun 2016) 

Teorem 2.4.10. 𝑎, 𝑛𝜖ℕ olmak üzere  aritmetik indeksli k-Jacobsthal ve k-Jacobsthal 

Lucas sayıları için aşağıdaki bağıntı geçerlidir: 

𝑐𝑘,(𝑎+4)𝑛 − 𝑐𝑘,𝑎𝑛 = 𝑐𝑘,(𝑎+2)𝑛+1[𝑐𝑘,2𝑛−1−𝑐𝑘,2𝑛+1] + 𝑐𝑘,(𝑎+2)𝑛(𝑘2 + 8). 

(Ş. Uygun 2016) 

Teorem 2.4.11.   |𝑡𝑘,1
𝑎𝑘  𝑡𝑘,2

𝑎(𝑟−𝑘)
 𝑥| < 1 olmak üzere k-Jacosbsthal Lucas sayıları için 

yakınsaklık yarıçapı  

∑ 𝑐𝑘,𝑎𝑖+𝑟
𝑟 𝑥𝑖 = ∑ (

𝑟

𝑘
)

1

1 − 𝑡𝑘,1
𝑘 𝑡2

𝑟−𝑘𝑥

𝑟

𝑘=0

∞

𝑖=0

 

toplam formülü sağlanır. (Ş. Uygun 2016) 
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BÖLÜM 3  

ARİTMETİK İNDEKSLİ k-PELL ve k-PELL LUCAS DİZİLERİ 

 

3.1. Aritmetik indeksli k-Pell Sayı Dizileri 

Bu bölümde aritmetik indeksli k-Pell ve k-Pell Lucas sayı dizileri tanımı ve 

özelliklerine yer verilmiştir. Birçok teorem ve lemma ispatları ile verilmiştir. Bu 

bölüm [8] nolu referans göz önünde bulundurularak oluşturulmuştur. 

 

Tanım 3.1.1.Başlangıç şartları  𝑃0 = 0 𝑣𝑒 𝑃1 = 1 olmak üzere;  

    𝑃𝑛+1 = 2𝑃𝑛 + 𝑃𝑛−1 (𝑛 ≥ 1) 

 yineleme bağıntısına sahip {𝑃𝑛}𝑛=1
∞  diziye Pell sayı dizisi denir.  

Pell dizisinin Binet formülü  𝜇1 = 1 + √2,  𝜇2 = 1 − √2 olmak üzere  

𝑃𝑛 =
𝜇1

𝑛−𝜇2
𝑛

𝜇1−𝜇2
  şeklindedir. Negatif indisli Pell sayı dizisi 𝑃−𝑛 = (−1)𝑛+1𝑃𝑛 şeklinde 

tanımlanır. Pell sayılarının üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑃𝑛𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2

∞

𝑛=0
 

 

şeklinde olup Simpson formülü 

𝑃𝑛+1𝑃𝑛−1 − 𝑃𝑛
2 = (−1)𝑛 

bağıntısı ile verilir. Kısmi toplam formülü 

∑ 𝑃𝑘 =
1

2
(𝑃𝑛+1 + 𝑃𝑛 − 1)

𝑛

𝑘=0

 

şeklinde verilir (Koshy, 2014). 

Tanım 3.1.2.Başlanğıç şartları 𝑃𝑘,0 = 0, 𝑃𝑘,1 = 1 olmak üzere; 𝑃𝑘,𝑛+1 = 2𝑃𝑘,𝑛 +

𝑘𝑃𝑘,𝑛−1  yineleme bağıntısına sahip {𝑃𝑘,𝑛}
𝑛=1

∞
 diziye k-Pell dizisi denir.  

Pell dizisinin Binet formülü 𝜇𝑘,1 = 1 + √1 + 𝑘 ve 𝜇𝑘,2 = 1 − √1 + 𝑘 olmak üzere 
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𝑃𝑘,𝑛 =
𝜇𝑘,1

𝑛 −𝜇𝑘,2
𝑛

𝜇𝑘,1−𝜇𝑘,2
  şeklindedir.  

Negatif indisli k-Pell sayı dizisi 𝑃𝑘,−𝑛 = (−1)𝑛+1𝑃𝑘,𝑛 şeklinde tanımlanır.  

k-Pell sayılarının üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑃𝑘,𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2
 

şeklinde verilir (Catarino, 2013). 

Lemma 3.1.3. 𝑘 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 

𝜇𝑘,1
𝑛 + 𝜇𝑘,2

𝑛 = 𝑃𝑘,𝑛+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑛−1 

sağlanır. (Catarino, Campos, Vasco 2020) 

İspat: Bu eşitliği Binet formülü ve 𝜇𝑘,1𝜇𝑘,2 = −𝑘 kullanarak gösterelim 

.𝑃𝑘,𝑛+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑛−1 =
1

𝜇𝑘,1−𝜇𝑘,2
(𝜇𝑘,1

𝑛+1 − 𝜇𝑘,2
𝑛+1 + 𝑘𝜇𝑘,1

𝑛−1 − 𝑘𝜇𝑘,2
𝑛−1) 

                             =
1

𝜇𝑘,1−𝜇𝑘,2
(𝜇𝑘,1

𝑛+1 − 𝜇𝑘,2
𝑛+1 − (𝜇𝑘,1𝜇𝑘,2)𝜇𝑘,1

𝑛−1 + (𝜇𝑘,1𝜇𝑘,2)𝜇𝑘,2
𝑛−1) 

     =
1

𝜇𝑘,1−𝜇𝑘,2
(𝜇𝑘,1

𝑛 (𝜇𝑘,1 − 𝜇𝑘,2) + 𝜇𝑘,2
𝑛 (𝜇𝑘,1 − 𝜇𝑘,2)) 

        = 𝜇𝑘,1
𝑛 + 𝜇𝑘,2

𝑛  

eşitliği gerçeklemiş olur. 

 

Lemma  3.1.4.  𝑘 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ  ve a,r sabit tamsayı 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere 

𝑃𝑘,𝑎(𝑛+2)+𝑟 = (𝑃𝑘,𝑎+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑎−1)𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟  

sağlanır. (Catarino, Campos, Vasco 2020) 

İspat: Bu eşitliği Binet formülü ve 𝜇𝑘,1𝜇𝑘,2 = −𝑘 kullanarak gösterelim: 

(𝑃𝑘,𝑎+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑎−1)𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 = (𝜇𝑘,1
𝑛 + 𝜇𝑘,2

𝑛 ) (
𝜇𝑘,1

𝑎(𝑛+1)+𝑟−𝜇𝑘,2
𝑎(𝑛+1)+𝑟

𝜇𝑘,1−𝜇𝑘,2
) 

 =
1

𝜇𝑘,1−𝜇𝑘,2
(𝜇𝑘,1

𝑎(𝑛+2)+𝑟 − 𝜇𝑘,2
𝑎(𝑛+2)+𝑟 + (−𝑘)𝑎(𝜇𝑘,1

𝑎𝑛+𝑟 − 𝜇𝑘,2
𝑎𝑛+𝑟)) 

 = 𝑃𝑘,𝑎(𝑛+2)+𝑟+(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟 
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Teorem 3.1.5.  𝑘 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ ve a,r sabit tamsayı 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 aritmetik indeksli 

k-Pell sayıları için toplam formülü ile verilir 

∑ 𝑃𝑘,𝑎𝑖+𝑟 =

𝑛

𝑖=0

(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟 − 𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝑃𝑘,𝑟 + (−𝑘)𝑟𝑃𝑘,𝑎−𝑟

(−𝑘)𝑎 − (𝑃𝑘,𝑎+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑎−1) + 1
 

(Catarino, Campos, Vasco 2020) 

İspat: k-Pell dizisinin Binet formülünü ve geometrik seri açılımını kullanarak ispatı 

yapalım. 

∑ 𝑃𝑘,𝑎𝑖+𝑟 =

𝑛

𝑖=0

∑ (
𝜇𝑘,1

𝑎𝑖+𝑟 − 𝜇𝑘,2
𝑎𝑖+𝑟

𝜇𝑘,1−𝜇𝑘,2
)

𝑛

𝑖=0

 

=
1

𝜇𝑘,1−𝜇𝑘,2
(∑ 𝜇𝑘,1

𝑎𝑖+𝑟 + ∑ 𝜇𝑘,2
𝑎𝑖+𝑟

𝑛

𝑖=0

𝑛

𝑖=0

) 

=
1

𝜇𝑘,1−𝜇𝑘,2
(

𝜇𝑘,1
𝑎(𝑛+1)+𝑟 − 𝜇𝑘,1

𝑟

𝜇𝑘,1
𝑎 − 1

−
𝜇𝑘,2

𝑎(𝑛+1)+𝑟 − 𝜇𝑘,2
𝑟

𝜇𝑘,2
𝑎 − 1

) 

=
(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟 − 𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝑃𝑘,𝑟 + (−𝑘)𝑟𝑃𝑘,𝑎−𝑟

(−𝑘)𝑎 − (𝑃𝑘,𝑎+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑎−1) + 1
 

 

Sonuç 3.1.6. Eğer a=2p+1 ise aritmetik indeksli k-Pell sayılarının tek indisli 

terimlerinin toplamını aşağıdaki gibi buluruz. 

∑ 𝑃𝑘,(2𝑝+1)𝑖+𝑟

𝑛

𝑖=0

=
(−𝑘)2𝑝+1𝑃𝑘,(2𝑝+1)𝑛+𝑟 − 𝑃𝑘,(2𝑝+1)(𝑛+1)+𝑟 + 𝑃𝑘,𝑟 + (−𝑘)𝑟𝑃𝑘,(2𝑝+1)−𝑟

(−𝑘)2𝑝+1 − (𝑃𝑘,2𝑝+2 + 𝑘𝑃𝑘,2𝑝) + 1
 

(Catarino, Campos, Vasco 2020) 

Özel olarak da p=0, a=1 ve r=0 alalım. 

∑ 𝑃𝑘,𝑖 =
(−𝑘)1𝑃𝑘,𝑛 − 𝑃𝑘,𝑛+1 + 𝑃𝑘,0 + (−𝑘)0𝑃𝑘,1

(−𝑘)1 − (𝑃𝑘,2 + 𝑘𝑃𝑘,0) + 1

𝑛

𝑖=0

 

=
(−𝑘)𝑃𝑘,𝑛 − 𝑃𝑘,𝑛+1 + 1

−𝑘 − 2 + 1
 

=
𝑘𝑃𝑘,𝑛 + 𝑃𝑘,𝑛+1 − 1

𝑘 + 1
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Sonuç 3.1.7. Eğer a=2p ise aritmetik indeksli k-Pell sayılarının çift indisli terimlerinin 

toplamını aşağıdaki gibi verilir. 

 

∑ 𝑃𝑘,2𝑝𝑖+𝑟 =
(−𝑘)2𝑝𝑃𝑘,2𝑝𝑛+𝑟 − 𝑃𝑘,2𝑝(𝑛+1)+𝑟 + 𝑃𝑘,𝑟 + (−𝑘)𝑟𝑃𝑘,2𝑝−𝑟

(−𝑘)2𝑝 − (𝑃𝑘,2𝑝+1 + 𝑘𝑃𝑘,2𝑝−1) + 1

𝑛

𝑖=0

 

Özel olarak p=1 ve a=2 alalım. 

∑ 𝑃𝑘,2𝑖+𝑟 =
(−𝑘)2𝑃𝑘,2𝑛+𝑟 − 𝑃𝑘,2(𝑛+1)+𝑟 + 𝑃𝑘,𝑟 + (−𝑘)𝑟𝑃𝑘,2−𝑟

(−𝑘)2 − (𝑃𝑘,3 + 𝑘𝑃𝑘,1) + 1

𝑛

𝑖=0

 

 =
(−𝑘)2𝑃𝑘,2𝑛+𝑟−𝑃𝑘,2(𝑛+1)+𝑟+𝑃𝑘,𝑟+(−𝑘)𝑟𝑃𝑘,2−𝑟

(−𝑘)2−(𝑘+4+𝑘)+1
 

  =
𝑘2𝑃𝑘,2𝑛+𝑟−𝑃𝑘,2(𝑛+1)+𝑟+𝑃𝑘,𝑟+(−𝑘)𝑟𝑃𝑘,2−𝑟

𝑘2−2𝑘−3
 

r=0 ve r=1 olduğunda denklemimiz aşağıdaki gibi olur. 

∑ 𝑃𝑘,2𝑖 =

𝑛

𝑖=0

𝑘2𝑃𝑘,2𝑛 − 𝑃𝑘,2𝑛+2 + 𝑃𝑘,𝑟 + 2

𝑘2 − 2𝑘 − 3
 

∑ 𝑃𝑘,2𝑖+1 =

𝑛

𝑖=0

𝑘2𝑃𝑘,2𝑛+1 − 𝑃𝑘,2𝑛+3 + 𝑃𝑘,𝑟 + 1 − 𝑘

𝑘2 − 2𝑘 − 3
 

 

Teorem 3.1.8. 𝑎, 𝑟𝜖ℕ 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Pell 

sayılarının alterne toplam formülü aşağıdaki gibidir. 

∑(−1)𝑖𝑃𝑘,𝑎𝑖+𝑟 =
𝑃𝑘,𝑟 + (−1)𝑛𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−𝑘)𝑟𝑃𝑘,𝑎−𝑟 + (−𝑘)𝑎(−1)𝑛𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟

(−𝑘)𝑎 + (𝑃𝑘,𝑎+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑎−1) + 1

𝑛

𝑖=0

 

(Catarino, Campos, Vasco 2020) 

 

İspat: Bu eşitliği ispatlamak için Binet formülünü, aritmetik indeksli k- Pell sayıları,  

𝜇𝑘,1𝜇𝑘,2 = −𝑘, 𝜇𝑘,1
−1 = −𝜇𝑘,2𝑘−1,  𝜇𝑘,2

−1 = −𝜇𝑘,1𝑘−1 ve geometrik serinin özelliğinden   

∑(−1)𝑖𝑃𝑘,𝑎𝑖+𝑟 =
1

𝜇𝑘,1 − 𝜇𝑘,2
(∑(−1)𝑖(𝜇𝑘,1

𝑎𝑖+𝑟

𝑛

𝑖=0

− 𝜇𝑘,2
𝑎𝑖+𝑟

𝑛

𝑖=0

) 
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=
1

𝜇𝑘,1 − 𝜇𝑘,2
(
𝜇𝑘,1

𝑟 (1 + (−1)𝑛𝜇𝑘,1
𝑎(𝑛+1)

)

1 + 𝜇𝑘,1
𝑎 −

𝜇𝑘,2
𝑟 (1 + (−1)𝑛𝜇𝑘,2

𝑎(𝑛+1)
)

1 + 𝜇𝑘,2
𝑎 ) 

 

=
𝑃𝑘,𝑟+(−1)𝑛𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟−(−𝑘)𝑟𝑃𝑘,𝑎−𝑟+(−𝑘)𝑎(−1)𝑛𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟

(−𝑘)𝑎+(𝑃𝑘,𝑎+1+𝑘𝑃𝑘,𝑎−1)+1
  

eşitliği elde  edilir. 

 

Sonuç 3.1.9. Eğer a=2p+1 ise aritmetik indeksli k-Pell sayılarının tek indisli 

terimlerinin alterne toplamını aşağıdaki gibidir. 

∑(−1)𝑖𝑃𝑘,(2𝑝+1)𝑖+𝑟

𝑛

𝑖=0

=
𝑃𝑘,𝑟 + (−1)𝑛𝑃𝑘,(2𝑝+1)(𝑛+1)+𝑟 − (−𝑘)𝑟𝑃𝑘,2𝑝+1−𝑟 + (−𝑘)2𝑝+1(−1)𝑛𝑃𝑘,(2𝑝+1)𝑛+𝑟

(−𝑘)2𝑝+1 + (𝑃𝑘,2𝑝+2 + 𝑘𝑃𝑘,2𝑝) + 1
 

(Catarino, Campos, Vasco 2020) 

p=0, a=1 ve r=0  

∑(−1)𝑖𝑃𝑘,𝑖 =

𝑛

𝑖=0

(−1)𝑛(𝑃𝑘,𝑛+1 − 𝑘𝑃𝑘,𝑛) − 1

3 − 𝑘
 

p=1,  a=3,  r=0  

∑(−1)𝑖𝑃𝑘,3𝑖 =

𝑛

𝑖=0

(−1)𝑛(𝑃𝑘,3(𝑛+1) − 𝑘3𝑃𝑘,3𝑛) − 𝑘 − 4

−𝑘3 + 6𝑘 + 9
 

 

a=2p ise aritmetik indeksli k-Pell sayılarının tek indisli terimlerinin alterne toplamını 

aşağıdaki gibi buluruz 

∑(−1)𝑖𝑃𝑘,2𝑝𝑖+𝑟

𝑛

𝑖=0

=
𝑃𝑘,𝑟 + (−1)𝑛𝑃𝑘,2𝑝(𝑛+1)+𝑟 − (−𝑘)𝑟𝑃𝑘,2𝑝−𝑟 + (−𝑘)2𝑝(−1)𝑛𝑃𝑘,2𝑝𝑛+𝑟

(−𝑘)2𝑝 + (𝑃𝑘,2𝑝+1 + 𝑘𝑃𝑘,2𝑝−1) + 1
 

 

p=1  alındığında aşağıdaki eşitlik elde edilir. 
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∑(−1)𝑖𝑃𝑘,2𝑖+𝑟 =

𝑛

𝑖=0

𝑃𝑘,𝑟 + (−1)𝑛𝑃𝑘,2(𝑛+1)+𝑟 − (−𝑘)𝑟𝑃𝑘,2−𝑟 + (−𝑘)2(−1)𝑛𝑃𝑘,2𝑛+𝑟

𝑘2 + 2𝑘 + 5
 

 

 

Teorem 3.1.10.  𝑘 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ ve a,r sabit tamsayı ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 

olmak üzere aritmetik indeksli k-Pell dizisinin üreteç fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

∑ 𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑃𝑘,𝑟 − 𝑥(2𝑃𝑘,𝑟 − 𝑃𝑘,𝑎+𝑟)

(1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2)
 

(Catarino, Campos, Vasco 2020) 

İspat: k-Pell dizisinin üreteç fonksiyonunun tanımından 

𝑓𝑎,𝑟(𝑘, 𝑟) = ∑ 𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛 = 𝑃𝑘,𝑟 + 𝑃𝑘,𝑎+𝑟𝑥 + ∑ 𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=2

∞

𝑛=0

= 𝑃𝑘,𝑟 + 𝑃𝑘,𝑎+𝑟𝑥 + ∑(2𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 + 𝑘𝑃𝑘,𝑎(𝑛−2)+𝑟)𝑥𝑛

∞

𝑛=2

= 𝑃𝑘,𝑟 + 𝑃𝑘,𝑎+𝑟𝑥

+ 2𝑥 ∑ 𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟𝑥𝑛−1 + 𝑘𝑥2 ∑ 𝑃𝑘,𝑎(𝑛−2)+𝑟𝑥𝑛−2

∞

𝑛=2

∞

𝑛=2

 

elde edilir.   j=n-2 ve l=n-1 olduğu zaman  

𝑓𝑎,𝑟(𝑘, 𝑟) = 𝑃𝑘,𝑟 + 𝑃𝑘,𝑎+𝑟𝑥 + 2𝑥(∑ 𝑃𝑘,𝑎𝐼+𝑟𝑥𝐼 − 𝑃𝑘,𝑟) + 𝑘𝑥2 ∑ 𝑃𝑘,𝑎𝑗+𝑟𝑥𝑗

∞

𝑛=2

∞

𝐼=0

 

   

= 𝑃𝑘,𝑟 + 𝑃𝑘,𝑎+𝑟𝑥 − 2𝑥𝑃𝑘,𝑟 + 2𝑥 ∑ 𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛 + 𝑘𝑥2 ∑ 𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

∑ 𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑃𝑘,𝑟 − 𝑥(2𝑃𝑘,𝑟 − 𝑃𝑘,𝑎+𝑟)

(1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2)
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3.2 Aritmetik indeksli k-Pell Lucas Sayı Dizileri 

 

Bu bölüm [8] nolu referans göz önünde bulundurularak oluşturulmuştur. Bu bölümde, 

aritmetik indeksli k-Pell Lucas sayı dizileri tanımı ve bazı önemli özellikleri 

verilmiştir. 

Tanım 3.2.1. Başlanğıç şartları 𝑄0 = 2 ve 𝑄1 = 2  olmak üzere;  

     𝑄𝑛+1 = 2𝑄𝑛 + 𝑄𝑛−1   (𝑛 ≥ 1) 

yineleme bağıntısı ile verilen {𝑄𝑛}𝑛=1
∞   kümeye Pell Lucas sayı dizisi denir. Pell Lucas 

sayı dizisinin terimleri pozitif tamsayılardan oluşmaktadır. 

 Pell Lucas sayı dizisinin Binet formülü 𝛾1 = 1 + √2, 𝛾2 = 1 − √2 olmak üzere 

𝑄𝑛 = 𝛾1
𝑛 + 𝛾2

𝑛 tanımlanır. Negatif indisli Pell Lucas sayı dizisi 𝑄−𝑛 = (−1)𝑛+1𝑄𝑛 

şeklindedir. 

Pell Lucas sayılarının üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑄𝑛𝑥𝑛 =
2 − 2𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2

∞

𝑛=0
 

şeklinde tanımlandıktan sonra Simpson formülü 

𝑄𝑛+1𝑄𝑛−1 − 𝑄𝑛
2 = 8(−1)𝑛−1 

bağıntısı ile verilir. Kısmi toplam formülü 

∑ 𝑄𝑘 =
1

2
(𝑄𝑛+1 + 𝑄𝑛 − 2)

𝑛

𝑘=0

 

şeklinde verilir (Koshy, 2014). 

Pell ve Pell Lucas sayıları arasında bazı eşitlikler aşağıdaki gibidir. Bu eşitlikleri Pell 

ve Pell Lucas sayı dizilerinin Binet formüllerini kullanarak elde edebiliriz. 

𝑃𝑚+𝑛 = 2𝑃𝑚𝑃𝑛 − (−1)𝑛𝑃𝑚−𝑛 

𝑄𝑚
2 = 2𝑃𝑚

2 + (−1)𝑚 

𝑄2𝑚 = 2𝑄𝑚
2 − 2(−1)𝑚 

𝑃𝑛𝑃𝑚 = 𝑃𝑛+𝑚 + (−1)𝑚𝑃𝑛−𝑚 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ  

𝑃2𝑛 = 𝑃𝑛𝑃𝑛  
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 𝑃2𝑛+1 = 𝑃𝑛𝑄𝑛+1 + (−1)𝑛 

𝑃2𝑛+1 =
1

2
(𝑃𝑛𝑄𝑛+1 + 𝑃𝑛+1𝑄𝑛) 

𝑄2𝑛+1 =
1

2
(8𝑃𝑛𝑄𝑛+1 + 𝑄𝑛+1𝑄𝑛) 

𝑃𝑛𝑃𝑛+1 =
1

8
(𝑄2𝑛+1 + 2(−1)𝑛+1) 

(Halıcı  2011). 

Tanım 3.2.2. Başlanğıç şartları  𝑄𝑘,0 = 2, 𝑄𝑘,1 = 2 olmak üzere;   

   𝑄𝑘,𝑛+1 = 2𝑄𝑘,𝑛 + 𝑘𝑄𝑘,𝑛−1   (𝑛 ≥ 1) 

yineleme bağıntısı ile verilen {𝑄𝑘,𝑛}
𝑛=1

∞
 kümeye k-Pell Lucas sayı dizisi denir.  

k-Pell Lucas dizisinin Binet formülü 𝛾𝑘,1 = 1 + √1 + 𝑘 ve 𝛾𝑘,2 = 1 − √1 + 𝑘 olmak 

üzere 𝑄𝑘,𝑛 = 𝛾𝑘,1
𝑛 + 𝛾𝑘,2

𝑛  şeklindedir. Negatif indisli k-Pell Lucas sayı dizisi  

𝑄𝑘,−𝑛 = (−1)𝑛+1𝑄𝑛 şeklinde formülüze edilir.  

k-Pell Lucas sayılarının üreteç fonksiyonu 

 

∑ 𝑄𝑘,𝑛𝑥𝑛 =
2 − 2𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2

∞

𝑛=0
 

şeklinde tanımlanır (Catarino, Vasco, 2013). 

Teorem 3.2.3. 𝑛 ∈ 𝑁 olmak üzere k-Pell Lucas sayı dizisinin toplam formülü  

∑ 𝑄𝑘,𝐽 =
𝑄𝑘,𝑛+1+𝑘𝑄𝑘,𝑛

𝑘 + 1

𝑛

𝐽=0

 

şeklindedir. 

Teorem 3.2.4. 𝑎, 𝑟 ∈ ℕ 𝑣𝑒 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere 

Pell Lucas dizisi için alterne toplam formülü aşağıdaki gibi tanımlanır. 

∑(−1)𝑖𝑄𝑎𝑖+𝑟  =
𝑄𝑟  + (−1)𝑛𝑄𝑎(𝑛+1)+𝑟  − 𝑄𝑎−𝑟  + (−1)𝑛𝑄𝑎𝑛+𝑟 

(𝑄𝑎+1  + 𝑄𝑎−1 ) + 1

𝑛

𝑖=0
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Teorem 3.2.5. 𝑘 ∈ ℝ 𝑣𝑒  𝑛, 𝑎, 𝑟 ∈ ℕ ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1  olmak üzere aritmetik indeksli 

k-Pell Lucas dizisi aşağıdaki eşitliği sağlar. 

𝑄𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 = 𝑄𝑘,𝑎𝑄𝑘,𝑎𝑛+𝑟 − (−𝑘)𝑎𝑄𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

İspat: Aritmetik indeksli k-Pell sayı dizisi için elde edilen aşağıdaki eşitliği 

kullanalım. 

𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 = (𝑘𝑃𝑘,𝑎−1 + 𝑃𝑘,𝑎+1)𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟−(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

Bu eşitliği ispatlamak için şu eşitlikleri kullanabiliriz. 

𝛾𝑘,1
𝑛 + 𝛾𝑘,2

𝑛 = 𝑃𝑘,𝑛+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑛−1 ve   𝛾𝑘,1𝛾𝑘,2 = −𝑘 

 (𝑘𝑃𝑘,𝑎−1 + 𝑃𝑘,𝑎+1)𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟−(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

 = (𝛾𝑘,1
𝑎 + 𝛾𝑘,2

𝑎 ) (
𝛾𝑘,1

𝑎𝑛+𝑟 − 𝛾𝑘,2
𝑎𝑛+𝑟

𝛾𝑘,1 − 𝛾𝑘,2
) −(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

= (
𝛾𝑘,1

𝑎(𝑛+1)+𝑟 − 𝛾𝑘,2
𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝛾𝑘,2

𝑎 𝛾𝑘,1
𝑎𝑛+𝑟 − 𝛾𝑘,1

𝑎 𝛾𝑘,2
𝑎𝑛+𝑟

𝛾𝑘,1 − 𝛾𝑘,2
) −(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

=
𝛾𝑘,1

𝑎(𝑛+1)+𝑟 − 𝛾𝑘,2
𝑎(𝑛+1)+𝑟

𝛾𝑘,1 − 𝛾𝑘,2
+

𝛾𝑘,2
𝑎 𝛾𝑘,1

𝑎𝑛+𝑟 − 𝛾𝑘,1
𝑎 𝛾𝑘,2

𝑎𝑛+𝑟

𝛾𝑘,1 − 𝛾𝑘,2
−(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

= 𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 + (−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟−(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

= 𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 

 

    𝑄𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 = 𝑘𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟−1 + 𝑃𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟+1 

= 𝑘[(𝑘𝑃𝑘,𝑎−1 + 𝑃𝑘,𝑎+1)𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟−1−(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟−1] 

+𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟+1−(−𝑘)𝑎𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟+1 

                        = (𝑘𝑃𝑘,𝑎−1 + 𝑃𝑘,𝑎+1)(𝑘𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟−1 + 𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟+1) 

−(−𝑘)𝑎(𝑘𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟−1 + 𝑃𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟+1) 

                         =𝑄𝑘,𝑎𝑄𝑘,𝑎𝑛+𝑟 − (−𝑘)𝑎𝑄𝑘,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

 

Teorem 3.2.6. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Pell Lucas 

dizisi için üreteç fonksiyonu 
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∑ 𝑄𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑄𝑘,𝑟 + 𝑥(𝑄𝑘,𝑎+𝑟 − 𝑄𝑘,𝑎𝑄𝑘,𝑟)

1 − 𝑄𝑘,𝑎𝑥 + (−𝑘)𝑎𝑥2
 

şeklinde verilir. 

İspat:  

∑ 𝑄𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑄𝑘,𝑟 + 𝑄𝑘,𝑎+𝑟𝑥 + 𝑄𝑘,2𝑎+𝑟𝑥2 + 𝑄𝑘,3𝑎+𝑟𝑥3 + ⋯ 

 

eşitliğini−𝑄𝑘,𝑎𝑥 ve (−𝑘)𝑎𝑥2 ile çarpalım. 

𝑄𝑘,𝑎𝑥 ∑ 𝑄𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑄𝑘,𝑎𝑄𝑘,𝑟𝑥 + 𝑄𝑘,𝑎𝑄𝑘,𝑎+𝑟𝑥2 + 𝑄𝑘,𝑎𝑄𝑘,2𝑎+𝑟𝑥3 + 𝑄𝑘,𝑎𝑄𝑘,3𝑎+𝑟𝑥4 + ⋯ 

 

(−𝑘)𝑎𝑥2 ∑ 𝑄𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 = (−𝑘)𝑎𝑄𝑘,𝑟𝑥2 + (−𝑘)𝑎𝑄𝑘,𝑎+𝑟𝑥3 + (−𝑘)𝑎𝑄𝑘,2𝑎+𝑟𝑥4 

   +(−𝑘)𝑎𝑄𝑘,3𝑎+𝑟𝑥5 + ⋯ 

eşitlikleri ortak paranteze alırsak 

∑ 𝑄𝑘,𝑎𝑛+𝑟𝑥𝑛

∞

𝑛=0

(1 − 𝑄𝑘,𝑎𝑥 + (−𝑘)𝑎𝑥2) = 𝑄𝑘,𝑟 + 𝑥(𝑄𝑘,𝑎+𝑟 − 𝑄𝑘,𝑎𝑄𝑘,𝑟) 

+𝑥2(𝑄𝑘,2𝑎+𝑟 − 𝑄𝑘,𝑎𝑄𝑘,𝑎+𝑟 + (−𝑘)𝑎𝑄𝑘,𝑟)… 

elde ederiz. Böylece istenen sonuca ulaşırız. 

 

Teorem 3.2.7. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Pell Lucas 

dizisi için toplam formülü 

∑ 𝑄𝑘,𝑎𝐽+𝑟 =

𝑛

𝐽=0

𝑄𝑘,𝑎 − 𝑄𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−𝑘)𝑟𝑄𝑘,𝑎−𝑟 + (−𝑘)𝑎𝑄𝑘,𝑎𝑛+𝑟

1 − 𝑄𝑘,𝑎 + (−𝑘)𝑎
 

şeklinde verilir. 

İspat: k-Pell Lucas dizisinde bu eşitliği göstermek için Binet formülünden 



 

24 
 

∑ 𝑄𝑘,𝑎𝐽+𝑟 = ∑ 𝛾𝑘,1
𝑎𝐽+𝑟

+ 𝛾𝑘,2
𝑎𝐽+𝑟

𝑛

𝐽=0

𝑛

𝐽=0

 

= 𝛾𝑘,1
𝑟 ∑ 𝛾𝑘,1

𝑎𝐽

𝑛

𝐽=0

+ 𝛾𝑘,2
𝑟 ∑ 𝛾𝑘,2

𝑎𝐽

𝑛

𝐽=0

 

= 𝛾𝑘,1
𝑟 (

1 − (𝛾𝑘,1
𝑎 )𝑛+1

1 − 𝛾1
𝑎 ) + 𝛾2

𝑟 (
1 − (𝛾𝑘,2

𝑎 )𝑛+1

1 − 𝛾𝑘,2
𝑎 ) 

                           = (
𝛾𝑘,1

𝑟 − 𝛾𝑘,1
𝑎(𝑛+1)+𝑟

1 − 𝛾𝑘,1
𝑎 ) + (

𝛾𝑘,2
𝑟 − 𝛾𝑘,2

𝑎(𝑛+1)+𝑟

1 − 𝛾𝑘,2
𝑎 ) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte paydaları eşitleyelim. 

=

𝛾𝑘,1
𝑟 − 𝛾𝑘,1

𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝛾𝑘,2
𝑟 − 𝛾𝑘,2

𝑎(𝑛+1)+𝑟

−𝛾𝑘,1
𝑟 𝛾𝑘,2

𝑎 − 𝛾𝑘,2
𝑟 𝛾𝑘,1

𝑎 + 𝛾𝑘,1
𝑎 𝛾2

𝑎(𝑛+1)+𝑟𝛾𝑘,2
𝑎 𝛾𝑘,1

𝑎(𝑛+1)+𝑟

1 − 𝛾𝑘,1
𝑎 − 𝛾𝑘,2

𝑎 + (𝛾𝑘,1𝛾2)𝑎
 

 

𝛾𝑘,1𝛾𝑘,2 = −𝑘  ve  𝑄𝑘,𝑎 = 𝛾𝑘,1
𝑎 + 𝛾𝑘,2

𝑎  eşitliklerini kullanılırsa  

=

𝛾𝑘,1
𝑟 + 𝛾𝑘,2

𝑟 − (𝛾𝑘,1
𝑎(𝑛+1)+𝑟

+ 𝛾𝑘,2
𝑎(𝑛+1)+𝑟

)

−(−𝑘)𝑟(𝛾𝑘,1
𝑎−𝑟 − 𝛾𝑘,2

𝑎−𝑟) + (−𝑘)𝑎(𝛾𝑘,1
𝑎𝑛+𝑟 + 𝛾𝑘,2

𝑎𝑛+𝑟)

1 − 𝑄𝑘,𝑎 + (−𝑘)𝑎
 

Sonuç aşağıdaki gibi elde edilir. 

∑ 𝑄𝑘,𝑎𝐽+𝑟 =

𝑛

𝐽=0

𝑄𝑘,𝑎 − 𝑄𝑘,𝑎(𝑛+1)+𝑟 − (−𝑘)𝑟𝑄𝑘,𝑎−𝑟 + (−𝑘)𝑎𝑄𝑘,𝑎𝑛+𝑟

1 − 𝑄𝑘,𝑎 + (−𝑘)𝑎
 

 

Teorem 3.2.8. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli k-Pell Lucas 

dizisi için aşağıdaki eşitklik geçerlidir. 

𝑃𝑘,2𝑟𝑛

𝑃𝑘,𝑛
= ∏ 𝑄𝑘,2𝑟𝑛

𝑟−1

𝐽=0

 

İspat: Aritmetik indeksli k-Pell dizisinin Binet formülü ve iki kare farkından 

𝑃𝑘,2𝑟𝑛

𝑃𝑘,𝑛
=

𝛾𝑘,1
2𝑟𝑛 − 𝛾𝑘,2

2𝑟𝑛

𝛾𝑘,1
𝑛 − 𝛾𝑘,2

𝑛  
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=
(𝛾𝑘,1

2𝑟−1𝑛 + 𝛾𝑘,2
2𝑟−1𝑛)(𝛾𝑘,1

2𝑟−1𝑛 − 𝛾𝑘,2
2𝑟−1𝑛)

𝛾𝑘,1
𝑛 − 𝛾𝑘,2

𝑛  

= 𝑄𝑘,2𝑟−1𝑛

(𝛾𝑘,1
2𝑟−2𝑛 − 𝛾𝑘,2

2𝑟−2𝑛)(𝛾𝑘,1
2𝑟−1𝑛 + 𝛾𝑘,2

2𝑟−1𝑛)

𝛾𝑘,1
𝑛 − 𝛾𝑘,2

𝑛  

= 𝑄𝑘,2𝑟−1𝑛𝑄𝑘,2𝑟−2𝑛

𝛾𝑘,1
2𝑟−2𝑛 − 𝛾𝑘,2

2𝑟−2𝑛

𝛾𝑘,1
𝑛 − 𝛾𝑘,2

𝑛  

= 𝑄𝑘,2𝑟−1𝑛𝑄𝑘,2𝑟−2𝑛 …
𝛾𝑘,1

2𝑛 − 𝛾𝑘,2
2𝑛

𝛾𝑘,1
𝑛 − 𝛾𝑘,2

𝑛  

= ∏ 𝑄𝑘,2𝑟𝑛

𝑟−1

𝐽=0

 

sonucu elde edilir. 
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BÖLÜM 4  

ARİTMETİK İNDEKSLİ (s,t)-PELL ve  (s,t)-PELL LUCAS SAYI DİZİLERİ 

 

4.1. Aritmetik indeksli (s,t)-Pell Sayı Dizileri 

Bu bölümde aritmetik indekli (s,t)-Pell ve (s,t)-Pell Lucas sayı dizilerinin tanımı ve 

bazı temel özellikleri verilmiştir. Birçok teorem ve lemmanın ispatına da yer 

verilmiştir.   

4.2. (s,t)-Pell, (s,t)- Pell Lucas Sayı Dizileri 

 

Tanım 4.2.1. Başlanğıç şartları 0),(0 tsP  ve 1),(1 tsP  olmak üzere;𝛼 

    𝑃𝑛+1(𝑠, 𝑡) = 2𝑠𝑃𝑛(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑃𝑛−1(𝑠, 𝑡)   

yineleme bağıntısı ile verilen {𝑃𝑛(𝑠, 𝑡)}𝑛=1
∞  kümeye ),( ts -Pell sayı dizisi denir. 

(s,t)-Pell dizisinin Binet formülü 𝛼1(𝑠, 𝑡) = 𝑠 + √𝑠2 + 𝑡 ve 𝛼2(𝑠, 𝑡) = 𝑠 − √𝑠2 + 𝑡 

olmak üzere 

𝑃𝑛(𝑠, 𝑡) =
𝛼1

𝑛(𝑠, 𝑡) − 𝛼2
𝑛(𝑠, 𝑡)

𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡)
 

şeklindedir. 

Negatif indisli (𝑠, 𝑡)-Pell sayı dizisi 𝑃−𝑛(𝑠, 𝑡) =
−𝑃𝑛(𝑠,𝑡)

(−𝑡)𝑛  şeklinde tanımlanır. 

),( ts -Pell sayılarının üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑃𝑛(𝑠, 𝑡)

∞

𝑛=1

𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 2𝑠𝑥 − 𝑡𝑥2
 

şeklindedir (Gulec, Taskara 2012). 

Lemma 4.2.2. 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 

𝛼1
𝑛(𝑠, 𝑡) + 𝛼2

𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑃𝑛+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃𝑛−1(𝑠, 𝑡)  

sağlanır. 
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İspat: Bu eşitliği Binet formülü ve 𝛼1(𝑠, 𝑡)𝛼2(𝑠, 𝑡) = −𝑡 kullanarak gösterelim. 

𝑃𝑛+1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑃𝑛−1(𝑠, 𝑡) =
1

𝛼1(𝑠, 𝑡)−𝛼2(𝑠, 𝑡)
(𝛼1

𝑛+1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2
𝑛+1(𝑠, 𝑡) 

+𝑡𝛼1
𝑛−1(𝑠, 𝑡) − 𝑡𝛼2

𝑛−1(𝑠, 𝑡)) 

=
1

𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡)
(𝛼1

𝑛+1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2
𝑛+1(𝑠, 𝑡) − (𝛼1(𝑠, 𝑡)𝛼2(𝑠, 𝑡))𝛼1

𝑛−1(𝑠, 𝑡)

+ (𝛼1(𝑠, 𝑡)𝛼2(𝑠, 𝑡))𝛼2
𝑛−1(𝑠, 𝑡))   

=
1

𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡)
(𝛼1

𝑛(𝑠, 𝑡)(𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡))

+ 𝛼2
𝑛(𝑠, 𝑡)(𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡))) 

                =(𝛼1
𝑛(𝑠, 𝑡)(𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡)) + 𝛼2

𝑛(𝑠, 𝑡)(𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡))) 

= 𝛼1
𝑛(𝑠, 𝑡) + 𝛼2

𝑛(𝑠, 𝑡) 

eşitliği gerçeklenmiş olur. 

Lemma 4.2.3. 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ ve a,r sabit tamsayı ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere 

𝑃𝑎(𝑛+2)+𝑟(𝑠, 𝑡)  = (𝑃𝑎+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃𝑎−1(𝑠, 𝑡) )𝑃𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  − (−𝑡)𝑎𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)  

eşitliği ile sağlanır. 

 

İspat: Bu eşitliği Binet formülü ve 𝛼1(𝑠, 𝑡)𝛼2(𝑠, 𝑡) = −𝑡 kullanarak gösterelim: 

(𝑃𝑎+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃𝑎−1(𝑠, 𝑡) )𝑃𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  

= (𝛼1
𝑛(𝑠, 𝑡) + 𝛼2

𝑛(𝑠, 𝑡)) (
𝛼1

𝑎(𝑛+1)+𝑟
(𝑠,𝑡)−𝛼2

𝑎(𝑛+1)+𝑟
(𝑠,𝑡)

𝛼1(𝑠,𝑡)−𝛼2(𝑠,𝑡)
) 

=
1

𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡)
(𝛼1

𝑎(𝑛+2)+𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝛼2
𝑎(𝑛+2)+𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎(𝛼1

𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)

− 𝛼2
𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡))) 

                       = 𝑃𝑎(𝑛+2)+𝑟(𝑠, 𝑡) +(−𝑡)𝑎𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)  

böylece istenen eşitlik sağlanır. 

 

Teorem 4.2.4. 𝑡 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ ve a,r sabit tamsayı 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 aritmetik indeksli 

(s,t)- Pell sayıları için toplam formülü  

∑ 𝑃𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡) =
(−𝑡)𝑎𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑃𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑟𝑃𝑎−𝑟(𝑠, 𝑡)

(−𝑡)𝑎 − (𝑃𝑎+1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑃𝑎−1(𝑠, 𝑡)) + 1

𝑛

𝑖=0

 

şeklinde verilir. 
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İspat: Aritmetik indeksli (s,t)-Pell sayı dizilerinin Binet formülü kullanılarak 

ispatlayalım. 

∑ 𝑃𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡) = ∑ (
𝛼1

𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝛼2
𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)

𝛼1(𝑠, 𝑡)−𝛼2(𝑠, 𝑡)
)

𝑛

𝑖=0

 

𝑛

𝑖=0

 

=
1

𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡)
(∑ 𝛼1

𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)

𝑛

𝑖=0

− ∑ 𝛼2
𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)

𝑛

𝑖=0

) 

=
1

𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡)
(

𝛼1
𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝛼1

𝑟(𝑠, 𝑡)

𝑟1
𝑎(𝑠, 𝑡) − 1

−
𝛼2

𝑎(𝑛+1)+𝑟
(𝑠, 𝑡) − 𝛼2

𝑟(𝑠, 𝑡)

𝛼2
𝑎(𝑠, 𝑡) − 1

) 

           

=
(−𝑡)𝑎𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)  − 𝑃𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  + 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)𝑟𝑃𝑎−𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)𝑎 − (𝑃𝑎+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃𝑎−1(𝑠, 𝑡) ) + 1
 

 

Sonuç 4.2.5.  a=2p+1 ise aşağıdaki eşitlik elde edilir. 

∑ 𝑃(2𝑝+1)𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)  

𝑛

𝑖=0

=
(−𝑡)2𝑝+1𝑃(2𝑝+1)𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)  − 𝑃(2𝑝+1)(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  + 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)𝑟𝑃(2𝑝+1)−𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)2𝑝+1 − (𝑃2𝑝+2(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃2𝑝(𝑠, 𝑡) ) + 1
 

Özel olarak da p=0, a=1 ve r=0 alalım. 

∑ 𝑃𝑖(𝑠, 𝑡)  =
(−𝑡)1𝑃𝑛(𝑠, 𝑡)  − 𝑃𝑛+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑃0 + (−𝑡)0𝑃1

(−𝑡)1 − (𝑃2(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑃0(𝑠, 𝑡)) + 1

𝑛

𝑖=0

 

    

=
(−𝑡)𝑃𝑛(𝑠, 𝑡)  − 𝑃𝑛+1(𝑠, 𝑡)  + 1

−𝑡 − 2 + 1
 

    

=
𝑡𝑃𝑛(𝑠, 𝑡)  + 𝑃𝑛+1(𝑠, 𝑡)  − 1

𝑡 + 1
 

 

a=2p ise aşağıdaki eşitlik elde edilir. 
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∑ 𝑃2𝑝𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)  

𝑛

𝑖=0

=
(−𝑡)2𝑝𝑃2𝑝𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)  − 𝑃2𝑝(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  + 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)𝑟𝑃2𝑝−𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)2𝑝 − (𝑃2𝑝+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃2𝑝−1(𝑠, 𝑡) ) + 1
 

 

Özel olarak p=1 ve a=2 alalım. 

∑ 𝑃2𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)  =
(−𝑡)2𝑃2𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)  − 𝑃2(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  + 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)𝑟𝑃2−𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)2 − (𝑃3 + 𝑡𝑃1) + 1

𝑛

𝑖=0

 

 

 

=
(−𝑡)2𝑃2𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)  − 𝑃2(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  + 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)𝑟𝑃2−𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)2 − (𝑡 + 4 + 𝑡) + 1
 

 

=
𝑡2𝑃2𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)  − 𝑃2(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  + 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)𝑟𝑃2−𝑟(𝑠, 𝑡) 

𝑡2 − 2𝑡 − 3
 

 

r=0 ve r=1 olduğunda denklemimiz aşağıdaki gibi olur. 

∑ 𝑃2𝑖(𝑠, 𝑡)  =

𝑛

𝑖=0

𝑡2𝑃2𝑛(𝑠, 𝑡)  − 𝑃2𝑛+2(𝑠, 𝑡)  + 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + 2

𝑡2 − 2𝑡 − 3
 

∑ 𝑃2𝑖+1(𝑠, 𝑡)  =

𝑛

𝑖=0

𝑡2𝑃2𝑛+1(𝑠, 𝑡)  − 𝑃2𝑛+3(𝑠, 𝑡)  + 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + 1 − 𝑡

𝑡2 − 2𝑡 − 3
 

 

Teorem 4.2.6. 𝑡 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ ve a,r sabit tamsayı 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere 

aritmetik indeksli (s,t)-Pell dizilerinin alterne toplamı aşağıdaki gibidir: 

∑(−1)𝑖𝑃𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)  

𝑛

𝑖=0

=
𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−1)𝑛𝑃𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  − (−𝑡)𝑟𝑃𝑎−𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)𝑎(−1)𝑛𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)𝑎 + (𝑃𝑎+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃𝑎−1(𝑠, 𝑡) ) + 1
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İspat: Bu eşitliği ispatlamak için Binet formülünü, (s,t)-Pell sayılarını ve 

𝛼1(𝑠, 𝑡)𝛼2(𝑠, 𝑡) = −𝑡, 𝛼1
−1(𝑠, 𝑡) = −𝛼2(𝑠, 𝑡)𝑡−1, 𝛼2

−1(𝑠, 𝑡) = −𝛼1(𝑠, 𝑡)𝑡−1 

eşitliklerini kullanacağız. 

∑(−1)𝑖𝑃𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)  =
1

𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡)
(∑(−1)𝑖(𝛼1

𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)

𝑛

𝑖=0

− 𝛼2
𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡))

𝑛

𝑖=0

 

 

=
1

𝛼1(𝑠, 𝑡) − 𝛼2(𝑠, 𝑡)
(

𝛼1
𝑟(𝑠, 𝑡)(1 + (−1)𝑛𝛼1

𝑎(𝑛+1)
(𝑠, 𝑡))

1 + 𝑟1
𝑎(𝑠, 𝑡)

−
𝛼2

𝑟(𝑠, 𝑡)(1 + (−1)𝑛𝛼2
𝑎(𝑛+1)

(𝑠, 𝑡))

1 + 𝛼2
𝑎(𝑠, 𝑡)

) 

  

 

=
𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−1)𝑛𝑃𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  − (−𝑡)𝑟𝑃𝑎−𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)𝑎(−1)𝑛𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)𝑎 + (𝑃𝑎+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃𝑎−1(𝑠, 𝑡) ) + 1
 

istenen sonuç elde edilmiş olur. 

 

Sonuç 4.2.7. a=2p+1 ise aşağıdaki eşitlik elde edilir. 

∑(−1)𝑖𝑃(2𝑝+1)𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)

𝑛

𝑖=0

=

𝑃𝑟(𝑠, 𝑡) + (−1)𝑛𝑃(2𝑝+1)(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)

−(−𝑡)𝑟𝑃2𝑝+1−𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)2𝑝+1(−1)𝑛𝑃(2𝑝+1)𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)2𝑝+1 + (𝑃2𝑝+2(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃2𝑝(𝑠, 𝑡) ) + 1
 

 

p=0, a=1 ve r=0 ise 

∑(−1)𝑖𝑃𝑖(𝑠, 𝑡)  =

𝑛

𝑖=0

(−1)𝑛(𝑃𝑛+1(𝑠, 𝑡)  − 𝑡𝑃𝑛(𝑠, 𝑡) ) − 1

3 − 𝑡
 

elde edilir. 

p=1,  a=3,  r=0 ise 

∑(−1)𝑖𝑃3𝑖(𝑠, 𝑡)  =

𝑛

𝑖=0

(−1)𝑛(𝑃3(𝑛+1)(𝑠, 𝑡)  − 𝑡3𝑃3𝑛(𝑠, 𝑡) ) − 𝑡 − 4

−𝑡3 + 6𝑡 + 9
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elde edilir. 

 

Sonuç 4.2.8.  a=2p ise aşağıdaki eşitlik elde edilir. 

∑(−1)𝑖𝑃2𝑝𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)  

𝑛

𝑖=0

=
𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−1)𝑛𝑃2𝑝(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  − (−𝑡)𝑟𝑃2𝑝−𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)2𝑝(−1)𝑛𝑃2𝑝𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)2𝑝 + (𝑃2𝑝+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃2𝑝−1(𝑠, 𝑡) ) + 1
 

p=1 için 

∑(−1)𝑖𝑃2𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)  

𝑛

𝑖=0

=
𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−1)𝑛𝑃2(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  − (−𝑡)𝑟𝑃2−𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)2(−1)𝑛𝑃2𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) 

𝑡2 + 2𝑡 + 5
 

sonucu görülür. 

 

Teorem 4.2.9. 𝑡 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ ve a,r sabit tamsayı ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere 

aritmetik indeksli (s,t)- Pell dizisinin üreteç fonksiyonu aşağıdaki gibidir. 

∑ 𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑃𝑡,𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑥(2𝑃𝑡,𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑃𝑡,𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡))

(1 − 2𝑥 − 𝑡𝑥2)
 

İspat: (s,t)-Pell dizisinin üreteç fonksiyonunun tanımından 

∑ 𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛 = 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥 + ∑ 𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=2

∞

𝑛=0

 

= 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥 + ∑ (2𝑃𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑃𝑎(𝑛−2)+𝑟(𝑠, 𝑡)) 𝑥𝑛

∞

𝑛=2

 

= 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥

+ 2𝑥 ∑ 𝑃𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛−1 + 𝑡𝑥2 ∑ 𝑃𝑎(𝑛−2)+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛−2

∞

𝑛=2

∞

𝑛=2

 

eşitliği elde edilir.  

j=n-2 ve l=n-1 olsun. 
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∑ 𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥

+ 2𝑥(∑ 𝑃𝑎𝐼+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝐼 − 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)) + 𝑡𝑥2 ∑ 𝑃𝑎𝑗+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑗

∞

𝑛=2

∞

𝐼=0

 

= 𝑃𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥 − 2𝑥𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)

+ 2𝑥 ∑ 𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛 + 𝑡𝑥2 ∑ 𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

∑ 𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑃𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑥(2𝑃𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑃𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡))

(1 − 2𝑥 − 𝑡𝑥2)
 

bu şekilde ispat tamamlanmış olur.  

 

Teorem 4.2.10.  (𝑠, 𝑡)-Pell ve (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas sayı  dizisinin toplam formülü  

𝑛𝜖ℕ 𝑣𝑒 𝑚, 𝑘𝜖ℤ  (−𝑡)𝑚 − 𝑄𝑚 ≠ −1  olduğu zaman  

∑ 𝑃𝑚𝑗+𝑘(𝑠, 𝑡) =
𝑃𝑘(𝑠, 𝑡) − 𝑃𝑚(𝑛+1)+𝑘(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑚(𝑃𝑚𝑛+𝑘(𝑠, 𝑡) − 𝑃𝑘−𝑚(𝑠, 𝑡))

1 + (−𝑡)𝑚 − 𝑄𝑚(𝑠, 𝑡)

𝑛

𝑗=0

 

ve  

∑ 𝑄𝑚𝑗+𝑘(𝑠, 𝑡) =
𝑄𝑘(𝑠, 𝑡) − 𝑄𝑚(𝑛+1)+𝑘(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑚(𝑄𝑚𝑛+𝑘(𝑠, 𝑡) − 𝑄𝑘−𝑚(𝑠, 𝑡))

1 + (−𝑡)𝑚 − 𝑄𝑚(𝑠, 𝑡)

𝑛

𝑗=0

 

şeklinde tanımlanır(Güleç, Taşkara 2012). 

 

Teorem 4.2.11.  (𝑠, 𝑡)-Pell ve (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas sayı dizisinin alterne  toplam formülü  

 𝑛𝜖ℕ 𝑣𝑒 𝑚, 𝑘𝜖ℤ  (−𝑡)𝑚 + 𝑄𝑚 ≠ −1  olduğu zaman  

∑(−1)𝑗𝑃𝑚𝑗+𝑘(𝑠, 𝑡)

𝑛

𝑗=0

=
𝑃𝑘(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑚(𝑛+1)+𝑘(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑚(𝑃𝑚𝑛+𝑘(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑘−𝑚(𝑠, 𝑡))

1 + (−𝑡)𝑚 + 𝑄𝑚(𝑠, 𝑡)
 

ve 

 



 

33 
 

∑(−1)𝑗𝑄𝑚𝑗+𝑘(𝑠, 𝑡)

𝑛

𝑗=0

=
𝑄𝑘(𝑠, 𝑡) + 𝑄𝑚(𝑛+1)+𝑘(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑚(𝑄𝑚𝑛+𝑘(𝑠, 𝑡) + 𝑄𝑘−𝑚(𝑠, 𝑡))

1 + (−𝑡)𝑚 + 𝑄𝑚(𝑠, 𝑡)
 

şeklinde tanımlanır (Güleç, Taşkara 2012). 

 

 

4.3. Aritmetik indeksli  (s.t)-Pell Lucas  Sayı Dizileri 

 

Tanım 4.3.1. 𝑄0(𝑠, 𝑡) = 2 ve 𝑄1(𝑠, 𝑡) = 2𝑠 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ, 𝑠2 + 𝑡 > 0, 𝑛 ≥ 1, 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0 

olmak üzere; 

𝑄𝑛+1(𝑠, 𝑡) = 2𝑠𝑄𝑛(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑄𝑛−1(𝑠, 𝑡) 

yineleme bağıntısı ile verilen {𝑄𝑛(𝑠, 𝑡)}𝑛=1
∞ şeklindeki tamsayı dizisine (s,t)-Pell Lucas 

sayı dizisi denir.  

𝛽1 = 𝑠 + √𝑠2 + 𝑡  ve 𝛽2 = 𝑠 − √𝑠2 + 𝑡 olmak üzere(s,t)-Pell Lucas dizisinin Binet 

formülü  𝑄𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑟1
𝑛 + 𝑟2

𝑛 şeklindedir.  

 

Teorem 4.3.2. 𝑡 ∈ ℛ ve 𝑎, 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere (s,t)-Pell Lucas dizisi aşağıdaki eşitliği 

sağlar. 

𝑄𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) = 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) − (−𝑡)𝑎𝑄𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

İspat: İspat için (s,t)-Pell dizisi için verilen aşağıdaki eşitliği kullanacağız. 

𝑃𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) = (𝑡𝑃𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑎+1(𝑠, 𝑡))𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

𝛽1
𝑛 + 𝛽2

𝑛 = 𝑃𝑛+1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑃𝑛−1(𝑠, 𝑡)ve   𝛽1𝛽2 = −𝑡 

eşitlikleri göz önünde bulundurularak 

(𝑡𝑃𝑡,𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎+1(𝑠, 𝑡))𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

 

= (𝛽1
𝑎 + 𝛽2

𝑎) (
𝛽1

𝑎𝑛+𝑟 − 𝛽2
𝑎𝑛+𝑟

𝛽1 − 𝛽2
) −(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

= (
𝛽1

𝑎(𝑛+1)+𝑟 − 𝛽2
𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝛽2

𝑎𝛽1
𝑎𝑛+𝑟 − 𝛽1

𝑎𝛽2
𝑎𝑛+𝑟

𝛽1 − 𝛽2
) −(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 
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=
𝛽1

𝑎(𝑛+1)+𝑟 − 𝛽2
𝑎(𝑛+1)+𝑟

𝛽1 − 𝛽2
+

𝛽2
𝑎𝛽1

𝑎𝑛+𝑟 − 𝛽1
𝑎𝛽2

𝑎𝑛+𝑟

𝛽1 − 𝛽2
−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

= 𝑃𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

= 𝑃𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

 

elde edilir. (s,t)-Pell dizisi  ve (s,t)-Pell Lucas dizisi arasındaki bağıntıdan 

𝑄𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

= 𝑡𝑃𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟+1(𝑠, 𝑡) 

= 𝑡[(𝑡𝑃𝑡,𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎+1(𝑠, 𝑡))𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟−1(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟−1(𝑠, 𝑡)] 

+(𝑡𝑃𝑡,𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎+1(𝑠, 𝑡))𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟+1(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟+1(𝑠, 𝑡) 

= (𝑡𝑃𝑡,𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎+1(𝑠, 𝑡))(𝑡𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟−1(𝑠, 𝑡) +

𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟+1(𝑠, 𝑡))−(−𝑡)𝑎(𝑡𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟+1(𝑠, 𝑡)) 

=𝑄𝑡,𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄𝑡,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) − (−𝑡)𝑎𝑄𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

istenen sonuca ulaşılmış olur.  

 

Teorem 4.3.3. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli (𝑠, 𝑡)-Pell 

Lucas dizisi için üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑄,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑄,𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑥(𝑄,𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄𝑟(𝑠, 𝑡))

1 − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥 + (−𝑡)𝑎𝑥2
 

şeklinde verilir. 

 

İspat:  

∑ 𝑄,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑄,𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑄𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥 + 𝑄2𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥2 + 𝑄,3𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥3 + ⋯ 

 

eşitliğini−𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥 ve (−𝑡)𝑎𝑥2 ile çarpalım. 
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𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥 ∑ 𝑄,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥 + 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥2 + 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄2𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥3

+ 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄,3𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥4 + ⋯ 

 

(−𝑡)𝑎𝑥2 ∑ 𝑄,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

  

= (−𝑡)𝑎𝑄,𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥2 + (−𝑡)𝑎𝑄𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥3 + (−𝑡)𝑎𝑄2𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥4 

    +(−𝑡)𝑎𝑄3𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥5 + ⋯ 

Yukarıdaki eşitlikleri ortak paranteze alırsak 

∑ 𝑄,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

(1 − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥 + (−𝑡)𝑎𝑥2) 

=𝑄𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑥(𝑄𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄𝑟(𝑠, 𝑡)) 

  +𝑥2(𝑄2𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎𝑄𝑟(𝑠, 𝑡))… 

 

∑ 𝑄,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑄𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑥(𝑄𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑄𝑟(𝑠, 𝑡))

1 − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥 + (−𝑡)𝑎𝑥2
 

aritmetik indeksli (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas dizisi için üreteç fonksiyonunu elde edilmiştir. 

 

Teorem 4.3.4. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli (𝑠, 𝑡)-Pell 

Lucas dizisi için toplam formülü 

∑ 𝑄𝑎𝐽+𝑟(𝑠, 𝑡) =

𝑛

𝐽=0

𝑄𝑎(𝑠, 𝑡) − 𝑄𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) − (−𝑡)𝑟𝑄𝑎−𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎𝑄𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)

1 − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎
 

şeklindedir. 

İspat: Aritmetik indeksli (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas dizisi için Binet formülü kullanılarak 

    

∑ 𝑄𝑎𝐽+𝑟(𝑠, 𝑡) = ∑ 𝛽1
𝑎𝐽+𝑟 + 𝛽2

𝑎𝐽+𝑟

𝑛

𝐽=0

𝑛

𝐽=0
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= 𝛽1
𝑟 ∑ 𝑟1

𝑎𝐽

𝑛

𝐽=0

+ 𝛽2
𝑟 ∑ 𝛽2

𝑎𝐽

𝑛

𝐽=0

 

      

                                                  = 𝛽1
𝑟 (

1 − (𝛽1
𝑎)𝑛+1

1 − 𝛽1
𝑎 ) + 𝛽2

𝑟 (
1 − (𝛽2

𝑎)𝑛+1

1 − 𝛽2
𝑎 ) 

= (
𝛽1

𝑟 − 𝛽1
𝑎(𝑛+1)+𝑟

1 − 𝛽1
𝑎 ) + (

𝛽2
𝑟 − 𝛽2

𝑎(𝑛+1)+𝑟

1 − 𝛽2
𝑎 ) 

sağlanır. Bu eşitlikte paydaları eşitlenirse  

=

𝛽1
𝑟 − 𝛽1

𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝛽2
𝑟 − 𝛽2

𝑎(𝑛+1)+𝑟

−𝛽1
𝑟𝛽2

𝑎 − 𝛽2
𝑟𝛽1

𝑎 + 𝛽1
𝑎𝛽2

𝑎(𝑛+1)+𝑟+𝛽2
𝑎𝛽1

𝑎(𝑛+1)+𝑟

1 − 𝛽1
𝑎 − 𝛽2

𝑎 + (𝛽1𝛽2)𝑎
 

 ve  𝛽1𝛽2 = −𝑡, 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡) = 𝛽1
𝑎 + 𝛽2

𝑎 eşitliklerinden.  

=

𝛽1
𝑟 + 𝛽2

𝑟 − (𝛽1
𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝛽2

𝑎(𝑛+1)+𝑟)

−(−𝑡)𝑟(𝛽1
𝑎−𝑟 − 𝛽2

𝑎−𝑟) + (−𝑡)𝑎(𝛽1
𝑎𝑛+𝑟 + 𝛽2

𝑎𝑛+𝑟)

1 − 𝑄𝑡,𝑎 + (−𝑡)𝑎
 

aşağıdaki sonuca varılır.. 

∑ 𝑄𝑎𝐽+𝑟(𝑠, 𝑡) =

𝑛

𝐽=0

𝑄𝑎(𝑠, 𝑡) − 𝑄𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) − (−𝑡)𝑟𝑄𝑎−𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎𝑄𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)

1 − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎
 

∑(−1)𝑖𝑃𝑎𝑖+𝑟(𝑠, 𝑡)  

𝑛

𝑖=0

=
𝑃𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−1)𝑛𝑃𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡)  − (−𝑡)𝑟𝑃𝑎−𝑟(𝑠, 𝑡)  + (−𝑡)𝑎(−1)𝑛𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) 

(−𝑡)𝑎 + (𝑃𝑎+1(𝑠, 𝑡)  + 𝑡𝑃𝑎−1(𝑠, 𝑡) ) + 1
 

 

Teorem 4.3.5. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli (𝑠, 𝑡)-Pell 

Lucas dizisi için aşağıdaki eşitlik geçerlidir. 

𝑃2𝑟𝑛(𝑠, 𝑡)

𝑃𝑛(𝑠, 𝑡)
= ∏ 𝑄2𝑟𝑛

𝑟−1

𝐽=0

(𝑠, 𝑡) 

İspat: Aritmetik indeksli (𝑠, 𝑡)-Pell dizisinin Binet formülü ve iki kare farkından 

𝑃2𝑟𝑛(𝑠, 𝑡)

𝑃𝑛(𝑠, 𝑡)
=

𝛽1
2𝑟𝑛 − 𝛽2

2𝑟𝑛

𝛽1
𝑛 − 𝛽2

𝑛  
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=
(𝛽1

2𝑟−1𝑛 + 𝛽2
2𝑟−1𝑛)(𝛽1

2𝑟−1𝑛 − 𝛽2
2𝑟−1𝑛)

𝛽1
𝑛 − 𝛽2

𝑛  

   

= 𝑐2𝑟−1𝑛(𝑠, 𝑡)
(𝛽1

2𝑟−2𝑛 − 𝛽2
2𝑟−2𝑛)(𝛽1

2𝑟−1𝑛 + 𝛽2
2𝑟−1𝑛)

𝛽1
𝑛 − 𝛽2

𝑛  

 = 𝑄2𝑟−1𝑛(𝑠, 𝑡)𝑄2𝑟−2𝑛(𝑠, 𝑡)
𝛽1

2𝑟−2𝑛 − 𝛽2
2𝑟−2𝑛

𝛽1
𝑛 − 𝛽2

𝑛  

    = 𝑄2𝑟−1𝑛(𝑠, 𝑡)𝑄2𝑟−2𝑛(𝑠, 𝑡) …
𝛽1

2𝑛 − 𝛽2
2𝑛

𝛽1
𝑛 − 𝛽2

𝑛  

= ∏ 𝑄2𝑟𝑛(𝑠, 𝑡)

𝑟−1

𝐽=0

 

sonucu elde edilir. 

 

 

4.4. Aritmetik indeksli Modifiye (s.t)-Pell Sayı Dizileri 

 

Tanım 4.4.1 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ, 𝑠2 + 𝑡 > 0, 𝑛 ≥ 1, 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0 olmak üzere; 𝑞0(𝑠, 𝑡) = 1 ve 

𝑞1(𝑠, 𝑡) = 𝑠 başlangıç şartlarıyla ve 

𝑞𝑛+1(𝑠, 𝑡) = 2𝑠𝑞𝑛(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑞𝑛−1(𝑠, 𝑡) 

yineleme bağıntısı ile verilen {𝑞𝑛(𝑠, 𝑡)}𝑛=1
∞  şeklindeki kümeye modifiye (s,t)-Pell 

dizisi denir.  

tssr  2

1  ve  𝑟2 = 𝑠 − √𝑠2 + 𝑡 olmak üzere modifiye (s,t)-Pell Lucas dizisinin 

Binet formülü  𝑞𝑛(𝑠, 𝑡) =
𝑟1

𝑛+𝑟2
𝑛 

2
  şeklindedir. 

 

Teorem 4.4.2. 𝑡 ∈ ℛ ve 𝑎, 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere modifiye (s,t)-Pell Lucas dizisi 

aşağıdaki eşitliği sağlar. 

𝑞𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) = 2𝑞𝑎(𝑠, 𝑡)𝑞𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) − (−𝑡)𝑎𝑞𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

İspat: İspat için (s,t)-Pell dizisi için verilen aşağıdaki eşitliği kullanacağız. 

𝑃𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) = (𝑡𝑃𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑎+1(𝑠, 𝑡))𝑃𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 
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𝑟1
𝑛 + 𝑟2

𝑛 = 𝑃𝑛+1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑃𝑛−1(𝑠, 𝑡)ve   𝑟1𝑟2 = −𝑡 

eşitlikleri göz önünde bulundurularak 

(𝑡𝑃𝑡,𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎+1(𝑠, 𝑡))𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟 

 

= (𝑟1
𝑎 + 𝑟2

𝑎) (
𝑟1

𝑎𝑛+𝑟 − 𝑟2
𝑎𝑛+𝑟

𝑟1 − 𝑟2
) −(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

= (
𝑟1

𝑎(𝑛+1)+𝑟 − 𝑟2
𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝑟2

𝑎𝑟1
𝑎𝑛+𝑟 − 𝑟1

𝑎𝑟2
𝑎𝑛+𝑟

𝑟1 − 𝑟2
) −(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

=
𝑟1

𝑎(𝑛+1)+𝑟 − 𝑟2
𝑎(𝑛+1)+𝑟

𝑟1 − 𝑟2
+

𝑟2
𝑎𝑟1

𝑎𝑛+𝑟 − 𝑟1
𝑎𝑟2

𝑎𝑛+𝑟

𝑟1 − 𝑟2
−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

= 𝑃𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

= 𝑃𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

elde edilir. (s,t)-Pell dizisi ve modifiye (s,t)-Pell dizisi arasındaki bağıntıdan 

2𝑠𝑞𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

= 𝑡𝑃𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎(𝑛+1)+𝑟+1(𝑠, 𝑡) 

= 𝑡[(𝑡𝑃𝑡,𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎+1(𝑠, 𝑡))𝑃𝑘,𝑎𝑛+𝑟−1(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟−1(𝑠, 𝑡)] 

+(𝑡𝑃𝑡,𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎+1(𝑠, 𝑡))𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟+1(𝑠, 𝑡)−(−𝑡)𝑎𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟+1(𝑠, 𝑡) 

= (𝑡𝑃𝑡,𝑎−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎+1(𝑠, 𝑡))(𝑡𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟−1(𝑠, 𝑡) +

𝑃𝑡,𝑎𝑛+𝑟+1(𝑠, 𝑡))−(−𝑡)𝑎(𝑡𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟−1(𝑠, 𝑡) + 𝑃𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟+1(𝑠, 𝑡)) 

=4𝑞𝑡,𝑎(𝑠, 𝑡)𝑞𝑡,𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡) − 2(−𝑡)𝑎𝑞𝑡,𝑎(𝑛−1)+𝑟(𝑠, 𝑡) 

istenen sonuca ulaşılmış olur.  

 

Teorem 4.4.3 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli modifiye 

(𝑠, 𝑡)-Pell dizisi için üreteç fonksiyonu 

∑ 𝑞𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑞𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑥(𝑞𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) − 2𝑞𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥𝑞𝑟(𝑠, 𝑡))

1 − 2𝑞𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥 + (−𝑡)𝑎𝑥2
 

 

şeklinde verilir. 
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İspat:  

∑ 𝑞𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

üreteç fonksiyonunu sırasıyla  −2𝑞𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥 ve (−𝑡)𝑎𝑥2 ile çarpalım. 

Eşitlikleri ortak paranteze alırsak 

∑ 𝑞𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

(1 − 2𝑞𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥 + (−𝑡)𝑎𝑥2) 

=𝑞𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑥(𝑞𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) − 2𝑞𝑎(𝑠, 𝑡)𝑞𝑟(𝑠, 𝑡)) + 𝑥2(𝑞2𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) −

2𝑞𝑎(𝑠, 𝑡)𝑞𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎𝑞𝑟(𝑠, 𝑡))… 

elde ederiz. 

∑ 𝑞𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑞𝑟(𝑠, 𝑡) + 𝑥(𝑞𝑎+𝑟(𝑠, 𝑡) − 2𝑞𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥𝑞𝑟(𝑠, 𝑡))

1 − 2𝑞𝑎(𝑠, 𝑡)𝑥 + (−𝑡)𝑎𝑥2
 

aritmetik indeksli modifiye (𝑠, 𝑡)-Pell dizisi için üreteç fonksiyonunu elde etmiş 

oluruz. 

 

Teorem 4.4.4. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli modifiye 

(𝑠, 𝑡)-Pell dizisi için toplam formülü 

∑ 𝑞𝑎𝐽+𝑟(𝑠, 𝑡) =

𝑛

𝐽=0

𝑞𝑎(𝑠, 𝑡) − 𝑄𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) − (−𝑡)𝑟𝑄𝑎−𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎𝑄𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)

1 − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎
 

şekilndedir. 

İspat: Aritmetik indeksli modifiye (𝑠, 𝑡)-Pell dizisi için Binet formülü kullanılarak 

    

∑ 𝑞𝑎𝐽+𝑟(𝑠, 𝑡) =
1

2
∑( 𝑟1

𝑎𝐽+𝑟 + 𝑟2
𝑎𝐽+𝑟)

𝑛

𝐽=0

𝑛

𝐽=0

 

=
𝑟1

𝑟

2
∑ 𝑟1

𝑎𝐽

𝑛

𝐽=0

+
𝑟2

𝑟

2
∑ 𝑟2

𝑎𝐽

𝑛

𝐽=0

 

      

                                                  =
𝑟1

𝑟

2
(

1 − (𝑟1
𝑎)𝑛+1

1 − 𝑟1
𝑎 ) +

𝑟2
𝑟

2
(

1 − (𝑟2
𝑎)𝑛+1

1 − 𝑟2
𝑎 ) 
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=
1

2
(

𝑟1
𝑟 − 𝑟1

𝑎(𝑛+1)+𝑟

1 − 𝑟1
𝑎 ) +

1

2
(

𝑟2
𝑟 − 𝑟2

𝑎(𝑛+1)+𝑟

1 − 𝑟2
𝑎 ) 

sağlanır. Bu eşitlikte paydaları eşitlenirse 

=

𝑟1
𝑟 − 𝑟1

𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝑟2
𝑟 − 𝑟2

𝑎(𝑛+1)+𝑟

−𝑟1
𝑟𝑟2

𝑎 − 𝑟2
𝑟𝑟1

𝑎 + 𝑟1
𝑎𝑟2

𝑎(𝑛+1)+𝑟𝑟2
𝑎𝑟1

𝑎(𝑛+1)+𝑟

2(1 − 𝑟1
𝑎 − 𝑟2

𝑎 + (𝑟1𝑟2)𝑎)
 

ve 𝑟1𝑟2 = −𝑡, 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡) = 𝑟1
𝑎 + 𝑟2

𝑎 eşitliklerinden.  

=

𝑟1
𝑟 + 𝑟2

𝑟 − (𝑟1
𝑎(𝑛+1)+𝑟 + 𝑟2

𝑎(𝑛+1)+𝑟)

−(−𝑡)𝑟(𝑟1
𝑎−𝑟 − 𝑟2

𝑎−𝑟) + (−𝑡)𝑎(𝑟1
𝑎𝑛+𝑟 + 𝑟2

𝑎𝑛+𝑟)

1 − 𝑄𝑡,𝑎 + (−𝑡)𝑎
 

aşağıdaki sonuca varılır. 

∑ 𝑞𝑎𝐽+𝑟(𝑠, 𝑡) =

𝑛

𝐽=0

𝑞𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑞𝑎(𝑛+1)+𝑟(𝑠, 𝑡) − (−𝑡)𝑟𝑞𝑎−𝑟(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎𝑞𝑎𝑛+𝑟(𝑠, 𝑡)

1 − 𝑄𝑎(𝑠, 𝑡) + (−𝑡)𝑎
 

 

Teorem 4.4.5. 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑁 ve 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 − 1 olmak üzere aritmetik indeksli modifiye 

(𝑠, 𝑡)-Pell dizisi için aşağıdaki eşitlik geçerlidir. 

𝑃2𝑟𝑛(𝑠, 𝑡)

𝑃𝑛(𝑠, 𝑡)
= ∏ 𝑞2𝑟𝑛

𝑟−1

𝐽=0

(𝑠, 𝑡) 

İspat: Aritmetik indeksli modifiye (𝑠, 𝑡)-Pell dizisinin Binet formülü ve iki kare 

farkından 

𝑃2𝑟𝑛(𝑠, 𝑡)

𝑃𝑛(𝑠, 𝑡)
=

𝑟1
2𝑟𝑛 − 𝑟2

2𝑟𝑛

𝑟1
𝑛 − 𝑟2

𝑛  

=
(𝑟1

2𝑟−1𝑛 + 𝑟2
2𝑟−1𝑛)(𝑟1

2𝑟−1𝑛 − 𝑟2
2𝑟−1𝑛)

𝑟1
𝑛 − 𝑟2

𝑛  

   

= 2𝑞2𝑟−1𝑛(𝑠, 𝑡)
(𝑟1

2𝑟−2𝑛 − 𝑟2
2𝑟−2𝑛)(𝑟1

2𝑟−1𝑛 + 𝑟2
2𝑟−1𝑛)

𝑟1
𝑛 − 𝑟2

𝑛  

 = 22𝑞2𝑟−1𝑛(𝑠, 𝑡)𝑞2𝑟−2𝑛(𝑠, 𝑡)
𝑟1

2𝑟−2𝑛 − 𝑟2
2𝑟−2𝑛

𝑟1
𝑛 − 𝑟2

𝑛  



 

41 
 

    = 2𝑟𝑞2𝑟−1𝑛(𝑠, 𝑡)𝑞2𝑟−2𝑛(𝑠, 𝑡) …
𝑟1

2𝑛 − 𝑟2
2𝑛

𝑟1
𝑛 − 𝑟2

𝑛  

= ∏ 𝑞2𝑟𝑛(𝑠, 𝑡)

𝑟−1

𝐽=0

 

sonucu elde edilir. 
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BÖLÜM 5 

 

 SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada, Fibonacci sayı dizisinin temel tanımı üzerinden hareketle başlangıç 

koşulları çeşitlendirilerek çeşitli sayı dizileri elde edilmiştir. Bu elde edilen özellikler 

kullanılarak, aritmetik indeksli k-Fibonacci, k-Lucas ve k-Jacobsthal Lucas sayı 

dizilerinin karakteristik özellikleri incelenmiş ve bu diziler arasındaki ilişkiler, Binet 

formülleri, üreteç fonksiyonlar, toplam formülleri gibi önemli teoremler ve ispatlar 

ortaya konulmuştur. 

Bu özelliklerin ışığında, üçüncü bölümde aritmetik indeksli k-Pell ve k-Pell Lucas sayı 

dizilerinin yineleme bağıntıları türetilmiştir. İkinci ve üçüncü bölümlerde sunulan 

tanımlar ve özellikler, dördüncü bölümdeki özgün çalışmanın temelini oluşturmuştur. 

Bu bölümde, (s,t)-Pell ve (s,t)-Pell Lucas sayı dizileri üzerine yoğunlaşılmış; 

yinelemeli bağıntıları, binet formülleri, üreteç fonksiyonları ve toplam formülleri gibi 

konular ele alınmıştır. 

Bu araştırmanın yöntemleri ve bulguları, (s,t)-Pell ve (s,t)-Pell Lucas sayı dizilerinin 

daha birçok özelliğine ulaşma potansiyelini ortaya koymaktadır. Gelecekteki 

çalışmalarda, bu özellikler ve yöntemler kullanılarak bu sayı dizilerinin daha geniş bir 

yelpazede incelenebileceği öngörülmektedir. 
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