€¢0¢ SIAVIN

MIYeWaNeN - 1201, SUeSIT Yasyn X

NSHV NVINSO

TURKiIYE CUMHURIYETI
GAZIANTEP UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

ARITMETIK INDEKSLI GENELLESTIRILMIS PELL
VE PELL LUCAS SAYI DIZILERI

MATEMATIK
YUKSEK LiSANS TEZi

OSMAN AKSU
MAYIS 2023



ARITMETIK INDEKSLI GENELLESTIRILMIS PELL
VE PELL LUCAS SAYI DIZILERI

Gaziantep Universitesi
Matematik

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman
Dog. Dr. Siikran UYGUN

Osman AKSU

Mayis 2023



©2023[Gaziantep Universitesi]



Tlgili tezin akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigimi ve kullanilan tiim
literatiir bilgilerinin referans gosterilmek suretiyle tezde yeraldigimi beyan
ederim.

Osman AKSU



ABSTRACT

ARITHMETIC INDEXES k- PELL VE k- PELL LUCAS NUMBERS
SEQUENCES

AKSU, Osman
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Siikran UYGUN
May 2023
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Special integer sequences are among the extensively studied topics in number theory.
The thesis consists of five chapters. The fourth chapter constitutes the original part of
the thesis. Research has been conducted on arithmetic-indexed generalized Pell and
Pell Lucas number sequences. The first chapter provides a historical overview of the
golden ratio, Pell number sequences, Fibonacci number sequences, Pell-Lucas number
sequences, k-Pell, and k-Pell Lucas number sequences. The second and third chapters
cover topics that contribute to the derivation of the thesis's fundamental findings. Some
of these topics include arithmetic-indexed k-Fibonacci numbers, arithmetic-indexed k-
Lucas numbers, arithmetic-indexed k-Jacobsthal numbers, arithmetic-indexed k-
Jacobsthal Lucas numbers, and arithmetic-indexed k-Pell and k-Pell Lucas number
sequences. In the fourth chapter, utilizing these topics, the definition, Binet formula,
summation formula, generating function, alternative summation formulas, and proofs
of several theorems are provided for arithmetic-indexed (s,t)-Pell and (s,t)-Pell Lucas
number sequences, as well as arithmetic-indexed modified (s,t)-Pell number
sequences. The fifth and final chapter of this thesis presents the conclusions and
recommendations.

Key Words: Fibonacci number sequence, Pell and Pell Lucas number sequence,
k-Pell and k-Pell Lucas number sequence, Jacobsthal number sequence,
(s,t)-Pell and (s,t)-Pell Lucas number sequence, arithmetic index (s,t)-
Pell and (s,t)-Pell Lucas number sequence, arithmetic index k-Pell and k-
Pell Lucas number sequence.



OZET

ARITMETIK iNDEKSLI k- PELL VE k- PELL LUCAS SAY| DiZiLERIi

AKSU, Osman
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Dog. Dr. Siikran UYGUN
Mayis 2023
45 sayfa

Ozel tamsay1 dizileri, sayilar teoresinde yogun ¢alisma alanina sahip konulardan
birisidir. Tez bes boélimden olusmaktadir. Doérdiincli boliim tezin 6zgiin kisminm
olusturmaktadir. Aritmetik indeksli genellestirilmis Pell ve Pell Lucas say1 dizileri
lizerine ¢alisma yapilmistir. Birinci boliimde altin oran, Pell say: dizileri, Fibonacci
say1 dizileri, Pell-Lucas say1 dizileri k-Pell ve k-Pell Lucas say1 dizilerinin
tarihcesinden bahsedilmistir. ikinci ve iiciincii boliimlerde ise tezin temel bulgularinin
elde edilmesine yardimci olacak konulara yer verilmistir. Bu konulardan bazilari
aritmetik indeksli k-Fibonacci sayilari, aritmetik indeksli k-Lucas sayilari, aritmetik
indeksli k-Jacobsthal sayilari, aritmetik indeksli k-Jacobsthal Lucas sayilari, aritmetik
indeksli k-Pell ve k-Pell Lucas say:1 dizileri gibi konulara deginilmistir. Dordiincii
boliimde ise bu konulardan faydalanarak aritmetik indeksli (s,t)-Pell ve (s,t)-Pell Lucas
say1 dizileri ve aritmetik indeksli modifiye (s,t)-Pell say1 dizilerinin tanimi, binet
formiilii, toplam formiilii, iirete¢ fonksiyonu, alterne toplam formiilleri ve birgok
teorem ispatlar1 elde edilmistir. Bu tezin son bélimii olan besinci boliimiinde ise
sonuclara ve onerilere yer verilmistir.

AnahtarKelimeler: Fibonacci sayi dizisi, Pell ve Pell Lucas say1 dizisi,
k-Pell ve k-Pell Lucas say1 dizisi, Jacobsthal say1 dizisi, (S,t)-Pell
ve (s,t)-Pell Lucas say1 dizisi, aritmetik indeksli (s,t)-Pell ve (s,t)-
Pell Lucas say1 dizisi, aritmetik indeksli k-Pell ve k-Pell Lucas
say1 dizisi.
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BOLUM 1
GIRIS

Fibonacci sayilari, bir saymnin kendisinden 6nce gelen iki sayinin toplamiyla olusan bir
ardisik tam say1 dizisidir. Ilk terimleri genellikle 0 ve 1 olarak kabul edilir ve ardisik
terimler bu iligkiyi siirdiirerek devam eder: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,... Bu
sayilar, dogal fenomenlerde, matematiksel modellemelerde ve sanatsal yapilarda
belirli diizenliliklerle iliskilendirilmistir. Fibonacci sayilari ile yakindan iligkili olan
Altin oran, matematiksel hesaplamalar, finansal analizler ve algoritma tasarimlarinda
yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Fibonacci dizisi teorik olarak sonsuza kadar
genisgler ve her bir terim, kendinden dnce gelen iki terimin toplamina esittir. Spiral
yapilar, bitki dallanmalar1 ve dikdortgen alanlart gibi bir¢ok dogal ve yapay olgunun
Fibonacci sayilart ile uyumlu oldugu gozlemlenmistir. Bu benzersiz say1 dizisi,
matematiksel arastirmalar, bilimsel analizler ve yaratici sanat ¢aligmalar i¢in ilgi
¢ekici bir konu olmustur.

1+2\/§ =~1.618 olarak bilinen Altin oran sayis1 M.O. 300 yillarinda Euclid’in elementler

adli eserinde ilk kez ortaya konmustur. Daha sonra, italyan matematik¢i Fibonacci
Altin oran sayist lizerine ¢aligmalar yapmistir. Fibonacci sayi dizisinin dzellikleri
matematikgileri hala biiyiilemektedir. Bu say1 dizilerinin 6zellikleri birgok matematik
alaninda kullanim bulmaktadir. Ayarica, Avrupa’da Ronesans donemi sirasinda bir¢cok
mimar ve sanatgt eserlerini olustururken "Altin oran" adi verilen bir sayiy1
kullanmiglardir.

Son zamanlarda Fibonacci, Pell, Pell Lucas, modifiye Pell, Jacobsthal, Jacobsthal
Lucas, dizileri herhangi bir pozitif k reel sayis1 i¢in genellestirilmistir. Bu reel sayiy1
kullanarak Falcon k- Fibonacci ve k-Lucas say1 dizilerini tanimlamigtir. Zamanla, say1
dizilerinin genellestirilmesi konusundaki c¢alismalar literatiire kazandirilmistir.
Ornegin; 2005 yilinda Ocal, Tuglu ve Altiisik k-genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
sayilarini tanimlamislardir. 2014 yilinda Catarino ve Vasco k-Pell, modifiye k-Pell ve
k-Pell Lucas dizileri hakkinda galismalar yapmislardir. Hatta, bu sayi1 dizilerinin gesitli
ozelliklerini elde etmek amaciyla bu dizilerin matris gosterimi tanimlanmistir.

Aritmetik indeksli say1 dizileri, ilk kez 2009 yilinda Falcon ve Plaza tarafindan
“Aritmetik Indeksli k-Fibonacci Sayilar1” baslig1 altinda literatiire kazandirilmustir.
2012 yilinda Falcon, aritmetik indeksli k-Lucas sayilariyla ilgili g¢aligmasini
yayimlamigstir. Jhala, D Rathore ve Sisodiya ise 2014 yilinda aritmetik indeksli k-
Jacobsthal say1 dizilerini incelemislerdir. Ay yil igerisinde Singh ve arkadaslari,
aritmetik indeksli k-Lucas sayilarinin toplam formiillerini incelemislerdir. Uygun ise
2016 yilinda aritmetik indeksli k-Jacobsthal Lucas say1 dizilerini ele almigtir. Catarino



ve ekibi, aritmetik indeksli k-Pell, k-Pell Lucas ve modifiye k-Pell say1 dizilerini
incelemiglerdir. 2016 yilinda Somnuk Sriprad, Pell ve Pell Lucas say1 dizilerinin iki
parametreye bagli genellestirilmis hallerini matris kullanarak olusturmustur. Bu
genellestirilmis dizilere ““(s,t)-Pell” ve “(s,t)-Pell Lucas” dizileri adin1 vermistir. Ayni
yil igerisinde Giile¢ ve Taskara da “(s,¢)-Pell” ve “(s,¢)-Pell Lucas” dizilerinin
Ozelliklerini ve matris gosterimlerini ¢alismiglardir.

Bu calismamizda, cesitli 6zel say1 dizileri kisaca tanimlanmis ve temel 6zellikleri
sunulmustur. Bu say1 dizileri temel alinarak olusturulan aritmetik indeksli 6zel say1
dizileri ile ilgili literatiirde yer alan bazi dzellikler verilmistir. Ozellikle, Pell say1
dizilerinin bir genellestirmesi olan k-Pell say1 dizileriyle liretilen aritmetik indeksli
dizilerin 6zellikleri ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bu ¢alisma ayni1 zamanda k-Pell
Lucas say1 dizileri i¢in de gerceklestirilmistir. Bununla birlikte, Pell say1 dizilerinin
baska bir genellestirmesi olan (S,t)-Pell say1 dizileriyle elde edilen aritmetik indeksli
dizilerin 6zellikleri de ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bu caligma ayni zamanda
(s,t)-Pell Lucas ve modifiye (s,t)-Pell Lucas say1 dizileri igin de genis kapsamli olarak
gerceklestirilmistir.



BOLUM 2
ARITMETIK INDEKSLI SAYI DIiZILERi

2.1. Aritmetik Indeksli k-Fibonacci Sayilar

Tezin bu kisminda aritmetik indeksli k-Fibonacci say1 dizileri igin gesitli toplam
formiilleri ve bazi1 bagmntilar incelenmistir. Aritmetik indeksli k-Fibonacci sayilari
dizisi tanimlanip ilgili temel bazi 6zellikleri verilmistir. Bu boliimdeki bilgiler [10]
nolu kaynaktan alinmistir.

Tanim 2.1.1. Baglangic sartlar1 Fy = 0, F; = 1 olmak iizere;
Foypy=F+F4 (n=1)

yineleme bagintisina sahip {F,}n-; diziye Fibonacci sayi dizisi denir.

: : A 1 1+/5 1-V5 N
Fibonacci say1 dizisinin Binet formiilii z; = —  VeZy = — olmak tizere
zy' -z . . o Fnya <
E, = seklinde tanimlanir. Bu formiilden yararlanarak lim = Z, oldugu
Z1—Zy n—oo FTl

1+v/5

asikardir. Zz; = degerine “Altin oran” denir.

Tamm 2.1.2. k,n € Z* ve baslangi¢ sarti F o = 0,F; = 1 olmak tizere yineleme
bagintisi

Fk,n+1 = ka,n + Fk,n—l (n = 1)

ile gosterilen say1 dizisine k-Fibonacci say1 dizisi denir. (Falcon, Plaza 2009)

) e e . vy k+Vk2+4 k—Vk2+4
k-Fibonacci dizisi igin Binet formiilii zy ; = — k2 T T, olmak
luzere

n n
Zk1 — Zk,2
Fk,n =
Zk1 — Zk,2

ile verilir. Burada kokler arasindaki baginti soyledir.
Zga tZkp =k ZgaZiy = -1



(Falcon, Plaza 2009)
Lemma 2.1.3. n € Z olmak iizere

Zi1 + Zk2 = Fipr + Fint
saglanir. (Falcon, Plaza 2009)

Ispat: Lemma nin ispat1 i¢in Binet formiilii kullanilirsa:

1
— n+1 n+1 n-—1 n-—1
Fynir + Fen-1 = ———— (zi3' =25t + 20t — z3Y)
Zk1 — Zk,2

1 n ( 1 n 1
= z Zk1+—)—Z Zyo +—
Zk,1—Zk,2< .1 ’ Zka k.2 ’ Zk,2

1
= ——— 2k (21 = Zk2) + Zka(Zka — ZK2)=Zka + Zk 2
k17 Zk,2

sonucuna ulasilir. Bu da ispat i¢in istenilen esitliktir.

Lemma 2.1.4. a,r,n € Z olmak iizere

Fk,a(n+2)+r = (Fk,a—l + Fk,a+1)Fk,a(n+1)+r - (_1)aFk,an+r

aritmetik indeksli k-Fibonacci dizileri yukaridaki esitligi saglar. (Falcon, Plaza 2009)

Teorem 2.1.5. Aritmetik indeksli k-Fibonacci dizisi i¢in tirete¢ fonksiyonu

z F X" = Fk,r + (_1)TFk,a—rx
. foantr 1— Ligx + (—1)2x2
n=

seklinde tanimlanir. (Falcon, Plaza 2009)

Teorem 2.1.6. Aritmetik indeksli k-Fibonacci sayilari igin toplam formiilii

n
z Fo = Fk,a(n+1)+r - (_1)aFk,an+r — Fyr — (_1)TFk,a—r
=0 foatdr = Fk,a+1 + Fk,a—l - (_1)a -1

=

ile verilir. (Falcon, Plaza 2009)
“a” indisinin tek veya ¢ift olmasi1 durumunda asagidaki esitlikler tiiretilmistir:

Sonug¢ 2.1.7. a=2p+1 i¢in aritmetik indeksli k-Fibonacci sayilari igin toplam formiilii



n
z Fk,(2p+1)i+r
i=0

. Fk,(2p+1)(n+1)+r - (_1)2p+1Fk,(2p+1)n+r - Fk,r - (_1)rFk,(2p+1)—T

Fyaps2 + Fi2p
seklinde verilir.

a=2p icin aritmetik indeksli k-Fibonacci sayilari toplam formiili

n
Z F o Fk,Zp(n+1)+r - (_1)2ka,2pn+r - Fk,r - (_1)TFk,2p—r
. fozpttr Frops1 + Fiop-1— 2

= , ,

Teorem 2.1.8. Aritmetik indeksli k-Fibonacci sayilari i¢in alterne toplam formiili

n

Z(_l)ip - (=D"Famsryer — GO Fgnar + Fep + (1) Fy gy
k,ai+r Fk,a+1 + Fk,a—1 + (_1)(1 +1

i=0

ile verilir. (Falcon, Plaza 2009)

2.2. Aritmetik Indeksli k-Lucas Sayilar

Bu bolimde aritmetik indeksli k- Lucas sayilari incelenecektir.  Bu dizinin
elemanlarinin toplami hesaplanacak ve ardindan tek ve ¢ift indisli aritmetik indeksli
k-Lucas sayilar1 i¢in formiiller bulunacaktir. Daha sonra bu sayilarin iireteg
fonksiyonunu elde edilecektir. Alterne aritmetik indeksli k-Lucas sayilar1 i¢inde ayni
formiiller tiiretilecektir.

Bu boliim [12] nolu referans kullanilarak olusturulmustur.

Tamm 2.2.1. [, = 2, [; = 1 baslangig sartlari igin 1, = I, + [,,_; Yineleme
bagmtisina sahip {l,,}n=; diziye Lucas say1 dizisi denir.

e 1 1+V5 1-V5 .
Lucas dizisinin Binet formiilii m; = — o Vvem; = —— olmak iizere

l, = m!" + m¥ seklindedir.

Binet formiiliinden lim ’;“ = m, elde edilebilir.

n—-oo in

Tamm 2.2.2. k,n € Z*ve baslangig sartlar o = 2, ;.1 = k olmak iizere yineleme
bagintisi



bentr = klgn + len-1
ile ifade edilen diziye k-Lucas dizisi denir.
k-Lucas dizisinin elemanlari igin Binet formula I, ,, = my; ; + mj , dir.
Karekteristik denklemi m? — km — 1 = 0 seklinde olan denklemin kokleri

_ k+Vk2+4 _ k—Vk?+4
My = My =

olup kokler arasinda agagidaki gibi bagintilar mevcuttur:
My + My =k, M imy, =—1, my, —my, =Vk? +4
k-Fibonacci ile k-Lucas sayilar1 arasinda
len = Fien-1 + Fignea
bagintis1 saglanir. (Falcon 2012)

Teorem 2.23.a,7r € N ve 0 <r < a — 1 olmak iizere aritmetik indeksli k-Lucas
sayilari i¢in yineleme bagintisi

lk,a(n+1)+r = lk,nlk,an+r + (_1)alk,a(n—1)+r
ile verilir. (Falcon 2012)

Teorem 2.2.4. k-Lucas sayilar1 i¢in iirete¢ fonksiyon

z [ x™ = (lk,r + lk,a+r - lk,alk,r)x
. kn 1— lk,ax + (_1)ax2
n=

seklinde tanimlanir.(Falcon 2012)

Teorem 2.2.5. (Aritmetik indeksli k-Lucas sayilar1 igin toplam formiilii)

a,r € N ve 0 <r <a-—1 o halde aritmetik indeksli k-Lucas sayilar1 igin toplam
formiilii

n
I ' _ lk,a(n+1)+r - (_1)alk,an+r + (_1)rlk,a—r - lk,r
— k.aj+r lk,a _ (_1)(1 _ 1

J

ile verilir. (Falcon 2012)
Sonug 2.2.6.

r=0 ve a=2p+1lolsun.



+1

n
_ lk,(2p+1)(n+1) + lk,(2p+1)n -2
le(2p+1)j = ]
=0 k,2p+1

r=0 ve a=2p segilsin.

n

lk,Zp(n+1) - lk,an
Zl"'zm =T a2 1
=0 k,2p

Teorem 2.2.7.a,r,n € N ve 0 <r < a — 1 olmak tizere aritmetik indeksli k-Lucas
sayilar1 i¢in alterne toplam formiilii

n
Z(_l)]’l ) — (_1)a+nlk,an+r + (_1)nlk,a(n+1)+r + (_1)rlk,a—r + lk,r
=0 i Lo — (D +1

(Falcon 2012)
Teorem 2.2.8. (k-Fibonacci sayilar1 ve k-Lucas sayilart arasindaki iliski)

r > 1 olsun. k-Fibonacci sayilari ve k-Lucas sayilart arasindaki ¢arpim iliskisi
asagidaki esitlik ile verilir.

r—1
Fk,zrn il I
F - k,2In
kn
j=0

(Falcon 2012)

Teorem 2.2.9. a,n € N olmak tizere aritmetik indeksli k-Fibonacci ve aritmetik
indeksli k-Lucas sayilar1 arasindaki iligki

lk,(a+4)n - lk,an = (kz + 4‘)Fk,(a+2)an,2n
(Falcon 2012)

2.3. Aritmetik Indeksli k-Jacobsthal Sayilar

Bu boliim [15] nolu kaynak kullamlarak olusturulmustur. Ilk olarak Horadam
tarafindan tanimlanmistir. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilarinin verilen
ozelliklerine ek olarak bazi 6zellikler de elde edilmistir.

Tanim 2.3.1. Baglangic sartlar1 j, = 0, j; = 1 olmak iizere; j,1q = ju + 2Jp-1

yineleme bagintisina sahip diziye {j, }n—, Jacobsthal sayi dizisi denir.



x? — x — 2 = 0 Karakteristik denkleminin kokleri; x; = 2, x, = —1 olmak iizere,

Jacobsthal sayilari igin Binet formiild, j, = # seklinde verilir. Dizinin ardisik

iki teriminin birbirine orani i¢in limit degeri, lim = = 2 dir.
n-co Jn

Jacobsthal dizisinin iirete¢ fonksiyonu;

3 e
n=0]n 1 —x—2x?

seklindedir (Horadam, 1996).

Tamm 2.3.2. k € R*ve n > 1 ve baslangig sart1 j, o = 0, ji1 = 1 olmak lizere

yineleme bagmtisi jy 41 = Kjgn + 2jin—1 ile gosterilen say1 dizisine k-Jacobsthal
say1 dizisi denir.

Karekteristik denklemi 2% = kA + 2 olan denklemin kokleri

k+Vk2+8 k—Vk2+8
2 ’ AR,Z a

Ak =
dir. Kokleri arasindaki baginti

Ak > Az At + Az = Ky Apadiz = =2, Agq — Ay, = VE? +8

ile verilir. k-Jacobsthal sayilari i¢in Binet Formiilii

n _ n
_ Mka k,2
Aieq = A2

]k,n
seklindedir.
Lemma 2.3.3. n € Z*olmak iizere

/Ucl,l + /1;(1,2 = jk,n+1 + 2jk,n—1

esitligi elde edilir.(\Vasco, Catarino 2014)

Ispat: Binet formiiliinden ve Ak 1Ak 2 = —2 yararlanalim.

: : 1 _ _
Jen+1 t 2gn-1 = m (l’,@jl - /1;(1:51 + 211,:’11 - 21’,:,21) = A1+ A



Buradan da istenilen esitlik elde edilir.

jk,n+1 + zjk,n—l = /12,1 + /12,2

Lemma2.3.4.a,r € Nve0 <r < a— 1 olmak iizere aritmetik indeksli k-Jacobsthal
sayilar1 i¢in yineleme bagintisi

jk,a(n+2)+r = (ij,a—l +jk,a+1)jk,a(n+1)+r - (_z)ajk,an+r
seklindedir. (Vasco, Catarino 2014)

Teorem2.3.5.a,r € Nve 0 < r < a — 1 olmak iizere aritmetik indeksli k- Jacobsthal
sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu

Z , X" = jk,r + (_Z)rjk,a—rx

]k,an+r (1 _jk aX + (_Z)axz
n=0 !

seklinde verilir. (Vasco, Catarino 2014)

Teorem 2.3.6. a,r € Nve 0 < r < a — 1 olmak tizere aritmetik indeksli k-Jacobsthal
sayilari igin toplam formiili asagidaki gibi tanimlanir.

n - 3 " 3
Z] - Jkam+1)+r ~ (_Z)a]k,an+r —Jkr — (_Z)r]k,a—r
LT jiar1 + 2fka—1 — (=2)* =1

(Vasco, Catarino 2014)

Sonug 2.3.7. Eger a=2p+1 ise

n . . . .
Z] o Jk,2p+1)(n+1)+r — (_2)2p+1]k,(2p+1)n+r —Jkr — (_Z)T]k,(2p+1)—r
Ly e Jkapsa + 2kap — (2P -1

Eger a=2p ise

n . . . .
Z} o Jk2p(n+D)+r — (_2)2p]k,2pn+r —Jkr — (_Z)r]k,Zp—r
LT Jiape1 * 2kzp-1 — (—2)P —1

(Vasco, Catarino 2014)



Teorem 2.3.8.a,7 € Nve 0 < r < a — 1 olmak iizere aritmetik indeksli k- Jacobsthal
sayilar1 i¢in alterne toplam formiilii asagidaki gibi tanimlanir.

n
. -1 + (—1D)*(-2)% + s+ (=2)jk o
i: ’ , , ’
Z(_l) ' :( ) Jk,a(n+1)+r ( ) ( ) Jkan+r T Jkr ( )]ka r
L i ia + (2% +1
i=

esitlikleri gerceklenir. (Vasco, Catarino 2014)

2.4. Aritmetik indeksli k- Jacobsthal Lucas Dizileri

Bu boliim [20] nolu kaynak kullanilarak olusturulmustur. Bu boliimde k- Jacobsthal
Lucas sayilarinin tanimlar1 bazi 6zelliklerine yer verilmistir.

Tanim 2.4.1. Baslangic sartlari ¢, = 2 ve ¢; = 1 segilerek;
Cn41 =Cp+2¢cp_1 n=1
yineleme bagintisina sahip {c, }y=, diziye Jacobsthal Lucas dizisi denir.
Jacobsthal Lucas sayilari i¢in Binet formiilii, ¢, = 2™ + (—1)" olur. Dizinin ardisik

iki teriminin birbirine oraninin limit degeri lim =% = 2 seklindedir.
n—-oco Cn

Jacobsthal Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu;

z‘” Al 2—x
nzocnx T 1—x—2x2

seklinde verilir (Horadam, 1996).

Tamm 2.4.2. n € N,k € R*ve baslangi¢ kosullar1 ¢, = 2, ¢; = k olan k-Jacobsthal
Lucas dizisinin yineleme bagintisi

Crn = kCkn-1 + 2Ckn—
seklindedir. k-Jacobsthal Lucas sayilari i¢in Binet Formiilii asagidaki
Chn = ti1 ttko
seklindedir.

Teorem 243. ar€Nve0<r<a-—1olmak {iizere aritmetik indeksli k-
Jacobsthal Lucas sayilari arasindaki yineleme bagintisi asagidaki gibidir.

Cra(n+1)+r = Ck,aCkan+r — (_Z)ack,a(n—1)+r
(S. Uygun 2016)

Teorem 2.4.4. Aritmetik indeksli k-Jacobsthal Lucas sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu
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(o]
j— Cr,r + x(ck,a+r - Ck,ack,r)
Ck,aj+rx -

_ 1 —cpqax + (—2)%?
j=0 '

seklindedir. (. Uygun 2016)

Ispat: Aritmetik indeksli k-Jacobsthal Lucas sayilar1 igin iirete¢ fonksiyonunu
asagidski gibi gosterelim.

— 2
C(k,x,a,1) = Cxr + CrgirX + CroqirX” + .

Bu esitligi sirastyla ¢ o x ve (—2)%x? ifadeleri ile garpalim. Asagidaki esitliklere sahip
oluruz.

_Ck,axc(k: X, Q, r) = _Ck’ack'rx - Ck,ack,a+rx2 - Ck,ack,2a+rx3 — e,
(=2)%x2C(k,x,a,7) = (=2)%Crx? + (—2)*Chqirx® + (—2)%Cp2a7x* + .
C(k, x,a,r) ortak parentezine alirsak ispat elde edilir:

(1- Ck,ax+(_2)ax2) C(k,x,a,r) = Crr t+ x(ck,a+r - Ck,ack,r) + xz(ck,2a+r -

Ck,aCka+r — (_z)ack,r)+~ .

(1= crax + (=2)%%%) C(k, x,a,7) = cxr + X(Croarr — CraCir) + 0x% +0 + -

(00
E i Ckr + x(ck,a+r — Ck,aCkr

Coix) =
- foajtr 1= cpax + (—2)%x2
]:

Teorem2.4.5.a,r € Nve 0 < r < a — 1 olmak iizere aritmetik indeksli k-Jacobsthal
Lucas sayilar1 toplam formiilii:

Crr — (_z)rck,a—r — Cka(n+1)+r + (_z)ack,an+r

Crajir =
£, hatsr 1= Cea + (—2)°
]:

ile verilir. (S. Uygun 2016)

Sonuc¢ 2.4.6. Ozel bir durum olarak r = 0,a = 2p + 1 alalim. k-Jacosbsthal Lucas
sayilarinin tek terimlerinin toplami asagidaki gibidir:
n
Z c 27 Ckapt1 ~ Crep+nmin) T (=2)*P* 'k 2p+1)n
k2p+n)] 1= cpopsr +(—2)2PH1

j=0

Ozel bir durum olarak r = 0, a = 2p alalim. k-Jacosbsthal Lucas sayilarinin ¢ift
terimlerinin toplami agagidaki gibidir.

11



n
Z c L 2= Crop = Cropn+1) T (_Z)ZPCk,an
k,(2p)j 1— Crozp + (—2)%°

j=o

Ozel olarak p = 1 alindifinda cift indeksli k-Jacosbsthal Lucas sayilar1 i¢in toplam
formulii asagidaki gibi olur.

n
_ -2 —k*— Ck2(n+1) T 4Ck2n
2 = 1— k2

j=0

Teorem 2.4.7. a,reN ve 0 < r < a — 1 olmak iizere aritmetik indeksli k-Jacosbsthal
Lucas sayilarinin alterne toplam formula

n
Y (Degager =227 (=2 Ckamr + D" Ckatnnsr + CD" (D) Cansr
L R 1+ ¢+ (=2)°

]:

seklindedir. (S. Uygun 2016)

Teorem 2.4.8. a,reN, r > 1 alalim.

r—1
Ck2™n _ | |C _
- k.2In
Ckn :
J=0
esitligi saglanir.
Ispat:
g2'n _ ¢2'n tZT‘ln _ tzr‘ln
Ck2™n _ ka1 k2 _ ,.om1p , .2m-1p | lk1 k,2
- th — ¢ - (tk,l + tk,Z ) th — ¢t
Ckn k1~ lk2 k1~ k2
2T—2n 2T—2n
_ T2y 272 tk,l - tk,z
= Ck,zr‘ln(tkl Lk, ) o _n
k1~ k2

2n 2n
te1 — ti2

= Ck’zr—1an‘2r—2n - tn — tn
k,1 k,2

— n n
== Ck'zr—1an,2r—2n . (tk,l + tk‘z )

r—1

= | |Ck,2jn

j=0

12



Sonuc 2.4.9. Ozel olarak r = 1 i¢in

Ck,Zn

- Ck,n

Crn
esitligi gegerlidir. (S. Uygun 2016)

Teorem 2.4.10. a, neN olmak tizere aritmetik indeksli k-Jacobsthal ve k-Jacobsthal
Lucas sayilar1 i¢in asagidaki bagint1 gegerlidir:

Ck,(a+4)n — Cran = Ck,(a+2)n+1[Ck,Zn—l—Ck,2n+1] + Ck,(a+2)n(k2 + 8).
(S. Uygun 2016)

ak ,a(r—kK)

Teorem 2.4.11.  (t;5 ¢t 5 x| < 1 olmak tiizere k-Jacosbsthal Lucas sayilari igin

yakinsaklik yaricap1

r

Cai+rX =Z( )T

=0 k=0

toplam formiilii saglanir. (S. Uygun 2016)

13



BOLUM 3
ARITMETIK iNDEKSLI k-PELL ve k-PELL LUCAS DIiZIiLERI

3.1. Aritmetik indeksli k-Pell Say1 Dizileri

Bu boliimde aritmetik indeksli k-Pell ve k-Pell Lucas say1 dizileri tanimi ve
ozelliklerine yer verilmistir. Bir¢ok teorem ve lemma ispatlari ile verilmistir. Bu
boliim [8] nolu referans goz oniinde bulundurularak olusturulmustur.

Tanim 3.1.1.Baslangi¢ sartlar1 Py = 0 ve P; = 1 olmak iizere;
Ppy1 =2P+ P (n=1)
yineleme bagintisina sahip {P,},—, diziye Pell say1 dizisi denir.

Pell dizisinin Binet formiilii ; = 1 + V2, g, = 1 — /2 olmak iizere

P, = % seklindedir. Negatif indisli Pell say1 dizisi P_, = (—1)"*1P, seklinde

tanimlanir. Pell sayilarinin tirete¢ fonksiyonu

seklinde olup Simpson formiilii
Ppy1Pp-1 — Pn2 = (D"
bagintisi ile verilir. Kismi toplam formiilii

n

1
D Pe=sPaa+P- 1)
k=0

seklinde verilir (Koshy, 2014).

Tanmm 3.1.2.Baslangi¢ sartlar1 Pg =0, P,; = 1 olmak lzere; Pyn4q = 2Prp +
kPj ,_1 yineleme bagntisina sahip {Pk,n}:):l diziye k-Pell dizisi denir.

Pell dizisinin Binet formiilii p, ; = 1 + V1 + k ve g, = 1 — V1 + k olmak iizere

14



P = Hig1—Hicz
kn — _
Hk1—Hk,2

seklindedir.

Negatif indisli k-Pell say1 dizisi P, _,, = (—1)"*' Py ,, seklinde tanimlanir.

k-Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

X
n ——
ZPk,nx "1 —2x — kx?
n=0

seklinde verilir (Catarino, 2013).
Lemma 3.1.3. k € R,n € N olmak iizere

.ug,l + .ulrcl,z = Pk,n+1 + kPk,n—l

saglanir. (Catarino, Campos, Vasco 2020)

Ispat: Bu esitligi Binet formiilii ve Uk 1Mk 2 = —k kullanarak gosterelim
1 _ _
Pinss + kPin-y = o —(ueT" — wiez" + kuiia = k2"
1 n+1 n+1

(it — it = (b2 )Tt + (12 R 5")

Hi,1—Hk,2

(ﬂ?@ (k1 = tac2) + sie2 (prcn = llk,z))

Hk,1—Hk,2
_ ,n n
= Ui t Ui

esitligi gerceklemis olur.

Lemma 3.1.4. k € R,n € N ve a,r sabit tamsay1 0 < r < a — 1 olmak iizere

Pk,a(n+2)+r = (Pk,a+1 + kPk,a—l)Pk,a(n+1)+r - (_k)apk,an+r
saglanir. (Catarino, Campos, Vasco 2020)

Ispat: Bu esitligi Binet formiilii ve Uk 1Mk 2 = —k kullanarak gosterelim:

i1 k,2
K1~ U2

a(n+1)+r_”a(n+1)+r
(Pk,a+1 + kPk,a—l)Pk,a(n+1)+r = (.ulrcl,l + .ulrcl,z) ( )

_ 1 an+2)+r a(n+2)+r af, an+r an+r
1 _ ok — )
uk,r#k,z( k1 M2 (—k) (.uk,1 Hi,2 )

= Pk,a(n+2)+r+(_k)apk,an+r

15



Teorem 3.1.5. k € R,n € N ve a,r sabit tamsay1 0 < r < a — 1 aritmetik indeksli

k-Pell sayilari igin toplam formiilii ile verilir

n
Z p . = (_k)apk,an+r - Pk,a(n+1)+r + Pk,r + (_k)rpk,a—r
i—o0 foatsr (_k)a - (Pk,a+1 + kpk,a—l) +1

(Catarino, Campos, Vasco 2020)

Ispat: k-Pell dizisinin Binet formiiliinii ve geometrik seri acilimimi kullanarak ispati
yapalim.

n . .
al+r al+r
p _ M1 — Hi,2
k,ai+r — u m
_ — k1~ Hk,2

1 1
R s i T A
Ui 1—Hi,2 lil?,1 -1 .Ul(cl,z -1

_ (_k)apk,an+r - Pk,a(n+1)+r + Pk,r + (_k)rpk,a—r
(=k)% = (Prasr + kPra-1) + 1

Sonu¢ 3.1.6. Eger a=2p+1 ise aritmetik indeksli k-Pell sayilarinin tek indisli
terimlerinin toplamini agsagidaki gibi buluruz.

n
Z Py 2p+1)ier
i=0

_ (_k)2p+1pk,(2p+1)n+r - Pk,(2p+1)(n+1)+r + Pk,r + (_k)rpk,(2p+1)—r
(=k)#P+1 — (Peopiz + kPyop) + 1

(Catarino, Campos, Vasco 2020)

Ozel olarak da p=0, a=1 ve r=0 alalim.

n

Z o (=k)' Py — Puns1 + Pro + (=k)°Py 4
ol (_k)1 - (Pk,Z + kPk,O) + 1

i=0

_ (_k)Pk,n - Pk,n+1 +1
-k—-—2+1

=kPk,n'|'Pk,n+1_1
k+1

16



Sonug¢ 3.1.7. Eger a=2p ise aritmetik indeksli k-Pell sayilarinin ¢ift indisli terimlerinin
toplamini asagidaki gibi verilir.

n

Z p _ (_k)ZPPk,an+r - Pk,Zp(n+1)+r + Pk,r + (_k)rpk,Zp—r
k2pi+

=0 P (_k)Zp - (Pk,2p+1 + kPk,Zp—l) +1

Ozel olarak p=1 ve a=2 alalim.

n
Z P, .. _ (_k)zpk,2n+r - Pk,z(n+1)+r + Pk,r + (_k)rpk,z—r
Ly 1T (k)2 — (Pys + kPyy) + 1

(=k)?P2n+r—Piz2n+1)+r+Prr+(=K) Pra_r
(—k)2—(k+4+Kk)+1

_ksz,2n+r—Pk,z(n+1)+r+Pk,r+(—k)rpk,2—r
k?-2k-3

r=0 ve r=1 oldugunda denklemimiz asagidaki gibi olur.

n

il ksz,Zn B Pk,2n+2 + Pk,r + 2
=l k2 — 2k —3

i=0

n
_k?Pions1 — Peonez + Py +1—k
i=0

Teorem 3.1.8. a,7reNve 0 <r <a—1 olmak fiizere aritmetik indeksli k-Pell
sayilarinin alterne toplam formiilii asagidaki gibidir.

n
Z(_l)ip ' _ Pk,r + (_1)npk,a(n+1)+r - (_k)rpk,a—r + (_k)a(_l)npk,anﬂ”
i=0 T (_k)a + (Pk,a+1 + kPk,a—l) +1

(Catarino, Campos, Vasco 2020)

Ispat: Bu esitligi ispatlamak i¢in Binet formiiliinii, aritmetik indeksli k- Pell sayilari,

M 1Mr2 = —k, ,u,:i = —u k1, ,u,:% = —u 1k~ ve geometrik serinin 6zelliginden
n 1 n

D D Pty = ———— () (~ D@ - gl

e Mk = Hiz 4=

17



1 (14 C0mET) (14 (DS

(
Hia — Ui,2 14wy, 1+ pks

_ Pt (—D)"Praan)+r— (“K) Pra—r+ (k) (=) "Py anir
(_k)a+(Pk,a+1+kPk,a—1)+1

esitligi elde edilir.

Sonu¢ 3.1.9. Eger a=2p+1 ise aritmetik indeksli k-Pell sayilarinin tek indisli
terimlerinin alterne toplamini asagidaki gibidir.

n
Z (_1)ipk,(2p+1)i+r
i=0

_ Pk,r + (_1)nPk,(2p+1)(n+1)+r - (_k)rpk,2p+1—r + (_k)2p+1(_1)nPk,(2p+1)n+r
(=k)2P*1 + (Propsn + kProp) + 1

(Catarino, Campos, Vasco 2020)

p=0, a=1 ve r=0

n
Z(—l)iP I (_1)n(Pk,n+1 - kPk,n) -1
-~ ol 3—k
l:

n
31 K3+ 6k+09

i=0

a=2p ise aritmetik indeksli k-Pell sayilarinin tek indisli terimlerinin alterne toplamini
asagidaki gibi buluruz

n
D D Peapier
i=0

_ Pk,r + (_1)npk,2p(n+1)+r - (_k)rpk,Zp—r + (_k)Zp(_l)nPk,Zerr
(—k)?P + (Pk,2p+1 + kPk,Zp—l) +1

p=1 alindiginda asagidaki esitlik elde edilir.
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n
Z(_l)ip ' _ Pk,r + (_1)nPk,2(n+1)+r - (_k)rpk,z—r + (_k)z(_l)npk,ZnH"
A k2l = k? + 2k + 5

i=0

Teorem 3.1.10. k € R,n € Nve a,r sabittamsayive0 <r <a-—1

olmak lizere aritmetik indeksli k-Pell dizisinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir.

c Py — X(2P;, — P
Z Pk,an+rxn — k,r ( kr k,a+r)
n=0

(1—2x — kx?)

(Catarino, Campos, Vasco 2020)

Ispat: k-Pell dizisinin iireteg fonksiyonunun tanimindan

[0/0) [o.e]
- n _ n
fa,r(k; r) = 2 Pransrx”™ = Py + Prgyrx + Z Py ansrx
n=0 n=2

= Pk,r + Pk,a+rx + Z(zpk,a(n—1)+r iy kPk,a(n—2)+r)xn

n=2
= Pk,r + Pk,a+rx

+ 2x z Pk,a(n—l)+rxn_1 + kxz z Pk,a(n—2)+rxn_2
= n=

n=2 2

elde edilir. j=n-2 ve I=n-1 oldugu zaman

fa,r(k: T') = Pk,r + Pk,a+rx + ZX( Pk,a1+rx1 - Pk,r) + kxz z Pk,aj+rxj
I=0 n=2

[oe] [oe]
= Pk,r + Pk,a+rx - prk,r + 2x z Pk,an+rxn + kx? z Pk,an+rxn

n=0 n=0

Z p X" = Pk,r B x(zpk,r B Pk,a+r)
k.an+r - _ _ 2
o (1-2x — kx?)
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3.2 Aritmetik indeksli k-Pell Lucas Say1 Dizileri

Bu boliim [8] nolu referans goz onilinde bulundurularak olusturulmustur. Bu boliimde,
aritmetik indeksli k-Pell Lucas sayi dizileri tanimi ve bazi onemli o6zellikleri
verilmistir.

Tamm 3.2.1. Baglangic¢ sartlar1 Q, = 2 ve Q; = 2 olmak iizere;
Qni1 =20, tQpy (n=1)

yineleme bagmtisi ile verilen {Q,,}n=; kiimeye Pell Lucas say1 dizisi denir. Pell Lucas
say1 dizisinin terimleri pozitif tamsayilardan olusmaktadir.

Pell Lucas say! dizisinin Binet formiili y; = 1 ++/2, y, = 1 — /2 olmak iizere
Q,, = v + ¥} tamimlanir. Negatif indisli Pell Lucas say1 dizisi Q_,, = (—1)"**1Q,,
seklindedir.

Pell Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

seklinde tanimlandiktan sonra Simpson formiilii

Qn+10n-1 — Qrzl = 8(_1)n_1
bagintisi ile verilir. Kismi toplam formiilii

- 1
ZQR :E(Qn+1+Qn_2)

k=0
seklinde verilir (Koshy, 2014).

Pell ve Pell Lucas sayilar1 arasinda bazi esitlikler asagidaki gibidir. Bu esitlikleri Pell
ve Pell Lucas say1 dizilerinin Binet formiillerini kullanarak elde edebiliriz.

Ppin = 2PnBy — (—1)"Pp_n
Q2 =2P%2 + (—1)™
Qom = 2Q5 — 2(=1)™
PPy =Posmm+ (1)"P_,,mn€Z
Py = PuPy
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Pypni1 = BQns1 + (_1)n

1

Py = E (PnQn+1 + Pn+lQn)
1

Q2nt1 = E (8PnQn+1 + Qn+1Qn)

1
BiPpyqr = § (Qzns1 + 2(_1)n+1)
(Halict 2011).
Tanim 3.2.2. Baslangi¢ sartlar1 Qo = 2, Q1 = 2 olmak iizere;

Qk,n+1 = ZQk,n + ka,n—l (n= 1)

yineleme bagintisi ile verilen {Qk,n}:;l kiimeye k-Pell Lucas say1 dizisi denir.

k-Pell Lucas dizisinin Binet formiilii y,,; = 1 + V1 + k ve ¥, = 1 — V1 + k olmak
tizere Q. n = Vi1 + Vi seklindedir. Negatif indisli k-Pell Lucas say1 dizisi

Qi —n = (—1)"*1Q,, seklinde formiiliize edilir.

k-Pell Lucas sayilarmin iirete¢ fonksiyonu

Z‘” 0 n 2—2x
. kn X — kx?

seklinde tanimlanir (Catarino, Vasco, 2013).

Teorem 3.2.3. n € N olmak iizere k-Pell Lucas say1 dizisinin toplam formiilii

Qk n+1+kan
Q’”  k+1

seklindedir.
Teorem 3.2.4. a,r € Nve 0 <r < a — 1 olmak tizere

Pell Lucas dizisi i¢in alterne toplam formiilii asagidaki gibi tanimlanir.

\ 10, = Qr + (_1)nQa(n+1)+T — Qa—r + (=1)"Qun+r
z( e (Qa+1 +Qa-1) +1
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Teorem3.25.k € Rve n,a,r € Nve0 <r < a — 1 olmak iizere aritmetik indeksli
k-Pell Lucas dizisi asagidaki esitligi saglar.

Qk,a(n+1)+r - Qk,an,an+r - (_k)an,a(n—1)+r

kullanalim.

Pk,a(n+1)+r = (kPk,a—l + Pk,a+1)Pk,an+r_(_k)apk,a(n—1)+r
Bu esitligi ispatlamak icin su esitlikleri kullanabiliriz.
Yir + Viz = Pens1 + kPen-1 Ve Via1Vi2 = —k

(kpk,a—l + Pk,a+1)Pk,an+r_(_k)apk,a(n—1)+r

an+r an+r
Y1 —Vk2

Yk1 — Yk,2

= (Vl(cl,l + Vl?,z) ( >_(_k)apk,a(n—1)+r

a(n+1)+r a(n+1)+r a .,an+r a .an+r

Vi1 ~ VYk2 t Vi2Ve1  — ViaVk2 a

= _(_k) Pk,a(n—1)+r
Yk — Vk,2

am+)+r _ _a(n+1)+r a .an+r a .an+r
_ Vka V.2 Yi2Vi1  — YkaVk2 a
= + _(_k) Pk,a(n—1)+r

Y1 — Yk,2 Yk — Vk,2

= Pk,a(n+1)+r + (_k)apk,a(n—1)+r_(_k)apk,a(n—1)+r

= Pk,a(n+1)+r

Qk,a(n+1)+r = kPk,a(n+1)+r—1 + Pk,a(n+1)+r+1
= k[(kPya-1 + Peas1)Pransr-1—(K)*Pratn-1)+r-1]
+Pk,an+r+1_(_k)apk,a(n—1)+r+1
= (kPk,a—1 + Pk,a+1)(kpk,an+r—1 + Pk,an+r+1)
~(=k)*(kPyatn-1)+r-1 + Pratn-1+r+1)

:Qk,a Qk,an+r - (_k) . Qk,a(n—1)+r

Teorem 3.2.6.a,r € Nve 0 < r < a — 1 olmak tizere aritmetik indeksli k-Pell Lucas
dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

22



Z Q X" = Qk.r + x(Qk,a+r - Qk,an,r)
0 e 1= Qrax + (—k)x?
n=

seklinde verilir.

Ispat:

[e/0)
— 2 3
z Qk,an+rxn - Qk,r + Qk,a+rx + Qk,2a+rx + Qk,3a+rx + -

n=0

esitligini—Qy qx ve (—k)*x? ile ¢arpalim.

(o]
Qk,ax Z Qk,an+rxn
n=0

— 2 3 4
= Qk,an,rx + Qk,an,a+rx + Qk,an,2a+rx + Qk,an,3a+rx + -

(_k)axz z Qk,an+rxn = (_k)an,rxz + (_k)an,a+rx3 + (_k)an,Za+rx4
n=0

+(_k)an,3a+rx5 + -

esitlikleri ortak paranteze alirsak
Z Qk,an+rxn (1 - Qk,ax + (_k)axz) = Qk,r + x(Qk,a+r - Qk,an,r)
n=0
+x2(Qk,2a+r - Qk,an,a+r + (_k)an,r)---

elde ederiz. Boylece istenen sonuca ulasiriz.

Teorem 3.2.7.a,r € Nve 0 < r < a — 1 olmak tizere aritmetik indeksli k-Pell Lucas
dizisi i¢in toplam formiilii

n
Z Q _ Qk,a - Qk,a(n+1)+r - (_k)er,a—r + (_k)an,an+r
Ly e 1= Qe + (-7

seklinde vertilir.

Ispat: k-Pell Lucas dizisinde bu esitligi gdstermek icin Binet formiiliinden
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n n
z Qk,a]+r = Z y;{+r + ya]+r
J=0 J=
= V}cﬂ,lz}’kl +szz)’k2
J=
oy 1- (Vl?,1)n+1 4T 1- (chcl,z)nﬂ
Vi 1— yla V2 1 — ylg’z

+1)+ +1)+
_ Yir — V,ﬁfg" o + Yz — V,ﬁfﬁ" o
1- V}?,1 1- Vl?,z

esitligi elde edilir. Bu esitlikte paydalari esitleyelim.

+1)+ +1)+
Vi = Ve o —
(n+1)+ a(n+1)+r
~ViiVik2 — Yi2Vka T Vi, Yy rVk 2V 1

1=vg1—Via + (Prav2)?®

Yi1Vk2 = —k Ve Qrq = Vi1 + Vi esitliklerini kullanilirsa

+1)+ +1)+
Yir + V2 — (Vlggn )T+Vlggn )r)

—( K (v —vida") + (Y@t + it
1—- Qe+ (—F)*

Sonug asagidaki gibi elde edilir.

n
z _ Qk,a - Qk,a(n+1)+r - (_k)er,a—r + (_k)an,an+r
Qk aj+r — 1 _ Q + (_k)a
k,a

Teorem 3.2.8.a,r € Nve 0 < r < a — 1 olmak tuizere aritmetik indeksli k-Pell Lucas
dizisi i¢in agagidaki esitklik gecerlidir.

Ispat: Aritmetik indeksli k-Pell dizisinin Binet formiilii ve iki kare farkindan

2™ 2™n

Prorn  Yier — Viz
- n n

Pin Vika — Yk,2
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2T—1 2T—1 27"—1 27"—1
Uier "+ Vi2 DWir " =Yz )

n n
Vi1~ Yi2
ZT—Zn ZT—Zn ZT—ln ZT—ln
—0 (Vk,l — Yk,2 )(Vk,1 + Yi2 )
= Ug2"1n n_ _.n
Vi1~ V2
ZT—Zn ZT—Zn
Y1 — Y2

:Qk,zr'ank,Zr‘zn n _ .n
Vien = Vk,2

2n 2n
_ Vi1~ Ykz2
—_— Qk,zr_ank,ZT_zn T — )
k1~ Vi

sonucu elde edilir.
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BOLUM 4
ARITMETIK INDEKSLI (s,t)-PELL ve (s,t)-PELL LUCAS SAYI DiZiLERIi

4.1. Aritmetik indeksli (s,t)-Pell Say1 Dizileri

Bu boéliimde aritmetik indekli (s,t)-Pell ve (s,t)-Pell Lucas say1 dizilerinin tanimi ve
baz1 temel Ozellikleri verilmistir. Bir¢ok teorem ve lemmanin ispatina da yer
verilmistir.

4.2. (s,t)-Pell, (s,t)- Pell Lucas Say Dizileri

Tanim 4.2.1. Baglangig sartlar1 P (s,t) =0 ve P,(s,t) =1 olmak tizere;a

Pn+1(s, t) - ZSPn(S, t) + tPn_l(S, t)

yineleme bagintisi ile verilen {P, (s, t)}n=, kiimeye (s,t)-Pell say1 dizisi denir.

(s,t)-Pell dizisinin Binet formiili a,(s,t) =s +Vs?+tve a,(s,t) =s—Vs?+t
olmak tizere

al(s, t) —aj(s,t)
a.1(s,t) —ay(s,t)

P,(s,t) =
seklindedir.

Negatif indisli (s, t)-Pell say1 dizisi P_,, (s, t) = L;n seklinde tanimlanir.

(s,t) -Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

P t
Z n(s,0) x" st—tx2

seklindedir (Gulec, Taskara 2012).
Lemma4.2.2. s,t € R, n € N olmak tizere
ari(s,t) + az(s,t) = Ppa(s,t) +tPyq(s,t)

saglanir.
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Ispat: Bu esitligi Binet formiilii ve a; (s, t)a,(s,t) = —t kullanarak gosterelim.

Pry1(s,t) + tPhq(s,t) = (@™ (s, ) —ai™ (s, 1)

a (s, t)—a,(s,t)
+tal (s, t) — tay (s, t))
1
B al(si t) — (S, t)
+ (a1 (s, )az (s, t))az (s, 1))

1
T 2,35, t) — ay(s, ) (a'(s, ) (ay(s, ) — ay(s, 1))

+ CZ?(S, t)(al(sl t) —ay (S, t)))
:(Q?(S, t)(al(s, t) —ay (S' t)) + QQ(S, t)(al(s' t) —ay (S, t)))

(a711+1(5' t) - agH-l(S' t) - (al(sr t)aZ(S' t))ail_l(sr t)

= af(s,t) + af(s,t)
esitligi gerceklenmis olur.
Lemma4.2.3. s,t € R,n € N ve a,r sabit tamsay1 ve 0 < r < a — 1 olmak iizere
Potns2)+r(S,t) = (Pay1(s,t) + tPa_1(S,t) )Patns1)+r (S, t) — (—)*Pan+r(s, t)

esitligi ile saglanir.

Ispat: Bu esitligi Binet formiilii ve a; (s, t)a,(s,t) = —t kullanarak gosterelim:
(Pa+1(51 t) + tPa—l(Sr t) )Pa(n+1)+r(5' t)

a(n+1)+r a(m+1D)+r
o n af (s,t)—a (sit)
= (Ofl (S, t) + az (S, t)) ( al(sjt)—az(s,t)

1 a(n+2)+r a(n+2)+r
= t) — ot —)a(qantr ot
ai(s,t) —ay(s,t) (al (s,) -, (s, + (=% ai™"" (s, 1)

— @™ (s, 1))

= Pa(n+2)+r(5' t) +(_t)apan+r(sr t)

boylece istenen esitlik saglanir.

Teorem 4.2.4. t € R,n € Nve a,r sabit tamsay1 0 < r < a — 1 aritmetik indeksli
(s,t)- Pell sayilari igin toplam formiili

(_t)apan+r(sf t) - Pa(n+1)+r(5’ t) + PT(S, t) + (_t)rpa—r(s; t)
(=) = (Pas1(s,t) + tPa-1(s,t)) + 1

Pgisr(s,t) =

n
i=0

seklinde verilir.
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Ispat: Aritmetik indeksli (s,t)-Pell say1 dizilerinin Binet formiilii kullanilarak
ispatlayalim.

n ~ n af”r(s, t) _ aézi+r(s' t)
;Paiﬂ”(s; t) - Z < al(g’ t)_az(s’ t) >

i=0
1 - S
_ q&itT s, t) — Z QT (s, t

ai(s,t) — ay(s,t) (; o i=0 i )
) 1 a;z(n+1)+r(s' t) — a{(s, t)
(s, 6) —ap(s,t) n(st) -1

a;l(n+1)+r (S, t) _ a; (s, t)

az(s,t)—1

(_t)apan+r(s' t) o Pa(n+1)+r(5' t) - Pr(s' t) + (—t)TPa_T(S, t)
(=) = (Pa41(s,t) +tP1(s,0)) +1

Sonuc 4.2.5. a=2p+1 ise asagidaki esitlik elde edilir.

n
Z Pop+1yi+r(s,t)
i=0

(_t)2p+lp(2p+1)n+r(s' t) - P(2p+1)(n+1)+r(5' t) + Pr(s' t) + (_t)rp(2p+1)—r(s' t)

(—0)2P*+1 — (Pyp42(s, ) +tPyy(s,0) ) + 1

Ozel olarak da p=0, a=1 ve r=0 alalim.

"P o = CORS, D) = Prya(s) +Po+ (-D)°Py
ZO i(st) = (=)' — (P,(s,t) + tPy(s,t)) + 1

(=OP.(s5,t) = Pria(s,t) +1
—t—-2+1

_th(s,t) + Ppya(st) —1
B t+1

a=2p ise asagidaki esitlik elde edilir.
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n
z P2pi+r(5; t)
i=0

_ (_t)ZPPZerr(S' t) - PZp(n+1)+r(s’ t) + Pr(S, t) + (_t)TPZp—r(Sr t)
(_t)zp - (P2p+1(5, t) + thp_l(S, t) ) + 1

Ozel olarak p=1 ve a=2 alalim.

n
Z P, (S t) _ (_t)2P2n+r(5, t) - PZ(TL+1)+7‘(S; t) + Pr(s' t) + (_t)TPZ_r(S’ t)
=T (-t)>—(P3 +tP) +1

(_t)2P2n+r(SJ t) i Pz(n+1)+r(5' t) + PT(S' t) + (—t)rPZ_T(S, t)
(t)2-(t+4+t)+1

_ t2P2n+r(5: t) i PZ(n+1)+r(S' t) + PT(S, t) + (—t)rPZ_T(S, t)
B t2 — 2t —3

r=0 ve r=1 oldugunda denklemimiz asagidaki gibi olur.

- 2Py (5,8) — Popya(s,t) + Po(s,t) +2
Pauls:t) = t2 — 2t — 3
i=0

n
_tPynya(S,t) = Popys(s,t) +B(s,t) +1—t
i=0

Teorem 4.2.6. t € R,n € N ve a,r sabit tamsay1 0 < r < a — 1 olmak lizere

aritmetik indeksli (s,t)-Pell dizilerinin alterne toplami asagidaki gibidir:

D D Patin(s0)
i=0

_ Pr(SJ t) + (_1)npa(n+1)+r(s' t) - (_t)rpa—r(s' t) + (_t)a(_l)npan+r(s' t)
- (=) + (Pasa(s,t) +tPe_q(s,t)) +1
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Ispat: Bu esitligi ispatlamak igin Binet formiiliinii, (s,t)-Pell sayilarmi ve
ai(s, t)ay(s,t) = —t, a;l(s,t) = —ay(s, t)t71, a;l(s,t) = —ay(s, t)t?
esitliklerini kullanacagiz.

n | . N ' L+ ai+r
;(_1) Pai+r(3’ t) - al(s, t) —Qay (S, t) (;(_1) (al (S, t) -, (5’ t))

1 al (s, t)(l + (=), t))
- a (s, t) —ay(s,t) 1+1ri(st)

ak (s, t)(l + (—1)"ag(n+1) (s, t))
B 1+ ad(s,t)

_ Pr(S! t) + (_1)nPa(n+1)+r(S' t) - (_t)rPa—r(S' t) + (_t)a(_l)npanH*(S' t)
- (=) + (Pas1(s,t) +tPa_q(s,t)) +1

istenen sonug elde edilmis olur.

Sonug 4.2.7. a=2p+1 ise asagidaki esitlik elde edilir.

n

D D P (st
i=0
P.(s,t) + (—1D)"Paps1)tne1)+r (S t)
_ —(—t)rP2p+1—r(5» t) + (_t)2p+1(—1)np(2p+1)n+r(5» t)
(—0)2P+1 4 (Pypya(s,t) + tPyp(s,t) ) + 1

p=0, a=1 ve r=0 ise

(D" "(Ppsi(s,t) —th(st)) -1
3—t

D (DG, =
i=0

elde edilir.

p=1, a=3, r=0ise

n

D DPuls ) =

i=0

(—D™(P3na1y(s,t) — t3P3p(s,0) ) —t — 4
—t3+6t+9
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elde edilir.

Sonug¢ 4.2.8. a=2p ise asagidaki esitlik elde edilir.

Z (_1)iP2pi+r (S' t)
i=0

_ Pr(s' t) + (_1)nP2p(n+1)+r(S' t) - (_t)rPZp—r(S' t) + (_t)Zp (_1)nP2pn+r(Sr t)

(_t)zp + (P2p+1(5, t) + thp_l(S, t) ) + 1
p=1i¢in

n

D D Po (s,

i=0

_ Pr(sr t) + (_1)nP2(n+1)+r(s' t) - (_t)rPZ—r(S' t) + (_t)z(_l)nP2n+r(S' t)
B t2+2t+5

sonucu gortiliir.

Teorem 4.29.t e R,n € N ve a,r sabit tamsay1 ve 0 <r <a —1 olmak iizere
aritmetik indeksli (s,t)- Pell dizisinin lireteg¢ fonksiyonu asagidaki gibidir.

§ I +r(S t)x” =_u ( ! ) X (21 t,T(S' t) 1 t,a+r(S, t))
tan ’ ( )
n=0 1—2x —tx2

Ispat: (s,t)-Pell dizisinin iireteg fonksiyonunun tanimindan

Z Py on(5, X" = P.(5,8) + Py (s, D)% + z P (s, X"
n=2

n=0

= Pr(s' t) + Pa+r(5' t)x + z (Zpa(n—1)+r(s' t) + tPa(n—2)+r(Sf t)) x™

n=2

= P.(s,t) + Pyyr(s, t)x

+ 2x Z Pan-1)+r (s, £)x™ 1 + tx? Z Pa(n-2)+r(s, £)x" 2
n=2 n=2

esitligi elde edilir.

j=n-2 ve |=n-1 olsun.
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Z Pt,an+r (s, t)x"
n=0
= B.(s, t) + Pt,a+r(sl t)x

+ 2x(z Pyrir(s,)x! — P.(s,1)) + tx? 2 Pyjir(s, )x
I1=0 n=2
= P.(s,t) + Pyyr (s, t)x — 2xP.(s, t)

+ 2x Z Papir (s, )x™ + tx? z Popir(s, t)x™
n=0 n=0

N n PT(SIt)_x(ZPr(S;t)_Pa.H«(S,t))
nzzopanH"(S' t)x = (1 o txz)

bu sekilde ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 4.2.10. (s, t)-Pell ve (s, t)-Pell Lucas say1 dizisinin toplam formiilii

neN ve m, keZ (—t)™ — Q,, # —1 oldugu zaman

m(n+1)+k(5' t) + (_t)m(Pman(S' t) - Pk—m(s' t))
1+ (=)™ = Qn(s,t)

n
Pk(S, t) —P
ij+k(SJ t) =
Jj=0

ve
C Qk(5,0) = Qi (5,0 + (O™ (Quinsic (5, 8) = Qe (5,))
;Qm,-+k<s, )= TG

seklinde tanimlanir(Gtileg, Taskara 2012).

Teorem 4.2.11. (s, t)-Pell ve (s, t)-Pell Lucas say1 dizisinin alterne toplam formiilii

neN ve m, keZ (—t)™ + Q,, # —1 oldugu zaman

n
(=1) Prji(s,t)
j=0

_ Pe(s,0) + Prnan+k (S, ©) + (=)™ (Pun+k (S, £) + Pr—m (S, 1))
B 1+ (=)™ + Q,,(s, 1)

ve
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(_1)ijj+k(s» t)
Jj=0

_ Qk(si t) + Qm(n+1)+k(s' t) + (_t)m(an+k(Sf t) + Qk—m(s' t))
B 14 (=)™ + Qp(s,b)

seklinde tanimlanir (Giileg, Taskara 2012).

4.3. Aritmetik indeksli (s.t)-Pell Lucas Say Dizileri

Tamm 4.3.1. Qy(s,t) =2ve Q,(s,t) =2s s,t ER, s>+t >0,n>1,s>0,t #0
olmak iizere;

Qn+1(S, t) = ZSQn(Sﬂ t) iy th—l(Sﬂ t)

yineleme bagntisi ile verilen {Q,, (s, t) }; =1 seklindeki tamsay1 dizisine (S,t)-Pell Lucas
say1 dizisi denir.

B1=s+Vs?+t ve B, =s—Vs?+t olmak tizere(s,t)-Pell Lucas dizisinin Binet
formili Q,(s,t) = r{* + r3* seklindedir.

Teorem 4.3.2.t € R ve a,n € N olmak iizere (s,t)-Pell Lucas dizisi asagidaki esitligi
saglar.

Qa(n+1)+r (s,t) = Qa(s, t)Qan+r(s,t) — (_t)aQa(n—l)H’ (s,t)
Ispat: Ispat igin (s,t)-Pell dizisi igin verilen asagidaki esitligi kullanacagiz.
Pa(n+1)+r(51 t) = (tPa_l(S, t) + Pa+1(S, t))Pan+r(S' t)_(_t)apa(n—l)ﬂ”(s; t)

BT + B2 = Ppya(s,t) + tPy_s(s, t)ve f1f, = —t

esitlikleri g6z onilinde bulundurularak

(tPt,a—l(Sr t) + Pt,a+1(5' t))Pt,an+r (S' t)_(_t)apt,a(n—1)+r

{m+r_ gn+r
= (.8{1 + ,3?)( ﬁ — ﬁz >_(_t)apt,a(n—1)+r(sv t)
1
a(n+1)+r _ ﬁg(n+1)+r + ﬁgﬁfln-'-r _ i;l gn+r .
- '3 _ ,B _(_t) Pt,a(n—1)+r(s' t)
1 2
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_ {1(n+1)+r _ ;(n+1)+r N ﬂgﬁfnﬂﬁ _ ﬁfﬁém'w

B1— B2 B1— B2

= Pt,a(n+1)+r(si t) + (_t)apt,a(n—1)+r(sl t)_(_t)apt,a(n—1)+r(s' t)

_(_t)apt,a(n—1)+r (Sr t)

= Pram+n+r(S 1)

elde edilir. (s,t)-Pell dizisi ve (s,t)-Pell Lucas dizisi arasindaki bagmtidan
Qtam+1+r (S, t)

= tPram+1)+r-1(5t) + Pramrn)+r+1(S,t)

= t[(tPeg-1(5,t) + Pras1(S, £))Pran+r—1(S, )= (=) %Pt a(n—1)4r-1(S, t)]
+(tPt,a—1(5r t) + Pt,a+1(5f t))Pt,an+r+1(5f t)_(_t)apt,a(n—1)+r+1(5: t)

= (tPra-1(5,t) + Prai1(s, 1)) (tPransr-1(s, t) +
Pt,an+r+1(sr t))_(_t)a(tpt,a(n—1)+r—1(sr t) + Pt,a(n—1)+r+1(5' t))

:Qt,a(sl t)Qt,an+r(S' t) - (_t)aQt,a(n—l)H‘(S' t)

istenen sonuca ulasilmis olur.

Teorem 4.3.3. a,r € N ve 0 <r < a — 1 olmak tizere aritmetik indeksli (s, t)-Pell
Lucas dizisi i¢in lirete¢ fonksiyonu

C Q5+ x(Qusr (5 8) = Qu(5, 00 (5, )
; Qansr (s, X" = 1—0Q,(s, t)x + (—t)%x?

seklinde verilir.

z Q,an+r(sl t)xn = Q,r(sf t) + Qa+r(sf t)x + Q2a+r(s' t)xz + Q,3a+r(5' t)x3 + -

esitligini—Q, (s, t)x ve (—t)%x? ile carpalim.
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Qa5 0% ) Qansr(s, X"
n=0

= Qa(s, t)QT(S, t)x + Qa(s, t)Qa+r(S; t)xz + Qa(s' t)Q2a+r(5; t)x3
+ Qu(s, t)Q3a+r (s, t)xt + -

(_t)axz z Q,an+r(5» t)xn
n=0
= (_t)aQ,r(Si t)xz + (_t)aQa+r(S' t)x3 + (_t)aQ2a+r(5' t)x4

H(=0)*Qaasr (s, 0)x° + -

Yukaridaki esitlikleri ortak paranteze alirsak

D Qaner (5, 06" (1= Quls,E)x + (~0)°2?)
n=0
:QT(S, t) + x(Qa+r(sl t) F Qa(sl t)Qr(S, t))
22 (Qaarr(5,8) = Qa5 Qasr(5, ) + (~0°Q, (5, 0))...

Qr(st t) + x(Qa+r (S' t) - Qa(s' t)Qr(s' t))
1—Qq(s, t)x + (—t)ax?

(o]
Z Q,an+r (s, t)xn =
n=0

aritmetik indeksli (s, t)-Pell Lucas dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonunu elde edilmistir.

Teorem 4.3.4. a,r € N ve 0 <r < a — 1 olmak iizere aritmetik indeksli (s, t)-Pell
Lucas dizisi i¢in toplam formiilii

i Q (S t) = Qa(S, t) _ Qa(n+1)+r(5, t) B (_t)rQa—r(s' t) + (_t)aQan+r(s' t)
4 aj+r\> - 1— Qa(sl t) + (_t)a
seklindedir.

Ispat: Aritmetik indeksli (s, t)-Pell Lucas dizisi i¢in Binet formiilii kullanilarak

n n
Y Quar(sit) = ) B+ g
J=0 J=0
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n n
=BT ) 4By ) B
J=0 J=0

g (LS gy (50
-oi (55 e (o

BT — a(n+1)+r By — a(n+1)+r
( -h )*( = )

saglanir. Bu esitlikte paydalari esitlenirse

ﬁ{ _ f(n+1)+r +ﬁ2 a(n+1)+r

_ —BiBs - [35[31 BBV g ga
— Bt — Bz + (B1B2)®

ve Bif, = —t, Qu(s, t) = Bi + B3 esitliklerinden.

Bl +ﬁz ( a(n+1)+r+ﬁa(n+1)+r)
_ —(EOTBTT - BT + (OB + BET)
1= Quo(58) + (-)a

asagidaki sonuca varilir..

- _ Qa(5: t) - Qa(n+1)+r(S: t) - (_t)rQa—r(S' t) + (_t)aQanH‘(S; t)
Z Qa]+r(sl t) - 1-— Qa(s’ t) + (_t)a

Zn:(—l)ipam(s, t)

l_=Pr(Sl t) + (_1)npa(n+1)+r(si t) - (_t)rpa—r(s' t) + (_t)a(_l)npan+T(SJ t)
- (0% + (Para(s5,t) +tPa_a(s,1)) +1

Teorem 4.35. a,r € N ve 0 < r < a — 1 olmak iizere aritmetik indeksli (s, t)-Pell
Lucas dizisi i¢in asagidaki esitlik gecerlidir.

Pzrn(S t)
“P.(s,t) 1_[ Qo (50

Ispat: Aritmetik indeksli (s, t)-Pell dizisinin Binet formiilii ve iki kare farkindan

Pyra(s,t)  PE™—pF"

Pa(s,t) BT — By
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I D Y
Bi — B2
r—2 -2 r-1 r—-1
e (s t)(ﬁf "B BE BT
2 n\<» ,BIL _ 'Bgl
lzr—zn_ 22r—2n
= Q r—1 (S,t)Q r—2 (S, t)
2 n 2 n 'BIL _ '3;1
2n _ g2n
= Qyr-1,,(5, ) Q2 (5, ) o2
2 2o Br — B2
r—1
= Q2rn(s,t)
J=0

sonucu elde edilir.

4.4. Aritmetik indeksli Modifiye (s.t)-Pell Say1 Dizileri

Tanmm 4.4.1 s,t e R,s?2+t>0,n>1,5s > 0,t # 0 olmak iizere; qo(s,t) = 1ve
q1(s, t) = s baslangic sartlariyla ve

Qn+1(s' t) = ZSQn(S' t) + th—l(si t)

yineleme bagintist ile verilen {q,(s,t)}n=; scklindeki kiimeye modifiye (s,t)-Pell
dizisi denir.

I, =S++/s”+t ve r, = s —Vs? + t olmak iizere modifiye (s,t)-Pell Lucas dizisinin

. vt i+l . .
Binet formiilii q,(s,t) = ——— seklindedir.

Teorem 4.42.t € Rve a,n €N olmak iizere modifiye (s,t)-Pell Lucas dizisi
asagidaki esitligi saglar.

Ga(n+1)+r (S' t) =24, (5' t)CIan+r (S, t) - (_t)aQa(n—1)+r (Sr t)
Ispat: Ispat igin (s,t)-Pell dizisi icin verilen asagidaki esitligi kullanacagiz.

Pa(n+1)+r(5J t) = (tPa—l(S' t) + Pa+1(5: t))Pan+r(s' t)_(_t)apa(n—l)ﬂ‘(si t)
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'+ 1t = Puyq(s,t) + tPy_q(s, t)ve rr, = —t
esitlikleri g6z 6niinde bulundurularak

(tPt,a—l(Sr t) + Pt,a+1(5' t))Pt,an+r (S' t)_(_t)apt,a(n—1)+r

r1an+r _ 2an+r
= (" +13) (—) —(=)Pram-1)+r(5,0)
rn—n
~ rla(n+1)+r _ rza(n+1)+r + rzarlan+r _ rlarzan+r .
= _(_t) Pt,a(n—1)+r(sr t)
rn—n
_ 7Ala(n+1)+r _ rza(n+1)+r .\ rzarlan+r _ rlarzan+r (1) 5.0
=T, =T, ta(n-1)+r\>

= Pram+1)+r (1) + (= Pram-1)+r (S, ) = (=) Pt atn-1)+r(s, t)
= Pram+n+r(S 1)
elde edilir. (s,t)-Pell dizisi ve modifiye (s,t)-Pell dizisi arasindaki bagintidan
25qta(n+1)+r(S) 1)
= tPt am+1)+r-1(5 ) + Prame)+r+1(S, t)
= t[(tPea-1(5 ) + Prar1(S O)Prantr-1(S, ) = (=) *Pram-1)+r-1(s, )]
+(tPra-1(5,t) + Pra+1(S, OD)Pran+r+1(S, )= (=) *Pragm-1)+r+1(S, t)

= (tPra-1(5,t) + Prai1(s, 1)) (tPransr-1(s,t) +
Pt,an+r+1(s' t))_(_t)a(tpt,a(n—l)ﬂ*—l(s' t) + Pt,a(n—1)+r+1(5' t))

:4Qt,a (S' t)Qt,an+r (S: t) - 2(_t)aQt,a(n—1)+r (Sr t)

istenen sonuca ulasilmis olur.

Teorem 4.43 a,r € N ve 0 <r < a— 1 olmak iizere aritmetik indeksli modifiye
(s, t)-Pell dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

z (s, t)x™ = q-(s, t) + x(CIa+r(S, t) — 2q,(s, t)xq,(s, t))
. an+r\S, 1—2q,(s, t)x + (—t)2x?
n=

seklinde verilir.
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Ispat:

D dansn(s 02"
n=0

tireteg fonksiyonunu sirastyla —2q,(s, t)x ve (—t)*x? ile garpalim.

Esitlikleri ortak paranteze alirsak

z Qan+r (S, )X (1 — 2q,4(s, t)x + (=t)*x?)
n=0

=, (s,t) + x(qasr (5, t) — 204 (5, )G (5, 1)) + x*(Q2q++(5, 1) —
244(5,t)qa4r(s,t) + (=), (5,1))...

elde ederiz.

Z (s t)x" r q,(s, t) + x(CIa+r(S, t) — 2q,(s,t)xq,(s, t))
. Qan+r(S, 1—-2q,(s5t)x + (—t)ax?
n=

aritmetik indeksli modifiye (s, t)-Pell dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonunu elde etmis
oluruz.

Teorem 4.4.4. a,r € N ve 0 <r < a — 1 olmak iizere aritmetik indeksli modifiye
(s, t)-Pell dizisi igin toplam formiilii

i (s,t) = 9a(5,t) — Qani1)+r(S,t) = (=1)"Qu—r(5,t) + (=1)*Qan+r (s, t)
L Qaj+r(S, 1) = 1—Qu(s,0) + (—)®
sekilndedir.

Ispat: Aritmetik indeksli modifiye (s, t)-Pell dizisi i¢in Binet formiilii kullanilarak

n

n
1
Z qa]+r(5: t) = EZ( rla]+r + rza]+r)
J=0

J=0

n n
_n aj T2 aj
= ? T'l + ? T'2
J=0 J=0
_ r_lr 1-— (T.la)n+1 N i 1— (T.Za)n+1
2 1—-r 2 1—-r
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1 r1r _ ra(n+1)+r 1 rzr _ ra(n+1)+r
_ = 1 - 2
S 2 1—1r8 2 1—rf

saglanir. Bu esitlikte paydalari esitlenirse

a(n+1)+r an+1+r
pp — pBOHDAT el
an+1+r a(n+1)+r

—T'lT'Z—T'ZT'l +T'17"2( ) T'ZT'l( )

21 —r =1 + (1))

vernr, = —t, Qu(s,t) = r* + ri esitliklerinden.
] — (ra(n+1)+r + ra(n+1)+r)
1 2

B Gt A G i D el Gt D S i o D)
1—Qpo(51) + (—t)e

asagidaki sonuca varilir.

zn: (s,t) = q-(s,t) — Qa(n+1)+r(5: t) — ()" qa—r(s,t) + (—)*qansr (s, 1)
daj+r = 1—0Q,(s,t) + ()@

Teorem 4.45. a,r € N ve 0 <r < a — 1 olmak {izere aritmetik indeksli modifiye
(s, t)-Pell dizisi i¢in asagidaki esitlik gegerlidir.

Pzrn(s t)
PO Hqun (s.6)

Ispat: Aritmetik indeksli modifiye (s,t)-Pell dizisinin Binet formiilii ve iki kare
farkindan

r r
Pyra(s,t) _rf"—r3"

P.(s,t) - rln_rzn

27‘1

Tl r—1 Tl
_ @ i M -y

=y

21"—2 27" 2

i —ry (o
- Zqzr—ln(s, t) rn —_ -r'
1 2

27"1 27"1

")

2T—2n ZT—Zn

— 92 1 —n
=2 qzr—1n(s, t)CIZT_Zn(S' t) n
n-n
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2n 2n

1 — N2
= quzr—ln(s, t)qZT—Zn(S, t) T
n—n
r—1
= [azrats.0
J=0

sonucu elde edilir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER
Bu calismada, Fibonacci say1 dizisinin temel tanimi iizerinden hareketle baslangic
kosullan cesitlendirilerek cesitli say1 dizileri elde edilmistir. Bu elde edilen 6zellikler
kullanilarak, aritmetik indeksli k-Fibonacci, k-Lucas ve k-Jacobsthal Lucas say1
dizilerinin karakteristik Ozellikleri incelenmis ve bu diziler arasindaki iligkiler, Binet
formiilleri, tirete¢ fonksiyonlar, toplam formiilleri gibi 6nemli teoremler ve ispatlar
ortaya konulmustur.

Bu 6zelliklerin 1s181nda, {igiincii boliimde aritmetik indeksli k-Pell ve k-Pell Lucas say1
dizilerinin yineleme bagintilar tiiretilmistir. ikinci ve iigiincii boliimlerde sunulan
tanimlar ve ozellikler, dordiincii boliimdeki 6zgiin ¢aligmanin temelini olusturmustur.
Bu bolimde, (s,t)-Pell ve (s,t)-Pell Lucas sayir dizileri iizerine yogunlasilmis;
yinelemeli bagintilari, binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari ve toplam formiilleri gibi
konular ele alinmistir.

Bu aragtirmanin yontemleri ve bulgulari, (s,t)-Pell ve (s,t)-Pell Lucas say1 dizilerinin
daha bircok oOzelligine ulasma potansiyelini ortaya koymaktadir. Gelecekteki
calismalarda, bu 6zellikler ve yontemler kullanilarak bu say1 dizilerinin daha genis bir
yelpazede incelenebilecegi ongoriilmektedir.
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