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Bu tez bes béliimden olugmusgtur.
Birinci boliimde, tezle ilgili temel kavramlar verilmis ve garanti yaklagim y6ntemi
tanit i mugtir.

Ikinci boliimde, lineer, cebirsel, homogen olmayan bir sistem igin garanti yaklagim
yontemi verilmigtir.

Uglincti boliimde, sabit katsayili lineer discrete denklem sistemleri tamtilmis, Cauchy
probleminin ¢oziimii temel(fundamental) matris kavrami yardimiyla verilmistir.
Homogen olmayan ayrik(discrete) denklem sistemlerin ¢oziimi verilmis aynca
¢oziimlerin sirekliligi incelenmigtir,

Dérdiincii boliimde, sabit katsayili lineer ayrnik denklem sistemleri igin iki-nokta sinir
deger problemine ait varlik ve teklik teoremi verilmigtir. Homogen olmayan iki-nokta
simir deger probleminin ¢oziimi Green matris dizileri yardimiyla verilmigtir. Aynica bir
matrisin gart sayisina dayanarak problemin hassasiyeti incelenmis bununla ilgili g
teorem ifade ve ispat edilmigtir.

Beginci ve son bolimde, dérdiinci bolimdeki  teoremlerden o6nemli olgide
yararlamlmigtir. Ayrica garanti yaklagim yontemi ile sabit katsayili lineer aynk
denklem sistemi igin iki-nokta simir deger probleminin niimerik ¢oziimiine ait iki ¢6ziim
algoritmas: ortaya konulmugtur.

1999, 67 sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Garanti yaklagim yontemi, sart sayisi, format,
ayrik(discrete) denklem, iki-nokta stmir deger problemi, temel matris.
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This thesis consists of five chapters.
In the first chapter, fundamental concepts are introduced. Furthermore the definition of
guaranteed accuracy method is given

In the second chapter, guaranteed accuracy process for a nonhomogeneous linear
algebraic system is given.

In the third chapter, the system of linear discrete equations are introduced. The solution
of the Cauchy problem is given by using the notion of the fundamental matrix. The
solutions of the nonhomogeneous systems of discrete equations are given. Moreover the
continuity of the solutions are examined.

In the fourth chapter, the existence and uniqueness theorem for the two-point boundary
value problem for the systems of linear discrete equations with constant coefficients is
given. The solution of the nonhomogeneous two-point boundary value problem is given
with the help of the Green matrix sequences. Furthermore by relying on the matrix
condition number three theorems for the accuracy of the problem are proved.

In the fifth and the final chapter of the thesis aspecially the theorems of the chapter
four are used. Moreover, two algorithms for the two-point boundary value problem of
the linear systems of discrete equations with constant coefficients is established
according to the guaranteed accuracy method.
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ONSOZ

Bilgisayar ¢ag1 adim verdigimiz cagimizda bilgisayarin kullanimi her alanda
yaygmnlagmigtir. Bilgisayarin gelismesine paralel olarak, matematik problemlerinin
bilgisayar yardimiyla ¢Oziilmesi igin yapilan g¢aligmalar da artmustir. Bilgisayarin
matematik problemlerini ¢ozmede kullanilmasi zaman ve para tasarrufu saglayacaktir.
Baglangicta sadece sayisal ¢oziim veren metodlar ve bilgisayar yazilimlari mevcuttu.
Ancak giiniimiizde analitik olarak ¢6ziim yapabilen Methematica, Mathcad, Mathlab
gibi yazilimlar da mevcuttur.

Bilgisayar sayisal ¢6ziim yaptigindan dolay: problemin bilgisayara aktariimasi
ve ¢Oziilmesi esnasinda ¢egitli hatalar ortaya ¢ikar. Bu hatalar kullamicinin yaptiBi, veri
aktarma hatalar1 olabilecedi gibi bilgisayardan kaynaklanan kesme, yuvarlama hatalan
da olabilir. Bir problemi bilgisayarda ¢ozmeden once, problemin teorisi iyi kurulmali
meydana gelebilecek hatalar g6z oniine alinmalidir. Kullanmiciya problemin ¢oziilip
cozillemeyecegini, ¢oziimiin olup olmadifini bildiren yazilimlar yapilmalidir. Bu da
ancak incelenen problemin teorik yapisinin ¢ok iyi kurulmasina baghidir. Problem teorik
olarak incelenirken, problemin ne zaman ¢6ziilebildigi ne zaman gozilemedigi iyice
belirlenmelidir. Problemlerin, verilerinin deZisimine gore ¢ozimii olabilir veya
olmayabilir.

Tek ¢dziimii olan ve bu tek ¢6ziimii verilerdeki kiigiik degisiklige kugiik tepki,
verilerdeki biiyiik bir degisiklige biiyiik tepki veren yani verilere siirekli bagimli olan
problemlere iyi konulmusg veya iyi sarth ( well conditioned ) problemler aksi halde kétii
konulmug veya koétii sarth ( ill conditioned ) problemler denir. Verilen bir problemde
veriler biraz degistifinde iyi sarth bir problem kéti sarth bir problem haline gelebilir.
Problemi iyi sartll veya kotii sartlh yapan verilerin sinin yani bu verilerin birbirinden ne
kadar farkli olabilecegi aragtinlmalidir. Bilgisayarda yapilan iglemlerin hassasiyeti ve
dogrulugu islemcisine baghdir. Bilgisayarlarin gelisimine gore islemcilerin kapasitesi
de gittikge artmaktadir. Bilgisayarlar tim reel sayilar kiimesi iizerinde iglem
yapamazlar. Rasyonel sayilarin bir alt kiimesi olan ve tezde de belirtilen format kiimesi
iizerinde islem yaparlar. Her bilgisayar i¢in format kiimesinin elemanlan farklidir. Bu

bilgisayarin mikroiglemcisine baghdir. Bilgisayarda yapilan hesaplama esnasinda
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veriler format kiimesindeki kendine en yakin say1 ile temsil edilir. Bu da, biz
istemedigimiz halde verilerin degismesine neden olur. Boylece, ashnda iyi sarth bir

problem bilgisayarda hesaplama esnasinda kétii sarth bir problem haline gelebilir.

Tezde, sabit katsayili adi discrete denklem sistemi igin iki-nokta simir deger
problemine ait garanti yaklagim yontemi verilmigtir. Garanti yaklagim yontemi diinyada
yeni geligmeye baslayan bir yontemdir. Matris islemlerinde garanti yaklagik ¢6ziim
metodu matematikte Ax=f sisteminin, kararlilik teorisindeki Lyapunov denklemi;
optimal kontrol teoride kullamlan Riccati denklemi gibi fen ve miihendislikte matris
formuna getirilebilen problemlerin bilgisayarla ¢oziimiinde son yillarda uygulanan bir
yontemdir .

Bu yontemle yukandaki problemlerin bilgisayar ¢éziimlerinde olusan yuvarlama
hatalarinin (round -off -errors) etkisi minimuma indirgenerek, problemin ¢6ziim hatast,
bilgisayarin iglem hatasindan daha biiyiik olmayacak sekilde elde edilir.

Kotii garth  problemlerde verilen veri ve giris hatalari problemi ¢ézillemeyen
duruma getirmektedir. Bu metodla bu tiir problemlerin veri ve giris hatalan kontrol
edilir, hataya sebep olan degerler tespit edilerek, problem iyi sarth duruma getirilebilir.
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1. GIRIS

Giiniimiizde bayatimizin her alaninda (maliye, ugak ve dier rezervasyon islerinde,
miizikte, sanatta, tipta, fabrika tiretim hatlarinda v.b.) bilgisayarin kullamm ¢ok hizh bir
sekilde artmaktadir. Baglangigta ve giinimiizde de en ¢ok bilgisayarlarin, bilim ve
mithendislikte ve daha 6zel olarak bazi fiziksel olaylara karst gelen matematiksel
modellerin ¢6ziimiini elde etmek igin kullanmimu daha yaygindir. Bu sekildeki ¢oziimleri
elde etmek igin kullanilan teknikler, bilimsel hesaplamalar olarak adlandirilan genel
alamn bir parcasidir.  Bu tekniklerin bilimsel ve miihendislik problemlerinde
kullamlmasina literatiirde “Computational Science” adi verilir. Bilgisayarlar havacilikta,
ucak ve diger cihazlanin tasaniminda similasyonda, mimarhkta, meteorolojide ve daha
birgok alanda kullamimaktadir ve kullanirm daha da artacakitir.

Biitiin bu problemlerin, daha ¢ok bilim ve miihendislikte kullanilan diger problemlerin
matematiksel modellemeleri diferensiyel ve fark denklem sistemleridir [Golup ve Ortega
1992]. Bu denklem sistemlerinin bilgisayarda dogru ve giivenilir olarak ¢oziimii, asil
problemin ¢oziimii igin gereklidir. Bilgisayarda hesaplanan ¢6ziimiin giivenilirligi ve
dogrulugu kullanilan bilgisayara, igletim sistemine, algoritmaya, kullamilan bilgisayar
diline ve ¢6ziim igin hazrlanan bilgisayar programmna baghdir. Ancak bilimsel
hesaplamalarda en onemli rolii matematik istlenmektedir. Problem bilgisayarda
¢Oziilmeden dnce matematik teori iyi kurulmali, ¢éziimiin varlig, teklii verilere stirekli
bagiml olup olmadig iyice aragtinildiktan sonra bilgisayar devreye girmelidir.

Tamm 1.1. Eger verilen bir problemin tek bir ¢oziimii varsa ve girig verilerindeki kiigiik
bir degigime kars1 problemin tek olan ¢oziimii kiigiik tepki, bilyiik degisime kars: biyiik
tepki verir ise yani ¢6ziim verilere siirekli bagimli ise bu probleme iyi sarth ( well-
conditioned ) problem, aksi halde kétii sartl (ill-conditioned) problem denir.

Verilen problem kétii sarth bir problem ise ¢6ziime devam edilmez, iyi sarth bir problem
ise ¢oziime devam edilebilir. Bilgisayarlar tim reel sayilar kiimesi iizerinde iglem
yapamazlar. Reel sayilar yerine rasyonel sayilarin bir alt kiimesi olan ve format adi verilen
kiimeye ait sayilarla iglem yaparlar. Problemin bilgisayarda ¢oziimii esnasinda veriler,

TC YORsRK SR -
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bilgisayarda kendisine en yakin format kiimesinin elemam ile temsil edilirler. Bu

durumdan dolay iyi sarth bir problem bilgisayarda kotii sarth olarak degerlendirilebilir.

1.1. Format Kiimesi

Bilgisayarlar tiim reel sayilar kiimesi iizerinde islem yapamazlar. Reel sayilar yerine
rasyonel sayilanin bir alt kiimesi olan ve format adi verilen kiimeye ait sayilarla islem

yaparlar.
Format kiimesi

F(y,P,P,K)={0} U {z: z=2¥m(z) , m(z) =a/y+a/ v+ ..+ a/ ¥
a;#20, 0<a<yl,yeZ", j=12,...,K,P. <P(z)<P.,P.€Z ,P.,eZ’}

seklinde tammhdir [Akin ve Bulgak 1998]. Format kiimesi segilen vy, P, P., K
degerlerine gore degigir. Kullamcimin hesaplama yaparken hangi format kiimesinde islem
yaptifini bilmesi 6nemlidir. Format kiimesi her bilgisayarda aym degildir ve bilgisayann

islemcisine gore degisir.

Y, P, P: sabit olarak alimrsa format kiimesi

FK=F('Y,P.,P+,K)
olur. Bu kiimenin en biiyiik sayis1 €, =7 (1-y * ) dir ve format kiimesinin biitiin
elemanlan [-g.,8, ] kapal araliindadur.
Bir saymin bilgisayarda temsili sirasinda yaklagikliga karekterize eden iki bilgisayar sabiti
vardir. Bu sabitler €, ve g ile gosterilir. €, bilgisayarda 1 sayisina yaklagim igin, &, - 0
sayisna yaklagim igin gosterilen sabitlerdir. Bilgisayarda (0,e) ve ( 1, 1 + ¢, )
araliklarinda bagka hicbir say1 yoktur.
Verilen bir x sayisi bilgisayarin hafizasina yerlesirken ii¢ durum ile karsilasilabilir.

1. Eger x segilen format kiimesinin bir eleman ise hafizaya aynen yani, hatasiz olarak
yerlesir.



2. Egerx segilen format kiimesinin bir elemam degil ancak format kiimesinde x’e yakin
elemanlar varsa x yerine format kiimesinin x’e en yakin elemam olan fi(x), hafizaya
yerlesir. Bu durumda hata

[x-fi(x)| < g |x]|+g,
esitsizligini saglar.
3. Eger x segilen format kiimesinin diginda ise, bu durumda bilgisayar overflow hatas:

verir ve kilitlenir.
A matrisi reel NxN tipinde bir matris ve f vektérii N boyutlu reel bir vektér olsun. A
ve f bilgisayarin hafizasina yerlesirken overflow hatas1 meydana gelmezse ve || A || > g,
ve || f || > &, ise bilgisayarn hafizasmna A yerine fl(A) matrisi ve f yerine fi(f) vektorii
yerlesir. Bu durumda hata igin ’

I A-fiA) [<el|All, || f-AD [ <e| f]l
esitsizlikleri sajlamr. Bu hatalara giris hatalan denir. Burada || A || = Ii[l:ﬁ("AX", A

matrisinin spektral normunu ve || f |; f vektériiniin Euclid normunu gostermektedir.

[Akin ve Bulgak 1998]. A matrisinin normu A;(A) ozdegerleri yardimiyla
A = m;)x A A’A) seklinde de hesaplanabilir. Karesel bir A matrisinin tekil

degerleri olarak adlandinlan o(A)” lar ise o;(A) = 4[,(4"4) seklinde hesaplanabilir.
Boylece A matrisinin en biiyiik tekil deferi yardimiyla || A || = on(A) yazilabilir.
| A || = 1/64(A) dir. Burada c1(A), A matrisinin en kiigiik tekil degeridir. A matrisinin
tekil degerleri igin

o1(A) <0,(A) <... <on(A)
siralamasi gecerlidir [Godunov vd. 1993].

Ornek olarak Ax = f problemi ele alinsin. Bu problemin bilgisayarda ¢oziimii esnasinda A
matrisi ve f vektorii bilgisayarn hafizasina A ve f olarak yerlesirse

I A-A|<ellAll, | £-F ||<sllf] .
esitsizlikleri saglamr. Burada € poxzitif bir reel say1 veya hesaplama iglemleri igin segilen
format: karakterize eden veya verilen problemin verilerinin dogrulugunu goésteren sayidir.



1.2. Garanti Yaklasim Yontemleri

Iyi sarth bir problem, bilgisayarin hafizasma yerlegirken kot sarth bir problem gibi
algilanabilir. Bu nedenle verilen bir problemin verilerin degisimine gore hassasiyeti
incelenmelidir.

Hassasiyet incelendikten sonra verilen problemin ¢oziimii igin problemi kotii sarth
yapmayacak uygun bir algoritma segilmelidir. Bu algoritma ile verilen problemin iyi sarth
oldugu tespit edilirse problemin ¢oziimiine devam edilebilir ve ¢oziim elde edilir. Eger
problemin kétii sarth oldugu tespit edilirse ¢6ziim esnasinda “Problem koétii sarthdir”
mesaji verilerek iglemler kesilir. Boylece yanhs bir ¢oziim bulma veya bilgisayarn
kilitlenme ihtimali ortadan kalkar. Bunu saglayan algoritmalara ve programlara “garanti
yaklagim algoritmalan ve programlar”™ denir. Bu konu [Bulgakov 1993, Godunov vd.
1993,Bulgak(ov) 1995,Aydin 1995, Merdan 1996,Bulgak 1997,Akin ve Bulgak 1998,
Civcik 1998] kaynaklaninda da ele alinmistir.

Bilgisayarda ¢oziim esnasinda hesaplanan ¢oziimiin gergek ¢oziime ne kadar yakin
oldugu 6nemlidir. Yukarida agiklanan garanti yaklagim yénteminin olugturulabilmesi igin
agafidaki kavramlann agiklanmasi gerekmektedir [Bulgakov, 1993].

1- Problemin hangi format kiimesinde ele alinacag belirlenmelidir,
2- Probleme ait sart sayis1 belirlenmelidir,

3- Girig verilerindeki hatalarin sonuca etkisi aragtinlmahdir,

4- Kalint1 (rezidii) problemi ele alinmalidir,

5- Pratik iyi sarth problem aragtinlmahdir,

6- Formata bagh bir algoritma yazilmahdr,

7- Hassas iterasyon iglemi yapilmaldir.

Bu algoritma ile ilgili olarak daha aynntilhi bilgi igin [ Bulgakov 1995, Aydin 1995,
Bulgakov 1993, Godunov vd. 1993, Akin ve Bulgak 1998, Bulgak A. 1997, Merdan
1996, Civcik 1998] eserlerine bakilabilir. Garanti yaklagim yonteminde sart sayisi
kavramu 6nemli bir yere sahiptir. Her problemin sart sayis1 farklidir. Omnek olarak Ax = f
sistemi igin belirlenen gart sayis1 u(A) = || Al| [[A™|| dir. A matrisinin tekil degerleri
yardimiyla p(A =°L—(A) seklinde de yazlabilir.
G, (A)
ikinci boliimde Ax = f sisteminin ¢oziimii i¢in garanti yaklagim yonteminin kurulmasi

ornek olarak verilecektir.



2. GARANTI YAKLASIM YONTEMININ Ax=f DENKLEM SISTEMI iCiN
KURULMASI

Bu boliimde A reel NxN tipinde bir matris, f N-boyutlu bir siitun vektérii ve x N-
boyutlu bilinmeyen bir siitun vektéri olmak iizere Ax=f denklem sistemi igin garanti
yaklasim y6nteminin nasi olusturuldugu tizerinde durulacaktir. Ax=f denklem sistemine
ait garanti yaklagim yonteminin olugturulabilmesi igin birinci boliimde bahsedilen yedi
madde agiklanacaktir [ Bulgakov 1991].

2.1. Format

Bilgisayarin, rasyonel sayilarin bir alt kiimesi olan format kiimesindeki sayilarla ¢aligtigi
onceki bolimde ifade edilmisti. Bilgisayarda bir problemi ele alirken hangi format
kiimesinde g¢aligilacaf: da belirtilmelidir. Burada, Kisim 1.1. de ele alindifi gibi tiim
hesaplamalanin v, P_, P. ve k parametrelerine bagl olan rasyonel sayilarin F(y, P, P+, k)
alt kiimesinde yapildig1 kabul edilmektedir.

2.2. Sart Sayisi ve Giris Verilerindeki Hatalarin Sonuca Etkisi

Ax = f sisteminin ¢dziimiiniin bulunmas i¢in bilinen klasik test detA # 0 olup olmadigidur.
Ancak bu problem bilgisayar ile ¢dziliirken det A = 0 olabilir.

Ornegin;
_ (8 0)
0 1

olsun. det A = £ # 0 olup her f igin ¢dziim vardir ve tektir. Bu matris bilgisayarn
hafizasina yarlestiinde A matrisi

- 0
B= , (Bll=¢
0 0

matrisi kadar degisiklie ugrasin. Bu durumda sistemin yeni hali (A + B) y=f olur.
Ancak det (A + B) = 0 oldugundan baz: £ ’ler igin sonsuz ¢dziim varken baz f ’ler i¢in
ise ¢oziim olmayacaktir. Yani; (A + B)y = f sisteminin ¢oziilmesi problemi iyi konulmug
bir problem degildir. Ciinkii ¢6ziimiin varh@ ve teklifi f’nin elemanlarina gore
degiskenlik arz etmektedir.



Bu durum ¢ozimin olup olmadifimin aragtinlmasi i¢in yeni kriterler aranmasini
gerektirmigtir. Bu konuda g¢aligmalar John von Neumann ve H.H. Goldstine ( 1947 ) ve
Turing (1948) tarafindan baglatlmgtir. Daha sonra [ Golup vd. 1989,Wilkinson
1965,Godunov vd. 1993, Trefethen 1995, Demmel 1997 ] ¢aligmalan ile verilen problem
icin p(A) = || A || || A || sart sayis1 olarak belirlenmis ve p(A)’ ya gore problemler ele
almarak degerlendirilmigtir. Tekil matrisler igin p(A) =0 olarak kabul edilir.

Bu tiir problemlerde problemin iyi tammh olmayan bélgeye olan uzakligi ne
kadardir ve acaba A’nin elemanlan ne kadar degigtirilirse problem yine iyi tammh
olacaktir sorulan akla gelebilir. Bu sorunun cevab: bir matrisin sart sayis1 yardimiyla

verilebilir. Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.2.3 bu sorunun cevabin veren teoremlerdir.

Simdi Ax = f denklem sistemi bilgisayarda g¢oziliirken iyi konulmus olup olmadif
aragtirnilacaktir. ilk olarak f yerine f+8f alindifi kabul edilsin. Burada &f, f format
kiuimesine yerlestirilirken ortaya ¢ikan hata olabilir. Eger x+6x, f+0f sag tarafina kargilik
gelen ¢6ziim ise

A(x+6x) = f+3f (2.2.1)
yazilabilir. Bir lineer sistemin iyi sarth olup olmadif ¢oziimdeki bagil hata ve sag
taraftaki bagil hata arasindaki oran ile ilgilidir. E§er &x, 6f ° e gore daha biiyiikse sistem
kotii sarthdir. (2.2.1) sisteminin sarthilifim analiz etmek igin 8x, &f cinsinden ifade
edilsin. Ax = f oldugundan (2.2.1)’ deki Ax ve f terimleri kaldinlarak

Adx = 5f (222)
elde edilir. Esitlik A™ ile soldan garpilirsa

5x = A'8f (223)

elde edilir. c; , A matrisinin i-inci siitununu gostermek iizere ( 2.2.3 )’ ten

n
x=7) ofi.c (2.24)
—



yazlabilir. Boylece f'nin i-inci bileseninde bir 8f; degisikligi ¢6ziimde bir 8f; .c; degisikligi
iiretir ve eger A™' matrisinin i-inci siitunu biiyiikse bu takdirde kigiik bir 8f; , bityiik bir &x

iiretecektir.

(2.2.4) denklemi 6f** nin her bilegeni iizerinde kiigiik bir 6x farkim verecektir.( 2.2.4 )’
iin normu alinir ve iiggen esitsizligi kullamlirsa

n
Ioxil < 3 18l el
i=l

esitsizlifi elde edilir.

Bu egitsizlik, |5f; | ile A" in i-inci siitununun normu olan || ¢; ||” nin garpim her i icin
kiigiik ise norm anlaminda 8x’ in kiigitk oldufunu gosterir. || 8x || i¢in diger buytk bir

simir (2.2.3 )’ in normundan

I8x |l =il A"Sf ]| < [ A™ . || S I (225)

elde edilir. Boylece ¢oziimdeki || 8x || degisikligi || A™|| .|| 8f || degisikligi ile siirhdur.

Sik sik hatanm || &x || biiytikliigii ile degil x ve x + 8x arasindaki bagintinin kag basamakl
alindig ile ilgilenilir. || 8x || / || x || bagil hatas1 x ve 8x arasindaki bagintinin basamak
sayist ile olgiiliir. Bir lineer sistemin sarthihii( iyi konulup konulmadifinin aragtiriimasr)
bagil hata ve saf taraftaki || 6f || / || f|| bagl hata arasindaki oran ile baglantiidir. Eger bu
oran biiyiikse bu taktirde sag taraftaki kiigiik bir degisiklik ¢oziimde buna bagh olarak
biiyiik bir degisiklifi tretebilir. Cozimdeki bagil hata ve saf taraftaki bafil hata
arasindaki oram tahmin etmek i¢in

f=Axve &x=A’Sf



yazilir. Boylece
Joxi] _ Ja~"3exl _ Jax Ja5f]

.y = L (226)
lseWiel  lotliax] ] [of]
elde edilir. Aynca
IAx|| <[[All.lIx]| ve ||A"8f||<]|A™|. || &F]]
olur. Boylece (2.2.6 ) 6zdesligi
o<l _ 1
Tearmer SHALIHAT] (2.27)
s el

seklinde yazihr. Burada || A || . || A || biyikligii A matrisinin gart sayisi olarak
adlandinilir. || A || . || A7 || carpmm p(A) ile gosterilecek olursa ( 2.2.7 ) esitsizligi

o of

H_x_" < p.(A)"—H (2.2.8)

[l Il

olarak yazlabilir.

Boéylece ¢oziimdeki bagil hata, sart sayis1 kere sag taraftaki bagil hata ile simrhdir. Sart
sayisi ve saf taraftaki bagil hatanin ¢arpim kiigiik oldugunda ¢oziimdeki bagil hata da
kiigiik olur.

f degismeden kalmak iizere A katsayilar matrisinin yerine A+3A yazildifinda meydana
gelen etki benzer gekilde analiz edilebilir. Buradaki A degisimi katsayilar format
kiimesine yerlesirken meydana gelen hata olabilir. Eger x + &x ¢6ziimii A + 8A katsay
matrisine kargilik gelirse bu takdirde
(A+8A) (x+8x)=f (2.29)
yazilabilir.
(A + 8A) (x + 6x ) = Ax + Adx+ SA(x + 8x) ve Ax = f oldugundan ( 2.2.9)
sistemi
Adx = -0A(x + 8x)
seklinde yazilabilir. Bu A™ ile carpilirsa
8x = -A15A(x + 8x)
yazilabilir. Norm alinir ve iiggen esitsizligi uygulanirsa



|8 || = || A8A(x +8x) |
<A™ SANLC X ||+ 11 8x 1] )
= A" || I8Nl 1x |+ A™ I || Al || 8x |
olur. Bu takdirde
& || (1- A7 . 11 8Al) < I A™ . || A [ x|l

o A oAl [~ iatioapial

M- oal - leal]a ]

o=l . mayjoal/al
IgETY

(22.10)

elde edilir. Eger || SA||.| A™ || carpmu 17 den gok kiigiikse ( 2.2.10 )’da payda 1%e yakin
olur. Sonug olarak || SAJl.|| A? || carpmm 1°den ¢ok kiigiik oldugunda ( 2.2.10 )
¢oziimiindeki bagil hatanin p(A)=|| A ||.|| A" || sart saysi ile katsayr matrisindeki bagl
hatamn ¢arpim oldufunu ifade eder{[Hager 1988].

Teorem 2.2.1. Ax =f sistemi ve (A+B)y=f+g sistemi goz oniine alinsin. Burada
g, Ax=f sisteminin sag tarafimn deZigimini B ise A katsayilar matrisinin degigimini
gostermektedir. Bu durumda
1Bl .l oy (4)
<@, <Y, MA)=—-=
[Z V]| c,(4)
olsun. Eger apu(A) < 1 ise bu takdirde

b+ "
= a7y

olur. [Godunov vd 1993]
ispat.
1
6,(A+B)
1 1
< <
o, (4. Bl o, (A)1-on(a)]
(A+B)'=(A+B)'[(A+B)-B].A"
=A’-(A+B)'BA"

I(A+B)'[|=oxn((A+B)")=




yazilabilir. Buradan
(A+B)'f-x =(A+B)' f-A'f
=-(A+B)'Bx
I(A+B) f-x|[<|[(A+B)"[|Bll x|
olur. Ayrica
ICA+B) gl <|[(A+BY"|| lig|
ly-xli=ll(A+B)' (f+g)-x|I< |(A+B)"|l.Cllgli+IIBilxI)

Buradan

by, gy (R,
N CEN [t

A4
<[|(A+B)| (7%4-04[14"]
< (a+y)IAI(A+B)!

LGy
1-au(A)

< (a+y)

olur. Boylece teorem ispat edilmig oldu.

Teorem 2.2.2. A tekil olmayan bir matris olsun. Bir B matrisi i¢in
2uA)IIBI/TAlI<1
esitsizligi gecerli ise bu taktirde (A+B) matrisi de tekil degildir ve
| W(A) - w(A+B) | <3 (A B /|| Al
esitsizligi gegerlidir. [Godunov vd 1993]

Teorem 2.2.3. Eger A tekil olmayan bir matris ve bir B matrisi i¢in 2p(A)|[B|/||Al[<1
esitsizlifi gegerli ise bu taktirde Ax = f problemi ve ona yakin olan (A+B)y = fig
probleminin ¢6ziimleri arasinda

lx-yli/lIx[|<3uAUBI/ITA+gll/I£lD
esitsizligi gecerlidir. [Godunov vd 1993]
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Teorem 2.2.3, verilerin bagil hatasi ile ¢oziimiin bagil hatasimn p(A) parametresi ile
baghhgim verir. Yani pu(A) ne kadar kiigiik ise verilen Ax = f problemi o kadar 1yi

konulmustur.

2.3. Sart Says: Biitiin Normlara Gore Esdegerdir

Normlu bir uzayda tiim normlar birbirine esdeger oldugundan farkh normlar birbirleri ile
yakin iligkilidirler ve efer sart sayist bir norma gore buyikse diger bir norma gore de
biiyiiktiir. Ustelik her norm igin sart sayis1 en az 1’dir. Bu agagdaki sekilde gosterilebilir.

Eger A bir skaler ise bu takdirde A" = 1/Ave w(A) = || A ]| . || A |[=|A|/]A|=1 dir.
Boylece sadece bir denklem s6z konusu oldugunda p(A) = 1 olur. Birden fazla denklem
s6z konusu oldugunda denklem sistemleri i¢in
I=A AY
oldugundan
1=|II[|=| AA" <] AT A™ || = n(A)
sonucu ortaya ¢ikar. Yani p(A) > 1 dir.

2.4. Kahnt1 (rezidii ) Problemi

Bir lineer sistem igin hesaplanan sonugtaki dogruluk sart sayis: ve kalinti yardim ile
tahmin edilebilir. ¥, Ax = f icin bilgisayarda hesaplanan ¢6ziim olsun. Kalint:
r=f- AX seklinde yazilir. Buradan Ax=f—r olur buda
A(x+X-x)=f-r (24.1)
denklemine egdegerdir. Eger 6x =X -x ve &f= -r denilirse bu takdirde (2.4.1)
A(x+6x)=f+8f
seklinde yazilabilir. (2.2.8 ) de 6x =X -x ve &f=-r yazilirsa bu takdirde

____.Hi _ x" < A)M 2.4.2)

Il Il

yazilabilir.
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Boylece X daki bagil hata sart sayistile |jr /] f|| (bagl kalhnti))’mn g¢arpimindan
kiigtik veya esittir. Bir lineer sistem, efer p(A) kiigiikse hesaplama hassasiyetine gore iyi
sarthidir (iyi konulmugtur) [ Hager 1988].

Teorem 2.4.1. Eger A tekil olmayan bir matris ise bu taktirde keyfi segilen y vektorii ile
verilen Ax = f probleminin tek ¢dziimii olan x vektorii arasinda

Ix-yll/llxll< wA) || Ay - £l /I £}l
esitsizligi gegerlidir] Godunov vd. 1993].

2.5. Pratik lyi Sarth Problem

Garanti yaklagim yonteminde sart sayist kavramimn onemli bir yere sahip oldugu
sOylenmigti. Ax = f sisteminin ¢ozilebilmesi i¢in A matrisinin tersinin alinabilmesi gerekir.
Burada matrislerin terslenebilmesinde bir tist stmir olarak kabul edilen u* parametresi
goz Oniine alinacak u(A) ile u* kargilagtinlarak ne zaman A matrisinin tersinin
alinabilecegi belirlenecektir [Aydin 1995]. Bu say pratik terslenebilme parametresi olarak
ifade edilebilir. Bu parametre yardimiyla Teorem 2.2.2 agagidaki gekilde ifade edilebilir.

Teorem 2.5.1. Eger wA) < pu* ve 2u* || B |/ ||[A]] <1 ise bu taktirde
U(A+B) < 1.5 u* ve
| (A) - (A+B) | 3 u*(A)|BII /| A

olur.

Bu teorem, pu* degeri yardim: ile girig elemanlarinin ne derecede dogru verildigini ortaya
koyar. Bu teoreme gore u* <|| A ||/ (2|| B ||) olarak segilmelidir.

Boylece pu* ’ 1n segimi agagidaki gekilde yapilabilir.

Eger Ax = f problemi i¢in 20u(A)e, < 1ise || y - x || < ¢, |[x]| esitsizlifi saflamr ve
bilgisayara gore “tam" ¢dziim bulunabilir. Béylece u* = 1/(20g,) olarak segilebilir.
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2.6. Algoritma

Verilen problem igin veriler; N dogal sayist , u* reel pratik terslenebilme parametresi,

NxN tipinde reel A matrisi ve N boyutlu f stitun vektoriidiir.

Adim 1. Householder doniigiimleri kullamlarak A matrisi iki kosegenli matris haline
getirilir. Yani, Q, V ortogonal matrisler olmak iizere A = QWYV olacak sekilde yazihr
ve W iki kogegenli matrisi bulunur.

Adim 2. Sturm yontemi yardimiyla elde edilen W iki kosegenli matrisinin en blyiik
on(A) ve en kiigiik 01(A) tekil degerleri hesaplanir.

Adm 3.0n(A) > o1(A)u* esitsizligi yardimiyla verilen Ax = f probleminin pratik iyi
konulmug olup olmadig kontrol edilir. Eger pratik iyi konulmamig olugu tespit edilirse
hesap iglemleri durdurularak u(A) > u* sonug olarak verilir. Aksi halde 4. Adima
gegilir.

Adim 4, Ax = f sisteminden x vektorii hesaplamir.

Burada p(A)’min yeterince kiigitk oldufu garanti altina alinmigtir. Béylece Householder
déniigiimleri yardimiyla Q,V ortogonal W iki kosegenli matris olmak iizere A=QWYV
seklinde yazlabilir. Béylece QWVx = f sistemi W(Vx)= Q*f seklinde yazilabilir, W iyi
konulmug iki kogegenli bir matris oldugundan eleminasyon yontemi yardimiyla
Ws= Q*f

ifadesinden s hesaplanir daha sonrada y =V*s elde edilir. Efer biitiin islemlerde
yuvarlatma igleminin hatasiz olarak yapildig kabul edilirse y = x olurdu. Ancak verilen
algoritma segilen format ve p* sayisina gore herhangi bir f vektérii igin

Ay - £]]< 0.5 i)
esitsizlifi saflanacak gekilde hesaplama yapmaktadir [Godunov vd. 1993]. Istenilen x
vektoriinii segilen formatin girig hatas: duyarliiginda hesaplamak igin hassas iterasyon
islemi kullamlmahdr.
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2.7. Hassas iterasyon Islemi

Sadece iyi konulmus problemler i¢in kullanilan hassas iterasyon igleminin amact, bir
onceki algoritma ile, iyi konulmus oldugu belirlenen problemin elde edilen yaklagik y
¢6ziimii yardimiyla daha iyi bir yaklasim elde etmektir [Wilkinson 1965].

Bir 6nceki algoritmada keyfi segilen bir figin
llAy - i< 0.5 {ifl|
esitsizligini saglayan bir y vektorii hesaplanmgtir.

Boylece hassas iterasyon iglemi agagidaki gekilde gergeklestirilebilir.

Admm 0. uy =y ve vp=f-Ay olarak alinir.
Admm 1. Adim 0 da belirlenen ug ve vo kullamlarak,
Admm 1.1, v = vp alinarak Aw = v probleminin yaklagik ¢oziimii bulunmaya galigihr.
Householder yontemiyle
| Aw1 - vo [| 0.5 [|va|

esitsizligi saZlanacak gekilde bir wy bulunur.
Adm 1.2.y; vev;

U =up +wy

Vi =Vp - Aw.
yardimiyla hesaplanir . Burada || v; || < 0.5 [[vol| esitsizligi saglamr.
Adm 1.3. Eger [vi]] < 1/ (u(A)e)) esitsizlifi saglanirsa bu taktirde hesaplama islemleri

durdurulur ve kalinti teoremine dayanarak u, istenilen x vektoriini €, bagil hatayla temsil
eder.

Admn k. (k> 1). Onceki adimda hesaplanan uy.; ve vi.; kullamlarak,
Adim k.1. v = vi; alinarak Aw = v probleminin yaklagik ¢6ziimii bulunmaya gahgilir.
Householder yontemiyle
|| Awic - vie1 [ < 0.5 [[viea|
esitsizligi saflanacak gekilde wy bulunur.
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Adm k.2, ux = ugg + w;
Vi = Vi1 ~ AWy,
olarak hesaplanir . Burada || vk || < 0.5 ||vi-1| esitsizliginin saglandif1 agiktir.
Adim k3. Eger |wi| < g/ u(A)|if]] ise bu taktirde hesaplama islemleri durdurulur ve

kalint: teoremine dayanarak uy , istenilen x vektoriinii €, bagil hatayla temsil eder.

Uyan1 1. Burada Adim k.2’ de yapilan iglemleri daha ince formatlan kullanarak
yapmak gerekmektedir [ Merdan 1996].
Uyan 2. k. adimdan sonra yapilan iglemlerden agagidakiler elde edilir.

vo=f- Ay, [l vo I < 0.5 |Ifl];

V1 = Vg - Awy, || vi || £ 0.5 |[voll;
V2= V1 - Awy, | v2 [ < 0.5 fivall;
V3 = Vz - Aws, [l v || <0.5 ||v4|.

Vi1 = Vie2 = AWi, || Vier || £ 0.5 [ivie2];
Vi = Vi1 - AW, Il vi || 0.5 ||vi1][-
Boylece
Il vic [| < 0.5 |Ivical] < (0.5)* [[vieall < (0.5)* [Iviesll < .. < (0.5)" [Ival| = (0.5)" |l

olur. Ayrica,
vi=f-Au =f-A[ly+wi+wr+ ... +w]

yazilabilir. Dolayisiyla (0.5 < g/ WA) sartim saflayan bir k degeri her zaman
bulunabilir.

Uyan: Yukandaki bilgilerden kolayca goriilecegi gibi garanti yaklasim metodu hangi tiir

problem igin verilirse verilsin daima bu béliim boyunca agiklanan yedi temel unsuru
kapsamalidir.
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3. SABIT KATSAYILI LINEER AYRIK DENKLEM SISTEMLERIN
COZUMLERI

Bu boliimde sabit katsayih lineer aynk denklem sistemlerinin ¢6ziimiiniin bulunmasi
iizerinde durulmustur. Once sabit katsayil: lineer, homogen, ayrik denklem sistemlerinin
¢oziimii, daha sonra da sabit katsayil lineer homogen olmayan aynk denklem

sistemlerinin ¢oziimii aragtirilmugtir.

ay G - Gy x,(n)

a a LEL I | X, (n
A=|"7 7P s xm)= )

ayy Ay, o Gy xy (n)

a; (1,j=1,2,..,N) - reel sayilar, x,(n) (j=1,2,.,N,n=0,%t1,42,..) - reel sayilar
olmak lizere

x(nt1)=Ax(n),n=0,+1,+2, ...

denklem sistemine sabit katsayili lineer homogen ayrik denklem sistemi ad: verilir.

fi(n)
Fay=| 2™
fy(n

f(m) (j=1,2,..,N,n=0,%1, 2 .)) - reel sayilar olmak iizere
x(n+1)=Ax(n)+F(n),n=0,+1,+2, ...

denklem sistemine sabit katsayil lineer homogen olmayan ayrik denklem sistemi adi
verilir [ Rubio 1971, Elaydi 1996].
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3.1. Cauchy Problemi

Tanmm 3.1.1.
x(nt1)= Ax(n), n=0,%1,12, ... 3.1.1)

N boyutlu sabit katsayili lineer ayrik denklem sistemi g6z Oniine alinsin. (3.1.1 ) sistemi,
keyfi segilen bir m noktast igin verilen x(m) =a sart1 ile birlikte ele alinirsa elde edilen

x(n+1)=Ax(n), n=0, %1, 2, ...

x(m)=a (3.1.2)
problemine Aynk Cauchy Problemi ad: verilir [ Elaydi 1996 , Akin ve Bulgak 1998] .
Teorem 3.1.1. A tekil olmayan NxN tipinde bir matris, a N bilegenli bir vektér ve m
bir tam say: olmak tizere

x(n+1)=Ax(n), n=0,%1,+2, ...

x(m)=a
Cauchy probleminin x(n) = A""a, n=0, 1, £2, ... seklinde {x(n)} N bilesenli vektér
dizisi ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim tektir [Elaydi 1996 , Akin ve Bulgak 1998].

Ispat. Verilen denklemde x(n)=A""a yerine yazlirsa
Ax(n)=A A"™ a= A" a =x(n+1)

oldugundan verilen ¢dziim ayrik denklem sistemini saglar.
x(m)=A""a=a
oldugundan baslangi¢ kosulu da saglanir. Dolayistyla problemin bir ¢6ziimiiniin oldugu
gosterilmis oldu.
Problemin {x(n)} ve {y(n)} gibi iki ¢6ziimiiniin olduBu kabul edilsin. Bu taktirde

x(nt1) - y(nt1) = Alx(n) - ym)] , n=0, £1,£2, ._;
x(m) - y(m) =0
elde edilir. Buradan A matrisinin tekil olmadigim da g6z oniine alarak n =0, £1, +2, ...
icin x(n) - y(n) = 0 esitliginin saglandif1 sdylenebilir. Yani iki ¢6ziim birbirine eyittir.

Boylece teorem ispatlanmgtur.
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Tamm 3.1.2. Farz edelim ki {A;, A2, ... , Ax } A matrisinin 6zdegerlerinin kiimesi olsun
ve bu kiime {A1, Az, ... , Am } ile {Amt1, Amez 5 ... , An } ayrik kiimelerinin birlegimi olarak
yazilabilsin. Eger tekil olmayan bir T matrisi i¢in

T'AT = (B D)
0 C

esitlifi saglantyorsa ve mxm tipinde olan B matrisinin 6z degerleri A1, Az, ... , An ise bu
taktirde T matrisinin ilk m siitunu tarafindan tamimlanan W alt vektor uzayma A
matrisinin m tane aynk 6z degerlerine kargi gelen maksimal invaryant 6z alt vektdr uzay
denir [ Akin ve Bulgak 1998].

Teorem 3.1.2. ( Schur Teoremi 1) A reel terimli N boyutlu karesel bir matris olsun.
Ik 2k tane 6z defier kompleks olmak fizere A, Az, ... , Ay A matrisinin 6z degerleri
olsun. Yani

Ay = M +i§& , Ay=my-i§ , j=1,2,...,k

olsun. Burada 1; , & reel sayilar ve & #0 dir. Bu durumda agagidaki esitligi saglayan
ortogonal bir U matrisi vardir.

(al bl * * * * * * * )
c, d‘ % * * s* % * *
a, bz * * * * *
c, dz * * * * *
* * *
c, d,

*

A'21:+l
x

O A’2k+2

L Ay/
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Burada U*AU matrisine s6zde ii¢ kogegenli matris denir, ayrica

a; b;} . _
(c. d-)"‘ 1,2, ...,k

J J

2x2 tipinde matrislerinin 6z degerleri Aya=m;+1&j, Ayy=n; -1¢&; dir [ Bellman 1970,
Strikwerda 1989].

Schur teoreminin bir uygulamas: da agagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 3.1.3. ( Schur Teoremi 2 ) A matrisinin Ny kath sifir 6z degerine sahip
oldugunu ve 6z degerler siralandifinda bu 6z degerlerin son N, tane 6z deger oldugu
kabul edilsin, yani

Ay xgn= An-ng2 == =0

olsun. Bu durumda

A, B
veav=(4 P
0 A,

denklemini saglayan ortogonal bir U matrisi vardir. Burada. A9 NoxNj tipinde biitiin 6z
degerleri 0 olan bir matristir ve det A; 20 dir [ Demmel 1997, Akin ve Bulgak 1998].

Teorem 3.1.4. ( Cayley-Hamilton Teoremi) Her kare matris kendi karakteristik
polinomunu saglar [ Bellman 1970, Fraleigh ve Beauregard 1990, Demmel 1997}

Ay matrisinin karakteristik polinomu
det (AI-Ag)=A" =0

dir. Dolayisiyla Aj°= 0 olur.
Teorem 3.1.5. A tekil karesel N boyutlu bir matris, a da N bilegenli bir vektér ve m bir
tamsay1 olmak lizere
x(n+1)=Ax(n), n=0, 1,12, ...
x(m)=a
seklinde verilen Cauchy probleminin {x(n)}, N bilesenli vektor dizisi ¢6ziimiiniin var ve
tek olmasi igin gerek ve yeter sart verilen a baglangic vektoriiniin, A matrisinin sifir
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olmayan 0z degerlerine kargiik gelen L maksimal invaryant 6z alt vektér uzaymna ait
olmasidir [ Demmel 1997, Akin ve Bulgak 1998].

Ispat. A tekil bir matris ve onun Ny tane 6z degeri sifir olsun. Bu durumda Schur

teoremine gore agagidaki denklemi saglayan ortogonal bir U matrisi vardur.

A, B
U*AU =
0 A,

Burada Ay NoxNp tipinde biitiin 6z degerleri 0 olan bir matris ve A; det A; #0 olacak
sekilde bir matristir. Uz, NoxNy tipinde matris olmak iizere U ortogonal matrisi

U=(U11 Ulz)
U Uxn

U
seklinde yazilabilir. Burada U ortogonal matrisinin ilk M = N - Nj siitunlan (U“) A

21
matrisinin sifir olmayan 6z degerlerine kargilik gelen 1. maksimal invaryant 6z alt vektor
uzayinda bir tabandur.

U*x(n+1) = U*AUU*x(n), n = 0, 1, 2, ...

olacag aciktir. Boylece

. (u(n)
x(n)=U (v(n))

kabul edilerek (3.1.1) sistemi

u(n+1) = Aju(n) + Bv(n),n=0, 1, 12, ...
3.1.3)
v(n+1) = Agv(n)

olarak yazlabilir.
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Gerek Sartin Ispati. (3.1.2 ) ve dolayistyla (3.1.3) ayrik sistemlerinin ¢oziimlerinin var
oldugu kabul edilsin. Ay matrisinin tim 6z degerleri sifir oldugundan A;°= 0 dur.

Boylece her bir n tam sayisi igin v(n) = 0 olmasi zorunludur. Buradan

x(m)=a=U (u(m)) - (Uu Ulz) (u(m)) - (UIIJ u(m)
0 Uy Un 0 Uy

olur. Yani a vektorii L alt uzayimn elemamdir.
Yeter sartmn ispati. a vektorii L alt uzaymin elemam olsun. Dolayisiyla M boyutlu bir b

vektorii var ve

dir. Yani

(- (2
Uz Uz,
oldugundan verilen (3.1.3) problemlerinde baglangi¢ sartlann u(m) = b ve v(m) = 0 olur.

Bu taktirde (3.1.2 ) sistemi ile ilgili olan (3.1.3) sistemi

u(n+1)=Amu(n),n=0, 1, £2, _;
v(n)=0

seklinde yazilabilir. Burada A; matrisi tekil olmayan bir matris ve Teorem 3.1.1. 'e gore

onun ¢dziimii her hangi bir b vekt6rii ve m tam sayist igin var ve tektir.

Boylece teorem ispat edilmigtir.
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3.2. Lineer N Boyutlu Homogen Ayrik Denklem Sistemlerinin Genel
Coziimiiniin Bulunmasi

Katsayilar matrisi NxN reel A matrisi olan
x(nt1) = Ax(n),n=0, £1,+2, ... (3.2.1)

lineer homogen ayrik denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sisteminin ¢6ziimii olan
3(A) = {x(n);, x(n+1) = Ax(n),n=0, £1, £2, ... }

vektor fonksiyon dizilerinin kiimesi N boyutlu bir vektér uzayidir [Akin ve Bulgak

1998].

3.2.1. Taban

Reel sayr dizileri kiimesi, R - reel sayilar cismi iizerinde bir vektér uzayidir.
n=0, 1, £2, ... i¢in {x(n)}, {y(n)} verilen ( 3.2.1) sisteminin iki ¢6ziimii, verilen J(A)
kiimesinin elemanlanidir. a herhangi bir reel say1 olmak tizere {x(n) + y(n)} ve {ax(n)} de
J(A)’nin elemanlandir. Boylece 3(A) kiimesi toplama ve reel sayilann ¢arpma iglemine
gore kapal oldugundan 3(A), reel dizler uzaymn bir alt vektor uzayidir.

Simdi bu alt vektér uzayin boyutunun, M = N-N, oldugu gosterilecektir. Burada N
verilen A matrisinin sifir 6z degerinin katimt gosteren bir sayidir. Bunun igin lineer
bagimsizhik ve germe aksiyomlarim saflayan M tane vektor dizilerinin oldugu
gosterilmelidir.

Once A matrisinin tekil olmadif1 kabul edilsin.

S ANy G Ay oo (S Ay
pomsiay= | U6 AV G Al oo (0K, Ay

S(k, Ay (S(k, Az o (S(K, Ay
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matris dizisinin siitunlan yardimtyla — @,(k), 0,(k), ... , o(k) vektor dizileri igin

(S(k, A))y;

(S(k, A))y

(p](k): ’j=1a 27 ,N

S(k, A))y

seklinde tamimlansin. Bu sekilde tanimlanan ¢,(k), @,(k), ... , @\(k) vektor dizilerinin

(2.2.1) sisteminin ¢6ziimleri oldugu agiktir ve A tekil olmadigindan bu vektor dizileri
lineer bagimsizdir.

Simdi @,(k), @,(k), ... , Ox(K) vektor dizilerinin J(A) da bir baz olugturduklan
gosterilecektir. J(A) ciimlesinin herhangi bir z(k) elemam

z(k) = 0;0,(k) + 0,0,(k) + ... + (k)

olacak sekilde o, a, ... , a katsayilar: bulunabilir. Segilen {z(k)} bir vektor dizisidir.

an

N boyutlu bir siitun vektorii olmak iizere, k =0 noktasinda z(0)=a dir. Varhk ve
teklik teoremine gore z(k) = S(k,A)a dir. Bundan dolay1

z(k) = [01(k), 0;(K), ..., p(K)]a
veya
z(k) = 2,0,(k) + 3,0,(k) + ... + a0p(K)

olur.
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Boylece, x(n+1) = Ax(n) denklemiyle tammlanan 3(A) kiimesinin bir N boyutlu vektor
uzay1 oldugu anlagilir. A*¥ = S(k,A) kuvvet matris dizisinin siitunlan ise bu uzaym bir
tabamdir.

Simdi A min bir tekil matris ve onun Ny tane 6z degerinin sifir oldugu kabul edilsin. Bu
taktirde Schur teoremine gére

A, B
U*AU =
0 A,

denklemini saglayan ortogonal bir U matrisi vardir. Burada Ao, NoxNp tipinde biitiin 6z
degerleri O olan bir matris ve A; det A; #0 olacak gekilde bir matristir. Uy, NoxNy

u, U
U= ( 1 12)
Un Un

U
alinsin. Burada U matrisinin birinci M=N-N, situnlan (U“) A matrisinin
21

tipinde bir matris olmak iizere

sifir olmayan 6z degerlere karsilik gelen L maksimal invaryant 6z alt vektor uzayinda bir
tabandir. Kissm 3.1 de verilen ispatlar ve onceki islemler goz Ontine alinarak
x(n+1)=Ax(n) denklemiyle tammlanan J(A) kiimesinin bir M boyutlu vektor uzayr
oldugu anlagihr. Ayrica,

Ull

k
Um) (A1)

[ (Pl(k)a (pZ(k)a 000 g (pM(k) ] = (
matrisinin siitunlar bu uzayn bir tabam olur.
3.2.2. Baz1 Ozellikler
3.2.2.1). {p,k)}, {0,&®)}, ..., {op(k)}  vektor dizileri I(A) nn onceki
paragrafta tammlanan bir tabam olmak iizere her hangi bir n, noktas: igin ¢,(n,), ©,(n,),

. » Qp(ng) vektorleri de lineer bagimsizdir. A, tekil olmayan bir matris oldugundan ve
kuvvet matrislerinin 6zelliginden her hangi bir n, noktast igin

[ 01(ng), @5(ny), ... , om{ny) ]
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tekil olmayan bir matris ve bdylece ©,(n;), 0©,(n;), ... , ©\(ny) lineer bagmsiz
vektorlerdir. Yani @,(k), @4(k), ... , @\(k)’ mn lineer bagimsizlig: segilen noktadan
bagimsizdir.

3.2.2.2). {0,(k)}, {0,(k)}, ..., {oy(k)} vektdr dizileri I(A) nn bir tabam olmak

tizere her hangi bir n, noktas: igin o,(ng), 0,(ng), ... , ©Oy(ny) lineer bagimsiz
vektorlerdir.

Bu vektorlerin lineer bagimsiz oldugu asagidaki sekilde gosterilebilir.

Bir vektor uzaymin her hangi iki tabam tekil olmayan bir matris ile bir birine baghdir.
Bundan dolay: tekil olmayan bir Q =[Qlyry  matrisi igin

[ 0:1(K), 9;(K), ..., op(K)] = [ @y(k), @,(K), ..., @y(k) ] Q

saglamr, yani (j=1,2, ..., M)i¢in ¢;(k)= Quo,(k) + Qy; (k) + ... + Qyy (k) dir.
Buradan (j=1,2,...,M)igin

(Pj(no) ~ Qljml(no) +Qy; 0y(ny) + ...+ Qs (1)

dir. Buradan her hangi bir n, noktasiicin lineer bafmsiz olan  {g,(n)}
G=1,2,.., M) vektorleri elde edilir. {o,(ny)} (j=1,2, .., M) vektorleri lineer
bagimsiz olduklarindan {w,(ng)} (j=1,2, ..., M) vektorleri de lineer bagimsiz olmak
zorundadir. Ciinki her bir  @(ny) vektorii @y(ng), @,(ny), .. , yny) Vektdrlerinin
lineer kombinasyonu seklinde yazilabilmektedir.
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3.2.3. Temel Matris ve Kuvvet Matris Fonksiyonu

Tanmm 3.2.1.

Eger bir 3(A) vektor dizileri uzaymin {y,(n)}, {y,(n)}, ... , {wy(n)} gibi bir
tabam varsa, 0 zaman

) =[v,@), v,@), ... , Y@ ]

matrisine y(n+1) = Ay(n) sisteminin “Temel matrisi” denir [Akin ve Bulgak 1998].
Yani, eger {¥(n)} NxM matris dizisi ise ve ¥(n+1) = A¥(n), o; (‘¥(n))=0 ise o zaman
¥(n) verilen (3.2.1) sisteminin teme! matrisidir. Burada o; (‘¥(n)) verilen dikdértgen
matrisin en kiigiik tekil degeridir [Godunov vd 1993]. Eger o, (W(n))=0 ise bu taktirde
¥(n) matrisinin siitunlarinin lineer bagimsiz olacag agiktir.

A tekil olmayan bir matris olsun.

{\lfl(n)}»{\lfz(n)}, e {WN(n)} , 0= O, il’ i2, oo

vektor dizileri J(A) vektér uzayimn bir bazi olmak iizere
‘P(n) = [ ‘VI(n)’ WZ(n), CLLI WN(n) ]3 n= O> il’ iz: seey

NxN matrislerinin bir dizisini alalim. {¥(n)}= {¥(A,n)} matris dizisine (3.2.1) sisteminin
temel matrisi denir. Asagidakilerin saglandif agiktir.

D¥(n+1) = A¥ (n) , n=0, £1, +2, ... ve bir m noktasinda ¥(m) tekil degil ise
bu taktirde {¥ (n)} verilen ayrik denklemin temel matrisidir.

2) ¥(n,A) = ¥(n) = A" kuvvet matris fonksiyonu verilen ¥(0) =1
¥Y(ntl)=A¥Y (n),n=0,%1,£2, ...
ayrik Cauchy probleminin tek ¢oziimiidiir. Dolayisiyla da sistemin temel matrisidir.

3) W(n) = A" kuvvet matris fonksiyonu ise bu taktirde ¥(n) ¥ (m) = ¥(n+m);
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4) ¥(n,A) = ¥(n) = A" kuvvet matris fonksiyonu ve Q tekil olmayan bir matris
olmak tizere

Q'W(A,n) Q=¥ (Q'AQ,n), n=0, £1, 2, ...

5) Q tekil olmayan bir matris olmak tizere ¥(n) verilen y(n+1) = Ay(n) sisteminin

temel matrisi ise ¥(n)Q da bu sistemin temel matrisi olur.

Eger {¥(n)} bir temel matris ise ( tekil olmayan A i¢in ) bu taktirde herhangi n i¢in
det¥(n)#0 oldufu gosterilebilir. Aynt zamanda {y,(n)}, {w,(n)},... , {wn(n)} vektor
dizileri {¥(n)} matris dizisinin siitunlar olursa ve her hangi bir n igin det ¥(n)20 ise bu
taktirde {'¥(n)} verilen (3.2.1) ayrik denkleminin bir temel matrisi olur.

Teorem 3.1.3” e gore agagidaki denklemi saglayan ortogonal bir U matrisi vardir

A, B
U*AU = ( ! )
0 A,

Burada Ag, NoxN, tipinde bitiin 6z degerleri 0 olan bir matris ve A, det A; #0
olacak gekilde bir matristir. Ayrica, Cayley-Hamilton teoremine gére A,°=0 dir.

Bu taktirde 3(A) alt vektor uzaymn bir tabamt ¢ (A k), 2(Ak), ..., Oy_y, (AK)
olacaktir. Bu taban vektorleri

y(n+1)=A;y(n),n=0,%1,£2, ..

sisteminin @;(A1,k), @;(A1K), ..., @n_y, (Ar,k) taban vektorleri ve U matrisinin yardimi
ile tamimlanabilir. Yani

(Pj(Ax,k

. )J,j=1,2,...,N-No.

(Pj(A,k) = U(

olacaktir.
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3.2.4. Genel Coziim

C
Her hangi bir y(n+1) = Ay(n) sisteminin ¢6ziimii C = C:Z olmak iizere

Cm

ym) =C, y;(n) + C, yy(n) + ... + Cyp(n) =¥(n)C
seklinde yazlabilir ve buna y(n+1) = Ay(n) sisteminin genel ¢6ziimii denir.
Simdi
y(nr+t1) = A y(n), y(no) = a

Cauchy problemi ele alinsin. a, Cauchy teoreminin ( Teorem 3.1.5. ) sartlarim saglarsa o
zaman bu Cauchy probleminin ¢éziimiiniin var ve tek oldugu bilinmektedir.

Eger w;(n), w,(n), ... , yu(n); y(nt+l) = Ay(n) sisteminin ¢6ziim uzayinin bir
tabani ise, 0 zaman
y(n) =C, y;(0) + C; y,() + ... +Cyyp(n)
bu denklemin genel ¢éziimudiir. C, ,C,, ... , Cy katsayilan baglangi¢ sart: yardimiyla

Cy vi(ng) + C, wymg) + ... + Cypii(ng) =a
olarak bulunabilir. Son denklem matris-vekt6ér denklemi olarak W(n,) C = a, seklinde

yazilabilir. Burada ¥(t)) = [ wi(ng), w,y(ng), ... , WD) ] tekil olmayan matristir.
Bundan dolay1 C=¥"(n,)a dir. Burada ¥"(n,) “yan ters” matristir. Bu matris

¥ (1) ) = T

matris denkleminin tek ¢éziimiidir.

Sonug olarak verilen Cauchy probleminin ¢6ziimii
y(n) = ¥(n-no) ¥ (no) 2

seklinde yazlabilir.
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3.3. Lineer Homogen Olmayan Ayrik Denklem Sistemlerinin Coziimii

3.3.1. Ozel Coziim
A reel karesel N boyutlu tekil olmayan bir matris ve {F(n)} reel vektor dizisi olmak Gizere
y(n+1) = Ay(n) + F(n) (3.3.1)

lineer homogen olmayan ayrik denklem sistemi ele alinsin.

Eger ¥(n), x(n+1)=Ax(n) sisteminin bir temel matrisi ise bu takdirde

$m)= f P(n-k-1,A)F-1(0) F(k) (3.3.2)

k=0

verilen denklemin bir 6zel ¢ozimiidiirfAkin ve Bulgak 1998]. Gergekten

n

J(otl) =3 ¥(o-kA)¥(0)F(k)

k=0

n-1

=AY ¥Y(n-k-1,A)¥-1(0)F(k) + F(n)
k=0

=A y (@) + F(n)
saglamir. Boylece, eer  {F(n)} bir vektor dizisi ise bu taktirde (3.3.1) probleminin en
az bir ¢ozimiinin oldufu ispat edildi. Verilen (3.3.1) homogen olmayan denklem
sisteminin genel ¢6ziimii z(n+1) = Az(n) homogen kismunin ¢6ziimii ile elde edilen y (n)

6zel ¢oziimiiniin toplamina egittir.

Yani {y(n)}, (3.3.1) sisteminin her hangi bir ¢6ziimii ise bu takdirde z(n+1) = Az(n)

homogen sisteminin ¢oziimii olan bir {z(n)} vektor dizisi vardir ve

y(n) = z(n) + ¥ (n)
seklinde yazilabilir.
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3.3.2. Genel Coziim

Verilen (3.3.1) sistemi igin, {F(n)} siirekli bir vektor dizisi olmak iizere kisim

3.3.1” den bu sistemin ¢oziimii vardir ve her bir ¢6ziim
y(n) =z(n) + § (n)

seklinde yazlabilir. Burada z(n+1) = Az(n) ve p(t) (3.3.1) sisteminin bir 6zel
¢Ozimiidiir. Dolayisiyla, eger ¥(n) = [q,(n), g,(n), ... , qy(n)], zZ(n+1) = Az(n) homogen

sisteminin temel matrisi ise 0 zaman (3.3.1) sisteminin her bir ¢6ziimii
y(n) = C,q,(n) + C,q,(n) + ... + Cygp(n) + J ()

seklinde yazlabilir. Burada C,, C,, ... , Cy reel katsaylardir. Bu ifadeye (3.3.1)

sisteminin genel ¢6ziimii denir.

3.3.3. Cauchy Problemi

Verilen

y(ort1) = Ay(n) + F(n)

y(t)=a
Cauchy problemi ele alinsin. Burada verilen F(n) reel vektér dizisi, a N boyutlu sabit
bir vektor, T herhangi bir tam sayidir. Kisim 3.3.1.den bu denklemin ¢6ziimii var, tek ve

n-1
y(n) = ¥(n-1) ¥1(0)a +)  ¥(n-k-1) ¥-1(0) F(k). (3.3.3)
k=0
seklinde verilmektedir. Burada W(n), x(n+1) = Ax(n) homogen sisteminin bir temel

matrisidir. A* = ¥(n) ¥-1(0) oldugundan kuvvet matris fonksiyonu ile verilen formil

n-1
ym=A""a+Y A™DFk) (334
k=0

seklinde yazlabilir] Akin ve Bulgak 1998].
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3.4. Coziimlerin Siirekliligi ( Céziimiin Verilere Siirekli Bagimlihigr)

Verilen problemin bilgisayarda ¢ozildiigiinii diigiinelim. Verilerin segilen format
kiimesine yerlesmesinden dolayr problem bilgisayarda tam olarak belirtilemez. Acaba
gergek ¢oziimle bilgisayarda hesaplanan ¢6ziim birbirine ne kadar yakindir ?

y(n+1) = Ay(n) + F(n)
(3.4.1)
y(®)=a
Cauchy problemi i¢in, F(n) sinirh bir dizi ( herhangi bir n tam saysi igin |[F(n)|| < C dir), a
N boyutlu sabit bir vektor ve T herhangi bir tam sayr olmak iizere kisim 3.3.1 den bu

denklemin ¢6ziimiiniin var ve tek oldugu ve y(n) ¢6ziimiiniin

n-1
ym)=A""a+ Y A*VE(k) (3.4.2)
k=0

formiiliiyle verildigi bilinmektedir.

Bu kisimda, y(n) = y(n,7,A,a,F(n)) ¢oziiminiin A , a, F(n) giri§ verilerine siirekli bagimh
oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in (3.4.1) problemine yakin olan

z(n+1) = A z(n) + F(n)
(3.4.3)
z(t)=a
problemi ele alinsin. Burada A,4,F (n) degerlerinin yeteri kadar A, a, F(n) degerlerine
yakin oldugu kabul edilmektedir. Bu taktirde, (3.4.1) in ¢ozimii y(n) ve (3.4.3)
probleminin ¢6ziimii
Zn)=A™"3 +nf A ®D (k) (3.4.9
k=0
¢oziimleri de bir birine yeteri kadar yakin olur. Yakinhk kavramu kullamlacagindan bir
metrik uzay: tanitmak gerekmektedir. Bunun igin T bir pozitif tam say olarak ele alinsin
ve |nj< T kapah arah@inda siirekli fonksiyonlann kiimesi £ = Z(T) olarak segilsin. Bu
kiimede iki u(n), v(n) dizileri arasindaki uzaklik da
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p(u,v)= max [u(n)-v(n) ||

olarak segilsin. y(n), z(n), f«‘(n) ve F(n) ifadelerinin bu metrik uzayin elemanlan oldugu
agiktir.

Teorem 3.4.1. Eger
1A - Al lla-all, p(F (), F(k))
yeteri kadar kiigiik ise o0 zaman ( 3.4.1) ve (3.4.3) problemlerinin ¢6ziimleri igin sabit bir
C katsayis1 vardir ve agagidaki esitsizlik dogrudur.
p(y(k), z(k))<C {||A - Al +||a-a | +p(F(K), FK))}.
[ Akin ve Bulgak 1998].
Bu teoremin ispatina gegmeden 6nce asagidaki lemma ifade ve ispat edilmelidir.

Lemma 3.4.1. A ve B, NxN tipinde iki matris olmak iizere
| (A+B)" - A* || <|BI/JIA]l [IA]" ™A
esitsizlifi dogrudur [ Akin ve Bulgak 1998].
ispat.
X(n+1) = AX(n) + BX(n),
X(0)=1
Cauchy probleminin bir tek ¢dziimii X(n) = (A+B)" oldugundan

n-1
Xm)= A"+ A®DBX(k)
k=0
dir. Dolayistyla

n~1
(A+BY'- A" =" A"V B(A+B)*
=0
yani

n-1
| (A+B)*- A*[|< 3 || A®*P[||BI| || (A+B)"|

k=0
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n-1 n-1
< IBI Y. A<D ) [ (A+BY || < |B) Y AN (JAJHBI)
k=0

k=0

n-1
< Bl 3, NAI® AHBIIAID* < (Bl A" A
k=0

Sonug olarak,
| (A+B)" - A” || < |B] [|A|®D A

ifadesi gegerli olur. Bu da Lemma 3.4.1 in ispatim tamamlar.

Simdi teoremin ispatina gegilebilir.
Ispat. (3.4.2) ve (3.4.4) ten
n-1
y(n)-z(n) =A®Va- A" +Y ARk - AV EK)  (34.5)
k=0

yazilabilir. Burada 6nce A"V a- A™"3 matris fonksiyonu ele alinsm.
AP Mg AT =A g AT § L AGBD 5 _ AT

ifadesinin dogrulugu aciktir. Uggen esitsizligi kullamlarak

[A®a- A3 <A™ a- A g+ [|A 5 - A% 3|

(3.4.6)
SIA™ D ffa- 8 [ +]| A= A" |4
esitsizlikleri yazilabilir. Lemma 3.4.1° e gore
I A - A™% | < ||A-A [VIA]l AI" exp{l|A-A [IAI}

dir. Dolayisiyla
IA®a- A% | <[] A ||| a- & || HIA-A VA [|AI™ exp{l|A-A [1|AIl} |14

olur. Yani (3.4.5) teki birinci terimin ist siur1 hesaplanmig oldu. Simdi formiiliin kalan
ikinci terimine gegilebilir. Asagidaki ifadeler kolayca yazilabilir.
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13, AR - ACD @IS T IATIR - A4H R |

k=0 k=0
n-1 - “ " "

= 3 AR - AT B + AT B9 - AT Fo |
k=0

l ~ -~ A~
<Y, {IA"DIFG) - FI + JAD - A“<D ) |F () |1}

n-1
o-k-1) - + [[A®KD _ A (k1) -
SE {IA™) p(F (k), F(k) )+ [|A AT max |IF (k) 1}
n—1 n-1
< - @)y 4 - kD _ x (kD
< p(F), FG9) X 1AM+ max IFGIIY, IASFD- A

Lemma 3.4.1°e gore
1A - ArK| < |A-A VA A explIA- A IMIAID

dir. Bu taktirde yukandaki esitsizlikler

uil A" F(K) - ASD F() |
k=0

n-1 . a1 A
< p(F®), F(Q)) X, A+ max |F(9) || Y, A<D~ A®D)
k=0 —~T<s<T o

- n-1
<p(FK), FK)) Y, [[A“7)
k=0

n-1
+ max ||F(s) |l > lIA-A VA A" exp{llA-A [/]IAlI}
~T<s<T k=0

seklini alir. Yani, (3.4.5) formiiliinde ikinci terim iin de st sumr bulunmustur. Bu ise
N n-1
y@) -z < AV la- 2 ||+ p(F(k), FK)) Y, A%<V

k=0
a " n-1
+lA-ANAllexp(lA-A A mex I1F@ 1Y, A
- k=0
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sonucunu verir. Dolayistyla eger

n—1
C= max max{| A" %], A®ED
_max {i I ;} I I,

n—-1
UAllexp(IA-A WA} max |E@ Y A
—T<s<T =

secilirse teoremin ispat: tamamlanmig olur.
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4. SABIT KATSAYILI LINEER AYRIK DENKLEM SISTEMI iCIN  iKi-
NOKTA SINIR DEGER PROBLEMI

Bu boliimde sabit katsayih lineer aynk denklem sistemi igin iki-nokta simr deger
probleminin tanimu yapildi. Verilen iki-nokta sinir deger probleminin ¢éziimii i¢in bir
varlik ve teklik teoremi verildi. Homogen olmayan iki-nokta siur deger problemi ve
Green matris dizileri incelendi. Ayrica sabit katsayih lineer adi aynk denklem sistemlerin
iki-nokta smr deger probleminin bir matrisin sart sayisina dayanarak hassasiyetinin
6l¢iilmesi incelendi.

4.1. Tanm

Ayrik denklem sistemi igin iki-nokta simr deger probleminin tamm: diferensiyel denklem
sistemleri i¢in verilen iki-nokta sir deger problemi kavram: yardimiyla verilebilir [Murty
ve Lakshmi 1990, Pandey 1996].
Tanm 4.1.1. { n: neZ, n,< n <n, } kiimesinde

x(n+1) = Ax(n); g <n<mn
aynk denklem sistemi ile birlikte

Lx(n)=¢,; Rx(m)=vy.
sinir kogullan da g6z oniine alinsin. Burada AL, R sirastyla NxN, kxN, (N-k)xN - reel
matrislerdir. Ayrica ¢, v vektorleri swrastyla k ve N-k bilesenli vektorlerdir. Yani,

a, G, - Gy Ly, L, - Ly

P B B i Bl

ayy Ayz Tt Any Ly Ly - Ly
Ry, R, - Ry ?, [ v, |

ces W

R= Rf‘ R” Rf” , o= | w= ?
Ry Bwrn - Rnoow ?, Y v-n |
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seklindedir. Bu sinir kosullan ile birlikte tammlanan probleme homogen iki-nokta sir

deger problemi adi1 verilir.

Tanmm 4.1.2, { n: neZ, n,< n <n, } kiimesinde
x(n+1)=Ax(n) + f(n) ;np<n<mn
Lx(m) =¢; Rx(n)=wy.
seklinde tammlanan probleme homogen olmayan iki-nokta simr deger problemi ads

filn)

verilir. Burada ftn)=|” 2:(") dir.

()
Asagidaki 6rnek bu tanimin daha iyi anlagilmasini saglar:

Ornek 4.1.1.

xi(nt+1) = 7x;(n) - 2 x5(n)

x2(n+1) = 15 x3(n) - 4 x3(n)
sistemi

x1(0) + 2x5(0) =19

x1(2) + x2(2) =32

sinir sartlan ile goz oniine alinirsa elde edilen problem homogen bir iki-nokta simir deger
problemidir. Bu problemde ng=0,m =2, L=[1 2] veR=[1 1] dir. Bu
problemin ¢6ziimii ise

xi(n) = 1+ 2"

xa(n) =3 + 5. 2°
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4.2, Varhik ve Teklik Teoremi

Bu kisimda verilen iki-nokta sir deger problemi igin bir varhik ve teklik teoremi ifade

ve ispat edilecektir.

Teorem 4.2.1. { n : neZ, n,< n <m; } kiimesinde asagidaki ayrnik homogen iki-nokta sinir
deger problemi g6z Gniine alinsin.
x(n+1) = Ax(n); np<n<n
(4.2.1)
Lx(n)=¢; Rx(m)=v.

Burada AL R sirastyla NxN, kxN, (N-k)xN - reel matrislerdir. Ayrica ¢, v
fonksiyonlar: sirastyla k ve N-k bilesenli vektorlerdir.
1) A tekil olmayan bir matris ise ve ®(n) , x(n+1) = Ax(n), n=0, £1, 2, ... in
bir temel matrisi ise
W = ®( ny-np ) 7(0) (4.2.2)
olsun.
2) A tekil bir matris ise agagidaki esitlifi saglayan ortogonal bir U matrisi vardr.

A, B
U*AU=( . )
0 A,

Burada Ao , NoxNp tipinde bitiin 6zdegerleri O olan bir matris ve detA; =0 dir.
{¥(A1,n)} bir A, katsayili lineer ayrik denklem sisteminin bir temel matrisi ve

W ="¥(A, ni-no ) (¥7(A,,0) 0)U* (4.2.3)
olsun. Eger
L
a (1) wrs

tekil olmayan bir matris ise ( detH # 0 ) bu durumda herhangi bir N bilesenli f{n) vektori
icin ve sirastyla k ve N-k bilegenli ¢, @ vektorleri igin iki-nokta sir deger probleminin
¢oziimii vardir ve bu ¢oziim tektir. '
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Ispat. A tekil olmayan bir matris ve ®(n) temel matris oldugundan verilen ayrik
sistemin genel ¢ozimii

x(n) = ®(n-m) &(0)x(m)
seklinde yazlabilir. Dolayistyla

x(n1) = (n-no ) ™' (0)x(no)

da saglanacaktir. Sinir gartlarimn da saglanmasi igin

Lx(ng) = ¢ ; RO(n-no) ®"(0)x(no) = ¥
olmahdir. Dolayistyla W = ®( n;-ne ) ®7(0) gosterimini kullanarak verilen problemin
¢Oziimiiniin tek olabilmesi igin (4.2.3), (4.2.4) formiilleri ile tammlanan H igin
detH # 0 olmas1 gerekir.

Boylece tekil olmayan A igin teorem ispat edilmis oldu.

Eger A tekil matris ise 0 zaman verilen ayrik problemin genel ¢oziimii
x(n) = ¥(A,n-m) (¥7(A,,0) 0)U*x(m), n=0,1, 42, ..
seklinde verilebilir. Dolayisiyla
x(m) = ¥(A, im0 )(¥7'(A,.0) ) Ukx(a).
Yani simir gartlanim saglamak igin
Lx(to)=¢; R¥(A, nem)(¥7(A,0) 0)Utx(mo) =y
olmalidir. Dolaysstyla W = ¥(A, n1-no ) (¥7'(A,,0) 0)U* gosterimini kullanarak verilen
problemin ¢oziimiiniin tek olabilmesi igin (4.2.4) formiilii ile tammlanan H i¢in detH = 0
sart1 saglanmahdir.
Boylece tekil A icin de teorem ispat edilmis oldu.
Uyan : [ny, n;] aralifinda asagidaki aynk homogen olmayan iki- nokta siur deger
problemi g6z Oniine alinsin,
z(n+1)=Az(n) +f{n);np<n<mn

(4.2.5)
Lz(ng) =9, Rz(m)=w.
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Burada AL LR swrasiyla NxN, kxN, (N-k)xN - reel matrislerdir, {f{n)} N boyutlu
vektorlerin bir dizisidir. Ayrica @, v strastyla k ve N-k bilesenli vektorlerdir. Bu taktirde
(4.2.5) problemine karsihik gelen homogen (4.2.1) sisteminin ¢6ziimii var ve tek ise

(4.2.5) probleminin ¢6ziimii var ve tektir.

Ispat. Gergekten, (4.2.5) sisteminin bir 6zel ¢oziimii her zaman vardir, 6rnek
olarak

b(ng) = f{no);
b(ng+1) = Ab(ny) + f(no);
b(ne+2) = Ab(no +1) + f{ng+1),

b(n;) = Ab(n,; -1) + f{n;-1).

bir 6zel ¢oziimdiir. Bu taktirde (4.2.5) asagidaki homogen hale doniigebilir.

z(nt1)- b(n+1) = A{z(n)-b(m)]; mp<n<m

L [2z(no)- b(no)] = ¢ - Lb(no) ;  R[z(ny)- b(ny)] = y -Rb(ny) .

Boylece uyan ispat edilmis olur.

4.3. Homogen Olmayan iki-Nokta Simr Deger Problemi ve
Green Matris Dizileri

Bukisimda {n:neZ, n,<n<n } kimesinde agagidaki ayrk iki-nokta simr deger
probleminin {izerinde ¢ahsilacaktir.
x(n+1) = Ax(n)+f (n); np<n<n
(43.1)
Lx(n) = ¢ ; Rx(m)=wy

Burada , A.L,R sirastyla NxN, kxN , (N-k)xN tipinde reel matrislerdir ve {f{(n)}, N
boyutlu vektorlerin bir dizisidir. Aynica @, y sirasiyla k ve N-k bilegenli vektorlerdir.



Teorem 4.3.1.
x(n+1) = Ax(n)+ (n); i <n<m
Lx(mo) =¢; Rx(n)=wy
homogen olmayan iki-nokta simir deger probleminin ¢6ziimii

4 "
x(n)= A""H" v Ri A1) +l§oA"*"“f 3
k=ny
dir.
Ispat. Homogen olmayan
x(n+1) = A x(n) + f{(n)
sisteminin 6zel ¢oziimii

n-1

)= A" f®)

dir. Aynica
x(n) = A" x(no) + "Z-IAH"f (¥),n>no
k=0
saglamr.
Lx(no) = ¢
Rx(m) =y

sinir gartlan da uygulanirsa
Lx(no) = @

n-1
Rx(n;) =RA"x(no) +R D" 4"*" (k)
k=0
olur. Buradan

Lx(no) = ¢

n-1

RA™x(n) =y - R Z_:A""’"f (%)

olur. Bu takdirde

4
HX(nO) = v - ﬁ:RAn—k-—lf(k)

k=n,
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4
=1! m
X(HO) =H". W - _Z RAn—k—lf(k)

olur. Bu takdirde
4 -
x(n)=4"" H! v RZ:, Ay |t ;A"“"“ f(k)
saglanir.

Homogen olmayan iki-nokta sinir deger probleminin ¢6ziimii Green matris dizileri
yardimiyla asafidaki sekilde elde edilebilir. Bu denkleme kargiik gelen homogen
denklemin ¢6ziimiiniin var ve tek oldugu kabul edilsin.
(4.3.1) denkleminin bir 6zel ¢6ziimii agagidaki formiil ile verilebilir.

b(no) = f{no);

b(no+1) = Ab(no) + f{(no);

.........................................

b(nl) = Ab(nl -1) y f(nl-l).

Bu taktirde (4.3.1) asagidaki homogen hale doniigebilir

x(nt1)- b(nt1) = Alx(n)-b(m)]; ;o <n<m
L [x(no)- b(no)] = ¢ - Lb(no) ;  R[x(m)- b(n1)] = w -Rb(ny) .
ve onun tek ¢dzimii
y(®) = b(n) + Go(n) [¢ - Lb(no)] + Gu(n) [y -Rb(m)].  (4.3.2)
formiilii ile verilebilir. Burada Go(n), Gi(n) aynk green matris dizileridir. Bu diziler
asagdaki iki tane iki-nokta simr deger problemlerin ¢oziimleridir. ( I, kxk tipinde birim
matris , n =ny, not+1, ngt2, ..., n; -1)

Go(l’l+1) = AGo(n),
(43.3)
L Go(no) = Im R RGo(nl) = 0,

Gl(n+ 1) = AGl(n),
(4.3.4)
L Gl(no) =0, RGl(nl) = INm.
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4.4. Sabit Katsayih Lineer Ayrik Denklem Sistemlerinin Iki-Nokta
Sinir Deger Probleminin Hassasiyetinin Bir Matrisin Sart Sayisina

Dayanarak Olgiilmesi

Bu kisimda sabit katsayili, lineer, aynk denklem sistemleri ig¢in 6nce Cauchy probleminin
daha sonra da iki-nokta simr deger probleminin hassasiyeti bir matrisin sart sayisi
yardimiyla gesitli durumlar igin incelendi. Ancak burada, tiim verilerin degigmesi halinde
hassasiyetin incelenmesi daha fazla 6neme sahiptir. Bu durumu agagidaki teorem ile ifade
edilebilir.

Teorem 4.4.1. { n: neZ, n,< n<n, } kiimesinde
x(n+1) = Ax(n)
(4.4.1)
Lx(mo) =9, Rx(m)=y
ve
y(+1) = 4 y(n)
(4.42)
Lyo)=¢, Ryw)=v
problemleri ele alinsin. Burada A,L R, 3,7 smasiyla A, L, R, ¢ ve y matris ve
vektorlei norm olarak birbirlerine ¢ok yakin matris ve vektorlerdir. Ayrica

|R- R||<0.1||R || saglansin. Onlarin bir birine yakinlign T =n, - ny ve

H—( L TJ (4.4.3)
olmak iizere u(H) = |[H]|.||H|| sayisma baghdir.
S =11 x@ | wlam B Y | [12- Z1+1R- RiN4T 11 R

4— A4 Je-4] | 1

Alf ¢ HI
e ]

4|

MW@WW%WMMM MWW

RN SRR ;"}
p,.e... K mwuw Wl e

DOK‘UWMW”‘"’“ PT HEL
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S;= ,U(A”_""ﬁ—l)

- w A~ H

olsun. Bu takdirde
[| y() - x(n) [[ < Sy + 82+ S5 (4.4.4)
esitsizlifi saflanir.

Bu teoremin ispat1 boliim sonunda verilecektir.

Ilk olarak Cauchy probleminde baglangic verileri degistifinde ¢6zimiin ne kadar
degistigi agagidaki teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 4.4.2.
x(nt1) = Ax(n) ,n=0,%1, £2,... (4.4.5)
x(0)=a
y(n+1) = Ay(n), n=0,t1, 12,... (4.4.6)
y0) =12

iki Cauchy problemi g6z oniine alinsin. Burada A matrisi A matrisine yeterince yakin
segilen bir matris ve a2 vektérii a vektoriine yeterince yakin segilen bir vektordir. Bu

taktirde bu Cauchy problemlerinin ¢6ziimii igin

N |
A-A
i@ -5t < AL v iy e T Lyt po-si 10401031 (4.4.7)

esitsizligi saglanir.



ispat.

Ele alinan (4.4.5) ve (4.4.6) problemlerinin ¢ozimleri verilen varlik ve teklik
teoreminden( Teorem 3.1.1) var, tek ve
x(n) = A"a, n=0,%1, £2,...
ym)= A"Z ,n=0t1, 12,...
seklinde yazilabilir. Dolayistyla bu problemlerin ¢oziimlerinin farki igin
x@)-y() =(A"- A")a+A"(2-7)
ifadesi gegerli olur. Boylece her iki tarafin normu alinarak

Ix@)-y@) (< |A*- A% [jall +(]| A* | H| A*-A* ) [la -7 |
<| A" Al flall + || A*[[ la-& || + 1| A®-A" || fla-7 |
<\ A%- A [ llall +lla-F (1 T 1l A%} fla -5
yazilabilir. Lemma 3.4.1° den

T
|4"-47||< "A" "A" e
esitsizligi gegerli olur. Bu takdirde
" la-7]
A- A4 i
| x(@) - y(a) ns"m"—"llAu"e M Tl + -3 T 1 A% -5 )

yazlabilir. Bu formiil (4.4.5) ve (4.4.6) problemlerinin ¢6ziimlerinin birbirine ne kadar
yakin oldugunu gosteriyor. Goriildiigi gibi bu fark giris verilerine baghdr.
Boylece teoremin ispat: tamamlanmgtir.
Cauchy probleminin hassasiyeti kavramimn daha iyi anlagilmasi igin asagidaki 6rnekler
faydal olacaktr.
Ornek 4.4.1.
x(n+1)=0.5x(n),n=0,%1, +2,......
x(0)=1
Cauchy problemi ve katsay ile baglangi¢ sart1 biraz degistirilmis
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y(n+1)=(0.5+€),n=0,+1,42 ... .
y(0)=1+8

Cauchy problemi g6z oniine alinsin. Bu problemlerin ¢oziimleri sirastyla
x(n)=(0.5)",n=0,%1,42,......

ve

ym)=(05+¢)" (1+8),n=0,+1,+2,......
dir.

x(n) -y(m) =(0.5)"-(0.5+€) (1+8),n=0,+1,+2, ...
dir.

(05+8)=(05)+Ca' (0.5) e +C2(0.5)% +... + CX (0.5 e+ .+ Cr¢"

(05+e)= Z C“ (0.5 %
k=0

x(n) - y(m) = (0.5 )" - (1 +O)[051 + Y. €K (0.5)*e]
k=1
=-(1+5) fj CX (0.5 )™ - §(0.5)"
k=1

| x(n) -y(n) | <] 1+a||2 C" (0.5 )" - 5(0.5)" | + 5(0.5)"

n k

le
k(0.5 y¥ek = n!
Z - (03)% Zl(n——k)!kun"k

olur.
ntek
S(k,n) = Z Sy n>1,1sk<n
olsun. S(k,n) < S(1,n) = 2:_1 saglanir.
“ , nlek l
S
Zleoonz ¥ Zl |SGen) | ¢ ]

n
<le|D, 1SQ,n)|
k=1



n

<neg
2”—1

Bu takdirde

nie K3
2” -1 2 n
Mutlak hatanin oldukga kiigiik oldugu goriiliiyor. Bagil hata igin

| x(n)-y(m) [< (1+8)

e &
+ —
2"'—1 211

| x(@)-y(m) |/ x(@) | < 2*[(1+8)

| x(n)-y(@)|/|x@)|< (1+8)2n’s+3
yazilabilir. Goruldiigii gibi bagil hata n biyiidikge biiytyor.

Ornek 4.4.2.
x(n+1)= x(n) ,n=0,£1,£2,. ...
x(0)=1
Cauchy problemi ve
y(n+t1)=(1+€),n=0,£1,42, ...
y(0)=1+35
Cauchy problemi g6z 6niine alinsin. Bu problemlerin ¢éziimleri sirastyla
x(n)=1,n=0,+1,+2,.....
ve
ym)=(1+e)" (1+8),n=0,%1,42,......
dir. Bu ¢6ziimlerin € > 0 ve € < 0 durumlannda incelenmesi faydal olur.
€ > 0 olmasi durumu :
|x(n) -y(m) |=]1-(1+€)" (1 +8) [ >0 ,n—> o icin
olur. Buradan € > 0 durumunda n biiyiidiik¢e hata gittikge biiytiyor.

€ < 0 olmasi durumu :

[x(@) -y@)|=|1-(1+€)'(1+8)[|—>1,n—>c igin
olur. Bu durumda n biyiidiikge hata 1’e daha yakin oluyor.
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Ornek 4.4.3.
x(ntl)=2x(n),n=0,£1, 2, ...
x(0)=1
Cauchy problemi ve
y(ntl)=(2+¢),n=0,£1,42,.....
y(0)=1+8
Cauchy problemi g6z 6niine alinsin. Bu problemlerin ¢6ziimleri sirastyla
x(n)=2" ,n=0,+1,+2,......
ve
yn)=(2+e)'(1+8),n=0,+£1,£2,......
dir.
(2+e P =2+Cl 2g + C22%%2 +  + CX 2™ ek +  +Cl¢

| x(n) -y(@)|=]2"-(2+&)' (1+3)|
=|2"-(1+8) { 2+ C' 2" + G2 2"%% + .. + CF 2% + ..+ C."e" }

n
=|2n_(1 +§) Z anzn-kekl
k=0

n
<] 1+82°] 3 | Cavket]
k=1
Burada mutlak hatanin n biiyiidiikge daha da biiyiidiigii goriilityor. Bagil hata igin

[x(n) - )] & |miank gk
) S_2—'1+82 | Z (1= k) Ik!
n12h- -k k

=(2 S)Z (- k) k!

olur. Burada da ba@il hatanin n biyiidiikge daha da biyadiigi goriliyor.

Simdi Iki-nokta simr deger probleminde sadece ¢ ve v verileri degistifinde problemin
hassasiyeti ile ilgili agafidaki teorem verilecektir.
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Teorem 4.4.3.

x(n+1) = Ax(n); np<n<mn

(4.4.8)
Lx(no))=¢; Rx(n)=vy.
ve
y(ntl)=Ay(n), np<n<n
(4.4.9)
Lym)=¢ ; Rym)=y
iki nokta simr deger problemleri goz 6niine alinsin. Bu taktirde
-2
Ix(0) Y@ | _ |y nmy g1yt A
e <u(A"HY) 'KwJ" ,p<n<m (4.4.10)
|4
esitsizlifi saglanir.

ispat.
A tekil olmayan bir matris olmak iizere (4.4.8) ve (4.4.9) iki nokta smir deger
problemlerinin ¢éziimleri

x(n) = (A, n-n, ) D(A, 0 )H? (Z:) np<n<m

y(n) = P( A, n-np ) ®(A, 0 )H“(;J, Kp<n<m

seklinde veya

P
x(n) = A" H! (V, ,Mp<n

A

m

~

y(m) = A""‘°H“(~ Mo
seklinde yazilabilir. Burada

o (5o (o)
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dir. Bu durumda

A(e)_(®
x(n) - y(n) = A" [[W)_ '/’7)}, np<n<n (441 1)

(o o
|| x(n) - y(n)l|<||A“°H1H”,,, ,;;“ m<n<m

L,
T

I Il(f;ll(;’i ) sl (0

) ‘”
[5G

\ YN

oG]

<p(A™H! [
T

7G)

1 %(0) - y(n) || <p (A™H) T "m} [, n <0<,
4

oo
R

| x(@) ||
olur. Elde edilen bagil hata igin iist sturda p (A" H') sart sayismn etkili oldugu

o (7)

n<n

goriiliiyor. p (A"™ H™) sart sayis1 bityiidiikge bagil hata biiyiiyecektir. Elde edilen bu
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hata lokal bagil hata igin bir st simrdir. Eger secilen normun sonunda n’ ye bagh
olmayan bir sonug elde edilebilirse global bagil hata i¢in bir iist sinir elde edilmis olur.
Simdi iki-nokta sinir deger probleminde sadece L ve R verileri degistiginde problemin

hassasiyeti ile ilgili agagidaki teorem verilecektir.

Teorem 4.4.4.
x(ntl)=Ax(n);np<n<m
(4.4.12)
Lx(n) =0 ; Rx(n)=w.
ve
y(n+1) = Ay(n);no<n<mn
(4.4.13)
Lym)=0; Rym)=y
iki-nokta sinir deger problemleri g6z Oniine alinsin. Bu taktirde
"x(’ﬁi(n;’"(n)" < /t( 4o H—-l)(u(H) HL—H;JTL“" +ﬂ1‘71;—ﬁ ﬂ( AT ))
) (4.4.14)

' le-Z] |R-R| (. .
e T e T )

esitsizligi saglamr.

Ispat. (4.4.12) ve (4.4.13) problemlerinin ¢oziimleri sirastyla

P
x(n) = A" H"(,/,J, np<n<m

ve
~ | P
y(n)= A" H™! (V/J’ np<n<m
dir. Bu durumda agagidaki ifadeler yazlabilir.

— AD-Ng l¢ n-ng ry-1 14
x(n)—y(n)= A H‘W-A H v,,nOSnSnl
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- . (o
= A" (H!- H”l)[wj (4.4.15)

~ 2
=_ An—no( H—l _I_I-l )(v/)

~ @
— _An-no( H—l _H-l) (An-no H-l )-1 An-no H-l (WJ

= _ An-no ( ﬁ—l _H-l) (An~no H-l )-1 X(n)

||x(n)—y(n)|| < “ An-no( ﬁ-—l _I_I-l )” ”( Ao Hl )-l”
[

=|A™ H'H (7 -HY)||(A™™H" )

<||A™ B || [H (27 -HY)| (A H )|
=p(A™™ H') [H (-1

Aynca H(H'H')=HH'M =H(H+H'-H-1) olr Simdi
(A+B)' =-A"B(A+B)’+ A" eitliginde A=H ve B= H -H olarak alinirsa,
H+H -Hy'= -HY(H -H)H+H -Hy'+ 1!
H(H'H)=-H(HY(H-H)Z'+H) -1
H(H''HY)=-(H-H)H+1-1
HH'HY)=-(H-H)H"
yazlabilir. Buradan,
IH(H | | <|| A-H| |H |

~ 1
=||H-H||—(—-r)
o, \H

<|| HH|

1
o) |
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[ o (m) |H-H|
7l =]
-1 vign L _
I T
pH)  |H|
ORI PRy L0 1
o S T T o
T
. ﬁ___[ L-1L J
(R-R) A™™
uH-ﬁns(" LJ ” 0 ]
(R-R) 4™
<JIL-Lf+||®R-R) 4%™
[7-4]_|-1] |=-H, .,
T2/ I ' { -
L-L R—R
] i . ,LIA,, —n" Zene
e-1f R 4
W g ()
-1 R-R| (o,
S TR T )
"x(n) —y (n)" n-ng y—1 IL ﬂR R]] n,—n,
)] (A H )(H(H)I o + (A ))

1

. "L"Z" "R_ﬁ" n -n,
=) S+ )

olur. Boylece teoremin ispat1 tamamlanms oldu.
Bu teoremlerin ispati1 tamamlandiktan sonra §imdi Teorem 4.4.1.%in ispat1 verilebilir.
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Teorem 4.4.1° in ispat1
x(n+1) = Ax(n)
Lx(no) =9, Rx(m)=vy

ve
y(n+1) = 4 y(n)
L ym)=¢, Rym)y-y
problemleri ele alinsin. Bu problemlerim ¢dziimleri sirastyla

4 L L
—_— n—no 1 ) = =
x(n)= A H (V/J np<n<n ,H ( nl—no) ( T)

~

An-n, -t ¢ £5_ L _ L
yn)= A" H 7 ,Mms<n<ny, H= 7am-m )"\ ®AT

seklindedir. Buna gore,

x(n) - y(n) = A" M H! (z,)'f\n—'% H? [Z;J

= An—n"'.[H'l (Zj)_ ﬁ—l (g)] + [An—no il Kn—no ]ﬁ—l (g)

_arn [ [irz] @* 7 ;}@ ]+ [amn . 5o ]+ (f

[~
i ~ 1P ~ P19 -
_ an—n, gt g1 n-n, zy-1 1o n-n, _ xn-n,
=A""™ |H-H J('//]+A H ('I/J U//J]+ [A A ]
- ~ @
Cl= An—no _H-I-H_l] [ )
~ @
— AD-D, Fj-1 }
c-amn (0]

G- [arn . zn ] 5 @

olsun. Bu takdirde

N
N—
(W—
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| x(m) - y(@) | < | Coll + || C2f| + || Cs |
olacaktir.

C; ifadesi i¢in Lemma 3.4.1° de A=A ve B=A -A alimrsa

(QN

Gl < "A" "Z" 1A o lIAll el " .)"

| Csll <A™ ™™ - A" |H7Y

esitsizlii elde edilir.
C, ifadesi i¢in Teorem 4.4.3° den

< g 4m " g wn x(n) ||
R

esitsizlifi gegerli olur.
C, ifadesi icin Teorem 4.4.4 ‘den
Il <l ) || el B e [ S
[H] "H—H"
T
1

I Call <1l x@) |} o™ 5 ey || | - B
esitsizligi elde edilebilir, Ancak burada

L L
o H
~ L L
H= RA™ " = RiT

dir. Bu takdirde

Hﬁ—( L-L )
4T -RA

)

1]~ ED)|E - ]

~ 0
IH-H || < (RAT_ﬁzT)
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<|L-L||+||RA"- R 47
RAT-RAT=RA"-RA+R A7-R 47
=R-R)A+RA™-4T)
IB-H|<|L-L|+||(R- R)aA"+R(4"-4")]
<|L- L[+ ||R- R4 |HIR |1 4"-A7 ]

Lemma 3.4.1” den

R Y. IMT—«;]‘TTJ
4" -4 llswﬂAH e
esitsizligi gecerli olur. Bu takdirde
4 [4-2]
IB-H|<|L- ZI+)R- RINATIHIR] J4- i 4 4T e 1
yazilabilir.
R=R-R+R
IRI< IR|+|IR- R
oldugundan
J4-2
IB-H|<||L- L+ || R- R|| |47 +[IR ||+ IR - R]] 2 v Af" a7 e 11

ifadesi gegerli olur. || R- R|[|<0.1[|R| oldugundan
[IRI+IR- R|f<11[R]]
saglamr. Bu takdirde

el <lixw | eldm)uen ) [1L- Z1+1R- B )47 1R

"A"Te Z ] 1 ”A A“

pi- - e e

olur.
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5. AYRIK iKi-NOKTA SINIR DEGER PROBLEMI iCIN
GARANTI YAKLASIM YONTEMI

y(nt1) = Ay(n)
(5.1)
Ly(ng) =@, Ry(n)=vy

sabit katsayih adi aynk denklem sistemi igin iki-nokta siir deger problemi ele almsin.
Bu boliimde tezin esas amaci olan garanti yaklagim yontemini (5.1) problemi igin
kurmaktir. Bu tiir algoritma igin ikinci boliimde bir 6rnek verilmigti. Verilen bir problemie
ilgili olan garanti yaklagim algoritmasim olugturmak i¢in gerekli olan yedi temel kavram
da aym ‘bolimde verilmigti. Bu yedi temel kavramin (5.1) problemi igin aldift sekil
agagida ortaya konulacaktir:

5.1. Formét

Burada biitiin hesaplamalarin y, P_, P. ve K parametrelerine bagh olan rasyonel sayilanin
F(y, P, P.,K) alt kiimesi olan formatta yapilacag: kabul edilmektedir.

5.2, Sart Sayisi

Sart sayis1 kavrami, Ax = f sisteminin ¢6ziimiiniin bulunmas: problemi igin, problemin
iyi konulup konulmadifii  belirlemekte kullamlan detA # 0 olup olmadiginin
belirlenmesi yerine kullamlan alternatif bir kavramdi. Hatirlanacag tizere Ax =f sistemi
icin gart sayis1 olarak u(A) = || A || | A™ || alinnustr. Bu sart sayis1 A matrisinin tekil
matrislerin kiimesinden ne kadar uzak oldugunu gosteren bir sayidir. Bu ikinci boliimde
agiklanmigti 6zellikle Teorem 2.2.2 ve Teorem 2.2.3 A matrisinin tekil matrislerin

kiimesinden ne kadar uzak oldugunu gart sayisi yardimyla gosteren teoremlerdir.

Bir 6nceki boliimde (5.1) probleminin ¢dziimiiniin var ve tek olmas: igin
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( . )
H=
RA("‘_"")

matrisinin tekil olmamasinin gerek ve yeter sart oldugu gosterilmigti. Demek ki Ax = f
sisteminde oldugu gibi burada da ¢oziimiin varhi@ ve tekligi i¢in kriter H matrisi ile
ilgilidir. Benzer gekilde (5.1) problemi igin sart sayisi olarak pu(H) = || H || | H” || saysi
bir onceki bolimde de kullamlmig ve burada da kullamlacaktir. Sart sayis1 kavrami
bilimsel hesaplamalarda bir problemin ¢6ziimiiniin hassasiyetinin belirlenmesinde nemli
bir rol oynamaktadir. Yani sart sayisinin biiyiikliigii problemin iyi veya kotii konulmus
olup olmadig hakkinda bilgi verir[ Aydin 1995].

5.3. Giris Verilerindeki Hatalarin Sonuca Etkisi

Garanti yaklagim yontemine gore bir problemin ¢oziimii i¢in girig verilerinin hatalarimn
¢Ozlime etkisi aynintih gekilde incelenmelidir. Bir 6nceki boliimde verilen iki-nokta simr
deger problemi igin, giri verilerinin hatalannin ¢6ziime etkisi aynntih gekilde ele
alinmugti. Teorem 4.4.1 de elde edilen sonug burada hatirlatilabilir.

{n:neZ n<n<n; } kiimesinde

x(n+1) = Ax(n)

Lx(m) =0, Rx(m)=vy

ve

y(+1) = 4 y(n)

L yino)=¢, Rym)=y

problemleri ele alinsin. Burada A, LR, o,y sirastyla A, L, R, ¢ ve y matris ve
vektorleri norm olarak birbirlerine ¢ok yakin matris ve vektérlerdir. Aynca

[R- R||<0.1]||R || saglansmn. Bu takdirde ¢oziimlerin birbirine yakih@ T =n; - 1o

{ur )

olmak iizere segilen pw(H) = |[HJ|.|[H'"|| sart sayisina baghdr.

ve
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S=1Ix) | wld™ " H Y@ [ [1L- L1+ R- R 47 +1.1|R |

o e M l v

RGNS W R e Py

)3
[+

o BA e 2]

S.= p{a " ) I x(m) |

olsun. Bu takdirde
[| /() - x(n) || <S; + S, + S5
esitsizlifi saglanir.

Elde edilen iist sinirda yer alan ||A”]| problemin daha kiigiik arahklarda caligiimasi
zorunlulugunu getirmektedir. Ciinkii T — oo igin [JA"]| — oo olabilir. Ancak T — o igin
A" — 0 olabilir. Boylece T= n;-no farkinmn kiigtik olabilmesi i¢in aralik daha kiigiik
secilmelidir.

5.4. Kalinti (rezidii) Problemi
x(n+1) = Ax(n)
Lx(no) =0, Rx(m)=vy
Iki-nokta s deger probleminin segilen format kiimesinde bilgisayarda hesaplanan
¢0ziimii y(n) olsun. Bu takdirde ¢oziimiin kalintis:
f{n) = y(n+1)-Ay(n)
olur. Aym gekilde
Ly(no)=9¢ , Ry(n)= ¥
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olur. Buradan
y(nt+1) = Ay(n) + f{n)
Ly(no)=¢ , Ry(m)=y
Iki-nokta siir deger problemi bilgisayarda hesaplanan ¢oziimiin sagladifi problemdir.
Bilgisayarda hesaplanan bu ¢oziim
Iy@x+1) - Ay@) - fn) | < e,
[Ly(mo) - || <&, [[Ry(m)-y|[ <g,
esitsizliklerini saglarsa problem iyi sarthdir. Eger bu esitsizlikler saglanmazsa verilen
problemin koti sarth oldugu kesinlik kazanir. Burada kullanilan 1+¢, segilen formatta
1’e en yakin olan sayidir. Burada agagidaki teoremi vermek miimkiindiir.

Teorem 5.4.1. { n: neZ, n,< n <n, } kiimesinde

x(n+1) = Ax(n)

Lx(no) =p, Rx(n)=v
ve

y(ort1) = Ay(n) + f{n)
Ly(n)=¢ , Rym)=y
problemleri ele ahnsin. Burada @,y swasiyla ¢ ve y vektérled norm olarak
birbirlerine ¢ok yakin vektorlerdir. Ayrica {f{n)} kiigik bir vektor dizisidir. Coziimlerin
birbirine yakinligt T =n; - ny ve
)
RAT

olmak iizere u(H) = ||H]|.][H"| sayisina baglidir. Bu taktirde

W, el

olmak tizere

A"" ]
— I | (uq: AL 7 b s SRS O S ||f(n)||)

max

+O(A)(n1-no). HQ|

n,<n<n |
esitsizlii saglanir.
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Ispat.
x(nt+1) = Ax(n)
Lx(no) =9, Rx(m)=v
ve
y(ot1) = Ay(n) + f(n)
Lyn)=¢ , Ry(m)=y
problemleri ele alnsin.

Birinci problemin ¢6ziimii
x(@) = A" H (‘”)
v

ve ikinci problemin ¢6ziimii

7
y(n)= A" u? [!7“ R_i g (k)J+ZA " £ (k)

k=ny

dir.

1 ¢ ¢ —k—1

X(Il)'Y(n) = A"‘”OH‘ y— W+R2An_k_1f(k) ZAn f(k)
k=n,
olur.
n
2ATIEIS, ||f<n>|lz 4+ = |F @)
dersek
| x(0) — y(m) || < || 4" ||.|| Hj. G|¢ - @)+ |v -] +I|R||I|F(n)||)+IIF(n)H

olur.

8(A)= n <n<n "A""'° I

oldugu kabul edilsin. Bu takdirde

() - y@) | < | 4™ 1| H‘n.(uso =+l - o] + |l —myoa). T llfm)ll)

max
oWee. el
olur. Buradan
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A"
x50l < S (lo -1ty -1+ e -npowy, ™ 1]

+0(A) o). :‘a:s” 170

elde edilir.
5.5. Pratik Iyi Sarth Problem

Iyi sarth ve kotii sarth problemlerin sart sayis: kavramiyla belirlenebilecegini, probleme
ait verilerin ne kadar degistiginde problemin kot sarth olacad ile ilgili bilgi Ax = f
sistemi igin verilmigti. Ax =f sisteminin ¢dziimiiniin bulunmasi problemi i¢in matrislerin
pratik terslenebilme parametresi p* ile gosterilmigti. Bu say1 Formata ve algoritmaya
dayanarak segilen bir sayidir. Burada iki-nokta sir deger problemi i¢in de bu say1 pratik
iyi sarth problemleri tamitan simr olarak alinacaktir. Yani p(H) > pu* oldugu tespit
edilirse verilen iki-nokta siir defer problemi pratik kétii sarth demektir. Yani segilen
formata ve algoritmaya gore H matrisinin degisimi kabul edilebilir siirlar iginde
kalmamaktadir. Boylece onceden belirlenen u* * a goére w(H) > u* olmast problemin
¢oziimiine devam edilmesine gerek olmadifim gosterir. Bu durum algoritmada
belirtilmelidir. Aksi halde verilen iki-nokta siur defer problemi pratik iyi sarth bir
problemdir. Yani problemde verilerin degisimi kabul edilebilir simrlardadir ve problemin

¢oziimiine devam edilebilir.

§.6. Algoritma

Garanti yaklagim y6nteminin olugturulabilmesi igin bir algoritma verilmesi sarttir. Verilen
bir algoritmanin garanti yaklagim algoritmas: olabilmesi igin mutlaka yuvarlama hata
analizi yapilmalidir. Yani, segilen formatta iglemler yapilirken biriken yuvarlama
hatalarnmn  iist sin segilen sart sayisina bagh olarak bulunmalidir. Burada (5.1)
problemini ¢6zmek igin 2 degigik algoritma verilecektir. Hata analizi yapildiktan sonra bu
algoritmalardan birisi amag algoritmasi olarak kullamlabilir,
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Algoritma 1. Bu algoritma i¢in veriler; N ve k dogal sayilar, T = n;-ny reel sayi, A reel
karesel N boyutlu matris, L reel dikdértgen kxN tipinde bir matris, R reel dikdértgen
(N-k)xN bir matris, ¢ reel k bilegenli vektor ve y reel N-k bilegenli vektordiir.

Adim 1. Céziime 6nce sol simir sartindan baglanir. Sol simr sartlanm saglayan

vektorler

Ly=o¢

homogen olmayan lineer cebirsel denklem sistemini ¢dzerek elde edilir. L matrisinin
satirlan lineer bagimsiz ise bu taktirde verilen sistemin sonsuz ¢6ziimii vardir [ Simsek
1999]. Bu denklem sisteminin ¢oziimii homogen kismin genel ¢6ziimii ve homogen
olmayan kismun y 6zel ¢éziimiiniin toplami yardimiyla verilebilir. Homogen kismin genel
¢oziimiinii bulmak i¢in homogen denklemlerin ¢6ziimlerinin alt uzayim tamtan N bilegenli
g1, 82, ... » @nk reel vektorlere ihtiyag vardir. Yani ;

Ly=9
den homogen olmayan kismin 6zel ¢6ziimii olan y vektérii ve

Lg=0,j=1,2,...,N-k

esitliklerini saglayan N-k tane g, g, ... , gnx vektorleri bulunur. Béylece N-k tane

vektor bulunmus olur.

Niimerik analizin klasik problemlerinden olan bu problem, hatalarn etkisini kontrol eden
SVD ( Singular Value Decomposition ,Tekil Deger Aynsim) algoritmas: ile ¢oziilir. [
Golup ve Loan 1989, Frangoise 1996, Godunov vd. 1993, Trefethan 1995].

Boylece Ly = ¢ sisteminin genel ¢6ziimii

y=J +cagi+ogt ..+ ongnk
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seklinde elde edilmig olur. Burada ¢, j =1, 2, ..., N-k reel sayilardir.

Admm 2. Adim 1 de bulunan y,g;, g, ... , gk vektorleri yardimiyla asagidaki aynk
Cauchy problemleri [0,T] ayrk araliginda hesaplanir.

hl(n+1) = Ah](n); hl(O) = g1,

hy(n+1) = Ahy(n); hy(0) = g;

hva(nt1) = Ahnadn);  hvs(0) = gra

z(n+1) = Az(n); z(0)= p;

Buradan {h;(n)}, {hx(n)}, ... , {bnw(n)} ve {z(n)} vektor dizileri ve hy(T),hx(T),....hns(T)

ve z(T) vektorleri hesaplanir.

Adim 3. Sol sinir gartim saglayan ve sag sinir gartina kadar saglanan ¢oziimler

y(n) = z(n) + cihi(n) + c; ha(n) + ... + ey hva(n)

dir. Buradaki c¢i, ¢z , ... , cnk  Katsayllanm hesaplamak igin sag taraftaki siur garti
kullanilir. Bu hesab: yapmak igin

R[z(T) + cihy(T) + ¢z ho(T) + ... + onic hnva(T)] =y

homogen olmayan lineer sistemi 1. Adimda oldugu gibi SVD ( Tekil Deger Ayrigim)
algoritmast kullamlarak ¢oziiliir ve ¢y, ¢z, ... , cnx bulunur.



Adm 4. 3. Adimda hesaplanan c;, ¢z, ... , cnx katsayllan ve 2. Adimda hesaplanan
{hi(n)}, {hx(n)}, ... , {hnx(n)} ve {z(n)} vektor dizileri yardimyla verilen (5.1)
probleminin tek olan {x(n)} ¢oziimii

x(n) = z(n) + c;hi(n) + ¢z hy(n) + ... + cnk hna(n)

seklinde bulunur.

Burada hata kontrolii hakkinda yorum yapilmamaktadir. Verilen bu algoritma iyi sarth
oldugu bilinen problemler igin kullamimahdir.

Simdi verilen (5.1) problemi igin bir algoritma daha verilecektir.
Algoritma 2. Bu algoritma i¢in veriler; N ve k dogal sayilar, T = n;-no reel say1, A

reel karesel N boyutlu matris, L reel dikdortgen kxN tipinde bir matris, R reel
dikdortgen (N-k)xXN bir matris, ¢ reel k bilesenli vektér ve v reel N-k bilegenli

vektordiir.
Admm 1.
1 0 0
0 1 0
g1= S &= sl > 8NT
0 0 1

hy(nt+1) = Ahy(n), hy(0) =g,

ho(nt1) = Aha(n);  hx(0) = g2;

...............................................

hyna(nt1) = Ahxy(n); hna(0) = gnors
hn(n+1) = Ahx(n); hn(0) = gn;
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alarak A" = [hy(n), ho(n), ... , hn(m)], n=1,2, ..., T hesaplanir. Sonug olarak N tane
{l(n)}, {hx(n)}, ..., {hn(n)} vektor dizileri ve N tane hy(T), hy(T), ... , hn(T) vektorleri

hesaplanir.

A" =[hy(T), hy(T), ... , h(T) ]
oldugu acgiktir.

L
j matrisi ele alinir,

Adm2. H= (RAT

Adim 2.1. Householder doniistimleri kullanilarak Q ve V ortogonal matrisler ve W iki
kosegenli matris olmak iizere H=QWYV seklinde yazlabilir.

Adm 2.2. Sturm yontemi yardimiyla elde edilen iki kogegenli matrisin en biyiik
on(H) ve en kiigiikk 6,(H) tekil degerleri hesaplanir

Admm 2.3. on(H) > oi(H)u* esitsizligi yardimyla verilen problemin pratik iyi sarth
olup olmadig: kontrol edilir. Eger pratik kotii sarth oluBu tespit edilirse hesap islemleri
durdurularak  p(H) > p* sonug olarak verilir. Aksi halde 4. Adima gegilerek ¢dziime
devam edilir.

Admm 3. Ha=(:;) sistemi yardimiyla a vektorii hesaplamir. p(H) yeterince kiigiik
oldugundan Householder doniigiimleri ile elde edilen matrisler kullamlarak bu iglem
giivenli gekilde yapihr. QWVa= (z) sistemi W(Va)= Q* (5) seklinde yazlabilir.

W iyi sarth iki kogegenli matris olduguna gore yok etme yontemiyle s = Va diyerek

=*¢)
Ws Q(w

sistemi bulunur. Buradan s hesaplandiktan sonra s = Va dan a =V*s elde edilir.

Buradan verilen (5.1) probleminin tek olan ¢oziimi
x(n) = alhl(n) +ay hz(n) +..+ay hN(n)

seklinde elde edilir.
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5.7. Hassas Iterasyon Islemi

Garanti yaklagim yonteminin son agamasi, verilen problem igin hassas iterasyon islemini
yapmaktir. Sadece iyi konulmus problemler igin kullamlan hassas iterasyon igleminin
amaci, bir onceki algoritma ile iyi konulmus oldugu belirlenen problemin elde edilen
yaklagik y ¢6ziimii yardimiyla daba iyi bir yaklagmm elde etmektir. Burada hassas
iterasyon igleminin gerceklestirilebilmesi i¢in homogen olmayan iki-nokta simr deger
problemlerinin ¢6ziimiiniin duyarh bigimde bulunmasi gerekmektedir. Bu nedenle simdilik
verilen problem i¢in hassas iterasyon iglemi verilmeyecektir. Ancak hassas iterasyon
islemi i¢in daha aynntili galigmanin [Bohner vd. 1994] ¢aligmasina dayanarak yapilacag
timit edilmektedir.
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