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BÖLÜM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1 FREDHOLM ALTERNAT·IF TEOREMLER·I

Bir Ly = f denklemi verildi¼ginde çözümün hangi şartlar alt¬nda bulunabilece¼gi do¼gal bir

sorudur. Ayr¬ca bu çözüm tek midir? Bu sorular, Fredholm alternatif teoremi ile cevap

bulmuştur. Bu teoremin farkl¬ formlarda ifadesi mevcuttur: Cebirsel denklem sistem-

lerinin çözümleri, s¬n¬r de¼ger problemleri ve integral denklemlerinin çözümleri bunlara

örnektir. Bu teorem iki bölümden oluşmaktad¬r bu nedenle alternatif kelimesi kullan¬l-

maktad¬r. Verilen denklem, her f için ya bir çözüme sahip ya da baz¬f� ler için çok

say¬da çözüme sahip de¼gildir.

A bir n� n tipinde matris olmak üzere Ax = b sisteminin çözümü için aşa¼g¬daki teorem

verilebilir. Burada A�, A matrisinin adjointi olup 8x; y 2 Cn için hAx; yi = hx;A�yi

eşitli¼gi sa¼glanmaktad¬r.

Teorem 1.1 (Birinci Alternatif) Ax = b denklemi bir çözüme sahiptir ancak ve ancak

A�v = 0 şart¬n¬sa¼glayan her v için hb; vi = 0 d¬r.

Teorem 1.2 (·Ikinci Alternatif) Ax = b denkleminin çözümü e¼ger varsa tektir ancak ve

ancak Ax = 0 denkleminin sadece s¬f¬r çözümü vard¬r yani x = 0 d¬r.

·Ikinci alternatif daha yayg¬n olarak şöyle ifade edilmektedir: n tane denklem ve n tane

bilinmeyen içeren bir homojen olmayan sistemin çözümü tektir, e¼ger ilgili homojen prob-

lemin çözümü sadece s¬f¬r çözümüyse.

Fredholm alternatif teoremi lineer operatörler için aşa¼g¬daki şekilde geni̧sletilebilir.

Teorem 1.3 E¼ger L bir Hilbert uzay¬üzerinde tan¬ml¬, s¬n¬rl¬lineer operatör ise bu du-

rumda Ly = f denklemi bir çözüme sahiptir ancak ve ancak Lyv = 0 şart¬n¬sa¼glayan her

v için hf; vi = 0�d¬r. Burada Ly, L operatorünün adjointi olup L�nin tan¬m bölgesindeki
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her v ve Ly�n¬n tan¬m bölgesindeki her u için

hu; Lvi =


Lyu; v

�
eşitli¼gi sa¼glan¬r.

1.2 GENELLEŞM·IŞ FONKS·IYONLARIN GEL·IŞ·IM SÜREC·I

Kinetik denklemler, çok say¬da parçac¬k içeren bir sistemin zamana göre evrimini tasvir

etmek için bir yol ortaya koyar. Bunu yaparken de bir u(x; v; t) da¼g¬l¬m fonksiyonundan

yani di¼ger bir ifadeyle genelleşmi̧s fonksiyonundan yararlan¬l¬r. Çünkü bu fonksiyon, faz

uzay¬ndaki yo¼gunlu¼gu ifade eder. Daha aç¬k bir şekilde fdxdv; bu uzay¬n (x; v) noktas¬

civar¬ndaki konum-h¬z uzay¬n¬n dxdv hacmindeki parçaç¬klar¬n¬n say¬s¬n¬belirtmektedir,

(Amirov 2001, Anikonov 2001, Cercignani and Gabetta 2007, Degond et al. 2004). Bu ne-

denle, bu bölümde genelleşmi̧s fonksiyonlar ve ilgili kavramlar Gri¤el (2002), Vladimirov

(1984, 2002) eserleri esas al¬narak tart¬̧s¬lacakt¬r.

Genelleşmi̧s fonksiyonlar teorisi, Dirac delta fonksiyonunun matematiksel temellerini oluş-

turmak için geli̧stirilmi̧stir. Bu fonksiyon 1930 y¬l¬nda matematikçi Paul Dirac taraf¬ndan

Kuantum mekani¼ginin matematiksel formülasyonunda kullan¬lmak üzere tan¬mlanm¬̧st¬r.

Bilindi¼gi üzere sürekli kütle da¼g¬l¬mlar¬nda toplam kütle m =
R
� (x) dx ile elde edilir.

Ayr¬ca kütle merkezi ve eylemsizlik momenti, � fonksiyonuna göre ifade edilebilir. E¼ger

kütle sürekli şekilde da¼g¬lmak yerine sonlu say¬da noktada toplanm¬̧ssa, yukar¬daki tan¬m

geçerli olmaz. Şimdi kütlesi ihmal edilebilir, orta noktas¬nda (x = 0) küçük ve a¼g¬r bir

boncuk olan bir tel düşünelim. Kabul edelim ki bu boncuk birim kütleye sahip ve öyle

küçük olsun ki matematiksel olarak bir nokta ile gösterilebilsin. Bu durumda, e¼ger s¬f¬r

aral¬¼g¬n d¬̧s¬nda ise toplam kütle s¬f¬rd¬r ve s¬f¬r aral¬¼g¬n içindeyse toplam kütle birdir.

Bu kütle da¼g¬l¬m¬n¬temsil eden bir � fonksiyonu yoktur. E¼ger olsayd¬her x 6= 0 için

� (x) = 0 olurdu. Çünkü birim uzunluktaki kütle x = 0 d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r. Fakat, e¼ger

bir fonksiyon tek bir nokta d¬̧s¬nda her yerde s¬f¬r ise klasik anlamda bu fonksiyonun

integralinin herhangi bir aral¬k üzerinde s¬f¬r olmas¬gerekti¼gi aç¬kt¬r. Bu nedenle orjini

içeren bir aral¬k üzerinde bu fonksiyonun integralinin al¬nmas¬ do¼gru de¼geri yani 1� i

vermez:

m =

bZ
a

� (x) dx =

0Z
a

� (x) dx+

bZ
0

� (x) dx = 0:

2



Fiziksel aç¬dan kütle yo¼gunluk fonksiyonu x = 0 d¬̧s¬nda her yerde 0�d¬r, x = 0�da ise

sonsuzdur. Çünkü sonlu bir kütle s¬f¬r uzunlu¼gundaki bir alanda toplanm¬̧st¬r. Burada,

yani x = 0� da � (x) öyle sonsuz büyüktür ki integrant çok küçük bir alanda sadece

pozitif olmas¬na ra¼gmen integral s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Bu �ziksel olarak anlaml¬d¬r fakat

matematiksel olarak anlaml¬de¼gildir.

Bu nedenle Dirac aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan bir � (x) fonksiyonu tan¬mlam¬̧st¬r:

i) x = 0 için � (x) = 0;

ii) a < 0 < b ise

bZ
a

� (x) dx = 1:

Dirac�¬n yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬ fonksiyon birçok �zikçi, mühendis ve uygulamal¬mate-

matikçi taraf¬ndan kullan¬lm¬̧st¬r. Ancak teorik matematikçilere göre bu tan¬m büyük

bir sorundur. Daha aç¬k bir ifade ile matematiksel olarak anlaml¬olmayan ancak fay-

dal¬ve do¼gru sonuçlar veren bir �kir olarak ortaya ç¬km¬̧st¬r. Bu nedenle � (x) fonksiy-

onunun do¼gru matematik temeller üzerine oturtulmas¬için bir teoriye ihtiyaç duyulmuş-

tur. Bu durum, t¬pk¬16. yy da cebirsel denklemlerin çözümü için kompleks say¬lar¬n

kullan¬lmas¬na benzemektedir. Dirac Delta fonksiyonu ile ilgili bu teori 1936 y¬l¬nda S.

L Sobolev ve 1950 y¬l¬nda da L. Schwartz taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. Onlar¬n geli̧stirdi¼gi

genelleşmi̧s fonksiyonlar teorisi önemli avantajlar sa¼glam¬̧st¬r. Örne¼gin, her genelleşmi̧s

fonksiyon diferensiyellenebilir ayr¬ca serilerin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬gözard¬edilerek terim

terim türev ve integral al¬nabilir.

1.2.1 D Test Fonksiyonlar Uzay¬

Bir genelleşmi̧s fonksiyon, klasik fonksiyon kavram¬n¬n genelleştirilmesidir. Bu genelleştirme

bize noktasal maddelerin yo¼gunlu¼gunu, noktasal yüklerin, anl¬k noktasal kaynaklar¬n şid-

detini ve bir noktaya uygulanan kuvvetin yo¼gunlu¼gunu matematiksel olarak modelleme

imkan¬tan¬r.

D = D (
) test fonksiyonlar kümesi, 
 bölgesinde sonsuz olarak diferansiyellenebilen ve

kompakt supporta sahip fonksiyonlardan oluşur. Şimdi D kümesinde aşa¼g¬daki yak¬nsak-

l¬¼g¬tan¬mlayal¬m: D kümesinin elemanlar¬ndan oluşan '1; '2; ::: fonksiyonlar dizisi D�de

bir ' eleman¬na yak¬nsar, e¼ger aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬rsa:

i) Bir 
0 b 
 kümesi vard¬r öyleki supp 'k � 
0 dir.
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ii) Her � = (�1; �2; :::; �n) için D�'k (x)
x2

=) D�' (x) ; k !1 dir.

Bu durumda k ! 1 için 'k
D! ' olarak gösterilir. Bu yak¬nsakl¬k ile donat¬lm¬̧s D (
)

kümesine test fonksiyonlar uzay¬denir.

1.2.2 D0 Genelleşmi̧s Fonksiyon Uzay¬

Bir 
 kümesi üzerinde verilen genelleşmi̧s fonksiyon, D (
) test fonksiyonlar uzay¬ ü-

zerinde tan¬mlanan sürekli, lineer, fonksiyonellere denir.

Başka bir ifadeyle bir genelleşmi̧s fonksiyon f : D (
) ! F sürekli, lineer, fonksi-

yonellerdir. Burada F = R veya F = C d¬r. f genelleşmi̧s fonksiyonunun ' test fonksi-

yonu üzerindeki de¼geri (f; ') ile gösterilir. 
 bölgesinde verilen genelleşmi̧s fonksiyonlar¬n

kümesi D0 (
) ile gösterilir.

O halde genelleşmi̧s fonksiyonlar için aşa¼g¬dakileri söyleyebiliriz:

i) D üzerinde bir fonksiyoneldir; her ' 2 D için (f; ') bir kompleks say¬d¬r.

ii) f genelleşmi̧s fonksiyonu, D üzerinde bir lineer fonksiyoneldir, yani

';  2 D ve �; � 2 C olmak üzere

(f; �'+ � ) = � (f; ') + �(f;  ):

iii) f genelleşmi̧s fonksiyonu süreklidir:

E¼ger k !1 için 'k
D! ' ise k !1 için (f; 'k) �! (f; ') d¬r.

Ayr¬ca her ' 2 D(
) için (f; ') = (g; ') ise f ve g genelleşmi̧s fonksiyonlar¬eşittir denir.

Bu durumda 
 da f = g veya x 2 
 için f(x) = g(x) yaz¬l¬r.

1.2.3 Regüler Genelleşmi̧s Fonksiyonlar

Genelleşmi̧s fonksiyonlar¬n en basit örne¼gi 
 bölgesinde lokal olarak integrallenebilen bir

f fonksiyonu taraf¬ndan üretilen fonksiyonellerdir:

(f; ') =

Z
f(x)'(x)dx; ' 2 D(
):

Di¼ger tüm genelleşmi̧s fonksiyonlar singüler genelleşmi̧s fonksiyonlar olarak adland¬r¬l¬r.
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Lemma 1.4 (Du Bois Reymond)

Bir 
 bölgesinde lokal integrallenebilen f(x) fonksiyonunun hemen hemen heryerde s¬f¬r

olmas¬için gerek ve yeter şart onun taraf¬ndan üretilen f genelleşmi̧s fonksiyonunun 


da s¬f¬r olmas¬d¬r:

f(x) = 0 hhh()
Z



f'dx = 0; ' 2 D(
):

Yukar¬daki lemmadan 
 daki her regüler genelleşmi̧s fonksiyonun bir tek lokal integ-

rallenebilen fonksiyon taraf¬ndan tan¬mland¬¼g¬görülür. Sonuç olarak, 
 da lokal integral-

lenebilen fonksiyonlar ile regüler genelleşmi̧s fonksiyon aras¬nda birebir eşleme vard¬r. Bu

nedenle bundan sonra 
 da ki bir f(x) lokal integrallenebilen fonksiyonunu, onun taraf¬n-

dan üretilen D0(
) ya ait olan genelleşmi̧s fonksiyonlarla özleştirece¼giz. ·I̧ste bu anlamda

f(x) fonksiyonlar¬regüler genelleşmi̧s fonksiyonlard¬r.

1.2.4 Singüler Genelleşmi̧s Fonksiyon

Singüler genelleşmi̧s fonksiyonlar¬n en basit örne¼gi Dirac delta fonksiyonudur:

(�; ') = '(0); ' 2 D:

Aç¬kt¬r ki � 2 D0 için x 6= 0, �(x) = 0 böylece supp �(x) = f0g�d¬r. Şimdi �(x)�in bir

singüler genelleşmi̧s fonksiyon oldu¼gunu gösterelim:

Tersine kabul edelimki 
 da lokal integrallenebilen bir f(x) fonksiyonu içinZ
f(x)'(x)dx = '(0); ' 2 D (1.2)

olsun. E¼ger ' 2 D ise x'1 2 D olur. Bu durumda (1.2) denZ
f(x)x1'(x)dx = x1'(x)jx=0 = 0 = (x1f; ') ise hhh x1f(x) = 0 d¬r.

Buradan da hhh f(x) = 0 olur. O halde bir çeli̧ski ortaya ç¬kar, demekki kabulümüz

yanl¬̧st¬r. Yani Dirac delta fonksiyonu lokal integrallenebilen bir fonksiyon taraf¬ndan

üretilemez.
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1.2.5 Genelleşmi̧s Fonksiyonlar¬n Türevi

Bir f 2 Ck(
) fonksiyonunu ele alal¬m. Bu durumda her �; j�j � k ve ' 2 D (
) için

k¬smi integrasyon formülü yard¬m¬yla ' 2 C10 (
) oldu¼gu göz önünde bulundurularak

(@�f; ') =

Z



@�f(x)'(x)dx

= (�1)j�j
Z



f(x)@�'(x)dx

= @��1f(x)'(x)j@
 �
Z



@��1f(x)'0(x)dx

= �
Z



@��1f(x)'0(x)dx

= �@��2f(x)'0(x)j@
 �
Z



@��2f(x)'00(x)dx

...

= (�1)j�j
Z
f(x)@�'(x)dx

yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitlik, f 2 D0(
) genelleşmi̧s fonksiyonunun @�f genelleşmi̧s

türevinin tan¬m¬olarak al¬n¬r:

(@�f; ') = (�1)j�j(f; @�'); ' 2 D(
): (1.3)

Burada ' �! (�1)j�j@�' i̧slemiD(
) �! D(
) için lineer ve sürekli oldu¼gundan (1.3)�ün

sa¼g taraf¬ile tan¬ml¬@�f fonksiyoneli D0(
) da bir genelleşmi̧s fonksiyondur.

Özel olarak f = � oldu¼gunda (1.3) eşitli¼gi

(@��; ') = (�1)j�j@�'(0), ' 2 D

formunu al¬r.

1.2.6 Genelleşmi̧s Türevin Özellikleri

i) E¼ger f 2 D0(
) genelleşmi̧s fonksiyonu bir 
1 � 
 bölgesinde Ck(
1) s¬n¬f¬ndan ise bu

durumda fonksiyonun klasik türevi ile @�f genelleşmi̧s türevi 
1�de çak¬̧s¬r.

ii) Her f 2 D0(
) genelleşmi̧s fonksiyonu (özel olarak 
 da lokal olarak integrallenebilen

fonksiyonlar) sonsuz defa diferensiyellenebilirdir (genelleşmi̧s anlamda).
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iii) Genelleşmi̧s türevin sonucu, türevin s¬ras¬na ba¼gl¬de¼gildir:

@�+�f = @�(@�f) = @�(@�f):

iv) E¼ger f 2 D0(
) ve a 2 C1(
) ise bu durumda af çarp¬m¬n¬n türevi için Leibniz

formülü sa¼glan¬r:

@�(af) =
X
���

�
�

�

�
@�a@���f:

Örnek 1.1 f(x) = jx1j fonksiyonu Q = fjxj < 1g yuvar¬nda fx1 = sgnx1, fxi = 0

(i = 2; 3; :::; n) birinci genelleşmiş türevlerine sahiptir.

Her g(x) 2 C10(Q) içinZ
Q

jx1j �gx1dx =
Z
Q+

x1�gx1dx �
Z
Q�

x1�gx1dx

yaz¬labilir. BuradaQ+ = Q\(x1 > 0), Q� = Q\(x1 < 0) olarak tan¬ml¬d¬r. Ostrogradskii

formülünden @Q üzerinde x1�g = 0 ve x1 = 0 oldu¼gu göz önünde bulundurularakZ
Q

jx1j �gx1dx = �
Z
Q+

�gdx �
Z
Q�

�gdx = �
Z
Q

sgnx1�gdx

elde edilir. O halde x1 ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenine göre jx1j fonksiyonunun genelleşmi̧s türevi

vard¬r ve sgnx1�e eşittir. Ayr¬ca i � 2 içinZ
Q

jx1j �gxidx =
Z
Q

(jx1j �g)xidx = 0 = �
Z
Q

0:�gdx = (�1)(fxi ; g)

yaz¬labildi¼ginden jx1j fonksiyonunun xi, (i = 2; 3; :::; n) ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerine göre

genelleşmi̧s türevleri var ve s¬f¬ra eşittir, (Mikhailov 1978).

1.3 BAZI FONKS·IYON UZAYLARI

1.3.1 Ck(
) Uzay¬

Bir 
 bölgesinde tan¬ml¬k. mertebeye kadar sürekli k¬smi türevlere sahip fonksiyonlar

uzay¬Ck(
) ile gösterilir. Ek olarak, Ck(
) uzay¬na ait olan ve kompakt supporta sahip

fonksiyonlar s¬n¬f¬da Ck0 (
) ile ifade edilmektedir. Ayr¬ca C
1
0 (
) =

1T
k=0

Ck0 (
) şeklinde

tan¬mlan¬r, (Mikhailov 1978).
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1.3.2 Lp(
) Uzay¬


, Rn de bir bölge ve p de bir pozitif reel say¬olsun. Lp(
) ile 
 bölgesinde tan¬ml¬veZ



ju(x)jp dx <1

şart¬n¬sa¼glayan tüm ölçülebilir u fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬ ifade edilmektedir. Daha aç¬k

olarak Lp(
) uzay¬n¬n elemanlar¬yukar¬daki şart¬sa¼glayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n denk-

lik s¬n¬�ar¬olarak tan¬mlan¬r. Böylece iki fonksiyon e¼ger 
 da hemen hemen heryerde eşit

ise denk olarak kabul edilir, (Adams and Fournier 2003).

1.3.3 Wm;p(
) Sobolev Uzay¬

Wm;p(
) Sobolev uzay¬kendisi vem-inci mertebeye kadar tüm genelleşmi̧s türevleri Lp(
)

kümesine ait olan fonksiyonlar uzay¬olarak tan¬mlan¬r, (Adams and Fournier 2003):

Wm;p(
) = fu : u 2 Lp(
) : D�u 2 Lp(
); 0 � j�j � mg :

Teorem 1.5 Wm;p(
) bir Banach uzay¬d¬r, (Adams and Fournier 2003).

·Ispat. fung ; Wm;p(
) da bir Cauchy dizisi olsun:

n; l �!1 için kun � ulkpWm;p(
) =
X

0�j�j�m

kD�un �D�ulkpLp �! 0:

Bu durumda fD�ung, 0 � j�j � m; Lp(
) da bir Caucyh dizisi olur:

n; l �!1 ise kD�un �D�ulkLp �! 0:

Lp(
) bir tam uzay oldu¼gundan bir u�, 0 � j�j � m fonksiyonu vard¬r öyleki n �! 1

için D�un �! u�, Lp(
) da yak¬nsar. Özel olarak, � = 0 al¬n¬rsa n; l �! 1 için

kun � ulkLp �! 0 olur. O halde Lp(
) tam oldu¼gundan un �! u olacak şekilde bir

u 2 Lp(
) vard¬r. Di¼ger türevlerde benzer şekilde gösterilebilir.

Di¼ger taraftan Lp(
) � L1loc(
) oldu¼gundan un fonksiyonlar¬Tun 2 D0(
) genelleşmi̧s

fonksiyonunu tan¬mlar:

Her � 2 D(
) için Hölder eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

jTun(�)� Tu(�)j �
Z



jun(x)� u(x)j j�(x)j dx � k�kp0 kun � ukp
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yaz¬labilir. Burada p0, p nin üstel eşleni¼gidir. Bu nedenle her � 2 D(
) için n �!1 iken

Tun(�) �! Tu(�) ya yak¬nsar. Benzer şekilde her � 2 D(
) için TD�un(�) �! Tu�(�)

olur. O halde

Tu�(�) = lim
n!1

TD�un(�) = lim
n!1

(�1)j�jTun(D��) = (�1)j�jTu(D��)

bulunur. Böylece u 2 Wm;p(
) oldu¼gunda u� = D�u olur. Buradan lim
n!1

kun � ukWm;p(
) =

0 oldu¼gundan Wm;p(
) tamd¬r yani Banach uzay¬d¬r.

E¼ger p = 2 al¬n¬rsa Wm;2(
) = Hm(
) elde edilir. O halde, Hm(
), m. mertebeye kadar

genelleşmi̧s türevleri L2(
) dan olan fonksiyonlar uzay¬n¬göstermektedir:

Hm(
) = fu : u 2 L2(
) : D�u 2 L2(
); 0 � j�j � mg :

Teorem 1.6 Hm(
) uzay¬

hf; giHm(
) =
X
j�j�m

Z



D�fD��gdx (1.4)

iç çarp¬m¬ile bir Hilbert uzay¬d¬r, (Mikhailov 1978).

Bunun için Hm(
) n¬n (1.4) iç çarp¬m¬taraf¬ndan üretilen

kfkHm(
) = 2

vuutX
j�j�m

Z



jD�f j2 dx (1.5)

normuna göre tam oldu¼gunu göstermemiz gerekir.

fk; (k = 1; 2; :::) H
m(
)�n¬n elemanlar¬ndan oluşan bir Cauchy dizisi olsun:

kfs � fkk2Hm(
) =
X
j�j�m

Z



jD�fs �D�fkj2 dx �! 0 ; k; s �!1:

Bu durumda, her �, j�j � m için k; s �!1 ikenZ



jD�fs �D�fkj2 dx �! 0; (1.6)

yaz¬labilir.

Özel olarak � = 0 al¬rsa,Z



jfs � fkj2 dx �! 0 (1.7)
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oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan L2(
) uzay¬n¬n taml¬¼g¬, fk (k = 1; 2; :::) dizisinin yak¬n-

sad¬¼g¬bir f 2 L2(
) fonksiyonun varl¬¼g¬n¬gösterir. Ayr¬ca (1.6)�dan her �, j�j � m için

D�fk, (k = 1; 2; :::) dizisinin yak¬nsad¬¼g¬f� 2 L2(
) fonksiyonun varl¬¼g¬görülür.

Tüm fk(x) fonksiyonlar¬n¬n m:mertebeye kadar genelleşmi̧s türevleri L2�ye ait oldu¼gun-

dan her �, j�j � m ve her g 2 Cm0 (�
) için

(fk; D
�g)L2(
) = (�1)j�j(D�fk; g)L2(
)

yaz¬labilir. Bu özdeşlikte k �! 1 için limit al¬n¬rsa f� �nin f �in ��¬nc¬genelleşmi̧s

türevi oldu¼gunu buluruz. Böylece f 2 Hm(
) ve kfk � fkHm(
) �! 0, k; s �! 1 olup

ispat tamamlan¬r.

1.3.4 Yo¼gun Küme

X bir normlu uzay ve S � X olmak üzere, e¼ger her x 2 X, S�nin elemanlar¬n¬n bir

dizisinin limiti ise S alt kümesi X de heryerde yo¼gundur denir. (Adams and Fournier

2002, s.5)

Teorem 1.7 Bir 
 bölgesinde sürekli olan fonksiyonlar¬n kümesi, L1(
) ve L2(
) uzay-

lar¬nda her yerde yo¼gundur. Benzer şekilde C10
�


�
kümeside bu uzaylarda heryerde

yo¼gundur. Ek olarak C1
�


�
fonksiyonlar kümesi ve dolay¬s¬yla Ck

�


�
kümesi, Hm(
)

uzay¬nda heryerde yo¼gundur, (Mikhailov 1978).

Bu teorem, Hm(
) uzay¬nda ele al¬nan problemleri Ck
�


�
uzay¬na taş¬ma imkan¬sa¼gla-

maktad¬r. Di¼ger bir ifade ile u 2 Hm(
) fonksiyonuna Ck
�


�
kümesinin elemanlar¬ndan

oluşan bir uk fonksiyon dizisiyle yaklaş¬m yap¬larak hede�enen çal¬̧smalar yeni uzayda

daha klasik bir tarzda gerçekleştirilmi̧s olur.
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BÖLÜM 2

TERS PROBLEMLER·IN TIPTAK·I UYGULAMALARI

Kinetik denklemler, seyreltik gaz dinami¼ginin yan¬s¬ra plazmalar, yar¬iletkenler, nötron

taş¬n¬m¬ve kuantum gazlar¬n¬n modellenmesinde önemli bir rol oynar.Ayr¬ca bu denklem-

ler ile integral geometri problemleri aras¬nda s¬k¬bir ili̧ski vard¬r. Bir çok integral geometri

problemi, kinetik denklemler için ters problemlere indirgenebilmektedir. ·Integral geometri

problemleri ise bilgisayarl¬tomogra�nin matematiksel alt yap¬s¬n¬oluşturmaktad¬r. Bu

bölümde, Bertero and Piana (2006) eseri esas al¬narak bu tür problemlerin t¬pta ortaya

ç¬kan uygulamalar¬na yer verilmi̧stir.

2.1 B·ILG·ISAYARLI TOMOGRAF·I

T¬ptaki görüntüleme teknikleri, insan organlar¬n¬n ve biyolojik sistemlerin analizi için

güçlü bir araçt¬r. Bu teknikler; farkl¬tomogra� türlerinden, farkl¬mikroskobi türlerine

kadar çeşitlilik gösterir. Bunlar¬n ortak özelli¼gi, veri ile bilinmeyen nesneyi ili̧skilendiren

bir matematik modele ve buradaki denklemlerin çözümü için say¬sal yöntemlere ihtiyaç

duymalar¬d¬r. Bu problemler genellikle ters problemler olarak adland¬r¬l¬r ve temel özelli¼gi

Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş olmas¬d¬r. Bu nedenle çözümleri özel bir dikkat

gerektirir.

T¬bbi görüntülemede temel bir gereklilik, görüntülenecek dokular¬n özellikleri ile t¬bbi ci-

hazlar taraf¬ndan sa¼glanan veriler aras¬nda do¼grusal bir ili̧skinin bulunmas¬d¬r. Günümüzde

kullan¬lan cihazlar, uygulanan tüm algoritmalar böyle bir varsay¬ma dayanmaktad¬r.

Çünkü bilgisayarlar artan güçlerine ra¼gmen sadece do¼grusal problemler için büyük ölçekli

problemlerin çözümünü elde edebilmektedir. Bu noktada radyasyon-vucut etkileşiminin

daha do¼gru bir tan¬m¬n¬sa¼glayan do¼grusal olmayan modellerin araşt¬r¬lmas¬önemli bir

konudur.

Görüntü i̧slemenin matemati¼gindeki nesne, bir hacime da¼g¬lan ve dolayl¬ölçümlerle tah-

min edilmesi gereken bir özelliktir; bunu x 2 R3 olmak üzere f(x) ile gösterelim; bu
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fonksiyonun bir fonksiyon uzay¬na (örne¼gin Hilbert uzay¬na) ait oldu¼gu kabul edilir. Di¼ger

taraftan görüntü (g ile gösterelim), görüntüleme cihaz¬taraf¬ndan sa¼glanan ve nesneyi en

iyi temsil etti¼gi kabul edilen Hilbert uzay¬nda bir ölçümdür. g görüntüsü, � ile göster-

ilen parametrelerin bir fonksiyonudur. Bu parametreler farkl¬�ziksel anlam taş¬yabilirler.

X-¬̧s¬n¬bilgisayarl¬tomogra�de, bu parametreler dedektörün konumunu ve gelen radyas-

yonun yönünü karakterize eder.

Mikroskobi durumunda ise nesnenin hacmindeki bir noktan¬n kordinatlar¬ ile tan¬mla-

nabilirler. Birinci durumda elde edilen üç boyutlu görüntü, hacmin her bir bölümü için

bir tane olmak üzere bir dizi sinogramd¬r; ikinci durumda nesnenin �bulan¬k�bir versi-

yonudur.

Görüntü oluşturma sürecinin temelini teşkil eden, nesne ile görüntü aras¬ndaki ili̧skinin

bir matematik modeli elde edilebilir. Böyle bir sürecin en genel temsili aşa¼g¬daki lineer

olmayan integral denklemiyle verilir:

g(�) =

Z
h(�; x; f(x))dx; (2.1)

burada h tüm bileşenlerine göre sürekli bir fonksiyondur. Bu denklem direkt problemin

çözümünü verir. Daha aç¬k bir ifadeyle verilen bir f nesnesine ili̧skin, g verileri için

çözülmesi gereken problemdir. Bu problem iyi konulmuş oldu¼gundan f�e bir sürekli

ba¼g¬ml¬l¬k söz konusudur, yani çözüm vard¬r, tektir, verilere sürekli ba¼g¬ml¬d¬r.

Ters problem veri ve çözümün rolleri de¼gi̧stirilerek elde edilir. Böyle bir durumda verilen

bir g görüntüsünden f nesnesinin bulunmas¬gerekir.

(2.1)�in çözümü hem teorik hemde pratik aç¬dan çok zordur. Böyle lineer olmayan bir

integral denklem için genel bir teori yoktur; her problem özel analiz gerektirir. Ayr¬ca

problem kötü konulmuş olabilir.

2.2 ELEKTR·IKSEL EMPEDANS TOMOGRAF·I (EET)

EET temelindeki ters problem, s¬n¬rdaki elektriksel ak¬mlar¬ve voltaj ölçümleri verilen

bir vucudun içindeki elektriksel özelliklerin görüntülenmesi problemidir. Dahili elektriksel

özelliklerin yararl¬oldu¼gu t¬bbi problemlere örnek olarak; akci¼ger pulmaner embolilerinin

veya kan p¬ht¬laşmalar¬n¬n, kalp fonksiyonlar¬n¬n ve meme kanserinin tahribats¬z şekilde

saptanmas¬verilebilebilir.
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Burada 
 bölgesindeki u elektriksel potansiyeli aşa¼g¬daki s¬n¬r de¼ger problemini sa¼glar:

r � 
(x;w)ru = 0; x 2 
;


(x)
@u(x)

@�
= j(x); x 2 @
;

burada


(x;w) = �(x;w) + iw�(x;w);

olup � elektriksel iletkenli¼gi, i sanal birimi, w uygulanan ak¬m¬n aç¬sal frekans¬n¬, � elek-

triksel geçirgenli¼gi, j yüzey ak¬m yo¼gunlu¼gunu ve � iç birim normal vektörü göstermekte-

dir. Bu Neumann Problemi, 
 için genel koşullar alt¬nda, yük korunumunun sa¼glanmas¬

ve
R
@


u integrali için bir seçim yap¬lmas¬şart¬yla iyi konulmuştur. Buradaki ters problem

daha karmaş¬k olup yüzeydeki voltaj ve ak¬m aras¬ndaki Drichlet-Neumann dönüşümü

bilindi¼ginde 
�n¬n belirlenmesi problemi olarak ifade edilir.

2.3 OPT·IK TOMOGRAF·I

Optik tomogra�700 ile 1000 nm aras¬ndaki k¬z¬lötesi bantta ¬̧s¬k kullanarak ¬̧s¬k iletiminin

s¬n¬r ölçümlerinden doku absorpsiyonu gibi optik katsay¬lar¬n görüntülerini elde etmeyi

amaçlayan fonksiyonel t¬bbi görüntüleme yöntemidir. Bu tekni¼gin temel t¬bbi uygulama

alan¬, beyin fonksiyonlar¬n¬n izlenmesidir. Ayr¬ca beyin ve meme kanserlerinin saptanmas¬

ile ilgili olarak yap¬sal görüntülerin elde edilmesidir. Optik tomogra�nin matematiksel

modeli foton transport teorisi için bir integro diferansiyel denkleme dayanmaktad¬r. Bu

denklem frekans bölgesinde aşa¼g¬daki eliptik denkleme indirgenir:

r � (Arb�)� (B + iC)b� = bq:
Burada b� ve bq s¬ras¬yla izotropik foton yo¼gunlu¼gu � ve kaynak da¼g¬l¬m¬n¬ifade eden uzay
ve zaman¬n bir fonksiyonu olan q�nun Fourier dönüşümleridir. A ve B doku so¼gurumu

ve saç¬l¬m özellikleri ile ilgili katsay¬lard¬r, C ¬̧s¬k h¬z¬n¬n tersidir. Optik tomogra�deki

ters problem, C verildi¼ginde A ve B�nin belirlenmesi ve iki farkl¬frekans için s¬n¬rlardaki

verinin tamamlanmas¬d¬r.
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2.4 M·IKRODALGA TOMOGRAF·I (MT)

MT; dokular¬n elektriksel parametrelerini, saç¬lan elektromanyetik alanlar¬n ölçümlerden

elde edilmesini amaçlayan yap¬sal bir görüntüleme tekni¼gidir.

Bu düşük çözünürlüklü yüksek kontrastl¬yöntem, özellikle mamogra�deki gibi düşük bir

invazivite gerekti¼ginde ve kemik ili¼gi kanserinin tan¬s¬nda oldu¼gu gibi kanserli dokular

k¬r¬lma indeksinde önemli de¼gi̧sikliklere neden oldu¼gundan özellikle yararl¬d¬r. Mate-

matiksel bir aç¬dan Mikrodalga Tomogra��nin iki boyutlu durumundaki tasviri saç¬l¬m

problemiyle verilir, 3 boyutlu durumda ise Maxwell denklemi için bir ters problemle verilir.

2.5 MANYETOENSEFALOGRAF·I (MEG)

MEG, hem sa¼gl¬kl¬hemde epilepsi ve disleksiden etkilenen hastalar için özellikle i̧sitsel

ve görsel korteks çal¬̧smas¬nda serebral fonksiyonel davran¬̧s¬araşt¬rmak amac¬yla, nöral

ak¬mlarla ilgili zay¬f manyetik alanlar¬ölçen bir beyin görüntüleme tekni¼gidir.

Di¼ger fonksiyonel yöntemlerle (PET, SPECT, FMRI) ile kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda (MEG) çok

düşük yo¼gunluklu ve yüksek zamansal çözünürlük ile karakterize edilir, bu da bize �z-

yolojik tepkilerin zamansal hiyeraŗsisi hakk¬nda bilgi edinmemize yard¬mc¬olur.

MEG için direkt problem, verilen sürekli J(r) ak¬m¬n¬n, B(r) manyetik alan¬n¬n he-

saplanmas¬d¬r. Burada J(r) ve B(r) aşa¼g¬daki Biot-Savort yasas¬ile verilmi̧stir:

B(r) =
�0
4�

Z



J(r0)� r � r0

jr � r0j3
dr0:

Burada 
 insan beynine kaŗs¬l¬k gelen s¬n¬rl¬bir aland¬r. MEG ters problemi Hadamard

anlam¬nda kötü konulmuş olup bir lineer olmayan problemdir.

2.6 X-RAY TOMOGRAF·I

X ¬̧s¬n¬yayan bir S kayna¼g¬m¬z¬n oldu¼gunu kabul edelim. Bu kaynaktan ç¬kan ¬̧s¬nlar

görüntülenecek cisimden geçer ve ç¬k¬̧sta yo¼gunlu¼gu bir D dedektörü taraf¬ndan ölçülür.

Cisim boyunca X ¬̧s¬n¬n¬n zay¬�amas¬aşa¼g¬daki basit modelle tan¬mlan¬r:
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f(x) fonksiyonu x noktas¬ndaki zay¬�ama katsay¬s¬olsun. Bu durumda u; S ve D�yi

birleştiren L do¼grusu boyunca bir kordinat olmak üzere x noktas¬ndaki yo¼gunluk kayb¬

şöyle verilir;

dI

du
(x) = �f(x)I(x);

burada I; D taraf¬ndan ölçülen yo¼gunluktur.

O halde e¼ger I0, S taraf¬ndan yay¬lan yo¼gunluk ise bu durumda

I = I0 exp

8<:�
Z
L

f(x)dx

9=; ;

yaz¬labilir. Buradan görülüyor ki yay¬lan ve tespit edilen radyasyon yo¼gunluklar¬aras¬n-

daki oran¬n logaritmas¬zay¬�ama katsay¬s¬n¬n integraline eşittir:

In
I

I0
= �

Z
L

f(x)dx:

Bu S � D sistemi iki paralel do¼gru üzerinde hareket ettirilerek görüntülenecek düzlem

tan¬mlan¬r ve tüm noktalarda yo¼gunluk ölçülerek bilinmeyen f(x) fonksiyonunun projek-

siyonu elde edilir. Daha aç¬k olarak e¼ger �, S �D sisteminin hareket yönünde bir birim

vektör; S, L� nin kordinat sisteminin başlang¬c¬ndan uzakl¬¼g¬ ve �0 dik yöndeki birim

vektör ise bu durumda f �nin � yönündeki projeksiyonu

(P�f)(s) =

Z
f(s� + u�0)dux:

ile verilir.

S � D sistemi döndürülerek ve tüm mümkün aç¬larda lineer tarama tekrar edilerek,

mümkün olan tüm projeksiyonlar elde edilir ve sonuç olarak f fonksiyonunun 2-boyutlu

Radon dönüşümü elde edilir:

f : (Rf)(s; �) = (P�f)(s):

Bunlar X ¬̧s¬n¬bilgisayarl¬tomogra� verileri olup yukar¬ ifade edilen do¼grusal ve aç¬sal

taraman¬n sonucunda elde edilmi̧stir. O halde, f fonksiyonunu elde etmek için

g(s; �) = (Rf)(s; �);

do¼grusal denklemi çözülmelidir. Burada g(s; �) ölçüm verileridir. Bu problem, Radon

taraf¬ndan 1917 y¬l¬nda çözülmüştür. 2 boyutlu durumda

f(x) =
1

4�2

Z
S1

P

Z
R1

1

x:� � s

@g

@s
(s; �)dsd�
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yaz¬labilir. Burada P baş de¼gerdir. Bu formül aç¬kça gösteriyorki Radon dönüşümünün

tersi kötü konulmuştur. Çünkü gürültülü verilerin türevine ihtiyaç duyulmaktad¬r. Ayr¬ca

�ltrelenmi̧s geri projeksiyon algoritmas¬ilk olarak Bracewell ve Riddle (1967) taraf¬ndan

radyo astronomisinde tan¬mlanm¬̧s ve şu anda t¬bbi görüntülemede yayg¬n olarak kullan¬l-

maktad¬r. Asl¬nda bu formülün zekice bir uygulamas¬d¬r.

3-boyutlu görüntü farkl¬ düzlemlerde yani görüntü düzlemine dik z yönünde tarama

yap¬larak önceki i̧slemlerin tekrarlanmas¬yla elde edilir. Bu nedenle problemin verileri

S �D sisteminin konumunu karakterize eden fs; �; zg de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬d¬r. Bu veriler

bilgisayarl¬tomogra�taray¬c¬s¬ndan elde edildi¼ginden f�nin görüntüsü olarak adland¬r¬l¬r.

Verilen bir z için g�nin fs; �g düzlemindeki temsiline sinogram denir.

2.7 FLORESAN M·IKROSKOB·I

Yaşayan hücrelerin araşt¬r¬lmas¬için kullan¬lan bir tekniktir. Hücre bir �oresan i̧saret-

leyici ile belirlenir ve 3-boyutlu görüntüsü optik kesitleme olarak bilinen bir teknik vas¬-

tas¬yla oluşturulur.

Tüm durumlarda 3D görüntü, farkl¬odak düzlemlerine kaŗs¬l¬k gelen iki boyutlu görüntü-

lerinin bir dizisi ile geometrik optik sayesinde dedektörün bulundu¼gu görüntü düzleminin

noktalar¬ile görüntülenecek nesnenin bölümünün bulundu¼gu odak düzleminin noktalar¬

aras¬nda birebir eşleme söz konusudur. Bu eşleme nedeni ile görüntü düzleminin bir nok-

tas¬n¬odak düzleminin bir noktas¬ ile özdeşleştirebiliriz. Bu şekilde 3D görüntü X� in

bir fonksiyonu olarak düşünülebilir. Ancak bir noktadaki görüntü sadece odak düzlemine

kaŗs¬l¬k gelen noktadan de¼gil, hem odak düzlemindeki hem de di¼ger düzlemlerdeki komşu

noktalar kullan¬larak oluşturulur. Sonuç olarak görüntü ve nesne aras¬ndaki bir integral

ili̧skisi söz konusudur.

Baz¬özel kabuller alt¬nda g(x) görüntüsü f(x) nesnesi ile bir noktasal kayna¼g¬n görüntüsü

olan h(x) fonksiyonunun konvolisyon çarp¬m¬olarak tan¬mlan¬r:

g(x) =

Z
R3

h(x� x0)f(x0)dx0: (2.2)

Sonuç olarak bir nesnenin görüntüsünün elde edilmesi problemi, (2.2) konvolüsyon denk-

leminin çözümüne denktir. Bu problem kötü konulmuş bir problemdir.
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BÖLÜM 3

K·INET·IK DENKLEMLER ·IÇ·IN BAZI DÜZ PROBLEMLER

3.1 NÖTRON TRANSPORT DENKLEM·I ·IÇ·IN BAŞLANGIÇ VE SINIR

DE¼GER PROBLEM·I

Transport denklemler 1930�lu y¬llardan ihtibaren �syon ve füzyon reaktörlerinin inşa

edilmesi gibi teknolojideki ihtiyaçlar nedeniyle yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.Bu den-

klemlerin yap¬s¬, klasik matematiksel �zikteki denklemlerden (elektromagnetik teori gibi)

daha farkl¬ve daha karmaş¬kt¬r. Bunun iki temel sebebi vard¬r (Case and Zweifel 1967):

i) Kapal¬formda çözülebilen problemler s¬n¬f¬son derece s¬n¬rl¬d¬r. Asl¬nda kapal¬form-

daki çözümler sadece çok basit ve idealize edilmi̧s durumlar için mümkündür. Bu nedenle

pratik problemler için farkl¬, ço¼gu zamanda kontrolsüz yaklaş¬mlar uygulanm¬̧st¬r.

ii) Klasik s¬n¬r de¼ger problemleri ile ilgili iyi bilinen �kir ve yöntemler bu problemlere

aktar¬l¬rken dikkatli olunmas¬gerekir.

Lineer transport denklemler, ¬̧s¬n¬msal aktar¬m, nötron difüzyonu plazma teorisi, ses

yay¬l¬m teorisi gibi alanlarda ortaya ç¬kmaktad¬r. Tarihsel olarak ilk çal¬̧smalar ¬̧s¬n¬msal

aktar¬m (radyatif transfer) ile ilgilidir. Bu denklemler basit bir nötron difüzyon durumu

ile ortaya ç¬kanlarla ayn¬d¬r.

Nötron transport teori geli̧stirilirken, ilk ad¬m nötron da¼g¬l¬m¬n¬n ifade edilece¼gi büyüklük-

leri tan¬mlamaktad¬r. Burada hiçbir kuvvetin söz konusu olmad¬¼g¬bu nedenle nötronlar

aras¬nda herhangi bir çarp¬̧sman¬n ortaya ç¬kmad¬¼g¬kabul edilmektedir. Di¼ger bir ifade

ile nötronlar daha çok ideal bir gaz gibi davranmaktad¬r. Onlar¬n da¼g¬l¬m¬, tam olarak tek

parçac¬kl¬da¼g¬l¬m fonksiyonu  (r; �; t) ile ifade edilmektedir ve aç¬sal yo¼gunluk olarakta

adland¬r¬lmaktad¬r.

Bu bölümde, olas¬kar¬̧s¬kl¬klar¬önlemek amac¬yla Case and Zweifel (1967) de yer alan

gösterim ve terminoloji orjinaline sad¬k kal¬narak aynen kullan¬lacakt¬r.

Burada  (r; �; t)d3rd3�, r noktas¬nda d3r hacim eleman¬ndaki nötronlar¬n say¬s¬n¬gös-

terir. Bu nötronlar¬n t an¬ndaki h¬zlar¬d3� h¬z uzay¬nda yer al¬r.
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Aşa¼g¬da, N sembolü, nötron h¬z¬n¬n yönündeki birim vektörü göstermektedir. Daha aç¬k

olarak, � skaler nötron h¬z¬olmak üzere N =
�

�
�d¬r. De¼gi̧sken olarak � yerine N�n¬n

seçimi tek h¬zl¬nötron taş¬n¬m problemleri için daha uygun olur. Farkl¬kaynaklardan or-

tama giren ve mevcut nötron popülasyonundan, ba¼g¬ms¬z olan nötronlar bir aç¬sal kaynak

yo¼gunluk fonksiyonu ile ifade edilir. Burada q = (r; �; t)d3rd3�dt, t+dt zaman aral¬¼g¬nda

r noktas¬nda d3r�ye, ��de d3��ye giren nötronlar¬n say¬s¬olarak tan¬mlan¬r.

E¼ger söz konusu bölgede, atom çekirde¼gi varsa bu durumda nötronlar çarp¬̧smalara maruz

kalacakt¬r. � h¬z¬nda ki bir nötron için çarp¬̧smalar aras¬ndaki ortalama serbest yolun l(�)

oldu¼gunu varsayal¬m. Bu h¬zdaki bir nötron, saniyede ortalama
�

l
çarp¬̧smas¬na maruz

kalaca¼g¬ndan, r konumunda ve � h¬z¬ndaki nötronlar için çarp¬̧sma say¬s¬:

�

l(r; �)
 (r; �; t)d3rd3�

d¬r. Burada nükleer reaktörlerin uzun vadeli reaktivite etkileri içeren problemlerle ilgilen-

medi¼gimiz için l zamana göre sabit al¬nm¬̧st¬r. Ters ortalama serbest yola makroskobik

kesit denir ve �(r; �) ile gösterilir:

�(r; �) = l�1(r; �):

Di¼ger yandan, bir çarp¬̧sma oldu¼gunda c(r; �) ikincil nötronlar aç¬¼ga ç¬kar. Daha aç¬k bir

ifade ile c(r; �), � h¬z¬ndaki bir nötron taraf¬ndan r�de üretilen çarp¬̧smada aç¬¼ga ç¬kan

ikincil nötronlar¬n ortalama say¬s¬d¬r. Aç¬kt¬r ki bir so¼gurma çarp¬̧smas¬nda c = 0, bir

saç¬l¬m çarp¬̧smas¬nda c = 1, bir �syon çarp¬̧smas¬nda c = �, bir �syon çarp¬̧smas¬nda

üretilen nötronlar¬n say¬s¬d¬r. Verilen bir r noktas¬nda c�nin de¼geri r�de materyale ve

kesitlerine ba¼gl¬d¬r.

Bu bölümde

@ (r; �; t)

@t
+ � � r (r; �; t) + ��(r; �) (r; �; t) = q(r; �; t) +

Z
d3� 0�� 0 (r; �0; t) (3.1)

nötron transport denklemi ele al¬nacakt¬r.

Problem 3.1 (3.1) denkleminin

 (r;N; 0) = �0;

 (�;N; t) = �1; � 2 S; n0 �N < 0;

şartlar¬n¬sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemini ele alal¬m:
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Yukar¬da yer alan �(N 0 �N; r; �) fonksiyonu yerine

f(N 0 �N; r; �) = �(N 0 �N; r; �)
c(r; �)�(r; �)

;

şeklinde tan¬ml¬bir f(N 0 �N; r; �) fonksiyonunun al¬nmas¬daha uygun olur. E¼ger

c(r; �)�(r; �) =

Z
dN�(N 0 �N; r; �)

=

Z
dN 0�(N 0 �N; r; �);

denklemi göz önünde bulundurulursa f�in birime normalize oldu¼gu görülür.

Buna göre tek h¬zl¬transport denklemi:

@ (r;N; t)

@t
+ �N � r + ��(r; �) = q(r;N; t) + ��(r; �)c(r; �)

�
Z
 (r;N 0; t)f(N 0 �N; r; �)dN 0:

elde edilir.

Teorem 3.1 S yüzeyi ile s¬n¬rl¬ uzay¬n V hacminde nötron aç¬sal yo¼gunlu¼gu aşa¼g¬da

verilenler ile tek türlü belirlenir:

i) V �deki başlang¬ç aç¬sal yo¼gunlu¼gu

ii) V �deki kaynaklar

iii) S yüzeyi üzerinde ki gelen aç¬sal yo¼gunluk

·Ispat. (c � 1) Kabul edelim ki  1 ve  2 transport denkleminin verilen koşullar¬n¬

sa¼glayan iki çözümü olsun. Bu durumda  =  1 �  2 olmak üzere  , V bölgesinde

@ (r;N; t)

@t
+ vN:r + v� = v�(r)c(r)

Z
 (r;N 0; t)f(N 0 �N; r)dN 0; (3.2)

denklemini ve

 (r;N; 0) = 0; r 2 V; (3.3)

 (�;N; t) = 0; � 2 S; n0 �N < 0; (3.4)

koşullar¬n¬sa¼glar. Amac¬m¬z  � 0, r 2 V oldu¼gunu göstermek. Şimdi (3.2), denklemini
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 ile çarp¬p integralini alal¬m:Z
d3rdN

t0Z
0

1

2
( 2)tdt =

t0Z
0

��N 1
2
rxi( 

2)tdt

�
t0Z
0

dt

Z
dN

Z
d3r�� 2

+

t0Z
0

dt

Z
dN

Z
d3r

Z
dN 0��c

veZ
d3rdN

1

2

�
 2(r;N; t0)�  2(r;N; 0)

	
= �

t0Z
0

dt

Z
dN

Z
dSn0 �N

1

2
 2(�;N; t)�

�
t0Z
0

dt

Z
dN

Z
d3r�� 2(r;N; t)

+

t0Z
0

dt

Z
dN

Z
d3r

Z
dN 0��(r)c(r)

�f(N 0 �N; r) (r;N; t) (r;N 0; t) (3.5)

elde edilir. Sa¼g taraftaki birinci terim Gauss teoreminin uygulamas¬olarak elde edilir.

Di¼ger yandan, (3.3) şart¬ndan dolay¬(3.5) denkleminin sol taraf¬Z
d3rdN

1

2
 2(r;N; t0) � 0 (3.6)

olarak bulunur ve dikkat edilirse bu terim pozitiftir.

Şimdi (3.5)�¬n sa¼g taraf¬n¬n ise pozitif olmayaca¼g¬n¬yani s¬f¬r veya negatif olabilece¼gini

gösterece¼giz. Bu da asl¬nda ispat¬n temelini oluşturmaktad¬r.

Sa¼g taraftaki birinci terimin pozitif olmad¬¼g¬ aç¬kt¬r çünkü  , n0 � N pozitif olmad¬¼g¬

durumda s¬f¬r olur.

(3.5)�in sa¼g taraf¬ndaki son terimi düşünelim. Bunun içinZ Z
dNdN 0 [ (r;N 0; t)�  (r;N; t)]

2
f(N 0 �N; r) � 0; (3.7)

ifadesini ele alal¬m. Kare ifadeyi açarak ve f�nin normalize edildi¼gi düşünülerekZ
f(N 0 �N; r)dN 0 =

Z
f(N 0 �N; r)dN = 1; (3.8)

(3.7) eşitsizli¼gi aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir:Z
dN 2(r;N; t) �

Z Z
dNdN 0 (r;N 0; t)f(N 0 �N; r) (r;N; t): (3.9)
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Böylece (3.5)�nin sa¼g taraf¬ndaki üçünçü terim aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi sa¼glar:

3:terim �
t0Z
0

dt

Z
d3rc(r)��(r)

Z
 2(r;N; t)dN: (3.10)

(3.5) denkleminin sa¼g taraf¬ndaki ikinci ve üçüncü terimler birleştirilerek sol taraf¬n s¬f¬r-

dan daha büyük veya s¬f¬ra eşit oldu¼gu, sa¼g taraf¬n ise iki terim toplam¬oldu¼gu görülür:

sa�g taraf � �
t0Z
0

dt

Z
dN

Z
dS�n0 �N

1

2
 2(�;N; t)

�
t0Z
0

dt

Z
dN

Z
d3r[1� c(r)]��(r) 2(r;N; t): (3.11)

Daha önce ifade edildi¼gi gibi birinci terim pozitif de¼gildir. O halde ikinci terim de pozitif

de¼gildir çünkü c(r) � 1 al¬nm¬̧st¬r. Böylece (3.5)�in sa¼g taraf¬n¬n tamam¬pozitif olmayan

bir ifade iken, sol taraf negatif olmayan bir ifadedir. Dolay¬s¬yla her iki tarafta özdeş

olarak s¬f¬r olur. Sonuç olarak r ve t için verilen integrasyon bölgeleri key� oldu¼gundan

 (r;
; t) � 0; r 2 V; t � 0; (3.12)

elde edilir ve böylece ispat tamamlan¬r.

Bu teoremin sonucu c(r) � 1 k¬s¬tlamas¬ d¬̧s¬nda oldukça geneldir. Bu k¬s¬tlama da

kolayca ortadan kald¬r¬labilir.

Şimdi

c(r) �M <1; r 2 V;

olarak alal¬m. E¼ger tekrar iki farkl¬çözümün fark¬n¬,  ile gösterirsek ve

�(r;N; t) = e�
vt (r;N; t);

şeklinde yeni bir fonksiyon tan¬mlarsak

@�(r;N; t)=@t+ �N � 5� + � [�(r) + 
] �(r;N; t)

= �c(r)�(r)

Z
�(r;N 0; t)f(N 0 �N; r)dN 0; (3.13)

denklemi (3.3) ve (3.4) şartlar¬yla birlikte sa¼glan¬r.

Daha sonra yukar¬da yap¬lan i̧slemler aynen tekrar edilirse

1

2

Z
d3r

Z
dN�2(r;N; t0) = �

v

2

t0Z
0

dt

Z
dN

Z
dSn0 �N�2(�;N; t)� � (3.14)
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elde edilir. Burada

� � �

t0Z
0

dt

Z
d3rf�(r)[1� c(r)] + 
g

Z
dN�2(r;N; t) (3.15)

olup aç¬kça 
 yeterince büyük seçilerek � � 0 olur. Böylece teorem tüm c <1 ve t <1

için ispatlan¬r. Çünkü �(r;N; t) = 0 oldu¼gunda t <1 içinde  (r;N; t) = 0 bulunur.

3.2 K·INET·IKDENKLEMLER ·IÇ·INBAZI BAŞLANGIÇVE SINIRDE¼GER

PROBLEMLER·I

Bu bölümde, Amirov (2001) de verilen baz¬düz problemlerin çözümlerinin tekli¼gi araşt¬r¬la-

cakt¬r. Burada Q � R2n+1 (n � 1), (x; v; t) de¼gi̧skenlerinin bir bölgesi, (x; v) � p 2 
 =

D�G ve 
, s¬n¬r¬C1 den olan s¬n¬rl¬bir bölge, t 2 (0; T );
_
n, @Q ya ait birim d¬̧s normal

vektör olup
_
n = (nx; nv; nt), nx = (nx1 ; :::; nxn), nv = (nv1 ; :::; nvn) şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Ayr¬ca � = @
� (0; T ) ve

�_ = f(p; t) : (p; t) 2 �; (v; nx) + (f; nv) < 0g ;

olarak verilmi̧stir.

·Ilk olarak, Q bölgesinde

ut + hv;rxui+ hf;rvui+ �u = � (3.16)

denklemini ele alal¬m. Burada h�; �i sembolü Rn� de skaler çarp¬m¬ göstermektedir ve

f = (f1; f2; :::; fn) dir.

Problem 3.2 (3.16) denkleminin Q bölgesinde tan¬ml¬ ve aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan

bir çözümünü bulal¬m:

u = '1 (p; t) ; (p; t) 2 �_; (3.17)

u (p; 0) = '2 (p) : (3.18)

Teorem 3.2 Kabul edelim ki f 2 C1
�_
Q
�
ve � 2 C

�_
Q
�
olsun. Bu durumda Problem

3.2 C1 (Q) uzay¬nda en çok bir çözüme sahiptir.
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·Ispat. Problemin çözümünün tekli¼gini göstermek için ilgili homojen problemi ele alal¬m:

� = '1 = '2 = 0 olsun. Ayr¬ca

2� > max
(p;t)2Q

 
nX
i=1

��fivi ��+ 2 j�j
!

(3.19)

olmak üzere z = u exp(��t) şeklinde yeni bir fonksiyon tan¬mlayal¬m.

Bu durumda z fonksiyonu için elde edilen

zt = ute
��t + u(��)e��t = ute

��t � �z;

zxi = uxie
��t; zvi = uvie

��t; u = ze�t;

eşitliklerinden

ut = (zt + �z) e�t; uxi = zxie
�t; uvi = zvie

�t;

ve buna ba¼gl¬olarak (3.16) denklemi yard¬m¬yla

ut + hv;rxui+ hf;rvui+ �u

= (zt + �z) e�t +
nX
i=1

vizxie
�t +

nX
i=1

fizvie
�t + �u

= (zt + �z + hv;rxzi+ hf;rvzi)e�t + �ze�t

= 0

olup

zt + hv;5xzi+ hf;rvzi+ (�+ �) z = 0; (3.20)

denklemi

u = ze�t = 0; (p; t) 2 �_; (3.21)

u(p; 0) = z(p; 0) = 0 (3.22)

ve koşullar¬elde edilir.

(3.20) eşitli¼gini 2z ile çarpal¬m:

2z(zt) +
nX
i=1

vizxi2z +
nX
i=1

fizvi2z + 2(�+ �)z2 = 0;

buradan

(z2)t +
nX
i=1

(viz
2)xi +

nX
i=1

�
(fiz

2)vi � fiviz
2
�
+ 2(�+ �)z2 = 0;
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ve dolay¬s¬yla

(z2)t +

nX
i=1

(viz
2)xi +

nX
i=1

(fiz
2)vi + (2�+ 2� �

nX
i=1

fivi )z
2 = 0

elde edilir. Son eşitlik Q bölgesi üzerinde integrallenirse ve (3.21)-(3.22) şartlar¬dikkate

al¬n¬rsaZ
Q

(z2)tdQ+

Z
Q

nX
i=1

(viz
2)xidQ+

Z
Q

nX
i=1

(fiz
2)vidQ

+

Z
Q

(2�+ 2� �
nX
i=1

fivi )z
2dQ = 0

oldu¼gu görülür. Burada Q = D � G � (0; T ) tan¬m¬n¬göz önünde bulundurarak Gauss-

Green formülü kullan¬l¬rsaZ
D

Z
G

TZ
0

(z2)tdQ+

Z
D

Z
G

TZ
0

nX
i=1

(viz
2)xidQ+

Z
D

Z
G

TZ
0

nX
i=1

(fiz
2)vidQ

+

Z
D

Z
G

TZ
0

(2�+ 2� �
nX
i=1

fivi )z
2dQ = 0;

buradanZ
D

Z
G

(z2(p; T )� z2(p; 0)) +

Z
G

TZ
0

Z
@D

nX
i=1

viz
2nxidSxdvdt

+

Z
D

TZ
0

Z
@G

nX
i=1

(fiz
2)nvidSvdxdt+

Z
Q

 
2�+ 2� �

nX
i=1

fivi

!
z2dQ = 0;

yani

Z
D

Z
G

(z2(p; T )dxdv +

Z
G

TZ
0

Z
@D

z2 hv; nxi dSxdvdt

+

Z
D

TZ
0

Z
@G

z2 hf; nvi dSvdxdt+
Z
Q

 
2�+ 2� �

nX
i=1

fivi

!
z2dQ = 0

elde edilir. O halde (3.21)-(3.22) koşullar¬ndanZ
Q

 
2�+ 2� �

nX
i=1

fivi

!
z2dQ � 0
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oldu¼gu görülür. Son olarak, (3.19) eşitsizli¼ginden z2 = 0 böylece z = 0 ve sonuç olarak

u = 0 olarak bulunur.

Fredholm alternatif teoreminden, homojen problemin sadece s¬f¬r çözümü oldu¼gundan

homojen olmayan problemin tek çözümü vard¬r.

Problem 3.3 Bir 
 = D �G bölgesinde verilen

hv;rxui+ hf;rvui+ �u = �;

denkleminin

u = '1(x; v); (x; v) 2 �_;

şart¬n¬sa¼glayan çözümünü bulal¬m.

Teorem 3.3 Kabul edelim ki f 2 C1(
), � 2 C(
_


) olsun. Ayr¬ca bir i0 için 
 bölgesinde

fi0 > 0 olsun. Bu durumda Problem 3.3, C1(
) s¬n¬f¬nda en çok bir çözüme sahiptir.

·Ispat. Kabul edelim ki � = '1 = 0 olsun. Ayr¬ca z = u exp(��vi0) şeklinde yeni bir

fonksiyon tan¬mlayal¬m. Öyle ki 
 bölgesi üzerinde fi0 > 0 olsun. O halde

zxi = uxie
��vi0 ; zvi = uvie

��vi0 ;

zvi0 = uvi0e
��vi0 � �ue�vi0 ; i 6= i0;

eşitlikleri kullan¬larak

uxi = zxie
�vi0 ; uvi = zvie

�vi0 ;

zvi0 = uvi0e
��vi0 � �z; (zvi0 + �z)e�vi0 = uvi0

yaz¬labilir. Böylece

nX
i=1

viuxi +
nX
i=1

fiuvi + �u =
nX
i=1

vizxie
�vi0 +

nX
i=1

fizvie
�vi0 + fi0�ze

�vi0 + �ze�vi0 = 0

elde edilir. Daha sade bir ifade ile

hv;rxzi+ hf;rvzi+ fi0�z + �z = 0 (3.23)

denklemi ve �_ s¬n¬r parças¬nda

u = ze�vi0 = 0; (3.24)
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yani

z(x; v) = 0; (x; v) 2 �_;

elde edilir.

Şimdi (3.23) denklemini 2z ile çarpal¬m:

nX
i=1

vizxi2z +
nX
i=1

fizvi2z + 2�fi0z
2 + 2�z2 = 0;

olup

nX
i=1

(viz
2)xi +

nX
i=1

�
(fiz

2)vi � fiviz
2
�
+ (2�fi0 + 2�)z

2 = 0

elde edilir. Son eşitli¼gin 
 üzerinde integrali al¬n¬rsaZ
D

Z
G

nX
i=1

(viz
2)xidxdv+

Z
D

Z
G

nX
i=1

(fiz
2)vidxdv+

Z
D

Z
G

 
(2�fi0 + 2�)�

nX
i=1

fiviz
2

!
dxdv = 0

ve dolay¬s¬ylaZ
Q

Z
@D

nX
i=1

viz
2nxdSxdv+

Z
D

Z
@G

nX
i=1

fiz
2nvdSvdx+

Z
D

Z
G

 
2�fi0 + 2� �

nX
i=1

fivi

!
z2dxdv = 0

bulunur.

(3.24) koşulu ve

2�fi0 > max
(x;v)2D�G

 
nX
i=1

��fivi ��+ 2 j�j
!

şart¬göz önünde bulundurularakZ
D

Z
G

 
2�fi0 + 2� �

nX
i=1

fivi

!
z2dxdv � 0

eşitsizli¼ginden z = 0 olur. Sonuç olarak, u = 0 oldu¼gundan ispat tamamlan¬r.

Problem 3.4 (3.16) denkleminin Q bölgesinde tan¬ml¬, (3.17) s¬n¬r şart¬n¬ve

ut(p; 0) = '3(p) (3.25)

başlang¬ç şart¬n¬sa¼glayan çözümünü bulal¬m..

Teorem 3.4 Kabul edelim ki f 2 C1(
_


) ve � 2 C(
_


) fonksiyonlar¬t�den ba¼g¬ms¬z olsun.

Ayr¬ca
_


 üzerinde f1 > 0 olsun. Bu durumda Problem 3.4, C2(Q) uzay¬nda en çok bir

çözüme sahiptir.
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·Ispat. ·Ilk olarak � = '1 = '3 = 0 olmak üzere (3.16) denkleminin ve (3.17) şart¬n¬n t�

ye göre türevini alal¬m:

utt +

nX
i=1

viuxit +

nX
i=1

fiuvit + �ut = 0;

ut = 0; (p; t) 2 �_:

Burada z = ut gösterimi kullan¬l¬rsa z fonksiyonunun (3.16) denklemini, (3.17) ve (3.18)

şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬görürüz:

zt +
nX
i=1

vizxi +
nX
i=1

fizvi + �z = 0;

z = 0; (p; t) 2 �_:

Buradan

z(p; 0) = ut(p; 0) = 0

olup Teorem 3.2 yard¬m¬yla ispat tamamlan¬r.

Problem 3.5 Q bölgesinde

Lu+ �u+

Z
G

K(p; v0; t)u(x; v0; t)dv0 = � (3.26)

denkleminin

u = '1(p; t); (p; t) 2 �_; (3.27)

u(p; 0) = '2(p) (3.28)

koşullar¬n¬sa¼glayan bir çözümünün bulunmas¬problemini ele alal¬m.

Teorem 3.5 Kabul edelim ki f 2 C1(
_

Q) ve �;K 2 C(
_

Q) olsun. Bu durumda Problem

3.5, C1(Q) uzay¬nda en çok bir çözüme sahiptir.

·Ispat. Kabul edelim ki � = '1 = '2 = 0 olsun. Yeni bir bilinmeyen fonksiyon z = ue��t

tan¬mlayal¬m. Böylece

ut = (zt + �z) e�t; uxi = zxie
�t; uvi = zvie

�t
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ba¼g¬nt¬lar¬kullanarak

Lu+ �u+

Z
G

K(p; v0; t)u(x; v0; t)dv0 = 0

denkleminden

Lz + (�+ �)z +

Z
G

K(p; v0; t)z(x; v0; t)dv0 = 0

ve (3.27), (3.28) şartlar¬ndan

z = 0; (p; t) 2 �_; (3.29)

z(p; 0) = 0 (3.30)

yaz¬labilir. (3.26) denklemini 2z ile çarpal¬m:

(z2)t +
nX
i=1

(viz
2)xi +

nX
i=1

(fiz
2)vi +

 
2�+ 2� �

nX
i=1

fivi

!
z2

+2z

Z
Qv

K(p; v0; t)z(x; v0; t)dv0 = 0:

Bu eşitli¼gin Q üzerinde integrali al¬n¬rsa ve (3.29)-(3.30) şartlar¬göz önünde bulunduru-

lursaZ
Q

 
2�+ 2� �

nX
i=1

fivi

!
z2dQ+

Z
Q

2z

Z
Qv

K(p; v0; t)z(x; v0; t)dv0dQ = 0

elde edilir. Burada 2ab � �a2 � b2 eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

Z
Q

2z

Z
Qv

K(p; v0; t)z(x; v0; t)dv0dQ �
Z
Q

0@�z2 �
0@Z
Qv

K(p; v0; t)z(x; v0; t)dv0

1A2

dQ

1A
� �

Z
Q

z2dQ�
Z
Q

Z
Qv

K2(p; v0; t)dv0
Z
Qv

z2(x; v0; t)dv0dQ

� �
Z
Q

z2dQ� max
(p;v0;t)2

_
Q

�
K2
	Z
Q

z2(x; v0; t)dQ

bulunur. Burada c = max
(p;v0;t)2

_
Q

fK2g d¬r. O halde

Z
Q

 
2�+ 2� �

nX
i=1

fivi � 1� c

!
z2dQ � 0
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oldu¼gu görülür. E¼ger

2� > max
(p;t)2Q

 
nX
i=1

��fivi ��+ 2 j�j+ 1 + c
!

olarak şeçilirse z2 = 0 oldu¼gundan z = 0 ve böylece u = 0�d¬r.

Problem 3.6 (3.26) denkleminin Q bölgesinde tan¬ml¬, (3.27) ve

ut(p; 0) = '3(p) (3.31)

şartlar¬n¬sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemini ele alal¬m.

Teorem 3.6 Kabul edelim ki f 2 C1(
_


) ve �;K 2 C(
_


) fonksiyonlar¬ t�den ba¼g¬ms¬z

olsun. Ayr¬ca
_


 bölgesinde f1 > 0 olsun. Bu durumda Problem 3.6, C2(Q) uzay¬nda en

çok bir çözüme sahiptir.

Homojen problemi ele alaca¼g¬m¬z için � = '1 = '3 = 0 olsun.

(3.26) denkleminin t�ye göre türevi al¬n¬r ve z = ut gösterimi kullan¬l¬rsa

Lz + �z +

Z
G

K(p; v0)z(x; v0; t)dv0 = 0

bulunur. Benzer şekilde �_ üzerinde z = 0 ve z(p; 0) = 0 şartlar¬n¬n da sa¼gland¬¼g¬

görülür.

O halde Teorem 3.6 gere¼gi Q bölgesinde z = ut = 0 bulunur. Buna göre, problemin

zamandan ba¼g¬ms¬z oldu¼gu görülür ve Teorem 3.3�den ispat tamamlan¬r.
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BÖLÜM 4

K·INET·IK DENKLEMLER ·IÇ·IN BAZI TERS PROBLEMLER

Bu bölümde,

Lu = ut + hv;rxui+ hf;rvui+ �u = �

ve g(p; t) bilinen bir fonksiyon olmak üzere

Lu+ �u = g(p; t)�(p) (4.1)

denklemi için aşa¼g¬daki ters problem incelenecektir.

Problem 4.1 (4.1) denkleminin Q bölgesinde tan¬ml¬ve

u = '1(p; t); (p; t) 2 �_; (4.2)

ut(p; 0) = '3(p) (4.3)

şartlar¬n¬sa¼glayan bir (u; �) çözümünün

u(p; T ) = '4(p); (4.4)

ek bilgisi yard¬m¬yla bulunmas¬problemini ele alal¬m.

Teorem 4.1 Aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim:

i) f; �; g fonksiyonlar¬
_

Q bölgesinde sürekli diferensiyellenebilir olsun ve f , t� ye ba¼gl¬

olmas¬n.

ii)
_

Q�da f1 > 0 ve g 6= 0 olsun.

Bu durumda Problem 4.1, en çok bir (u; �) 2 C2(
_

Q)� C1(
_


) çözümüne sahiptir.

·Ispat. Kabul edelim ki '1 = '3 = '4 = 0 olsun. ·Ilk olarak u = gz ba¼g¬nt¬s¬ile yeni bir

bilinmeyen z fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Bu durumda (4.1)�den z fonksiyonu

Lz + g�1(Lg + �)z = �(p) (4.5)
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denklemini sa¼glar. Gerçekten de

ut = gtz + gzt; uxi = gxiz + gzxi ; uvi = gviz + gzvi

eşitliklerinden

gtz + gzt +
nX
i=1

vi (gxiz + gzxi) +

nX
i=1

fi (gviz + gzvi) + �gz = g(p; t)�(p)

ve dolay¬s¬yla

g

 
zt +

nX
i=1

vizxi +
nX
i=1

fizvi

!
+ z

 
gt +

nX
i=1

vigxi +
nX
i=1

figvi + �g

!
= g(p; t)�(p)

bulunur. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬g�1 ile i̧sleme tabi tutarsak

Lz + g�1(Lg + �g)z = �(p) (4.6)

elde edilir. (4.6)�n¬n t�ye göre türevi al¬n¬rsa

@

@t
(Lz) +

@ (g�1(Lg + �g))

@t
z + g�1(Lg + �g)zt = 0

veya daha basit bir gösterimle h = g�1(Lg + �g) olmak üzere

@

@t
(Lz) = � (htz + hzt) (4.7)

olur. Burada

! = z exp(��v1),  = �r(t+ 1)

yard¬mc¬fonksiyonlar¬ndan elde edilen

zt = !te
�v1 ; zxi = !xie

�v1 ;

zvi = !vie
�v1 ; i 6= 1, zv1 = !v1e

�v1 + !�e�v1
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ba¼g¬nt¬lar¬yard¬m¬yla, � > 1 ve r > max
(p;t)2

_
Q
(gt=g)

2 sabitler olmak üzere

Lz = zt + hv;rxzi+ hf;rvzi

= zt +
nX
i=1

vizxi +
nX
i=1

fizvi

= zt +
nX
i=1

vizxi + f1zv1 +
nX
i=2

fizvi

= zt +
nX
i=1

vizxi + !v1e
�v1 + !�e�v1 +

nX
i=2

fizvi

= wte
�v1 +

nX
i=1

vi!xie
�v1 +

nX
i=1

fi!vie
�v1 + f1!�e

�v1

= e�v1

 
wt +

nX
i=1

vi!xi +
nX
i=1

fi!vi + f1!�

!
= e�v1L! + e�v1f1!�

yaz¬labilir. O halde (4.7) denkleminden

@

@t
(Lz) = e�v1

@

@t
(L!) + e�v1 (f1!t�) = �htz � hzt;

@

@t
(L!) + f1!t�+  ! = (( � ht) z � hzt) e

��v1 (4.8)

bulunur. (4.8)�in her iki taraf¬n¬n karesi al¬nd¬¼g¬nda

f 21!
2
t�
2 + 2f1!t�

�
@

@t
(L!) +  !

�
+

�
@

@t
(L!) +  !

�2
= [( � ht) z � hzt]

2 e�2�v1

olup (a+ b)2 � 2 (a2 + b2) eşitsizli¼gi kullan¬larak

f 21!
2
t�
2 + 2f1!t�

@

@t
(L! +  !) � 2

�
( � ht)

2 z2 + h2z2t
�2
e�2�v1 (4.9)

elde edilir.

f1�in t�ye ba¼gl¬olmad¬¼g¬dikkate al¬narak 
!t +

nX
i=1

vi!xi +
nX
i=1

fi!vi

!
t

2�f1!t

ifadesinden

i)

2�!ttf1!t = �f1(!
2
t )t = (�f1!

2
t )t;
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ii)

2�
nX
i=1

vi!xitf1!t = �

nX
i=1

vif1(!
2
t )xi

= �

nX
i=1

(vif1!
2
t )xi � �

nX
i=1

vif1xi!
2
t ;

iii)

2�
nX
i=1

fif1!t!vit = �

nX
i=1

fif1(!
2
t )vi

= �

nX
i=1

(fif1!
2
t )vi � �

nX
i=1

(fif1)vi!
2
t ;

iv)

2f1!t� ! = 2f1!t!� = �f1(!
2)t = �(f1!

2 )t � �f1 t!
2

eşitlikleri yard¬m¬yla

2�f1!t
@

@t
(L! +  !) = �f1

�
!2t +  !

�
t
� �f1 t!

2

+�
nX
i=1

�
(vif1!

2
t )xi + (fif1!

2
t )vi
�

��!t
nX
i=1

�
(fif1)vi + vif1xi

�
(4.10)

elde edilir.

(4.10) eşitsizli¼gi (4.9) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

f 21!
2
t�
2 + �f1

�
!2t +  !

�
t
� �f1 t!

2 + �

nX
i=1

�
(vif1!

2
t )xi + (fif1!

2
t )vi
�

��!t
nX
i=1

�
(fif1)vi + vif1xi

�
� 2

�
( � ht)

2 z2 + h2z2t
�
e�2�v1 (4.11)

oldu¼gu görülür. Şimdi (4.11)�in sol taraf¬nda z fonksiyonuna geri dönelim. Bunun için

w = ze��v1 ; wt = zte
��v1 ;

olmak üzere

w2t = (zt)
2e�2�v1 ; wxi = zxie

��v1 ;

wvi = zvie
��v1 ; !v1 = zv1e

��v1 + z(��)e��v1 ;

34



ba¼g¬nt¬lar¬ndan

@

@t
(L!) =

@

@t

 
wt +

nX
i=1

vi!xi +
nX
i=1

fi!vi

!

=
@

@t

 
zte

��v1 +
nX
i=1

vizxie
��v1 +

nX
i=1

fizvie
��v1 � zf1�e

��v1

!

= ztte
��v1 +

nX
i=1

vizxite
��v1 +

nX
i=1

fizvite
��v1 � zf1�e

��v1

ve

2�f1zte
��v1

 
ztte

��v1 +
nX
i=1

vi(zxi)te
��v1 +

nX
i=1

fi(zvi)te
��v1 � f1�e

��v1

!

= �f1(z
2
t )te

�2�v1 + �f1

nX
i=1

vi(z
2
t )xie

�2�v1 + �f1

nX
i=1

fi(z
2
t )vie

�2�v1 � �2f 21 (z
2)te

�2�v1

= �f1(z
2
t )te

�2�v1 + �
nX
i=1

(f1viz
2
t e
�2�v1)xi � �

nX
i=1

f1xiviz
2
t e
��v1 + �

nX
i=1

(f1fiz
2
t )vie

�2�v1

��
nX
i=1

(f1fi)vi z
2
t e
�2�v1 � �2f 21 (z

2)te
�2�v1

yaz¬labilir. Ayr¬ca (4.10)�nun sol taraf¬ndaki ikinci terim için

2�f1!t ! = 2�f1zte
��v1 ze��v1 ;

2�f1ztze
�2�v1 = �f1(z

2)te
�2�v1 

= �(f1 z
2)te

�2�v1 � �f1 tz
2e�2�v1

bulunur. Bu nedenle

�f1
�
z2t +  z2

�
t
e�2�v1 + �

nX
i=1

��
f1viz

2
t

�
xi
e�2�v1 +

�
fif1z

2
t

�
vi
e�2�v1

�

+

(
�2f 21 � �

nX
i=1

�
(f1fi)vi + vif1xi

�
� 2h2

)
z2t e

�2�v1

�
�
�f1 t + 2 ( � ht)

2� z2e�2�v1 � 0 (4.12)

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r.

(4.12) eşitsizli¼ginin Q bölgesi üzerinde integralini al¬rsakZ



TZ
0

�f1(z
2
t +  z2)te

�2�v1dtdp+

TZ
0

Z



 
nX
i=1

�
f1viz

2
t

�
xi
e�2�v1 +

�
f1fiz

2
t

�
vi
e�2�v1dpdt

!

+

Z



TZ
0

(
�2f 21 � �

nX
i=1

�
(f1fi)vi + vif1xi

�
� 2h2

)
z2t e

�2�v1dtdp
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�
Z



TZ
0

�
�f1 t + 2 ( � ht)

2� z2t e�2�v1dtdp � 0
oldu¼gu görülür. Di¼ger yandan u = gz oldu¼gundan

�
z2t +  z2

�
= g�2

�
u2t + 2ug

�1utgt +
�
 + g�2g2t

�
u2
�

yazabiliriz. '3 = '4 = 0 oldu¼gundan

(z2t +  z2)jt=0 = g�2
�
 + g�2g2t

�
u2 � 0 (4.13)

ve ayr¬ca r > max
(p;t)2

_
Q
(g�1gt)

2 oldu¼gundan

�
z2t +  z2

�
jt=T = g�2u2t � 0 (4.14)

bulunur. Buradan (4.12) eşitsizli¼gindeki ilk terim at¬l¬rsa eşitsizlik bozulmaz. Ek olarak

'1 = 0 oldu¼gundan �_ s¬n¬r parças¬nda zt = 0 bulunur. Böylece (4.12) eşitsizli¼gindeki

ikinci terim de ihmal edilebilir.

Son olarak � > max f�1; �2g ; (� > 1) ve

max
(p;t)2

_
Q

 
1� 2 ( � ht)

2

�f1 t

!1=2
< max

(p;t)2
_
Q

1 + 2 ( � ht)

f1r
= �1;

�2 = max
(p;t)2

_
Q

1

f 21

 
nX
i=1

���(f1fi)vi��+ ��v1f1xi ���+ 2h2
!

al¬narak üçüncü terim ihmal edilebilir veZ
Q

z2e�2�v1dQ � 0

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r. Buradan z = 0 ve dolay¬s¬yla u = 0 elde edilir. (4.5) eşitsizli¼ginden

ise � = 0 elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.
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BÖLÜM 5

SAÇILIM TER·IM·I ·IÇEREN B·IR K·INET·IK DENKLEM ·IÇ·IN BAZI DÜZ

VE TERS PROBLEMLER

Kinetik denklemler, birinci mertebeden k¬smi türevli denklemler olup gaz dinami¼gi ve

plazma �zi¼ginden, biyoloji ve sosyoekonomi¼ge kadar birçok alanda kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r

(Libo¤2003, Cercignani and Gabetta 2007, Anikonov 2001). Bu denklemler do¼gadaki çok

parçac¬kl¬sistemlerin zamansal evriminin istatistiksel bir modeli olarak kullan¬lmaktad¬r.

Örne¼gin, sosyal bilimlerde bir etnik sistemin nitel ve nicel olarak matematik modelinin

oluşturulmas¬büyük önem taş¬maktad¬r. Burada söz konusu model etnik kinetik den-

klemdir:
nX
i=1

�
@H

@pj
� @W
@xj

� @H

@xj
� @H
@pj

�
+ � �W = 0:

Yukar¬daki denklemde W (x; p; t; y) fonksiyonu �ziksel (t; y) ve sosyal (x; p) de¼gi̧skeninin

faz uzay¬ndaki bireylerin da¼g¬l¬m¬n¬, H(x; p; y) biyokimyasal enerjiyi, x bireyin potansiyel

imkan¬n¬, p bir i̧si yapmadaki iste¼gini, t zaman de¼gi̧skenini, y uzay de¼gi̧skenini, � i̧sareti

ise (t; y) de¼gi̧skenlerine göre konvolüsyonu göstermektedir (Anikonov 2001).

Di¼ger taraftan tomogra�nin matematiksel temeli olarak kabul edilen integral geometri

problemlerinin önemli bir k¬sm¬kinetik denklemler için çeşitli ters problemlere indirgenebilmek-

tedir (Amirov 2001). Bilgisayarl¬tomogra�nin çal¬̧sma prensibi k¬saca şöyle ifade edilebilir:

incelenen nesne farkl¬aç¬lardan radyasyona maruz b¬rak¬l¬r ve gözlem noktas¬nda radyasyon

parametreleri ölçülür. Elde edilen sonuçlar bilgisayarda i̧slenerek nesnenin nicel �zik-

sel parametrelerinin uzaysal da¼g¬l¬m¬hesaplan¬r. Bilgisayarl¬tomogra�nin matematiksel

modelinin temel denklemi:Z
M(r)

�(x)d� = J(r)

şeklinde verilir. BuradaM(r) radyasyon kayna¼g¬ile gözlem noktas¬n¬ba¼glayan ¬̧s¬n¬, �(x)

ise ele al¬nan nesnenin karakterini ifade etmektedir. ·Integral geometri problemi, yukar¬-

daki integral verildi¼ginde �(x) fonksiyonunun bulunmas¬olarak ifade edilmektedir. Bu
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problem uygun türev alma i̧slemleri ve geodezik denklem yard¬m¬yla bir kinetik denkleme

dönüştürülebilir (Amirov 1987, Lavrentiev et al. 1986, Romanov 1974). Bu konudaki ilk

çal¬̧smalar Radon (1917) ve John (1934) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

Bu bölümde bir

Q = f(x; v; t) : x 2 D � Rn; v 2 G � Rn; t 2 (0; T )g

bölgesinde

lu � ut + hrvH;rxui � hrxH;rvui

olmak üzere

lu+

Z
G

K(x; v; v0; t)u(x; v0; t)dv0 = F (x; v; t) (5.1)

kinetik denklemi ele al¬nmaktad¬r. (5.1) denkleminde u(x; v; t) fonksiyonu (x; v; t) nok-

tas¬n¬n komşulu¼gundaki faz uzay¬nda birim hacimdeki parçac¬klar¬n say¬s¬n¬göstermek-

tedir. H(x; v) Hamilton fonksiyonu, K(x; v; v0; t) saç¬l¬m çekirde¼gi ve onu içeren inte-

gralli terim de saç¬l¬m terimi olarak adland¬r¬l¬r. Bu terim, ilgilenilen �ziksel modeldeki

parçac¬klar¬n birbiriyle veya ortamla etkileşimi sonucu ortaya ç¬kan saç¬l¬m olaylar¬n¬ifade

eder. Burada h:; :i sembolü Rn de skaler çarp¬m için kullan¬lmaktad¬r.

Kinetik denklemler için düz problem, bir büyüklü¼gün verilen başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬na

göre bir t an¬ndaki da¼g¬l¬m fonksiyonunun bulunmas¬olarak ifade edilir. Ters problem ise

verilen bir ek bilgiden, da¼g¬l¬m fonksiyonuna ilaveten denklemdeki baz¬fonksiyonlar¬n da

eş zamanl¬olarak belirlenmesini içerir. Kinetik denklemler için çeşitli ters problemlerin

çözülebirli¼gi Anikonov (2001), Amirov (1987, 2001), Amirov and Gölgeleyen (2011) de,

say¬sal çözümleri ise Amirov et al. (2011), Gölgeleyen and Amirov (2011), Gölgeleyen

and Albuz (2020), Y¬ld¬z et al. (2010) da çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Hiperbolik, parabolik ve eliptik

denklemler için de¼gi̧sik tipte ters problemler Bellassoued and Yamamoto (2017), Isakov

(1998), Klibanov and Timonov (2004) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada (5.1) denklemi için iki düz problem, yani Problem 5.1 ve Problem 5.2 ve

bir de ters problem ele al¬nacakt¬r. Bu problemlerin çözümlerinin tekli¼gi için gerekli

şartlar araşt¬r¬lacakt¬r. Tez boyunca @Q; Q bölgesinin s¬n¬r¬n¬,
�
n vektörü ise @Q nun

birim d¬̧s normal vektörünü ifade etmektedir ve
�
n = (nx; nv; nt); nx = (nx1 ; :::; nxn);

nv = (nv1 ; :::; nvn) olarak tan¬ml¬d¬r. Kolayl¬k aç¬s¬ndan (x; v) � p 2 
 = D�G gösterimi
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kullan¬lm¬̧s olup 
 s¬n¬rl¬bir bölge ve @
 2 C1 olarak kabul edilmektedir. Ayr¬ca

� = @
� (0; T );

�� = f(p; t) 2 � : hrvH;nxi � hrxH;nvi < 0g

gösterimi kullan¬lm¬̧st¬r.

Problem 5.1 (5.1) denkleminin Q bölgesinde tan¬ml¬ve

u = '1(p; t); (p; t) 2 ��; (5.2)

u(p; 0) = '2(p) (5.3)

koşullar¬n¬sa¼glayan bir u(p; t) çözümünün bulunmas¬problemini ele alal¬m.

Teorem 5.1 H 2 C2(
) ve K 2 C(Q) olmak üzere Problem 5.1�in C1(Q) s¬n¬f¬nda en

çok bir çözümü vard¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki F = '1 = '2 = 0 olsun. ·Ilk olarak z = u exp(��t) şeklinde yeni

bir bilinmeyen fonksiyon tan¬mlayal¬m. Burada C = max
(p;t)2Q

fK2g olmak üzere � say¬s¬

� >
CmesG+ 1

2
(5.4)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. O halde

u = ze�t; ut = (z + �z)e�t; uxi = zxie
�t; uvi = zvie

�t

eşitlikleri (5.1)�de yerine yaz¬l¬rsa

(zt + �z)e�t +

nX
i=1

Hvizxie
�t �

nX
i=1

Hxizvie
�t +

Z
G

Kze�tdv0 = 0;

e�t

0@(zt + �z) +

nX
i=1

Hvizxi �
nX
i=1

Hxizvi +

Z
G

Kzdv0 = 0

1A ;

ve böylece

zt + �z +
nX
i=1

Hvizxi �
nX
i=1

Hxizvi +

Z
G

Kzdv0 = 0

olur. O halde

(lz)e�t + �ze�t +

Z
G

Kzdv0e�t = 0; (5.5)
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z = 0; (p; t) 2 ��; (5.6)

z (p; 0) = 0; (5.7)

ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r. E¼ger (5.5) denklemi 2z ile çarp¬l¬rsa

2ztz + 2�z
2 +

nX
i=1

Hvi2zzxi �
nX
i=1

Hxi2zzvi + 2z

Z
G

Kzdv0 = 0

ve böylece

(z2)t + 2�z
2 +

nX
i=1

Hvi(z
2)xi �

nX
i=1

Hxi(z
2)vi + 2z

Z
G

Kzdv0 = 0

elde edilir. Bu eşitli¼gin Q bölgesi üzerinde integrali al¬n¬rsaZ
Q

(z2)tdQ+

Z
Q

2�z2dQ+

Z
Q

nX
i=1

Hvi(z
2)xidQ�

Z
Q

nX
i=1

Hxi(z
2)vidQ+

Z
Q

2z

Z
G

Kzdv0dQ = 0

veya di¼ger bir şekilde

Z



TZ
0

(z2)tdtd
 +

Z
Q

2�z2dQ+

Z
Q

nX
i=1

�
(Hviz

2)xi �Hvixiz
2
�
dQ

�
Z
Q

nX
i=1

�
(Hxiz

2)vi �Hxiviz
2
�
dQ+

Z
Q

2z

Z
G

Kzdv0dQ = 0

oldu¼gu görülür. Burada (5.6)-(5.7) şartlar¬kullan¬l¬rsaZ
Q

2�z2dQ+

Z
Q

nX
i=1

(Hviz
2)xidQ�

Z
Q

nX
i=1

(Hxiz
2)vidQ

+

Z
Q

nX
i=1

(Hxivi �Hvixi)z
2dQ+

Z
Q

2z

Z
G

Kzdv0dQ � 0

elde edilir. Gauss-Green teoremi kullan¬l¬rsaZ
Q

2�z2dQ+
nX
i=1

Z
@Q

Hviz
2nxdS �

nX
i=1

Z
@Q

Hxi
z2nvdS +

Z
Q

2z

Z
G

Kzdv0dQ � 0

yaz¬labilir. ·Ilgili s¬n¬r şart¬ndanZ
Q

2�z2dQ+

Z
Q

2z

Z
G

Kzdv0dQ � 0 (5.8)
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bulunur. Bu eşitli¼gin solundaki ikinci terim için 2ab � a2 + b2 ve Cauchy-Schwartz eşit-

sizlikleri yard¬m¬yla aşa¼g¬daki de¼gerlendirme yap¬labilir, burada C = max
(x;v)2

�
Q

fK2g olarak

tan¬mlanm¬̧st¬r:Z
Q

2z

Z
G

Kzdv0dQ �
Z
Q

0@z2 +
0@Z
G

Kzdv0

1A21A dQ

�
Z
Q

z2dQ+

Z
Q

Z
G

K2z2dv0dQ

�
Z
Q

z2dQ+ C

Z
Q

Z
G

z2dv0dQ

�
Z
Q

0@z2 + C

Z
G

z2dv0

1A dQ: (5.9)

Di¼ger taraftanZ
Q

Z
G

z2(x; v; v0; t)dv0dQ =

TZ
0

Z
D

Z
G

z2dv0
Z
G

dvdxdt

= mesG

TZ
0

Z
D

Z
G

z2dv0dxdt

= mesG

Z
Q

z2dQ

oldu¼gundan (5.9) eşitsizli¼giZ
Q

2z

Z
G

Kzdv0dQ �
Z
Q

z2dQ+ CmesG

Z
Q

z2dQ (5.10)

olarak yaz¬labilir. Bu durumda (5.8) eşitsizli¼giZ
Q

(2�� 1� CmesG) z2dQ � 0

halini al¬r. Son olarak (5.4) eşitsizli¼ginden z = 0 elde edilir ve böylece u = 0 olup ispat

tamamlan¬r.

Problem 5.2 (5.1) denkleminin Q bölgesinde tan¬ml¬ve (5.2) s¬n¬r şart¬ile

ut(p; 0) = '3(p) (5.11)

başlang¬ç şart¬n¬sa¼glayan bir u (p; t) çözümünün bulunmas¬problemini ele alal¬m.

41



Teorem 5.2 Kabul edelim ki H 2 C2
�


�
, K 2 C

�


�
olsun. Ayr¬ca K fonksiyonu t

de¼gişkeninden ba¼g¬ms¬z ve 
 bölgesinde Hv1 > 0 olsun. Bu durumda Problem 5.2, C2(Q)

uzay¬nda en çok bir çözüme sahiptir.

·Ispat. ·Ilk olarak F = '1 = '3 = 0 olsun. E¼ger (5.1) denkleminin ve (5.2) şart¬n¬n t ye

göre türevini al¬rsak, z = ut olmak üzere

lz +

Z
G

K (p; v0) z (x; v0; t) dv0 = 0; (5.12)

z = 0; (p; t) 2 ��; (5.13)

z (p; 0) = 0 (5.14)

ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r. O halde Teorem 5.1 kullan¬larak Q bölgesinde z = ut = 0 oldu¼gu

görülür. Di¼ger bir ifade ile (5.1) denklemi dura¼gan denkleme, Problem 5.1 ise homojen

bir probleme indirgenmi̧s olur. Daha aç¬k olarak

hrvH;rxui � hrxH;rvui+
Z
G

K (p; v0)u (x; v0) dv0 = 0; (5.15)

u = 0; p 2 ��; (5.16)

yaz¬labilir. Şimdi ~z = u exp(��x1) şeklinde yeni bilinmeyen fonksiyon tan¬mlayal¬m.

Burada � > 1+CmesG
2Hv1

eşitsizli¼gi sa¼glanmaktad¬r. O halde

~zx1 = ux1e
��x1 + u(��)e��x1

= ux1e
��x1 � u�e��x1

= ux1e
��x1 � �~z;

~zxi = uxie
��x1 (i 6= 1); ~zvi = uvie

��x1 ;

olaca¼g¬ndan

ux1 = (~zx1 + �~z) e�x1 ; uxi = ~zxie
�x1 ; uvi = ~zvie

�x1 ;

bulunur. Bu durumda

Hv1 (~zx1 + �~z) e�x1 +
nX
i=2

Hvi~zxie
�x1 �

nX
i=1

Hxi~zvie
�x1 +

Z
G

K~ze�x1dv0 = 0

ve dolay¬s¬yla

hrvH;rx~zi+Hv1~z�� hrxH;rv~zi+
Z
G

K (p; v0) ~z (x; v0) dv0 = 0; (5.17)

42



~z = 0; p 2 �� (5.18)

elde edilir. (5.17) denklemini 2~z ile çarparsak



rvH;rx(~z

2)
�
+ 2Hv1~z��



rxH;rv(~z

2)
�
+ 2~z

Z
G

K (p; v0) ~z (x; v0) dv0 = 0

bulunur. Bu eşitli¼gin 
 bölgesi üzerinde integrali al¬n¬rsa

nX
i=1

Z



((Hvi~z
2)xi �Hvixi~z

2)dp�
nX
i=1

Z



((Hxi~z
2)vi �Hxivi~z

2)dp

+2

Z



Hv1~z
2�dp+ 2

Z



~z

Z
G

K~zdv0dp = 0

yaz¬labilir. Son eşitlikte Gauss-Green formülü kullan¬l¬rsaZ



(Hvi~z
2)xidp =

Z
@


Hvi~z
2nxidS;

Z



(Hxi~z
2)vidp =

Z
@


Hxi~z
2nvidS

olaca¼g¬ndan

nX
i=1

Z



(Hvi~z
2)xidp�

nX
i=1

Z



(Hxi~z
2)vidp =

nX
i=1

Z
@


~z2 (Hvinxi �Hxinvi) dS

=

Z
@


~z2 (hrvH;nxi � hrxH;nvi) dS

yaz¬labilir. Burada (5.18) şart¬dikkate al¬nd¬¼g¬nda

2

Z



Hv1~z
2�d
 + 2

Z



~z

Z
G

K~zdv0d
 � 0

ve (5.10) de¼gerlendirmesindenZ



(2�Hv1 � 1� CmesG)~z2d
 � 0

olur ki buradan da ~z = 0 ve sonuç olarak u = 0 elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s

olur.

Bu bölümde, g(p; t) bilinen fonksiyon olmak üzere aşa¼g¬daki ters problem incelenecektir.
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Problem 5.3 (5.1) denkleminde F (p; t) = g(p; t)�(p) olarak verilsin. Bu durumda (5.1)

denkleminin (5.2) ve (5.11) koşullar¬n¬sa¼glayan bir (u; �) fonksiyonlar çiftinin

u(p; T ) = '4(p); (5.19)

ek bilgisi yard¬m¬yla bulunmas¬problemini ele alal¬m.

Aşa¼g¬daki teoremde Problem 5.3�ün çözümünün tekli¼gi ispatlanacakt¬r.

Teorem 5.3 Kabul edelim ki H(x; v) 2 C1
(
); Q bölgesinde Hv1 > 0 ve g 6= 0 olsun. Bu

durumda Problem 5.3, en çok bir (u; �) 2 C2(Q)� C1(
) çözümüne sahiptir.

·Ispat. ·Ilk olarak '1 = '3 = '4 = 0 alal¬m. Daha sonra u = gz ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla yeni

bir bilinmeyen fonksiyon tan¬mlayal¬m. O halde

ut = gtz + gzt; uxi = gxiz + gzxi ; uvi = gviz + gzvi

eşitliklerini (5.1) denkleminde yerine yazarak

gtz + gzt +
nX
i=1

Hvi (gxiz + gzxi)�
nX
i=1

Hxi (gviz + gzvi) +

Z
G

Kgzdv0 = g(p; t)�(p);

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Daha aç¬k olarak

gtz +
nX
i=1

Hvigxiz �
nX
i=1

Hxigviz + g

 
zt +

nX
i=1

Hvizxi �
nX
i=1

Hxizvi

!
+

Z
G

Kgzdv0 = g�

bulunur. O halde

lgz + glz +

Z
G

K(x; v; v0)z(x; v0)g(x; v)dv0 = g�

olur. Burada g�1 ile i̧sleme tabi tutal¬m

lz + g�1 lg z +

Z
G

K(p; v0; t)z(x; v0; t)dv0 = �(p): (5.20)

Burada a = g�1lg olmak üzere

az + lz +

Z
G

Kzdv0 = �(p)

yaz¬labilir. (5.20) denkleminin t�ye göre türevi al¬n¬rsa

atz + azt +
@

@t
(lz) +

Z
G

Ktzdv
0 +

Z
G

Kztdv
0 = 0
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bulunur. Di¼ger bir ifadeyle

@

@t
(lz) = �(azt + atz)�

Z
G

Ktzdv
0 �
Z
G

Kztdv
0

elde edilir. Şimdi � > 1 olmak üzere w = ze��x1 ve s > max
�
gt
g

�2
olmak üzere  =

�s(t+ 1) şeklinde iki yeni fonksiyon tan¬mlayal¬m. O halde

ztt +

nX
i=1

Hvizxit �
nX
i=1

Hxizvit = �(azt + atz)�
Z
G

Ktzdv
0 �
Z
G

Kztdv
0

denkleminde

z = we�x1 ; zt = wte
�x1 ; zx1 = wx1e

�x1 + �we�x1 ;

zxi = wxie
�x1 (i > 1); zvi = wvie

�x1

eşitlikleri kullan¬l¬rsa

@

@t

 
wt +

nX
i=1

Hviwxi �
nX
i=1

Hxiwvi

!
e�x1 + �Hv1wte

�x1

= �(azt + atz)�
Z
G

Ktze
�x1dv0 �

Z
G

Kzte
�x1dv0

yaz¬labilir. O halde bu eşitli¼gin her iki yan¬na  w eklenirse

@

@t
(lw) + �Hv1wt +  w =  ze��x1 � (azte��x1 + atze

��x1)�
Z
G

Ktze
��x1dv0 �

Z
G

Kzte
��x1dv0

= (( � at)z � azt)e
��x1 �

Z
G

Ktze
��x1dv0 �

Z
G

Kzte
��x1dv0

denklemi bulunur. Son eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n karesi al¬n¬r, sol taraftaki
�
@
@t
(lw) +  w

�2
pozitif terimi ihmal edilip 

nX
i=1

ai

!2
� n

nX
i=1

a2i

eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa

�2H2
v1
w2t + 2�Hv1wt

�
@

@t
(lw) +  w

�

� 4

0@( � at)
2z2 + a2z2t +

0@Z
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1A21A e�2�x1 (5.21)
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elde edilir. Di¼ger yandan
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2)t
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2
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+
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2
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�
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�
��w2t
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�
(5.22)

eşitli¼gi yaz¬labilir. O halde (5.22) eşitli¼gi de göz önünde bulundurularak (5.21) eşiti¼ginin

sol taraf¬nda tekrar z fonksiyonuna geçilir ve integralli terimler için de Cauchy-Schwartz

eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa:

�Hv1(z
2
t +  z2)te

�2�x1 +
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� �
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z2e�2�x1 � 4M

0@Z
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z2dv0 +

Z
G

z2t dv
0

1A e�2�x1 � 0 (5.23)

oldu¼gu görülür. Burada M = max
(p;t)2Q

fK2; K2
t g olarak tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca u = gz ve buna

ba¼gl¬olarak

z = ug�1; zt = utg
�1 � ug�2gt

ba¼g¬nt¬lar¬yard¬m¬yla

z2t +  z2 =
�
utg

�1 � ug�2gt
�2
+  u2g�2;

u2tg
�2 � 2utg�1ug�2gt + u2g�4g2t +  u2g�2;

= g�2(u2t � 2utg�1ugt + u2g�2g2t +  u2)

ve buradan

z2t +  z2 = g�2(u2t � 2utg�1ugt) + u2(g�2g2t +  )
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bulunur. O halde (5.23) eşitsizli¼ginin Q bölgesi üzerinde integral al¬n¬r ve (5.11), (5.19)

şartlar¬kullan¬l¬rsa

�
z2t +  z2

�
jt=0 = g�2( + g�2g2t )u

2 � 0;

�
z2t +  z2

�
jt=T = g�2u2t � 0

eşitsizlikleri bulunur. Ayr¬ca �� s¬n¬r parças¬üzerinde zt = 0 olmas¬dikkate al¬narakZ
Q
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Z
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2 � 4MmesG)z2e�2�x1dQ � 0 (5.24)

elde edilir. Burada  = �s oldu¼gu göz önünde bulundurulursa

�1 = max
(p;t)2Q

1

H2
v1

 
nX
i=1

���(HviHv1)xi
��+ ��(HxiHv1)vi

���+ 4a2 + 4MmesG

!
;

�2 = max
(p;t)2Q

1 + 4( � at)
2 + 4MmesG

Hv1s
> max

(p;t)2Q

1� 4( � at)
2 + 4MmesG

�Hv1 t

olmak üzere � > max f�1; �2g seçimi yap¬larakZ
Q

z2e�2�x1dQ � 0

bulunur. O halde Q bölgesinde z = 0 ve buna ba¼gl¬olarak u = 0 oldu¼gu görülür. Son

olarak (5.20) eşitli¼ginden � = 0 elde edilir ve böylece ispat tamamlan¬r.
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BÖLÜM 6

SONUÇ

Bu tezde matematiksel �zi¼gin önemli denklemlerinden olan ve kuantum mekani¼ginden

sosyolojiye kadar geni̧s bir sahada uygulamalar¬bulunan kinetik denklemler ele al¬nm¬̧st¬r.

Dura¼gan olmayan formda al¬nan yani zamana ba¼gl¬bir da¼g¬l¬m¬n ve saç¬l¬m¬n modellendi¼gi

bu denklemler için baz¬düz ve ters problemlerin çözümlerinin tekli¼gi, Hamilton fonksiyonu

ve saç¬l¬m çekirde¼gi ile ilgili verilen baz¬koşullar alt¬nda ispatlanm¬̧st¬r.
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