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BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1 FREDHOLM ALTERNATIF TEOREMLERI

Bir Ly = f denklemi verildiginde ¢oziimiin hangi sartlar altinda bulunabilecegi dogal bir
sorudur. Ayrica bu ¢oziim tek midir? Bu sorular, Fredholm alternatif teoremi ile cevap
bulmustur. Bu teoremin farkli formlarda ifadesi mevcuttur: Cebirsel denklem sistem-
lerinin coziimleri, sinir deger problemleri ve integral denklemlerinin c¢oziimleri bunlara
ornektir. Bu teorem iki boliimden olugsmaktadir bu nedenle alternatif kelimesi kullanil-
maktadir. Verilen denklem, her f i¢in ya bir ¢oziime sahip ya da baz f’ ler i¢in ¢ok
sayida ¢oziime sahip degildir.

A bir n x n tipinde matris olmak iizere Ax = b sisteminin ¢oziimii i¢in asagidaki teorem
verilebilir. Burada A*, A matrisinin adjointi olup Vz,y € C™ i¢in (Ax,y) = (z, A*y)

esitligi saglanmaktadir.

Teorem 1.1 (Birinci Alternatif) Ax = b denklemi bir ¢ézime sahiptir ancak ve ancak

A*v =0 sartim saglayan her v igin (b,v) = 0 dar.

Teorem 1.2 (Ikinci Alternatif) Az = b denkleminin ¢oziimii eger varsa tektir ancak ve

ancak Ax = 0 denkleminin sadece sifir ¢6zimi vardir yani x = 0 dar.

Ikinci alternatif daha yaygim olarak soyle ifade edilmektedir: n tane denklem ve n tane
bilinmeyen iceren bir homojen olmayan sistemin ¢oziimii tektir, eger ilgili homojen prob-
lemin ¢oziimii sadece sifir ¢oziimiiyse.

Fredholm alternatif teoremi lineer operatorler i¢in asagidaki sekilde genigletilebilir.

Teorem 1.3 Eger L bir Hilbert uzay tizerinde tanymli, sinirly lineer operator ise bu du-
rumda Ly = f denklemi bir ¢oziime sahiptir ancak ve ancak Lv = 0 sartini saglayan her

v igin (f,v) = 0" dor. Burada LT, L operatoriiniin adjointi olup L’ nin tanim bélgesindeki



her v ve L'” mn tanam bolgesindeki her u icin
(u, Lv) = (L'u,v)

egitligi saglanar.

1.2 GENELLESMIS FONKSIiYONLARIN GELiSiM SURECI

Kinetik denklemler, ¢ok sayida parcacik iceren bir sistemin zamana gore evrimini tasvir
etmek igin bir yol ortaya koyar. Bunu yaparken de bir u(z,v,t) dagilim fonksiyonundan
yani diger bir ifadeyle genellesmis fonksiyonundan yararlanilir. Ciinkii bu fonksiyon, faz
uzaymdaki yogunlugu ifade eder. Daha acik bir sekilde fdzdv, bu uzaymn (z,v) noktast
civarindaki konum-hiz uzaymin drdv hacmindeki parcaciklarinin sayisini belirtmektedir,
(Amirov 2001, Anikonov 2001, Cercignani and Gabetta 2007, Degond et al. 2004). Bu ne-
denle, bu boliimde genellesmis fonksiyonlar ve ilgili kavramlar Griffel (2002), Vladimirov
(1984, 2002) eserleri esas alinarak tartigilacaktir.

Genellegmis fonksiyonlar teorisi, Dirac delta fonksiyonunun matematiksel temellerini olug-
turmak icin geligtirilmigtir. Bu fonksiyon 1930 yilinda matematikci Paul Dirac tarafindan
Kuantum mekaniginin matematiksel formiilasyonunda kullanilmak iizere tanimlanmistar.
Bilindigi tizere siirekli kiitle dagilimlarinda toplam kiitle m = [ p(z)dz ile elde edilir.
Ayrica kiitle merkezi ve eylemsizlik momenti, p fonksiyonuna gore ifade edilebilir. Eger
kiitle siirekli sekilde dagilmak yerine sonlu sayida noktada toplanmigsa, yukaridaki tanim
gegerli olmaz. Simdi kiitlesi ihmal edilebilir, orta noktasinda (x = 0) kiigiik ve agir bir
boncuk olan bir tel diistinelim. Kabul edelim ki bu boncuk birim kiitleye sahip ve dyle
kiiciik olsun ki matematiksel olarak bir nokta ile gosterilebilsin. Bu durumda, eger sifir
araligin diginda ise toplam kiitle sifirdir ve sifir araligin icindeyse toplam kiitle birdir.
Bu kiitle dagilimini temsil eden bir p fonksiyonu yoktur. Eger olsaydi her x # 0 igin
p(z) = 0 olurdu. Ciinkii birim uzunluktaki kiitle z = 0 diginda sifirdir. Fakat, eger
bir fonksiyon tek bir nokta digsinda her yerde sifir ise klasik anlamda bu fonksiyonun
integralinin herhangi bir aralik iizerinde sifir olmas1 gerektigi aciktir. Bu nedenle orjini
iceren bir aralik iizerinde bu fonksiyonun integralinin alinmasi dogru degeri yani 1’ i

Vermez:

m:/p(m)da::/Op(w)dsv—i-/b,o(x)dx:().



Fiziksel acidan kiitle yogunluk fonksiyonu z = 0 disinda her yerde 0’ dir, x = 0’ da ise
sonsuzdur. Ciinkii sonlu bir kiitle sifir uzunlugundaki bir alanda toplanmistir. Burada,
yani x = 0’ da p(x) 6yle sonsuz biiyiiktiir ki integrant ¢ok kiigiik bir alanda sadece
pozitif olmasina ragmen integral sifirdan farklidir. Bu fiziksel olarak anlamhdir fakat
matematiksel olarak anlaml degildir.

Bu nedenle Dirac agagidaki ozellikleri saglayan bir ¢ (x) fonksiyonu tanimlamigtir:

i) x=01i¢in 6 (z) =0,

b
ii)a<0<bise/5(x)d:c:1.

Dirac’ i yukarida tamimladigi fonksiyon bircok fizik¢i, miihendis ve uygulamali mate-
matik¢i tarafindan kullanilmistir. Ancak teorik matematikcilere gére bu tanim biiyiik
bir sorundur. Daha acik bir ifade ile matematiksel olarak anlamli olmayan ancak fay-
dali ve dogru sonuglar veren bir fikir olarak ortaya gikmigtir. Bu nedenle § () fonksiy-
onunun dogru matematik temeller {izerine oturtulmasi i¢in bir teoriye ihtiya¢ duyulmus-
tur. Bu durum, tipki 16. yy da cebirsel denklemlerin ¢oziimii i¢in kompleks sayilarin
kullanilmasina benzemektedir. Dirac Delta fonksiyonu ile ilgili bu teori 1936 yilinda S.
L Sobolev ve 1950 yilinda da L. Schwartz tarafindan geligtirilmigtir. Onlarin gelistirdigi
genellesmis fonksiyonlar teorisi 6nemli avantajlar saglamistir. Ornegin, her genellesmis
fonksiyon diferensiyellenebilir ayrica serilerin diizgiin yakinsaklig1 gozardi edilerek terim

terim tiirev ve integral alinabilir.

1.2.1 D Test Fonksiyonlar Uzay1

Bir genellegmis fonksiyon, klasik fonksiyon kavraminin genellegtirilmesidir. Bu genellegtirme
bize noktasal maddelerin yogunlugunu, noktasal yiiklerin, anlik noktasal kaynaklarin sid-
detini ve bir noktaya uygulanan kuvvetin yogunlugunu matematiksel olarak modelleme
imkani tanir.

D =D (Q) test fonksiyonlar kiimesi, {2 bolgesinde sonsuz olarak diferansiyellenebilen ve
kompakt supporta sahip fonksiyonlardan olugur. Simdi D kiimesinde agagidaki yakinsak-
lig1 tanimlayalim: D kiimesinin elemanlarindan olusan ¢, ¢, ... fonksiyonlar dizisi D’ de

bir ¢ elemanina yakinsar, eger agsagidaki sartlar saglanirsa:

i) Bir ' € Q kiimesi vardir 6yleki supp ¢, C Q' dir.



ii) Her o = (ay, ag, ..., o) igin D%, () SN D (x), k — oo dir.

Bu durumda k — oo i¢in ¢, KA v olarak gosterilir. Bu yakinsaklik ile donatilmig D ()

kiimesine test fonksiyonlar uzayi denir.

1.2.2 7D’ Genellesmis Fonksiyon Uzay1

Bir 2 kiimesi iizerinde verilen genellesmis fonksiyon, D (€2) test fonksiyonlar uzay: ii-
zerinde tanimlanan siirekli, lineer, fonksiyonellere denir.

Bagka bir ifadeyle bir genellesmis fonksiyon f : D(Q2) — F siirekli, lineer, fonksi-
yonellerdir. Burada F = R veya F = C dir. f genellesmis fonksiyonunun ¢ test fonksi-
yonu iizerindeki degeri ( f, @) ile gosterilir. € bolgesinde verilen genellegmis fonksiyonlarin
kiimesi D’ (Q2) ile gosterilir.

O halde genellesmis fonksiyonlar icin agagidakileri soyleyebiliriz:

i) D iizerinde bir fonksiyoneldir; her ¢ € D i¢in (f, ¢) bir kompleks sayidir.

ii) f genellegmis fonksiyonu, D iizerinde bir lineer fonksiyoneldir, yani

v, € D ve A\ € C olmak iizere

(fs A + ) = X (f, ) + p(f,9).

iii) f genellesmis fonksiyonu siireklidir:

Eger k — oo igin ¢, KA @ ise k — oo icin (f, ) — (f, ) dir.

Ayrica her ¢ € D(R) igin (f, ¢) = (g, ¢) ise f ve g genellegsmig fonksiyonlar: esittir denir.
Bu durumda Q da f = g veya x € Q i¢in f(x) = g(z) yazlr.

1.2.3 Regiiler Genellesmis Fonksiyonlar

Genellesmis fonksiyonlarin en basit 6rnegi {2 bolgesinde lokal olarak integrallenebilen bir

f fonksiyonu tarafindan iiretilen fonksiyonellerdir:

(f.0) = / f(@)p(x)dz, o € D(S).

Diger tiim genellesmis fonksiyonlar singiiler genellesmis fonksiyonlar olarak adlandirilir.



Lemma 1.4 (Du Bois Reymond)

Bir €2 bolgesinde lokal integrallenebilen f(x) fonksiyonunun hemen hemen heryerde sifir
olmasi icin gerek ve yeter sart onun tarafindan iiretilen f genellesmis fonksiyonunun §2

da sifir olmasidir:
f(z) =0 hhh <= /fgoda: =0, ¢ € D(N).
Q

Yukaridaki lemmadan 2 daki her regiiler genellesmis fonksiyonun bir tek lokal integ-
rallenebilen fonksiyon tarafindan tanimlandig goriiliir. Sonug olarak, {2 da lokal integral-
lenebilen fonksiyonlar ile regiiler genellesmis fonksiyon arasinda birebir egleme vardir. Bu
nedenle bundan sonra €2 da ki bir f(x) lokal integrallenebilen fonksiyonunu, onun tarafin-
dan iiretilen D’(Q) ya ait olan genellesmis fonksiyonlarla ozlestirecegiz. Iste bu anlamda

f(z) fonksiyonlar regiiler genellesmis fonksiyonlardir.

1.2.4 Singiiler Genellesmis Fonksiyon

Singiiler genellesmis fonksiyonlarin en basit érnegi Dirac delta fonksiyonudur:

(57 30) = 90(0)7 p€D.

Aciktir ki § € D' igin « # 0, §(z) = 0 boylece supp d(z) = {0}’ dir. Simdi §(z)’ in bir
singiiler genellesmis fonksiyon oldugunu gosterelim:

Tersine kabul edelimki © da lokal integrallenebilen bir f(z) fonksiyonu igin

/ J(@)p(x)dz = p(0), ¢ € D (1.2)

olsun. Eger ¢ € D ise zp,; € D olur. Bu durumda (1.2) den

/f(x)xlgo(x)d:z: = 210(2)|s=0 = 0 = (21 f, ) ise hhh z; f(z) = 0 dur.

Buradan da hhh f(z) = 0 olur. O halde bir geligki ortaya gikar, demekki kabuliimiiz
yanhstir. Yani Dirac delta fonksiyonu lokal integrallenebilen bir fonksiyon tarafindan

liretilemez.



1.2.5 Genellesmis Fonksiyonlarin Tiirevi

Bir f € C*(Q) fonksiyonunu ele alahm. Bu durumda her a, |a| < k ve ¢ € D () igin

kismi integrasyon formiilii yardimiyla ¢ € C§°(§2) oldugu goz oniinde bulundurularak

(0°f,0) = / 0" f (2)p(x)de

— (—1)e / F (@) ()

Q

= (@)@ on / 0 f () ()
— [ @) )

= 0" f(2) (@) o — / 92 f(2)" ()
_ (e / f(2)0 () dz

yazilabilir. Yukardaki esitlik, f € D'(Q2) genellesmis fonksiyonunun 0%f genellesmis

tiirevinin tammi olarak alinir:

(0°f, ) = (=1)lI(f,0%), v € D(Q). (1.3)

Burada ¢ — (—1)l*9%p islemi D(Q2) — D(Q) igin lineer ve siirekli oldugundan (1.3)’tin
sag tarafi ile tammlh 0% f fonksiyoneli D'(§2) da bir genellegsmis fonksiyondur.
Ozel olarak f = § oldugunda (1.3) esitligi

(0°6, ) = (=1)!*9%¢(0), p € D

formunu alir.

1.2.6 Genellegmig Tiirevin Ozellikleri

i) Eger f € D'(Q) genellesmis fonksiyonu bir €; C Q bolgesinde C*(£2;) smifindan ise bu
durumda fonksiyonun klasik tiirevi ile 9® f genellegmis tiirevi €21’ de gakigr.
ii) Her f € D'(Q2) genellesmis fonksiyonu (6zel olarak 2 da lokal olarak integrallenebilen

fonksiyonlar) sonsuz defa diferensiyellenebilirdir (genellesmis anlamda).



iii) Genellesmis tiirevin sonucu, tiirevin sirasina bagh degildir:

O = 0°(0°f) = 0°(0° f).

iv) Eger f € D'(Q) ve a € C*(Q) ise bu durumda af ¢arpiminin tiirevi igin Leibniz
formiilii saglanir:

o (af) =Y (g) 8PP 7.

B

Ornek 1.1 f(z) = |x1| fonksiyonu Q = {|z| < 1} ywarmda f,, = sgnzy, fo, = 0

(i =2,3,...,n) birinci genellesmis tirevlerine sahiptir.

Her g(z) € C}(Q) igin

/|x1|§w1dx:/x1§xld:c —/:clgzlda:

Q Qt Q-
yazilabilir. Burada QT = @QN(x; > 0), @~ = @N(z; < 0) olarak tammhdir. Ostrogradskii

formiiliinden 0Q) iizerinde x;g = 0 ve ;1 = 0 oldugu goz 6niinde bulundurularak

/!wl\%dw = —/gdrx — /gda:: —/Sgna:l?]daj
Q Qt Q- Q

elde edilir. O halde x; bagimsiz degiskenine gore |z1| fonksiyonunun genellesmis tiirevi

vardir ve sgnxi’e esittir. Ayrica ¢ > 2 icin

[ 1011gads = [l e = 0= = [0.900 = (-1)(70)

Q Q Q
yazilabildiginden |z;| fonksiyonunun z;, (i = 2,3,...,n) bagimsiz degiskenlerine gore

genellegmig tiirevleri var ve sifira egittir, (Mikhailov 1978).
1.3 BAZI FONKSIYON UZAYLARI

1.3.1 CkQ) Uzayr

Bir Q) bolgesinde tanimli k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonlar
uzay1 C*(Q) ile gosterilir. Ek olarak, C*() uzayma ait olan ve kompakt supporta sahip
fonksiyonlar simifi da C§(€Q) ile ifade edilmektedir. Ayrica C§°(Q) = ﬁ CE(2) seklinde
tanumlanir, (Mikhailov 1978). -



1.3.2 L,(Q2) Uzay1

2, R™ de bir bolge ve p de bir pozitif reel say1 olsun. L, () ile 2 bolgesinde tammli ve
/]u(m)\p dr < oo
o)

sartin1 saglayan tiim olgiilebilir u fonksiyonlarinin sinifi ifade edilmektedir. Daha acik
olarak L,(£2) uzayimn elemanlar1 yukaridaki sart1 saglayan olciilebilir fonksiyonlarin denk-
lik siniflar1 olarak tanimlanir. Boylece iki fonksiyon eger {2 da hemen hemen heryerde esit

ise denk olarak kabul edilir, (Adams and Fournier 2003).

1.3.3 W™P(Q) Sobolev Uzay1

W™P(€)) Sobolev uzay1 kendisi ve m-inci mertebeye kadar tiim genellesmis tiirevleri L, (€2)

kiimesine ait olan fonksiyonlar uzay: olarak tanimlanir, (Adams and Fournier 2003):
W™P(Q) ={u:u € L,(Q): D € L,(R), 0 < |a] <m}.

Teorem 1.5 W™P(Q) bir Banach uzayidir, (Adams and Fournier 2003).

Ispat. {u,}, W™?(Q) da bir Cauchy dizisi olsun:

n,l — oo i¢in ||u, — ul||€V,,L,p(Q) = Z | Dy, — DOéUlH}Zp — 0.
0<|a|<m

Bu durumda {D%u,}, 0 < |a| < m, L,(2) da bir Caucyh dizisi olur:
n,l — oo ise ||D%u, — D%y, — 0.

L,(9Q) bir tam uzay oldugundan bir u,, 0 < |a| < m fonksiyonu vardir dyleki n — oo
igin D, — s, L,(2) da yakinsar. Ozel olarak, o = 0 almrsa n,l — oo igin
[un —wll, — 0 olur. O halde L,(2) tam oldugundan u, — u olacak sekilde bir
u € L,(Q) vardir. Diger tiirevlerde benzer sekilde gosterilebilir.

Diger taraftan L,(Q) C L}, .(Q) oldugundan w, fonksiyonlar1 7, € D'(2) genellesmis

fonksiyonunu tanimlar:

Her ® € D(Q) icin Holder esitsizligi yardimiyla

T, (@) = Tu(®)] < / [un () — u(2)[|@(2)| de < (| @], [Jun — ull,



yazilabilir. Burada p’, p nin iistel eglenigidir. Bu nedenle her & € D(?) i¢gin n — oo iken
T, (®) — T,(P) ya yakinsar. Benzer gekilde her & € D(Q) i¢in Tpay, () — T, (P)
olur. O halde

T, (®) = lim Tpay, () = lim (—1)1T, (D*®) = (=1)1IT,(D*®)

n—oo n—oo

bulunur. Boylece u € W™ P () oldugunda u, = D olur. Buradan lim [ju, — ullyymsq) =
0 oldugundan W™P(Q) tamdir yani Banach uzayidir.
Eger p = 2 alimirsa W™2(Q)) = H™(Q) elde edilir. O halde, H™(2), m. mertebeye kadar

genellegmis tiirevleri Ly(£2) dan olan fonksiyonlar uzayimi gostermektedir:

H™(Q) ={u:u € Ly(Q) : D*u € Ly(2), 0 < |a| <m}.

Teorem 1.6 H™(Q)) uzay

o @@y = Y /DafDaflde (1.4)

lo|<m

i¢ ¢arpyma ile bir Hilbert uzayidir, (Mikhailov 1978).

Bunun igin H™(Q) nmin (1.4) i¢ ¢arpimu tarafindan iiretilen

iy = 2| 3 / Defds (15)

la|<m

normuna gore tam oldugunu gostermemiz gerekir.
fr, (k=1,2,...) H™(Q2)’ nin elemanlarindan olugan bir Cauchy dizisi olsun:
1fs = fillbmiy = > [ 1D°fe = D*fi dv — 0 b, s — 0.

lo|<m o

Bu durumda, her a, |a| < m igin k, s — oo iken

/ |D* f, — D fo|* dzz — 0, (1.6)

Q
yazilabilir.

Ozel olarak o = 0 alirsa,

18- 4 ds —0 ()
Q



oldugu goriiliir. Diger taraftan Ls(£2) uzaymin tamhgi, fp (k = 1,2,...) dizisinin yakin-
sadig1 bir f € Ly(Q2) fonksiyonun varligim gosterir. Ayrica (1.6)’ dan her o, |a| < m igin
D fy, (k=1,2,...) dizisinin yakinsadig1 f* € Ly(Q2) fonksiyonun varhg goriiliir.

Tiim fi(z) fonksiyonlarinin m.mertebeye kadar genellesmis tiirevleri Ly’ ye ait oldugun-

dan her «, |a| < m ve her g € CJ*(2) igin

(fe D9 oy = (=D){(D fi, ) 1o

yazilabilir. Bu ozdeglikte & — oo i¢in limit alinirsa f* 'nin f ’in o’ mc1 genellegmis
tiirevi oldugunu buluruz. Boylece f € H™(Q) ve [|fx — fllgmy — 0, k,s — oo olup

ispat tamamlanir.

1.3.4 Yogun Kiime

X bir normlu uzay ve S C X olmak iizere, eger her x € X, S’ nin elemanlarinin bir
dizisinin limiti ise S alt kiimesi X de heryerde yogundur denir. (Adams and Fournier

2002, s.5)

Teorem 1.7 Bir Q bolgesinde siirekli olan fonksiyonlarn kiimesi, L1(Q) ve Ly(Q) uzay-
larinda her yerde yogundur. Benzer sekilde Cg° (ﬁ) kiimeside bu wzaylarda heryerde
yogundur. Ek olarak C'* (ﬁ) fonksiyonlar kiimesi ve dolaypsiyla C* (ﬁ) kiimesi, H™(Q)

uzayinda heryerde yogundur, (Mikhailov 1978).

Bu teorem, H™ () uzayinda ele aliman problemleri C* (ﬁ) uzayina tagima imkani sagla-
maktadir. Diger bir ifade ile u € H™ () fonksiyonuna C* (Q) kiimesinin elemanlaridan
olusan bir wu; fonksiyon dizisiyle yaklagim yapilarak hedeflenen galigmalar yeni uzayda

daha klasik bir tarzda gerceklestirilmig olur.
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BOLUM 2

TERS PROBLEMLERIN TIPTAKI UYGULAMALARI

Kinetik denklemler, seyreltik gaz dinamiginin yan sira plazmalar, yari iletkenler, nétron
taginimi ve kuantum gazlarinin modellenmesinde 6nemli bir rol oynar.Ayrica bu denklem-
ler ile integral geometri problemleri arasinda siki bir iligki vardir. Bir ¢cok integral geometri
problemi, kinetik denklemler icin ters problemlere indirgenebilmektedir. Integral geometri
problemleri ise bilgisayarli tomografinin matematiksel alt yapisini olusturmaktadir. Bu
boliimde, Bertero and Piana (2006) eseri esas alinarak bu tiir problemlerin tipta ortaya

¢ikan uygulamalarina yer verilmistir.

2.1 BILGISAYARLI TOMOGRAFIi

Tiptaki goriintiilleme teknikleri, insan organlarinin ve biyolojik sistemlerin analizi icin
giiclii bir aragtir. Bu teknikler; farkli tomografi tiirlerinden, farkli mikroskobi tiirlerine
kadar cegitlilik gosterir. Bunlarin ortak ozelligi, veri ile bilinmeyen nesneyi iligkilendiren
bir matematik modele ve buradaki denklemlerin ¢oziimii i¢in sayisal yontemlere ihtiyac
duymalaridir. Bu problemler genellikle ters problemler olarak adlandirilir ve temel 6zelligi
Hadamard anlaminda kotii konulmus olmasidir. Bu nedenle coziimleri 6zel bir dikkat
gerektirir.

Tibbi goriintiillemede temel bir gereklilik, goriintiilenecek dokularin 6zellikleri ile tibbi ci-
hazlar tarafindan saglanan veriler arasinda dogrusal bir iligkinin bulunmasidir. Giintimiizde
kullanilan cihazlar, uygulanan tiim algoritmalar boyle bir varsayima dayanmaktadir.
Ciinkii bilgisayarlar artan giiclerine ragmen sadece dogrusal problemler icin biiyiik 6lcekli
problemlerin ¢oziimiinii elde edebilmektedir. Bu noktada radyasyon-vucut etkilesiminin
daha dogru bir tanmimini saglayan dogrusal olmayan modellerin arastirilmasi ¢énemli bir
konudur.

Goriintii islemenin matematigindeki nesne, bir hacime dagilan ve dolayh 6l¢iimlerle tah-

min edilmesi gereken bir ozelliktir; bunu z € R? olmak iizere f(z) ile gosterelim; bu
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fonksiyonun bir fonksiyon uzayma (6rnegin Hilbert uzayma) ait oldugu kabul edilir. Diger
taraftan goriintii (g ile gosterelim), goriintiileme cihazi tarafindan saglanan ve nesneyi en
iyi temsil ettigi kabul edilen Hilbert uzayinda bir ol¢iimdiir. ¢ goriintiisii, ¢ ile goster-
ilen parametrelerin bir fonksiyonudur. Bu parametreler farkl fiziksel anlam tasiyabilirler.
X-151m1 bilgisayarli tomografide, bu parametreler dedektoriin konumunu ve gelen radyas-
yonun yoniinii karakterize eder.

Mikroskobi durumunda ise nesnenin hacmindeki bir noktanin kordinatlar: ile tanimla-
nabilirler. Birinci durumda elde edilen ti¢ boyutlu goriintii, hacmin her bir boliimii icin
bir tane olmak tizere bir dizi sinogramdir; ikinci durumda nesnenin “bulanik” bir versi-
yonudur.

Goriintii olugturma siirecinin temelini teskil eden, nesne ile goriintii arasindaki iligkinin
bir matematik modeli elde edilebilir. Boyle bir siirecin en genel temsili agsagidaki lineer

olmayan integral denklemiyle verilir:

9(() = / WC, o, (@), (2.1)

burada h tiim bilegenlerine gore siirekli bir fonksiyondur. Bu denklem direkt problemin
¢oziimiinii verir. Daha acgik bir ifadeyle verilen bir f nesnesine iliskin, g verileri igin
¢oziilmesi gereken problemdir. Bu problem iyi konulmus oldugundan f’e bir siirekli
bagimlilik s6z konusudur, yani ¢oziim vardir, tektir, verilere siirekli bagimhidir.

Ters problem veri ve ¢oziimiin rolleri degistirilerek elde edilir. Boyle bir durumda verilen
bir g goriintiisiinden f nesnesinin bulunmas: gerekir.

(2.1)” in ¢oziimii hem teorik hemde pratik agidan ¢ok zordur. Boyle lineer olmayan bir
integral denklem igin genel bir teori yoktur; her problem 6zel analiz gerektirir. Ayrica

problem kotii konulmus olabilir.

2.2 ELEKTRIKSEL EMPEDANS TOMOGRAFI (EET)

EET temelindeki ters problem, sinirdaki elektriksel akimlar1 ve voltaj dlciimleri verilen
bir vucudun i¢indeki elektriksel 6zelliklerin goriintiillenmesi problemidir. Dahili elektriksel
ozelliklerin yararli oldugu tibbi problemlere 6rnek olarak; akciger pulmaner embolilerinin
veya kan pihtilagmalarinin, kalp fonksiyonlarinin ve meme kanserinin tahribatsiz sekilde

saptanmasi verilebilebilir.
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Burada €2 bolgesindeki u elektriksel potansiyeli agagidaki sinir deger problemini saglar:

V-y(z,w)Vu =0, x € Q,

() =Jj(x), © €99,

burada
Yz, w) = o(r,w) + iwe(z, w),

olup o elektriksel iletkenligi, ¢ sanal birimi, w uygulanan akimin acisal frekansini, € elek-

triksel gecirgenligi, j yiizey akim yogunlugunu ve v i¢ birim normal vektorii gostermekte-

dir. Bu Neumann Problemi, v i¢in genel kosullar altinda, yiik korunumunun saglanmasi

ve [ w integrali i¢in bir se¢im yapilmas: sartiyla iyi konulmugtur. Buradaki ters problem
o0

daha karmagik olup yiizeydeki voltaj ve akim arasindaki Drichlet-Neumann doéniigtimii

bilindiginde +’ nin belirlenmesi problemi olarak ifade edilir.

2.3 OPTIK TOMOGRAFi

Optik tomografi 700 ile 1000 nm arasindaki kizilotesi bantta 1gik kullanarak 1gik iletiminin
siir olgiimlerinden doku absorpsiyonu gibi optik katsayilarin goriintiilerini elde etmeyi
amagclayan fonksiyonel tibbi goriintiileme yontemidir. Bu teknigin temel tibbi uygulama
alani, beyin fonksiyonlarinin izlenmesidir. Ayrica beyin ve meme kanserlerinin saptanmasi
ile ilgili olarak yapisal goriintiilerin elde edilmesidir. Optik tomografinin matematiksel
modeli foton transport teorisi i¢in bir integro diferansiyel denkleme dayanmaktadir. Bu

denklem frekans bolgesinde agagidaki eliptik denkleme indirgenir:
V- (AV®) — (B +iC)® = q.

Burada ® ve q sirasiyla izotropik foton yogunlugu ® ve kaynak dagilimim ifade eden uzay
ve zamanin bir fonksiyonu olan ¢’ nun Fourier déniigiimleridir. A ve B doku sogurumu
ve sagilim ozellikleri ile ilgili katsayilardir, C' 1g1k hizinin tersidir. Optik tomografideki
ters problem, C' verildiginde A ve B’ nin belirlenmesi ve iki farkl frekans i¢in simirlardaki

verinin tamamlanmasidir.
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2.4 MIKRODALGA TOMOGRAFI (MT)

MT; dokularin elektriksel parametrelerini, sacilan elektromanyetik alanlarin 6lgiimlerden
elde edilmesini amaclayan yapisal bir goriintiileme teknigidir.

Bu diigiik coziiniirliiklii yiiksek kontrastli yontem, ozellikle mamografideki gibi diisiik bir
invazivite gerektiginde ve kemik iligi kanserinin tanisinda oldugu gibi kanserli dokular
kirilma indeksinde onemli degigikliklere neden oldugundan o6zellikle yararhdir. Mate-
matiksel bir acidan Mikrodalga Tomografi’ nin iki boyutlu durumundaki tasviri sagilim

problemiyle verilir, 3 boyutlu durumda ise Maxwell denklemi i¢in bir ters problemle verilir.

2.5 MANYETOENSEFALOGRAFi (MEG)

MEG, hem saglikli hemde epilepsi ve disleksiden etkilenen hastalar icin 6zellikle igitsel
ve gorsel korteks calismasinda serebral fonksiyonel davranigi aragtirmak amaciyla, noral
akimlarla ilgili zayif manyetik alanlar1 6lgen bir beyin goriintiileme teknigidir.

Diger fonksiyonel yontemlerle (PET, SPECT, FMRI) ile kargilagtirildiginda (MEG) ¢ok
diisiik yogunluklu ve yiiksek zamansal coziiniirliik ile karakterize edilir, bu da bize fiz-
yolojik tepkilerin zamansal hiyerarsisi hakkinda bilgi edinmemize yardime: olur.

MEG i¢in direkt problem, verilen siirekli J(r) akimimin, B(r) manyetik alanimin he-
saplanmasidir. Burada J(r) ve B(r) agagidaki Biot-Savort yasasi ile verilmigtir:
B(ry=12 / J(r') % %dr’.

4m r—r
Q

Burada €2 insan beynine kargilik gelen sinirh bir alandir. MEG ters problemi Hadamard

anlaminda kotii konulmus olup bir lineer olmayan problemdir.

2.6 X-RAY TOMOGRAFi

X 1511 yayan bir S kaynagimizin oldugunu kabul edelim. Bu kaynaktan ¢ikan iginlar
goriintiilenecek cisimden gecer ve cikigta yogunlugu bir D dedektorii tarafindan olciiliir.

Cisim boyunca X 1sininin zayiflamasi asagidaki basit modelle tanimlanir:
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f(z) fonksiyonu x noktasindaki zayiflama katsayisi olsun. Bu durumda u, S ve D’ yi
birlegtiren L dogrusu boyunca bir kordinat olmak {izere x noktasindaki yogunluk kaybi
soyle verilir;

dl
Eo(w) = —f@)I(2),

burada I, D tarafindan o¢l¢iilen yogunluktur.
O halde eger Iy, S tarafindan yayilan yogunluk ise bu durumda

I = Iyexp —/f(x)dx :
L

yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki yayilan ve tespit edilen radyasyon yogunluklar: arasin-

daki oranin logaritmasi zayiflama katsayisinin integraline esittir:

k= [

Bu S — D sistemi iki paralel dogru iizerinde hareket ettirilerek goriintiilenecek diizlem
tanimlanir ve tiim noktalarda yogunluk olgiilerek bilinmeyen f(z) fonksiyonunun projek-
siyonu elde edilir. Daha acik olarak eger 6, S — D sisteminin hareket yoniinde bir birim
vektor; S, L’ nin kordinat sisteminin baslangicindan uzaklhigi ve 6 dik yondeki birim

vektor ise bu durumda f 7 nin 6 yoniindeki projeksiyonu

(Paf)(s /f (50 + ub')du,.

ile verilir.
S — D sistemi dondiiriilerek ve tiim miimkiin acilarda lineer tarama tekrar edilerek,
miimkiin olan tiim projeksiyonlar elde edilir ve sonug¢ olarak f fonksiyonunun 2-boyutlu

Radon doniistimii elde edilir:

[ (Rf)(s,0) = (Pof)(s).

Bunlar X 1511 bilgisayarli tomografi verileri olup yukar1 ifade edilen dogrusal ve agisal

taramanin sonucunda elde edilmistir. O halde, f fonksiyonunu elde etmek icin

9(s,0) = (Rf)(s,0),

dogrusal denklemi ¢oziilmelidir. Burada ¢(s, ) ol¢iim verileridir. Bu problem, Radon

tarafindan 1917 yilinda ¢oziilmiistiir. 2 boyutlu durumda

1 (9g
f(x) 47r2/ /:1:6— s, 0)dsdb

St Rt
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yazilabilir. Burada P bag degerdir. Bu formiil agik¢a gosteriyorki Radon doniistimiiniin
tersi kotii konulmustur. Ciinkii giiriiltiilii verilerin tiirevine ihtiyag duyulmaktadir. Ayrica
filtrelenmis geri projeksiyon algoritmasi ilk olarak Bracewell ve Riddle (1967) tarafindan
radyo astronomisinde tanimlanmig ve su anda tibbi goriintiilemede yaygin olarak kullanil-
maktadir. Aslinda bu formiiliin zekice bir uygulamasidir.

3-boyutlu goriintii farkli diizlemlerde yani goriintii diizlemine dik z yoniinde tarama
yapilarak onceki iglemlerin tekrarlanmasiyla elde edilir. Bu nedenle problemin verileri
S — D sisteminin konumunu karakterize eden {s, 0, z} degigkenlerine baghdir. Bu veriler
bilgisayarl tomografi tarayicisindan elde edildiginden f’ nin goriintiisii olarak adlandirilir.

Verilen bir z i¢in ¢’ nin {s, #} diizlemindeki temsiline sinogram denir.

2.7 FLORESAN MiKROSKOBI

Yasayan hiicrelerin aragtirilmasi icin kullanilan bir tekniktir. Hiicre bir floresan isaret-
leyici ile belirlenir ve 3-boyutlu goriintiisii optik kesitleme olarak bilinen bir teknik vasi-
tasiyla olusturulur.

Tiim durumlarda 3D goriintii, farkli odak diizlemlerine kargilik gelen iki boyutlu goriintii-
lerinin bir dizisi ile geometrik optik sayesinde dedektoriin bulundugu goriintii diizleminin
noktalar1 ile goriintiilenecek nesnenin bolimiintin bulundugu odak diizleminin noktalar:
arasinda birebir esleme s6z konusudur. Bu esgleme nedeni ile goriintii diizleminin bir nok-
tasini odak diizleminin bir noktasi ile 6zdeslestirebiliriz. Bu sekilde 3D goriintii X’ in
bir fonksiyonu olarak diigiiniilebilir. Ancak bir noktadaki goriintii sadece odak diizlemine
kargilik gelen noktadan degil, hem odak diizlemindeki hem de diger diizlemlerdeki komsu
noktalar kullanilarak olusturulur. Sonug olarak goriintii ve nesne arasindaki bir integral
iligkisi s6z konusudur.

Baz1 6zel kabuller altinda g(z) goriintiisii f(z) nesnesi ile bir noktasal kaynagin goriintiisii

olan h(z) fonksiyonunun konvolisyon ¢arpimi olarak tanimlanir:
o(z) = / Wz — o) f(2')da. (2.2)
R3

Sonug olarak bir nesnenin goriintiisiiniin elde edilmesi problemi, (2.2) konvoliisyon denk-

leminin ¢oziimiine denktir. Bu problem koétii konulmus bir problemdir.
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BOLUM 3

KIiNETIK DENKLEMLER iCiN BAZI DUZ PROBLEMLER

3.1 NOTRON TRANSPORT DENKLEMIi iCiN BASLANGIC VE SINIR
DEGER PROBLEMI

Transport denklemler 1930’lu yillardan ihtibaren fisyon ve fiizyon reaktorlerinin inga
edilmesi gibi teknolojideki ihtiyaclar nedeniyle yogun bir sekilde calisilmigtir.Bu den-
klemlerin yapisi, klasik matematiksel fizikteki denklemlerden (elektromagnetik teori gibi)
daha farkl ve daha karmagiktir. Bunun iki temel sebebi vardir (Case and Zweifel 1967):
i) Kapali formda ¢oziilebilen problemler simifi son derece simirhdir. Aslinda kapali form-
daki coziimler sadece ¢ok basit ve idealize edilmis durumlar i¢in miimkiindiir. Bu nedenle
pratik problemler icin farkli, cogu zamanda kontrolsiiz yaklagimlar uygulanmistir.

ii) Klasik simir deger problemleri ile ilgili iyi bilinen fikir ve yontemler bu problemlere
aktarilirken dikkatli olunmasi gerekir.

Lineer transport denklemler, igimimsal aktarim, noétron difiizyonu plazma teorisi, ses
yayilim teorisi gibi alanlarda ortaya cikmaktadir. Tarihsel olarak ilk caligmalar 1sinimsal
aktarim (radyatif transfer) ile ilgilidir. Bu denklemler basit bir nétron difiizyon durumu
ile ortaya cikanlarla aynidir.

Notron transport teori gelistirilirken, ilk adim nétron dagiliminin ifade edilecegi biiytikliik-
leri tanimlamaktadir. Burada hicbir kuvvetin s6z konusu olmadigi bu nedenle nétronlar
arasinda herhangi bir ¢arpismanin ortaya ¢ikmadigi kabul edilmektedir. Diger bir ifade
ile notronlar daha ¢ok ideal bir gaz gibi davranmaktadir. Onlarin dagilimi, tam olarak tek
pargacikli dagilim fonksiyonu ¢ (r, v, t) ile ifade edilmektedir ve agisal yogunluk olarakta
adlandirilmaktadir.

Bu béliimde, olas1 karigikliklar énlemek amaciyla Case and Zweifel (1967) de yer alan
gosterim ve terminoloji orjinaline sadik kalinarak aynen kullanmilacaktir.

Burada v (r, v, t)d*>rd*v, r noktasimnda d>r hacim elemanindaki nétronlarin sayisin gos-

terir. Bu notronlarin ¢ anindaki hizlar d®v hiz uzaymda yer alir.
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Asagida, N sembolii, notron hizinin yoniindeki birim vektorii gostermektedir. Daha acik
olarak, v skaler nttron hizi olmak iizere N = g’ dir. Degisken olarak v yerine N’ nin
se¢imi tek hizli notron tagimmim problemleri i¢in daha uygun olur. Farkli kaynaklardan or-
tama giren ve mevcut nétron popiilasyonundan, bagimsiz olan nétronlar bir acisal kaynak
yogunluk fonksiyonu ile ifade edilir. Burada ¢ = (r, v, t)d®rd®vdt, t + dt zaman araliginda
r noktasinda d®r’ ye, v’ de d3v’ ye giren notronlarin sayisi olarak tanimlanir.

Eger soz konusu bolgede, atom ¢ekirdegi varsa bu durumda nétronlar carpigmalara maruz
kalacaktir. v hizinda ki bir nétron i¢in garpigmalar arasindaki ortalama serbest yolun [(v)
oldugunu varsayalim. Bu hizdaki bir nétron, saniyede ortalama % garpismasina maruz

kalacagindan, » konumunda ve v hizindaki nétronlar icin ¢arpigsma sayisi:

v 3. 13
l(T’U)Q/J(T,U,t)d rd’v

dir. Burada niikleer reaktorlerin uzun vadeli reaktivite etkileri igeren problemlerle ilgilen-
medigimiz i¢in [ zamana gore sabit alinmistir. Ters ortalama serbest yola makroskobik

kesit denir ve o(r,v) ile gosterilir:
o(r,v) =1"1(r,v).

Diger yandan, bir ¢arpisma oldugunda ¢(r, v) ikincil nétronlar agiga gikar. Daha agik bir
ifade ile ¢(r,v), v izindaki bir nétron tarafindan r’ de iiretilen ¢arpismada agiga ¢ikan
ikincil nétronlarin ortalama sayisidir. Agiktir ki bir sogurma garpismasinda ¢ = 0, bir
sacilim carpismasinda ¢ = 1, bir fisyon carpismasinda ¢ = v, bir fisyon ¢arpigmasinda
iiretilen notronlarin sayisidir. Verilen bir r noktasinda ¢’ nin degeri r’ de materyale ve
kesitlerine baghdir.

Bu boliimde

OY(r, v, t)

g + v V(r,v,t) + vo(r,v)(r,v,t) = q(r,v,t) + /d?’y'ay'w(r, v t) (3.1)

notron transport denklemi ele alinacaktir.
Problem 3.1 (3.1) denkleminin
w(ﬁ N7 O) = ¢07

¢(p,N,t>Z¢1, pES, nO'N<Oa

sartlariny saglayan ¢oziimiiniin bulunmasy problemini ele alalim:
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Yukarida yer alan o(N’ - N, r,v) fonksiyonu yerine

o(N"-N,r,v)

SN N v) = G a(rw)

)

seklinde tanimh bir f(N’- N,r,v) fonksiyonunun alinmasi daha uygun olur. Eger
c(r,v)o(r,v) = /dNU(N’ - N, 7, v)
= /dN’a(N’-N,r,v),

denklemi gtz oniinde bulundurulursa f’ in birime normalize oldugu goriiliir.

Buna gore tek hizli transport denklemi:

oY(r, N, t)

T +vN -V +vo(r,v)y = q(r,N,t) + vo(r,v)c(r,v)

X /¢(r, N t)f(N"- N,r,v)dN'.

elde edilir.

Teorem 3.1 S vyiizey: ile simrly uzaywn V' hacminde nétron a¢isal yogunlugu asagida

verilenler ile tek tirli belirlenir:

i) V' deki baglangig agisal yogunlugu

ii) V'’ deki kaynaklar

iii) S yiizeyi iizerinde ki gelen agisal yogunluk

Ispat. (¢ < 1) Kabul edelim ki 1, ve 1, transport denkleminin verilen kosullarin

saglayan iki ¢oziimii olsun. Bu durumda ¢ = ¢; — 1, olmak tizere 1, V bolgesinde

OY(r, N, t)

D LNV + v = va(r)elr) / o N4 F(N - N, r)d N, (3.2)

denklemini ve
Y(r,N,0) =0, r eV, (3.3)
(p, N,t) =0, p€ S, ng- N <0, (3.4)

kogullarimi saglar. Amacimiz ) = 0, r € V oldugunu gostermek. Simdi (3.2), denklemini
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1 ile ¢arpip integralini alalim:

to

to
1 1
/ d®rdN / §(¢2)tdt = / —I/N§in(¢2)tdt
0 0
to
— / dt / dN / drvoy?
0
to
+/dt/dN/d3r/dN’Uac
0

to

/d%dN% {¥*(r, N, to) — *(r,N,0)} = —/dt/dN/dSnO .N%W(p, N, t)v

0
— ] dt / dN / dBrvo?(r, N, t)
4 0/ dt / N / i / AN"vo (r)e(r)

Xf(N"-N,r)i(r, N, t)(r, N', t) (3.5)

ve

elde edilir. Sag taraftaki birinci terim Gauss teoreminin uygulamas: olarak elde edilir.

Diger yandan, (3.3) sartindan dolay1 (3.5) denkleminin sol tarafi
1
/ d3rdN§w2(r, N,tg) >0 (3.6)

olarak bulunur ve dikkat edilirse bu terim pozitiftir.

Simdi (3.5)” 1 sag tarafinin ise pozitif olmayacagim yani sifir veya negatif olabilecegini
gosterecegiz. Bu da aslinda ispatin temelini olugturmaktadir.

Sag taraftaki birinci terimin pozitif olmadigi aciktir ¢iinkii ¢, ng - N pozitif olmadig
durumda sifir olur.

(3.5)’in sag tarafindaki son terimi diigiinelim. Bunun igin

/ / ANAN' [i(r, N',t) — b(r, N, t)]> f(N' - N,r) > 0, (3.7)

ifadesini ele alalim. Kare ifadeyi acarak ve f’ nin normalize edildigi diisiiniilerek

/f(N’-N,r)dN’:/f(N’-N,r)szl, (3.8)

(3.7) esitsizligi agagidaki gekilde yazlabilir:
/ ANV (r, N, 1) > / / ANAN"$(r, N, 1) f(N' - N, r)(r, N, ). (3.9)
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Boylece (3.5)" nin sag tarafindaki i¢iingii terim agagidaki esitsizligi saglar:

3.terim < todt dBre(r)vo(r) [ ¥*(r, N,t)dN. (3.10)
[ ot |

(3.5) denkleminin sag tarafindaki ikinci ve {igiincii terimler birlegtirilerek sol tarafin sifir-

dan daha biiyiik veya sifira egit oldugu, sag tarafin ise iki terim toplami oldugu goriiliir:

to
1
sag taraf < —/dt/dN/dSuno-N§¢2(p, N,t)
0

- ] dt / AN / &r(l — c(r)|vo(r)?(r, N, ). (3.11)

Daha once ifade edildigi gibi birinci terim pozitif degildir. O halde ikinci terim de pozitif
degildir giinkii ¢(r) < 1 alimmigtir. Boylece (3.5)’in sag tarafinin tamami pozitif olmayan
bir ifade iken, sol taraf negatif olmayan bir ifadedir. Dolayisiyla her iki tarafta 6zdes

olarak sifir olur. Sonug olarak r ve ¢ i¢in verilen integrasyon bolgeleri keyfi oldugundan
v(r,t)=0, reV, t>0, (3.12)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Bu teoremin sonucu ¢(r) < 1 kisitlamasi diginda olduk¢a geneldir. Bu kisitlama da
kolayca ortadan kaldirilabilir.

Simdi

c(r)y <M <oo,reV,

olarak alalim. Eger tekrar iki farkli ¢oziimiin farkini, v ile gosterirsek ve

O(r,N,t) = e ")(r, N, t),

seklinde yeni bir fonksiyon tanimlarsak
OP(r,N,t)/ot + vN - 7P + v [o(r) + ] ®(r, N, t)

= ve(r)o(r) / O(r,N',t)f(N"- N,r)dN', (3.13)

denklemi (3.3) ve (3.4) sartlariyla birlikte saglanir.

Daha sonra yukarida yapilan iglemler aynen tekrar edilirse

v

to

1

§/d37’/dN¢2(7", N, to) = —§/dt/dN/dSn0 -N®?*(p, N,t) — A (3.14)
0
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elde edilir. Burada
to

A> / dt / Er{o()1 = (r)] + 7} / ANG2(r, N, 1) (3.15)
0

olup agikca ~ yeterince biiyiik segilerek A > 0 olur. Boylece teorem tiim ¢ < oo ve t < 00

i¢in ispatlanir. Ciinkii ®(r, N,t) = 0 oldugunda t < oo iginde 1 (r, N,t) = 0 bulunur. m

3.2 KINETIiK DENKLEMLER iCiN BAZI BASLANGIC VE SINIR DEGER
PROBLEMLERI

Bu bsliimde, Amirov (2001) de verilen bazi diiz problemlerin ¢oziimlerinin tekligi aragtirila-
caktir. Burada Q C R*"*! (n > 1), (z,v,t) degiskenlerinin bir bolgesi, (z,v) =p € Q =
D x G ve Q, simir1 C! den olan simirh bir bolge, ¢t € (0,T); n, 9Q ya ait birim dig normal
vektor olup 7 = (ng, ny,n¢), Ny = (Nayy ooy Ny )y My = (Mg, -.ry Ny, ) seklinde tanimhidar.

Ayrica I' = 09 x (0,T) ve

I ={(pt):(p,t)el, (v,n,)+ (f,n,) <0},

olarak verilmigtir.

Ik olarak, Q bolgesinde
w+ (v, Vou) + (f, Vou) + Bu = p (3.16)

denklemini ele alalim. Burada (-,-) sembolii R™ de skaler carpimi gostermektedir ve

f=(f, fas .., fn) dir.

Problem 3.2 (5.16) denkleminin @ bolgesinde tanvmly ve asagrdaki kosullar saglayan

bir ¢éziimiini bulalim:

u=¢ (p1), (p,t) €T, (3.17)
u(p,0) =, (p). (3.18)

Teorem 3.2 Kabul edelim ki f € C* (Q) ve € C (@) olsun. Bu durumda Problem
3.2 C1(Q) wzaynda en ¢ok bir ¢éziime sahiptir.
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Ispat. Problemin ¢oziimiiniin tekligini gostermek icin ilgili homojen problemi ele alalim:

=@, =@, =0 olsun. Ayrica

2\ > max (Z \fi., +2|B|)

olmak {izere z = uexp(—At) seklinde yeni bir fonksiyon tanimlayalim.

Bu durumda z fonksiyonu i¢in elde edilen

2z = we M+ u(=Ne M =wye N - \z
9
_ )\t _ X Mt
Zyy = Ug€ 0 Zy, = Uy€ T, U= ze',
esitliklerinden

At At At
up = (2t + Az) €7, Uy, = 25,€", Uy, = 2y, €,

7 7 K3 7

ve buna bagl olarak (3.16) denklemi yardimiyla

ug + (v, Vyu) + <f,V u)—i—ﬁu
= (z+ X 2)eM+ Z ViZa, eM 4 Z fzzvlekt + Bu

=1 i=1

= (2 + Xz 4+ (v, Vo2) + (f, Vo2))eM + Bzer
= 0

olup

2+ (v, Va22) + ([, Vp2) + A+ 0) 2z =
denklemi

u=ze" =0, (pt)el |

u(p,0) = z(p,0) = 0
ve kosullar1 elde edilir.

(3.20) esitligini 2z ile ¢arpalim:
22(z) + Zvizwﬂz + Z fiz0,22 + 2\ + B)22 =
i=1 i=1

buradan

n n

)+ Y (WizY)a, + > ((fiz%), — £, %) + 20 + B)2* =

i=1 =1
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ve dolayisiyla

n

+sz ot D> (fid)o + (@A+28 =) fi, )27 =
1=1

i=1

elde edilir. Son esitlik @ bolgesi iizerinde integrallenirse ve (3.21)-(3.22) sartlar dikkate

alinirsa
[+ [Ywade+ [ S (a0
o o =1 o i=!

+ /(2)\ +20-) f.,)7dQ =0
Q i=1

oldugu goriiliir. Burada @Q = D x G x (0,7") tanimi gz oniinde bulundurarak Gauss-

Green formiilii kullanilirsa

///T(ZQ)tdQ+//ii(viZQ)zidQ+//fﬁ:(fzz
D G 0 DG o =1 D i=1

G 0
T n
+///(2)\+25—Zfivi)z2d62 =0,
DG 0 e
buradan
T n
//(zQ(p, T) — 2*(p, 0))+///Zviz2nxid5xdvdt
D G G 0op =1
///Z fi22)n,,dS, dxdt+/ <2A+25—Zf%> 22dQ =0,
D 0 8c =1 =1
yani
T
//(22(}9, T)d:cdv—i—// 22 (v, ny) dSydvdt
D G G 0 4D
/// (f,ny)dS dxdtJr/ <2A+26—Zfivi) 22dQ =0
D 0 oG =1

elde edilir. O halde (3.21)-(3.22) kosullarmmdan

/ <2/\ + 28 — if) 22dQ <0
=1

Q
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oldugu goriiliir. Son olarak, (3.19) esitsizliginden 22 = 0 boylece z = 0 ve sonug olarak
u = 0 olarak bulunur.
Fredholm alternatif teoreminden, homojen problemin sadece sifir ¢oziimii oldugundan

homojen olmayan problemin tek ¢oziimii vardir. m

Problem 3.3 Bir QQ = D x G bélgesinde verilen
(v, Vyu) + (f, Vyu) + fu = p,

denkleminin

u = (z,v), (,v) el ,

sartine saglayan ¢ozimiind bulalvm.

Teorem 3.3 Kabul edelim ki f € C*(Q), 8 € C(Q) olsun. Ayrica birig i¢in Q bolgesinde

fio > 0 olsun. Bu durumda Problem 8.3, C1(Q) simifinda en ¢ok bir ¢oziime sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki 1 = ¢, = 0 olsun. Ayrica z = wexp(—Av;,) seklinde yeni bir
fonksiyon tamimlayalim. Oyle ki © bolgesi tizerinde f;, > 0 olsun. O halde

2y, = uzie_’\”iO, 2y, = uvie_)‘”iO,
ZUiO = uvio ei)\vio - )‘U’e)\viov i 7£ iO?
esitlikleri kullanilarak
Uy, = zxieA”iO, Uy, = zvie)‘”iO,
- —Avig A ( . A ) AVig
Zugy = Uy, € — Az, (2v;, z)e = Uy,

yazilabilir. Boylece

i Villy, + i fity, + Pu = i Vi Zg, €00 + i fizn, 0 4 fi AzeMio 4 Bzetio =0

i=1 i=1 i=1 i=1

elde edilir. Daha sade bir ifade ile

(v, Vuz) + (f, Voz) + fi,dz + 82 =0 (3.23)
denklemi ve I'  sinir parcasinda

u = zeMio =0, (3.24)
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yani

z(z,v) =0, (z,v) el |,

elde edilir.
Simdi (3.23) denklemini 2z ile ¢arpalim:

n

Z ViZg, 22 + Z fizv;22 + 2)\in22 +2822 =0,
i=1

i=1
olup

n n

S 00y + 3 (2 — fi,2) + (2N +268)2% = 0

=1 =1

elde edilir. Son esitligin €2 iizerinde integrali alinirsa

D/G/iﬁ;(vizz)mdxdv%—D/G/izn;(fiZQ)wdxdv—i—[[G/ ((2)\in +208) — Zzn;fivi z2> drdv =0

ve dolayisiyla

n

//Zviz2n$d5’xdv+//Zfi22nvd5vd$+// (2)‘fio + 25 - Zfz%) Z2drdv =0
‘ ‘ o i=1

Q op =1 D oa =1
bulunur.

(3.24) kosulu ve

2)\in ~ (x,ilfl)leaDXxG <Z ‘f’v, +2 ‘5|)

=1

sart1 goz oniinde bulundurularak

// (”‘f“’ +26 - iﬁ) 22dxdv < 0
D G i=1

esitsizliginden z = 0 olur. Sonug olarak, u = 0 oldugundan ispat tamamlanir. =
Problem 3.4 (3.16) denkleminin Q) bolgesinde taniml, (3.17) sinar sartine ve

u(p, 0) = @3(p) (3.25)
baslangic sartine saglayan ¢ozimiind bulalim..

Teorem 3.4 Kabul edelim ki f € C1(2) ve 3 € C(Q) fonksiyonlarit’ den bagimsiz olsun.
Ayrica Q fdizerinde f; > 0 olsun. Bu durumda Problem 3.4, C?(Q) uzayinda en ¢ok bir

¢coziime sahiptir.
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Ispat. Ik olarak 1 = ¢, = p; = 0 olmak iizere (3.16) denkleminin ve (3.17) sartmn ¢’

ye gore tiirevini alalim:
Ut + Z Villg ;¢ + Z Jitbo,e + Bug = 0,
i=1 i=1

u =0, (p,t)el .

Burada z = u; gosterimi kullanilirsa z fonksiyonunun (3.16) denklemini, (3.17) ve (3.18)

sartlarin sagladigini goriiriiz:
24> Viza, + Y fize, + B2 =0,
i=1 i=1

2=0, (p,t) el .

Buradan

Z(pv 0) = ut(p> 0) =0

olup Teorem 3.2 yardimiyla ispat tamamlanir. m

Problem 3.5 @) bdlgesinde

Lu + Bu + /K(p, v tu(x, v t)du' = p (3.26)
G

denkleminin

u=(pt), (p,t) €T, (3.27)

u(p,0) = ¢,(p) (3.28)

kosullarini saglayan bir ¢ozimiinin bulunmast problemini ele alalim.

Teorem 3.5 Kabul edelim ki f € C1(Q) ve 8,K € C(Q) olsun. Bu durumda Problem
3.5, CH(Q) uzayinda en ¢ok bir ¢oziime sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki yt = ¢, = ¢, = 0 olsun. Yeni bir bilinmeyen fonksiyon z = ue

tanimlayalim. Boylece

up = (2 + A2) e, ug, = 2p.eM, u,, = 2, e

7 T 1 T
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bagintilar1 kullanarak

Lu + Bu + /K(p, v tu(x, v t)d =0

denkleminden

Lz+ (MA+05)z+ /K(p, v ) z(x, v t)dv' =0
G

ve (3.27), (3.28) sartlarindan
z=0, (p,t)el , (3.29)
z(p,0) =0 (3.30)

yazilabilir. (3.26) denklemini 2z ile ¢arpalim:

Z2)t + Z(UiZQ)xi + Z(fZZZ)vz + <2)‘ + 25 - Z fz%) 22
=1 i=1 i=1

—|—22/K(p, v t)z(x, 0 t)dy = 0.
Qu

Bu esitligin @ iizerinde integrali almirsa ve (3.29)-(3.30) sartlar1 goz oniinde bulunduru-

lursa
/ <2)\ + 28 — Zf%> 22dQ +/22/K(p, v t)z(z, 0 1) dv'dQ = 0
Q = Qo Q

elde edilir. Burada 2ab > —a? — b? esitsizligi yardimiyla

/22/K(p,v’,t)z(x,v’,t)dv’d@ > / —22 - /K(p, v t)z(x, o H)do' | dQ
Q

> / 2dQ — //K2 p, v t)dv' / 2(2,0, 1) dv'dQ
Q Qu
> /QdQ— max {Kz}/ x, v t)d
(p,v' t) e
Q
bulunur. Burada ¢ = max {K?} dir. O halde
(P HEQ
/(2/\+25—Zfivi —1—0) 22dQ < 0
i=1

Q
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oldugu goriiliir. Eger

2\ > g;’ié) (ZU}U

olarak secilirse 22 = 0 oldugundan z = 0 ve boylece u = 0’ dir. =

+2\6\+1+c>

Problem 3.6 (3.26) denkleminin @) bolgesinde taniml, (3.27) ve

u(p, 0) = ¢3(p) (3.31)

sartlarine saglayan ¢oziimiinin bulunmast problemini ele alalim.

Teorem 3.6 Kabul edelim ki f € C*(Q) ve 8,K € C(Q) fonksiyonlar: t’ den bagimsiz
olsun. Ayrica Q bélgesinde f, > 0 olsun. Bu durumda Problem 3.6, C*(Q) uzaynda en

cok bir ¢coziime sahiptir.

Homojen problemi ele alacagimiz icin @ = ¢; = 3 = 0 olsun.

(3.26) denkleminin ¢’ ye gore tiirevi alinir ve z = u; gosterimi kullanilirsa

Lz+ Bz + /K(p, v)z(z, 0 t)dv' =0

bulunur. Benzer sekilde I' tizerinde z = 0 ve z(p,0) = 0 sartlarmin da saglandig:
gortiliir.
O halde Teorem 3.6 geregi () bolgesinde z = u; = 0 bulunur. Buna gore, problemin

zamandan bagimsiz oldugu goriiliir ve Teorem 3.3’den ispat tamamlanir.
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BOLUM 4
KINETIK DENKLEMLER iCiN BAZI TERS PROBLEMLER

Bu boliimde,

Lu =wu + (v, Vyu) + (f, Vou) + fu=p

ve g(p,t) bilinen bir fonksiyon olmak iizere

Lu+ pu = g(p,t)A(p) (4.1)
denklemi i¢in agagidaki ters problem incelenecektir.

Problem 4.1 (4.1) denkleminin Q) bélgesinde tanimly ve

u=¢(pt), (p,t) el (4.2)

u(p,0) = p3(p) (4.3)

sartlarma saglayan bir (u, \) ¢ozimiinin

u(p, T') = ¢4(p), (4.4)

ek bilgisi yardimayla bulunmasy problemini ele alalim.

Teorem 4.1 Asaqidaki sartlarin saglandigine kabul edelim:

i) f, B, g fonksiyonlar, QQ bélgesinde siirekli diferensiyellenebilir olsun ve f, t’ ye bagh
olmasin.

i) Q’ da f1 >0 ve g # 0 olsun.

Bu durumda Problem 4.1, en ¢ok bir (u,\) € C*(Q) x C*(Q) ¢oziimiine sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki ¢, = ©3 = ¢, = 0 olsun. Ilk olarak u = gz bagmntisi ile yeni bir

bilinmeyen z fonksiyonu tanmimlayalim. Bu durumda (4.1)’ den z fonksiyonu

Lz+g ' (Lg+ B)z = A(p) (4.5)
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denklemini saglar. Gergekten de
Ut = Gt2 + G2, Uz = Gz, 2 + G2, Uy, = Gu; 2 + G2,

esitliklerinden

G2+ 97+ Y 0 (Guz + 9%) + > fi (90,2 + 920) + Bgz = g(p,)\(p)
i=1 i=1

ve dolayisiyla

g (Zt + Z ViZa; + Z fizvi) +z <9t + Z ViGz; + Z figv, + 59) = g(p,t)A(p)
=1 i=1 =1 =1

bulunur. Bu esitligin her iki tarafim ¢! ile isleme tabi tutarsak

Lz+ g '(Lg+ Bg9)z = A(p)

elde edilir. (4.6)'nin ¢’ ye gore tiirevi alinirsa

d d (g~ (Lg + By))
a(Lz) + 5

z+97(Lg+Bg)z =0
veya daha basit bir gosterimle h = g~ *(Lg + Bg) olmak iizere

0

olur. Burada

w=zexp(—=Av), v = —r(t+1)

yardimei fonksiyonlarindan elde edilen

2 = we, 2z, :wmie)‘“,

2y, = wv,e’\”l, 1 # 1, 2y, = wvleml + whe M

K3 T
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bagintilar1 yardimiyla, A > 1 ve r > max (ri)e @(gt /g)? sabitler olmak tizere
Lz = z+ (v,Vy2) +(f,V,2)
= 2+ vz, + Y fiz,
i=1 i=1
= 2+ Y vize, + frze + Y fi,
i=1 i=2

n n
A A
= z+ E ViZg, + Wy, €700 + wAe™t + E fizu,

i=1 1=2

n n
= we™ + Z viwxie’\vl + Z fiwvie/\vl + flw)\e’\vl
i=1 i=1
n n
= M <wt + Z Vi, + Z fiwy, + flw)\>
i=1 i=1
= e Lw + e fw

yazilabilir. O halde (4.7) denkleminden

0 0

a(LZ) — 6)\111 E<Lw) alF 6)\1)1 (flwt)\) = —htZ — th,

0 —v

a([zw) + flth + 1/)(,0 = ((1/1 - ht) Z— th) € ! (48)

bulunur. (4.8)’in her iki tarafinin karesi alindiginda

2
FR2N 4 2 f1we) (%(Lw) + wa) + (%(Lw) + ww) = [(1p — hy) 2 — hz]* e P

olup (a4 b)* < 2 (a® 4 b?) esitsizligi kullamlarak
0
PN+ 2fiwodz (L +4w) < 2 (4 — h)* 2% + h222)" e (4.9)

elde edilir. m

f1’'in ¢ ye bagl olmadig1 dikkate alinarak

(wt + Z ViWg,; + Z fiwvi> 2\ frwy
i=1 i=1 ¢

ifadesinden

i)
2 wy frwy = )\fl(wf)t = (Aflwf)t’
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i)
A viwaafiwr = A Z Vi1 (W),
=1 )

= )\Z v; 1wt )\Zvlflzwt,

iii)
QAZfiflwtwvit = )\Zfifl(wf)vz
i=1 i=1

= A (fifiwd =AY (fifi)ue?,
=1

=1

iv)
2fiwidpw = 2 frwwh = Afi (W) = A frwh)s — A frpw®
esitlikleri yardimiyla

DA fuoor (L F ) = AR (W 4 ), — Afrth?

+A Z ((vifrw))a, + (fif10})w,)
=1

—Awy Z ((fif1)o, + Uz'flmi) (4.10)

i=1
elde edilir.
(4.10) esitsizligi (4.9) esitsizliginde yerine yazilirsa

f12wt2)\2 + /\fl (wf + ¢w)t - Af1¢tw2 + A Z ((,Uiflw?)$i + (f’lf].w?)’l}z)
=1

—\wy Z ((fif)o +vifrs,)

1=1

< 2((y— he)? 2% + h2z}) e A (4.11)
oldugu goriiliir. Simdi (4.11)" in sol tarafinda z fonksiyonuna geri dénelim. Bunun i¢in

w=ze M, w, = ze M,

olmak tizere

2 2 —2\v —v
w; = (z)%e N w,, = 2,6 0,

Wy, = 2y Y, Wy = 2y e 2(=N)e M,

7 7
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bagintilarindan

0
ot

ve

a n n
—(Lw) = T (wt + Zviwxi + Z fiwvl)

=1 =1
a n n
= — | ze 4+ E ViZg, € A E fizu,e ALz he M
ot ,
=1 =1
n n
_ Avy — v 1 Y Avq
= ZzZye + ViZg;t€ + fizoe — zf1)e
i=1 i=1

2\ frze M (ztte_’\“ + Zvi(zxi)te_k”l + Z fi(zvi)te_’\vl — fl)\e_)‘”)

M AN 0i(2D)a P F A fi(2)u e = N () e
=1

=1

—AZ fufi),, me 0 = N fE (2 e

yazilabilir. Ayrica (4.10)’nun sol tarafindaki ikinci terim igin

AMfrwhw = 2Afrze Mihze
A\ fizze P = Afi(2%)e P

= A1) = Afig2tem

bulunur. Bu nedenle

M (7 +v2?), e~ 4 AZ <(flvi’2t2)xi e~ | (fiflz?),ui 672)\1;1)
i=1

+{)\2f1 )\Z flfz +sz1$ ) _2h2} 2 —2)\1)1

— (M1 + 2 (¥ — hy) ) e <

esitsizligine ulagilir.

(4.12) esitsizliginin @) bolgesi iizerinde integralini alirsak

T

0

T
+ {)\2f1 )\Z (fifi), +sz11)—2h2} “P dtdp
/]

35

—2\v1

Afi(z)ee™ 2+ X Z(flvizfedm)xi — A fuvizte M A (fufizdue
=1 =1 =1

(4.12)

/ / Mu(a? + v P dedp+ [ / ( (froid), e + (ffid),, e”“ldpdt>



T
- / / (Maty +2 (¢ = hy)*) zfe”dtdp < 0
Q0

oldugu goriiliir. Diger yandan v = gz oldugundan

(2 +92%) = g7% (uf + 2ug™ wge + (Y + g7%67) w?)

yazabiliriz. p; = ¢, = 0 oldugundan

(2 +v2)mo =g (v + 9 %g7) v’ <0 (4.13)
ve ayrica r > max, o (97 1g¢)? oldugundan

(2 + ¢2%) lier = g %uf > 0 (4.14)

bulunur. Buradan (4.12) esitsizligindeki ilk terim atilirsa esitsizlik bozulmaz. Ek olarak
¢; = 0 oldugundan I" simir parcasinda 2z, = 0 bulunur. Boylece (4.12) esitsizligindeki
ikinci terim de ihmal edilebilir.

Son olarak A > max {1, Ao}, (A > 1) ve

1/2
1—2(h— hy)? 1+2(p—h
max W= h) < max T+2( = h) =\,
(PH)EQ — iy (pt)€Q fir

- 2
(pt)eQ fl i=1

1 n
T g R (Z (] + s ]) + 2h2)
aliarak {iciincii terim ihmal edilebilir ve

/2’26_2>\U1dQ <0
Q

esitsizligine ulagilir. Buradan z = 0 ve dolayisiyla v = 0 elde edilir. (4.5) esitsizliginden

ise A = 0 elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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BOLUM 5

SACILIM TERIMI iICEREN BIiR KINETIK DENKLEM IiCIN BAZI DUZ
VE TERS PROBLEMLER

Kinetik denklemler, birinci mertebeden kismi tiirevli denklemler olup gaz dinamigi ve
plazma fiziginden, biyoloji ve sosyoekonomige kadar bircok alanda karsimiza ¢ikmaktadir
(Liboff 2003, Cercignani and Gabetta 2007, Anikonov 2001). Bu denklemler dogadaki ok
parcacikli sistemlerin zamansal evriminin istatistiksel bir modeli olarak kullanilmaktadir.
Ornegin, sosyal bilimlerde bir etnik sistemin nitel ve nicel olarak matematik modelinin
olusturulmasi biiyiik onem tagimaktadir. Burada stz konusu model etnik kinetik den-
klemdir:

“~ (OH OW 0OH OH

Z — %k — — —%x— | +ox W =0.

i1 Opj ox j 6xj 8pj

Yukaridaki denklemde W (x, p,t,y) fonksiyonu fiziksel (t,y) ve sosyal (z,p) degiskeninin
faz uzayindaki bireylerin dagihmini, H(x, p,y) biyokimyasal enerjiyi, « bireyin potansiyel
imkanini, p bir igi yapmadaki istegini, ¢ zaman degiskenini, y uzay degiskenini, * isareti
ise (¢,y) degiskenlerine gore konvoliisyonu gostermektedir (Anikonov 2001).

Diger taraftan tomografinin matematiksel temeli olarak kabul edilen integral geometri

problemlerinin 6nemli bir kismi kinetik denklemler i¢in cegitli ters problemlere indirgenebilmek-

tedir (Amirov 2001). Bilgisayarli tomografinin ¢aligma prensibi kisaca goyle ifade edilebilir:
incelenen nesne farklh acilardan radyasyona maruz birakilir ve gbzlem noktasinda radyasyon
parametreleri dlgiiliir. Elde edilen sonuclar bilgisayarda iglenerek nesnenin nicel fizik-
sel parametrelerinin uzaysal dagilimi hesaplanir. Bilgisayarli tomografinin matematiksel

modelinin temel denklemi:

seklinde verilir. Burada M (r) radyasyon kaynag ile gézlem noktasim baglayan g1, ()
ise ele alinan nesnenin karakterini ifade etmektedir. Integral geometri problemi, yukari-

daki integral verildiginde p(z) fonksiyonunun bulunmasi olarak ifade edilmektedir. Bu

37



problem uygun tiirev alma islemleri ve geodezik denklem yardimiyla bir kinetik denkleme
doniigtiiriilebilir (Amirov 1987, Lavrentiev et al. 1986, Romanov 1974). Bu konudaki ilk
calismalar Radon (1917) ve John (1934) tarafindan yapilmigtir.

Bu boliimde bir

Q={(z,u,t):xeDCR veGCR",te (0,7}
bolgesinde

lu=wu + (V,H,V,u) — (V. H V,u)

olmak {izere

lu+ /K(az, v,V Du(z, v’ t)dv = F(z,v,t) (5.1)
G

kinetik denklemi ele alinmaktadir. (5.1) denkleminde u(zx,v,t) fonksiyonu (z,v,t) nok-
tasinin komsulugundaki faz uzayinda birim hacimdeki parcaciklarin sayisini gostermek-
tedir. H(z,v) Hamilton fonksiyonu, K (x,v,v’,t) sagilim g¢ekirdegi ve onu igeren inte-
gralli terim de sagilim terimi olarak adlandirilir. Bu terim, ilgilenilen fiziksel modeldeki
parcaciklarin birbiriyle veya ortamla etkilesimi sonucu ortaya ¢ikan sagilim olaylarini ifade
eder. Burada (.,.) sembolii R™ de skaler ¢carpim igin kullanmilmaktadir.

Kinetik denklemler i¢in diiz problem, bir biiytiikliigiin verilen baglangic ve sinir kosullarina
gore bir t anindaki dagilim fonksiyonunun bulunmasi olarak ifade edilir. Ters problem ise
verilen bir ek bilgiden, dagilim fonksiyonuna ilaveten denklemdeki baz1 fonksiyonlarin da
es zamanl olarak belirlenmesini icerir. Kinetik denklemler igin cesitli ters problemlerin
¢oziilebirligi Anikonov (2001), Amirov (1987, 2001), Amirov and Gélgeleyen (2011) de,
sayisal ¢oziimleri ise Amirov et al. (2011), Golgeleyen and Amirov (2011), Golgeleyen
and Albuz (2020), Yildiz et al. (2010) da galisilmigtir. Hiperbolik, parabolik ve eliptik
denklemler i¢in degisik tipte ters problemler Bellassoued and Yamamoto (2017), Isakov
(1998), Klibanov and Timonov (2004) tarafindan ele almmugtir.

Bu ¢alismada (5.1) denklemi igin iki diiz problem, yani Problem 5.1 ve Problem 5.2 ve
bir de ters problem ele alinacaktir. Bu problemlerin ¢oziimlerinin tekligi icin gerekli
sartlar arastirlacaktir. Tez boyunca 0Q, @ bolgesinin smurimi, n vektorii ise 9@ nun
birim dig normal vektoriinii ifade etmektedir ve n = (ng, 1y, nt), N = (Nay, s Na, ),

Ny = (Nyy, ..., My, ) olarak tammhdir. Kolaylik agisindan (x,v) = p € = D x G gosterimi
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kullanilmig olup € siirh bir bélge ve 92 € C! olarak kabul edilmektedir. Ayrica
=00 x(0,7),

I_={(pt) €T : (V,H,n,) — (V. H,n,) <0}

gosterimi kullanilmigtar.

Problem 5.1 (5.1) denkleminin @ bélgesinde tanimly ve

u=¢(p,t),(p,t) €T, (5.2)

u(p,0) = py(p) (5.3)

kosullarini saglayan bir u(p,t) ¢éziminin bulunmasy problemini ele alalim.

Teorem 5.1 H € C%(Q) ve K € C(Q) olmak iizere Problem 5.1%in C'(Q) sifinda en

cok bir ¢cozimi vardar.

Ispat. Kabul edelim ki F' = ¢, = ¢, = 0 olsun. Ilk olarak z = wexp(—At) seklinde yeni

bir bilinmeyen fonksiyon tanimlayalim. Burada C' = max {K?} olmak iizere \ sayisi
(pt)€Q

)= C’meSQG +1 (5.4)

esitsizligini saglasim. O halde

u=zeM uy = (2 4+ X2)eM, uy, = 2,6, uy, = 2,,eM

7

esitlikleri (5.1)” de yerine yazilirsa

(2t + A2)eM + Z Hy, 2y 0™ — Z H, 2z, + /Kzektdv' =0,
i=1 i=1 %

e (Zt + )\Z) + ZHWZM - Z Hmizvi + /K'Zdv/ =01,
=1 =1 G

ve boylece

2+ Az + ZHWZM — Z H, z, + /szv’ =0
i=1 i=1 %
olur. O halde

12)eM + AzeM + | Kzdv'eM =0 5.5
(12) ,
G
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z2=0,(p,t) eT_, (5.6)
z(p,0) =0, (5.7)
bagintilar: saglanmir. Eger (5.5) denklemi 2z ile ¢arpilirsa

222 + 2022 + Z H, 22z, — Z H, 22z, + 2Z/szv’ =0
i=1 i—1

ve boylece

(22)s + 2022 + Z H,,(2%),, — Z H, (2%),, + 2Z/sz1)/ =0
i=1 i=1 %

elde edilir. Bu esitligin () bolgesi iizerinde integrali alinirsa

/( )dQ+Q/2/\Z2dQ+/ZHm 2,dQ — /ZHH UIdQ+/2zG/szv’dQ:0

Q

veya diger bir sekilde

/ 7 ), dtdQ + / 202°dQ + / Z [(Hy,2%)a, — Hypw %] dQ
0

—/Z [(Hy,2%) o, — Hyy2?] dQ + /2Z/KZdU/dQ =0
Q ! Q ¢
oldugu goriiliir. Burada (5.6)-(5.7) sartlar1 kullanilirsa

/ 2222dQ + / i(Hvizz)xidQ - / i(HxizQ)wdQ
Q Q =1 Q =1

"‘/Z(Hmw — H,,.,)2°dQ + /ZZ/szv’dQ <0
o =1 2 &

elde edilir. Gauss-Green teoremi kullanilirsa

/ 202%dQ + ) / H,,2"n,dS =) / H, 2*n,dS + / 22 / Kzdv'dQ <0
a i=150 i=150 o G

yazilabilir. Hgili sinir sartindan

/ 2022dQ + / 2z / Kzdv'dQ < 0 (5.8)
G

Q Q
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bulunur. Bu esitligin solundaki ikinci terim icin 2ab < a? + b? ve Cauchy-Schwartz esit-

sizlikleri yardimiyla agagidaki degerlendirme yapilabilir, burada C' = max {K?} olarak

(zv)€Q
tanimlanmigtar:
2
/QZ/szv'dQ < / 22 4+ /szv' dQ
Q G Q G

< / 22dQ + / / K?22dv'dQ
Q QG

/z2dQ + C//zzdv’dQ

Q QG

/ 22+ CG/z2dv’ dQ. (5.9)

Q

IA

IA

Diger taraftan

iy
//22(x,v,v’,t)dv’dQ - ///Zde’/dvdxdt
QG

0 DG G

T
4 mesG///szv'dxdt

0 DG

= mesG / 22dQ)
Q
oldugundan (5.9) esitsizligi

/Qz/szv’dQ < /z2dQ + C’mesG/z2dQ (5.10)
Q G Q Q

olarak yazilabilir. Bu durumda (5.8) esitsizligi

/(2)\ —1—CmesG) 22dQ <0
Q

halini alir. Son olarak (5.4) esitsizliginden z = 0 elde edilir ve boylece u = 0 olup ispat
tamamlanir.

Problem 5.2 (5.1) denkleminin Q) bélgesinde tanimly ve (5.2) sinar sartu ile

ut(p, 0) = ¢5(p) (5.11)

baglangi¢ sartine saglayan bir u (p,t) ¢oziminin bulunmasy problemini ele alalim.
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Teorem 5.2 Kabul edelim ki H € C? (ﬁ), KedC (ﬁ) olsun. Ayrica K fonksiyonu t
degiskeninden bagimsiz ve Q bolgesinde H,, > 0 olsun. Bu durumda Problem 5.2, C?(Q)

uzaywnda en ¢ok bir ¢éziime sahiptir.

Ispat. Ilk olarak F' = ¢, = @5 = 0 olsun. Eger (5.1) denkleminin ve (5.2) sartinin ¢ ye

gore tirevini alirsak, z = u; olmak tiizere

lz+ | K(p,v')z(x,vt)dv =0, (5.12)
/

2=0, (pt)el_, (5.13)

z(p,0) =0 (5.14)

bagintilar: saglanir. O halde Teorem 5.1 kullanilarak ) bolgesinde z = u; = 0 oldugu
goriiliir. Diger bir ifade ile (5.1) denklemi duragan denkleme, Problem 5.1 ise homojen

bir probleme indirgenmis olur. Daha agik olarak

(Vo H,V,u) — (V.H,V,u) + /K (p, V") u(x,v")dv" =0, (5.15)
e

W0 per. (5.16)

yazilabilir. Simdi Z = wexp(—Az;) seklinde yeni bilinmeyen fonksiyon tammlayalim.

Burada A\ > HQC’}{M esitsizligi saglanmaktadir. O halde
vy

Zoy = Ug e " u(=N)e M

—A\z1 —A\z1

= Uye —ule

= e M — \Z,
s —Ar1 ([ s —Azy
Zpp = Ug,€ (1 # 1), 2y, = up,e” 1,
olacagindan

Az s Az
y Uy,

3

Uy, = (B2, + A2) N, uy,

7

= Zy,€
bulunur. Bu durumda

Hvl (EZ'I + /\2> 6)\11 + Z Hvigwie)\ml o Z H:cigvi€>\x1 + /ngAmldU, =0
=1 G

1=2

ve dolayisiyla

(Vo H.V.5) + Hy 2\ — (Vo H,V,5) + / K (pv') 2 (0 dvf = 0, (5.17)
G
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7=0,pel_ (5.18)

elde edilir. (5.17) denklemini 22 ile garparsak

(VoH,V,(3)) +2H, 2\ — (V.H,V,(3%)) + 25/[( (p,v') 2 (z,v") dv' =0
G

bulunur. Bu esitligin 2 bolgesi iizerinde integrali alinirsa

Z/((HUZZQ)% - H'Ui$i22)dp - Z/((HMEQ)W - waiZZ)dp

i=1 Q i=1 Q

+2 / H,, 7 \dp + 2 / 3 / Kzdv'dp =0
Q Q G

yazilabilir. Son egitlikte Gauss-Green formiilii kullanilirsa

/ (H,,2*),.dp = / H,,z*n,.dS,
oN

Q
/ (H,,7%),,dp = / H,.7*n,.dS

Q 89

olacagindan

Z/(Hvig2)ridp_ Z/(Hwig2)vidp = 2/52 (Hyng, — Hy,no,) dS
i=1 i=1 % i=15q

_ /22 (VoH, ng) — (VoH,n,)) dS

oN

yazilabilir. Burada (5.18) sarti dikkate alindiginda

2/HU122/\dQ + Q/E/Kédv’dﬁ <0
Q Q G

ve (5.10) degerlendirmesinden

/ (2AH,, — 1 — CmesG)Z*dQ < 0

Q
olur ki buradan da zZ = 0 ve sonug olarak u = 0 elde edilir. Boylece ispat tamamlanmaig
olur.

Bu bsliimde, g(p, t) bilinen fonksiyon olmak iizere asagidaki ters problem incelenecektir.
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Problem 5.3 (5.1) denkleminde F(p,t) = g(p,t)u(p) olarak verilsin. Bu durumda (5.1)

denkleminin (5.2) ve (5.11) kosullarine saglayan bir (u, 1) fonksiyonlar ¢iftinin

u(p, T) = p4(p), (5.19)

ek bilgisi yardimwyla bulunmast problemini ele alalim.
Asagidaki teoremde Problem 5.3’tin ¢oziimiiniin tekligi ispatlanacaktur.

Teorem 5.3 Kabul edelim ki H(x,v) € C’l(ﬁ), Q bolgesinde H,, > 0 ve g # 0 olsun. Bu
durumda Problem 5.3, en ¢ok bir (u, i) € C*(Q) x CY(Q) ¢éziimiine sahiptir.

Ispat. Ilk olarak ¢, = ps = ¢, = 0 alalm. Daha sonra u = gz bagntis1 yardimiyla yeni

bir bilinmeyen fonksiyon tanimlayalim. O halde
Uy = gtz + gzt7 ul‘i - gZ'ZZ + gzxiv uv,- - g’Uiz + gz’ui

esitliklerini (5.1) denkleminde yerine yazarak
GiZ + gz + Z Hy, (Ge;2 + 922;) — Z H,, (g2 + 92u;) + / Kgzdv' = g(p,t)u(p),
i=1 i=1 %
esitligine ulagihir. Daha acgik olarak
TR LD ST LT CED SN o A B Lt
=1 i=1 i=1 i=1 p
bulunur. O halde
gz gtz + [ Ko, 0.0)2(e 0 )g(e, o) = g
G
olur. Burada ¢! ile isleme tabi tutalim
lz4+g gz + /K(p, V) z(z, v t)dv = u(p). (5.20)
G

Burada a = ¢g~1lg olmak {izere

az+lz+/szv' = u(p)
G

yazilabilir. (5.20) denkleminin ¢’ye gore tiirevi alinirsa

0
a;z + az; + a(lz) + /Ktzdv’ + /Kztdv' =0
G G
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bulunur. Diger bir ifadeyle

%(Zz) = —(az + a;2) — /Ktzdv’ — /Kztdv’
G G

2
elde edilir. Simdi A > 1 olmak iizere w = ze ! ve s > max (%) olmak iizere 1) =

—s(t + 1) seklinde iki yeni fonksiyon tanimlayalim. O halde

2y + Z Hy, zpt — Z Hy 2z = —(az + a2) — /Ktzdv’ — /Kztdv’
i—1 i—1 2 4

denkleminde
z = weM, z = we, Zyy = wmleml + dwer,
_ Azy [ _ Az
Zy, = Wy (1> 1), 2, = wye

esitlikleri kullanilirsa

a n n
a (wt i ; Hviwaci 4 Z Hﬁf»’iwvi> 6/\$1 d /\I{Ulwlﬁ)\x1

= i=1
= —(az + wz) - /Ktzemldv’ - /Kzte’\”“dv’
G G
yazilabilir. O halde bu esitligin her iki yanina 1w eklenirse

0
a(lw) + AH, w +hw = Yze M — (aze M+ apze ) — /Ktze)‘“dv’ — /Kzte’\”ldv’

G G
= (0 —a)z —az)e™™ - /Ktzemldv' - /Kztemldv’
G G

denklemi bulunur. Son egitligin her iki tarafinin karesi alinir, sol taraftaki (%(lw) + ww)Q

pozitif terimi ihmal edilip

n 2 n
(Z al) <n Z a?
i=1 i=1

esitsizligi kullanilirsa

0
N H? w} + 2\H, wy <E(lw) + ww>

2

2
< 4| (W —a)?2? +aPl + /Ktzdv' + /Kztdv’ e~ P (5.21)
G G
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elde edilir. Diger yandan

2)\Hv1wt <%(

lw) + ww>
= 2NH,,, wywy + 2AHywy Y | Hy ey + 2XHyw, Y Hywyy + 23H,, wihw
=1 1=1

= AH,, (w}); + AH,, Z Hy, (w})s, + AH,, Z H,, wt) + AH,, p(w?),
=1

- /\H”Ul (wf + Wﬂz)t - )\Hv11/}tw2 + )‘Z ((Hvszwf)mz + (Hlemwtz)w)
=1

n

_)‘wtz Z ((HUiHUI):Ei + (HfUiHvl)vi) (5'22)

i=1
esitligi yazilabilir. O halde (5.22) esitligi de gz 6niinde bulundurularak (5.21) egitiginin
sol tarafinda tekrar z fonksiyonuna gecilir ve integralli terimler i¢in de Cauchy-Schwartz

esitsizligi kullanilirsa:

AH,, (22 4 p22) e~ 4 (A2H2 — /\Z H,H,), + (HyH,),) —4a > —2a

n

AT ((HoHoy 226 20) o (Ho Hyz2e ) )

=1

— (AHp ¥ + AW — @)%) 22e7 M —4M /zzdv’ + /zfdv’ e < (5.23)
G

oldugu goriiliir. Burada M = max {K? K?} olarak tammhdir. Ayrica v = gz ve buna
(pt)eQ
bagh olarak

z=ug ', a=wg ' —ug g
bagintilar1 yardimiyla
_ Lo \2 _
2+ = (wg ™t —ug?g) + il
uig = 2ug tug g +utg gl + ity
= g 2(u} — 2ug ug, +ug g7 + hu’)
ve buradan
th + 2% = Q_Q(Uf - 2Ut9_1U9t) + UZ(Q_QQE + 1)
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bulunur. O halde (5.23) esitsizliginin @) bolgesi iizerinde integral alimir ve (5.11), (5.19)

sartlar1 kullanilirsa

2 2 _
(2 +92°) limo = 972 (¥ + g7 2g) )u* <0,
(2752 + wzz) li=r = g~ ut >0

egitsizlikleri bulunur. Ayrica I'_ sinir pargas: tizerinde z; = 0 olmas: dikkate alinarak

/ ()\QHQ —)\Z ((H,H,,), + (Hy,H,),) —4a’ —4MmesG> e~ 27dQ
Q

— / (ANH 0, + 4(0 — ay)? — 4AMmesG)z2e™21dQ < 0 (5.24)
Q

elde edilir. Burada ) = —s oldugu g6z oniinde bulundurulursa

A1 =

<i (|(Hy Hy,),,| + |(Ho Hy),, ) + 40® + 4MmesG> ,

(w1)eq H3, ]

1+4( —a)* + 4MmesG 1 —4(¢ — a)* + AMmesG

Ay = max max
(p)€Q Hys <p,t)e@ —H, 9,

olmak tizere A > max {1, A2} secimi yapilarak

/ZQG—QAzldQ <0
Q

bulunur. O halde ) bolgesinde z = 0 ve buna bagh olarak v = 0 oldugu goriiliir. Son

olarak (5.20) esitliginden p = 0 elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. m
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BOLUM 6

SONUC

Bu tezde matematiksel fizigin énemli denklemlerinden olan ve kuantum mekaniginden
sosyolojiye kadar genig bir sahada uygulamalar: bulunan kinetik denklemler ele alinmigtar.
Duragan olmayan formda alinan yani zamana bagl bir dagilimin ve sagilimin modellendigi
bu denklemler i¢in bazi diiz ve ters problemlerin ¢oziimlerinin tekligi, Hamilton fonksiyonu

ve sagilim g¢ekirdegi ile ilgili verilen baz1 kosullar altinda ispatlanmigtir.
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