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OZET
BAZI ORAN DiZi UZAYLARI VE TOPOLOJIK OZELLIKLERIi

Bu tez calismasinda ilk olarak bazi oran dizi uzaylari ele alindi ve onlarin topolojik 6zellikleri
incelendi. Ayrica kesitsel oran dizi uzaylarindaki kararli kiimelere iligkin ¢esitli sonuglar1 gosterildi.
Bununla birlikte analitik ve tam dizilerin oran uzaylarina iligkin sonuglar verildi. Ayrica oran Hahn dizi

uzay1 ve bu uzayin bazi temel 6zellikleri ele alind1. integrallenmis I ¢ oran uzayinin BK-AK 6zellikli

olmasi detayl bir sekilde ele alind1 ve bu uzay igin bir kararl kiime arastirildi. Son olarak da oran dizi
uzaylar1 ve topolojik 6zellikleri kullanilarak bazi sonuglar verildi.

Anahtar Kelimeler: Oran dizi uzay1, Kararli kiime, Analitik oran dizi uzayi, Norlund uzayi, Hahn dizi
uzayl.

Damsman: Prof. Dr. ilhan DAGADUR, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin.



ABSTRACT
SOME RATE SEQUENCE SPACES AND THEIR TOPOLOGICAL PROPERTIES

In this thesis, some topological properties of some rate space and important results related to
sectional rate space are studied. Also, various results on determining sets in sectional rate spaces are
shown. Moreover, some results related to rate sequence space of analytic and entire sequences are given.
In addition, Hahn sequence space and some fundamental properties of this space are examined. The fact

that the Integrated I ¢ _ rate space has BK-AK property discussed in detail and the determining set for

this space was searched. Finally, some results are given using rate sequence spaces and their topological
properties.

Keywords: Rate sequence space, Determining set, Analytic rate sequence, Norlund space, Hahn
sequence space.

Advisor: Prof. Dr. ilhan DAGADUR, Mersin University, Department of Mathematics.
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1. GIRiS

Bu tez ¢aligmasinda oran dizi uzaylarinin temel topolojik 6zelliklerini S - ve siirekli duallerini,
kesitsel oran dizi uzaylarini, tam ve analitik oran dizi uzaylarinin bazi 6zelliklerinin yani1 sira oran Hahn
dizi uzayina iliskin ¢esitli karakterizasyonlar verildi. Ayrica bu dizi uzaylarinin tam metrik uzay olup

olmadiklarin1 ve bazi kesitsel oran dizi uzaylar igin kararli kiime 6rnekleri incelendi. Diger yandan

J. ¢ oran uzaymm AK 6zellikli bir BK uzay olmasi detayl bir sekilde ele alindi ve bu uzay i¢in bir
kararli  kiime  Ornegi  verildi.  Ayrica jﬂ . oran uzayindan BK-AK  ozellikli

Y=(,,cC,,C,bv,bs,cs, 0,/ o bv, uzaylarina tanimli tim sonsuz matris doniisiimleri incelendi.
Diger taraftan Hahn dizi uzayinin oran uzayi oldugu gosterildi ve bu uzaym bazi temel 6zellikleri ele
alind1. Son olarak da I'_, (F . )ﬁ ve A oran dizi uzaylarinin genel 6zellikleri incelendi ve bu uzaylara

iligskin ¢esitli karakterizasyonlar verildi.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Matematik analiz i¢inde 6nemli bir yer tutan toplanabilme yontemleri olduke¢a eski bir gegmise
sahiptir. Ilk defa Sikk (1989) tarafindan oran FK-uzaylar1 tanimlanmis ve bazi énemli sonuglar elde
edilmistir. Jiriméde (1991; 1994) yapmis oldugu calismalarda ise Oran ve Hiz FK uzaylar arasindaki
matris doniisiimleri ve bu uzaylarin toplanabilirlik alanlarina iligkin ¢esitli sonuglar elde etmistir. Bu
caligmalarin bir devami sayilabilecek calismalar ise Chandrasekhara Rao ve Singaravel (2002),
Chandrasekhara, (2009) ve Tamilselvan vd. (2011) tarafindan Mazur tipi matrisler ve Dagadur (2004)
tarafindan toplanabilme alanlarinin n-conull olmasina iligkindir. Boylece toplanabilme teorisi agisindan
incelenen ozellikler fonksiyonel analiz agisindan da incelenmeye baslanmistir. Bu ise ilgili alanin
Onemini arttirmistir. Bu nedenle ad1 gegen tez konusunun incelenmesi matematik analiz ve fonksiyonel

analiz acisindan onemlidir.
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3. MATERYAL YONTEM
3.1. Temel Kavramlar
Bu béliimde tez boyunca kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tamim 3.1.1. N dogal sayilar kiimesi ve X bostan farkli bir climle olmak iizere

x:N->X
k—)xk

seklinde tanimlanan x fonksiyona X degerli bir dizi denir.

Tanim 3.1.2. (x;) reel say1 dizisi olsun. Bu durumda her k € N igin x;, < xj41 iSe (x) dizisine artan

dizi ve x4 < xp ise (x;) dizisine azalan dizi denir.
Tamm 3.1.3. X # @ bir kiime 7, X in alt kiimelerinin bir sinifi (T c p(x)) olsun. Eger

(i) 0,X€T
(i) Aietigin N 4;€ET,1<i<n

(ili) A;etiginU; A4, €T,i=1
ise T ya X lizerinde bir topolojik yap1 (X, 7) ikilisine topolojik uzay denir.
Tanmm 3.1.4. X = @ ve d: X X X = R olsun. Bu durumda Vx, y, z € X i¢in
(i) dix,y) =0 &x=y

(i)  d(x,y)=dy,x)
(iii) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)

ise (X, d) uzaymna metrik uzay denir.
Tanim 3.1.5. x = (x;), (X.d) metrik uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in In, € N

sayis1 vardir 6yle ki Vn = ng i¢in d(x,,, x) < €ise x = (x;) dizisi x noktasina yakinsaktir denir.

Ilim X, = x yada x; — x sekilde gosterilir.

Tamim 3.1.6. x = (x;), (X.d) metrik uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in An, € N



Marya ALIZADA, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

sayist vardir 6yle ki Vm,n = ny igin d(x,, x,,) < € ise x = (x;) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.1.7. (X, d) metrik uzayinda tanimli her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina yakisak ise bu

uzaya tam metrik uzay denir.

Tanim 3.1.8. X bostan farkl bir kiime ve K kompleks ya da reel sayilarin bir cismi olmak iizere

+:XXX->X
KX X - X

islemleri Vx,y,z € X ve VA, u € Kigin

Q) x+y=y+x

(i) x+y)+z=x+(@y+2)

(ili)) x4+ 0 = x olacak sekilde bir 0 € X mevcut

(iv) x + (—x) = 0 olacak sekilde bir —x € X mevcut
V) 1-x=x

(vi) Alx+y)=Ax+2Ay

(vii) (A+wx=2Ax+ ux

(vii))  A(ux) = (Awx

sartlarini saglarsa X kiimesine K cismi iizerinde bir lineer (vektor) uzay1 denir.

Tanim 3.1.9. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger X uzayimin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa bu

uzaya ayrilabilir uzay denir (Maddox, 1970).
Tanim 3.1.10. X bir lineer uzay1 ve ||| : X = R olsun. Bu durumda
(i) Ix=0&x=0

(i) NAxll = [Afllxll
(i) lx+yll < llxll + [yl

sartlar1 saglaniyorsa (X, ||-||) ikilisine bir normlu lineer uzay denir.
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Tamm 3.1.11. Bir Banach uzayi1 tam normlanmus bir lineer uzaydir. Buradaki tamlik ||x,, — x, || =
0, (m,n = o) olacak sekildeki her x,, € X i¢in bir x € X mevcuttur dyle ki ||x,, —x || = 0, (n = o0)

dir. R, C, l, L (p = 1), ¢c, ¢y bir Banach uzayidir.
Tanim 3.1.12. X bir lineer uzay ve A c X olsun.

0] Vx € A igin x € @A olacak sekilde en az bir @ € IK mevcut ise A kiimesine emen denir.

(i) VA igin |A| < 1 olacak sekilde AA c A ise A kiimesine dengeli kiime denir.

(i)  Vx,y € Aelemanlari i¢in {ax + (1 —a)y : 0 < a < 1} c A ise A kiimesine konveks
kiime denir.

(iv) A kiimesi dengeli ve konveks kiime ise A ya mutlak konveks denir (Kamthan ve Gupta,
1981).

Tanim 3.1.13. X € w uzaynin a, B,y, ve f — dualleri sirasi ile

0] B(X,C)=X"={f/f + x - C lineer streklidir }
(i) X*={yew:VxeX, NilLilxyl <}

(i) XP={yew:VxeX, N5, x)

(V) X' ={yEew:VxEX, supylTios %yl < o}
V) X ={f(6™): fex’}

olarak tanimlanir (Wilansky, 1984).
X* XPB ve XY dizi uzayilan olmak i{izere her zaman X% c XFf cX¥ dir. u=

a,f ve y olsun. Eger X c Y ise bu durumda Y* c X* dir (Wilansky, 1984).

Tanim 3.1.14. Tam lineer metrik bir uzaya Fréchet uzayi denir. H bir Hausdorff lineer topolojik uzay
olsun. X lokal konveks Fréchet uzay1 ve X, H uzaymin lineer alt uzay1 olmak iizere X in topolojisi H in
topolojisinin X uzayina kisitlanmasindan daha genis oluyorsa, yani I: X — H, I(x) = x ile verilen
icerme doniislimil siirekli ise X uzayina bir FH uzay1 denir.

Eger H = w alinirsa elde edilen FH uzayma bir FK uzay1 denir. Boylece bir FK uzayi siirekli
koordinatlara sahip lokal konveks bir Fréchet dizi uzayidir. Ayrica siirekli koordinatlara sahip bir

Banach uzayina da BK —uzay1 denir (Wilansky, 1984).

Tamim 3.1.15. X bir FK uzay1 ve ¢ sonlu dizilerin uzay1 olmak tizere ¢ < X ve {6™} X dizi uzay igin

bir Schauder bazi ise bu durumda X uzayina bir AK uzay1 denir. Yani her x € X igin
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x(n) = (xl,le.'.anIOIOI...) = Z;{lzoxk8k = x dur.

Ayrica @, X uzaymda yogun ise bu takdirde X uzayina bir AD uzay1 denir. Burada
5% =(0,0,++-,0,1,0,---) dir (Wilansky, 1984).

Tanim 3.1.16. (X, 7) bir lokal konveks topolojik vektor uzayr olmak iizere X uzayinda her sinirl kapali

kiime o(X, X") kompakt ise X yari-yansimalidir denir.

Tanmm 3.1.17. (X,7) lokal konveks bir uzay olsun. Bu uzaym mutlak konveks emen ve kapali alt
kiimesine barrel denir. (X,7) deki her barrel sifirmn bir komsulugu ise (X, 7) uzayimna barrelled uzay

denir.

Tamm 3.1.18. X bir BK uzay1 olsun. Bu durumda B = {X uzayinda kapali birim top} ve ¢ =
{tiim sonlu uzay: diziler} olmak tizere D = D(x) = ¢ N B = {x € ¢: ||x|| < 1} olsun. Eger A = D ise
bu durumda ¢ c E kiimesine X i¢in bir kararli kiime denir. Burada A, E nin mutlak konveks hull u dur
(Wilansky, 1984).

Tanmm 3.1.19. (p,,)y=1,Po > 0 olacak sekilde negatif olmayan reel sayilarinin dizisi olsun.

x + X +...+ X
yk:PO k T P1Xk-1 PkXo ’ k=012,..

Po+pLt- +pp

sekilde tanimlanir. y = (y;) dizisine x = (x) dizisinin Norlund dontisiimii denir.

N ={x=0): ) €Er}ven(d) ={x=(x): (y) €A}

olmak ftizere I; uzaymimn Norlund oran uzayr n(l;; ) ve A, uzaymin Norlund oran uzayr n(A, ) ile

gosterilir ve asagidaki gibi ifade edilir

1) = fx = ()

en(n)

Tk
Ty

(A = {x = )+ |2 e na)

n =0,1,2, ... olmak tizere P, = pg + p; + -+ + py sekilde yazabiliriz (Sivaraman, vs. 2013).
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Tamm 3.1.20. (X, 7) bir lokal konveks topolojik vektor uzay: olsun. Eger X deki her sinirli kiime tam

ise X uzayina quasi-tam uzay denir.

Tamm 3.1.21.x = (x;) € w olsun. Eger Y3, klx;, — xp41| < o0 ve Ilim x, = 0 olacak sekildeki

dizilerin uzayma Hahn dizi uzay1 denir ve

h = {x: zklxk — Xpy1| < 0 ve llim X = 0}
k=1

bi¢iminde gosterilir. Boylece h dizi uzay1 Ax, = (x;, — xy41) olmak tizere

[ee] [oe]
il = > Kl = xiceal = ) kloxd
k=1 k=1

normu ile bir BK- uzayidir.
3.2. Oran Dizi Uzaylan

Bu kisimda bazi oran dizi uzaylarimi ve onlarin tam metrik uzay olduklar1 ele alinip incelendi.

Ayrica bu uzaylar i¢in ¢esitli sonuglar verildi.

Tanim 3.2.1. X bir FK uzay1 ve m = {m;,} pozitif tam sayilarin artan bir dizisi olmak tlizere eger X, =

{xk : (z—k) eX } ise X,; uzayma bir oran dizi uzay1 denir (Jiirimae, 1994).
k

Ozel olarak; X= [, Co Ve c aliirsa

ve
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olup 177, (o) Ve ¢ oran dizi uzaylari ||x|| = sup, |Z—k| normu ile birer FK uzayidir. Ayrica
k

(lp)n = {X = (z—’;):x € lp}, ]| = (ZI?=1 |Z_i p)l/p
Fn:{XZ(;—:):xEF}, d(x'Y)zsuP(k)lz—i—i—’;l/k
ve
M= o= (G)ixen). d(x'J’)=Sup(k)|z_’;_i_];1/k

olup bu uzaylar iizerindeki metrik d(x,y) = |[x — y|| norm metriginden elde edilir.

Teorem 3.2.2. 7 oran dizi uzay1 bir tam metrik uzaydir (Sivaraman, vs. 2013).

ispat. {x ) }:21 , xM = {Z—i(n) ’%(n) - } olmak tizere [ oran dizi uzayinda bir Cauchy dizisi olsun.

Bu durumda Ve > 0 i¢in Any € N sayisi vardir 6yle ki Vm,n = n, igin | Im Mg

Tm Tn

< g dir.

Boylece her m,n > ny ve Vk igin

x_k(m) _ ﬂ(n)

T T

(3.1)

olup Vk igin {x,((n)} dizisi ¢, oran dizi uzayimnda bir Cauchy dizisidir. c;; bir tam uzay oldugundan her
n=1

Xk )

Tk

k i¢in - z—k (n—->o)olup x = (?), x € I dir. Cauchy dizileri sinirli oldugundan en az bir
k k

x(n) Xk

K > 0 sayis1 vardir 6yle ki Vn igin ”; ” < K olup Vn, k i¢in |n—(n)| < K elde edilir. Sonug olarak Yk
k
i¢in

X n)

Tk

Xk
Ty

<K

lim =

n—-oo

dir. (3.1.) ifadesinden (m — o) igin limit alinirsa Vn > n, ve Vk igin

Xk xk(n)

T Ty

_ XK XK ()
= SUp(k) - -
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elde edilir. Boylece keyfi bir (%(n)) Cauchy dizisi 17 de (g) elemanina yakinsar. Bu nedenle [ oran

uzay1 bir tam metrik uzaydir.
Teorem 3.2.3. ¢,; oran dizi uzayi Iy uzayinin kapali bir alt uzayidir (Sivaraman, vs. 2013).

Ispat.c,, c, mn kapanis1 olsun. (%) € ¢, alalim. Bu durumda {x(n)}:lozl = {ﬂ(n) ’x_z(n) . } olacak

T T,
sekilde bir {x }n:1 dizisi vardir 6yle ki Vk igin - o, (n » o) . Boylece Ve > 0 igin bir pozitif

n, tam sayis1 vardir dyle ki Vi ve vn = ng igin

ﬁ n) X

x(m)  x

<g

T /A

TT; T;

(no)

{(n) : n .
|% = ﬁ <§ dir. Deger taraftan % € ¢, oldugundan
4

dir. Ozel olarak; g(nO) € c, Ve Viigin -
{ﬁ(no)

T

} bir Cauchy dizidir. Vi, k = nq ve herhangi bir n, i¢in
n=1

X; (o) Xk (no) £
; Ty 3
dir. Boylece tim i, k = n, igin
X; Xk X; X; (no) X (ng) Xy (no) Xy (no) Xk &£ 4 &£ + &£
;o Ml T M m; T Ty Ty Ty 3 3 3

elde edilir. Bu ise g = (z—z) € ¢, oldugunu gosterir. O halde I7 de ¢, = c; olur deki bu da ispati

tamamlanir.
Teorem 3.2.4. c,; oran dizi uzay1 bir tam metrik uzaydir (Sivaraman, vs. 2013).
Ispat. Teorem 3.2.2. ve Teorem 3.2.3. ten ispat aciktir.

Teorem 3.2.5. (¢g), oran dizi uzayr ¢, uzaymda kapalidir (Sivaraman, vs. 2013).
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Ispat. (%) € (¢g)y Olsun. Burada (cg);uzayr (cy),nin cpdeki kapamisidir. Bu durumda (cg),

uzayinda x e yakinsayan bir {g(n)} dizisi vardir. O halde Ve > 0 ve Vn = ngy, (ng € N) i¢in

xm x| e
j— PR — < —_
T | 2
olup tiim k ve n = ng i¢in
x, M x| e
Ty T 2
elde edilir. Diger yandan
Xk Xy Xy (m) Xy ()] & Xk ()]
Tk - Ty Ty Ty 2 T
ve {Z™} € (c), olup bir K pozitif tam saysst igin her k > K oldugunda [%™| < £ elde ediir. Baylece
k

|;—k| < g olup x € (cy), dir. Sonug olarak (¢y), = (cg), gergeklenir. Bu ise (¢y), uzaymin bir tam
k

metrik uzay oldugunu gosterir.
Teorem3.2.6. (¢y), oran dizi uzay1 bir tam metrik uzaydir (Sivaraman, vs. 2013).
Ispat. Teorem 3.2.4. ve Teorem 3.2.5. ten ispat agiktir.

Teorem 3.2.7. 1 < p < oo olsun. Bu durumda (lp)ﬂ oran dizi uzay1 bir tam metrik uzaydir (Sivaraman,

vs. 2013).

Ispat. {x(n)}:’:l L x™ = {ﬂ(n) ’x_z(n) e } olacak sekilde (lp)n oran dizi uzayinda bir Cauchy dizisi

T T2

olsun. Bu durumda Ve > 0 igin pozitif bir ny tam sayisi vardir dyle ki tim m,n = n; i¢in

X ) X (m)

<ég
T T

olup boylece Ym,n = ng igin

10
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>

k=1

p

Xy n) Xk (m) < &P

Ty Ty

dir. Bu durumda her sabit k i¢in ve her m, n = n, i¢in

p
< ¢gP

X m) X (m)

T 5%

olup her m,n = n; igin

x_k(n) _ x_k(m)

T T

dir. Boylece {;—k(n)} dizisi c;; oran dizi uzayinda bir Cauchy dizisidir. ¢, oran dizi uzayi bir tam uzay
k n=1

oldugundan

XM xy

- —, (n - o)
Vi3

T k

elde edilir. Diger taraftan x = (z—i) olsun. x € (lp)n oldugunu gosterelim. Simdi tim m,n > nyq icin

An, € N vardir oyle ki

J oo
xm  x@|P x, M  x @|P . m oy @|P
2Tz — Z 2k _ Tk + Z ZkTT _ 2k < P
T T e~ T Ty eyl Tk ™
dir. O halde
L g )y, m)|P
=i Tk
olup (n = ) igin limit alirsak
j x_k_x_k(m)| < &P

(3.2.)

11
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elde edilir. Bu esitsizlik tiim j ler i¢in gegerli oldugundan

o | _xam©P _ p
S [ - | < (3:3)
olup Minkowski esitsizliginden
1 1 1
(j |x_k”) o _ (s x_k_x_k(m>|p /p+ j x_k<m)|’° fo (3.4)
k=1 |7, S \&k=17, " 7, k=1 |7, g
(m)
P X
<er+ |27

elde edilir. Ancak (; ) Cauchy dizisi sinirlt olup bir sabit H > 0 sayis1 vardir 6yle ki Vm igin

x(m)
- <H

A

olur. (3.4.) ifadesinden bunu kullanarak

j

l/p
p
Z|ﬁ <P +H
Ty

k=1
elde ederiz. Diger yandan j keyfi oldugundan
Y
o P
Z |x—k ’ <& +H
Tk
k=1

olup buise x = (;—k) dizisinin (lP)n ye ait oldugunu gosterir. (3.3.) esitsizliginden
k

X x(m)
R -0, mo> o
s s

elde edilir. Boylece (lp)7r uzayindaki keyfi bir (g(n)) Cauchy dizisi yakinsaktir. Sonug olarak (lp)n

oran dizi uzay1 bir tam uzaydir.

12
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Teorem 3.2.8. I; oran dizi uzay1 bir tam metrik uzaydir (Sivaraman, vs. 2013).

Ispat. {x(")}:;l ,xM = {ﬁ(n) 2 ) e } olacak sekilde I7; oran dizi uzayinda bir Cauchy dizisi olsun.

T ’ T,

Bu durumda Ve > 0 i¢cin 3ny € N sayisi vardir dyle ki Vm,n > ng igin

Xk (m) X n) &£
sup[— —— =
K [Tk T
olup Vk ve Ym,n = n, igin
XM x, ]k i
Ty Ty 2

esitsizligi gergeklenir. Bu ise {xk(m)]:=1 dizisinin ¢, oran dizi uzaymda bir Cauchy dizisi olmasi

demektir. Boylece ¢, oran dizi uzay: tam oldugundan

X ™ xy
— 5>—(n- )
Ty Ty

olup her k igin

Tk Tk

<|x_k(m> _ x_k|1/ ") <& (3.5.)

1
o - ) L )y Tk
esitsizligi saglanir. m bir sabit olmak iizere 3In, sayisi vardir dyle ki her n = n; igin (? ) < g
k

esitsizligi saglanir. Simdi ise Vn = n, igin

T Ty

Xy (m)

1
() =

< +5
—_ —=¢
2

Tk 2

olup x = (Z—i) € I dir. (3.5.) ifadesinden {z—i(m)} dizisi x ’e yakinsar. Béylece I}, oran dizi uzay1 bir

tam metrik uzaydir.

Teorem 3.2.9. A,; oran dizi uzay1 bir tam metrik uzayidir (Sivaraman, vs. 2013).

13



Marya ALIZADA, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

X1 m) X2 m)

Ty ! Ty

Ispat. {x(“)}:lo: L x™ = { ,} olacak sekilde A, oran dizi uzayinda bir Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda Ve > 0 i¢in 3n, € N sayis1 vardir dyle ki Vm,n = ng igin

Xk (m) Xk m

Ty Ty

<¢g

dir. O halde Vm i¢in

{ 2 m x, ) }l/k
sup|— —— <e
Ty Ty
olup
NPT PY
Tk Tk
dir. Bélyece Ym,n = ng igin
x_k(m) _ ﬂ(n) (3 6)
Ty Ty o
elde edilir. {;—i(m)}mﬂ, ¢ oran dizi uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. ¢;; uzay: tam uzay oldugundan
{x—k(m)} yakinsaktir. Diger taraftan lim {x—k(m)} =Z olsun. (3.6.) ifadesinden (n — o) icin limit
Tk m=1 m—oo \TTg s
alinirsa her k = n; igin
xk(n) X
|7T_k - ; | <& (37)
elde edilir. Boylece
X x x5, ™ x, (M
|—|S———k o l<etk<o
s s Tk Ty

olup x = (%) € A, dir. Dolayisiyla A, oran dizi uzay1 bir tam metrik uzaydir.

14
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3.3. Kesitsel Oran Uzaylar:

Simdi ise dncelikle I; ve [2 oran dizi uzaylar igin kararli kiime ornekleri ele alinip incelendi.

Ayrica cesitli dizi uzaylari i¢in bazi sonuglar incelendi.
L={x= () X=alxx| < o0},
{x—(xk) Yhe 1| |<°°}
lz_{x—(xk) pHya 1| | <°°}

Iy =0 Xreqlxs +xy + o+ x| < 0},

ve
— I (%K
lop = {x. (nk) € ls}
olup
— — |X X1, X2
x = (x) € Lg = |[x|ls = T + n1+n2 + T =0 2+7T3 +-
dir.
Teorem 3.3.1. Her sabit pozitif k tam sayisi igin s = {0,0,0, ,0,0,i, -1 ,0,0, } olmak tizere
T Tk+1
E = {s(l), s@), } kiimesini tanimlayalim. Eger
1 1 1 1 1
|— +|—— —— +o-<1
Tg+1 T My

ise 0 zaman E, ly; oran dizi uzay1 i¢in kararl bir kiimedir (Chandrsekhara Rao and Balasubramanian,
2014).

Ispat. A4, E nin mutlak konveks hull u olsun. ¢ tiim sonlu dizilerin uzay1 D = {x € Iy,: ||x|| < 1} ve
B = {l,, de kapali birim top} olmak iizere D = ¢ N B olsun. Kabul edelim ki x = {x;} € 4 olsun.

Bu durumda Y% [t | < 1 olmak tizere

x =T tps® (3.8)

15
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dir. Boylece

x =t;5W +t,5@ 4 o + 50

=t;(=,22,00,..) + £, (0

my’

=,22,0,0,... )+ + £ (0,00, .,0,0,/—,——,0,0, ...

'y g

=(2,22,00,..) +(0,2,22,00,..) + -+ (000,...,0,0,2%, = 0,0, ......)
Ty T3 T T3 Tm Tm+1
— (t_l -ty tm—tm-1 —tm 00 )
e 00
olup x € ¢ elde edilir. (3.9)
Diger taraftan x = Y7, t,,s® oldugundan her iki tarafin normu alinirsa
m
Illor = || tis®
k=1

ST

olup
m
Illsr < ) leil s,
k=1
elde edilir. Ancak s = {0,0,0, ..,0,0,—,—% 0,0, } oldugundan
Tk Th+1
®) 1 1 1
|ls®@]. = |0|+|0+0|+---+|0+0+---+—|+|0+0+0+---+—— + -
ST T T Tkt
< |i +]A- 2 Lt
Tk T Tk+1 T Tk+1
<1 (3.10)
olup boylece
m
el < ) Tl 5], <1
k=1
<1[s®],
<1
esitsizligi gergeklenir. Boylece x € B elde edilir. (3.11)
Dolayisiyla (3.9.) ve (3.11.) ifadelerinden x € D olup A < D olur. (3.12)
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Tersine olarak, x = {x;} € D olsun. Bu durumda x € ¢ olup ||x]||s; < 1 dir. (3.13)
X € @ oldugundan x = {xq, x5, ... ,X;,0,0, ...} yazabiliriz. Boylece t; = x4, t; = X1 + X3, ..., typ =

X1+ x5 + o+ Xy 0Olup x = ;5D + £,5@ + .+ £, s elde edilir. Buradan ise

] + lta] + -+ [tm] = sl + |xg + x| + -+ Jxg x5+ + x5 |
= llxllsz =1
olup ¥, |tx] < 1 elde edilir. Boylece Y7, |t,| < 1 olmak iizere x = t;5® + t,5@ + oo + 5™
dir. Bu da x € A demektir. Dolayisila D € A dur. (3.14)
(3.12.) ve (3.14.) ifadesinden A = D elde edilir. Bu durumda {s(k)} , lgp oran dizi uzay1 i¢in kararli
bir kiimedir.

Teorem 3.3.2. Her pozitif k tam say1s1 igin s = {0,0,0, ,0,0,i,_—l, 0,0, } dizisi k inc1 yerde
T Tk+1
< ve (k + 1) inc1 yerde —L olacak seklide tanimlayalim. Eger
Tk Tk+1
102 |1 1 2
_ 4 +...<1
Us" T  Tgtq

ise bu durumda E={S(1),S(2), } kiimesi (I?)¢, oran dizi uzay:r igin kararli bir kiimedir

(Chandrsekhara Rao and Balasubramanian, 2014).

Ispat. A, E nin mutlak konveks hull u ¢ tiim sonlu dizilerin uzay1 ve
D = ¢n {(I?)soran uzayindaki kapah birim top} olsun. x = (x;) € A alahm. Bu durumda

Yreqlte] < 1 olmak iizere
x =YLy tys® (3.15)
olup

x = tls(l) + tZS(Z) + et th(m)
1 -1 1 -1 1 -1
=6 (2,200, ) +6(05,2,00,..) + 46, (000,..,00,2,=2,00,.....)

= (t—l,;—t;,o,o, ) + (0,;—2,;—‘;2,0,0, ) Foet (0,0,0, ..,0,0,fm Ztmo o0 )

Ty 2 Tm Tm+1
ty ta—ty tm—tm-1 —lm

=(22=2,., = 0,0, ... ..
T, T2 Tm Tm+1
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olur ki buradan x € ¢ elde edilir. (3.16)

Ayrica x = Y71, t,s™ oldugundan her iki tarafin normu alirsa
lxlsr = ||2;<n=1 tks(k)”sn:
olup
lxllse < ZREaltiel s,
olur. Boylece

Ixllse < |EesD + |E25@|| + - + [[tms™]|
< Ity | s@ + 1ol @] + -+ + [l [|sT™]|
< fta [sOI + 1t IS+ + 1l s
1 -1

esitsizligi gergeklenir. Ancak st = {0,0,0, ,0,0,n—, ,0,0, ... ... } oldugundan

k Tk+1

Is®@)2_ = [ (0.00,...00-,=2,00,.....)

k Tk+1

1) 11
={|0|2+|0+0|2+-~+ 04+0+-+—| +|0+0+0+-+——
Tk T g1

2+m}

2 1 1 12

T Tg+1

2
{|L M ER. +...}S1
Tk Tk Tk+1
olup ”S(k)”jn < 1 saglanur. (3.17))
Bu durumda (3.17.) ifadesinden

lxliZe < SPealtil [s®)

llxll% < 1 (3.18)

elde edilir ki ||x||s; < 1 olmak iizere x € ¢ olup buradanise x € D elde edilir. x , A da keyfi oldugundan
A c D elde edilir. (3.19)
Diger taraftan x = {x;} € D olsun. Bu durumda x € ¢ ve ||x|lsz <1 dir. x € ¢ oldugundan x =

_ X1 _ X1, X2 XX 4 Xm
{x1,%2, ... ,xm,0,0, ...} yazabiliriz. Dolayisiyla t; = p ty — + el R tm — + — + -+ —

olmak iizere x = t;sM + t,5@ + - + t,,5(™ olur. Béylece
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2

Y
X112 |x X X X X |2) 72
|t1|+|t2|+---+|tm|={—1 + _1_|__2 4ot _1_|__2.|_...+_m }
T Ty T Ty T Tm
= [lx|l s

olup Ix]lsz < 1 oldugundan Y7, |t,| < 1 elde edilir. Halbuki ¥, |t,| < 1, x = t;5® + t,5@ +
-+t dir. O halde x € A dir. Dolayisiyla x , D de keyfi olup D < A elde edilir, (3.20.)
(3.19.) ve (3.20.) ifadesinden A = D olup E, (I?),, oran dizi uzay: i¢in kararli bir kiimedir.

Teorem 3.3.3. {™} kiimesi [ dizi uzay1 i¢in kararl bir kiimedir (Vijayalakshmi, vs. 2014).

Ispat. A, E = {6™} nin mutlak konveks hull u olsun. Eger x € A ise 0 zaman Y7, |t,| < 1 olmak

lizere x = Y1, t, S% dir. x € ¢ ve

llxll < 7 e || 65|

< Xltk|
<1

oldugundan x € D dir. Boylece A D elde edilir.

Tersine olarak, eger x € D ise bu durumda

x =Rty % 6"
ve

llxll = Xlxp | <1

olur. Béylece x € Aolup D c A dir. Budurumda A = D elde edilir. Dolayisiyla {6"}, [ dizi uzayi igin

kararli bir kiimedir.

5k
Ty

Teorem 3.34.E = { } kiimesi [; oran dizi uzay1 i¢in kararl bir kiimedir (Vijayalakshmi, vs. 2014).

. k k
Ispat. A, E = {i—} nin mutlak konveks hull u olsun. Eger x € A ise bu durumda x = Y74, ty i— dir.
k k

X € @ ve
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Sk
el < Sle | |2
k

< X2ltl.1
< Xltl
5k 1

<t (Ixl=kl=1)
oldugundan x € D olup A < D elde edilir. (3.21))
BuradaD ={x € ¢ : ||x|| < 1} ve

”x” — |%1 + ﬁ+x_2 4+ -+ ﬂ+ﬁ+x_3+...
Ty Ty T Ty Ty T3

dir.

Tersine olarak, eger x € D ise bu durumda

m 6k
X = Ykeq Xk .

olup

m

Xk
1= [ <
£ k

=1

dir. Boylece x € A olup D c A elde edilir. (3.22))

k
(3.21.) ve (3.22.) ifadesinden A = D olup {i—} kiimesi [, oran dizi uzay: i¢in kararl bir kiimedir.

k
Teorem 3.3.5. E = {s®,s®, .} kiimesi [ dizi uzay1 igin kararli bir kiimedir (Vijayalakshmi, vs.
2014).

ispat. 4, E nin mutlak konveks hull u olsun. ¢ tiim sonlu dizilerin kiimesi olsun. Eger x € 4 ise bu
durumda Y7, |t | < 1 olmak iizere x = Y7, t;s™ olur. (3.23)

Boylece
x = t;5W +t,5@ + oo 4 ¢, 5
= t,(1,-1,0,0,..) + £,(0,1,=1,0,0, ... ) + =+ £,,(0,0,0, ...,0,0,1,—=1,0,0, ... ...)

= (t;,—t4,0,0,...) + (0,t,—t5,0,0,..) + -+ (0,0,0, ..., 0,0, t,;, —t 1, 0,0, ... ... )
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= (t1't2 =ty et = tpo1, =ty ,0,0, . )

olup x € ¢ dir. (3.24)

x = Y7, t.s® oldugundan

llxlls =

m
Z s
k=1 s
< ZRealtel s
elde edilir. Ayrica s = {0,0,0, ... ,0,0,1,—1,0,0, ...} olup
[ s, =101+ 10+ 0+ +[0+0+ =+ 1 +[0+0+ 0+ +1,~1]
<|1]+1]1-1]

<1 (3.25))

bulunur. Boylece (3.23.) ve (3.25.) ifadesinden || x|ls < X7, |tk ”S(k)”s < 1olup x € D elde

edilir. (3.26.)
Bu durumda A c D duir. (3.27.)
Tersine olarak, x € D olsun. Bu durumda ||x||s < 1 oldugunda x € ¢ dir. (3.28)
X € ¢ oldugundan x = {xq, x5, ... , X, 0,0, ...} yazabiliriz. Boylece t; = X1, t, = X1 + X3, ..., tyy =

X1+ x5 + o+ Xy 0lupx = t;5D + £,5@ 4o 4 £, 5™ dir. Ayrica

[ti] + [t2] + -+ [t | = lxq | + |2 + 22| + o+ [x1 + 2 + -+ x|

= llxlls

<1

olup X7, |t | < 1dir. O halde ¥, |te] <1, x = t;5® + t,5@ + -+ £,,5(™ dir. Budax € 4
demektir. D c A olup (4.29.)
(3.27.) ve (3.29.) ifadesinden A = D elde edilir. Boylece E = {s®,s®, ...} kiimesi I dizi uzay1 icin

kararli bir kiimedir.
3.4. Analitik Dizilerin Oran Uzayr

Bu kisimda ise [;; oran dizi uzayinin bir alt kiimesi y, olmak iizere A, ve [}, oran dizi

uzaylarmin genel 6zellikleri ¢aligildi.
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Ayrica [, oran dizi uzaymin quasi tam uzay, barrelled uzay ve yari-yansimali uzay olup

olmamasi gosterildi.

Teorem 3.4.1. n(I;;) tam oran dizilerinin Norlund uzay1 ve I;; tam oran dizilerinin uzay1 olmak tizere
n(I;) = I; dir (Sivaraman, vs. 2013).

Ispat. x € n(I;,) olsun. Bu durumda y € I, olmak iizere her € > 0 ve Vn > n, igin

X Xn— X
Pot Pt

Tn-1

<egh
b

olacak sekilde pozitif bir n, tamsayis vardir. Ozel olarak; py = 1, p; = p, = *+* = p,, = 0 alalim. Bu

durumda vn = n, i¢in Z—" < &™ elde edilir. Béylece x € I;; olup
n

n(ly) c I (3.30)

Xn

Tin

olacaktir. Diger yandan x € I, olsun. Bu durumda her € > 0 ve Vn > n, igin

< ™ olacak sekilde

pozitif bir n, tamsayis1 vardir. O halde

Inl _ poe™ +py ™+ -+ pue
T[n Pn
olup
Yn <£[ + 25 +p—”]<e"
Tl P, Po € en
dir. Buradan y € I; olup
I € n(3) (3.31)

elde edilir. Sonug olarak (3.30.) ve (3.31.) ifadelerinden n(I};) = I}; esitligi saglanir.

Teorem 3.4.2. n(A,) analitik oran dizilerinin Norlund uzay1 ve A, analitik oran dizilerinin uzay1 olmak

tizere n(A;) = A, dir (Sivaraman, vs. 2013).
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Xn
n

Ispat. x € A, olsun. Budurumdan = 0,1,2, ... i¢in —

< M™ olacak sekilde pozitif bir M sabiti vardir.

Ohalden = 0,1,2, ... i¢in

Yn
T[TL

_PoM™ +py M"N 4 - 4 pp MO
< 7

(p0+%+---+%)

<

T &3

IA

elde edilir. Buradan ise y € A, olup x € n(A,) dir. Dolaysiyila

Ap € n(Ay) (3.32)

elde edilir. Karsit olarak x € n(A,) olsun. Budurumday € A, olupn = 0,1,2, ...igin Z—” < M" olacak
sekilde pozitif bir M sabiti sayis1 vardir. O halde
Xn Xn—1 X0
" + -+ py—| < M"P,
Po T, P1 T Pn o n
elde edilir. Ozel olarak; py =1 , p; = p, = - = pp = 0 alalim. Bu durumda her n igin B, = 1
oldugundan
In <M"
T[n
esitsizligi gergeklenir. Boylece x € A, olup
n(A,) € A, (3.33)
elde edilir. Sonug olarak (3.32.) ve (3.33.) ifadelerinden n(A,;) = A esitligi saglanir.
Teorem 3.4.3. I;; uzay1 quasi tamdir (Sivaraman, vs. 2013).
i m=(g 1 1 m(g rr 1 1
Ispat. y''V = (1,22,33, w7 0,0, ) ve y'm = (1,22,33, o o 7 00, ) dizilerini

g6z Oniine alalim. Bu taktirde n > m olacak sekildeki her sabiti pozitif n tamsayisi igin
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d(y ™,y ™Y = suply®@ — ym

1 1

= {0,0, ...,m, ...,;,0,0, }
1

=—>-0, mn-oowo
m+1

elde edilir. Boylece (y (")) dizisi I; uzayinda bir Cauchy dizisidir. Ayrica U , I; uzayindaki kapali birim
top olmak lizere d(y("), 0) = 1 oldugundan y™ € U dur. Béylece lim (y(")) =y = (1 L2 ) ve
n—-oo

’?’3_3’

y € U olup I}; uzayindaki her sinirli kapali kiime tam oldugundan I7; uzay1 quasi tamdir.
Teorem 3.4.4. I; uzayi barelled uzay degildir (Sivaraman, vs. 2013).

xn |

Ispat. A = {x = (I;;): Vn igin -

< % } olsun. Bu durumda A kiimesi I, uzayinda mutlak konveks,

kapali ve absarbenttir. Fakat A sifirin komsulugu olmadigindan I7; uzayi barelled uzay degildir.
Teorem 3.4.5. [}, yar1 — yansimali uzay degildir (Sivaraman, vs. 2013).

Ispat. U , I, uzayinda kapali birim top olmak iizere {§ (")} € U olsun. Ancak higbir {§ (”)} dizisi

herhangi y € I;; elemanina zayif yakinsak olmadigindan I, uzayi yar1 — yansimali uzay degildir.

Teorem 3.4.6. (x,)? = A,(Sivaraman, vs. 2013).

Ispat. Fnﬂ = A, oldugundan ilk olarak y,, C I}, icermesini gosterecegiz. x € y, olsun. Bu durumda

Xk

{;—Z} € y olup y c I oldugundan {ﬂ—k} € I elde edilir. Boylece x € I; olup x, < I, dir. Buradan ise

o If =4, (3.34)

Vi

—€ )(ff olsun. Budurumda x € y,, ise
k

ifadesi gergeklenir. Simdi ise

_ voo XkYk (n) —_ Tin
flx) = §:k=1—nknk ve sV = (0,0, oy ,0,0, )
olacak sekilde x = s™ € y,; alalim. Boylece

n

(]2

Yn
) }:{Qaquopp"}

n
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olup bu dizi sifira yakinsaktir. Dolaysiyla s™ € y,, olup d(s("), 0) = 1 elde edilir. O halde

< Ifll-d(s™,0) < IIfI (3.35)

Xn
Tin

esitsizligi gergeklenir. Boylece (y;,) sinirli ve analitik oran dizi olup y € A, dir. Boylece
xf <4, (3.36.)

elde edilir. Sonug olarak (3.34.) ve (3.36.) ifadelerinden y, = A esitligi saglanir.

Teorem 3.4.7. y,(4) dizi uzay1 x,y € y,(4) olmak tizere

1
Ax, A /k
d(x,y) = sup,) {(k! i —ﬂD tk=1.2, 1
Tk T

metrigi ile bir tam metrik uzaydir (Sivaraman, vs. 2013).
Ispat. {x(”)} dizisi y;(4) dizi uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her € > 0 ve her m,n >

N igin d (x("),x(m)) < ¢ olacak sekilde € sayisina bagl bir N pozitif tamsayis1 vardir. Boylece her

m,n = N i¢in

1
Ax,((n) Ax,((m) /k
sup ) | k! - <eg
Tk Tk
)
olup {k! AZ" } dizisi C metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. C uzay: tam oldugundan
k

Ax,((n) Axy

k! - —= , n->ow
Tk Tk
Ax(n) Ax 1/k'
dir. Dolayisiyla V n = ng i¢in (k! n—" - n—" ) < ¢ olacak sekilde pozitif bir ngtamsayist vardir.
k k

LA

Yk
Ozel olarak; <k! ) < ¢ olsun. Bu durumda

Tk Tk
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1
1 /
Axk /k k
(k! ‘— ) <|k! + | k!
Ty

Y
) k< €, k — oo elde edilir. Boylece (xi) € x,(4) olup x,(4) bir tam metrik uzaydir.

Ax,((n")

Ty

Axy, Ax,((n")

Ty Ty

Yk
> <e+0,k->

Axy

olup (k!

Tk
3.5. Kesitsel Tam Dizilerin Oran Uzayi

Bu bolimde ise (I§), oran dizi uzay1 ve bu uzayin genel 6zellikleri incelendi.

1
Uyar13.5.1. x € o(I}), < (f—k"k) €er = |%| /e L ,(k » @) & |k|k > 1, (k - ) oldugundan

g_k|1/k

gk

-0, (k » ) & x € ([), dir. Boylece (I}); = o([}), dir.

Teorem 3.5.2. (I3), € I; (Gurumoorthy and Chandrasekhara Rao, 2012).

Ispat. x € (I3),; olsun. Bu durumda & € I, olup
Y
|f?k| ¥ 50, (00> k) (3.37)
k

dir. Ayrica z—k = i—k - % oldugundan (3.37.) ifadesinden
k k k-1

1 1 1 1 1
x_k/ks|f_k_fk__1 /kS|€_k|/k+Ek__1/k 0 k—>oo|ﬂ k 0 koo
T T M1 T Ty ’ T ’
elde edilir. Boylece x € I;; olup (I3), < I;; gergeklenir. (3.38)

Burada hemen belirlelim ki (3.38.) i¢ermesi kesindir. Bunu géstermek i¢in 6 € I}, alahm. Bu

durumda

(i—z)=1+0+0=1
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(i)=1+0+0+---+=1 — k — terimler
Tk
el Vk £k
seklindedir. Boylece her k i¢in |n—’;| = 1olup |n—i| dizisi k — oo sifira yakinsak degildir.
O halde 6 ¢ (I3,),; dir. Boylece (I3),; © I, elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.5.3. (I3), dizi uzay1 C cismi tizerinde bir lineer uzaydir (Gurumoorthy and Chandrasekhara
Rao, 2012).

. 1
Ispat.T = {x = (xy): ’ll_m | | = 0} olsun. Budurumda &, = x; + x, + -+ + xj, olmak tizere (I3), =

{x =) Ew: &= (E—") € F} olup +: (I X () = (ID)x Ve (x,y) » +(y,x) = (M)REN

Tk Tk
T e
biciminde tanimlanir. (E—k) , (n—k) € I' oldugundan lim |i|k = 0 ve lim |n—k|k = 0 olur. Buradan
Tk Tk k=co ITTk k=oo ITT)

1
Skt Mk k

T

&

5%

Ty

1 1 1 1 1 1
k + k + k k + k k

_ 1€k nlkl - (1 |717k|) e 1€kl |177k| P LI
|7y | |y [* |7y [®

aéy
T

Diger yanda : C X (I3),; = (I3); Ve (a,x) = (a,x) = ( ) bi¢iminde tamimlanir. Burada (a, x)
keN

dizinin (I), uzayinda oldugundan

1
k

A

Tk

1
1 k
im |a|x =

1. ((I3)y,+) degismeli gurup dur.

(i x,9,2 € (Iy)olsun. Budurumda &, = x; + x5 + -+ xp, Mg =y1 + Yo + -+ yp Ve

Up = Z1 + Z -+ + z;, olmak lizere x = (i—’,‘c) Yy = (Z—i) vez = (Z—Z) dir.

Simdi (x + y) + z = x + (¥ + z) oldugundan gosterecegiz.

(E_k+n_k)+v_k=(s‘k+nk>+v_k=((s‘k+nk)+vk>=(fk+(nk+vk)>

T Ty Us” Tk Tk Tk T
v
= (f—k>+<€n—k+—k> =x+((y+2z)
Ty T Tk
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(i) Vx,y € (I); olmak tizere x + y = y + x olup

x+y = (xl +y1; X2 +y2!"'l Xk +yk!)
= (yl +x1! ) +x2"":yk +xk"")
= (YI'yZI'“’ykI'") + (xlleI""xkl"')

=y+x.
(il)  Vx € (I3)y i¢in 30 € (I}), vardir 6yle ki x + 0 = x dir. 0 = (0,0,0, ---) dizisi ve
(7%) - 0 olup
0
X+ 0= (Ek) N (_) _ (€k+o> _ (ﬁ) .
Uy” Uy” Tk Ty
(iv)

Vx € (I}); icin 3 — x € ([3),vardir 6yle ki x + (—x) = 0 olup x = (x;) dizi —x =

(—x) olugundan x + (—x) = 0 dir. (—x)dizine (=) dizini elde edilir.
k

Sk

Ty

1

Ty

1
k
_)0

2. Simdi (I3), uzaymn - iglemi ile ilgili 6zelliklerine bulalim.

Q) Vx € (I3);i¢in1 € Colmakiizere 1 x = x,x € (Ix) olupx = (x4, X2, "+, X, ) =
(E—k) € I' dir.
Tk
1.x= 1.(x1,x2’...’xk’...)
— (1.x1,1.x2’...’1-xk’...)
= (xl’xz’---'xk’-.-)
=x
(i)

Vx,y € (I); i¢in A € C olmak tizere A(x + y) = Ax + Ay dir.

Ax+y) =A0x1 +y1, X2+ Y2, Xk + Vi)

= (A1 + y1), A(x2 + ¥2), -, Al + Vi), o)
= (Axy + Ay, Axy + Ayy, -, Axe + Ay, =)
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= (Axq, Axg, -, AXpe, -+ ) + (Ay1, A2, AV, )

= A(xpxz' Xk ) + /1()’1;)72, 5 Vko )
=Ax + Ay

(iii)  Vx € (Iy); i¢in A, u € C olmak tizere (A + u)x = Ax + ux dir.

A+ wx = (A+wWxy, A+ ) xz,-, A+ 1) x,-+)
= (Axqy + uxy, Axy + px, A X + U Xp, )
= (Axy, 23, At ) + (g, 10X, W)
= A0, X9, Xper ) + (%, X0 0, Xy -+ )

= Ax + ux
(iv) Vx € (Iy) icin A, u € C olmak tizere A(ux) = (Au)x dir.

A(ux) = A(uxq, pxz, =, P, =)
= (Apx1), Alpxz), =+, Auxy), =)
= (()xy, Mz, -, A)x, )
= (A (xq, X2, Xge, )
= (Awx

bu ispat tamamlar.
Teorem 3.5.4. A, < [(I}),]? < A,(A) (Gurumoorthy and Chandrasekhara Rao, 2012).
ispat 1. adim. Teorem 3.5.2. den (I}),; © I, dir. Béylece (I,)# < [(I3)]Polup

()P = Ay < [T (3.39)

elde edilir.

2. adim. y = (y;) € [(I3),]? olsun. x € (I), dizisini f(x) = Y% 1 xeVk » n=123,-, 6" =
(0,0,0,---,0,0,7,0,0,--) olmak iizere x =6"— 6" =(0,0,0,---,0,0,7,—7,0,0,---) seklinde
tamimlayalim. Boylece (6™ — 6™*1) = y,, — y,,41 dir. Dolayisiyla

Yo Yni1
MTpn  Tntt

= |f (" = ™D < Ifll d((6" — 6™, 0) < Ifl- 1
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Yn _ Yn+1

olup

siirhdir. Boylece. (73;—") € A, (A) olup

[(I)7]F < A, () (3.40)

elde edilir. Sonug olarak (3.39.) ve (3.40.) ifadelerinden A, < [(I3),]? < A,(A) olup bu da ispat

tamamlar.
Teorem 3.5.5. ((I),,)? = A,, (Gurumoorthy and Chandrasekhara Rao, 2012).

ispat 1. adim. y € [(I3),]? olsun. Kabul edelim ki y & A, olsun. Bu durumda her n dogal sayzs1 i¢in

1
Yk n) kn)

1
> ™ (n = 1f2;3;'”)
n

nk(n)

1
olacak sekilde bir k¢ indisi vardir. x = (x;) dizisini :;—i = {F ; k = k() seklinde tanimlayalim.
0

Boylece diger durumlarda sonsuz sayida k igin

(22) > 1 (3.41)

Tk

oldugundan x € I}, dir. Simdi z = {z;} olmak {lizere

X1

T[__S k=1
Z_{Zk}_ xkl

— k=23,

Ty

dizisini g6z Oniine alalim. Bu taktirde z € [, dir. Ayrica (?) =0 olup z € (I3), dir. (3.41)
k

esitsizliginden }, (%) serisi yakinsak degildir. Boylece y & [(I3)]? olup celiski elde edilir. O halde

[(I)r)f € 4y (3.42)
dir.

2. adim. Teorem 3.5.4. den
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Ar € [(F)R)P (3.43.)
elde edilir. Sonug olarak (3.42.) ve (3.43.) ifadelerinden [(I3),]? = A, olup bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.5.6. x € I; olsun. Bu durumda x € [(I),] olmasi i¢in gerek ve yeter sart z;lez—k =0
k

olmasidir (Gurumoorthy and Chandrasekhara Rao, 2012).

Ispat. Z,}”ﬂZ—k =0 (3.44))
k
olsun. x € I; oldugu igin (3.44.) serisi mevcuttur. Serinin toplamini s ile gosterelim. Bu durumda
Ek

(—) — s, k - oo dir. Boylece s # 0 ise x & I;. dir. Simdi ise s = 0 olsun. Bu durumda

Tk

(%) = - Tz () (345)

Tk

. 1,
esitligi gergeklenir. Ozel olarak 0 < ¢ <% olsun. (3.45.) esitliginden her v > k igin (?) "<e

k+1
olacak sekilde bir k sayisi vardir. Buradan da ¢ < % oldugundan |Z—k| < Yok &Y = 81—8 < £ olup
" —

€ [(I})]dir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.5.7. I, uzayindaki metrik topolojisi ile [([3);] uzayi I, uzaymnda kapalidir (Gurumoorthy
and Chandrasekhara Rao, 2012).

Ispat. x € I, — [(I}),;] olsun. Bu durumda s = 0 dir. £ > 0 verilsin. Eger d(x,y) < € ise

I
k k =

k=1 k=1

esitsizligi gergeklenir. € yeterince kiigiik secildiginden d(x, y) yeterince kiigiik olup
Z Yk
g
k=1

elde edilir. Boylece Teorem 3.5.6.dan y & [(I}),] dir. Benzer olarak B (x, €), x merkezli € yarigapl agik
top olmak tizere her y € B(x, €) i¢iny € I,; — [(I)] dir. Dolayisiyla x € B(x, ¢) < I, — [(I3),] olup
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x eleman1 I}, — [(I}),] uzaymnn bir i¢ noktasidir. Bu ise I;; — [(I),] uzaymin I" uzayinda a¢ik olmasi

demektir. Sonug olarak [(I}),] uzay1 kapali olup ispat tamamlanr.
Teorem 3.5.8. [(I3)] uzay1 tam metrik uzayidir (Gurumoorthy and Chandrasekhara Rao, 2012).

Ispat. d(x,y),TI, uzayinda bir metrik olsun. Bu durumda [(I}),] kisitlamas1 i¢inde bir metrik olup

((I3) , 4) ikilisi bir metrik uzaydir. Burada

K

d(x,y) = supy {|% k= 1,2,3,--.}

olup Teorem 3.5.6. dan ((I3), , d) uzay1 I;; uzaymin kapali bir alt uzayidir. Ayrica I; uzayi tam metrik

uzay oldugundan (I}), uzayinda tam metrik uzaydir.
Teorem 3.5.9. ((I3) , d) ayrilabilir bir metrik uzaydir (Gurumoorthy and Chandrasekhara Rao, 2012).
ispat.

6t ={m,00,-,},

62 ={0,7,0,0,-,},

8k ={0,0,0, -+ ,0,0, 7}

olsun. © > 0 sabit bir say1 olmak ftizere {m, 7, 0,0,---,} dizisini alalm. Bu durumda A =

{o1, 02, } kiimesi I}; uzayi igin bir Schauder bazidir. O halde

pl — {7.[, -m,0,0, - ’}’
p2 = {O;T[; _T[:O;O;'" '}'

p¥ =1{0,0,0,-,0,0, 7, -}

olmak iizere B = {pt, p?, -+ } kiimesi ((I}), , d) metrik uzay1 icin bir Schauder bazidur.
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4.BULGULAR ve TARTISMA
4.1. Oran Hahn Dizi Uzay:

Bu kisimda ise h,; oran Hahn dizi uzay1 géz oniine alinarak bu uzaya ilisken gesitli sonuglar

verildi.

Teorem 4.1.1. Her x = (z—i) Y = (Z—:) € L, ve dy(x,y) = |llx — y|l| olmak tizere (I, ,d;) uzay1 bir

tam metrik uzaydir (Balasubramanian ve Chandrasekhara Rao, 2013).

ispat. Kabul edelim ki x™ = (x,((n)) dizisi (I, , d;) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Ayrica I, c I5°

ve vx=(%) , y=(%) el isin de(ry) = 2Bl — yicll < TiZollxi — yill = dy (x,¥)

T T

oldugundan (x™) dizisi ayn1 zamanda (lf, dw) uzayimda da bir Cauchy dizisidir. (zf, dw) tam uzay

oldugundan (x(")) > x=(x) €1 dir. Simdi ise x €l, ve lim dl(x("),x) =0 oldugunu
o n—-oo

T

gosterelim. € > 0 igin
dy(x™,x®) < % (n,v = ny) (4.1.)

olacak sekilde bir ny € N sayisi segelim. Her N € N igin lim doo(x(”),x) = 0 oldugundan vy = ny
n—-oo

icin
1
doo(x("),x) < E%(v > vy) 4.2)

olacak sekilde bir vy € N sayisi segebiliriz. Boylece N € N her n > n, ve her v > vy i¢in (4.1.) ve
(4.2.) ifadelerinden

N N N
2 57 =xl < 0 1 =2 + 2, [ -
k=0 k=0 k=0

< d1(x(n),x(v)) + Ndoo(x(”),x) < §+§ =¢

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla Ve > 0 icin 3n, € N oldugunda Vn = n, i¢in x™ —x € [, dur.

Buradan x € L, ve lim d;(x™,x) = 0 olup x™ — x dur.
n—-oo
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Teorem 4.1.2. h,; oran Hahn dizi uzay1 |||x]||| = {||x0|| + Yk ”%—@
k

Tk+1

< oo} normu ile bir

Banach uzayidir (Balasubramanian ve Chandrasekhara Rao, 2013).

Ispat. x_1:=0 olmak izere T (g, [l Ila,) = (I 1), Gei) = (= xg—y) dBnilsiimii

izometrik izomorfizmdir. O halde Teorem 4.6.1 den (hn 1 hn’) uzay1 bir Banach uzaydir.

Teorem 4.1.3. h, = L, 0 [(bv), = L, N [(bvy), (Balasubramanian ve Chandrasekhara Rao, 2013).

Ispat. k = 1,2,3, - i¢in

J A%k _ Qkt1 A (ﬂ) (4.3)

Tk Tk+1 Tk

olupa€hiseoo >Y%  k ”Aa"” >y ”A(ka")” -y, ”a"+1 elde edilir. Bu taktirde h,, c I,

Tk+1

oldugundan Y}, ||A( )” < oo olup

hy C Ly 0 [(bv), 4.4)

dir. Karsit olarak (4.3.) esitliginden a € I, N [(bv), i¢in 00 > Y2, ”Zk”
k1

e ()] =

Sk || 5| ve Lim 2 = 0 elde edilir. Bu se

k—oo Tk
Le N [(bV), € hy (4.5.)

demektir. Sonug olarak (4.4.) ve (4.5.) ifadelerinden h, = L, N [(bv),; = I, N [(bvy), elde edilir.

Teorem 4.14. h, = (aoo)f (Balasubramanian ve Chandrasekhara Rao, 2013).

T

ispat. hg = (0 )1 oldugundan ispat i¢in hﬁ uzaymi bulmamiz yeterlidir. [, = (Co)ég ve (bv), =

T

(cs)f oldugundan [ (bv), = (d(cs))f olup h; = L N [(bv), oldugundan ispat tamamlanir.

T

Teorem 4.15. h, oran Hahn dizi uzayr AK 06zellikli bir BK uzayidir (Balasubramanian ve
Chandrasekhara Rao, 2013).
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Ispat. I, uzay1 |||all| = X5, ||Z—i|| ve [(bvg)y uzayr ||lalll = Xieq ”A(%)” normlar1 ile AK

ozellikli birer BK uzayidir. iki AK 6zellikli BK uzaymnimn arakesiti de AK 6zellikli bir BK uzayi

oldugundan ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.6. Asagidaki 6nermeler saglanir.

1 hr = (0x0)1
(ii) (00)1 = (h)1 Burada h’, h nin eslenik uzayidir (Balasubramanian ve Chandrasekhara

Rao, 2013).

ispat.
()  hg, AK ézellikli bir BK uzayi oldugundan h? = h olup h? = (6,,)1 oldugundan

h;, = (04)1 elde edilir.

(ii) oo uzayl|||all| = SUP yn=1 Ll%“ normu ile AK ozellikli bir BK uzayidir.
k

Boylece (ao)f = (0p)1 dir. Bu durumda (Uo)f = h, oldugunu gdstermeliyiz. [(0g)y =

T

J((co)r + (€5)z) oldugundan (o0) = (co)r + (d(cs)),_ olup (ao)% = (cp)f N (d(cs))! = hy elde

edilir. Boylece (CO)[; =1, ve (d(cs))f = [(bv), olup I, N [(bv), = h, elde edilir.

Teorem 4.1.7. h;; oran Hanh dizi uzay1 l; normlu oran uzaymin bir alt uzay1 olsun. Bu durumda eger

h; tam uzay ise kapalidir (Balasubramanian ve Chandrasekhara Rao, 2013).

Ispat. x, h,; uzaymin bir limit noktas: olsun. Bu durumda x merkezli her agik yuvari h,; uzayinmn x den

baska noktalarini da igerir. Ozel olarak n pozitif bir tam say1 olmak iizere S (x, i) acik yuvari huzayinin

x den baska bir x,, noktasini igerir. O halde n i¢in {x,,}, h, de |[|x, — x||| < % olacak sekilde bir dizidir.
Buradan lim x,, = x olup {x,,} dizisi [, uzayinda ve dolayisiyla h,, uzayinda bir Cauchy dizisidir. Boyle
n—-oo

ce h, tam uzay oldugundan x € h, dir. Bu ise h; nin kapali oldugunu ispatlanir.

Teorem 4.1.8. h;; oran Hahn dizi uzayi l; Banach uzayinin bir alt uzay1 olsun. Bu durumda eger h, uza

y1 kapali ise tamdir (Balasubramanian ve Chandrasekhara Rao, 2013).

Ispat. {x,,}, h,; uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Béylece {x,,} < [, dir. [, tam uzay oldugundan en az
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bir x € 1, i¢in x,, — x dir. Bu durumda x € h, ya da x in her komsulugu xden baska noktada igerir. B6
ylece x, h;; uzaymnin bir limit noktasidir. h;; uzayi kapali oldugundan x € h, olup bu da ispati tamamlar.
Teorem 4.6.7. ve Teorem 4.6.8. den h; uzay1 l; Banach uzayimin bir alt uzay1 olmak tizere h, uzayinin

tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart kapali olmasidir.

Ornek 4.1.9. K uzayinda Sn # 0 olmak {izere sayida n ler i¢in K, x = (?,?, E—", 0:- ) seklinde
n 1 2 n

tanimlanir dizilerin bir ¢,; uzayim goz 6niine alalim. Ayrica goriiliir ki ¢,; € (co)r € Iy ve @ # (Co)x
dir. @5 uzaymin (17, ||| |||») uzayindaki kapanist (cy), oldugundan ¢, , ;7 uzayinda kapal degildir

ve boylece ¢, uzayi |||. ||| normu tarafindan indirgenen norm ile tam olmayan bir normlu uzaydir.

Ornek 4.1.10. Her p > 1 reel sayis1 icin ¢, € I2 © (co) 0lup (co) uzay1 [2 uzaymin (cg),, deki
kapamis1 ve IE # (cq), oldugundan [? uzay1 (o), uzayinda kapali degildir. Boylece I2 uzay1 |||. ||| oo

normu tarafindan indirgenen norm ile tam olmayan bir normlu uzaydir.

Ornek 4.1.11. p = 1 icin ¢, < [¥ dir. ¢ uzaymin (lf;, - 1] |p) uzayindaki kapanist [2 ve ¢, # [0
oldugundan ¢, , 2 uzayinda kapal degildir. Boylece ¢, uzayt |||. || |, normu tarafindan indirgenen

norm ile tam olmayan bir normlu uzaydir.
4.2. [ 1, Oran Uzayr

Bu boliimde [ I, oran dizi uzaymin BK-AK &zellikli olmasi goz dniine aliarak bu uzay igin

kararl kiime 6rnekleri verildi. Ayrica bu uzaya ilisken bazi matris doniisiimleri incelendi.

Teorem 4.2.1. [ I, oran dizi uzay: bir BK uzaydir (Subramanian vs, 2007).

Ispat. x = (x;) € [ I olsun. [ I, uzay1||x|| = ¥p=, k |?| normu ile bir Banach uzayidir. Her k =
k

1,2, igin f, (x) = x;, tammlanirsa

Xk
Tk

il = 1|+ 2|2+ +k

+ .-

X1
T

X2
T

1 2

olup

— x| = ||x
b < il
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oldugundan |x| < M||x|| = |fi(x)] < M]|x|| olup her k igin fj siirekli bir lineer fonksiyoneldir.

Béylece [ L bir BK uzayidir.

Teorem 4.2.2. [ I, oran dizi uzay1 AK &zellikli bir BK uzaydir (Subramanian vs, 2007).

Ispat. x = (x;) € [ I, olsun. Bu durumda

x[n] = {‘xll‘xZI‘x?)l ”'ani OIOI '”}

X = x[n] = {0'0'0"")xn+1!xn+2 I}

”x - x[n]” = ”0;0;0)""xn+1lxn+2 ) ”
[oe]
Xk
= k |— - 0,n—> o
Ty

kzn+1

dir. x = (x;) € [ I oldugundan lim ||x — x[™|| = 0 = x[™ - x, (n - ) olup [ I, , AK 6zelliklidir.
n—oo
Bu da ispat1 tamamlar.
Xk

Teorem 4.2.3. A = {x = (xp) : Y1 % (—) — 0} olsun. Bu durumda 4 c [ [, dir. Ayrica A, A nin

Tk

kapanis1 ve 5 = (1,0,0, ---) olmak iizere 6 € A dir (Subramanian vs, 2007).

Ispat. x = (x;) € A olsun. Bu durumda ¥, A2 |;—"| = 0 dir. Ayrica Y ysni1 s |%| < Yis1 i || -0,
k k

Xk
TT,

(n - ) olup x = (x,) € [ L oldugundan

x! = (1,0,0,-)
x? = (1,-%2,00,)

-z
X3 = (0,0,—”3 0,0,---)

=,
A3

xk = (1,0,...’ Tk 0,0,...)

I
Ak

alarak her k igin x* € A elde edilir. Boylece || 51— xk” = ||<0,0,"',%, 0,0, )” = % -0,
k

(k > ) olup 81 € A dir. Bu ise ispat: tamamlanir.
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Teorem 4.24. A = {% 8"} kiime olsun. Bu durumda E, [ I, oran uzayi igin bir karali kiimedir

(Subramanian vs, 2007).

Ispat 1. adim. A, E nin mutlak konveks hull u ve D = ¢ n {[ L, deki kapali birim top}) olsun. x € A

alalim. Bu durumda Y- ;|t;| < 1 olmak tizere

X = Yke1 tiSk

_ LS L) Tm
X = (tlT,t27,"',th,0,0)
>XEQ (4.6.)
elde edilir. Ayricax = Y72, tg % 5% oldugundan her iki tarafin normu alinirsa
m
_ Tkl 11500
Il = > leel [75] 6]
k=1
elde edilir. (4.6.) ifadesinden
16 = Ziake || = || ve llxll < Bl < 1 (47)
k=17 |7 r S Zg=1ltkl = A

olup x|l < 1 oldugundan x, [ I, uzaymndaki kapal birim topa aittir. Ayrica

Skn'k _ {1.71:1 2.M | MAy

x=2;(n=1tkT_ 1’ 2" " m ;0:0:"'} (48)

olup (4.7.) ve (4.8.) ifadelerinden x € D dir. Buda

AcD (4.9.)
olmasi demektir.
2.adim. x € D olsun. Budurumda x € @ ve ||x|| < 1ise x = {x1,x5,x3,"**, X, 0, } (4.10)
1 2 m
= (n_lxl) Sq + (n—zxz) Sy + -+ (axm) Sm

38



Marya ALIZADA, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

k k o
olup ||x|| < Zn—kxk ve Yreq |n—kxk| < ||x|| < 1 dir. Boylece x € A olup

DcA (4.11)
dir. Sonug olarak (4.9.) ve (4.11.) ifadelerinden A = D elde edilir.

Teorem 4.2.5. n,k = 1,2,3,--igin A = (a,y) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda A € (f l;:ls)

TgAnk

olmasi i¢in gerek ve yeter sart sup < oo olmasi dir (Subramanian vs, 2007).

(nk)

Ispat. E , [ L; oran uzayu igin bir kararli kiime ve l,, bir BK uzay1 olsun. Ayrica

Us Uy Ty
As(k) = (Talk'?azk' cee ’Tank' .-.)

alalim. Bu durumda A € ([ I : l,,) olmast igin gerek ve yeter sart A[E], l,, uzayindaki sinirl olmasi

dir. Boylece sup %

(n,k)

< oo olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.6. n,k = 1,2,3,-+-igin A = (a,;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda

a) A€ (Jly:c) &

(i) sup Tk Ank

(nk)

< oo

(i) k =1,2,3,- igin lim a,; = 0.
n—oo

b) A€ ([ly:c) &

(i) sup |k < oo
(nk)
(i) k=123, i¢in lim a,, = «a.
n—oo

< 00,

p
) Ae(flz:ly)p21 & sup Y |t
n,

d) A€ ([l;:bv) &

. s
(i) 5(%) Zz?=17k |Gnge = an—1c| < 0

(i)  apx = 0.
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e) A€ ([l;:bvy) &

. w T
(1) S(%) Zk:l?k |ank - an—l,k' <

(i) ag=0

@iii)  k=12,3,---i¢in lim a,;, = 0.
n—-oo

fy Ae([l;:bs) e sup X,
(mk)

9) A€ (Jlr:cs) & sup Xy
(m )

hy A€ ([lg:l,) & sup Xy
(nk)

) A€(flil) e supSe,

(n,k)

TgAnk
TgAnk
TgAnk

kpi

TTgAnk

< oo olmasidir (Subramanian vs, 2007).
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Oran dizi uzaylar ele alind1 ve onlarin topolojik 6zellikleri incelendi. Ayrica kesitsel oran dizi
uzaylarindaki kararli kiimelere iligkin ¢esitli sonuglar1 gosterildi. Bununla birlikte analitik ve tam

dizilerin oran uzaylarina iliskin sonuglar verildi. Ayrica oran Hahn dizi uzay1 ve bu uzayin bazi temel

ozellikleri ele alindi. Integrallenmis If , oran uzayinin BK-AK 6zellikli olmasi detayli bir sekilde ele

alind1 ve bu uzay i¢in bir kararli kiime arastirildi. Son olarak da oran dizi uzaylar1 ve topolojik 6zellikleri

kullanilarak bazi sonuglar verildi.
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