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@, R tizerinde surekli diferensiyellenebilen ve

lm Q) =0, [ (+1)IQ'@lds <o

z—rt 00

kogullarim1 gergekleyen kompleks degerli bir potansiyel fonksiyon ol-
mak tizere L,(R) uzayinda tanimh olup Klein-Gordon s-Dalga denklemi
olarak adlandirilan

y" + (k- Q(z)’y=0, z€R=(-00,00)

diferensiyel denklem yardimyla firetilen operatorii L ile gosterelim.

Birinci bolimde, spektral analizin temel tanimlar1 ve 6nemli teo-
remleri verilmistir. Ayrica daha once elde edilmis sonuclar da ifade
edilmistir.

Ikinci béliimde, L operatdriiniin Jost ¢dziimleri verilmis ve bu ¢o-
ziimlerin Ozellikleri incelenmistir. Ayrica sonraki bolumlerde onemli
rol oynayan D (k) ve D_(k) fonksiyonlar1 tammmlanmgtir.

Ugiincii ve dordiincii boliimlerdeki sonuclar tezin orijinal kismmm
olugturmaktadir.

Ugiincii boliimde, analitik fonksiyonlarin birebirlik teoremleri kul-
lanilarak L operatoriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin yaps-
smin ) potansiyelinin sonsuzdaki davranmigina bagimhhg incelenmistir.
Ayrica, L operatoriiniin sonlu sayida sonlu kath 6zdegerleri ve spektral
tekilliklerinin var olmas i¢cin ) potansiyel fonksiyonun iizerine konul-
masi gereken kosullar bulunmusgtur.



Dordincia boélimde, ozdegerlere ve spektral tekilliklere kars: ge-
len esas fonksiyonlarin ozellikleri aragtirilmig, 6zdegerlere ve spektral
tekilliklere kargihk gelen esas fonksiyonlarm, swrasiyla, L(R) ve H_
uzaymndan oldugu ispatlanmigtir.

1999, 63 sayfa

Anahtar Kelimeler : Spektral analiz, Jost ¢6ziimii, 6zdeger, spektral
tekillik, esas fonksiyon
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In this study, we denote the operator L generated in the space Ly(R)
by the Klein-Gordon s-wave equation
y" + (k- Q(z))’y =0, z€R=(-00,00)

by L, where @ is complex valued potential function, continuously dif-
ferentiable on R satisfying the cooréditions
lim Q@) =0, [ (1+2)I@ (2)lds < .
z—too —00

In the First Chapter, some basic definitions and main theorems
on spectral analysis have been given. Also some earlier results are
mentioned.

In the Second Chapter, the Jost solutions of the operator L are
defined and its properties are examined. Moreover, the functions D (k)
and D_(k) which play an important role in the following chapters are
given.

The Third and the Fourth Chapters of this thesis contain the original
parts of the study.

In the Third Chapter, the structure of the eigenvalues and the spec-
tral singularities of the operator L are examined considering the be-
haviour of the potential @ at infinity using the uniqueness theorem of
analytic functions. We also find the conditions on the potential func-
tion @ under which the operator L has a finite number of eigenvalues
and spectral singularities with finite multiplicities.

111



In the Fourth Chapter, the properties of the principal functions
corresponding the eigenvalues and the spectral singularities are inves-
tigated. We prove that the principal functions corresponding to the
eigenvalues and the spectral singularities of the operator L belong to
Ly(R) and H_, respectively.

1999, 63 pages
Key Words : Spectral analysis, Jost solution, eigenvalue, spectral sin-
gularities, principal function
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ONSOZ

Matematik, fizik ve fonksiyonel analizin bir¢cok problemi igin, diferensiyel o-
peratorlerin spektrumunun ve 6zfonksiyonlarinin bulunmas: gerekir. Diferensiyel
operatoriin tanim bolgesine ait olan keyfi fonksiyonlarin, bu operatortin 6zfonk-
siyonlarina gore seri ya da integral acihmi biciminde ifade edilmesi 6nemlidir.
Ornegin kismi tiirevli denklemlerin, belirli baglangi¢ ve simir kogullarim gergekle-
yen ¢ozlimlerini Fourier yontemi ile bulurken bu tip problemlerle kargilagilir. Bu
nedenle, diferensiyel operatorler bir cok matematikginin dikkatini ¢ekmig ve bu
konuda ¢ok sayida caligma yapilmigtir.

Bu ¢aligmalarin hepsi, diferensiyel operatorlerin spektrumlarinin aragtirilma-
sina, ozfonksiyonlara gore spektral acilimmn bulunmasina; yani spektral ana-
lizine iligkindir. Diferensiyel operatorlerin spektral analizi hakkindaki ¢aligmalar,
Kuantum Mekanigi icin biliyiik 6nem tagimaktadir. Kuantum Mekanigi’nin birgok
probleminin ¢6ziimiinde, spektral analiz temel olugturmugtur. Bu nedenle, Kuan-
tum Mekanigi'nin problemlerinden Klein-Gordon s-Dalga denkleminin spektral
ozelliklerinin incelenmesi gerekmektedir.
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SIMGELER DIZINI

R Reel sayilar ciimlesi

C Kompleks sayilar ctumlesi

R* R\{0}

R4 [0, 00)

D(A) A operatoriniin tamm cumlesi
R(A) A operatoriiniin deger ciimlesi
Wif1, f2l f1 ve fa ¢oziimlerinin Wronskiani
o(1) sonsuz kuciik degerler

Ry (L) L operatériiniin resolventi

p(L) L operatoriiniin resolvent cimlesi
o(L) L operatoriinin spektrumu

o4(L) L operatoriniin ayrik spektrumu
o(L) L operatoriniin stirekli spektrumu
oss(L) L operatoriintin spektral tekillikleri
L* L operatoriinun adjointi

[(z) Gama fonksiyonu

H Hilbert uzay:

B(k) Blaschke ¢arpim

() I’'min Lebesque ol¢iimii

L,[0,0) {f: 5" 1f(@)dz < oo}

lim Ly’nin normu anlaminda yakinsakhik

vii



ICINDEKILER DIiZINi

OZET

ABSTRACT

ONSOZ

TESEKKUR

SIMGELER DIZINi

1. GIRIS

1.1. Caligmanin Kapsami

1.2. On Bilgiler

2. L OPERATORUNUN JOST COZUMLERI

3. L OPERATORUNUN RESOLVENTI VE SPEKTRUMU
3.1. L Operatoriniin Resolventi ve Spektrumu Hakkinda

3.2. L Operatoriiniin Resolvent Cilimlesi ve Siirekli Spektrumu

3.3. L Operatérinin (")zdegerlerinin ve Spektral Tekilliklerinin Yapisi
4. L OPERATORUNUN ESAS FONKSIYONLARI
KAYNAKLAR

OZGECMIS

Sayfa

ii
iii

iv



1.GIRIS

1.1.Caligmanin Kapsama:
Ly(R4) uzayinda tanimh
lo(y) = —y" + ¢(z)y, = € Ry =[0,00) (1)

diferensiyel ifadesi ve y'(0) — hy(0) = 0 simir kogulu yardim ile tiretilen operatéri
Lo ile gosterelim. Burada ¢ kompleks degerli bir fonksiyon ve h € C dir. Ly
operatorinin spektral analizinin incelenmesine ilk olarak 1960 yihinda Naimark
tarafindan baglanmigtir. Naimark Lo operatoriiniin spektrumunun; ozdegerler,
siirekli spektrum ve spektral tekilliklerden olugtugunu gostermistir. Spektral tekil-
likler, 6zdeger olmayan stirekli spektrum tizerinde yer alan resolventin ¢ekirdeginin
kutuplandir. € > 0 olmak tizere

/:0 e““lg(z)|dz < o0

kogulu varsa, Ly operatoriiniin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri sonlu sayidadir.
Bunlarin katlar: da sonlu sayidadir.

Naimark’in sonucu, Kemp[1958] tarafindan reel eksen {izerinde tamimh diferen-
siyel operatérlere, Gasymov[1968] tarafindan ti¢ boyutlu Schrédinger operatorlere
genisletilmistir.

Spektral analizde ¢ok onemli bir adim da Pavlov[1967] tarafindan atilmgtir.
Ly operatoriniin spektral tekilliklerinin yapisinin, potansiyel fonksiyonunun son-
suzdaki davranigina bagh oldugu gosterilmis ve Ly operatoriiniin esas fonksiyon-
lar1 kullanilarak spektral acilim elde edilmigtir. Pavlov’un calismasi, spektral
tekilliklerin de dikkate alinarak spektral acilmin verildigi ilk ¢ahigmadir. An-
cak spektral agilimda spektralitekilliklerin etkisi tartigilmamigtir. Hruscev[1984]
tarafindan da Lg operatoriiniin spektral tekilliklerinin yapisimin potansiyel fonk-
siyonunun sonsuzdaki azalma hizina bagimlihg: problemi incelenmigtir.

L operatoruniin spektral analizinde spektral tekilliklerin 6nemli rol oynadig:
Lyance[1967(a-b)] tarafindan gosterilmistir. Lyance, ayn1 zamanda, spektral ag-
limda spektral tekilliklerin etkisini de incelemigtir.

Krall[1965(a-e)] tarafindan ,K € Lo{R,) kompleks degerli fonksiyon ve
a,f € C olmak tizere (1) ve

| K@ute)s + ey’ - ) =0

siur kogulu ile Ly{R) uzaymda tamimh non-selfadjoint operatér verilmistir. Bu
operatorit L ile gosterecegiz. Krall, L operatoriiniin spektral analizini ayrintih
olarak incelemistir. Aym zamanda L; operatoriiniin L;* adjoint operatoriinii de



elde etmistir. L; ve L;* operatorlerinin 6zfonksiyonlarinin acihimi ve L; opera-
torinun Weyl teorisi Krall tarafindan incelenmistir.

Soyut selfadjoint olmayan operatorler Gasymov,et al.[1972] ve Maksudov,et
al.[1984] tarafindan ele alhinmigtir. Bu ¢alismalarda spektral tekilliklerin komgulu-
gunda selfadjoint olmayan operatdrlerin resolventinin Laurent acilimi incelenmis,
daha sonra bu agilim kullanilarak spektral tekilliklerin spektral analizdeki rolii
belirtilmigtir. Spektral tekillikleri olan dissipatif operatorlerin benzer siniflarinin
spektral analizi, fonksiyonel modeller teorisi ve sacilim teorisi kullamilarak Pavlov
tarafindan aragtirilmigtir.

Rolativistik Kuantum Mekanigi’'nde
v +(k-Q()’y =0, z € (~00,0)

denklemi kiitlesi sifir olan parcacigin radyal Klein-Gordon s-Dalga denklemidir.
L,(0, 0) uzaymda

y +(k—Q(z))’y =0, z€l0,o00)

denkleminin ve y(0) = 0 suur kogulunun yardimu ile iiretilen operatorii Lg ile
gosterilmistir. @) reel, analitik ve sonsuzlukta hizla azalan bir fonksiyon oldugunda
Lo operatoriiniin sonlu sayida, sonlu kath 6zdegerlerinin oldugu Degasperis[1970]
tarafindan gosterilmigtir. Greiner[1994] tarafindan, @ sabit, ustel azalan ve New-
ton tipinde bir potansiyel ise Lo operatoriiniin spektrumunun 6zdegerlerden o-
lustugu gosterilmistir. Ayrica bu 6zdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyonlar da bu-

lunmugtur.

Jaulent,et al.[1976(a-b)], @ reel, siirekli diferensiyellenebilen bir fonksiyon ve

/ " £{1Q(2)] +1Q (¢){}dz < oo

oldugunda, Lg operatoriiniin spektrumunun siirekli spektrumdan ve 6zdegerlerden
olugtugu ispatlanmigtir. Daha sonra o.(Lg) = (—00,00) oldugu gosterilmig ve
ozdegerlerin sayisal yapisi incelenmistir. Fakat Lo operatoriiniin spektrumu in-
celenirken bu operatoriin spektral tekilliklerinin olmadig kogul olarak kabul edil-
migtir. Ancak bu kosulun hangi potausiyeller i¢in gergeklendigi incelenmemigtir.

Ly(—00, 00) uzayinda

y' +(k—Q(z))*y =0, z € (—o0,00)

denklemi yardimiyla tamimlanan operatori L ile gosterelim. @ reel, (—oo,00)
arahiginin her bir sonlu altaraliginda mutlak siirekli ve




| " 2{10(=)] + 1@ (2)]}dz < o0

oldugunda L operatoriiniin siirekli spektrumunun o,(L) = (—o0, 00), 6zdegerleri-
nin sonlu sayida oldugu ve 6zdegerlerinin herbirinin katimin bir oldugu gosteril-
migtir [Jaulent,et al.,1976(a-b)].
L,(0, 00) uzayinda
~y" + [g(z) + 22p(z) = Ny =0, z €[0,00)

denkleminin ve

[ KG@wteyie +ay'©) - su(@) =0

stur kogulunun yardimi ile dogurulan karesel Schrodinger Operatorler demeti L(A)
ile gosterilmigtir. Bairamov,et al.[1999(a-b)] ¢aligmalarinda analitik fonksiyon-
larin birebirlik teoremleri ve toplanabilirlik garpanlarini kullanarak L(\) operato-
riniin spektral analizini yapmigtir. Spektral tekilligi olan ve yarum eksende verilen
Klein-Gordon s-Dalga denklemi ile Dirac sisteminin spektral teorisi

Bairamov,et al.[1997] ve Bairamov,et al.[1999] tarafindan ayrintili gekilde ince-
lenmisgtir.

Bu ¢alismada kompleks potansiyele sahip ve reel eksende verilmig Klein-Gordon
s-Dalga denkleminin 6zdegerleri, spektral tekillikleri, siirekli spektrumu ve spekt-
ruma kargilik gelen esas fonksiyonlarin 6zellikleri incelenmistir.



1.2.0n Bilgiler
Bu bolumde daha sonra kullanilacak tamimlar ve teoremler verilecektir.

Tanim 1.2.1:

D; ve D, ortak noktalar: olan herhangi iki bolge ve fi, D bolgesinde ana-
litik olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda D N Dy arakesitinde bulunan her z
noktas icin fi(z) = f2(z) olacak bicimde Dy bolgesinde analitik bir f, fonksiyo-
nu bulunuyorsa, fo fonksiyonuna f; fonksiyonunun Dy bolgesinden D, bolgesine
analitik devami denir.

Tamm 1.2.2:
f fonksiyonu bir D bolgesinde tanimlanmig olsun. Eger Vz;,22 € D icin

|f(21) —f(22)| < Mlzl '—Zzla, 0<a<l

egitsizligi gercekleniyorsa bu esitsizligi saglayan f fonksiyonu D bolgesinde
a. basamaktan Hélder kogulunu saghyor denir.
Teorem 1.2.3: (Privalov Birebirlik Teoremi)

g fonksiyonunun agcik iist dizlemde analitik oldugunu kabul edelim. E cumlesi
ise g fonksiyonunun reel sifirlarinin climlesi olsun. p(E) > 0 ise g(z) = 0 dir
[Privalov,1956).

Teorem 1.2.4: (Nevanlina Faktorizasyon Teoremi)

Eger f fonksiyonu D bdlgesinde sinirh, analitik bir fonksiyon ise, bu durumda
Vz € D igin f(z) = B(z).g(z) seklinde gosterilir, burada B Blaschke ¢arpimi, g
ise D bolgesinin i¢ fonksiyonudur, yani

lg(z)| <1, Vze D

dir [Garnet,1981].



Tamm 1.2.5:
Eger f € Li(—o,00) ise,

o) = [ fareeda

fonksivonuna f fonksiyonunun Fourier dontigiimi denir.

f € Ly(—o0,0) oldugunda ise N > 0 olmak iizere,

N
gn(A) = f_ . f(z)e~ ™ de

yazilir [Garnet,1981).

Teorem 1.2.6: (Plancherel Teoremi)

Lim, __gn(A) =g(})
olacak gekilde bir g € La(0, 00) vardir[Garnet,1981].

Tanmim 1.2.7:

f € Ly(—o0,00) oliak tizere Plancherel teoreminde tanimlanan

gA) =lim __gn(})
fonksiyonuna f fonksiyonunun Ly(—o0, 00) uzayindaki Fourier dontgtni denir
[Garnet,1981].
Tamm 1.2.8:(Tamamlayica Araliklar)

F birim ¢emberde (reel eksende) aynk bir cimle olsun. F in elemanlarim
icermeyen yaylara (araliklara) F' in tamamnlayic: yaylan (araliklan) denir.
Teorem 1.2.9:(Beurling Birebirlik Teoremi)

g(z) fouksiyonunun birim ¢emberde analitik, simra dek siirekli oldugunu ve
suurda Holder kogulunu sagladigam kabul edelim. FC[0, 27] Lebesque Olglist sifir
olan bir ctmle olmak tzere, Vz € F i¢in g(z) = 0, ve

1
Xv:lAv[InIA—vl = 00

ise g(z) = 0 dur. Burada |A,|, F climlesinin tamamlayia yaylarimn usunlugudur
[Carleson,1952).

(W4



Teorem 1.2.10:(Pavlov Birebirlik Teoremi)

g fonksiyonu C; da analitik ve blitlin tirevleri reel eksene dek siirekli olsun.
Buradan 6yle bir N pozitif tam sayis1 vardir ki

190 (2)| < Ak, k=0,1,2,..., |z|<2N

ve

—N o0
/ lrllsl(:tr‘)ld‘?(oo / lnlg(x)ldl_oo
—00 1+.’L‘2 N 1+$2

olur. Eger Lebesque 6l¢iisii sifir olan bir F ciimlesinde g fonksiyonu ve her
basamaktan tiirevleri sifir ise ve h keyfi bir pozitif say: olmak iizere,

/ I T(s)dB(F, 5) = —oo
0

kogulu saglamiyorsa bu durumda g fonksiyonu ozdes olarak sifirdir. Burada,
T(s) = inf} é—if—k ve O(F,s), F cimlesinin s-komgulugunun lineer Lebesque 6l-
clisiidiir [Pavlov,1967].

Tanim 1.2.11:(Gevrey Sinifi)

Acik st duzlemde analitik, reel eksende stirekli, sonsuz diferensiyellenebilen
bir f fonksiyonu icin

If™(z)] < Cfofn)n!nﬁ, O<axl

esitsizligi gercekleniyor ise f fonksiyonu a. basamaktan Gevrey simifindandir denir
ve bu siuf G, ile gosterilir [Hruscev,1977).

Tamm 1.2.12:(Gevrey Sinifi’ndan olan fonksiyonlarin birebirlik ciimleleri)
f € Gy (0 < a<1)olsun. Eger bir F ciimlesinde f fonksiyonunun kendisi

ve her basamaktan tirevleri sifira esgit oldugunda f = 0 ise, F' ye f fonksiyo-

nunun birebirlik simifi denir. Gevrey Smufi'ndan olan fonksiyonlarin birebirlik

climlelerinin tiimii €, ile gosterilir [Hruscev,1977).

Teorem 1.2.13:(Carleson Teoremi)

f € Ga (0 < @ < 1)olsun ve F de f fonksiyonunun birebirlik simifi bu-
lunmasin. Bu durumda, F kapalidir, Lebesque 6lcilisti sifirdir ve agagidaki kogul
gerceklenir:

3 ] < 0.
v



Burada |l,|, F climlesinin simirli [, tamamlayic1 araliklarimn uzunluklaridir
[Carleson,1952].
Teorem 1.2.14:(Riemann-Lebesque Teoremi)

f € Li(—00,00) igin

~ 1 oo .
= — t)e "o dt
floy= 2= [ ftte
f in Fourier donigimii olsun. Bu durumda

~

B, I(5) =0
dir [Titchmarsh,1962].

Teorem 1.2.15:(Lebesque Teoremi)
(gv(z)) Olgiilebilen fonksiyonlar dizisi ve

Jim, 0n(2) = g(2)

olsun. Eger, bir G € L1(—00,00) mevcut ve Vv igin |gy(z)| < G(z) ise,

lim gv(«‘C)d:::/g(:t)d:c
R R

v—v0
dir [Titchmarsh,1962)].

Tanim 1.2.16:
fs9 € Li(—00,00) ise

U*mww=[ffu—ndnﬁ

esitligine f ve g nin konvollisyonu denir [Titchmarsh,1962].

Tanmim 1.2.17:(Jost Coziimii)

Klein-Gordon s-Dalga denkleminin tiim sinirli ¢oziimlerine Jost ¢oziimleri denir.



2. L OPERATORUNUN JOST COZUMLERI :
Q kompleks degerli ve siirekli diferensiyellenebilen ve

im Q@) =0, [ (+1ehiQ @)lde < oo (2.1)

z—rZoo

kogullarim gercekleyen bir fonksiyon olmak {izere

y' +(k—-Q(z))?y=0, z€/(—o00,00) (2.2)

Klein-Gordon s-Dalga denklemini gozoniine alahm. (2.2) ile tamumh operatéri L
ile gbsterelim. Schrodinger denklemine benzer olarak, ft(z, k), f(z,k), g7 (2, k)
ve g~ (z, k) (2.2) denkleminin Jost ¢oziimlerini gostersin. Bu ¢oziimler icin

zli_)ngof"’(:c,k)e‘”‘” = 1, keCyp:={k:ke€C,Imk >0}
lim f(z,k)e*® = 1, keCy

Ili_)ngog"'(:c,k)eikx = 1, keCo={k:keC,Imk <0}
I}iglwg—(z, k)e-“" = 1, keC_

dir. (2.2) denkleminin (2.1) kogullar: altindaki Jost ¢Sziimleri

keCy:={k:keC,Imk >0}

olmak tizere

Fo(z, k) = eV (Db 4 / F(z,t)e ¥ dt (2.3)
. + I3 0 -
FHz, k) = " (@eikm 4 / F*(z,t)e'*dt, (2.4)
ve
keC.:={k:keC,Imk <0}
olmak tizere
(2, k) = e @ eiks 4 / G (z,t)e*dt (2.5)
gt{z, k) = g=iwt (@) g=ikz +/ Gt (z,t)e”*Fdt (2.6)



ile verilir. Avrica

w@)= [ awa wte)= | awe

olarak tanimlanmaktadur.

F*(z,t) ve G¥(z,t) cekirdekleri Volterra tipli integral denklemlerinin ¢oziim-
leri olup asagidaki kogullar: gerceklerler:

(P22, ), 165 (2, )] < e ()™ (27)
el 1GE @) < dif (D) + w(EE)
(28)
(2,01 1GE (e, 1) < el (Tad) + WL

Burada.

@)= [ " Q)P + 1@ O, 7h@) = [ “le®I +1Q ®)ldt

(@)= [ " [le— QW + 2000, ot @) = [ "t - )Q() +21Q()1dt

-0

W(z) = ;21Q@)E +1Q @]

ve ¢ > 0 bir sabittir [Jaulent,et al.,1976(a-b)]. Diger taraftan, f *(z, k) ¢ozlimleri
Cy :={k : k € C,Im k > 0} iizerinde g% (z, k) cozlimleri C_ := {k : k €
C, Im k < 0} fizerinde k ya gore analitik ve reel eksene dek siireklidirler. f%(z, k)
ve g¥(x, k) ¢oziimleri agagidaki asimptotik esitlikleri gergeklerler:



FE(z, k) = e¥*2[1 £ o(1)], k€ Ty, z — oo,
(2.9)
F(z, k) = eF*[+ik + 0(1)], k€ Ty, z— Foo,

g5 (z,k) = e¥*5[1 4 o(1)], ke T_, - oo,
(2.10)
9E(z,k) = eT*[Fik + 0(1)], k€ T_, z - +oo.

(2.9) ve (2.10) a gore f*(z,k) ve g%(z, k) ¢oziimlerinin Wronskianlan k € R icin

WIS @R e @bl = lim (e k)% (k) - 4202, R)g* (2, )
= x_lirilw[eiikr(q:ik)eq:ikz r_ (iik)e:l:ikze’:Fikz]
= F2k

dir. Buna gore f*(z,k), g% (z,k) ve f~(x,k), g~ (z,k) ciftleri k € R* = R\{0}
igin (2.2) esitliginin temel ¢Sziimler sistemidir. O halde k € R* icin agagidaki
bagintilar vardir:

fH(z.k) = a(k)f~ (2, k) + b(k)g ™ (z, k) (4)

9" (x. k) = e(k)f ™ (z, k) + d(k)g™ (2, k). (i4)

(2) bagintisindan

fH(z,k) = a(k)f~ (2, k) + b(k)g™ (2, k)/g™ ,(z, k)

fra(z, k) = a(k)f~o(2, k) + b(k)g~ ,(z,k)/ — g™ (=, k)
esitlikleri diizenlenerek

Wif*(z,k), g~ (z, k)]

a(k) = 2ik

katsayisi ve

10



FHa, k) = a(k)f~(z, k) + bk)g ™ (z, k)/ £ o, k)

fra(z, k) = a(k)f~ (2, k) + bk)g™ (2, k)/ — f (2, k)

esitlikleri diizenlenerek

+(g -
TP R )

katsayis1 belirlenmistir.

(i7) bagmtisindan

g7 (z,k) = c(k)f (. k) + d(k)g™ (2, k) /g™ (2, k)

9" o(z,k) = c(k)f (2, k) + d(k)g™ (2, k)/ — g™ (=, k)
egitlikleri dizenlenerek

C(k) - W[g+($,;:i)’;g‘(x, k)]

katsayisi ve

g (2, k) = c(k)f~(z,k) +d(k)g™ (2, )/ f~ (2, k)

9% (2, k) = e(k) [ o(z, k) + d(k)g™ (<, k)] — (=, k)
esitlikleri diizenlenerek

— W(f (=, k), g% (z, k)]

2k
katsayisi belirlenmigtir. a(k), b(k), c(k) ve d(k) fonksiyonlar: her k € R* igin
tanimlidir. b(k) katsayis1 Cy ya, c(k) katsayis1 C_ ye analitik devam ettirilebilir.
Bundan sonraki bolimlerdeki sonuglar, b(k) ve c¢(k) fonksiyonlarinm yardim ile
tanimlanan D, (k) ve D_(k) fonksiyonlar kullamlarak gosterilmistir.Yeni fonksi-
yon gosterimleri

d(k)

Dy (k) = =2ikb(k), D_(k) = 2ike(k)

11



3. L OPERATORUNUN RESOLVENTI VE SPEKTRUMU

3.1. L Operatoriiniin Resolventi ve Spektrumu Hakkinda:

A operatori H Hilbert uzayinda tanimlanmig herhangi bir operator ve A’nin
tamim kiimesi H iginde yogun olsun. Ri(A), p(A), o(A), 04(A), o.(4) ve o.(A)
ile sirasiyla A operatoriiniin resolventi, resolvent ciimlesi, spektrumu, ayrik spekt-
rumu, siirekli spektrumu ve rezidi spektrumu gosterilsin.

Tanim 3.1.1:
Eger Rx(A) := (A—kI)™! operatorii var, sinirh ve H nin tiimiinde tanimh ise
bu operatore A operatoriiniin resolventi denir.

Tanim 3.1.2:
A operatorinin p(A) resolvent ciimlesi

' Ry(A) var )
p(A) = | k:keC, Ri(A) siurh operator }
D(Rx(A)) = H
k s

olarak tanimlanir.

Tanim 3.1.3:
A operatorinin spektrumu

o(4) = C\p(A)

olarak tanimlanir.

Tanim 3.1.4:
A operatorunun ayrik spektrumu

o0i(A) ={k:k € C ve Rp(A) yoktur}

olarak tanimlanir.
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Tamm 3.1.5:
A operatoruniin siirekli spektrumu

( Ri(A) var )
oe(4) = J k:keC, Ri(A) sinurs1z operator $
D(Ri(A))=H
' )

olaraak tanimlamr.

Tanim 3.1.6:

A operatorunun rezidi spektrumu

( Ri(A) var )
k:keC, Ri(A) sturh operator

D(Rx(A)) # H

olarak tanimlanir.

Simdi
Az = kzr (232)

denklemini gozoniine alalim. Tamm 3.1.2 den (4i¢) denkleminin yalnizca z = 0
¢ozimiinin var olmasi halindeki k sayilarinin A operatériiniin resolvent climlesine
ait oldugu agiktir. (ii7) denkleminin z # 0 igin ¢dziimii var ise bunlara karsilik
gelen k lar A operatoriniin ayrik spektrumuna aittir.

Daha 6nce tammlanan L operatorinin ozdegerleri icin agagidaki teoremi vere-
lm.
Teorem 3.1.7:
o4(L)={k: k€ Cy,Di(k)=0}U{k: ke C.,D_(k) =0}
dir.
ispat:
ispa,t igin 6ncelikle
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My={k:k€Cyq,Dp(k) =0}, My={k:keC_,D_(k)=0}

ve M = M, U M, tanimlarini yapahm.
(a) ko € M; U M; olsun. Bu kabulde iki durum s6zkonusudur:
(i) Im ko >0, D+(ko) = 0;

D+(ko) = —22k0b(k0)
= W[f+($, kO); f~(ma kO)] =0

ise ft(z,ko) = cf~(z,ko) dir. Burada, f¥(z,ko), +oo daki ve f~(z,ko), —00
daki ¢oziimlerdir.

cf~(z,ko), —oc0<z <0

fH(z, ko), O0<z<o00

tamimum yapalum. U(z, ko), L operatoril ile tammlanan denklemin ¢dziimii olup
r = 0 noktasinda siireklidir. U(z,ko) € La(—00,00) dur. O halde ko, L opera-
torinin bir 6zdegeridir. Buna gore ko € o4(L) olup M; C 04(L) elde edilir.

(ii) Im ko < 0,D_(ko) = 0;

Uz, ko) = {

D_(ko) = 2Zkoc(ko)
= W[g+(:c,ko),g'(:c,k0)]=0

ise g*(z, ko) = cg~(z, ko) dir. Burada, g*(z, ko), +0o daki ve g~ (z, ko), —oo daki
¢ozimlerdir.

cg”(z,kp), —o0<z<0
gt (z, k), 0<z<o0

Ui(z, ko) = {

tanumini yapahim. Uj(z, ko), L operatorii ile tamimlanan denklemin ¢éziimii olup
z = 0 noktasinda siireklidir. Uy (z, ko) € La(—00,00) dir. O halde ko, L operato-
riiniin bir 6zdegeridir. Buna gére ko € o4(L) olup Mz C o4(L) elde edilir.

(¢) ve (1i) den de

My UM, C aa(L) )]

bulunur.
(b) ko € 04(L) olsun. Bu kabulde iki durum sozkonusudur:

14



(i) Im ko > 0 igin ko € o4(L) olsun. O halde ko 6zdegerine kars: gelen U(z, ko)
ozfonksiyonu vardir ve U(z, ko) € (—o0,00) dur. Im ko > 0 oldugunda z — oo
igin,
| WU (z, ko), f+(z,ko)] =0
oldugundan U(z, ko) = ¢ f*(z, ko) dir. Benzer gekilde, Im ko > 0 da 2 — —o0
icin,

W[U(E, ko), f—(:l?, ko)] =40
oldugundan U(z, ko) = c2f~(z, ko) dir. Buradanc = 2 ise FH(z, ko) = cf(z, ko)

ve

W[f+(.’l,‘, kﬂ)a f.—(x: kO)} =0
olur. O halde ko € M, ve o4(L) C M, dir.

(i) Im ko < 0 igin ko € g4(L) olsun. O halde ko 6zdegerine kars: gelen U;(z, ko)
ozfonksiyonu vardir ve Uy (z, ko) € (—00,00) dur. Im ko < 0 oldugunda z — oo
icin,

W[Ul (xa kO): g+(:L', ko)] =0

oldugundan U;(z, ko) = c3g9*(z, ko) dir. Benzer gekilde, Im ko < 0 oldugunda
T — —o00 icin,

W[Ul (.’II, ko)v g—(m’ ko)] =0

oldugundan U1(z, ko) = c49™ (2, ko) dir. Buradan ¢ = £ ise g*(z, ko) = €9~ (=, ko)
ve

W[g+(:z:, kO)ag— (2), kO)] =0

olur. O halde kg € M, ve o4(L) C M, dir. (i) ve (i4) den

oq(L) C My UM, (I1)

vazilir..

Sonug olarak (I) ve (II) den

O’d(L) =M; UM,
yani
oa(L) = {k:k € Cy,Da(k) =0} U {k : k € C—, D_(k) = 0}

oldugu elde edilir.
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Sonug 3.1.8:

k sayisinin L operatoriuniin ozdegeri olmasi igin gerek ve yeter kosul & € C;
icin D4 (k) =0 veya k € C_ igin D_(k) = 0 olmasidir.
Teorem 3.1.9:

L operatorinin reel eksende 6zdegeri yoktur.
ispat:

Im ko = 0 ise (2.2) nin temel ¢éziimler sistemi f~(z, ko), g7 (z, ko)
ve f*(z,ko), g¥(z, ko) dir. Yani;

WIf¥(z, ko), g% (z, ko)) = F2iko, = — £oo, Im ko =0

dir. Denklemin keyfi bir y(z, ko) ¢Ozilimii, reel eksende,
y(:E, kO) = clf_(zv kO) + ng_(l’, kO), RS (—007 OO)

dir. Bu esitlikten agsagidaki asimptotik esitlik elde edilir:

y(z, ko) = cre” k0% 4 poetkor o(l), z - —oo.

Y(., ko) € La(—o0,00) olmas: i¢in ¢; = ¢ = 0 olmahdir. Buradan y(z, ko) = 0
olur. Bu ise kg 1n 6zdeger olmasi ile geligir. O halde I'm kg = 0 da L operatoriniin

ozdegeri yoktur. Yani,

ga(L) N (—00,00) =0
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3.2. L Operatoriiniin Resolvent Ciimlesi ve Siirekli Spektrumu:

p+(L) = {k k€ C+aD+(k)'-)£0}a

p~(L) = {k : k € C_, D_(k)#0}
olsun.

Teorem 3.2.1:
p*(L) = p*(L) U p~(L) olup k € p*(L) igin Ri(L) resolventi bir integral

operatori olup

(Re) = [ R uRfed (3.1

bicimindedir. Burada, & € C4 i¢in

o L f-t,k)ft(z,k), —o<t<cz
RY(z,t;k) = Dy (k) {f“(:c,k)f‘*’(t,k), r Ay (3.2)

ve k € C_ igin

_ 1 g (t,k)gt(z, k), —o<t<zx
R (z,t;k) = 3.3
(@55 = 5% {g“(a:,k)g"‘(t, k), z<t<oo (3:3)
dir. O halde,
R*(z,t;k); ke€pt(L)

R(z,t;k) = 3.4
(#:8K) { R (z,t;k); ke€p (L) )

biciminde ortaya ¢ikar.

ispat:
k€ Cy, Dy(k)#0vek € C_,D_(k) # 0 olsun. Bu durumda,

W{f*(z,k), f (2, k)] #0

dir. k € C4,D4(k) # 0 ve k € C—,D_(k) # 0 kosullarim saglayan k lar icin (2.2)
denkleminin temel ¢oziimler sistemi f¥(z,k) ve f~(z,k) dir. (3.1) esitliginin
gosterilmesi icin, f(z) € La(—o0,00) olmak iizere

y' + (k- Q(2))*y = f(z) : (3.5)

homojen olmayan denklemi ¢oziilmelidir. Bunun icin Parametrelerin Degisimi
Metodunu kullanacagiz.

ft(z,k) ve f~(z,k), (2.2) homojen denkleminin kapal iistdiizlemdeki ¢oztiimleri
oldugundan
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Gi (e, k) = eif (2, k) + caf ~(z, k)
esitligi de (2.2) nin bir ¢dziimii olarak yazilabilir. (3.5) denkleminin
u(2,k) = (@) (2, k) + ea(@)f (2, k) (3.6)
biciminde bir ¢6ziimiini arayalim.
v (@ k) = & (@) (@, k) + o (@) (3, k) + cule)f* (2,) + ea(@)f (z, k)
yazabiliriz. Simdi
e (@) fF (2, k) + e (2)f (2, k) =0 (3
oldugunu kabul edelim. Bu durumda
w'(2,k) = @) fF (5, k) + ca(e)f~ (k)
' (z,k) = o (@) (2,k) + 2 (2)f 7 (@, k) + (@)Y (2,k) + ea(@)f (2,k)
olur. Son esitlik (3.5) denkleminde dikkate alinirsa,
o1 (@)fF (2, k) + ¢ (2)f (k) = f(2) (3.8)
bulunur. (3.7) ve (3.8) esitliklerinden de asagidaki denklem sistemi elde edilir:
e (2)fH(z, k) + ¢ (2)f (2, k) =0

(3.9)
o (@) fF (2,k) + e (@)~ (2,k) = f(2).
(3.9) sisteminin ¢6ziimiinden
o (@) = L)
D, (k)
62,(.2,') - f(iL‘)f+(:L‘,k)
D, (k)
olur.Buradan,
)= / FOF k)t + ex(—o00) (3.10)
alz " Di(k) oo ’ nmee .
ColT =—i— ~ + Col OO
(@)= gy . FOFF(E R + eafoo) (3.11)
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elde edilir. (3.6) ile tanimlanan y,(z,%) ¢6ziiminin Ls(—o00,00) da olmas icin
c1(—00) = 0, cz(o0) = 0 olmas: gerekir. Bu durumda (3.10) ve (3.11) esitlikleri

er(z) = D—j(T) [ m FOF (¢, k)t
(3.12)

1 o0
ca(z) = m—)/x F@F*(t, k)at
geklini alir. (3.12) ile gosterilen ifadeler (3.6) denkleminde dikkate alinirsa
_ f=k) [F - f(@ k) [T e+
wieh) =G5 [ e mar 55 [ ortepae

esitligi ve buradan da

1 £ _ 1 *° -
wie.t) = 5 [ FOF @R e bt s [ O @R R
(3.13)
elde edilir.
h . W (k) ft(z,k), —o<t<z
B (z,t:k) = D, (k) {f‘(:c,k)f*"(t, k), t<t<oo
alirsak (3.13) esitligi
wiek) = [ R kS@a (3.14)
sekline dontsir.
Benzer sekilde,
a1 g~ (t,k)gt(z,k), —o<t<z
B @50 = 5 {g-<x,k>g+(t, By o <t<o
alirsak
n@k) = [ R @k (3.15)
elde edilir. Buradan
L [RMz,tk); ke pt(D)
Bz tik) = { R™(z,t;k); kep™(L)
tanimi yapilirsa
(Rf)@) = [ Rtk
yazilabilir.
TC. YUXSEKOGRETIM KURTLY
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Teorem 3.2.2:

|| Re (3.16)

> —=
D (k)| Imk

egitsizligi Im k > 0 koguluna uygun her bir % i¢gin |k| > é bolgesinde ger¢eklenecek
sekilde bir a; > 0 sayis1 vardir.

Ozel olarak, k resolvent ciimlenin elemam olmak fizere k — ko € (—oc, 00) ise

bu durumda

|B&*]| = 00

olur.
ispat:

gb(t)__:{f"(t,k) —0<t<b
0 b<t< o

olarak tanmimlansin.

/w lgs(z)|*dz = /b If (=, k)|2dx < 0o

oldugundan

gb(.) S L2(—Oo, OO)

olur. Buna gore,

(Rt = [ RHetRad

- / " RMet R

elde edilir.
1 k) ft(z,k), —0o<t<z
Rf(z,t;k) = ———
(2. 8:k) D (k) {f‘(x,k)f+(t, k), T<t<oo
oldugundan

b —————
(Retgn)(z) = / R* (2, t;k)F @, R)dt

-0

= L@R) e Pa

D+(k) —o0
— f+($7 k) 2
- D+(k) ”gb”
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bulunur.

Iz, k) = e 4 o(1), &= oo
oldugundan
¥ (@ k)| > ST
oldugu aciktir. Dolayisiyla

ot oo
/ {f(z,k)’dz > i/ e—2elmk g .
b 1/,

-1 —2zImk ,""
b

= 8Imk €
— -1 e—-2b1mk
8Imk
elde edilir.
% gb“2 > lgsl> 1 o~ 2bImi
= D, (k) 8Tmk
esgitsizliginden,

_ VllgsfPerimt

ar =
k 2\/5

olmak tizere
ag

ID (k)W Imk

1B guf| 2

elde edilir.

Teorem 3.2.3:

1B 2 (3.17)

dp
[D-(k)lv/|Imk]|

egitsizlifi Im k < 0 koguluna uygun her bir k& igin |k| > § bolgesinde ger¢eklenecek
gsekilde bir dy > 0 sayis: vardur.

Ozel olarak, k resolvent ciimlenin elemam olmak {izere ve k — kg € (—00, 00)
ise bu durumda

1R~ =+ oo

olur.

ispat:
Teorem 3.2.2 ye benzer yolla yapilir.

21



Teorem 3.2.4:

oc(L) = (—00,00)
dir.
ispat:

(—o0,00) C 0c(L) oldugu agiktir. k € (—co,00) i¢in Ri(L) vardir ve simirsiz-
dir. Vk € (—o0, 00) igin

D(Ry(L)) = Lz(—o0,0) (3.18)
oldugu gosterilirse, bu durumda teorem ispatlanmyg olur. (3.18) esitligini ispatla-
mak icgin

R = D) = Ly(~o0, ) (3.19)
oldugu gosterilmelidir.

Lay(~00,00) = R(L — kI) ® N(L* — k1)

geklindedir. N(L* — kI) ciimlesi L* — kI operatoriintin ¢ekirdegidir. L* ise L
operatoriiniin adjointidir. (3.19) u ispat etmek igin
v +k - Q@)% =0, z€/(~o0,00) (3.20)

siuirdeger probleminin ¢6ziiminin var oldufunu gostermek gerekir. (3.20) ile
gosterilen operatoriin R de 6zdegeri olmadigindan

N(L* — k) = {0}
olur. O halde,
D(Ri(L)) = Lz(—o0,00)

elde edilir, buradan da
ge(L) = (—00, 00}

bulunur.



Tearem 3.2.5:
oss(L)y={k:k € R*,Dy(k)=0}u{k:k € R*,D_(k) =0}
dir.
ispat:
Resolventin tanimmdan D4 (k) ve D_(k) fonksiyonlarinm reel eksendeki si-
firlarinin, resolventin ¢ekirdeginin kutuplan oldugu agikardir. Bu sifirlar stirekli

spektrum iizerindedirler. D_(ko) = 0 ve Im ko = 0 ise (2.2) nin temel ¢oziimler
sistemi f~(z,ko),97(z, ko) dir. (2.2) nin keyfi y(z, ko) ¢6zliimii

y(z, ko) = e1f™ (2, ko) + c29™ (2, ko)
dir. Bu esitlikten asagidaki asimptotik esitlik elde edilir:
y(z, ko) = ere7 0% 4 get*o 4 o(1), z — —o0.

y(., ko) € Ly(—00,00) olmasi igin ¢; = ¢z = 0 olmalidir. O halde y(z, ko) = 0’dur.
Buradan kg € 0,,(L) bulunur.

Benzer gekilde D (ko) = 0 ve Im ko = 0 ise, bu durumda ko € 0,,(L) olur.

Sonug 3.2.6:

L operatori igin

Uc(L) = (_00700)
oa(l) = {k:k€Cs,Dyp(k)=0}U{k:keC_,D_(k)=0}
oes(L) = {k:keR* Dy(k)=0}U{k:keR",D_(k) =0}

dir.
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3.3. L Operatoriiniin Ozdegerlerinin ve Spektral Tekilliklerinin Yapis::

Sonug 3.2.6 ya gore, L operatoriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin
yapisiun incelenmesi igin, Dy min C; daki, D_ nin C_ deki sifirflarinm yapist

incelenmelidir.

Teorem 3.3.1:
(2.1) kosullar: altinda, D (k) fonksiyonu C iizerinde analitik, C4 da siireklidir,
ve Dy (k) fonksiyonu

Dy (k) = —2ike** + B + / ’ (t)e *idt (3.21)

gosterimine sahiptir. Burada o ve 8 sabitleri,

o= [~ qwa, ot = [~ qwa, 0= [ awa,

B =2F~(0,0)e™" © 4 2F*(0,0)e @ 4+ 2iQ(0)ete
ile ve 1 € Li(—00,0) fonksiyonu ise
$(t) = F7(0,00F(0,~t) — F*(0,0)F~(0,t) + e @O F~(0,1)
—e” OV FF (0, —t) + iQ(0)ei* O F+(0, —t) + iQ(0)e™ @ F~(0,1)
+elT O F+ (0, —t) — T O F (0, 1)
—(F o x FN)(t) = (F~ * Ft.)(t) (3.22)

ile verilir. Burada * ile konvoliisyon gosterilmistir.
ispat:
D (k) fonksiyonunun tamimindan
Di(k)y = —2ikb(k)
= W[ (z,k), f~(z,k)]
FHOK)F (0, k) ~ f2(0,k)f (0, k) (3.23)

yazilabilir. (2.3),(2.4) ve (3.23) den;
D) = RO [T 0,0 Q) ~ e = ¥ + F(0,0)
¢]
i / U FmL(0, 06 M) ~ [(-Q(0) + K)o 9% _ pH(0,0)

hade o]

oo . ro 0 ‘
+ / F+z(0, t)eiktdt].[ei f_oo Q(t)dt + / F_(O, t)e—zktdt]
0 oo

24



dir ve

D (k)

Q) - B L= 20 L 0 S A [ awe
0 . 0 oo .
/ F’I(O,t)e‘iktdt+z'Q(0)e'f-°° Qe / FH(0,t)e'*dt
—oo 0

. O o0 . oo .
_ike' - O / F*(0,t)e¥dt + F~(0,0) / Fr(0,t)ei*dt
0

0

oo 0 . (=<
+ / FH(0,8)™ dt / F (0, )= *dt — i(—Q(0) + k)e’ 2 e
0 -0

. 0 . 0 oo .
LFH0,0)¢ -0 ¥ € o ae / F+,(0,t)e*dt
0o

. [ 0 ) oo
+iQ(O)61f° Q(t)dt/ F—(O’t)e—tktdt_iketfo Q(t)dt

0 0 )
/ F(0,t)e"**dt — F7(0,0) F=(0,t)e*adt

— 00

oo 0
~ [ Ft.(0,t)e'dt / F(0,t)e™**dt
0 —00

olur. Sonuncu esitlikten

D, (k)

_ _oikeie 4 2F (0,006 @ + 2FF(0,0)6" @ + 2iQ(0)e™
+ f (F~(0,0)F+ (0, ~t) — F¥(0,0)F(0,8) + ¢ O F=(0,1)
i @ pt (0, —) +iQ(0)e’™ O FT(0,—t) + iQ(0)e O F~(0,¢)
+eie O Ft (0, —t) — ¢ O F4(0,1)
HFax FH)(8) — (F™ = Fro)()]e M dt

elde edilir. Burada,

ve

o= [ at, ot - [ awa, «©= / Qe

8 = 2F(0,0)e" @ + 2F*(0,0)e™” © 1 2;Q(0)e™™
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$(t) = F(0,0F*(0,~t) — F+(0,0)F(0,2) + " O F~(0,1)
_eTOp+ (0, _t) 4 iQ(0)e’* O F*(0, —t) + Z-Q(O)eiaﬂo)p—(o, t)
+e " O F+,(0, ) — T O F (0,1)
H(F o x Fr)(t) — (F™ « F,)(t)

alinirsa (3.22) elde edilmis olur. O halde,
0
Dy (k) = —2ike'* + 8 + / P(t)e " *idt

olup (2.7), (2.8) ve (3.22) den % € L;(—00,0) oldugu goriliir.

Teorem 3.3.2:
(2.1) kogullar: altinda, D_(k) fonksiyonu C_ fizerinde analitik, C_ da siireklidir,
ve D_ (k) fonksiyonu

w .
D_(k) = 2ike™™ + 5 + / o(t)e*tdt (3.24)
0

gosterimine sahiptir. Burada a ve «y sabitleri

-0

a= /_ T Qwdt, ot (0) = /0 Towd, o~0)= [ Qua,

~ = 2G7(0,0)e ") 4 2GT(0,0)e @ O — 2;Q(0)e ™

ile ve ¢ € L1(0, 0o) fonksiyonu ise

o(t) = G(0,0)GF(0,t) + GH(0,0)G~(0, —t) + e~ @G~ (0, ~t)
—e~ T OG+ (0 ¢) — iQ(0)e~ i @ GH(0,t) — iQ(0)e ™ O G (0, —t)
e OGF (0, 1) — e~ O G (0, -1)
—(G*oxG7)(t) — (G * G™,)(2)

ile verilir.

ispat:
Teorem 3.3.1 e benzer yolla yapilir.
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LT ={k:keCs,Di(k)=0}, L*={k:keR,Ds(k)=0}

ciimlelerini tammlayahm. Buna gore
O‘d(L) = I1+ U Il_

ve

0ss(L) = {I* U L"}\{0}
oldugu agiktir.
Teorem 3.3.3:
D, (k) fonksiyonu i¢in
Dy (k) = —2ike'* + B +0o(1), k€ Ty, |k| = o
asimptotik esitligi gerceklenir.

ispat:
(3.21) e gore

0
D, (k) = —2ike*™* + B + / (t)e~*dt, Imk >0

dir. ispat i¢in
0
/ $(t)e *dt — o(1)

oldugunun gosterilmesi gerekiyor:

(a) Im k = 0 olsun. ¥(t) € Li(—o0,0) oldugundan
0
/ P(t)e*idt

integraline ¥ (t) fonksiyonunun Fourier d6niigiimii denir. Riemann-Lebesque Teo-

remine gore

/ ’ P(t)e™Ftdt — o(1)

olur. O halde
Dy(k) = —2ike’* + B+ 0(1), Imk=0, |k|—> o0

asimptotik esitligi gerceklenir.
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(b) Im k > 0 olsun. Bu durumda Lebesque Teoremine gore, integral altinda

limite gecerek
Dy (k) = —2ike’™ + B+o0(1), Imk>0, [k|— o0
bulunur. (a) ve (b) den teoremin ispat: elde edilir.
Teorem 3.3.4:
D_(k) fonksiyonu igin
D_(k) = 2ike™** +y+0(1), k€C_, |kl o0

asimptotik esitligi gerceklenir.

ispat:
Teorem 3.3.3 e benzer yolla yapilir.
Teorem 3.3.5:
(2.1) kosullar: gerceklendiginde,
(i) L operatoriiniin 6zdegerleri sayilabilir sayida olup, kompleks diizlemin sinirh

bir bolgesindedir ve limit noktalar: reel eksenin simrh bir araligindadir.

(ii) L operatoriiniin spektral tekillikleri ciimlesi kompakt olup lineer Lebesque

olgtsu sifirdir.
(iii) k.t € ;% ve k,” € I iken

Y Imk,t <00, Y |Imkn"| < o0 (3.25)
dir. (3.25) de Dy (ya da D_) nin ¢ok kath sifirlar1, bu sifirlarin kat1 kadar
kullamlmastir.
ispat:

0
Dy (k) = —2ike*™* + +/ Y(t)e *idt, ITmk >0

ve

D_(k) = 2ike™ + v + j e(t)e Fdt, Imk <0
0
oldugu Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 den biliniyor.
(i)

E1 = Il+UI1"
= {k:ke€Cy,Dy(k)=0}U{k:keC_,D_(k)=0}

ek
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olsun. D, C fizerinde ve D_, C_ fizerinde analitik oldugundan E; in elemanlan
sayilabilir sayidadir. Analitik fonksiyonlarin tekligi nedeniyle, Teorem 3.3.3 ve
Teorem 3.3.4 den E; in limit noktalan reel eksenin sinirh bir arahgimdadir. Sonug
olarak, L operatériiniin 6zdegerleri sayilabilir sayida olup, kompleks dizlemin
sinirh bir bolgesindedir ve limit noktalar: reel eksenin simirhi bir aralifindadur.

(ii)
E; = {LTUL }\{0}
= {k:keR*,Dy(k)=0}U{k:keR*,D_(k)=0}
olsun. Burada k € R* = R — {0} dur.

0
Dy (k) = —2ike*™ + B+ / P(t)e "kt

oldugu Teorem 3.3.1 den biliniyor. Teorem 3.3.3 den
D, (k) = —2ike’* + B+ 0o(1), k€Cy, [k| =0

dir. Buradan D, (k) fonksiyonunun sifirlarimin simirh bir bolgede olmas: gerektigi
sonucu elde edilir. Dolayisiyla I, ciimlesi simrhdir. Simdi de I, ciimlesinin
kapali oldugunu gosterelim. Bunun igin It ciimlesinden alinan bir dizinin limit
noktasinin yine L1 ciimlesine ait oldugu gosterilmelidir. (k) € Lt

D+(km) =0, km — ko, m — 00

kosullarim gercekleyen, her hangi bir dizi olsun. ko € I,* oldugu gosterilmelidir.
D, (km ) fonksiyonunun I'm k > 0 bélgesinde analitik ve sinirda siirekli olmasindan
dolay:

liz_ Dt (k) = Do Jim (km)) = D (ko) =0

m—>00

dir. Buradan ko noktasimn D4 (k) fonksiyonunun sifin oldugu ortaya ¢ikar. Eger
bir fonksiyonun sifirlar analitiklik bolgesinin icinde yer aliyorsa, o fonksiyon
tammlanan bolgede 6zdes olarak sifirdir. Buradan,

ko S Iz+

elde edilir. Bu ise

LT=1

sonucunu verir. O halde, I, T ciimlesi kapalidir. Buna gore, It ciimlesi kapali ve
siurh oldugundan kompakttir.
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D, (k) fonksiyonu agik iistdiizlemde analitiktir. I,* ciimlesi ise D (k) nin reel
sifirlar climlesidir. D4 (k) fonksiyonunun sifirlar: analitiklik bolgesinin i¢inde yer
almadig i¢in D (k) # 0 dir. Bu ise Privalov Teoremi’ne gore

p(l*)=0

olmasi demektir.

I," icin elde edilen sonuglar I~ icin de vardir. Bu sonuclara gore E; ciimlesi

kompakt ve lineer Lebesque Ol¢iisii sifirdir, yani
p(E2) =0
dir.
(iii)
Di(k) = —2ike** + B +0o(1), k€Cqy, k| = o0

oldugu Teorem 3.3.3 den biliniyor. Bu ise D (k) nin agik tist dizlemdeki sifirlarimin
simurh bir P bélgesinde yer aldigini gosterir. Bu sifirlan

kb, n=1,23,..

ile gosterelim. D (k) fonksiyonu, P bolgesinde siurh analitik fonksiyon oldugundan
Nevanlina Faktorizasyon Teoremine gore

D4(k) = g(k).B(k), Vk € P
ile gosterilir. Burada B Blaschke ¢arpimi, g ise P bdlgesinin i¢ fonksiyonudur,
yani

lg(z)] <1, Vze P

dir.
B Blaschke ¢arpimu ise

B(k) = H n=123,..
ile gosterilir. Bu durumda;
1 k—kat + kot -k, T
Bk)= [ ——=
e k—k,

2Im k,*
= H{1— e (3.26)
n=1




elde edilir. Blaschke ¢arpimimin tanimindan P bélgesinde (3.26) ile verilen sonsuz
carpimin mutlak yakinsak oldugu agiktir. O halde

> Imk,T
ngl |k - kn+|
olmalidir.
k€P=>lk—Fkq|>e¢ (3.28)

olacak bigimde bir € > 0 sayis1 her zaman bulunur. (3.27) ve (3.28) den
o0 + o0
2 in—k_l_— < —2- Z Imk,T < o0

elde edilir. O halde

dur.

Z|Im kn”| < o0

oldugu da benzer yolla gosterilir.

Teorem 3.3.6: -
lim Q(z) =0, / 1z)'1Q (z)|dz < 00, 1=0,1,2 (3.29)

z—rFoo .

kosullar1 altinda D, ve D_ fonksiyonlan R tizerinde siirekli diferensiyellenebilir

ve

S fm*iln — <00, 3 fim|ln —— < oo (3.30)

m ’l"’+, m llm—,

dur. Burada |ln| ve |ln"|, I;T ve I,” nin siurh tamamlayic1 araliklarimin
uzunluklaridir.

ispat:
(3.30) un ispat edilmesi i¢in Beurling Birebirlik Teoremi kullanilmalidir.

g fonksiyonu |z| < 1 birim kiiresinde analitik, sinira kadar siirekli olsun ve sinirda
Holder kosulunu gerceklesin. Eger g fonksiyonu Lebesque olgiisii sifir olan bir
F C [0,2n] climlesinde sifir ise ve

1
§ : I.7|ln =

m
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kogulu gercekleniyorsa g(z) = 0 olmak zorundadir. Bu teoremi kullanmak icin
konform déniigiim yardimi ile Im k > 0 bolgesi |2| < 1 kiiresine doniigtiirilsin.
Reel eksen |z| = 1 ¢emberine, I, ciimlesi F' ciimlesine doniigsiin. Ayrica D4 (k)
fonksiyonu g(z) fonksiyonu olarak ele alinsin. Bu durumda g(z) fonksiyonu Beurl-
ing Bircbirlik Tcorcminin kogullarim gergeklemcktedir.  Ciinki D+'(k) simirda
tanimhidir. Eger,

3 [l In o = 00

m |lm+ I -
saglanirsa
9(2)=0

elde edilir. Bu ise D4 (k) = 0 olmas: demektir. Ancak D (k) fonksiyonu Imk > 0

yaridiizleminde 6zdeg olarak sifir olamayacagindan

3 Jlm* 10— < 00

- ™|
elde edilir.
1
Z lim ™| In T il
olugu da benzer yolla ispatlanir.
Teorem 3.3.7:
lim Q(e) =0, / Z Iz|'|Q (z)|dz < 00, 1€ N (3.31)

olsun. Bu durumda D fonksiyonu C; tizerinde analitik ve D4 nin her basamak-

tan tiirevleri C, fizerinde siireklidir. Ve
(i) supieg, |D, (k) + 2ike*®| < oo,

(ii) supkef+ ['dd—kD'l'(k)I < o0,

() |feDe(B) <Tot, n22
dir. Burada,

Tt =c / [ 4 1210 + 1@ (2) ]t

olup ¢ pozitif bir sabittir.

ispat:
Teoremin ispatinda (2.7), (2.8), (3.21), (3.23) ve (3.31) i kullanacagz.
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(i) (3.21) esitligini
0
Do (k) + 2ike'® = B + / P(t)e~*tdt, Imk>0

olarak yazalim. Esitligin her iki tarafimin mutlak degeri alinirsa,

. 0 .
D)+ 2k = 1o+ [ pie e
< 18+ f M0

elde edilir.
[B] < o0 ve ¥(t) € L1(—00,0) oldugundan Im k > 0 da {k| — oo iken

0
/ [w(t)|ef™kidt — 0

~oc
olur. O halde

sup |D4(k) + 2ike®| < oo
kEE-}.

elde edilir.

(ii) D4 (k) fonksiyonunun k ya gore birinei basamaktan tiirevi

d d . ia 0 —ikt
SDL(k) = o {-2ike 454 /_ e

= 2 4 / ’ (=it)[F~(0,0)F*(0, —t) — F*(0,0)F~(0,1)

-—0Q

+e T O F=(0,8) — e OF* (0, —t) + iQ(0)e’® @
Ft(0,—2) +iQ(0)e"* O F=(0, 1) + '~ O F+ (0, ~t)

. . 0 .
— R (0.0t + 2l [ (F PO ay
= / -« FH,)()e—*dt)

dir. Burada konvolisyonlu terimler yerine, Fourier doniigiim ¢arpimlarm

0 0
/ (F -+ FH(t)e *'dt = / F*(0,—t)e *tdt f F~2(0,t)e~*dt

—0o0C

0
[ ertgweta = / (0, ~t)e= / (0, e~y
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olarak yazahm.

R(t) = F~(0,0)F*(0,—t) — F(0,0)F(0,t) + ¢’ @ F~ (0,1
— @ O Ft (0, ~t) + iQ(0)e™” O F+(0,—t)
+iQ(0)e'* @ F=(0,¢) + '~ O Ft,(0, ~1)
—ei@™ O p=,(0,1)

diyelim. Simdi de Dy (k) fonksiyonunun k ya gore birinci basamaktan tiirevinin
mutlak degerini alirsak:

LDy ()] < 20+ / ]I R(E) eI ™* dt

1

+ ( ) / '~ EH(0, —t) e dt /_ : [t]™|F~ 2(0,8)|e ™k dy

m=0
1

> ( )/ 1 (0, et [ (; [t 1F (0, e ™t

m=0

= 2]ei"l+/o [t]|R(t)|e"™ ¢ de

il v]

+<(1)) /_(; [HIF (0, —t)le™™*dt /; |F~2(0,2)]e’™* at
1) /_ i [Ft(0, —t)|el ™k dt /_ Ooo 1| F= (0, )] eIk 4t
)

()L
(o
(

+
/0 | (0, —t) el ™t d / U P (0, )y

1

1

0 0
+ - eImlct - eImkt

bulunur. O halde

sup |— D+(k)| < oo
k€C+ dk

dir.
(iii) D4 (k) fonksiyonunun k ya gore n inci basamaktan tiirevi
dn
D0 < 1 [ iorR@ema 4 [ m e

dn

i

/ (F~ % F*,) () at]
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dir. Burada sadece konvoliisyonlu terimlerin yakinsak oldugunu gostermek yeter-
lidir. R(t) ile ifade edilen toplamlarin yakinsak oldugu agiktir. Konvoliisyoniu

ikinci terim yerine, Fourier dontigim garpimim

0 0 0
/ (F~ = F¥;)(t)e *'dt = / F*,(0,—t)e*dt / F~(0,t)e”**dt
—00 —o0

—o00
seklinde yazalim. Esitligin k£ ya gore n inci basamaktan tiirevini hesaplayip mutlak
degerini alirsak

dkm

= 13 (0)igr [ Fo-ne -*kfdt}{(ak)m [ ety

(g) /0 [t|"|F*.(0 —t)|dt/0 |F~(0,4)]dt

+(’1'> /—000 8" FT (0 “t)|dt_/°°|t||F‘(0,t)|dt+,,,+
( n1> [t F* (0, —t)|dt / 1t~ | F~(0,1)|dt

—00C

M:

IA
o
~—

+

+(:) /_Oo |F*.(0, —t)ldt/O [t|"|F~(0,%)|dt}oo, ¢>0

olur. Diger durumlar i¢in de integraller vakinsaktir. O halde,
+
ldkn (k)|—<—Tn7 TI,ZQ
elde edilir. Burada

' = /Z 2" [+ 11" [21Q()] + 1Q' (¢) )t

ve ¢ pozitif bir sabit olarak elde edilmistir.
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Teorem 3.3.8:

Q@ fonksiyonu (3.31) kogullarim saglasin. Bu durumda D_ fonksiyonu C_
{izerinde analitik ve D_ mmn her basamaktan tiirevleri C_ tizerinde siireklidir. Ve

(i) sup,z |D_(k)—2ike™**| < o,
(i) supyee. |&D-(k)] < oo,

(i) |Z=D-(R)|<Tw™, n22
dir. Burada,

L™ =c f T om g MRl + 1@ (1)1t

—o00
ve ¢ pozitif bir sabittir.

ispat:
Teorem 3.3.7 ye benzer yolla yapilir.

LE={k:keCs,Di(k) =0} ve L* ={k:k e R,Ds(k)=0}

ciimlelerini tammlayalim. Bu ciimleler dikkate alinarak I3, ¥ nmmn, I,%, I,*
min limit noktalarim ve Is* da D4 nin Cq4 daki sonsuz kath sifirlarim gostersin.

Teorem 3.3.9:

(3.31) kogulu gerceklendiginde I, * ciimlesi srhidirve T = I, +, u(I;7) = 0,
Lt c Lt ve It ¢ LY dir.

ispat:
0
Dy (k) + 2ike’™* = 3 + / H(t)e " dt
—o0
oldugu biliniyor. Teorem 3.3.3 den
D, (k) = —2ike’* + B+ 0(1), |k| 300, Imk>0

dir. Buradan D, (k) fonksiyonunun sifirlarinin simirh bir bélgede olmas: gerektigi
sonucu elde edilir. Dolayisiyla I,¥ ciimlesi sinirhdur.

Simdi I, climlesinin kapali oldugunu gésterelim. Bunun i¢in I, ciimlesinden
alinan bir dizinin limit noktasinn yine I,* ciimlesine ait oldugu gésterilmelidir.
(km) € Iz+,

D+(km) = 0, km — k‘o, m — 00
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kogullarini gercekleyen her hangi bir dizi olsun. ko € I+ oldugu gosterilmelidir.
D (k) fonksiyonunun Im k > 0 bolgesinde analitik ve sinirda stirekli olmasidan
dolay:

Jlim Dy (km) = D4( lim (km)) = D4 (ko) =0

dir. Buna gore ko noktasinin D, (k) fonksiyonunun sifir1 oldugu ortaya cikar.

Eger bir fonksiyonun sifirlar: analitiklik bélgesinin i¢inde yer aliyorsa, o fonksiyon
tamimlanan bolgede 6zdes olarak sifirdir. Buradan,

ko € I2+

elde edilir. Bu ise

I2+=E+

sonucunu verir.
I ¢ I,* yukarida yapilan ispatin bir sonucudur.
Simdi de Is* C I, oldugunu gosterelim.

ko € Is*, D (k) fonksiyonunun sonsuz kath sifir1 olsun.

D+(n)(k0) = 0, n = 0, 1, 2,

ise ko sayisinm I, climlesinde oldugunu gostermeliyiz. Eger bir fonksiyonun
sonsuz kath sifirlar: analitiklik bolgesinin icinde yer ahiyorsa, o fonksiyonun verilen

bolgede 6zdes olarak sifir oldugu bilinmektedir. Buradan,
ko € LT

sonucu elde edilir.
p(IhL*)=0
oldugu Privalov Birebirlik Teoreminden asikardir.

Teorem 3.3.10:
(3.31) kosulu gerceklendiginde I, ™ ciimlesi simrhdirve I, ™ = I, —, u(I.7) =0,
LT cly” vels~ C I,” dir.

ispat:
Teorem 3.3.9 a benzer yolla yapilir.
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Teorem 3.3.11:
(3.31) kogullan altinda

i) L*cLt,L*crt,

() fy W(E*(s))dp(Ls,e*) > —o0 (3.32)
dir. Burada E*(s) = inf, %ﬁ dir. u(Iss), Is* mn s- komsulugunun lineer
Lebesque ol¢iimit ve A > 0 dir.

ispat:

(i) (3.31) kogulundan D (k) fonksiyonu reel eksende sonsuz basamaktan siirekli
diferensiyellenebilirdir. Is* =T; ¥, [.I.(I5+) =0, T c It ve ,T c Is* durumu
incelenmelidir. Js* mn kapal oldufunu gosterelim. Bunun i¢in I dan alinan
herhangi bir dizinin limit noktasinin yine Is¥ de oldugu gostermeliyiz.

(km) € I5+s

D+(n)(km) =0, kpm > ko, m—o00, n=0,1,2,...

kosullarim gercekleyen bir dizi olsun. kg € Is* mn bir sonlu kath sifir oldugunu
kabul edelim. Yani

Dy (ko) =0, Dy (ko) = 0,..., D1 D(ko) =0, D™ (ko) % 0

olacak sekilde bir ng sayis1 var olsun. Bu durumda,

_ _Di(k)
S(k) - (k _ ko)nO
olarak tamimlayahm.
(km) € Is* oldugundan
Slkm) =0= lg)n S(km) =0= S(ko) =0 (3.33)
m—>00

elde edilir. Diger taraftan
D(k) = (k — ko)™ 5(k)

ve buradan

S(ko) # 0 (3.34)

elde edilir. Bu durumda (3.33) ve (3.34) esitlikleri arasinda bir geligki goriliir-
mektedir. O halde kg, bir sonlu kath sifir olamaz. Yani; ko, sonsuz kath bir
sthindir.
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Teorem 3.3.9 geregince IsT C I,* oldugu bilinmektedir. Lebesque dlgiisii siirekli
oldugundan

I5+ C I2+ = [L(I5+) < M(Iz+)

elde edilir. I,* ciimlesinin Lebesque dl¢iisiiniin sifir oldugu biliniyor.Buradan,

p(IsT)=0

bulunur. I;* C Ist oldugu asikardir. Ciinkii, D4 (k) fonksiyonunun her bir limit
noktas: ayni zamanda sonsuz kath sifin1 olmak zorundadar.
(i1) (3.32) yi ispatlamak i¢in Paviov Birebirlik Teoremini kullanacagiz.

g fonksiyonu |z| < 1 birim kiresinde analitik ve biitin tiirevleri simrda siirekli

olsun ve

sup |g™(2)| < A, k=0,1,2,...
lz]<1

gerceklensin. Bu durumda Lebesque olglisti sifir olan bir F climlesinde Vz € F
icin g(z) = 0 ve h pozitif bir say:1 olmak tizere

/h In E*(s)du(F,s) = —o0

ise bu durumda ¢ fonksiyonu 6zdes olarak sifirdir.

Buradan g fonksiyonunun Pavlov Birebirlik Teoremini gercekledigi goriilmektedir.
O halde Pavlov’'un teoremini kullanmak igin Im k>0 yarnidiizlemi birim daireye
konform déniigtiirilmelidir. Bu durumda Im k£ =0, [z[ < 1, Ist kiimesi F ye,
D, (k) fonksiyonu g(z) ye donisiir. O halde,

/h In E*(s)du(F,s) = —c0
0

gercekleniyorsa |z] < 1 de g(z) =0, yani Im k > 0 da Dy (k) = 0 olurdu. Ancak
D, (k) fonksiyonu In k > 0 kapal iistdiizlemde 6zdeg olarak sifir olmadigindan

[
/ In E*(s)du(Is,s1) > —o0
0

elde edilir. Bu da istenilen sonugtur.
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Teorem 3.3.12:
(3.31) kogullar: altinda

(i) L cl™,L CL,

(i)  f In(E™(s))dp(ls, ") > ~oo
dir. Burada E~(s) = inf, I"—T%‘i dir. p(Ils,s7), Is~ mn s- komgulugunun lineer
Lebesque ol¢iimii ve A > 0 dur.
ispat:
Teorem 3.3.11 e benzer yolla yapihir.
Teorem 3.3.13:

lim Q(z) =0, sup{e’|Q' (@)} <00, €>0, 0<b<~  (3.35)
z~to0 reR 2
kosullar: gerceklenirse, bu durumda I5* kiimesi
128
Y It <o (3.36)

kosulunu gergekler. Burada {|{,*|}, Is* ciimlesinin sinirli tamamlay:c: araliklarmin

uzunluklarimn dizisidir.
ispat:

Teorem 3.3.7 den,

T.' =c / T o [t1"1121Q(2)] + 1@ (¢) 1t

olmak tizere
dr —
| D+ ()l < T.", n22, keCy
oldugu bilinmektedir. (3.35) kosullarindan, ¢ > 0 olmak {izere

Q' (@) < e = |Q'(2)] < ce™etl
yazabiliriz. Son esitsizligin integrali alinirsa,

@@= [ @onse [ g es

—00

ve

Q@)= [T 10l se [ ear g st

z

elde edilir. Buradan,
sup{e? !’ |Q(2)]} < oo
r€R
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bulunur. (3.35) kosulundan elde edilen sonuglar T, esitliginde kullamilirsa

nt = e T+ PRIQ) + 1@ ()t
< eontt / ~ [P+ + 17 2e= 811 4 e~ 818 )d

oo s
< 2-’/ "t el g
—0C0

olur. Burada ¢ ve € pozitif sayilardir. Simdi de integrallenen fonksiyonda degigken
degistirme metodunu uygularsak

é é 1/8
i 2°u s o sfU U

olur. Son esitlikte ¢t ve u’ya gdre tiirev alinirsa,

d T angt du
olur. Burada,
. 21 P |
~0<t<0 thken —dt= '6—1/—63'(1.5 du,

1_
ud du

Onf =

) 2
0<t< oo tken dt=;173

dur. O halde,

0 [ o]
T ol et | wrestan
o |

ve

.t < - [_000 i:+:un e el/zsluﬁdu]
+ O°° %u% —“ﬁgéu%'ldu]
< ¢ _: f_;__;—u%‘le‘“el%%u%_ldu
olur. Integrallenen ifade diizenlenirse

41



elde edilir. Burada, A = 535 ve D = %7 alirsak

T.v < &mi/zﬁi%ww

n+2

= As;Ds"T( ; )

elde edilir. Burada I'(2+2) Gamma fonksiyonudur.

dir.
WFmetdy = ¢
— o0
olsun. Diger taraftan
2
Rt m—l<o0= 2,2

é )

ve
e }_ 2 -—m>0
duir. Boyvlece
0< nt_ m<1
)
olur. Ayrica,
n+2 n+2 n+2 n+2

[~

n+2 n+2 n+2
< (CPEP-CFe

n+2 ..
= A
Tl+2 n42
o(—5=)F
6 n+2

6(51/6) (n "‘z)l#-l

51_% nt2
C51/m (n+2)

IA

IA

IA



olur. Buradan

T,* < AsDs"(n +2)"F 1 (3.37)

esitsizligi yazilir. Diger taraftan

(n+2)% <e=>(n+2)<e”

olur. Esitsizligin her iki yaninin Lgﬁ. kuvveti alinirsa

= 1—4 n n n n 2
(n+2)F < e™F) =¥~ <10 < e¥+F < e¥E = ™F (3.38)

elde edilir. (3.37) esitsizliginde (3.38) de olusturulan esitsizlik dikkate ahnirsa

T,* < AD“(n+2)%(n+2)#™?
< AD"n%(1+32—)%e"-l‘s'—’
< AD"ntel e
= n'prilete™F ADT
< nle"n"(F et e ADP
< AD"pln™F)
bulunur. Boylece
dn -
|2 D+(R)l < AD™nin"CF) (3.39)

elde edilir. Bu sonug¢ D4 (k) fonksiyonunun (G w ) Gevrey simifindan oldugunu
gosterir. Diger taraftan Iyt ¢ ¢ , (Uniqueness Sinifi) oldugu agikardir. I5*

_4
T—
ctimlesinde tamimlanan D (k) fonksiyonu Carleson Teoreminin tiim 6zelliklerini

gerceklediginden

_ 8
YT < o0
v

kosulunu gercekler. Buradan,

ST < oo

elde edilir.
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Teorem 3.3.14:
(3.35) kogullar altinda Iz~ ctimlesi

1-24

Y 17T < o0

kogulunu gergekler. Burada {|l,”|}, Is~ climlesinin sinirhi tamamlayic arahklarinin
uzunluklarinin dizisidir.
ispat:

Teorem 3.3.13 e benzer yolla yapihr.

Teorem 3.3.15:

lim_Q(z) =0, ile;g{ef\/lf_l Q' (2)]} < 00, €>0, (3.40)
kosgullan altinda
i) Lt=0
dir.

(ii) Dy fonksiyonunun €, da sonlu sayida sonlu kath sifir1 vardir.
ispat:
Teorem 3.3.12 den

T,* < AD"nin”%%)

oldugu biliniyor. é = } olmasi durumunda

T,* < AD"nin" (3.41)
elde edilir. E*(s) fonksiyonunun tanimi
T, s™
E*(s) = inf == '
n n!
olarak ifade edilmistir. Buradan,
T, %s"
+ — infin
E7(s) = uéf n!
Dn ! n.n
< inf, 22T ing (D7)
n! n
< Amin(D"s"n") (3.42)

bulunur. Simdi (3.42) ifadesini hesaplayahim:

n" = enlnn

yazip



f(n) — Dnsnenln n

esitligini tammlayalim. Burada Ds = a alimirsa

f(n) — anenln n
olur. Simdi de f fonksiyonunun minimumu aragtirahim:

f (n) - anmaenlnn+anenlnn(1nn+1)
a"e"'" *[lna + Inn + 1]

ve f (n) = 0 olsun. Buradan,

lna+lnn+1=0=ln(an)=-1=e ' =an =>n=¢"'a™*

olarak elde edilir. Simdi n = e~ 'a™! noktasinda bir yerel minimum oldugunu

gosterelim:
”

1
f(n)= a2ne2“lnn[lna+1nn + 1]2 +a"e”l“n; >0

oldugundan n = e~!a~! noktasinda f fonksiyonu bir yerel minimuma sahiptir.

1

Simdi n = e"'a~! noktasinda yerel minimum degeri hesaplandiginda
g g

f(n) — anenlnn il enln aenlnn — enln(an)

ise

- - -1 _~1 -1,-1 —-1,-1y, ,—1 -
f(e la 1)=ec a” " ln(ae” "a )=ee a” " Ine™" _ e e

olur. Buradan
F(D 1 s™lem) = g~ (DTTeTeTH) (3.43)

sonucu elde edilir. (3.43) ifadesi (3.42) ifadesinde yerine yazihrsa
E*(s) < Ae~P7'o7 ™) = gegp(~D1s71e™Y) (3.44)

elde edilir. Teorem 3.3.11 geregince
h
[ 1B )duls.*) > ~o0
0

oldugu biliniyor. (3.44) ifadesi (3.32) ifadesinde yerine konulursa, keyfi o > 0

sonlu pozitif sayis1 igin
h h -1,-1_-—1
—oo< [Mn(Etduts ) < [ (ae Pl )
h
11
= AhA—E;dp(I5,s+)

h
— / %dy(I5,8+)<oo
0
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elde edilir. Bu ifadenin yakinsak olmas igin Ist ciimlesinin lineer komsulugunun
bos olmasi gerekir. Bu ise

+=®

oldugunu gosterir. I3t C IsT oldugundan I;t = @ olmahidir. Buna gore,
D, (k) fonksiyonunun acik istdiizlemde sonsuz kath sifirlar: ve agik fistdiizlemdeki
sifirlarinin limit noktalar: yoktur. Buradan da L operatoriintiin 6zdegerlerinin ve
spektral tekilliklerinin ve onlarin katinin da sonlulugu elde edilir.

Teorem 3.3.16:
(3.40) kosgullar: altinda
i) s~ =0
dir.
(i) D- fonksiyonunun C_ da sonlu sayida sonlu katli sifir1 vardur,
ispat:
Teorem 3.3.15 e benzer yolla yapilir.
Teorem 3.3.15 ve Teorem 3.3.16 1in bir sonucu olarak agagidaki teorem verilir.
Teorem 3.3.17:
Eger (3.40) kogullan gercekleniyorsa L operatoriiniin 6zdegerleri ve spektral
tekillikleri ve bunlarin katlar: da sonludur.
Teorem 3.3.18:
€lxT 1
Jim_Q(x) =0, supfe 1@ (@)} <0, €>0, 3
kosullar altinda Iy T = @’dir.
ispat:
D (k) fonksiyonu C4 {izerinde analitik, her basamaktan tiirevieri reel eksene
dek stirekli ve

I (k)| < T*, n=0,1,..,keT, (3.46)
olacak gekilde N > 0 sayis1 vardir. Teorem 3.3.1 den
-N
In| Dy (k) In | D, (k)]
I/ 212w < |/ 212 k] < oo (3.47)

olur. D4 (k) fonksiyonu 6zdeg olarak sifir olmadifindan, Pavlov Teoremi ve I+
kullanilarak

/ " ln B (s)du(lF,) > —co (3.48)
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bulunur. Burada Et(s) = inf, —ﬂi-i, (Is,s7), Is* nin s-komsulugunun lineer

Lebesque dl¢iimi ve b > 0 bir sabittir.
n{1-8)
T,* < AD™nln" >+

esitsizligi E*(s) nin tamiminda kullanilirsa,

E*(s) = inf

< Aerp{- ! ; Je—l_g'fd_éfs—l_ﬁ?}

sonucuna ulagihr. 3 < 4§ <1 oldugunda 1=5 = 1 oldugu igin (3.48) ifadesi

h
/ s du(Is ) < oo (3.49)
0

sonucunu verir. Bu durumda, (3.49), keyfl bir s igin vardir. O halde
,u(I5+) = 0 dir. Bunun sonucunda da Iyt = @ olmalidir.
Teorem 3.3.19:

(3.45) kogullar: altinda Iy~ = @ dir.
ispat:

Teorem 3.18 e benzer yolla yapilir.

Dolayisiyla (3.45) kogulu (3.40) kogulundan daha kuvvetli bir koguldur. Bunun
sonucunda agagidaki teorem vetilebilir:
Teorem 3.3.20:

(3.45) kogullar: altinda, L operatoriiniin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri ve
bunlarin katlart da sonlu sayidadir.
Teorem 3.3.21:

hm Q(z) =0, sup{e‘lz||Q ()]} < o0, €>0 (3.50)

r—rtoo

kogullar altinda, L operatdriiniin dzdegerleri ve spektral tekillikleri ve bunlarnn
katlari da sonlu sayidadir.
ispat:

(2.7), (2.8), (3.21), (3.22) ve (3.50) den D4 (k) fonksiyonu C, diizleminden
Im k > —; yandiizlemine analitik devam ettirilebilir. Bu durumda, Dy (k)
fonksiyonunun C, diizlemindeki sifirlarinin limit noktalar: reel eksen fizerinde
olmayacaktir. Diger taraftan Teorem 3.3.1 kullamlarak, C; diizleminde tanimh



D, (k) fonksiyonunun sifirlariimn sotilu oldugu ve benzer gekilde, Teorem 3.3.2 kul-
lamlarak, C_ diizleminde tanimh D_ (k) fonksiyonunun sifirlarinin sonlu oldugu
gosterilir.

O halde (3.50) kogulu Dy (k) fonksiyonunun reel eksenden altdiizleme, D_(k)
fonksiyonunun reel eksenden istdiizleme analitik devama sahiptir.

Sonug olarak, L operatoriiniin Szdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin sonlulugu
analitik devamin varhgindan séylenir.
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4. L OPERATORUNUN ESAS FONKSIYONLARI

Bu kesimde (3.40) kogullarim dikkate alacagiz. ki, ka,...,k; ve kjq1, Kjt2,0k0,
sirasiyla Dy(k) ve D_(k) foksiyonlarmin C; ve C_ dizlemlerindeki sifirlarim
gostersin. Bunlarin katlar: da sirasiyla my, my,...,m; ve mjt11,mj42,...,my olsun.

n=0,1,2,...,m;—1vei=12,..7i¢n

{WW[er(Iv k), f=(z, k) he=ki = {dk" D¥(k)}r=r;, =0 (4.1)
oldugu acikéir. n = 0 ise
=z, ki) = a,',o(kg)f"'(:l:,kg), t=1,2,..,] (4.2)
dir. O halde
aio(ki) #0
olmalhdir. n=0,1,2,...,m; — 1 vei§j+1,j+2 . A dein
O Wlg* (@ ).0 (@ K bimks = L D™ (Mhemk =0 (43)
oldugu agiktir. n = 0 ise
0 (2, k) = bio(ki)gt (2, ki)y =5+ 1,5 42500y A (4.4)

dir. O halde
bio(ki) #0
olmalidir.

Teorem 4.1:

Qin—m, ki ye bagl sabitler olmak tizere n = 0,1,2,....m; —1vei=12 ..7

icin

1 o =

o ! (x,k)}k=k.-=’£ai,n m {Bk,,,f”(w Blhe=k  (45)
dir.
ispat:

(4.5) in ispat: icin matematiksel t{imevarim yontemini kullanacagiz. n = 0
icin (4.2) deki
F (@ ki) = aip(ki) (2, ks)

elde edilir.
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1< ng <m; —2igin

6

“(z, k) e=k: = Za,no_m {50 (2, k) e=k:  (4.6)
m=0

{ 3,5,;0
dogru olsun. Simdi (4.5) in ng + 1 igin dogru oldufunu gosterelim. y(x, k),

y +(k—Qz)y=0

denkleminin ¢Oziimii ise, bu esitlige g%y(a:, k) kismi tiirevieme iglemini uygu-
larsak

an ) an—l
{ 7 + Q%) — 2kQ(z) + K’} zy(e, k) = —2kno—7y(z, k)

n—2 n -1

nfn = 1) omgy(e, k) + 20Q(e) (@b (47)

olur.
(4.7) esitligini f~(x, ki) ve ft(z,k;) icin yazalim. Daha sonra olugacak yeni
esitliklerde (4.6) y1 kullanirsak

{—+Q (z) — 2kiQ(z )+k2}_{6k"o (2, k) e=ks =

oro—t no—2
2k ""{akn — f (2, k) bk=k: — 1, o(no 1){3616"0—2 “(z, k) }e=k;
no—1
+E(‘)—!2n0Q(z){_a%)—_1f-(x’ k)}k:k; (48)

{—_ + Q2(I) 2k Q( I) + k; 2}{2 Qi no—m° {6kmf (:l: I")}k—k.

m=0
np—1
—2k;ng Z T {Bkm =T (z, k) b=k
m=0
no—2
“nolno = 1) Y Gimg-2-m i ak,,,f+(z B) =k
m=0
ng—1
+2n0Q(2) | Giino-1-m {Ek—,,,fﬂw,k)}k:k.. (4.9)
m=0

olur. (4.8) ve (4.9) u no + 1 iin yazarsak,
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1 {d2
(no-}-l)! dz?

, . , grotl .
+ Q(z) — 2kiQ(2) + k*H gz I (® k)}e=k: =

1
—2k;no + 1 (:t, k)}h k — no(no + 1)Z_—+-T)—‘

(no 1)'{6k"0

{%%f—(ka)}k=k;+2(n0+1)Q($)(——}:_1?{ & f ks (@10

olur. (4.8) i, rio + 1 i¢in yazarsak

no+1

(L + Q(a) ~ 2K:Q(e) + K7} 3 imotim {5,;,;f+(m B) b=k =

m=0

—2ki(no + 1) Z @ino—m> {B—k—,;f’(x k)}r=t; — no(no +1)

m=0

no—l

Z Ging—1—m {%f"(x k) }e=k: +2(ro + 1)Q(z)

m=0
no

. ey
";)“wo—m {akmf T, k) e=ki (4.11)
olur. (4.10) esitliginden (4.11) esitligi cikarilirsa
d? _
{&—2 + (ki — Q(z))*}®no+1(z, ki) =0

bulunur. Burada
no+1

+
B por1(z, ki) = (= s (@ B ek = Y dine-m— {akmf+(” k) =k

m==0

dir. (4.1) ve (4.2) den

W[f+<z,k.~),¢no+1(x,ki)] WP (2, ko), s (K s

no+l gro+l1
- Z @img—m Bk—mf“L(JJ k) e=ki] = [f+($7ki)a{Wf—(mvk)}k=k{]
no+1
—Wif* (2, k), éai.no-m (o Ay ALCR 1T
Ino+1
— asok)WIS* (2 ) {gn—gfﬂz,k)}k:k.-]
no+1
Wk, Y Gime-m oy ak,,,ﬁ(z B)bimk] =0
m=0

elde edilir. Ayrica;
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dﬂo+1 o
{dkno+1uf[f+($ ki), £ (z, ki) Hemk, =

WD @ K)ok £ k4 WIS (ko) g £ (2 )i
—a;o(k)W[f¥ (z,k;), {3kn:-11 (=, k) b=t

ano-!-l

+"V[f+(:l' k) {akn +1

(33’ k)}k=k.'] =0

dir. Boylece;

WU (), Snes 22k = Lo WL (2, k), £ (2, ki) hemts = O

olur. Buradan,

Pro+1(Z, ki) = @i nos1(ki) FH (2, ki)
olacak gekilde bir a; no+1(k:) sabitinin varhigi ortaya ¢ikar. Bu ise (4.5) in
n = ng + 1 i¢in de var oldugunu gosterir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.2:
bi n—m, ki ye bagh sabitler olmak izere n =0,1,2,...,m; — 1 ve
t=7+1,7+2,...,2i¢cin

n

1 00 _ 1 o™
g9 (@ k) be=k: = > bi,n—mﬁ{%;f(z,k)}k:k.- (4.12)

m=0
dir.
ispat:

Teoremin ispati, (4.5) in ispatina benzer yolla yapilir.

Simdi (4.5) ve (4.12) i kullanarak z € (—o0,®0) olmak tizere

n=01,..,m;—1lve:=12..7cn
1 0™ __
Un,i(z) = ;{mf (I’k)}k=ki
n
= i,n—m { mf+($ k)}k._ (413)
2 o
ve
n=0,1,.m—1lvei=j3+1,7+2,..,Aicin
Un,-i(z) = {6k" ( )}k-_—ki
= Z bin-m— akm (2, k) Y=k (4.14)
=0
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fonksiyonlarini tanimlayalim. (4.13) ve (4.14) de tanimh fonksiyonlat
E=ki, i=142,..,5,7+1,.,
icin agagidaki bagintilar saglarlar. Bu bagintilar 6zel olarak ”Keldisch Denklem-
leri” adini alir:
l(UO’g') =0

{Us) + 71 25l (Uo,i) = 0 (4.15)

{(Uni) + 57 akl(U ~1,i) + 5 8k‘~’l(U —2,:)=0, n=23,..,m; -1
dir. (4.13) ve (4.14), Up,; nin, k = k; 6zdegerine karg: gelen dzfonksiyon oldugunu
gosterir. Uy i, Uai, Usiyeeoy Um;—1,i ler ise Up; nin associated fonksiyonlarim
gosterir. Upi, Us,iy Uzjigeery Umi—1,iy 1 = 1,2, 00,7, + 1,.., A lar ise L nin k = k;
ozdegerlerine karsi gelen csas fonksiyonlardis.
Teorem 4.3:

n=0,12,..,mi—1lvei=12 ..7igin

Un,i € L*(~00,00) (4.16)

dir.
ispat:

Teoremin ispatinda (2.3), (2.4), (2.7) ve (4.13) yi kullanacagiz. Oncelikle

—00 < z < 0 1¢in,

{6kn .’L k)}k-—k ' - l 'akn {ezw (@) -zkr / F- (.t t) —wktdt}k_k I
z .
— l;i'_'{(_im)neiw_(z)e—ikz_*_/ (_it)nF—(z,t)e—-zktdt}l
! —00
< ill_lnef_zoo 'Q(t)idtezlmk
- nl
T
+ f [t F~ (z, £)] et dt
<& |1‘.|n€fj°° lQ(t)'dtezImk

+ / 1t |F~ (z, )|etT™* dt

—0o0

yazilabilir. (3.48) kogullarindan,
|F~(z,t)| < cesViel

elde edilir. Boylece n =0,1,...,m; — 1l vei=1,2,...,7 icin
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L0 - n ? QN z1m
gl @ kb=l < ] oJoeo 1N Ik
)
‘F-Ce%Jl_-‘”—f/ ltlnetfmkdt
=00

vazilir. O halde,

{5 (@)} € La(~00,0)

dir. Bu da
Un,i € La(—o0,0) (4.17)

oldugunu ifade eder.
0 < z < o0 icin de benzer yolla
Un,i € La{(0,00) (4.18)
elde edilir.
Senu¢ 4.4:
L operatdriiniin 6zdegerlerine kargi gelen esas fonksiyonlar Ly(—o0, o) uzayindandir.
Simdi de (3.48) kogullan altinda; gy, $2,..; o V€ Lhot1, Hot2ye--sfil Sirasiyla,
Dy (k) ve D_(k) fonksiyonlarimun R* daki sifirlarim gostersin. Bunlarin katlan da
sirasiyla ny, 119,..., Ny V€ Nyp1, Nyga,...,7 Olsun.

n =0, 1 Wwni—1,1=1,2,...,v igin,

o WL ok b = LD WP =m=0 (419
oldugu aciktir. n = 0 ise
Fle, pa) = ciolpa) FH (@ p)y 1=1,2,.0 (4.20)
dir. O halde
cio(pi) #0
olmalidir.
=0, 1 witi—li=v+1,0+2,.. ligin,
(Wl (k) g (koo = (D (WM =i =0 (421)

oldugu aciktir. n = 0 ise
97 (2 13) = dio(pidg™ (z,115), i=v+1,v+2,..,1

dir. O halde
dio(pi) #0
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olmahdir.
Teorem 4.5:
Cin—m, Wi ye bagh sabitler olmak lizere n =0,1,2,...,n; — 1 ve

1=1,2,...,v i

o 7 n
5{8&:" f_(x,k)}k=u.' = E Cin—-m~— 73; {6kmf+ z ]")}k—p,. (422)

m=0
dir.
ispat:
Teoremin ispati, (4.5) in ispatina benzer yolla yapilir.
Teorem 4.6:

din—m, pi ye bagh sabitler olmak lizere n =0,1,2,...,n; — 1 ve
t=v+1,v+2,...,0 icin

n

1 o
g g™ (@ k) k=i = ) din-m = ,{ e (2, k) om (4.23)

m=0
dir.
ispat:
Teoremin ispat1, (4.5) in ispatina benzer yolla yapihir.
(4.22) ve (4.23) yi kullanarak ¢ € (—60,50) olmak iizere

n=0,1,...,n;—1vet=1,2..,vicin

an
Vailz) = %{ak,,f‘(r,k)}m

= ) Cin-m— { e O (2 k) Y (4.24)

=0

ven=0,1,..,n—1ver=v+1,v+2,..,10i¢in

o
‘/"vi(l') = ﬁ{aﬁg- (‘Ta k)}k=u,~
= Y i g (e ) e (4.25)
m=0

fonksiyonlarini tanimlayalim. (4.24) ve (4.25) da tammh fonksiyonlar
E=p, 1=12,..,0,0+1,..,1
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icin "Keldisch Denklemleri” ni saglar. Yani,
Vo) =6
Vi) + 5 & Vo) =0 (4.26)

IVi,i) + £ 51 (Vacri) + 2 250(Va2,) =0, n=2,3,...,m; — 1

dir. (4.24) ve (4.25), Vo i nin, k = p; 6zdegerine kargy gelen dzfonksiyon oldugunu
gosterir. Vi, Vai, V3., Vin;—1,i ler ise Vp; nin associated fonksiyonlarim
gosterir. Vo i, Vii, Va,iseess V=14, ¢ = 1,2, 0,0+ 1,...,0 lar ise L nin k = py;
ozdegerlerine karg: gelen esas fonksiyonlardir.
Teorem 4.7:

n=0,1,2,..,n; —1vei=1,2,...,v 1¢In

Vn,i ¢ Lg(—oo, OO)

dir.
Ispat:

Teoremin ispatinda (2.3), (2.4), (2.7) ve (4.13) yi kullanacagiz. Oncelikle
—o00 < z <0 igin

1,0 _ 19" iw (z) _—ikzx ‘ = AP
Hgm /@ Rh=rl = 15551 ()=t +f F~(z,t)e”* dt}rar,]

-0

= | {(miz)nenT @ e ike / (—it)"F~(z,t)e™** dt}

n! —oo

IA

1 T
;l—'l:cl"ef-w IQ(t)‘dte:z:p{:t:Imls:}

+ / PP~ (2, )| eI t

~—00

olur. (3.48) kosulundan elde edilen
|F~(=,t)] < cesVial

esitsizligi yerine yazilirsa

l;;l—l{'c'igk;f_(rak)}k=k.-| < lzlnef-m'Q(t)ldte’I""‘

+ ] ] P~ (z, £) eI dt

-0

bulunur. Son egitsizlikteki ilk toplain, Ly(—o00,0) uzayimn elemam olmadigi igin
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Vn,,‘ ¢ Lg(——é@, 0)

ohir. Sonug olarak
Vi & La(—00,00)
elde edilir.
Sonug¢ 4.8:
L operatorinin spektral tekilliklerine kargi gelen esas fonksiyonlar, Ly(—o0, 00)

uzayimn elemani degildir.

Simdi
12 = [+ lelPmIfte) e
o, = [ (+lely " lo(o) e
olmak tizere -
H, ={f: /_ (1 + |2))**|f(z)’dz < o0}, n=1,2,...

H_,={g: /w (1 + |z])"?"g(2))?dz < 00}, n=1,2,...

—00
Hilbert uzaylarini tanimlayalim. Buna gore, n = 1,2, ... i¢in
Hpy1 Cx Hy Cx La(R) Cx H_, Cx H—(n+1) (4.27)
dir ve H_,,, H, in dualine izomorftur.
Teorem 4.9:
n=201,.,n—1vei=12,..,v,v+1,..,10icin
Va,i € H_(n41)
dir.
ispat:
Teoremin ispatmda (2.3) ve (2.4) 4 kullanacagiz.
1 90" ,_
9(z) = g f (@ k) =g

olsun. O halde —o0 < <0 igin
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gl —nasy = / ™ (14 2) 2D g (2) P de

—ocC

[ I o £ (o e P

—0o0

0
/ 1+|x|)—2(n+1)| { x)nezw (z) —ikx

bl ©]

S

-_00

o 0
< / 1+ le)—2(n+1){i'{‘xlnef_m 1Q(DIdt o Imi
n:

—00

¢]
teesVial / lt|met ™k gt} )2 de
—0c

0 0] 2n
—2(n+1)| 120 .. < (1 +1=l)
< c/ (1+|z]) |z|*"dz _c/_oo (1+I$D2n+2dx

bt o)

0 1
- / ! <o
—oc (1+]z})?

olur. 0 € ¢ < oo igin de benzer yolla gosterilir. O halde
Vn,z' € H—(n+l) N n = 0, 1, ey g — 1 ; = 1, 2, ooog

elde edilir.
Vai € H_(n41y, n=0,1,..,n; =1, i1=v+1,v+ 2,...,1
ifadesi de benzer yolla ispatlamr.
Simdi
o = TIL(L:L'{’IL] 3Ty ceeg Thyyy Thpp 15 ooy nl}

olacak sekilde spektral tekilliklerin en maksimal kati olabilecek bir ng secelim.

Buna gore
Hongi= {7+ [ (41 |f(@)ds < oo}

dir. (4.5) ve (4.27) den asagidaki sonug yazihr:

Sonucg 4.10:
n=0,1,..,n; -1, 1=0,1,...,,uv,v+ 1,...,] olmak {izere

Vn,i e H—'no

dir.
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