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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
RASTLANTISAL GEOMETRIK GRAFLARIN ANALIZi
Emine Celikten

Karamanoglu Mehmetbey Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Fen Bilimleri ve Teknolojileri AnaBilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Nimet COSKUN

Ekim, 2023, 61 sayfa

Bu tez calismasi bes boliimden olugmaktadir ve rastlantisal geometrik graflarin analizi
ile ilgili sonuglarin derlenmesini hedeflemektedir. Tez ¢alismasinin ilk bolimii giris
boliimiidiir. Bu bdliimde tezin amag¢ ve kapsami, literatiir bilgisi, konunun tarihsel
siirecleri ve farkli alanlardaki uygulama 6rneklerine yer verilmistir. Ayrica istatistik
alanindaki ¢esitli testler ve kiimeleme teorisi alanindaki uygulamalarda da kullanimina
deginilmistir. Ikinci boliimde graf teori ve fonksiyonel analizle ilgili temel kavram ve
tamimlara yer verilmis, agiklayici ornekler sunulmustur. Ugiincii boliimde olasilik
teorisi ile ilgili tanim ve teoremler ile Orneklere, olasiliksal esitsizliklerde sinir
belirleme islemlerinde kullanilan Markov esitsizligi ve ispatina yer verilmistir. Ayrica
grafteoride rastlantisallik 6zelliginin olasiliksal yaklagimi gerektirdigi vurgulanmastir.
Dordiincti bolimde Penrose (2003) caligmasi referans alinarak bazi olasiliksal
esitsizlikler ispatlanmistir. Besinci boliimde sayilabilir sonsuz noktalara sahip graflar,
bu graflara ait rastlantisal geometrik graflar {izerinde kurulan LARG (V, 5, p) modeli

tanitilmigtir. Rado graflari i¢in varolugsal kapalilik kavramimin geometrik rastlantisal
graflar i¢in analogu geometrik varolugsal kapalilik kavramidir. Farkli metrik uzaylarda
adim izometri ve geometrik varolugsal 6zelliklerinin degismesi bu tekniklerle iiretilen
bazi makalelerin karsilagtirilmali incelenmesiyle sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Graf teori, spektral analiz, fonksiyonel analiz, olasik teorisi.
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ABSTRACT

Ms Thesis
ANALYSIS OF RANDOM GEOMETRIC GRAPHS
Emine CELIKTEN

Karamanoglu Mehmetbey University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Science and Technologies

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nimet COSKUN

October, 2023, 61 pages

This thesis consists of five chapters and aims to compile the results regarding the
analysis of random geometric graphs. The first part of the thesis is the introduction. In
this section, the purpose and scope of the thesis, literature information, historical
processes of the subject and application examples in different fields are included. In
addition, its use in various tests in the field of statistics and applications in the field of
cluster theory is also mentioned. In the second chapter, basic concepts and definitions
related to graph theory and functional analysis are included and illustrative examples
are presented. In the third chapter, definitions, theorems and examples related to
probability theory, Markov inequality and its proof used in determining bounds in
probabilistic inequalities are given. It is also emphasized that the randomness feature
in graph theory requires a probabilistic approach. In the fourth chapter, some
probabilistic inequalities are proven with reference to the study of Penrose (2003). In
the fifth chapter, graphs with countably infinite points and the LARG (V', &, p) model
of these graphs based on random geometric graphs are introduced. The analog of the
concept of existential closure for Rado graphs for geometric random graphs is the
concept of geometric existential closure. The change of step isometry and geometric
existential properties in different metric spaces is presented by comparative
examination of some articles produced with these techniques.

Keywords: Graph theory, spectral analysis, functional analysis, probability theory.
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1.GIRiS

Matematikte Graf Teori (Cizge Teorisi), nesneler arasindaki ikili iligkileri modellemek
icin kullanilan matematiksel yapilar olan graflarin incelenmesidir. Bu baglamda bir
graf, noktalar (kose, diiglim) ve bu noktalar1 birbirine baglayan kenarlardan (baglanti)
olusur. Noktalar1 simetrik olarak birbirine baglayan yonsiiz graflar ile iki noktay1
asimetrik olarak birbirine baglayan yonlendirilmis graf arasinda ayrim yapilir. Graflar

ayrik matematigin temel ¢alisma nesnelerinden biridir.

d d
(a) (b)

Sekil 1.1 : Yonlii ve yonsiiz graf 6rnekleri, Grimaldi (1993).

1736’da Leonard Euler (1707-1738) tarafindan ¢oziilen Konisberg’in yedi kopriisi
problemi ve 1752°de diizlemsel graflar i¢in Euler Teoremi’nin bulunmasinin ardindan

neredeyse bir yiiz y1l boyunca bu alanda ¢ok az ilerleme oldu.
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Sekil 1.2 :(a)Konisberg’in yedi kopriisii, (b) Graf ¢izimi ile ifadesi, Grimaldi (1993).



Daha sonra 1847°de Gustav Kirchoff (1824-1887) agag ad1 verilen 6zel bir graf tiiriinii
inceledi. Elektrik akimi i¢in Ohm yasasini genisletirken elektrik aglariyla ilgili

uygulamalarda bu kavrami kullandi.

1oAY |

Sekil 1.3 : Bir elektrik devresi i¢in graf uygulamasi, Grimaldi (1993).

On y1l sonra Arthur Cayley (1821-1895) doymus C H, ne€ Z" hidrokarbonlarinin

n+2°

farkli izomerlerini saymak i¢in ayni tip grafigi gelistirdi.

|
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| |
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Sekil 1.4 : Doymus hidrokarbonlarin graf ile ifadesine bir 6rnek, Grimaldi (1993).

Bir ormandaki agaglar ve agaclar arasinda yayilan bir hastalik, belirli bir bolgede
yasayan hayvan veya kus yuvalar1 ve komsu yuvalar arasindaki iletisim, bir lilke veya
kitadaki iletisim istasyonlar1 ve arasindaki baglantilar, insan beyninde komsu
noronlarin arasindaki baglantililik ve etkilesim, takim yildizlariin arasindaki ¢ekim
ve uzakliga gére konumlandirma bu ve bunun gibi bir¢ok doga olaylar1 graf yapilariyla
modellenebilir (Penrose, 2003). Burada baglantililigin noktalar arasindaki mesafeye
bagli olmasi graf yapilarinda geometrik graf modelleri olarak adlandirilir. Noktalarin
ise tanim kiimesinde rastgele dagilimli olmas1 graf yapisina rastlantisal 6zellik katar.

Rastlantisal geometrik graf yapilarinin matematiksel modellenmesinde ilk olarak R



iizerinde bir Oklid normu | . || tanimlanarak, » >0 pozitif parametresi igin, X nokta
kiimesi X c R? olmak iizere G (X,r) yonsiiz graf (undirected graph) yapisi uzakliga

bagh olarak kurulur (Penrose, 2003). Burada nokta kiimesinden keyfi iki noktanin

baglantili (connected) olmasi ise Vx,y e X ig¢in
x~y o ||x-y|<r

seklinde tanimlanir (Penrose, 2003). Eger uzay bir boyutlu ise yani d =1 igin
tanimlanan graf yapisi aralik grafi (interval graph), eger uzay iki boyutlu ise yani d =2

icin graf disk graf (disc graphs or proximity graphs) seklinde 6zel olarak adlandirilir.

Bu tezde spesifik bir graf yapisindan ¢ok genel geometrik graf yapilari iizerinde
durulacaktir. Geometrik graf yapisindaki noktalarin rastlantisal dagilimlh
konfigiirasyonu goz Oniine alinacaktir. Dogada noktalarin konfiglirasyonunun net
olarak bilinmedigi ve belirlenmesinin gii¢c oldugu modeller vardir. Cok boyutlu graf
yapilarinda ise tam hesap yapmak zor olabilir ve bazi durumlarda ortalama veya

yaklasik hesap yapilmasi yeterli olabilir.

Sekil 1.5 : Rastlantisal geometrik grafa bir 6rnek, Penrose (2003).

1950’li yillarin sonlarina dogru ilk defa Erdos ve Renyi tarafindan rastlantisal graf

yapilart ¢alisilmistir (Erdés ve Renyi, 1950). Erdés-Renyi raslantisal graflar1 daha



sonralar1 Ballobas (1985), (Alon ve digerleri, 1992), (Janson ve digerleri, 2000)
tarafindan da ele alinmistir. Erdds-Renyi rastlantisal graf modeli noktalarin
baglantililig1 ile aralarindaki uzaklik arasinda bir iligki tanimlamadig1 i¢in rastlantisal
geometrik graflara gore farkli bir kategoride degerlendirilebilir.  Erdos-Renyi

rastlantisal graflart G (n, p) ile gosterilir. Burada » ile sonlu nokta kiimesi, p ile

de herbir kenarin bagimsiz p olasiligi gosterilir.

Geometrik graflarda ise eger nokta kiimesinin elemani olan x,, x, ve x, noktalari
i¢in
Hxl. —xjHSr,

P
esitsizlikleri saglaniyorsa,
||xi —xk” < Hxl. —xJH + ij —ka <2r

yazilabilir. Uggen esitsizligi 6zelligi ise Erdds-Renyi graflarindan farkli olarak
rastlantisal geometrik graflara istatistiksel testlerin uygulanabilmesi i¢in daha ger¢ekei
bir alan ve farklilik katar. Ayrica literatiirdeki caligmalar Erdds-Renyi model ve
rastlantisal geometrik graflar anlaminda kiyaslanacak olursa benzer sorular i¢in ¢ok
farkli ispat yontemlerinin gerektigi goriilecektir. Erdos-Renyi modelinde ¢ogunlukla
kombinatorik yontemler 6n plandadir. Rastlantisal geometrik graflarda ise istatistiksel
ve kombinatorik yontemlerin birlikte kullanilmasi s6z konusu olmaktadir (Alan ve

digerleri, 1992; Pach ve Agarwal, 1995; Solomon, 1967).

Sonsuz geometrik graflarin ¢alisiimast Gilbert (1961) ile baslamistir. Bu yapilar
homojen olmayan materyallerin istatistiksel anlamda incelenebilmesine modellik
ettigi icin siirekli perkolasyon (continuum percolation) konusunun calisilmasinda
motivasyon kaynagi olmustur (Torquato, 2002). Perkolasyon teorisi modern olasilik
teorisinin 6nemli bir dalidir (Grimmett, 1999). Ayrica bu konu ile ilgili Meester ve
Roy (1996) calismasi da incelenebilir. Bu tip problemlerde biiyiik sonlu graflarda tam
hesap yapilamayan graf yapilar i¢in asimptotik hesap yapilabilmesi miimkiin
olacaktir. Tam hesaplar » ’nin kiiglik degerleri i¢in miimkiin goziikse de biiyilik
verilerin modellenmesinde kullanilan graflar i¢in pek miimkiin géziikmemektedir. Bu

sebeple rastlantisal geometrik graflar igin literatlirde asimptotik teorisi de oldukca



giincel bir konu olmugtur. Bu asimptotik hesaplar ile G(x,;r, ) grafinda bir (r,) dizisi

tanimlanir ve bu dizinin limit 6zellikleri ile hesaplar yapilir.

Hafner (1972) calismasi sonlu rastlantisal geometrik graflar {izerindeki ilk
caligmalardandir. 90’11 y1llarin baslarinda da bazi arastirma gruplar1 bu konu hakkinda
0zglin ¢aligmalarda bulunmustur. Godehardt (1990) kitabinda graf teorinin istatistiksel
ve olasiliksal uygulamalar ile ilgili konular ¢ogunlukla bir boyutta ele alinmistir.
Izleyen yillarda ise konu Godehardt ve Jaworski (1996), Harris ve Godehardt (1998)
ve Godehardt (1998) c¢alismalarinda ¢ok boyutta uzaylara genellestirilmistir.
Matematiksel teori anlaminda ¢ok boyutlu uzaylar i¢in Appel ve Russa (1997a, 1997b,
2002), McDiarmid (2003) tarafindan ¢alismalar yapilmistir. Uygulamali bilimlerde,
ozellikle kablosuz iletisim anlaminda ise Clark ve digerleri (1990) ve Gupta ve Kumar
(1998) tarafindan arastirmalar yapilmistir. Penrose ise minimum geren aga¢ (minimal
spanning tree) ve perkolasyon teorisi acgisindan bu konuyla ilgili ¢aligmalarda
bulunmustur. Tezimizde ise temel olarak Penrose (2003) kitabi ve Penrose’nin (1995,
1997, 1998, 1999a, 1999¢, 2000a, 2000b), Penrose ve Pisztora (1996) ve Penrose ve

Yukich (2001) ¢alismalarindan derlenen sonuglar ele alinacaktir.

Bu calismada kullanilan olasiliksal modelden bahsedelim. R iizerinde tanimli f
olasilik yogunluk fonksiyonu goz oniine alinsin. 4 boyutlu ve bagimsiz X, X,,...
degiskenleri f ortak olasilik yogunluk fonsiyonuna sahip olsun. X, = {X X X n}
olmak iizere; rastlantisal geometrik graf olarak, ana graf G (.X,;r) olacaktir (Poisson

nokta stireci tizerinde dikkate alinir). Sekil 1.5°teki gorsel n =200, d =2, r=0,11

degerleri ile [O,l]2 lizerinde, f yogunluk fonksiyonuna sahip, diizgiin dagilimli bir

Ornektir.

G(X ;r) grafinin baglantili bilesenleri agisindan sorular; X merkezli /2 esit

yarigapl yuvarlardan olusan kapsama siireclerinin bilesenleri olarak yeniden ifade
edilebilir. Bu tiirdeki kapsama siirecleri aslinda Poisson nokta siireci (Poisson point
process) basligi altinda ¢okga incelenmistir. Bir 6rnek olarak Hall (1988) ¢alismasina

bakilabilir. Ayrica G(X;r) grafinin minimum derecesine dair sorular1 anlamak

hesaplamali geometride temel bir problemdir. Daha detayli bilgi edinmek i¢in Steele

and Tierney (1986) ¢alismasi iyi bir kaynak olusturur.



Genel olarak ilgili literatiir arasinda asagidaki kitaplar yer almaktadir. Istatistiksel
geometrinin teorik ve istatistiksel yonleri tlizerine genel ¢alismalar arasinda Santalo
(1976), Hall (1988), Ambartzumian (1990), Stoyan ve digerleri (1985), Meester ve
Roy (1996) ve Molchanov (1997) yer almaktadir. Mevcut ¢alismalardan farkli olarak
graf teori Ozellikleri tizerinde odaklanmis Steele (1997) ve Yukich (1998) tarafindan
yazilan kitaplar, X iizerindeki tam graflarin 6zellikleri {izerinedir ve kenarlar

mesafeye bagli olarak belirlenir.

Rastgele geometrik graflarin incelenmesinde bir diger motive edici faktér ¢ok

degiskenli istatistiklerdir. 1<i<n olmak lizere X, noktalari, mekansal verileri

(6rnegin baz1 maden yataklar1 gibi) veya mekansal-zamansal verileri (6rnegin hastalik
vakalar1 gibi) temsil edebilir. Daha genel bir bakisla; » kisiden olusan bir toplulukta
i ’nci bireyde bulunan d niteliklerini temsil eden, ¢ok degiskenli verilerin 6l¢timleri
seklinde distniilebilir. Bagka bir istatistiksel kullamim alan1 ise ¢esitli hipotez
testlerinin temeli olarak kullanilmasidir. Ornegin bir hipotezdeki modellemenin
gozleme ne kadar yakin olduguyla ilgilenen uyum iyiligi (goodness-of-fit)

Ol¢iimleridir. Burada sifir hipotezi; temelde f yogunlugundaki noktalarin belirli bir
g dagilimi oldugudur. Hipotez ile elde edilen sonuglarin ne kadar uyumlu olduguna
dair bazi testler uygulanabilir. Bu durumda gesitli test istatistiklerine basvurulur.
Bunlardan bazilar1 geometrik graflara dayanir. G(X;r) ’nin basit kenar sayimi veya
daha genel olarak belirtilen £ diizeyinde G(X;7)’nin tam alt graflarinin sayimi
(Silverman ve Brown (1978) bu duruma 6rnek olarak verilebilir. Bu model esas olarak
G(X;r) grafinin grup numarasi olan tarama istatistigidir (scan statisitic). Bu kisimda
daha detayli bilgi icin; noktalar arasindaki en yakin komsu mesafelerin amprik
dagilimmi konu alan Glaz ve digerleri (2001) ve Bickel ve Breiman (1983)

caligmalari, ayrica noktalar arasindaki en yakin mesafe en biiylik komsuluk iizerine

Henze (1982) calismasina bakilabilir.

Geometrik graflarin ortaya ciktig1 en dogal istatistiksel ortam siniflandirma veya
taksonomi olarakta bilinen kiime analizidir. Her birey i¢in bireysel yapilan 6l¢timlere
dayanarak genis bir birey toplulugunu gruplara ayirma bilimidir. Ornegin tip alaninda
bireylerin semptomlarma iligskin veriler, onlar1 hastaliklara gore simiflandirmak i¢in
istenebilir. Fosiller {izerinde yapilan Olgiimlere bakildiginda tiirlere gore

siniflandirilmasi s6z konusu oldugunda bir ¢ok siniflandirma teknigi G(X;7) grafinin



yapisina dayanmaktadir. Bu ise graflarin olasilik teorisinin oldukga iyi anlagilmasi ile
miimkiindiir. Daha genel bilgi i¢in Godehart (1990) ¢alismasina bakilabilir. Her birey
icin Olgiilen 6znitelik sayisinin d olarak gosterildigini ve Olgiilen 6zniteligin siirekli
bir degisken oldugunu varsayalim. Olgiimlere dayanarak iki birey arasindaki farklar
degerlendirilebilir ve bu farkliliklara gore bireylerin kiimeleri olusturulabilir. Bu
diyagramda her birey R¢ uzayinda bir dge ile temsil edilir. iki birey arasindaki
farkliliklar1 6lgmek icin olas1 bir segenek R¢ uzayinda karsilik gelen iki nokta

arasindaki Oklid uzakligidir, digeri ise farklarm mutlak degerinin maksimumu olan /,

mesafedir. Cok degiskenli analizde daha fazla detaya inmeden bu yoOntemle

farkliliklarin R¢ uzayinda bazi normlara gére 8lgmenin miimkiin oldugu sdylenebilir.

Olgiimlere dayali olarak kiimeler olusturmanin gesitli yontemleri vardir. Aralarmdaki
mesafelere 6zellikle G(X;r) grafina dayanan, kiime olusturmanin en eski ve en ¢ok
caligilan yontemlerinden biri tek baglantililiktir (similarity relation). 7 seviyesindeki
tek baglantili kiimeler G(X;r) grafinin baglantili bilesenleridir. Tek baglantili
kiimeleme ayn1 zamanda da hiyerarsiktir. Yani herhangi iki tek baglantili kiime i¢in
(ayn1 diizeyde olmasi gerekmez) ayriktir ya da biri digerinin ig¢inde yer alir. Tek
baglantili kiimeleri tanimlamak i¢in kullanilabilecek minimum geren agacini (MST)

olusturmada yardimci etkili algoritmalar vardir (Gower ve Ross, 1969).

Sekil 1.6 : Tek baglant1 kullanarak hiyerarsik kiimeleme.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Rastlantisal geometrik graflarin incelenmesinde graf teorisi ve fonksiyonel analizden
bazi temel kavramlarin bilinmesi gerekli olacaktir. Bu kisimdaki temel tanim ve
teoremler (Grimaldi, 2006) ve (Kreyszig, 1973) kitablarindan derlenmistir. ilgili
okuyucular herhangi bir graf teorisi ve fonksiyonel analiz kitabindan da temel tanim
ve teoremler i¢in yararlanabilir.

Tanmm 2.1. (Grimaldi, 2006) V' bostan farkli bir kiime ve E cV xV olsun.
G =(V;E) tglii yapisia graf (gizge) denir. V' (G) veya V' ile nokta kiimesi (vertex
set), E(G) veya E ile kenar kiimesi (edge set) gosterilir. Birbirine iki noktay1

birlestiren bir kenar varsa bu iki nokta baglantilidir (connected) ve bu iki nokta
birbirine komsudur (adjacent) denir. Birbirine baglantili iki noktanin arasindaki kenara
ise bu iki noktaya ait olan kenar (incident edge) denir.
Va,beV igin

a ve b baglantilidir < a~b

ile gosterilsin. Yonsiiz grafta nokta kiimesindeki tiim elemanlar igin
a~b <b~a
saglanir. Yonstiz grafta u, w eV noktalar1 baglantiliise # ve W noktalarini birlestiren

kenar {u,w} ile gosterilir. Burada # ve W noktalarinin hangi sirada yazildigi kenar1

degistirmez. Yani yonsiiz grafta {u,w} ve {w,u} kenarlar1 birbiyle aynidir.

Tamm 2.2. (Grimaldi, 2006) (Yonlii graf-Digraf) G = (V; E) grafinda kenarlarin yonii

varsa bu tiir graflara digraf ya da yonlii graf denir.

Yonlii grafta u,welV noktalar1 baglantili ise # ve W noktalarini birlestiren kenar

{u,w} ile {w,u} noktalarin birlestiren kenar ayn1 olmayabilir ya da {u,w} e E iken
{w,u} ¢ E olabilir. Yonlii graflarda graf konfigiirasyonu oklu gosterimle yapilir.

Baslangi¢ ve bitim noktas1 ayni olan kenara dongii (loop) denir. Bir grafta iki noktay1

birlestiren birden fazla kenar varsa bu tiir graflara ¢coklu graf (multigraph) denir. Cok

yonlii graflarda iki kenar arasinda maksimum baglanti sayis1 n€ Z " olmak iizere

n -graf denir.



Tamm 2.3. (Grimaldi, 2006) G =(V;E) yonsiiz grafinda x,y €V olsun. G grafinda
X noktasindan baslayip y noktasinda biten, 7 tane

e = {xi_l,xi} ek, 1<i<n,
kenarina sahip x—y yiriyiisi (x—y walk),

X=Xy,€,X,6),X),6,...,€

n—1°

X, 1,€,X, =y

n-1°"n
sonlu alterne diziyle gosterilir. Yiirliyiisiin uzunlugu ytirtisteki kenar sayis1 olan # *dir.

x — y ylriyiisinde x =y ve n>1 ise kapali yiiriiyiis (closed walk), diger durumlarda

acik yiriiylis (open walk) adin1 alir. Yiiriiyiiste nokta ve kenar tekrar1 olabilecegine
dikkat edilmelidir.

Ornek 2.1;

Sekil 2.1 :Yonlii coklu graf 6rnegi, Grimaldi (1993)

Sekil 2.1°de a *dan b "ye 3 kenar olup {a,b} 3 kathidir. {b,c} kenari 2 katl, {e,d}
yalnizca bir baglant1 ve {d ,e} kenari 2 kathidir. Bu durumda bu graf; yonlii 3-graf
olacaktir.
Tamm 2.4. (Grimaldi, 2006) G =(V;E) yonsiiz grafinda x — y yiiriiyiisii i¢in

a) Eger x—y yiriiylisiinde kenar tekrar1 yoksa, bu yiirliylise x—y izi (x—y

trail) denir. X—X kapali izine devre (circuit) denir.

b) Eger x—y ylriyiisiinde nokta tekrar1 yoksa, bu yiirliylise x—y patikas1 (

x —y path) denir. X—Xx kapali patikasina ¢gember (cycle, cevrim) denir.
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Ornek 2.2:

Sekil 2.2: Baglantili graf 6rnegi, Grimaldi (1993)
Sekil 2.2°deki graf lizerinde a >b—>c—>d —>e—>c— f vyiirlisii 6 uzunlugunda
olup, bu yiiriiyiiste ¢ kenar tekrar ettigi icin a— f* agik yiiriiyiisii a— f patika ( a— f

path) olmayacaktir. Fakat kenar tekrar edilmedigi i¢in a— f iz (a—f trail) olacaktir.

Bagka bir ¢ —>d—>c—b—a ylriylsinde ise herhangi bir nokta tekrari
bulunmayi1p kapali bir yliriiylis oldugundan, a —a kapali patikasi bir ¢cevrim (cycle)

olusturur.

Tamm 2.5. (Grimaldi, 2006) G =(V;E) yonsiiz grafinin herhangi iki farkli noktas

arasinda bir patika varsa, bu grafa baglantili graf (connected graph) denir. Baglantili

olmayan grafa baglantisiz graf (disconnected graph) denir.

Ornek 2.3:

d f

Sekil 2.3: Baglantili olmayan graf 6rnegi, Grimaldi (1993)
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Sekil 2.3’te resmedilen V' ={a,b,c,d,e, f,g} kose kiimesi iizerindeki yonsiiz grafta
a ’dan e’ye bir patika bulunmadigi icin G =(V;E) grafi baglantili olmayan graf
(disconnected graph) olacaktir. Bu 6rnekteki V, = {a,b,c,d} kose kiimesi baglantili ve
V, ={e, f, g} kose kiimesi baglantil1 olup, bu kiimelere grafin bilesenleri (component)

denir.

Tamm 2.6. (Grimaldi, 2006) G =(V';E) (yonlii veya yonsiiz) graf olsun. @ #V, <V
ve E, c E olmak lizere E, ’deki her kenar V| noktalarina ait kenarlar (incident edges)

olsun. Bu durumda G, = (¥,;E,) grafina G nin bir alt-grafi (subgraph of G ) denir.

Tamm 2.7. (Grimaldi, 2006) G =(V;E) (yonlii veya yonsiiz) grafi ve G, =(V;E,)
alt-grafi verilsin. Eger V, =V ise G, = (Vl;El) alt-grafina 6zel olarak G grafinin geren
alt grafi (spanning subgraph of G ) denir.

Tamm 2.8. (Grimaldi, 2006) (Agag) G =(V;E)dongiisiiz yonsiiz grafi (loop-free
undirected graph) verilsin. Eger G grafi baglantili ve ¢evrim (cycle) icermiyorsa, bu
graf tipine 6zel olarak agag (tree) denir. 7' =(V;E) gosterimi agaglar igin kullamlir.
Agaclar Ozel graf yapilar oldugu icin graflar i¢in tanimlanan bir ¢ok kavram ve
0zelligin, agaclar i¢in de benzer seklide tanimlanabilecegine dikkat edilmelidir.

Graf teorideki bir ¢ok kavram olasilik problemlerinin tanimlanmasinda ve

modellenmesinde kullanilabilir. Simdi bu durumu basit bir 6rnekle aciklayalim.

Ornek 2.4. (Bertsekas ve Tsitsiklis, 2000) (Dizisel Modeller) Olasilik teorisinde bir
cok olay dizisel karaktere sahiptir. Ornegin bir madeni paranin ii¢ kere atilmas1 deneyi,
bir depodaki stok degerinin bes giin ard arda goézlenmesi gibi olaylar dizisel
karakterlidir. Dort yiizlii bir zarin atilmasi deneyini ele alalim. Bu deneyin sonuglari

agac tabanli dizisel gosterimle modellenebilir (tree-based sequential description).
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yapraklar

kok

Sekil 2.4: Dort yiizlii bir zarin iki kez atilmasi deneyi i¢in 6rnek uzay agiklamasi.

Yukaridaki aga¢ gosteriminde her nokta (node) bir olayla tamimlanabilir. Ornegin

birinci atista 1 gelen iki atigli deneyin olaylari

{(1L1),(1,2),(1.3),(1.4)}

ile gosterilir. Bu durum agag¢ konfigiirasyonunda bir yaprak kiimesi ile gosterilir.
Tanim 2.9. (Kreyszig, 1973) X # O bir kiime ve d fonksiyonu

d: XxX->R,
(x,y)—>d(x,y),

verilsin. V x,y,z€ X igin
M1) d reel degerli, sonlu negatif olmayan,

M2) d(x,y)=0c>x=y,
M3) d(x,y)=d(y,x),
M4) d(x,y)ﬁd(x,y)er(y,z),

ozelliklerini sagliyorsa, d fonksiyonuna metrik, (X,d) ikilisine de metrik uzay denir.

M1)-M4) 6zelliklerine metrik aksiyomlari denir.
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Ornek 2.5. (Kreyszig, 1973) d-boyutlu R? Oklid uzayi, Vx=(&.&,...E,),

y=(m.1,,-..,n,) € R? i¢in R’ lizerinde tanimlanan

d(xay):\/(é _771)2 +(§2_772)2 +"‘+(§d _77d)2 (2.1)

doniistimii ile birlikte bir metrik uzaydir. (Burada metrik anlaminda kullanilan d

fonksiyonu ile boyutu ifade eden d sayisi karistirilmamalidir.)

Ornek 2.6. (Kreyszig,1973) [’ dizi uzay1 (p>1 fiks reel sayr olmak iizere)

sz(fj)z(fl,fz,...) icin i\gj\”@o Ozelligine sahip dizilerin uzay1 olarak

J=1

tanimlanir. /? {izerinde,

d(x,J’):(i‘gf_U/‘pjp (2.2)

dontistimii metrik aksiyomlarini saglar.

Tanim 2.10. (Kreyszig, 1973) x, € X merkez ve reel » >0 yarigapi igin

B(xo;r):{xeX:d(x,xo)<r}, (23)
S(xo;r):{xeX:d(x,xo):r}, (2.4)
E(xo;r):{xeX:d(x,xO)Sr}, (2.5)

kiimeleri sirastyla acik yuvar, kapali yuvar ve kiire olarak tanimlanir.
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Tamim 2.11. (Kreyszig, 1973) (Vektor uzayr) X = bir kiime ve K =R v C cisim

olsun. X iizerinde toplama ve ¢arpma iglemleri sirasiyla

+: XxX > X,

SKxX X,

dontistimleriyle gosterilsin. Eger X bu iki isleme gore de kapali ve

Vx,y,ze X, Va,feK i¢in asagida verilen,

i. (a+pf)x=ax+px,

ii. a(px)=(aB)x,

. x+y=y+ux,

iv. x+(y+z)=(x+y)+z,

v. a(x+y)=ax+ay,

vii F0eX>30+x=x,

(Burada 0 vektorii i¢in toplama isleminin etkisiz elemani olarak kullanildigina dikkat

ediniz.)

vii.  Ox=0,

viii.  lx=ux,

(1 carpma isleminin birim elemani anlaminda kullanilmistir.)

ozellikleri bu iki islem icin saghyorsa, X vektor uzayi olarak adlandirilir. X vektor

uzayinin elemanlarina vektor, K cisminin elemanlarina skaler denir.
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Tammm 2.12. (Kreyszig, 1973) X vektor uzaymnda tanimli
[-[:x > R,

dontisiimii verilsin. Eger Vx,ye X, VaeK igin

NI) | x|=0,

N2) | x||=0< x=0,

N3) || @x || =|a[x

3

N4 [ty [ <+ [y

3

ozelliklerini saghyorsa, | . | doniisiimiine X iizerinde bir norm, (X, .[) ikilisine de

normlu uzay denir. (X o[ - ||) normlu uzayinda,

d(x.3) =l ] 20
doniistimii X {izerinde bir metrik tanimlar. Bu metrige normdan elde edilen metrik

denir. Dolayisiyla her normlu uzay bir metrik tanimlar ancak bu Onermenin tersi

genelde dogru degildir.

Ornek 2.7. (Kreyszig, 1973) R iizerinde

[ x]- (ij @7

=1

doniistimii bir norm tanimlar.
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Ornek 2.8. (Kreyszig, 1973) [ iizerinde Vx=(§j):(§1,§2,...)el” ve

y=(77j)=(771,772,...)el” icin x vektoriiniin normu,

1
o0
<], = ]|
x|, = X,
! k=1

ile ve normdan elde edilen metrik

k=1

1
d,(x,y)= (Z|xk L |p]p
dontistimleri ile tanimlanir.

Ornek 2.9. (Kreyszig, 1973) [” dizi uzay1, Vx = (&) =1(&,S,5,,) €l i¢in

5] <.

(c,, j ye bagl reel say1 olmak iizere) dzelligine sahip komplek say1 dizilerinin uzay1

olmak iizere [ uzayinda x = (&) vey :(nj) elemanlart i¢in,

d,(x,y) :sup‘éj -n,l, N=12,..,

JjeN

doniisiimii metrik aksiyomlarii saglar. /” aym zamanda vektdr uzayi olup d,

metrik tanimindan yararlanarak x vektoriiniin normu,

, N=12,..,

[ x|, =suple,
JEN

seklinde tanimlanir.
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3. OLASILIK TEORISI iLE iLGIiLi TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde olasilik teorisi temel kavramlar1 tanimlanmakta, olasilik uzay1 ve olasilik
fonksiyonu degisken tiirleri ve degisken tiirlerine gore dagilim fonksiyonlar1 gibi tez
icin gerekli olan ve literatiirde yer alan temel tanmimlar, kavramlar ve Ozellikler

verilmektedir.

Olasilik teorisi kiimelerin dilini kullanir. Kiimeler i¢in tanimlanir ve hesaplanir.
Burada konumuzda kullanacagimiz kiime teorisinden bazi temel kavramlar1 kisaca

gbzden gegirecegiz.

Tanim 3.1. (Durret, 1991) Bir deneyin olabilir tiim sonug¢larinin olusturdugu kiimeye

ornek uzay denir. Q) ile gdsterilecektir.

Tamm 3.2. (Durret, 1991) Q uzaymnin alt kiimelerinden olusan kiimeye sinif denir.

U ile gosterilecektir.

Ornek 3.1. (Williams, 1991) Bir madeni paranin iki kez atilmasi deneyinde

Q={YY,YT.TY,TT}
kiimesi 0rnek uzay,
U = En az bir kez tura gelmesi

bir olay1 gosterir.

Tanim 3.3. (Williams, 1991) Q = & ve U, Q uzayinda bir sinif olmak {izere
i) Qel,
ii) AeU,AeU,

i) (4,), U—>U”, 4, eU,

ozelliklerini sagliyorsa U sinifina (Q uzayinda bir o — cebir denir.
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Tanim 3.4. (Williams, 1991) Q bos olmayan bir kiime, U ise Q {izerinde bir

o —cebir olsun. U lizerinde tamimli,
P:U —[0,1]
A— P(4)
P fonksiyonu,

i) VAeUigin P(4)>0,
i) P(Q)=1,
i) 4,neN kiimeleri U daki ayrik (Ak N4 [ =D,k # j) olaylarmin bir dizisi

olmak tizere,

P(UL4,)=3P(4)

n=1

ozelliklerini sagliyorsa, P olasilik 6lgiisii olarak tanimlanir. P(A4) ya 4 olaymin

olasilig1 denir. (Q,U, P) iigliisiine de bir olasilik uzay: denir.

Tamm 3.5. (Pisshro-Nik, 2014) (Rastgele Degisken) Rastgele deneyleri analiz etmek
i¢in, deneyin bazi sayisal yonlerine odaklaniriz. Ornegin, bir magtaki gol sayisi, kdse
vuruslari sayisi, magtaki sut sayist gibi durumlar rastgele degiskene O6rnektir. Kisaca
rastgele degisken ile rastgele bir deney ile belirlenen gercek degerli bir degisken
diistiniilmelidir.

Rastgele bir X degiskeni, 6rnek uzaydan gergek sayilara bir fonksiyon olup,

X:Q->R

seklinde gosterilir. Rastgele degisken genellikle X ,Y, Z gibi biiyiik harfile sembolize
edilir. Rastgele degisken bir fonksiyon oldugu i¢in onun araligindan bahsedebiliriz. X

’in aralig1 olas1 degerler kiimesidir (Berstsekas ve Tsitsiklis, 2000).

Random Variable X

\

i X

Sample Space
0

-

Real Number Line

Sekil 3.1 : Rastgele bir degiskenin gorsellestirilmesi, Berstsekas ve Tsitsiklis (2000).
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Ornek 3.2. (Pisshro-Nik, 2014) Bir madeni paranin ilk kez tura gelene kadar atilmasi
deneyinde Y toplamda madeni paranin atig sayis1 olsun. Y rastgele degiskeni pozitif
tamsay1 degerleri alir. Y ’nin aralig1t R, olsun.

R, ={1,2,3,....}
olacaktir.
Rastgele degiskenler; degiskene atanan sayisal degerin tamsay1 veya ondalikli degerler
alabilme durumuna gore iki ana baslik ile ele alinir. Kesikli rastgele degisken ve

stirekli rastgele degisken olmak iizere iki dnemli degisken sinifi vardir.

Tanim 3.6. (Pisshro-Nik, 2014) (Kesikli Rastgele Degisken Ve Dagilimi) Kesikli
rastgele degisken, aldig1 deger aralig1 sayilabilir olan rastgele degiskendir. Araliktaki
degerler kiiciik harfler ile gosterilir,

R, ={x1,x2,x3,...}

olaylarm {X =x,} igin olasiliklar1 olasilik kiitle fonksiyonu (PMF) ile gosterilir.

Tamm 3.7. (Pisshro-Nik, 2014) X bir rastgele degisken ve R, = {x,x,,x,,...} olmak
lizere,
P (x)=P(X=x) k=123,

fonksiyonu olasilik kiitle fonksiyonu (PMF) olarak adlandirilir.

Tamm 3.8. (Pisshro-Nik, 2014) (Bernoulli dagihm) Isvigreli matematik¢i Jacob
Bernoulli’nin adinin tagiyan Bernoulli dagilimi tek bir deneyin iki farkli sonuca sahip

oldugu durumlarda uygulanir. Bernoulli dagiliminda deney yalnizca bir kez (n=1)
tekrarlanir. Deneyin basarili olma durumu igin p =1, basarisiz olma durumu i¢in
q=0 (g=1-p) gegerli olur.

Ornegin; bir madeni para atilmas1 deneyi, bir dgrencinin smavdan geg¢mesi veya

kalmasi deneyi bu duruma 6rnek verilebilir.
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X ~ Bernoulli(p)
P x ()

P+

0 1 T

Sekil 3.2 : Bernoulli( p) rastgele degiskeni i¢in PMF, Pisshro-Nik(2014).

Bu nedenle Bernoulli rastgele degiskeni gosterge (indicator) rastgele degiskeni

olarak da adlandirilir. Ozellikle bir 4 olay1 igin 1, gdsterge rastgele degiskeni,

1 , A olay: gerceklesiyorsa
o , aksi durumda
ile tanimlanir. Bu durumda,
E()=p (E(x)=p), (3.1)
Var(x)=0’=p(1-p), (3.2)

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.9. (Biagini ve Campanino, 2015) (Binom dagilimi) Binom dagilimi bir
Bernoulli olayinin birden ¢ok kez tekrar edilmesi ile her tekrarda basari ve basarisizlik
olarak adlandirilan iki olasi sonuca sahip deneme dizisi olarak Ozetlenebilir. Her
deneme i¢in ayni kosullar gegerli olup denemelerin arasinda herhangi bir etki olmadigi
varsayilir.

P(E,)= p olmak iizere herbir Bernoulli deneyi () _ olsun. S, ilk » denemedeki
basar1 sayisi olsun.

S =E+E,+.+E,

ile ifade edilirse, S, icin olas1 degerler kiimesi,

1(S,)=1{0.1,....n)

olacaktir.

EE,,.,E olaylarinin / bilesenleriile S, in olasilik dagilimini hesaplayalim.

P(s,=k)= 2, P(0)

Q';(Sn :k)
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(S, =k) olayma gére I bileseninin olasilig1 belirlenebilir. Bu sekilde bir bilesenin
ornegi,
O=FEFE,.E, Elﬁ—l ..E~n

bigimindedir. ilk & denemede elde edilen basari sayis1 & iken kalan denemelerde

basarisizlik sayis1 n —k dir. Olaylar bagimsiz oldugundan,

P(Q)=pp.-p(1-p)(1-p)..(1-p)= P (1= p)

n kez n—k kez

n—k

(3.3)

ile verilir. P(S, = k) ifadesini hesaplamak i¢in; (3.3) ifadesindeki deger / tipindeki

(n adet) bilesenlerin sayisi carpilir. Buise » adet deneme sayisindan k elemanl: alt

kiimelerin secilmesi sayist; (kj sayisina esittir. Buradan,

P(s, =k)=(Z]p"q”" (3.4)

elde edilir. Son esitligin bir olasilik fonksiyonu oldugunu kontrol etmek kolaydir.

1=(p+1-p)’ =i(:]p" (1-p)™"

S, ’in beklenen degerini hesaplamanin en kolay yolu beklentinin dogrusalligini

kullanmaktir.

P(S,)=P(E,+E,+..+E,)=P(E)+P(E,)..+P(E,)

=p+p+.+p=np
| ——

n adet
elde edilir. Binom dagilimi ile 6nemli istatistiksel degerler 6zetlenecek olursa,
X ~ Bi(n, p)
p =bir deneydeki basar1 orani
g =bir deneydeki basarisizlik oran1 (¢ =1-p)
n = deney sayisi

k = istenilen basaril1 olay sayisi

(k)= (Z]pq (3.5)
,qu(x)znp (3.6)
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Var(x)=np(1-p) 3.7
esitlikleriyle ifade edilir.

Tamm 3.10. (Biagini ve Campanino, 2015) (Siirekli Rastgele Degisken ve Dagilimi)
Kesikli dagilima sahip sayilar i¢in dagilim; tamamen tek deger alma olasiliklari ile
hesaplanir. Bir araliktaki tiim degerleri alan bir rastgele degisken belirlemek istiyorsak
tekil degerlerin hesaplanmasi yeterli olmayacaktir.

Ornegin; [a,b] arah@idan bir segime karsilik gelen rastgele degisken igin tekbir
deger alma olasiligi sifir olacaktir. Bir X rastgele degiskeni belli bir aralikta verilmis
sonsuz sayidaki degerleri alabiliyorsa siirekli rastgele degiskendir. Bu baslikta siirekli
rastgele degisken i¢in dagilimi tanimlamanin nasil miimkiin oldugunun {izerinde
durulacaktir.

X e (—o,) araliginda negatif olmayan bir f(x) fonksiyonu varsa, bu fonksiyon

1) f(x)ZO
1) Tf(x)dle

kosullarinin sagliyorsa olasilik yogunluk fonksiyonudur. Sonsuz deger araligindaki tek
bir deger alma olasilig1 sifirdir (Berstsekas ve Tsitsiklis, 2000).
X, e€[c,d] durumunda ise,

P(chSd)=P(céx<d)=P(c<x£d):P(c<x<d):]{f(x) dx (3.8)

olacaktir. Ayrica,
P(X,=x)=0

seklinde hesaplanir.

Sample Space

Event {a < X< b}
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Sekil 3.3 : Sekilde taral alan; [a,b] araliginda degerler alan X siirekli rastgele
degiskeninin olasilig1 J. f Y dx ile resmedilmistir. Berstsekas ve Tsitsiklis (2000).

X rastgele degiskeni f (x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olsun. X ’in

dagilim fonksiyonu,
F(X)=P(X<x)=[ f(t)t

ile tammlanir. Ayrica lim F(x)=1 oldugunu kolayca gosterilebilir.

X—0

0

jf dx_hmjf )dy=limF (X) =1

y—o0 X—>0

olarak hesaplanir. Ayrica a < b olmak lizere herhangi a ve b gergel sayilar i¢in,

P(anSb)zF(b)—F(a) (3.9

esitligi vardir.
3.1. Bir Rastgele Degiskenin Beklenen Degeri

Matematiksel beklenti; bircok defa tekrarlanan ve her tekrarda miimkiin tim
olasiliklarin1 degistirmeyen rastgele deneylerin sonuclarindan beklenen ortalama
degeri temsil eder. Bir kesikli rastgele degisken i¢in beklenen deger; sonug
degerlerinin olasiliklariyla ¢arpilmasi ve bu islemin biitiin degerler iizerinden elde

edilerek toplanmastyla elde edilen degerdir.

Tanim 3.1.1. (Berstsekas ve Tsitsiklis, 2000) Kesikli X rastgele degisken i¢in
beklenen deger (expected value);

E(X)=) xP(X =x) (3.10)
ile tanimlanir.

Ornek 3.1.1: (Pisshro-Nik, 2014) Bernoulli( p) i¢in beklenen deger hesaplanirsa,

R, ={0,1}
P(D=p
P (0)=1-p

oldugundan,
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E(X)=0P,(0)+1.P(1)
=0(1-p)+1p
=p

elde edilir.

Ornek 3.1.2: (Pisshro-Nik, 2014) X ~ Poisson(A) igin aldig1 deger aralig1 yazarken

Poissona uygun drneklerde bu degerlerin Poisson dagilimina sahip olmasi belirleyici

olacaktir. Deger araligi,

R, ={0,1,2,..}
ve olasilik kiitle fonksiyonu (probability mass function) PMF ile gosterilmek iizere
-1k
P, (k)= Ij . k=0,12,.

kullanilarak beklenen deger hesaplanirsa,

E(X)= Z x, Py (x;)

X, €R,

bulunur. Burada ¢ ifadesinin Taylor agilimi1 (e)‘ = Zx—j yerine yazilarak,

elde edilir.

Tanmm 3.1.2. (Berstsekas ve Tsitsiklis, 2000) Bir siirekli rastgele degisken icin
beklenen deger; rastgele degisken ile olasilik yogunluk fonksiyonunun carpilarak

belirsiz integralinin alinmasidir. Burada agirlikli ortalama olarak ta diisiintilebilir ki;
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degerler, agirlik katsayilart verilen olasilik kiitle fonksiyonu ve olasilik yogunluk

foksiyonudur. Siirekli X rastgele degisken icin beklenen deger,

o0

E(X)= [ x f(x)dx (3.11)

—o0

esitligi ile verilir.

3.2. Bir Rastgele Degiskenin Varyansi

Olasilik kurami ve istatistik bilim dallarinda varyans; bir rastgele degisken bir olasilik
dagilimi bir 6rneklem igin istatistiksel yayilimin miimkiin biitiin degerlerin beklenen
deger veya ortalamadan uzakliklarinin karelerinin ortalamasi seklinde bulunan bir
Olctidiir. Degerlerin ne derecede ne dlgiide yaygin olduklarini tanimlamay1 hedef alir.
Varyansin karekokii standart sapma olarak adlandirilir. Varyans dagilima ait her bir

degerin ortama degerden ne kadar uzaklikta olduguyla iliskilidir.

Tamm 3.2.1 (Berstsekas ve Tsitsiklis, 2000) Kesikli X rastgele degiskeni i¢in;

Var(X ) o’

=E[(X-p) |
~E|(x-E() |

=3 (x—E(x)) P(X =x)(3.12)
ile tanimlanir (Biagini ve Cam;anino, 2015). E(X) in tanimu kullanilarak varyans
hesaplamanin baska bir yolu elde edilebilir,
Var(X)=E[(X - p)’]

=E[X*-2Xu+ ]

= E[X°]-2E[X ]+ i

= E[X?]-2uE[X]+ 1’

= E[X°]-2E[XT + E[XT

= E[X*]-E[XT (3.13)

elde edilir.
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Ornek 3.2.1: (Pisshro-Nik, 2014) X ~ Binomial(n,p) ic¢in varyans degeri
hesaplanirken; Oncelikle binomal rastgele degisken # adet Bernoulli degiskeninin
toplamiile X =X, + X, +..+ X ifadesi ve varyans degerinin lineerlik 6zelliginden,

Var(X)=Var(X,)+Var(X,)+..+Var(X,)
yazilir. Ayrica X, = Bernoulli(p) ig¢in (3.9)’dan,

Var(X,)=Y ELX1-(E(X,)) = YPp + (1= p) = p' =Y p(1 = p)
i=1 i=1 i=1

olacaktir. Buradan,

Var(X) = p(1-p)+ p(1=p)+..+ p(1=p)

=np(1-p)

elde edilir.

Tamm 3.2.2 (Berstsekas ve Tsitsiklis, 2000) Siirekli X rastgele degiskeni i¢in varyans

degeri;

= [ E(x-E(x)")f (x)dx (3.14)

ile tanimlanir.

Tanmm 3.2.3 (Feller, 1906) (Poisson Yaklasimi) Bircok uygulamada n ve p
degerlerini kiyasladigimizda 7 ’nin biiyiik p 'nin kiiciik (8l¢ti birimi kiigiildiikce
araliktaki sayilar fazlalasir olasilik azalir boylece 6l¢iim hassaslasir) oldugu Bernoulli
denemeleriyle sik karsilasilir. Bu degerlerin ¢arpimi ise,

A=np
orta biiyiikliikte bir deger olacaktir.
Burada Poissondan kaynaklanan ve tliretmeye devam etmeye uygun sekilde

Bi(k;n, p)ifadesine yaklasimm kullanimi (diger bir ifadeyle Poisson dagiliminin,

Binomal dagilimda limitten elde edilmesi) gosterilebilir.

n x n—x
P(X =x)= N p (l—p) (3.15)
e A .. . .
esitliginde p = — esitlikte yerine konularak limit alinirsa,
n
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lim P(X = x) = 1im(”j(ijx (
n—>0 n—>0 x n

=lim
n—»0

X

nX X

(=)
lim(l—i] =e’
n—>0 n

| x -1
lim P(X = x) = lim—" 2 _€

bulunur. Bu limit ifadesinde,

esitligi goz oniine alinirsa;

(i

A
n

n > (n—x)! n* (1 ﬂ,jx

ifadesine ulasilir. (3.11) esitliginde,

) n! ,
ll—r>1f3>(11—)c)! ="

degeri yerine yazilir ve hesaplamaya devam edilirse,

x x A
lim P(X = x) = lim "L 2_€
n—»o n-wo 1 x! I’lx 1

A e
=lim——
n—o0 x! 1

elde edilir.

J"I—X

(3.16)

Tanim 3.2.4 (Berstsekas ve Tsitsiklis, 2000) (Poisson Dagilimi) Bir olayin belirli bir

zaman araliginda ne siklikla gerceklestigini gosteren dagilimdir. Bir olayin belirli bir

zaman diliminde ne siklikla gerceklesecegini modellemek i¢in kullanilir. Kesikliden

siirekli zamana gegis olarak diisiiniilebilir. Ornegin; bir ayda gerceklesen araba kazasi
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sayisi, bir ¢agr1 merkezinin yarim saatte aldigir c¢agri sayisi Poisson dagilimi ile
modellenebilir.
A parametresi ile bir Poisson rastgele degiskeni olan X icin Poisson dagilimi
asagidaki sekilde ifade edilir.

X ~ Po(/l)

A belirli bir zaman araliginda gergeklesmesi beklenen olay sayisi
k : belirtilen zaman araliginda gerceklesmesi istenen olay sayisi
e: Buler say1s1 (e=2.71828...)
; (x) _ T

x!

(3.17)

Teorem 3.2.1. (Pisshro-Nik, 2014) (Markov Esitsizligi) X negatif degerler almayan
rastgele degisken ve a >0 olmak lizere,
E (X

a

N

P(X>2a)<

(3.18)
esitsizligi saglanir.

Ispat: X pozitif siirekli rastgele degiskeni olmak iizere,

o0

E(X)= I xfy (x)dx
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4. RASTLANTISAL GEOMETRIK GRAF iCiN OLASILIKSAL
ESITSIZLIKLER

Rastlantisal geometrik graf teorisi matematigin ii¢ ayr1 konusunu i¢ine alan ve giincel
doga olaylarimin uygulamalarini i¢eren ¢ok yonlii bir konudur. Bu nedenle, bu konuyu
ele alan calismalarda bazi problemler olasik teorisi agirlikli olarak ilerlerken bazi
aragtirmalar fonksiyonel analiz teorisi agirlikli olarak ilerlemektedir. Bazi
arastirmacilar ise graf teorisi tekniklerini merkeze alan problemleri incelemektedir.
Okuyucuya bu konu hakkinda farkli bakis agilar1 kazandirabilmek amaciyla bu tezin
dordiincti bolimii olasilik teorisi agirlikli olarak ilerleyecek, son boliimde ise

fonksiyonel analiz agirlikli bir model géz 6niine alinacaktir.

Bu boéliimde onceki boliimlerde verilen temel tanim ve teoremler kullanilarak
(Penrose, 2003) kitabinin birinci kismindaki bazi rastlantisal geometrik graflarin

olasilik teorisi agirlikli sonuglari incelenecektir.

0<p<1 ve p olasilik i¢in 1 degerini alan, 1—p olasilik i¢in 0 degerini alan
Bernoulli ( p ) rastgele degiskeni, bagimsiz n kez tekrar eden Bernoulli ( p ) dagilimi
ile binomal rastgele degiskeni i¢in Bi(n, p) yazimu kullanilacaktir. 4 parametresi ile

Poisson rastgele degiskeni i¢in Po(A) yazimi kullanilacaktir.

Binomal degisken Bi(n, p) i¢in iist sinir ve Poisson degiskeni i¢in beklenenden daha

bliyiilk veya daha kiiciik olma olasiligi ile degismeyen iist simirlar {izerinde

durulacaktir. Bu boliim boyunca H :[0,00)— [0,0) olmak iizere H fonksiyonu

asagidaki tanimlanan bigimde kullanilacaktir.
H(a)=1-a+aloga ,a>0 . 4.1)
H (0)=1 degeri asikardir. Ayrica,
H'(a)=—1+loga+l

Ve

n l
H (Cl):;
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islemleri ile /'(1)=0 oldugundan bu fonksiyon i¢in 1 noktas1 minimum noktasi ve

doniim noktasidir. Ayrica, bu boliim boyunca tiim logaritma tabanlarimiz e (Euler

sayis1 e=2,718182...) alinacaktir.

Lemma 4.1. (Penrose, 2003) neN, pe(0,1) ve 0<k<n olsun. g#=np olmak

lizere k> u igin,

P[Bi(n,p)=k]< exp(—,uH (%D 4.2)

ve eger k < uise,

P[Bi(n,p)<k]< exp(—,uH (%D (4.3)

esitsizlikleri gerceklenir. Son olarak eger k > e’y ise,

P|Bi(n,p)2k|< exp[—(%j log(%D (4.4)

olasiliksal esitsizligi bulunur.

Ispat: X = Bi(n, p) ve q:=1-p ve z>1 i¢in Markov esitsizligi kullanarak

P[X > k] olasihig1 igin sinr,

P[X > k]< E(x) SMZZ_kE(Zk) 4.5)

olur. (4.5) esitsizliginde,

E(x):pr(x) —)E(ex)=Zexp(x)

esitligi ve (3.1) ifadesi kullanilarak,

_ z‘ki(ZJ(zp)x 7 (4.6)

esitsizligi bulunur. (4.6) ifadesinde,
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(a+b)" = Z(Zjakbn—k

binom agilimi yerine yazilarak isleme devam edilirse,
Z_kE(Zk)=Z_k (pz+q)n (4.7)

=z (pz+l—p)n
bulunur.

Eger z<1 ise P[X > k| olasihig1 i¢in simirin ayn1 ifade oldugu agiktir.

z:= __ kg degeri verildiginde k£ > y iginen az 1, k < u i¢in en ¢ok 1 degerini

(n—k)p

alacaktir. Simdi

kq tq= kq +q:nq—kq+kq: nq
—k)p n—k n—k n—k

pZ+q=p(n

degeri (4.7) denkleminde yerine yazilirsa,

2 (pzra) :((n—k?c)p]k (nn-qkjn

:((n;cj)pjk(nn—qkjn

elde edilir. Son esitlikte 7" =#n"n""* degisimini kullanmak faydali olacaktir. Buradan,

n—k n—k

q)"z(”—k)kpk""‘f:n gt p'nt
(kq) (n=k)"  (n=k)" K

_(mpY( ng Y
‘( kj (n—kj (8

bulunur. x <e*"' esitsizligi tim x >0 ve x =ngq/ (n—k) degerine kadar dogrudur.

z* (pz+

Bu sec¢im ile;

ng . _ng-n+k _n(l=-p)-n+k
n—k n—k n—k
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_n—-np-n+k

n—k
_k—mnp
n—k

bulunur. (4.8)’de elde edilen sinirda gerekli islemler yapilirsa;

np g l’lkpk
(_j ek—np — - eke—np
k k

sonucuna ulasilir.

Lemma 4.2. (Penrose, 2003) £ >0 ve A >0 kabul edilsin. Eger £ > 4 ise
k
P|Po(2)2k]< exp(—/lH (ID (4.9)

esitsizligi; k < A ise,
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P[Po(A)<k]< exp(—lH (%D (4.10)
olasiliksal esitsizligi ve son olarak eger k > e’/ ise,

P[Po(A)zk]< exp(—(%j log(%D (4.11)

olasiliksal esitsizligi elde edilir.

x -4

Ispat: Burada X = Po(A) icin Poisson dagilim fonksiyonu P(x)= biliniyor.

Markov Esitsizliginde P[X > k| olasihig1 i¢in gegerli sinur;

P[X >k]< E(kX) = lef(x)

seklinde yazilir. z>1 sayisi1 i¢in esitsizlik,

-1

Z_kE[Zx] iy szp(x) = z’kZZ"/IX —

e
X

o A (zA)
:zkeﬂ;z ;=z"eﬂz : (4.12)

x=1 X

formunu alir. ¢* ig¢in Taylor a¢ilimi olan,

2 3
X

e =l+x+—+—+..
201 3l

ifadesi kullanilir ve (4.12)’de yerine yazilirsa,
z*E [zx] =z e e
=z kM (4.13)
elde edilir. Ardindan benzer olarak P [X < k] ifadesi i¢in esitsizlik arastirilirsa; z <1

i¢cin z :% degisken degisimi ile (4.13)’te yerine yazilirsa;
—k X
k E (E (4 ‘ A1)
A A k
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elde edilir. (4.9) ve (4.10) esitsizliklerinin ispati tamamlanur.

Lemma 4.3. (Penrose, 2003) 4 >0 ve k € N olmak iizere,

p[po(ﬂ):k]z(%::}xp(_w&n

olasiliksal esitsizligi saglanir. £ > ¢ durumu igin ise,

P[ Po(u)=k] 2(3;(_;: Jexp(—klog(%jj

esitsizligi gerceklenir.
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Ispat : Stirling Formulii (Feller, 1968 , Boliim I1.9),

R

27n (Ej <n!<27zn (Ej el
e

e

ile verilir. Robbin’nin gelistirmesi ile (Feller, 1968),

A A
27k H 5 < k1< 2k H o
e e

1

esitsizligi yazilir. (4.16)’te esitsizligin sag tarafina uygulanacak;

k —
i_(ij L o
k! \k 2rk

islemi ile ve (4.17) esitsizliginin her iki tarafi e * 4" ile carpilarak;

elde edilir.

_ 1 k
A S (Ej et
k! 2k k
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Lemma 4.4. y >% ile 4, = 4 (7)>0 sabiti tanimlansin. Bu durumda tiim 4 > 4,
i¢in

P| Po(4)>A+2 /2] <exp(-27"/9) (4.18)
ve

P| Po(A)<A+A" /2] <exp(-A""/9) (4.19)

esitsizlikleri gerceklenir.

Ispat : Lemma 4.2 uygulanirsa,

-

e
bulunur. Burada & degeri igin l+7 degerini yazildiginda,

4
y /1+/1—

P{Po(ﬂ) > A ﬂH <exp| —AH 2 (4.20)

A

elde edilir. Buradan (4.20) esitsizlik ifadesinde paydalar esitlenir ve isleme devam

edilirse;

=exp [—XH(I +%D (4.21)

bulunur. Taylor Teoreminden (Sengiil, 2021),

f(a+h)=f(a)+hf'(a)+h2%(!a)+...
esitligi;
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H(a)=1-a+aloga
foksiyonu i¢in uygulanirsa;

()c/2)2
2!

H(1+§]=H(1)+5H'(1)+ H"(1)+... (4.22)

2

yazilabilir. Taylor agilim igin gerekli olacak H'(x) ve H"(x) tiirevleri agik¢a

goriilebilir.
H'(x)z —1+logx+1
=logx
ve
1
H" —
(1)="

olarak hesaplanir. Burada # (1)=0, H'(1)=0 ve H"(1)=1 oldugu agiktir. Bu

degerler (4.22) esitliginde yerine yazilirsa,

X
R
8 16
2
>r
9

bulunur. (4.21) ve (4.22)’den;

[/ij

4 2y

H|1+ A > 4 :lz
Al2 9 A9

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (4.21)’de yerine yazilirsa,

A7 A7 A
exp[—ﬂH[lJrgD > exp(—/i /129] = exp[— 5 j

sonucuna ulasilir.
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5. SONSUZ RASTLANTISAL GEOMETRIK GRAFLAR VE iZOMETRIi
OZELLIKLERI

Tezin son boliimiinde rastlantisal geometrik graflar konusunda daha ¢ok fonksiyonel
analiz tekniklerinin g6z ontine alindig1 bir model incelenecektir. Bu boéliimde (Bonato
ve Jeannette, 2011) makalesi basta olmak {izere, (Balister ve digerleri, 2018), (Bonato
ve Jeannette, 2012; 2015; Angel ve Spinka, 2021) calismalar1 genel hatlar ile
karsilastirmali incelenecek, sonsuz geometrik graflar i¢cin izometri 6zellikleri ile ilgili
temel kavramlar verilecektir. Klasik izomorfizm taninimindan farkli olarak, varoluscu

kapali komsuluk 6zelliginin geometrik analogundan yararlanilarak tanimlanan ve GR,

olarak gosterilen 6zel bir izometri tanim1 kullanilmastir.

Geometrik graf modellerinde grafin noktalar1 bir metrik uzaya gomiilii kabul edilir.
Noktalar arasindaki baglantililik ise bu metrik uzayda noktalarin birbirlerine goére
konumuna gore belirlenir. Geometrik graf modelleri kablosuz iletisim, internet ve
sosyal medya aglarinin modellendigi graflar ve diger karmasik ag (complex networks)
yapilarinda kendisine uygulama alan1 bulmustur (Frieze vee digerleri, 2009; Flaxman
ve digerleri, 2006; Bonato ve digerleri, 2010). Noktalarin tanimli oldugu metrik uzayin
yapist ise glincel ag problemlerinde hangi noktalarin arasinda kenar oldugunun
belirlenmesinde 6nemli rol oynar. Diinya ¢apinda ag (World Wide Web) internet

yapilar1 incelenirken web sayfalar1 yiiksek boyutlu uzaylara gomiilii varsayilir.

Bonato ve Jeannette (201 1) ¢alismasinda ayrica farkli metrikler segildiginde geometrik
grafin 6zelliklerinin de farkli yapilara sahip olacagini gostermislerdir. Metrik uzay ile
rastlantisal geometrik graflar arasindaki bu ilging iliski gelecek arastirma

problemlerine konu olabilecek niteliktedir.

Tamm 5.1. (Rado, 1964) (Rado Grafi) Nokta kiimesi, sifir1 igeren dogal sayilar N
olan grafta eger keyfi iki noktanin baglantili olma olasili§1 birbirinden bagimsiz

sekilde p e(0,1) olasihigi ile veriliyorsa, bu grafa Rado graf, sonsuz rastlantisal graf

veya Erdos-Renyi grafi denir. Bu graftipi G(N, p) ile de gosterilir.

Tamm 5.2. (Cameron, 1997, Erdés-Renyi, 1963) (Varolussal Kapalihk Ozelligi) Bir
G grafinda eger tiim sonlu ayrik 4 ve B nokta kiimeleri i¢in (kiimelerden birisi bos

kiime olabilir), A ’daki tiim noktalarla komsu (baglantili) ancak B deki higbir
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noktayla komsu olmayan dyle bir z ¢ 4 U B noktasi varsa bu durumda z noktasina
A ve B nokta kiimelerine diizglin baglanmis (correctly joined) denir. Bu 6zellik e.c.
-0zelligi olarak gosterilecektir. Ayni1 zamanda varolugsal kapali (existentially closed,

e.c. property) olarak da adlandirilir.

.o
N \\
N N\
. O\
\\ N\ \
\ N\
\ \\\t\
\ \\

Sekil 5.1 : ec.-6zelligi, Shi (2018).

Sayilabilir sonsuz varolugsal kapali grafin tek izomorfizmi sonsuz rastlantisal graf
(infinite random graph) veya Rado grafi olarak adlandirilir ve R ile gosterilir

(Cameron, 1997).
Asagidaki lemmalarin detayli ispatlar1 (Cameron, 1997) ¢alismasinda bulunabilir.

Lemma 5.1. (Erdés ve Renyi, 1963) Sayilabilir rastlantisal bir graf e.c.-6zelligini

saglar.

Lemma 5.2. (Erdds ve Renyi, 1963) e.c.-6zelligini saglayan keyfi iki sayilabilir graf

izomorfiktir.

Yukarida verilen lemmalar rastlantisal graflar i¢in gecerli genel sonuglardir. Bonato
ve Jeannette (2011) ise ¢calismalarinda bu kavramlarin geometrik analoglar1 tizerinde
calismislardir. Ozel olarak, spesifik bir geometrik rastlantisal graf yapisini, belli bir

metrik uzay iizerinde incelemislerdir. Asagidaki metrik tanimi ele alinsin.

d:SxS—>R,

6eR", ¥V <S8 sayilabilir nokta kiimesi, pe(0,1) ile olasilik degeri gosterilsin.

Bolgesel alan rastlantisal grafi (Local Area Random Graph) LARG (V,6, p) ile nokta
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kiimesi 7 olan, Vu,weV ve d(u,w)<§5 igin p bagimsiz olasihig: ile bir kenar

eklenen graf gosterilsin. Burada V7 sonlu veya sonsuz olabilir. LARG modeli bilinen

bir ¢ok rastlantisal graf modelini genellestirir.

Sonsuz rastlantisal graf modelinde G (N, p) olasilik uzay1, nokta kiimesi N olan ve

iki farkli dogal say1 arasinda kenar olabilmesi i¢in birbirinden bagimsiz sabit bir

pE (O, 1) olasiligina baglanmis graf modelidir. Erdos ve Renyi (1963) p =1 igin tiim
G € G(N, p) graflarmim birbirine izomorfik oldugunu gostermistir.
Bu kisimda incelen tiim graflar aksi belirtilmedigi siirece basit, yonsiiz ve sayilabilir

kabul edilecektir. Eger S ile nokta kiimesinin bir alt kiimesi verilmigse, S ’den elde

edilen (induced subgraph) alt-graf G[S ] ile gosterilir. Eger G grafi H grafindan elde

edilen altgraf ise G < H gosterimi kullanilacaktir. Iki graf izomorfik ise G = H ve

0zel izomorfizm tipleri izotip (isotype) ile gosterilecektir.

Bir § metrik uzay1 d uzaklik fonksiyonu ile birlikte verilsin. § yaricapli x merkezli

acik yuvar
B(s(x)z{u esS :d(u,x)<5},
ile tamimlanir.

V < § kiimesi S de yogundur (dense) <> Eger Vx € S igin, x noktasinin etrafindaki

her agik yuvar 7 ’den en az bir nokta igerir. u € S elemanlarina noktalar denilecektir.

N ile dogal sayilar, N* ile pozitif dogal sayilar gosterilecektir. (Bryant, 1985;
Cameron, 1997) kaynaklarindan metrik uzay ve graf teori ile ilgili temel tanim ve

teoremler elde edilebilir.
5.1. Geometrik e.c. Graflar (Geometrically e.c. Graphs)

Sonsuz rastlantisal R grafinin tek izotipi e.c. ozelligi ile karakterize edilir. e.c.

0zelliginin geometrik analogu bu boliimde tanitilacaktir.

Tamm 5.1.1. (Bonato ve Jeannette, 2011) G =(V,E) grafi noktalar1 d metrik

fonksiyonuna sahip S metrik uzaymin elemanlar: olan graf olsun. Eger 0<8'< 6

saglayan her &', her xeV ve AU B e B;(x) Ozelligini saglayan her 4 ve B ayrik

nokta kiimeleri igin, 6yle bir z ¢ 4 U B U {x} varsaKki,
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1) z noktast 4 ve B kiimelerine diizgiin baglanmistir (correctly joined),
ii) Vue AUB igin d(u,z)< 4,
iii) d(x,z)<é",
ozellikleri saglaniyorsa, G =(V,E) grafina § seviyesinde geometrik e.c. graf veya
O —g.e.c. denir.

A ve B kiimeleri bos segilebilecegi ve 0 —g.ec. tanimindan ¥ ’nin kendi iginde

yogun (dense) oldugu goriilebilir.

Ayricaher 0<8'< ¢ i¢in G grafi 0 —g.ec. ise ayn1 zamanda 0'—g.ec. olur.

Sekil 5.1.1: 6 —g.ec. dzelligi, Bonato ve Jeannette (2011)

Yukaridaki sekilden de goriilebilecegi gibi geometrik e.c. 6zelligi ile klasik e.c.
0zelligi arasinda baz1 benzerlikler olmasina ragmen temel fark ise diizgiin baglanmis

noktanin sadece B; (x) yuvarmnin iginde kalan 4 ve B ayrik kiimeler i¢in var olacak

olmasidir. Bu oOzellik Sekil 5.1 ve Sekil 5.1.1 ile kiyaslanirsa gorsel olarak
farkedilebilir. Boylece diizgiin baglanmis z noktasi x noktasina istenilen kadar yakin

secilebilecektir.
Teorem 5.1.1. (Bonato ve Jeannette, 2011) (S,d) metrik uzay ve V' ile S nin kendi
icinde yogun sayilabilir bir alt kiimesi verilsin. Eger § >0 ve pe(0,1) ise bu

durumda LARG (V,6, p), 1 olasilikla 6 —g.ec. olur.
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Ispat. xeV olmak iizere, 4 ve B ayrk kimeleri B;(x)n (¥ \{x}) kiimesinin

icinde ve 0 <d'< ¢ olsun.
,B=maks{d(x,v):ve AUB}
tanimlayalim. Bu durumda £ <6 oldugu agiktir.
£ =min{5—ﬂ,5'}
tanimlansin. Z = B, (x) NV kiimesi ele alinsin. Burada ¢ segimiyle z € Z,
d(z,x)<8' ve Vue AU B igin
d(u,z)< d(u,x)+d(x,z)<ﬂ+g <0

esitsizliginin saglandigina dikkat ediniz.

Z ’deki higbir noktanin 4 ve B ayrik kiimelerine diizgiin baglanmis olmadigi

olasiligi; B| ile B deki nokta sayis1 gosterilmek lizere

A| ile 4 daki nokta saysi,

P :Hl_(pm (l—p)‘B‘)

zeZ

olarak hesaplanir. V' kendi i¢inde yogun oldugundan, Z de sonsuz sayida nokta
vardir. Buradan P =0 bulunur. x, 4 ve B i¢in sadece sayilabilir sayida se¢im

olacag1 ve sayilabilir sayida sifir 6l¢iilii kiimenin 6lgiisii de sifir olacagindan, ispat

tamamlanir.

Tamm 5.1.2. (Bonato ve Jeannette, 2011) Noktalar1 (S,d ) metrik uzaymn elemanlar
olan G=(V,E) grafinda eger, her {u,v}eE kenan i¢in d(u,v)<5 oluyorsa bu
grafin egik degeri (treshold) & degeridir denir. 0 —g.ec. grafi eger & esik degerine
sahipse bu grafa geometrik ¢ -graf denir.

Tanmmu geregi, LARG(V,6,p) ile gosterilen graf & esigine sahiptir. Eger V

sayilabilir ve kendi i¢inde yogun ise, G grafi geometrik & -graf olur. Buradan ise bu

rastlantisal graf modeli geometrik ¢ -graf tanimlar.

Deterministik olarak geometrik ¢ -grafi asagidaki gibi insa edilecektir. 5 >0 ve V

sayilabilir, kendi i¢cinde yogun kiime i¢in;
o: N>V
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lineer siralama doniisiimii tanimlansin. R, sonlu graflarinin bir zinciri, her ¢ >1 i¢in

R <R, ve
{o(i):1<i<tjcV(R)

olsun. R, ’nin limiti olarak GR(V,5,0) tammmlansin. R, ile nokta kiimesi o (1) olan
agikar graf gosterilsin. R, tanmimli ve {o-(i):ISiSt}gV(R,) icin simdi R

t+1

tanimlansin.

o degiskenine dayali leksikografik (lexicographic) siralama kullanarak, tiim (4,x)
giftleri A<V (R,) ve x eV (R,)\ 4 olmak iizere siralansin. Boylece 4 < B, (x) olur.
Siradaki her (4,x) cifti igin z=z, noktast o ya gore V' deki en kiigiik indeks

noktasi olsun dyle ki bu z =z, = noktasi dnceki (A,x) ciftlerinde se¢ilmemis olsun.
B,(z)nV (R)=B,(x)"V (R,) (5.1.1)

ve
.1
d(z,x)< mm{;,&}

olur. R sonluve V' yogun oldugu i¢in bu kosullar1 saglayan bir nokta vardir. 4 ’daki
tiim noktalar z ile birlestirilsin ve R, den baska hicbir noktayla birlestirilmesin. Tiim
sirali (A4,x) giftleri igin tiim z, noktalarmin ve bunlarla baglantili noktalarm

eklenmesiyle R, grafi olusturulur. Son olarak, eger o (¢+1), R,

icinde yoksa, bu
noktaya izole nokta olarak eklenir.

(5.1.2) geregi, GR(V,5,0) grafi & -esik grafidir.
Teorem 5.1.2. (Bonato ve Jeannette, 2011) GR(V,5,0) grafi bir 6 —g.e.c. graftr.

Ispat: GR(V,5,0)=(V,E) grafinn J—gec. grafi oldufunu gdstermek igin,

0<d'<8,bir xeV noktasi, 4,B <V \{x} secilsinkibdylece 4 U B < B, (x) olur.

t>0 degeri ise AUBU{x}cV(R) ve %<§' seklinde segilsin. (4,x)’i
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genigletmek i¢in R, den R, ye eklenen bir nokta z=z, olsun. Bu durumda, z

noktast A ve B ’ye diizglin baglanmis olur ve
d (x, Z) <o
olur.

Teorem 5.1.3. (Bonato ve Jeannette, 2011) U < S ve buradan da baz1 x e U lar igin

U < B, (x) kabul edilsin. Bu durumda nokta kiimesi U olan bir 6 —g.ec. grafi e.c.

olur ve boylece R grafina izomorfik olur.

Ispat: G, nokta kiimesi yukarida tanimlanan 6zellikleri saglayan U olan bir graf

olsun. 0<6'<6 ve 4 ve B ile de U c B;(x) kiimesinin sonlu ayrik alt kiimeleri
gosterilsin. Bu durumda dyle bir z € B, (x) U noktasi vardir ki z noktas1 4 ve B
kiimelerine diizglin baglanmistir.

Ornek 5.1.1. (Bonato ve Jeannette, 2011) Teorem 5.1.3iin tersi genelde dogru

degildir. Bu duruma 6rnek verelim. ¢ Oklid metrigi olmak iizere (R,d ) metrik uzay:
ve § =1 alalm. U ile R ’de sonsuz klik fikse edilsin ve U'=V (R)\U alnsm. U
‘nun noktalar1 R {izerine gomiilsiin. Bu durumda bu kiime B,,(0) yuvarinda yogun

kiime olur. U kiimesinin noktalar1 da R iizerine gdmiilsiin. Boylece bu nokta

kiimeleri de B, (0)\B,,(0) kiimesinde yogun kiime olur. Simdi (0, y) <% olacak

sekilde yeUalmsmn. be U \{y} i¢cin 4= ve B={b} kabul edilsin. &' :i olsun.

AN Bc B (y) verilsin. R ’nin noktalarmim gémiilmesi dyledir ki By, (y) deki tiim
noktalar U kiimesindedir. Boylece hepsi b ’ye komsudur. Buradan ise B;.(y)
kiimesinde 4 ve B kiimesine diizgiin baglanmis higbir nokta yoktur. Bu da R
grafinin bu gémiilmesinin & —g.e.c. olmadigini gosterir.

Ozetle, R" iizerinde LARG(V,5, p) rastlantisal dagilimiyla birlikte, ¥ sayilabilir

sonsuz nokta kiimesi R” tizerinde yogun oldugunda L, metrigi ve tim 6 € R" igin

keyfi iki grafin izomorfik oldugu (Bonato ve Jeannette, 2011) c¢alismasinda

gosterilmistir. Yukaridaki Ornekte, bazi metrik tiirleri i¢in izometri 6zelliginin
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gerceklesmemesi ise, hangi metrik tiirleri i¢in bu tek izometrinin var oldugu, hangileri

icin var olmadig1 problemini dogurmustur.

(Bonato ve Jeannette, 2012) ¢alismasinda altigen (bal petegi, heksoganal metrik)
metrigi i¢in izometri 6zelliginin gergeklesmedigini kanitlamiglardir. Gergek hayattaki
olaylarin graf teoriye modellemesinde, kullanilan metrik tiirii nesneler arasindaki
baglantinin yapisini temsil eder. Bal petegi metrigi hesaplamali geometride, Voronoi
diagramlar1 ve periyod graflarinda uygulama alanlarina sahiptir (Fu ve digerleri,

2010).

Tanim 5.1.3. (Altigen Metrik, Heksogonal metrik) (Bonato ve Jeannette, 2012)

()

i
2
2, 2 ,
~\3
2
43
2
a, =

= 1\/_ ;
—+/3
2

vektorleri asagidaki sekildeki gibi diizgiin altigenin kenarlarina dik olan vektorler

olsun. Vx € R* i¢in x elemaninin heksagonal normu °.’ ile skaler ¢arpim gosterilmek

lizere,

= maks |a1 X

[
hex iz 23

hex

ile verilir. R* iizerinde heksogonal metrik ise heksogonal normdan elde edilen

metrikle beraber,

dhex (x’ y) = ||x_ y

hex

ile tanimlanir. Heksogonal metrik uzayda birim yuvarin goriintiisiiniin sekildeki gibi

diizgiin altigen olacagina dikkat ediniz.
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Sekil 5.1.2 : Bonato ve Jeannette (2012)

Oklid metriginde birim yuvarin gember formunda, L, metriginde birim yuvarimn kare

formunda olduguna dikkat ediniz. Bir diizlemin kare fayanslarla kaplanabildigi gibi

altigen fayanslarla da kaplanabilmesi, bal petegi metrigi ile L, metrigi ile benzer bir

Ozellik olusturur. Bununla birlikte, bal petegi metriginde limit durumunda ¢embere

yaklasilabilmesi ise Oklid metrigi ile arasinda bir iliski kurabilecegini gosterir.
Teorem 5.1.4. (Bonato ve Jeannette, 2012) ¥ rastlantisal, sayilabilir, R*’de yogun
d,, metrigine sahip nokta kiimesi olsun. pe(0,1) olmak iizere LARG(V,p)

modeliyle verilen iki G ve H grafi bir olasilikla (kesin olarak) izomorfik degildir.

(Bonato ve Jeannette, 2012) ¢alismasinda bu teoremin ispat1 i¢in gerekli altyapiy1 ve
yontemleri detayli olarak sunmuslardir. Daha biiylik boyuttaki uzaylarda ve farkl
diizgiin eskenarlilar i¢in de benzer sekilde izometri olmadiginin ispatinin
yapilabilecegini acik problem ve tahmin olarak okuyucuya birakmuslardir. Ispatta
teknik olarak metrik uzaylarda adim-izometri (step isometry) kavramindan
yararlanmiglardir. Bu alandaki benzer g¢alismalarda da adim-izometri tanimindan

yararlanildig1 g6z oniinde bulundurularak asagida tanim sunulacaktir.

Tamm 5.1.4. (Bonato ve Jeannette, 2012) (S,d,) ve (T,d, ) metrik uzaylar verilsin.

VoS ve WcT olmakiizere f:V — W her u,velV ¢iftii¢in

s (wv) =] d: (f (). 1 (v)]
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ozelligini saglayan orten (surjektif) f:7 — W doniisiimi, V *den W ’ye bir adim-

izometri olarak tanimlanir.

Her izometri, bir adim izometridir. Ancak bu 6nermenin tersi genelde dogru degildir.

Bu 6nerme asagidaki 6rnekle gosterilebilir.

Ornek 5.1.2. (Bonato ve Jeannette, 2012) R iizerinde Oklid metrigi ile birlikte
f:R—>R fonksiyonu

£(x)= ij;x’

olarak verilsin. Bu fonksiyon birebirdir ancak orten degildir. Dolayisiyla izometri

degildir. Ancak Vu,ve R i¢in

e J{ %]_uj+u_|_vj+v% J

2 2

esitligi saglanacagindan bir adim-izometridir.

LARG(V,p) ile iretilen graf yapilarinda izometri 6zellikleri incelenirken nokta
kiimesi verilen metrik uzayda yogun oldugunda, izometrinin ayni zamanda bir adim-
izometri de olmasi gerektigi bilgisinden yararlanilir.

Lemma 5.1.1. (Bonato ve Jeannette, 2012) d,, metrigi ile birlikte ve V' sayilabilir
nokta kiimesi R*’de yogun LARG(V,p) modeli ile kurulan iki H ve G grafi f

yardimiyla izomorfikse, ayni1 zamanda bir olasilikla (kesin sekilde) bu iki graf adim-

izometridir.

Yukaridaki Lemma (Bonato ve Jeannette, 2011) calismasinin altigen metrik i¢in
uyarlanmis versiyonudur. Benzer tekniklerin kullanilarak, izometri 6zelliklerinin
farklh uzaylar i¢in incelenmesi problemi, (Balister ve digerleri, 2018) calismasinda
sonlu boyutlu normlu uzaylar i¢in arastirilmistir. (Bonato ve Jeannette, 2012)
calismasinda kullanilan adim-izometri kavrami bu c¢alismada farkli bir formda

tanimlanmaistir.

Tanim 5.1.5. (Balister ve digerleri, 2018) A <V olsun. Vx,y e A4 igin
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Le=sA)=[lr ) -r 0l

ozelligini saglayan f: 4 —> A birebir ve orten (bijektif) doniisiimii adim-izometri
olarak tanimlanir.

Iki izometri tanimi arasinda birinde f icin sadece drten sart1 oldugu digerinde birebir

ve Orten sarti olduguna, normlu uzaylarda uzakligi koruyan doniisiim anlaminda
kullanildigina dikkat ediniz. Normlu uzaylar i¢in yapilan ¢alismada tanimlara ek

kosullar konulmus, bu spesifik kosullar altinda LARG(V, p) modeli i¢in izometri

Ozellikleri incelenebilmistir. (Balister ve digerleri, 2018) ¢alismasinda ayrica normlu
uzaylar, Mazur-Ulam Teoremi, lineer operatdrler ile bilgiler ve teknikler kullanildig:
icin izometri 6zelliklerinin incelenmesinde daha fazla fonksiyonel analiz tekniklerine
ihtiya¢ duyuldugu gozlenebilir.

Bu bdliimde son olarak Angel ve Spinka (2021) calismasinda kullanilan bazi temel
kavramlardan bahsedilecektir. L >0 ve S, =R/ LZ verilsin. I¢ metrikle L ¢evresine

sahip ¢cember goz Oniine alinsin. (Burada ¢ember iizerinde iki nokta arasindaki uzaklik
hangi yoldan daha kisa ise uzakligin o uzunluk olarak tanimlandig1 metriktir.) S ile

S, 'nin sayilabilir yogun alt kiimesi gosterilsin. G, ¢ ile S iizerinde birim uzaklik
grafi, yani nokta kiimesi S, kenar kiimesi ise aralarindaki uzakligin birden kiigiik
oldugu tiim nokta ikililerinin baglantili oldugu graf olsun. G, ; grafinin p e (0,1)
olmak iizere rastlantisal altgrafi ise G, ; , ile gosterilsin. G, ; , grafinda aralarindaki

uzakligin birden kiiciik oldugu herhangi iki kenarin baglantili olma olasiligl,

birbirinden bagimsiz sekilde pe(0,1) olasihgr ile verilir. L uzakligmn farkl
degerlerine gore farkli izomorfizm sonuglar1 elde edilmistir. Bu ¢alismada S, nin
elemanlar1 L moduna sahip reeel sayilar olarak goriilmiistiir. S, kiimesinin iki
u,v €S, elemani igin uzaklik u ve v arasindaki iki yay par¢asindan kisa olan uzaklik

olarak tanimlanmistir. Bu ||u - v|| uzaklig1

||u—v||:min{|u—v ,L—|u—v|}

olarak verilsin. dist;(u,v) ile G grafinda keyfi iki u ve v noktalar1 arasidaki

uzaklik iki nokta arasindaki en kisa patikadaki kenar sayisi olarak tanimlidir. Burada
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tanimlanan 6zel durum igin ise dist, (u,v) ifadesinin iki nokta arasindaki en kisa yay

uzunlugu olacag aciktir.

Ornek 5.1.3: Asagida birbirleri arasinda esit uzakliga sahip olan noktalardan olusan,

nokta sayis1 32, ¢evre uzunlugu L = 3 olan graf gosterimi verilmistir.

W

, ""f.’s'g,”’ﬁ"l.vv' é?\%%
) SO\ \N
12 ”/’ 0.’.’bf’*\§ \

= \..—,'é;% S
o W T AN N
o ‘\

Sekil 5.1.3 : Angel ve Spinka (2021).

Tamim 5.1.6. (Angel ve Spinka, 2021) (Geometrik varolussal kapalilik 6zelligi) Nokta

kiimesi S S, olan G grafi verilsin. Vse$ i¢in (s—1,5+1) komsulugunda kalan
ayrik sonlu 4, B < S nokta kiimeleri, keyfi ¢ > 0 i¢in 4 daki her noktaya komsu olan
ancak B den higbir noktaya komsu olmayan ve |[v—s||<¢ sartim saglayan yle bir
Jve S\ (AU B) noktasi varsa G grafi geometrik varolussal kapalidir ( g.e.c. 6zelligi

vardir) denir.

G grafinda herhangi komsu iki u,v € S igin
||u - v|| <1

saglaniyor ise G grafi birim esige (unit treshold) sahiptir denir. Angel ve Spinka
(2021) ¢alismalarinda L > 2 ve rasyonel degerli olmasinna gore izometrik 6zelliklerini

incelemistir. Calismalarinda g.e.c. 6zelliginin ¢ember durum i¢in tanimladiklari

analog tanimdan yararlanarak ispatlar1 yapmislardir. Adim-izometri i¢in de analog
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tanim gelistirmiglerdir. Bazi durumlar i¢in normlu uzaylarda kullanilan tekniklere
benzer ydntem; bazi ispatlar icinse metrik uzaylardakine benzer kavram ve
tekniklerden yararlanmiglardir. Cember durum iginse bu bdliimde bahsedilen diger
makalelerden farkli olarak rasyonel, irrasyonel sayilarin incelenmesi sebebiyle sayilar

teorisi ile ilgili teknikler de kullanilmigtir.

(Bonato ve Jeannette, 2011), (Balister ve digerleri, 2018), (Bonato ve Jeannette, 2012;
2015), (Angel ve Spinka, 2021) c¢alismalarinin hepsinde g.e.c. 06zelliginden
yararlanilmis ve LARG (V,8,p) modeline sahip geometrik rastlantisal graflarin
izometrileri incelenmistir. Ancak, grafin tanimlandigi uzayin degismesi, g.e.c.

0zelligi, adim-izometri gibi kavramlarin her ¢alisma i¢in analoglarinin gelistirilmesini
gerektirmistir. Yine calismalarin tanimlandigi uzaya bagli olarak bazilarinda
fonksiyonel analiz kavramlar1 ve teknikleri 6n plana ¢ikarken, bazi ¢alismalarda da

sayilar teorisi ve kombinatorik kavramlar1 6ne ¢iktig1 gozlenmistir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde rastlantisal geometrik graflar incelenmistir. Penrose (2003) calismast ana
kaynak olarak alinarak konunun tarihi, diger konularla baglantisi arastirilmistir. Bir
cok doga olaymin rastlantisal geometrik graflar yardimiyla modellenebilmesi ise
konunun giincel ve gelecekte de siklikla calisilacak bir arastirma alani oldugunu
gostermektedir. Bu alanda Tiirkge literatiiriin azligi ve konunun gerekli altyapi
bilgileriyle birlikte sunuldugu kaynak sinirli sayidadir. Tezde konunun arastirilmasi
icin gerekli altyapiy1 olusturan graf teorisi, olasilik teorisi ve fonksiyonel analiz
alanlarindan tanim ve teoremler derlenmis, dordiincii boliimde olasilik teorisi ile ilgili
teoremler ve ispatlar1 detayli acilmistir. Besinci boliimde ise geometrik rastlantisal

graflarm LARG (V, p) modeli ile incelendigi bazi makaleler karsilastirilmali olarak

ana hatlariyla incelenmistir. Varolugsal kapalilik 6zelliginin geometrik analogu olan
geometrik varolussal kapalilik kavrami agiklanmistir. Gergek hayattaki bir ¢ok
problemin modellenmesinde geometrik rastlantisal graflarin daha uygun olmasi ise bu
konunun gelecekte de olduk¢a 6nemli bir caligsma alani oldugunu géstermektedir. Son
boliimde ayrica incelenen literatiir kaynaklarinda sunulan bazi agik problemlere de
dikkat cekilmistir. Farkli metrik yapilar1 i¢in ilging izometri Ozelliklerinin elde
edilmesi, kullanilan matematiksel yapinin ve metrik taniminin farklilagmasiyla birlikte
izometri Ozelliklerinin de yeni bir form kazanacak olmasi ise problemlerin zorluk
derecesini artiran bir faktordiir. Bu tezin konuya giris niteliginde literatiiriin

derlenmesi ve LARG(V,p) modelinin tanitilmas: agisindan arastirmacilara destek

saglayacag diisiiniilmektedir. Ozellikle metrik uzaylar, normlu uzaylar i¢in elde edilen
sonuglarin i¢ ¢arpim uzaylarinda da incelenip incelenemeyecegi bir arastirma konusu
olabilir. Ayrica metrik tanimlarmin farklilastirilmasi ile ortaya c¢ikan izometri
ozellikleri, farkli norm tanimlar altinda nasil bir yap1 kazanacagi sorusu da acik bir

problem olarak diisiiniilebilir.
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