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BAZI OZEL TANIMLI BOLEN FONKSIYONLARININ BERNOULLI SAYILARI
VE BERNOULLI POLINOMLARI ILE ILISKiSi
YUKSEK LiSANS TEZI
PELIN OKAN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. SEBAHATTIN IKIKARDES)
BALIKESIR, TEMMUZ - 2023

Bu tezde baz1 6zel taniml1 bolen fonksiyonlarinin Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilari
ile iligkisi incelenmistir.

Birinci boliim, Bernoulli polinomlari, sayilar1 ve bélen fonksiyonlan ile ilgili genel bilgilerin
verildigi giris boliimiidiir.

Ikinci boliim, bolen fonksiyonlari, Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilan ile ilgili temel
tanim ve teoremlerin yer aldig1 6n bilgiler boliimiidiir.

Uglincii boliimde, 6zel tammli bolen fonksiyonlar1 ve 6zel tanimli Bernoulli polinomlar ile
ilgili sonuglara yer verilmistir. Ayrica 6zel tanimli Bernoulli polinomlarmdan elde edilen 6zel
tanimli bélen fonksiyonlarirmn kombinatorik konvoliisyon toplamlarn ile ilgili sonuglar
bulunmaktadir.

Dordiincii bolimde sonug ve onerilere yer verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernoulli polinomlari, Bernoulli sayilar1, bélen fonksiyonlari.
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ABSTRACT

THE RELATIONSHIP OF SOME SPECIALLY DEFINED DIVISION FUNCTIONS
TO BERNOULLI NUMBERS AND BERNOULLI POLYNOMIALS
MSC THESIS
PELIN OKAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. SEBAHATTIN IKiKARDES )
BALIKESIR, JULY - 2023

In this thesis, the relationship of some specially defined divisor functions with Bernoulli
polynomials and Bernoulli numbers is investigated.

The first chapter is the introduction where general information about Bernoulli polynomials,
numbers and divisor functions is given.

The second chapter is the preliminary information section, which includes basic definitions
and theorems about divisor functions, Bernoulli polynomials and Bernoulli numbers.

In the third chapter, results about special defined divisor functions and special defined
Bernoulli polynomials are given. There are also results related to combinatoric convolution
sums of special defined divisor functions obtained from special defined Bernoulli
polynomials.

In the fourth chapter, conclusions and recommendations are given.

KEYWORDS: Bernoulli polynomials, Bernoulli numbers, divisor functions.
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|. GIRIS

Bu calismada bazi 6zel tanimh bdlen fonksiyonlarinin, Bemoulli sayilan ve Bemoulli
polinomlari ile iliskisi incelenmistir. Bemoulli sayilan terimleri rasyonel sayi olan ve ilk kez
Isvigreli matematikci Jacob Bemoulli (1654-1705) ve ondan badimsiz olarak Japon
matematikci Seki Kéwa (1642-1708) tarafindan kesfedilen bir dizidir. Bu diziyi ilging kilan
en o6nemli o6zelliklerden bir tanesi de ardisik sayilarin kuvvetlerinin toplamim bulma
problemi matematikte kuvvet toplamlari olarak bilinen problemin ¢éziimindeki roluduir.
Kuvvet toplamlari probleminin milattan 6nce 2000 yilina kadar uzanan bir tarihgesi vardir.
Bircok matematikgi belli kosullar altinda bu problem ile ilgilenmis ve 1713 yilinda Jacob
Bemoulli ""Ars Conjectandi'* adli eserinde bu problemi ginimutzde Bemoulli sayilan olarak
adlandirilan katsayilan kullanarak ¢cézmustir [1]. Bemoulli sayilan, Fermat’in Son Teoremi
ile ilgili olarak sayilar teorisinde de son derece dnemli bir yere sahiptir. Bununla beraber
Bemoulli sayilari sonlu farklar, kombinatorik ve matematigin bircok alaninda karsimiza

ctkmaktadir [2].

m, neZ +olmak Gzere n Vi bdlen pozitif tamsayilann m. kuvvetlerinin toplamim crm(n)
olarak gosterelim. Pozitif tam sayilar kiimesi Uzerinde tanimli crm(n) fonksiyonuna bdlen
fonksiyonu denir. Eger m =1 ise <K(ri), n pozitiftamsayisinin pozitifbdlenlerinin toplamini
verir genel olarak cr(«) olarak gosterilir. 1862°de bdlen fonksiyonlan ile ilgili en iyi bilinen

esitlik
iq k) On- K) = -"-er3(n) + 1, ;_0-(n)

Besge’nin Liouville’ye yazdigi bir mektupta ortaya ¢ikmistir [3], 1916’da Ramanujan bdlen

fonksiyonlari ile ilgili;

JSr(@) = 1-24~tT (n)fl™,
nl

7(a) =1 +24076-3(n)a",
H



Z(a) =1- 504" crb(n)an

n=1
olmak Uzere;

dX{a) X\a)-Y(a)
da 12 ’

d7(a) _ X (d)Y(d)-Z(d)

a_dZ(a): X(a)Z(a)-Y\a)
da 2

esitliklerini elde etmistir. Bu esitlikler incelendiginde

e . dX(a)
~er(k)er(n-k) konvolisyon toplamini kapsarken a g
k=1 a

Besge’nin Formuli’ne esittir [4], 2007°de Hahn ise;

X (0)=1+8X
() +mct(

Y(a) =\+24"<r(n)a",

«
Z(a) =1-16"<t3
=}

olmak Uzere,

L 4X(a)_ X2a)-Z(a)
ba 4 '

adY(a) _Y(a)X(a)-Z(a)

X 2{a) 'nin n.
X 2{a)-Y{a)
12

katsayisl,

esitligi ise



a 8a =X(a)z(a) -

diferansiyel derlemlerini elde etmistir. Ayrica n tamsayisinin c¢ift ya da tek olusuna bagh

olarak

-3<t (n)+ 3k ek sayi
36 » (ncj(n-m)=x<

m<n

0zel tanimli ae ablen fonksiyonlari ile iliskili esitligi bulmustur. Ayrica a

fonksiyonlari igin

esitligini de gostermistir [5].
Huard ve arkadaslari [6], Lahiri [7], Glaisher [8], Cheng ve Williams [9], Melfi [10] bdlen
fonksiyonlari ve 6zellikleri ile ilgili birgok ¢calisma yapmislardir.

2015 yilinda Kim, Bayad ve Ikikardes, k,n e Z olmak lzere 1 ve n>2 iken

k-1 92 nH y \
> 2A-1(m)aBL(n-m) =- (32H(n)--cj2k(n)- ko) +£ A
Boves +1 w2k

dedemi ile bélen fonksiyonlarimn kombinatorik konvolusyon toplamlari ile Bemoulli

polinomlari arasinda yeni bir baglanti ifade etmislerdir [11].

2021 yilinda Kim ve ikikardes, e Z olmak tzere k> 1 ve n>2 iken
k-\ i W1 1 1 i,
E [2ily+ 1JS &2k-2s-lim) -2 (n~m) = - M " <2k(«) " A *41(«)



ve k> 2, IV>1 iken

k-1
g(-)" <W , (M).<72,, (27V-m) = i<72M(IV)-i<f2 (2A T )--i-A 2M(2Ar)
s=0v » ¢+ 1Jm=l

esitliklerini elde etmislerdir [12].

Bemoulli polinomlan Bk(x) , Grete¢ fonksiyonlan yardimiyla

- N
A
2-1 t£ kI ' 1

biciminde tanimlanir. Bemoulli polinomunda x =0 alinirsa Bk =Bk(0) biciminde

tammlanan Bk Bernoulli sayilari elde edilir [13].

Sekil 1.1: BI(x), 52(x),53(x), u4(x) Bernoulli polinomlarinin grafigi.

Bemo~”li polinomlan ve Bemoulli sayilari literatirde oldukca ¢ok calisilan konulardir bu
konular hakkinda daha fazla bilgi icin [13, 14, 15] kayn”~”~ma bakilabilir. Bernoulli

Polinomlan ve sayilan arasinda bulunan bazi 6nemli esitlikler;



n 1
* (*+y)=£ Bk(X)y"ryfc
k=0

seklindedir . Aynca Bernoulli polinomlari igin
Bn\x) =nBnl(x),
Bn(l-x) =(-iyB n(x)

Bn(i +X) - Bn(X) =nXnl
esitlikleri de verilebilir [13].
Bdlen fonksiyonlan aslinda bir tamsayinin bélenleri ile iliskili olan aritmetik

fonksiyonlardir. Bir bélen fonksiyonu n tamsayisinin d pozitif tamsayi bélenlerinin k .

kuvvetinin toplamlari

d\n

seklinde de gosterilebilir..

Bu tezde, ne N ve ke Z igin

<()=81(-N"V

seklinde 0zel tanimh bolen fonksiyonu tzerine calisiimistir.

er™n) ve 6zel tanimh ¢”~(n) bdlen fonksiyonu arasindaki en temel iliski



6,(n) = o, (n) - 2ak(§)

esitligi ile ifade edilebilir [16].

Bu tezde baz1 6zel tamimli bolen fonksiyonlari ile Bernoulli polinomlar: ve Bernoulli sayilari
tizerine yapilan aragtirmalar taranmig elde edilen bilgi ve bulgular ile ilgili yeni esitlikler
diizenlenmigtir.

Calismanin birinci boliimii, bélen fonksiyonlarinin, Bernoulli polinom ve sayilarinin tarihsel
stirecinin bahsedildigi giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde, ilerleyen béliimlere temel olusturacak bazi 6n bilgilere yer verilmektedir.
Bu béliimde bolen fonksiyonlari, Bernoulli polinomu ve sayilarmmin o6zelliklerinden
bahsedilerek bunlarla ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilmigtir.

Ugiincii bsliimde orijinal sonuglara yer verilmistir.

Dérdiincii béliimde, ¢aligmadan elde edilen sonuglardan ve olusturulabilecek daha farkli

egitlikler {izerine olan 6nerilerden bahsedilmigtir.



2. ONBILGILER

Bu bolimde bdlen fonksiyonlari, Bemoulli polinomlan ve Bemoulli sayilari ile ilgili gerekli
on bilgiler yer almaktadir.

2.1 Bdlen Fonksiyonlari
2.1.1 Tanim: n bir tasay! olmak Ulzere n=ab olacak bicimde a ve b tamsayilari
yazilabiliyorsa a ve b ’ye « ’nin bélenleri denir.

2.1.2 Uyan: Eger d tamsayisi, n tamsayisinin bir béleni ise “d , n yi boler” seklinde ifade

edilir ve d\n ile gosterilir. E§er d tamsayisi n’yi bélmuyorsa d\n seklinde gosterilir.
Kolayca ||n oldugu gordlebilir.

2.1.3 Tanim: Yalnizca iki pozitif béleni olan dogal sayilara asal sayi denir, eder bir dogal
sayinin ikiden fazla boleni varsa bu dogal sayiya bilesik sayi denir [17].

2.1.4 Tanim: Pozitif tamsayilm- kiimesinden k”masik sayilar kiimesinin herhangi bir alt
kimesine tanimh her fonksiyona aritmetik fonksiyon denir [18].

2.1.5 Tanim: x ve y aralarinda asal tamsayilar olmak tzere f aritmetik fonksiyonu

(v 1) (V)

kosulunu saghyorsa f fonksiyonuna ¢arpim fonksiyonu ya da kisaca ¢arpimsaldir denir

[18].

2.1.6 Tanim: n bir tamsayi, d, n’in bir pozitiftamsayi béleni ve k e C olmak Uzere
dn

biciminde tanimli aritmetik fonksiyona bélen fonksiyonu denir [16].

2.1.7 Uyari: Efer k =0 ~irs”™: ca0(«),n t~sayisinin pozitif bélenlerinin sayisini, k =1
alirsak n toplamini elde ederiz. Ayrica k =1 iken

dj(n) =<7 (n) ile gosterilir.



2.1.8

a\(6) :%6 =11+2"+31+61=12

or2(9) =Y [ 2=12+32+92=01

9

a3(6) ='£ct3=13+23+33+63=252
dé

2.1.9 Teorem: cak(n) aritmetik fonksiyonu bir ¢carpim fonksiyonudur [16].
Ispat: (nl,n2) =1, d gZ+, nl.n2’nin bir béleni olsun. O zaman d3\d, d2\d ,dx\n , d2\n

ozelligindeki dxd2e Z +alalim. {nl,n2) =\ oldugundan dIxi2\nl.n2 yazilabilir. Buradan;

°*(«1-«2) =

N«l-«2) = o

N«l-«2)™ M ni). ™ (n2)
elde edilir bu da <t («) fonksiyonunun carpimsal aritmetik fonksiyon oldugunu verir.

2.1.10 Teorem: p bir asal sayi ve r e Z+u {0} olmak lzere

(rH)i: _ .

=1+pk+p2k+...+pk

biciminde ifade edilebilir [16].



ispat:

O'k(p') = (%;dk

1+ pF+ p* 4.+ p*
1+ pF + (P +..+ P

_ p(r+l)k _1
p'-1
2.1.11 Ornek:
302 g
o, (3 7 -9
()3 _
o,(5')= 553_ L_126
2.1.12 Sonug: p tek asal say1 olmak {izere
o(p)=p+1

bi¢imindedir [16].
Ispat:

o, (n)= de

dln

k yerine 1, n yerine p yazarsak

o(p)=>.p

dlp

elde edilir.



2.1.13 Teorem: ne Z+olsun.N , n’yi bdlen en buyuk tek tam kare tamsayi olsun. cr(n)
ifadesinin tek tamsayi olmasi icin gerek ve yeter sart N ’nin bir tam kare sayi olmasidir [16].

Ispat: n=N.2“ve aeZ olsun.N , n’nin en buyik tek tamsay: carpani, (N,2“)=1 ve
cr(tt) fonksiyonu carpimsal aritmetik fonksiyon oldugundan

a(n) =a(N).cr(2a)

seklinde yazilabilir.

Varsayalim ki cr(n) tek olsun. a(n) =&(N).(2a-1) yazilabileceginden ve (2at+l-1) tek
sayl olacagindan cr(jV) fonksiyonu tek sayi olmalidir. N tek oldugundan p “ tek asal sayilar
olmak Uzere; N =p™'p2n2 mwP kntbicimindedir.

a{N) =a{p”p2m=...pknt)
cr(N) =(I+px+P1 +...+p").(I +p2+pl +...+p!")..(L+pk+pl +...+pKkk)

cr(N) fonksiyonu tek oldujundan tim carpanlar tek olmalidir, (I+p +p2+...+pm) tek
olmasi i¢in m ¢ift olmalidir. Tim m, ’ler ¢ift olmalidir. Sonug olarak N bir tam karedir.

Varsayallm ki N bir tam kare olsun. (r(ri)=a(N) .a(2a) ve
biciminde olsun. O zaman

cr(N)=(I+P1+p2+..+pfm).(I +p2+p2+..+p2D... + +pl+...+plm)

seklinde yazabiliriz. Burada § (V) fonksiyonunun tiim ¢arpanlari tek olacagindan cr(N) tek
olur. Yani cr(2a) = (2f#1-1) tektir. cr(w) =a(N) .cr(2a) oldugundan <r(n) tek sayi olur.

2.1.14 Ornek:
cr(25) = cr(52) = 11+51+ 25* =31 tektir «m 52 tam karedir

(2401) = <r(74) =11+ 71+ 491+ 3431+ 24011= 2801 tektir <>(72)2 tam karedir
cr(64) = er(26) =11+ 21+ 41+ 81+161+ 321+ 641= 127 tektir <<>(23)2 tam karedir

2.1.15 Tanim: ne Z+ve kel, olmak Uzere

<P =EH)MNV*

d\n

biciminde 6zel tanimlanan aritmetik fonksiyona ak{n) boélen fonksiyonu denir [16].

10



2.1.16

2

(12) =(- i "LL+(- 1§A12 =1

3 3

/(3) =C I)~*1+( 1"13=4

I-1 61 61 6
(6) = (-1)1 1+ (-1)2 2+(-1)3 3+(—4)6 6=4

2.1.17 Teorem: pAve Z olmak Uzere
(n\
z 2y
a ot

esitligi vardir. [16]

Ispat:
n .
cift=>2i— d”
d d 2
\
E ¢°=5s + =°i
eZ+ I+ y
Gt -t
2.1.18
M
i —, =1+2+3+6=12
d12 uld
X Jiz=<71  =lt2+4=7
d v
8
R
2.1.19 Teorem: pAve le Z olmak lzere

vz/

esitligi vardir [16].

1



Ispat:

<F*(»)=Z ( -:I.)il’i:I
d\n

dk(n) =-ak -
\ZJ \ AJ

aM) =vk(n)-2crk

\ZJ
2.1.20
ol(6) =<1(6)-2(jl =12-2.4 =4

vzy

fion
<71(10) = 04(10)-201 =18-2.6 =6

~J
M@2) =gj(12)- 2<h =28-2.12 =4

z J

2.1.21 Sonug: 2.1.19 Teorem’de k =1 yazarsak

a (M=(n)-2a
\ 23

esitligini elde ederiz.

12



2.1.22 Teorem: ne Z olmak Uzere n tek sayi ise

a(ri) =cr(n)
dir [16].
Ispat:
d\n
dl,d2, ....dn|n olsun
dl,d1,...,dn tekolur
ain)=(-Hhdv +(-Hew +..+(-)d'Vv
a(n) =di+d2+...+dn
<(n) =er(n)
2.1.23 Ornek:

n =15 =>ct(15) = cr(15) = 24
«=21=>(j(21) =cr(2l) =32

«=33=><r(33) =cr(33) =48

2.2 Bernoulli Polinomlari ve Bernoulli Sayilari

2.2.1 Tanim:

t%b( [13 tll
e‘

esitligi ile tanimh Bn{x) polinomlanna Bernoulli polinomlari denir [13].

13



2.2.2 Asagidaki tabloda bazi Bernoulli polinomlanna érnekler verilmistir.

Tablo 2.1: ilk sekiz Bernoulli polinomlan.

BO(x) 1

BM A—2

BM  X1- X+j

BM X3-f X2+\x

BM x4- 2x3+x2-j§
BM X5- | jat+f IB—£xX

BM X6-3X5+2XA~2x2 + &
BM  X1-jX6+|X5-~X3+JX

Asagidaki sekilde bazi Bernoulli polinomlarinm grafiklerine érnekler verilmistir.

Sekil 2.1: Bazi Bernoulli polinomlanna érnekler.

2.2.3 Teorem: Bn(\.-x) =(-\)n,Bn(x) [19].
2.2.4 Teorem: 5n(l +x)-5n(x) = nx"1 [19].

fn
2.2.5 Teorem: [19].

k=0 \kJ

2.2.6 Teorem: ri.xnl1=" [19].
k=1

14



2.2.7 Teorem: B,(x)+ B, (x+ %) =2"*B (2x) [20].

2.2.8 Teorem: B,(1-x) = (-1)*.B,(x) [20].

2.2.9 Tammm: Bernoulli polinomu B, (x) ’de x =0 alinirsa B, = B,(0) bi¢iminde tanimlanan
sayilar elde edilir. Bu sayilara Bernoulli sayilar1 denir ve B, ile gosterilir. [20]

2.2.10 Ornek: Asagidaki tabloda ilk on dért Bernoulli sayilari verilmistir.

Tablo 2.2: Ilk on dért Bernoulli sayilari.

BO Bl BZ B3 B4 BS B6 B7 B8 B9 B 10 B 11 B12 B 13
t afrfo] tfolr]o] 1t[o]s]o] 61 ]o
2] 6 30 42 30 66 2730

2.2.11 Teorem: n#1 ise B, =B, (1) dir [20].
2.2.12 Teorem: n>1 ve n tek sayrise B, =0 dir. [20].
2.2.13 Teorem: B,(1)=(-1)"B, [20].

2.2.14 Teorem: (-1)"".B, ,(x) >0 [20].

15



2.2.15 Teorem: n>2 | k>1 olmak ilizere n ve k tamsayilari i¢in

sz(d)—Zsz(d)a n cift ise

B (n)= * d‘%
(1) =
;Bk(d), n tek ise
din

esitligi vardir [11].

2.2.16 Teorem: n>2, k=1 n ve k tamsayilar i¢in

2k ot i 1 1. 1 -
Z 25+1 ZO-Zk—2s—l (m).6,,,,(n—m)= 5 Ok (”) - E O (”) - mszn (n)

s=0 m=1

esitligi vardir [11].

2.2.17 Teorem: N >1, k> 2 tamsayi olmak {izere

k-1 2k 2N o X 1 1. ! )
Z_ll(Zs + J Z_; (D" 65 2,4(m).05, ;2N —m) = Eo'zku (N) - E 2% (2N) - mszﬂ (2N)

esitligi vardir [11].

16



3. BOLEN FONKSIYONLARI, BERNOULLI POLINOMLARI VE BERNOULLI
SAYILARI ILE ILGIiLI YENI DENKLEMLER

3.1 Ozel Tanimh ak(n) Bélen Fonksiyonu ile ilgili Sonuclar

3.1.1 Teorem: Ozel tanimh ak{n) bolen fonksiyonu carpimsal aritmetik fonksiyondur.

ispat: n =nvn2,

(nl,n2) =1 iken

Sonug olarak

esitligi elde edilir.

nX@e Z + ve

<?,(»)= IdE\ <-i)5V
n

d\nx.n2

d\nx.ng
rin2!
ak(nvn2= Yj (-1) ah (abf
a,beZ+
b2
§,beZ+
b\n2
aeZ*bezZ*
°h *h

=dk(nl).ak(n2)

(nl,n2) =lolsun.

dk{nvn2) =z (1) d

a\nle

o (}HE"[,17 12 —1)—>tek olur
a b v a.b
2
— tek,— tek d\)rr\ " —1)—»9ift olur
a b Ka.b
w2 SLi S|

(-Dfli =(-1)0 (-1)*

17



3.1.2 Ornek:

8,3.7)=6,(3).6,(7) =32
6,(3.5) = 6,(3).6,(5) = 24
6.(3.19) = 6,(3).6,(19) = 80

3.1.3 Teorem: p tek asal sayi ise
6 (p)=p+1
dir.
ispat:
L
6(n)= Z(—l)" d
d|n
n = p asal say1 olsun.

6(p)=Y (-7 d

dp

2,

=(-1)? p (D' .1

=p+1
3.1.4 Ornek:
6 (7)=8
g (19)=20
6 (61)=62

3.1.5 Teorem: p tek asal say1 ise

6,(p)=1+p"
dir.

18



asal
dn

say| yazarsak

<*»(?N=5>1i)"'V
d\p

£l £1
=(-)" F+(-1)" pk

= (-1) /-1 +(-1)1Y
=1 +pk
3.1.6 Ornek:

(7,(17) = 1+ 17> =18
€2(5) = 1+52=26

43(3) = 1 +33=28

3.1.7 Teorem: ieN olmak Uzere < (2') =1dir.

Ispat:

d\n

k =\ ve n=2 olsun
a(2)=8(-y~'d
olarak yazilabilir.
g2y =2 11+ (2Z2 21+....+(-1)Z2 *2

=-(l+2+...+2")+2
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3.1.8

a2y =i
(23 =1
(25 =1
N+l ek N
3.1.9 Teorem: le Z +ve /e N olmak tzere ak(2t) =------ 1 -_--2-r ----- dir.

Ispat:

1

/\(«):da(_x) d:

[s\vA

*| 1 z 2,
Q(2) = (-1)1 I+ (=2 2%+ (-1)2 221+ ..+ (- )71 2(Mj*+(-1)2 2%

(@*-1),(2i1-1),(2'-2-1),...,(21-1)
ifadelerinin timu tek sayidir. Bu durumda

ak(2,)=-[1+2k+2n +...+2kt-N] +2k

(2)=--—Ar+2 =
k -2k 1-2%*
3.1.10 k:
ry4+1 r}4+z -
82(22) =- —---- -
2 1-22
el 62 i
2(23) = 2 2 =43
(72( ) 1-22
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3.1.11 Teorem:p tek asal sayive t >0, ieZ olmak Uzere & (p.2°)=p +1 dir.

Ispat: n=p.2‘alallm. neZ+teZ,t>0 p tekasal sayl olsun o zaman (p,2*) = 1 dir.

d\n

(€)= Z (_1)d g

a (n) bdlen fonksiyonu ¢arpimsa! aritmetik fonksiyon oldugundan;

a(p.2%) =4a(p).a(2t) =p +I

p+1 1
olarak yazilabilir.
3.1.12 Ornek:
a (5.2)=5+1=6
a (7.22)=7+1=8

4 (13.25 =13+1=14

3.1.13 Teorem: p tek asal sayive k e Z+ve te N olsun. Bu durumda

20eH-T T

ak{p.2t) ={\+pK) >

y

esitligi elde edilir.
Ispat: n=p.2*dalim. neZ+,teZ,t>0 p tekasal sayiolsun. (p,2“) =1 ve 6k{n)
bélen fonksiyonu carpimsal aritmetik fonksiyon oldugundan ;

rytk+1 __ rytk+k _1
ak(p.2t) =ak(p). a tf) =(pk+1).——~

Pk+1 2rt+1-2 It+A- |
12
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3.1.14

¢ 232+1 _ 23242 _ JA

a2(3.23) = (1+32) =430
% }-42 y
f 23241 _ 2322
<R2(5.23) = (1+52) = 1118
1-22

3.2 Ozel Tanimli 4 (w) Bernoulli Polinomlari ile ilgili Sonugclar

3.2.1 Teorem: k * 1ve p tek asal sayi ise
Bk(p) =Bk +Bk(p)

seklinde olur.

Ispat: k* 1ve p tek asal sayi olsun.

K(P) =Y ,Bk{d) = BK(Y) + Bk(p) = Bk +Bk{p)

d\p

3.2.2 Ornek:

4 (5) =B3+B3(5)=0+53-|,52+”".5=90

3.2.3 Teorem: k>2 ve r>0, n-2r olmak Uzere

Bk{2r) - X Bk(d), n ciftise
Bk(n) =Bk(T) = o\
BK, n tek ise

esitligi vardir.
Ispat:

k> 2 ve r >0, n=2r olsun. 2.2.13. Tanim’da n yerine 2r yazarsak

B,(d)-2 Bk(d), ngiftise
dr d
B, (2r) =
B, (d), n tek ise
dn

22



ifadesi elde edilir. Bu esitligi » ’nin tek ve ¢ift oluguna gore ayr1 ayr inceleyelim.

n tek olsun.

r=0=2"=2"=1 oldugunda sadece n tek olur.O halde;

> B,(d)=B,(1)=B,
dl
elde edilir.

n ¢ift olsun» > 0= 2" daima ¢ift olur.

B.(2)=Y B.(d)-2Y B,(d)
dl2 d|2!
B,(2")=B,()+B,(2)+ B,(2)+...+ B,(2) + B,(2) - 2.| B,()+ B,()+ B,(2*) +...+ B,(2") ]
B.(@2)=-[B,)+B,()+..+B,(2) |+ B,(2")
B,(2)=B,(2)- |Z B,(d)
dl2

elde edilir.

3.2.4 Teorem: k=2 ve r>0, p tek asal say1 olmak tlizere n= p.2" olsun.

o B,(2)+B,(p2)~ ¥ B(d), nciftise
B,(n)=B,(p2) = s

B, + B, (p), n tek ise

Ispat: p tek asal say1 olmak iizere n = p.2" olsun.

n tek olsun.

r=0=p.2"=p2°=p oldugunda n= p tek olur.
O halde ;

> B, (d)=B,()+ B.(p)= B, +B.(p)

dlp
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n ¢ift say1 olsun.

r>0= p.2" daima gifttir.

B(p2)= 3 B(d)-2 B,(d)

dlp2 dl2!

B.(p2")=B,(1)+B,(2)+B,(2*) +..+ B,(2")+B,(2) +...+ B,(p2")
“2[ B(1)+ B,(2)+ B,(2*)+...+ B,(2) +..+ B(p2") ]

B(p2)=B,(2)+B,(p.2") [ B+ B,(2)+..+ B (p2™") |

B.(p2")=B,(2)+B,(p2")- lZ B.(d)

p'zr—l

elde edilir.
3.2.5 Ornek:
B,(52")=B,(2")+ B,(52")~ > B,(d)

d|5.2°
B,(10) = B,(2") + B,(10) ~ (B,(1) + B,(5))

B(x)=x"-3x*+1x

B,(2)=3
B,(10) =855
B,(1)=0
B,(5)=90

B,(10) =3+855—(0+90) = 768
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3,3  Ozel Tanimh Bk(n) Bernoulli Polinomlanndan Elde Edilen Ozel Tanimli

Bolen Fonksiyonlarinin Kombinatorik Konvoliisyon Toplamlart ile ilgili Sonuglar

3.3.1 Teorem: k,n e Z olmak tizere k >1ve p >2 asal sayi iken

ey 2™ P*) T e
Bokes +\ype " 2 23t+1 ZH(P)

esitligi elde edilir.
Ispat: 2.2.16 Teoremden yararlanarak k,neZ olmak iizere k> 1 ve/? > 2 asal sayI

*| 2% Ap-1

b, 21M -7 (p -m)=-1a2<+4(p)- -152k(p)-—1— B2 (p)

yazilabilir.

-\0»(P) =-\<X+P¥)

2k-HBI*,IP)~ 2*+ [B- +S~ ]
NI+l —0
esitlikleri elde edilir. Bunlari denklemde yerine yazarsak

k'f 2k >

tngs+lySTi-2sLH A2 (p-m) S\{pUX-P2)  ~  BXip)

sonucu bulunur.
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3.3.2

I-1 2 (2\

1
X al-2s(m)*"2s+H(3~m) =
~n2s + Iym_l

2[<t()<t (2)+<t(2).<t(1)] = 2.[1.1+1.1] =i (33-3 2 - i [ (J 3+ U3)] = 4

3.3.3 Teorem: k,t e Z olmak lGizere k >1ve t >0 iken

Ar o2k A
Ey2s+lyZa2  BIW A1 (2 m) =
00| M) Ntk |
21 2, 2 oy NF(20) -qsa~52i+|(/\)

esitligi elde edilir.

ispat: 2.2.16 Teorem’den yararlanarak n,k,te Z olmak tzere k>I, />0 icin n=2°

yazarsak
It-i v 2k N 1 1
o H -~ 2 (2T w) = =0t (2)-=6,,(2) . mR,. (2
E ks +1] h 251 H -~ 2 (21- w) 5 2k+1( ) > Zk( ) 2AT+1RZ'1( )
elde edilir. Sa§ taraftaki ifadeleri hesaplayacak olursak
2 (DD _j
a2kA\(2t) :
22+ -1
A MKy

M2)= L2

4i+(2) = M- 2 "~ HQJ)

d\p.T

elde edilir.
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Bu esitlikleri yukarida yerine yazarsak

i-1( 9b V™I 1 2H)EEH) A A ek
BoUathim 27271 (W)M1H(2,-w) =5 g1 2 1-22!

1
N ") -
2e+1 "B S WO

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra

s ok A2s 1 1~ o G
<0 U&iAZi-Zi-I(,V\I)IG'iste m) 2 22AH:-1 2 22i-1

AN vy
sy N (20 d\EZ Blk+{d)

elde edilir.
3.3.4 Teorem: n,k,te Z olmak Gzere &> 1, i >0 ve p tek asal sayl iken n=p.2° ise

i-l ( oi- V-1
IéOy?s#lyin:ﬂTZ'W W A (»-«) =

(I+p2) 2HDRH) -1)  {\+ p 2K {21k - 2 Lkt -1)

2(22+1- ) 2(22<-1)
f \
82.,(2")+-82w (7 .2")- £ B2M(d)
23t+1 d\p.2--1

dir.

ispat: 2.2.16 Teorem’den yararlanarak n,k,teZ olmak lGzere &>1, i>0 ve p tek asal

sayl iken n=p.2°

-1 2k i i P A
E yas+lyE N 28 TH -~ (@) =2 RH(«) =" 21(«) -5 4 T4 («)
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1

1 (1 + p2k+l)-(2(t+1).(2k+l) _1)
Eo'zku (n) = Eo'zku (p-zt) =

2.(22k+l _ 1)

2k ) (2(2tk+1) _ 2(2tk+2k) _ 1)
2.(2%* -1

1. 1. 1+
—EO'Zk(n)=—EO'2k(p.2t)=( P

1 1 t t
ok +1 2k+1( n) = Y 1[ By (2)+ By (p2) - Z sz+1(d)]

d| p2t

bulunan egitlikleri denklemde yerine yazarsak

_ (1 + p2k+l )(2(t+1)(2k+1) _1) N (1 + p2k)(2(21k+1) _2(2tk+2k) _1) _ 1
202 -1) 202%* -1 2k+1

sz+1(2t)+sz+1(p-2t) z 2k+1

d|p2t1

elde edilir.

3.3.5 Teorem: k>2 ,N>1 r>0 p tek asal say1 ve 2N = p.2" ve N=p.2"" olsun. O

zaman;
k-1 () -l i
2(2 +JZ( "6y, 1(m) O (2N m)_ O (N) O-Zk (2N)_2k 1 2k+1(2N)
Qk+)r _ (2rk+1) _ A (2rk+2k) _
=l(p2k+1+l). 2 - 1 +l(p2k+1)(2 i 1)
2 27 1 2 2.2 -1
1
~ L B @) 4 Bya(02)- Y By, (d)}
2k+1|: 2k+1 2k+1 deZ:_l 2k+1
dir.

Ispat: 2.2.17 Teorem’den yararlanarak k>2,N>1 r>0 p tek asal say1 2N = p.2" ve
N=p2"" olsun.

k-1 .
;(2 +JZ( )" Gyp-5m1(M)-Gps (2N —m) = o-2k+1 (V)- O-Zk (2N)- h+1 ——B,..(2N)

28



1 1 . (1 + p2k+l)-(2(r—1+1).(2k+1) _1)
Eo'zku (N) = Eo'zk+1 (P-2 1) =

2.(22k+1 _ 1)
1l . 1. , (1.|. ka )_(2(2rk+1) _ D(@rk+2k) _1)
S 6u(@N) === 6,(p2)) o

1 - 1 . .
- 2k +1 B2k+1 (2N) = 2k +1 [B2k+1(2 )+ B2k+1 (P-2 )_ d|§_l sz+l(d)]

bulunan egitlikleri denklemde yerine yazarsak

Q@k+)r (rk+1) _ A (2rk+2k) _
:l(kaJrl +1)' 2 241 1 +l(p2k +1) (2 i )
2 247 —1 2 2.2 -1)

1 |:sz+1 (2)+ By, (p2)- Z By..(d ):|

2k +1 ot

elde edilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, baz1 6zel tanimli bolen fonksiyonlarinin Bernoulli polinomlar: ve Bernoulli
sayilar ile iligkisi incelenmistir.

Ik béliimde, Bernoulli polinomlari, Bernoulli sayilar1 ve bolen fonksiyonlan ile ilgili genel
bilgilerin verildigi giris boltimiidiir.

Sonraki bélimde, bdlen fonksiyonlari, Bernoulli polinomlar1 ve Bernoulli sayilar ile ilgili
temel tanim ve teoremlerin yer aldig1 6n bilgiler verilmigtir.

Uctincii boliimde, 6zel tanimli bolen fonksiyonlan ve 6zel tammli Bernoulli polinomlari ile
ilgili orijinal teoremlere yer verilmistir. Buna ek olarak o6zel tammli Bernoulli
polinomlarindan elde edilen 6zel tanimh bdlen fonksiyonlarinin kombinatorik konvoliisyon
toplamlan ile ilgili orijinal teoremler yer almaktadir.

Bu tezde yapilan ¢aligmalar 15131nda agagidaki denklemler kullanilarak yeni denklemler elde
edilebilir.

N 21 i¢gin

2N-1

. . 1 1, 2 .
Y. 6.(m).6 QN-m)= 5[o-m (N)+0,.,(2N)]- d (2N)- mzz,+1 (2N)

m=1
m tek sayi
1 ¢ift say1

esitligi elde edilir. [11]
N2>1, k>2 igin

S\2s+1),4

m tek sayt

k10 ok ) 2wl A I 1
Z z O 251 (M).0,, 2N —-m)=2""0,,, (N )_ZI:O-zku (N ) +05n (2N )]

1. | B
) G, (2N)+ mBZkH (2N)

esitligi elde edilir. [11]
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EKLER

EK A: Bernoulli Sayilarinin Maple 13 Uygulamasi Kullanilarak Elde Edilen Listesi
(1< n<50)

> with(numtheory);

[Glgcd, bigomega, cfrac, cfracpol, cyclotom ic, divisors,factorE Q ,factorset,feiviat, imagunii, (1)
index,integral_basis, invcfrac, invphi, iscyclotom ic, issqrfree, ithrational.jacobi, kronecker,
A legendre, mcombine, inersenne, migcdex, minkowski, mipolys, mlog, mobius. mroot.

msqrt, nearestp,nthconver, nthdenom ,nthnumer, nthpow, order,pdexpand, (|>,n,ppr|m root,
primroot, quadres, rootsunity,safeprime, a,sq2factor, sum2sqr, X, tim e]

> ?bemoulli
> for« from | to 100do

print( 'bernoulli'f/!) =bemoulli(n))
end do

bernoulli(1) = - —
bemoulli(2) 3
bernoulli(3) =0

bemoulli(4) = -
becmoulli(5) =0
bemoulli(6) = - -
bernoulli(7) =0
bemoulli(8) = - —
bemoulli(9) =0
bernoulli( JU) =65
bernoullif 11) =0
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EK B: Bemoulli Polinomlarinin Maple 13 Uygulamasi Kullanilarak Elde Edilen Listesi
(<n<30)
> for. from 1to 100 do

print( 'benioulli'(«, x) =bernoulli (n, x))
cnd do

bemoulli( 1, x) =x —
bemoulli (2, x) = 6i +x° —x

bemoulli(3,a) =y X+ a3—y x2

bemoulli (4, x) = - + 2+ ad—2x
bemoulli(5, x) - - - X + 3 " +.r5— 5 ah
bemoulli(s, x) = 125 + -7-§4+ vV —3a5
bemoulhi(7, x) = = x X ¥ 7—2x5+>Z — =X
beimouflirg, g) -&—of —xX —"—X H1 X"+ & 4N
bemoulli(9, a;: - );j X+ 2x3————21—§< ‘4 67.r’ +§ —)(7) §(

Hemouflf(]ﬂ), x)t = Fsﬁ ----- 37)(2 + B —Ixb+ ig B #x10_5y 9

bemoulli( 11,x) = 'S V-— 7 X3+ 11a"—11 X + s X9+ a1 e

bemoulli 12, xﬁ -6, 2 §35x4 —)(6 +§% x8——i——”—§<0 y £x ¥ —bv
2730 2
2 691 65 3 429 5, 286 _7 143 g9, ,, L9313
bemoulli™ 13, a)= 2—16XH—3 X 710x H— 7 a ; 2 HT3& # % > X2
beiourr(ra. vi--- O 2 B0 g 0L 5, 18 AL o A e

37



238 By 68 154, 17 56

43867 10851 2 , 4 23494 6 X 7293 0

bcmoulli( 18,x) = 208 10 * F35T0V e Z x 43315,V et x

+ 442 x12—102.v14 + X6+ x18B8—9x 17

.............. 43867 68723 3 5 446386 Ta. 20995 9 12597 ]l
W) = —m— X - + ————— 4,_____ == T
bemoutlii 19, .} X 10 13566 .V

;646,83 646 15 BT 0 19

BETOTNR0, ¥) 120 2 T2y gy § 22RO
3 21
41190 o _ 4199:c.2 + 6S0 4 _ 3|1 ,6+$. 18 T 20 n
3 7 2 3
bernoulli(21, Xy’ = ————1—2122’277 -’---2-}?-3?’—53 2. 1443183 Vv’ + 135660 x 7-----2-2-?’—1—9—3— o
H-293980 1 6783 x B4 12928390 1T 550y § 2L\
. 854513 1222277 2 2412685 4 5291671 _6,. g
R V& Ml vt V AU bnis bt oy
bemoulli(22,x) 138 10 x H 0 X +°373065 x
2455123 m,. 146965 12 0. 4, 3553 |6 1463 w77 20, 2
— 42
bemoulli (23, x) = £54518, 26112371 .3, 11098351 s 1735}3%&2}2 7
30
, 2860165 o 5133439 u , 260015 s 81719 s , 4807 17 1771 1o
3 15 3 5 2 6
253 21, 23 23 22
0 Z
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21

4,,,,,3,25— Xm + X 26 — 13 2.v5

, 3606964075 s 226029947 io , 33801950 12 51334390 14
+ ié Y vV o4 X — X

4 2414425 6 312455 18y, 16445 20 1495 2
X X -— X — X

76977927 X 3545461365

bemoulli(27,x) = x 24:499890105x °—469878201.x '

4

36069134075 N 1849;3593 « 84193401350 33 308070634 « By 127;3225 W v

148005 19 , 49%35 21 cJ 23, 117 25 , 27 27. 2
2 X A 3ud X T 2 A 11X A 2 X
bemoulli(28,.x) = - 2374 1029 4-538845489 x2- 3545461365 / 4-2332820490.6

- 3289H74°7 X%+ 721392815 x10—MIALLZIZ |« + 46802700.x14- x16

4-994175 8. 207207, 20,8970, 221365 24 4 3,26 4 \P8 14,27

bemoulli(29,x) = - ~ 7494~ 1929- x + 5208839727x3- 2Q6f3" 917 x54-9664542030%7

- 10598363867 1901953795 ,11 _ *62603061 ,<3 + 90485220 ,15

202T02 v py517a5 B 20U, 2 g g304 B 19 m£x254 23 7
.29 %-9 28

bemoulli 30, x) = 015841276005 23749461029 2, 78132505905 4
’ 14322 2 5
102818379585 6,, 72484065225 8 31795091601 10, 9509268925 12
: X - —— X 4 X

2062720845 14,, 339319575 16 43785215 1s ,
——————— 7————=X "4t 7 X X 4

4552275 20 390195 22
X S X

28275 24 1827 26

4. 28215 24 18 27 4,__145 28, 0 29

7—X~ 4 x T —15X%x

39



EK C: k 100 Bernoulli Sayis1 ve Bernoulli Polinomunu Veren Maple 13 Kodlar

Maple 13 kodlan
[>Pwith(numtheory);

[(>for n from 1 to 100 do
print(‘bernoulli‘(n)=bernoulli(n))
end do;

[(>for nto 100 do

print((*bernoulli')(n, x) = bernoulli(n, x))

end do;
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EK D: Ilk 4 Bernoulli Polinomunun Grafigini Veren Maple 13 Kodlar

Maple 13 kodlar

[>with(numtheory); with(Statistics); with(plots);
[>F :=plot(x-1/2,x=-4..1,y =-.15 .. .15, style = line, color = "Blue");

G := plot(1/6+x*22-x,x=-4 .. 1,y =-.15 .. .15, style = line, color = "red");

H := plot((1/2)*x+xA3-3*x*2*(1/2), x=-4 .. 1,y =-.15 .. .15, style =line, color =
"black");

T := plot(-1/30+xA2+x*4-2*xA3, x =-4 .. 1,y =-.15 .. .15, style = line, color =
"Green");
[> display({F, G, H, T}, axes = boxed, scaling = constrained, title =
Bernoulli*’Polinomlar&inodot;’);
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