
T.C.
BALIKESİR ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
MATEMATİK ANABİLİM DALI

BAZI ÖZEL TANIMLI BÖLEN FONKSİYONLARININ BERNOULLİ 
SAYILARI VE BERNOULLİ POLİNOMLARI İLE İLİŞKİSİ

PELİN OKAN 

YÜKSEK LİSANS TEZİ

Jüri Üyeleri : Prof. Dr. Sebahattin İKİKARDEŞ (Tez Danışmanı)

Prof. Dr. Recep ŞAHİN 

Doç. Dr. Hacer ÖZDEN AYNA

BALIKESİR, TEMMUZ - 2023



ÖZET

BAZI ÖZEL TANIMLI BÖLEN FONKSİYONLARININ BERNOULLİ SAYILARI 
YE BERNOULLİ POLİNOMLARI İLE İLİŞKİSİ 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
PELİN OKAN

BALIKESİR ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
MATEMATİK ANABİLİM DALI 

(TEZ DANIŞMANI: PROF. DR. SEBAHATTİN İKİKARDEŞ) 
BALIKESİR, TEMMUZ - 2023

Bu tezde bazı özel tanımlı bölen fonksiyonlarının Bemoulli polinomları ve Bemoulli sayıları 
ile ilişkisi incelenmiştir.

Birinci bölüm, Bemoulli polinomları, sayıları ve bölen fonksiyonları ile ilgili genel bilgilerin 
verildiği giriş bölümüdür.

İkinci bölüm, bölen fonksiyonları, Bemoulli polinomları ve Bemoulli sayılan ile ilgili temel 
tanım ve teoremlerin yer aldığı ön bilgiler bölümüdür.

Üçüncü bölümde, özel tanımlı bölen fonksiyonlan ve özel tanımlı Bemoulli polinomları ile 
ilgili sonuçlara yer verilmiştir. Ayrıca özel tanımlı Bemoulli polinomlarmdan elde edilen özel 
tanımlı bölen fonksiyonlanmn kombinatorik konvolüsyon toplamları ile ilgili sonuçlar 
bulunmaktadır.

Dördüncü bölümde sonuç ve önerilere yer verilmiştir.

ANAHTAR KELİMELER: Bemoulli polinomlan, Bemoulli sayıları, bölen fonksiyonları. 
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ABSTRACT

THE RELATIONSHIP OF SOME SPECIALLY DEFINED DIVISION FUNCTIONS 
TO BERNOULLI NUMBERS AND BERNOULLI POLYNOMIALS

MSC THESIS 
PELİN OKAN

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 
MATHEMATICS

(SUPERVISOR: PROF. DR. SEBAHATTİN İKİKARDEŞ ) 
BALIKESİR, JULY - 2023

In this thesis, the relationship of some specially defined divisor functions with Bernoulli 
polynomials and Bernoulli numbers is investigated.

The first chapter is the introduction where general information about Bernoulli polynomials, 
numbers and divisor functions is given.

The second chapter is the preliminary information section, which includes basic definitions 
and theorems about divisor functions, Bernoulli polynomials and Bernoulli numbers.

In the third chapter, results about special defined divisor functions and special defined 
Bernoulli polynomials are given. There are also results related to combinatoric convolution 
sums of special defined divisor functions obtained from special defined Bernoulli 
polynomials.

In the fourth chapter, conclusions and recommendations are given.
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l. GİRİŞ
Bu çalışmada bazı özel tanımlı bölen fonksiyonlarının, Bemoulli sayılan ve Bemoulli 

polinomları ile ilişkisi incelenmiştir. Bemoulli sayılan terimleri rasyonel sayı olan ve ilk kez 

İsviçreli matematikçi Jacob Bemoulli (1654-1705) ve ondan bağımsız olarak Japon 

matematikçi Seki Köwa (1642-1708) tarafından keşfedilen bir dizidir. Bu diziyi ilginç kılan 

en önemli özelliklerden bir tanesi de ardışık sayıların kuvvetlerinin toplamım bulma 

problemi matematikte kuvvet toplamları olarak bilinen problemin çözümündeki rolüdür. 

Kuvvet toplamları probleminin milattan önce 2000 yılına kadar uzanan bir tarihçesi vardır. 

Birçok matematikçi belli koşullar altında bu problem ile ilgilenmiş ve 1713 yılında Jacob 

Bemoulli "Ars Conjectandi" adlı eserinde bu problemi günümüzde Bemoulli sayılan olarak 

adlandırılan katsayılan kullanarak çözmüştür [1]. Bemoulli sayılan, Fermat’ın Son Teoremi 

ile ilgili olarak sayılar teorisinde de son derece önemli bir yere sahiptir. Bununla beraber 

Bemoulli sayıları sonlu farklar, kombinatorik ve matematiğin birçok alanında karşımıza 

çıkmaktadır [2].

m , n e Z + olmak üzere n ’yi bölen pozitif tamsayılann m. kuvvetlerinin toplamım crm(n) 

olarak gösterelim. Pozitif tam sayılar kümesi üzerinde tanımlı crm(n) fonksiyonuna bölen 

fonksiyonu denir. Eğer m = 1 ise <Jx(ri), n pozitif tamsayısının pozitif bölenlerinin toplamını 

verir genel olarak cr(«) olarak gösterilir. 1862’de bölen fonksiyonlan ile ilgili en iyi bilinen 

eşitlik

£  CT(k) CT(n-  k) = - -̂cr3(n) + ̂  1
*=ı 12

n
2 .

o-(n)

Besge’nin Liouville’ye yazdığı bir mektupta ortaya çıkmıştır [3], 1916’da Ramanujan bölen 

fonksiyonları ile ilgili;

JSr(a) = l-24^tT (n)fl" ,
n-1

7(a) = l + 240^ ö-3(n)a",
n=l

1



olmak üzere;

Z(a) = 1 -  5 0 4 ^  cr5 (n)an
n= 1

dX{a) X \ a ) - Y ( a )  
da 12 ’

d7(a) _ X (d )Y (d )-Z (d )

dZ(a) X ( a ) Z ( a ) - Y \a )
a --------= ------------------------

da 2

eşitliklerini elde etmiştir. Bu eşitlikler incelendiğinde X 2{a) ’nin n.

n- 1

^er(k)er(n-k) konvolüsyon toplamını kapsarken a
dX(a) X 2{a )-Y {a )

k= 1 da 12

Besge’nin Formülü’ne eşittir [4], 2007’de Hahn ise;

X (û) = 1 + 8 X ct(
n=l

Y  (a) = \ + 24^<r(n)a",
«=1

Z(a) = 1 -1 6 ^ < t3
rt=l

olmak üzere,

dX(a) X 2(a )-Z (a )a -------- = ------------------ ,
öa 4

a dY(a) _ Y (a )X (a )-Z (a )

katsayısı, 

eşitliği ise

2



a = X (a )Z (a ) -  
8a

diferansiyel derlemlerini elde etmiştir. Ayrıca n tamsayısının çift ya da tek oluşuna bağlı 

olarak

3 6 »  (n)cj (n -m ) = <
m<n

özel tanımlı âve âbölen fonksiyonları ile ilişkili eşitliği bulmuştur. Ayrıca â  bölen 

fonksiyonları için

-3<t (n) + 3c ek sayı

eşitliğini de göstermiştir [5].

Huard ve arkadaşları [6], Lahiri [7], Glaisher [8], Cheng ve Williams [9], Melfi [10] bölen 

fonksiyonları ve özellikleri ile ilgili birçok çalışma yapmışlardır.

2015 yılında Kim, Bayad ve Ikikardeş, k,n  e Z  olmak üzere 1 ve n > 2  iken

k - 1

E5=0 V

2
2s + l

n-l y \
» 2 ^ - 1  (m) -cr2s+1 ( n - m )  = -  (J2k+l ( n ) - - c j 2k( n ) -  ncj2k_x (w) + £
»2=1 d\n

^2A+l(  ̂+ l) 
2k + \

d e d e m i ile bölen fonksiyonlarımn kombinatorik konvolüsyon toplamları ile Bemoulli 

polinomları arasında yeni bir bağlantı ifade etmişlerdir [11].

2021 yılında Kim ve İkikardeş, e Z olmak üzere k>  1 ve n > 2  iken

k-\ i  2kV"1 1 1 i „
E  [ 2ıy +  1J S  &2k-2s-l i m )  -¿2S+1 ( n ~ m )  =  -  M  "  “  <?2k ( « )  "  A *+1 ( « )

3



ve k>  2 , İV > 1 iken

k-1 2k

s=0 v " t "  1 Jm=l
g ( - l ) " < W ,  (m).<72„, (27V-m) = i<72M(JV )-i< f2, ( 2 A T ) - - i - Â 2M(2Ar)

eşitliklerini elde etmişlerdir [12].

Bemoulli polinomlan Bk(x) , üreteç fonksiyonlan yardımıyla

ts ?  ^ B . ( x )  k i i „
- —  = V \t\<İ7r
2 -1  t £  kl ’ 11

biçiminde tanımlanır. Bemoulli polinomunda x = 0 alınırsa Bk =Bk(0) biçiminde 

tammlanan Bk Bernoulli sayıları elde edilir [13].

Şekil 1.1 : Bl (x), 5 2(x ) ,5 3(x), ü 4(x) Bernoulli polinomlarının grafiği.

Bem o^li polinomlan ve Bemoulli sayıları literatürde oldukça çok çalışılan konulardır bu 

konular hakkında daha fazla bilgi için [13, 14, 15] k ayn ^ ^m a bakılabilir. Bernoulli 

Polinomlan ve sayılan arasında bulunan bazı önemli eşitlikler;

4



n f

w = Z ,
n

\Bkx
n -k

* . ( * + y ) = £
' n '

k=0
Bk(x)y n-yfc

şeklindedir . Aynca Bernoulli polinomları için

Bn\x )  = nBn l( x ) , 

Bn( l - x )  = ( - i y B n(x)

Bn(i + X) - Bn(X) = nXnl

eşitlikleri de verilebilir [13].

Bölen fonksiyonlan aslında bir tamsayının bölenleri ile ilişkili olan aritmetik 

fonksiyonlardır. Bir bölen fonksiyonu n tamsayısının d pozitif tamsayı bölenlerinin k . 

kuvvetinin toplamları

d\n

şeklinde de gösterilebilir..

Bu tezde, rı e N ve k e Z  için

<**(“) = 5 ] ( - l ) ^ V
d\n

şeklinde özel tanımlı bölen fonksiyonu üzerine çalışılmıştır.

er^n) ve özel tanımlı ¿^(n) bölen fonksiyonu arasındaki en temel ilişki

5



,n N
^ ( n) = ^ ( n) - 2^ ( - )

eşitliği ile ifade edilebilir [16].

Bu tezde bazı özel tanımlı bölen fonksiyonları ile Bemoulli polinomları ve Bemoulli sayıları 

üzerine yapılan araştırmalar taranmış elde edilen bilgi ve bulgular ile ilgili yeni eşitlikler 

düzenlenmiştir.

Çalışmanın birinci bölümü, bölen fonksiyonlarının, Bemoulli polinom ve sayılarının tarihsel 

sürecinin bahsedildiği giriş bölümüdür.

İkinci bölümde, ilerleyen bölümlere temel oluşturacak bazı ön bilgilere yer verilmektedir. 

Bu bölümde bölen fonksiyonları, Bemoulli polinomu ve sayılarının özelliklerinden 

bahsedilerek bunlarla ile ilgili tanım ve teoremlere yer verilmiştir.

Üçüncü bölümde orijinal sonuçlara yer verilmiştir.

Dördüncü bölümde, çalışmadan elde edilen sonuçlardan ve oluşturulabilecek daha farklı 

eşitlikler üzerine olan önerilerden bahsedilmiştir.
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2. ÖNBİLGİLER
Bu bölümde bölen fonksiyonları, Bemoulli polinomlan ve Bemoulli sayıları ile ilgili gerekli 
ön bilgiler yer almaktadır.

2.1 Bölen Fonksiyonları

2.1.1 Tanım: n bir ta s a y ı  olmak üzere n = a.b olacak biçimde a ve b tamsayıları 

yazılabiliyorsa a ve b ’ye « ’nin bölenleri denir.

2.1.2 Uyan: Eğer d  tamsayısı, n tamsayısının bir böleni ise “ d , n ’yi böler” şeklinde ifade 

edilir ve d\n  ile gösterilir. Eğer d tamsayısı n ’yi bölmüyorsa d \n  şeklinde gösterilir. 

Kolayca l |n olduğu görülebilir.

2.1.3 Tanım: Yalnızca iki pozitif böleni olan doğal sayılara asal sayı denir, eğer bir doğal 

sayının ikiden fazla böleni varsa bu doğal sayıya bileşik sayı denir [17].

2.1.4 Tanım: Pozitif tamsayılm- kümesinden k^maşık sayılar kümesinin herhangi bir alt 

kümesine tanımlı her fonksiyona aritmetik fonksiyon denir [18].

2.1.5 Tanım: x ve y  aralarında asal tamsayılar olmak üzere f  aritmetik fonksiyonu

/(.v..v| / l ,v ) . / ( .v )

koşulunu sağlıyorsa f  fonksiyonuna çarpım fonksiyonu ya da kısaca çarpımsaldır denir 

[18].

2.1.6 Tanım: rı bir tamsayı, d , n ’in bir pozitif tamsayı böleni ve k  e  C olmak üzere

d\n

biçiminde tanımlı aritmetik fonksiyona bölen fonksiyonu denir [16].

2.1.7 Uyarı: Eğer k = 0 ^ırs^: cr0( « ) , n t^sayısının  pozitif bölenlerinin sayısını, k = 1

alırsak n toplamını elde ederiz. Ayrıca k = 1 iken

CTj (n) = <7 (n) ile gösterilir.

7



2.1.8

a \ (6) = Z  = 11+ 2 ' + 3 1+ 61= 12d\6

cr2 (9) = Y / 2= l2+32+92 =91
rf|9

a 3(6) = '£ c t3 =13 +23 +33 +63 = 252
d\6

2.1.9 Teorem: crk (n) aritmetik fonksiyonu bir çarpım fonksiyonudur [16].

İspat: (nl,n2) = l ,  d  g Z + , n1.n 2’nin bir böleni olsun. O zaman d3\d , d2\d ,d x\n , d2\n 

özelliğindeki dx,d 2 e Z + alalım. {nl,n2) = \ olduğundan dlxi2\n1.n2 yazılabilir. Buradan;

°*(«ı-«2) =

= d ^ ) *
dj «1
2̂1«2

^ (« ı-« 2) =
dj?̂  d2l«2

^ (« l-« 2) ^ M ni ) . ^ ( n2)

elde edilir bu da <7t («) fonksiyonunun çarpımsal aritmetik fonksiyon olduğunu verir.

2.1.10 Teorem: p  bir asal sayı ve r e  Z+ u { 0} olmak üzere

° i M = -

(r+l)i: _  .
= 1 + p k + p 2k+... + p rk

-1

biçiminde ifade edilebilir [16].

8



İspat:

° k { p r) =
dj~

= 1 + p k + p 2k+... + p rk
= 1 + p k + (p kf+ . . .+ ( p ky

p {r+l)k- l

=

2.1.11 Örnek:
(̂2+1)2 _  j

32 -1
= 91

5(1+i)3-1  
53 -1

= 126

2.1.12 Sonuç: p  tek asal sayı olmak üzere

&(p) = p + 1

biçimindedir [16]. 

İspat:

k yerine 1, n yerine p  yazarsak

elde edilir.

° ( p ) = Y j P
d\p

= p  + l

9



ifadesinin tek tamsayı olması için gerek ve yeter şart N  ’nin bir tam kare sayı olmasıdır [16].

İspat: n = N . 2“ ve a e Z  olsun. N , n ’nin en büyük tek tamsayı çarpanı, (N , 2“) = 1 ve 
cr(tt) fonksiyonu çarpımsal aritmetik fonksiyon olduğundan

2.1.13 Teorem: n e  Z+ olsun. N , rı ’yi bölen en büyük tek tam kare tamsayı olsun. cr(n)

a(n) = a (N ).cr(2 a)

şeklinde yazılabilir.

Varsayalım ki cr(n) tek olsun. a(n) =&(N ) . (2a+1 -1 ) yazılabileceğinden ve (2a+1- l )  tek 

sayı olacağından cr(jV) fonksiyonu tek sayı olmalıdır. N tek olduğundan p ‘ tek asal sayılar 

olmak üzere; N  = p™'p2m2 ■ ■ ■ Pkmt biçimindedir.

a {N ) = a { p ^ p 2m>...pkm*)

cr(N) = (l + p x+ Pı +... + p ^ ) .( l  + p 2+ p l  +... + p!^ )...(1 + p k + p l  + ... + p kk)

cr(N) fonksiyonu tek olduğundan tüm çarpanlar tek olmalıdır, (l + p  + p 2 + ... + p m) tek 
olması için m çift olmalıdır. Tüm m, ’ler çift olmalıdır. Sonuç olarak N bir tam karedir.

Varsayalım ki N bir tam kare olsun. (r(ri) = a (N )  .a (2 a) ve 
biçiminde olsun. O zaman

cr(N) = (l + Pı+ p 2 + ... + p fmı).(l + p 2 + p2 +... + p 2”12)... + + p l  +... + p lmt)

şeklinde yazabiliriz. Burada <j (V) fonksiyonunun tüm çarpanları tek olacağından cr(N) tek 

olur. Yani cr(2a) = (2fl+1 -1 ) tektir. cr(w) = a (N ) . cr(2a) olduğundan <r(n) tek sayı olur.

2.1.14 Örnek:

cr(25) = cr(52) = l1 +51 + 25* =31 tektir «■ 52 tam karedir

<t(2401) = <r(74) = l1 + 71 + 491 + 3431 + 24011 = 2801 tektir <̂> (72)2 tam karedir

cr(64) = er(26) = l1 + 21 + 41 + 81 +161 + 321 + 641 = 127 tektir <=> (23)2 tam karedir

2.1.15 Tanım: n e  Z+ ve k e l ,  olmak üzere

<**(») = E H ) ^ V *
d\n

biçiminde özel tanımlanan aritmetik fonksiyona â k{n) bölen fonksiyonu denir [16].

10



2.1.16 :
2 2

(t 1(2) = ( - 1) î "1.1 + ( - 1)^1.2 = 1
3 3

/ ( 3 )  = C l)~ ‘.l + ( 1)^_1.3 = 4

l-ı 6-ı 6-ı 6-ı
<t1(6) = (-1 )1 .l + ( - l ) 2 .2 + ( - l ) 3 .3 + (—l)6 .6 = 4

2.1.17 Teorem: neZ+ ve Z olmak üzere

eşitliği vardır. [16] 

İspat:

Z
( n \

oV2 y
—  çift 
d J

n
d

çift => 2İ— 
d

E  <î ‘ = s  +  = ° i
êZ+ JgZ+

Çift - t

\

y

2.1.18

Z  =  ° i
d|12

12̂ 1
— = 1 + 2 + 3 + 6 = 1 2

U J

X  Jİ=<71
d|8 v^y

= 1 + 2 + 4 = 7

8— fi//
d J

2.1.19 Teorem: neZ+ve l e Z  olmak üzere 

eşitliği vardır [16].

vz /

11



İspat:

2.1.20 :

- - ı

<**(»)= Z ( -1 )rf
d\n

d k(n) = - a k -
\ ZJ \ AJ

â M )  = v k (n )-2 crk
\ Z J

o-l(6) = <Jl (6 ) -2 ( j l
vz y

= 1 2 -2 .4  = 4

<71(10) = o-1(1 0 ) -2 o-1fıo ^
^ J

= 1 8 -2 .6  = 6

(Tj (12) = <jj (l 2) -  2<Tj
^12^

z  J
= 2 8 -2 .1 2  = 4

2.1.21 Sonuç: 2.1.19 Teorem’de k = 1 yazarsak

â  (rı) = <j  ( n ) - 2 a
n '

\ Z J

eşitliğini elde ederiz.

12



â(ri) = cr(n)

dir [16].

İspat:

d\n

dl ,d 2, ...... , dn |n olsun

dl ,d 1, ......,d n tek olur

2.1.22 Teorem: n e  Z olmak üzere n tek sayı ise

2.1.23 Örnek:

â(n) = ( - l ) dl V  + ( - l ) d2 W + . . .+ ( - l ) d" V  

â(n) = d  i + d2 +... + dn 

<t (n) = er(n)

n = 15 => ct(15) = cr(l5) = 24 

« = 21 => (j(21) = cr(2l) = 32 

« = 33 => <r(33) = cr(33) = 48

2.2 Bernoulli Polinomları ve Bernoulli Sayıları

2.2.1 Tanım:

>etx “ t"t.e
e‘

eşitliği ile tanımlı Bn{x) polinomlanna Bernoulli polinomları denir [13].

13



2.2.2 Aşağıdaki tabloda bazı Bernoulli polinomlanna örnekler verilmiştir.

Tablo 2.1: İlk sekiz Bernoulli polinomlan.

B0(x) 1

BM X — —A 2
B M X1 -  X + j

BM X3 - f  X2 + \x

BM x 4 -  2x3 + x 2 -  jğ

BM X5 - | jc4 + f  JC3 — £x

BM X6 - 3 x 5 + 2 XA ~ 2 x2 + 42

B M X1 - j X 6 + |X 5 -^ X 3 +-JX

Aşağıdaki şekilde bazı Bernoulli polinomlarınm grafiklerine örnekler verilmiştir.

Şekil 2.1: Bazı Bernoulli polinomlanna örnekler.

2.2.3 Teorem: Bn(\.-x )  = ( - \ ) n,Bn(x) [19].

2.2.4 Teorem: 5 n(l + x ) - 5 n(x) = n.x"_1 [19].

2.2.5 Teorem:
k= 0

f n '  

\ k J
[19].

2.2.6 Teorem: rı.xn 1 = ^
k=1

[19].
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2.2.7 Teorem: Bk(x) + Bk(x + ̂ )  = 2l~k.Bk(2x) [20].

2.2.8 Teorem: Bk(l — x) = (—Y)k.Bk(x) [20].

2.2.9 Tanım: Bemoulli polinomu Bk(x) ’de x = 0 alınırsa Bk =Bk(0) biçiminde tanımlanan 

sayılar elde edilir. Bu sayılara Bemoulli sayıldı denir ve Bk ile gösterilir. [20]

2.2.10 Örnek: Aşağıdaki tabloda ilk on dört Bemoulli sayıları verilmiştir.

Tablo 2.2: İlk on dört Bernoulli sayıları.

B0 *1 b 2 B< b 5 B6 Bn B$ b 9 B\o Bn B\2 B\3
1 1

2
1
6

0 1
30

0 1
42

0 1
30

0 5
66

0 691
2730

0

2.2.11 Teorem: « ^ 1  ise Bn =Bn( 1) dir [20].

2.2.12 Teorem: n> \ ve n tek sayı ise Bn = 0 dır. [20].

2.2.13 Teorem: Bn{\) = (~ \)nBn [20].

2.2.14 Teorem: (-1 )b+1.52hHİ(;c) > 0 [20],

15



2.2.15 Teorem: n>  2 , k > \  olmak üzere n ve k  tamsayıları için

d\n ¿I"
< İ2

n çift ise

n tek ise

eşitliği vardır [11].

2.2.16 Teorem: n > 2 ,  k>  1 n ve k  tamsayıları için

K-L

Z
'  2k  ' 
f l s  + İJ

n- 1

5 j ^2İ-2s-1
7»=1

0)-^ 2S+ı (n - m )
1

2£ + l 4 * »

eşitliği vardır [11].

2.2.17 Teorem: İV > 1, & > 2 tamsayı olmak üzere

I
2k YJ1

2s + \ S  ( - 1)" ^  2k—2i
)  m=1

(™)-°2s+\(2 N  ~™)

eşitliği vardır [11].

1
2>t + l 4 * ı  (2 # )
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3. BÖLEN FONKSİYONLARI, BERNOULLİ POLİNOMLARI VE BERNOULLİ 

SAYILARI İLE İLGİLİ YENİ DENKLEMLER

3.1 Özel Tanımlı â k (n) Bölen Fonksiyonu ile İlgili Sonuçlar

3.1.1 Teorem: Özel tanımlı â k{n) bölen fonksiyonu çarpımsal aritmetik fonksiyondur.

İspat: n = nvn2, nx,n2e Z + ve (nl,n 2) = l olsun.

<?,(»)= E < - i ) 5V
d\n

d k{nvn2) = Z  (_1) d
d\nx .n2

(nl,n 2) = l iken d\nx.rı2»  a\nlve b\rı2 olmak üzere Z+ için d = (a,b) olmasıdır.

riı-n2 !
â k(nvn2)=  Y j ( - 1) ah (a-bf

a,beZ+
a |« ı

b\n2

a,beZ+
°h
b\n2

aeZ* beZ*
°h *h

= d k(nl).âk(n2)

Sonuç olarak

eşitliği elde edilir.

ru ... n7 .
— çift,—
a b

— tek,—  tek =̂ >
a b

' *1*2 
v a.b

r r\.rı2 
K a.b

—> tek olur

—» çift olur

»ı»2 5l_i S_ı
( - l ) fli = ( - l ) û •(-!)*

17



3.1.2 Örnek:

<*(3.7) = ^ (3 )^ (7 )  =32

<*(3.5) = ^ (3 )^ (5 )  = 24

<t,(3.19) = <Tj(3).âi(19) = 80

3.1.3 Teorem: p  tek asal sayı ise

â- {p) = p  + 1 

dir.

İspat:

n - p  asal sayı olsun.

d\n

â ( p ) = Y ( ~ ıy ' dd\P

S-\ £--1
= c - ı r  y + ( - i ) >  .ı1 

= /> + !

3.1.4 Örnek:

â ( 7 )  = 8 

â  (19) = 20 

â  (61) = 62

3.1.5 Teorem: p  tek asal sayı ise

dir.

â k(p) = \ + p k

18



asal
d\n

sayı yazarsak

<*»(?)= 5 > i ) ' V
d\p

£_! £-1 
= ( - l ) '  l* + ( - l ) '  p k

= ( - l ) /,-1l + ( - l ) 1-1/

= 1 + pk

3.1.6 Örnek:

(7,(17) = 1 + 17* =18 

<t2(5) = 1 + 52 = 26 

<t3(3) = l + 33 =28

• — —l

3.1.7 Teorem: i e N  olmak üzere <r (2') = 1 dir. 

İspat:

d\n

k  = \ ve n = 2  olsun

ct,(2 ')= S(-1 y~'d'
d\n

olarak yazılabilir.

(j(2') = (—1)2° .l1 + (—l)2' .21 +.... + (-1 )2' *.2' 

= - ( l  + 2 +... + 2'“1) + 2'

=  1
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3.1.8

â (2 1) = l 

<t(23) = 1 

<t(25) = 1

t̂k+. 1 _ı̂ tk+k _^
3.1.9 Teorem: l e Z + ve / e N  olmak üzere â k(2t) = ----------- r-----  dir.

1 -2

İspat:

- -1

^ ( « ) = 2 ( - x) d ‘
d\n

— - 1

d\2‘

*-l 2' 2' 2't-1 ... -ı
<9-t (2') = ( - l ) 1 .1* + (—l) 2 .2*+( - l ) 2* ,22i + ... + ( - 1)2'”1 .2(M)* + ( - l ) 2' .2* 

(2* - l ) , ( 2 i_1 -1),(2'-2 -1),...,(21 -1)

ifadelerinin tümü tek sayıdır. Bu durumda

â k(2,) = - [ l  + 2k +2n  +... + 2k(t-l) ] + 2,k

 ̂ 2  ̂ 2^^ f̂ tk+k j
(2 ) = - - —^-r + 2 =

k l - 2 k 1-2*

3.1.10 k:
ry 4+ 1  r } 4 + Z  -I

â 2(22) = - -------
2 1 - 2 2

=  11

ry 6+1 6+2 i
(72(23) = 2 2

2 1 - 2 2
=  43
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3.1.11 Teorem: p  tek asal sayı ve t > 0 , i e Z  olmak üzere â  (p. 2‘) = p  + 1 dir.

İspat: n = p. 2‘ alalım. n e Z +, t e Z , t > 0  p  tek asal sayı olsun o zaman (p,2*) = 1 dir.

d\n

^ı(«) = Z ( _1)d İ£/1
d\n

â  (n) bölen fonksiyonu çarpımsa! aritmetik fonksiyon olduğundan;

â (p .2 ‘) = â (p ) .â (2 t) = p  + l
p + 1 1

olarak yazılabilir.

3.1.12 Örnek:

â  (5.21) = 5 + 1 = 6 

â  (7.22) = 7 + 1 = 8 

â  (13.25) = 13 + 1 = 14

3.1.13 Teorem: p  tek asal sayı ve k  e Z+ ve t e N olsun. Bu durumda

â k{p.2t) = {\ + Pk)
2tk+l- T

1-2
- T

y

eşitliği elde edilir.

İspat: n = p .2‘ dalım. n e Z + , t e Z , t > 0  p  tek asal sayı olsun. (p ,2 ‘) = 1 ve ö k{n) 
bölen fonksiyonu çarpımsal aritmetik fonksiyon olduğundan ;

rytk+ 1 __ rytk+k __1

â k(p.2t) = â k(p). â t f )  = ( p k+1).----- ~
p k + 1 2 rt+1- 2 It+A' - l

1- 2*

21



3.1.14 :

cr2 (3.23) = (l + 32)
f  23.2+1 _  23.2+2 _  J  A 

1 - 2 2v 1 z y
= 430

<72(5.23) = (l + 52)
f  23.2+1 _  23-2+2 

1 - 2 2
= 1118

3.2 Özel Tanımlı 4 ( w) Bernoulli Polinomları ile İlgili Sonuçlar

3.2.1 Teorem: k  * 1 ve p  tek asal sayı ise

Bk(p) = Bk +Bk(p)

şeklinde olur.

İspat: k *  1 ve p  tek asal sayı olsun.

K (P ) = Y ,B k{d) = Bk(Y) + Bk(p ) = Bk + Bk{p)
d\p

3.2.2 Örnek:

4  (5) = B3 + B3 (5) = 0+  53 - | , 5 2 + ̂  .5 = 90

3.2.3 Teorem: k  > 2  ve r > 0 ,  n - 2 r olmak üzere

Bk(n) = Bk(T )  =
Bk{2r) -  X  Bk(d), n çift ise

d\2r

Bk, n tek ise

eşitliği vardır.

İspat:

k>  2 ve r > 0 , n = 2r olsun. 2.2.13. Tanım’da n yerine 2r yazarsak

B, (2r ) =

B, ( d ) - 2  Bk ( d ),
d 2r d

B, ( d ),
d|n

n çift ise

n tek ise
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ifadesi elde edilir. Bu eşitliği n ’nin tek ve çift oluşuna göre ayrı ayrı inceleyelim.

n tek olsun.

r = 0=> 2r = 2 ° = l  olduğunda sadece n tek olur.O halde;

Y dBkW = B k(v) =Bk
d \\

elde edilir.

rı çift olsun r >0=>2r daima çift olur.

4 ( 2 0 = 2  w - 2 y ;  Bt (d)
d\2r d\ 2r~1

Bi ( T )  = Bi (i)+ B i (2)+ Bt (22)+...+ Bt ( r - ')  + B ,( T ) - 2 .[ B k(L)+Bt (2)+ Bi (22)+ ...+ Bk(2'-')]

4 ( 2 0  = -[fl,( l)+ fli (2)+ ...+ i,(2 '-,)]+ fl,(20

4 ( 2 0  = 5 , ( 2 0 - 2  W
d\ 2'~'

elde edilir.

3.2.4 Teorem: k > 2  ve r > 0 , p  tek asal sayı olmak üzere n = p .2r olsun.

Bk(n) = Bk( p .T )
Bk{2r) + Bk{p.2r) -  Y ,  Bt ( d \  n çift ise

. Bk+ Bk (p l rı tek ise

İspat: p  tek asal sayı olmak üzere n = p .2r olsun. 

n tek olsun.

r = 0 => p .2r = p.20 = p  olduğunda n = p  tek olur.

O halde ;

2  B  (d ) = Bk (1)+ Bk (p) = B ,+ B , (p )
d\p
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n çift sayı olsun. 

r > 0 => p.2r daima çifttir.

4 ( p -2 ' )=  w
d\p.2' dİ2r~1

İ , ( î ,2') = S10)+JÎ1( 2 ) H P V - + S 1(2 '' )+ S 1(2 ')+ .- -H 1(P.2') 

- 2 { B „ ( l )  +  Bi (2 ) +  Bi (2 2) + . . .+ B t (2 ’- ')  +  ...+  Bl (P .2 '- ') ]

Bt (p. T )  = Bt ( T ) + Bt (p .T )  -  [* ,  (1)+Bt (2)+ . . .+Bt (p. 2'"1)]

Bt ( p . r ) = B t (2 ')  +  Bk( p . T ) -  £  Bt (d )
d\p2^

elde edilir.

3.2.5 Örnek:

B3(5.21) =  B3( 2 ')+ B 3(5.2‘ ) -  £  B ,(d )
d \  5.2°

4 (10) = 5 3 (21) + B3 (10) -  (B3 (1) + B3 (5))

B3(x) = x3 —f  x2 + j x

B3( 2) = 3 
i?3(10) = 855 
53(1) = 0 
5 3(5) = 90

4 (1 0 ) = 3 + 8 5 5 - (0  + 90) = 768
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3,3 Özel Tanımlı Bk(n) Bernoulli Polinomlanndan Elde Edilen Özel Tanımlı

Bölen Fonksiyonlarının Kombinatorik Konvolüsyon Toplamları ile İlgili Sonuçlar
3.3.1 Teorem: k,n  e Z olmak üzere k  > 1 ve p  >2  asal sayı iken

K- i

S5=0

' 2 k  '
K2s + \y

p - 1

^^24-2î-1
m=1

1
2Jt + l -®2*+l (.P)

eşitliği elde edilir.

İspat: 2.2.16 Teoremden yararlanarak k , n e Z  olmak üzere k >  1 ve/? > 2 asal sayı

*-ı 2* ^p - 1 1 1 . 1
2,1 M - ^ ı  (p  ■- m) = -  a 2k+l (p ) -  -  â 2k ( p )  - — — B2k+, (p )

n=1

yazılabilir.

- \ö » (P ) = -\<X + P *)

2 k - H Bl“, İ P ) ~  2* + , [ ß- + S ^ ]

2̂İ+1 — 0

eşitlikleri elde edilir. Bunları denklemde yerine yazarsak

k- ' f  2k  >
t ^ 2 s  + lyS ^ i-2 ,-1  H -^ 2 i+ı ( p - m )  = \ { p U+X - P 2k) ~ B2k+ı İp )

sonucu bulunur.

25



3.3.2
ı-ı

f  2  1
2 ( 2 \

^ 2 s  +  l y
X â l - 2 s ( m ) ^ 2 s +l ( 3 ~ m )  =
m -1

2[<t(1).<t (2)+<t(2).<t (1)] = 2.[1.1+1.1] = i ( 3 3 - 3 2) - i [ ( J 3 + ü3(3)] = 4

3.3.3 Teorem: k, t  e Z olmak üzere k > 1 ve t > 0 iken

■ 0(̂  ■ 0 _|

2(k+v> - 1

¿-i
E,s-0

1
+ — 2

r 2k  ^
y2.S + lyZ^2*-2s-ı W ^ ı  (2< -  ■m) =

m=1
(̂2̂ +1) (̂İtk+lk) j

,2 k
V -ı

ı
2£ + l ^ + .( 2 î) - S 5 2İ+l(^)

</2'~

eşitliği elde edilir.

İspat: 2.2.16 Teorem’den yararlanarak n ,k ,t e  Z olmak üzere k > l ,  / > 0 için n = 2‘ 

yazarsak

/ t - i

E
' 2k  ^
K2s + l j h CT2i-2s-l H - ^ 2s+i (2Î- w ) 2ÂT +  1

■R2İ+1

elde edilir. Sağ taraftaki ifadeleri hesaplayacak olursak

a 2kA\

2 (î+1X2*+1) _ j  

22i+1 -1

< M 2') =
2̂/A:+l 2̂tk+2k -y

1-2 2i

4 i +.(2') = ^2i+l(2<) -  Z  ^ +1(J)
d\p. T

elde edilir.
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Bu eşitlikleri yukarıda yerine yazarsak

i-l (  9 b V'-l 1
E  2  J E ^ 2 * - 2 ^ ı ( w ) ^ ı ( 2 , - w )  =  - .J=o U A t ı ı ffl=ı z

|  2(i+l)(2£+l) _  ̂  ̂ _ 2̂tk+2k _j

2 22*+1 -1  2 1 -2 2 i

1
2£ + l ^ , +,(2 ') -  E  w o

</p.2r‘

elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapıldıktan sonra

i-l f  2k ^2'-> 1 1  ̂ _ 2̂tk+2k _^

s=0 1J m=\

1

E î 2i-2i-ı(,w) ■G'is+ife m )  2 22A+1-1 2 22i- l

2£ + l
^ ( 2 ' ) -  E  Blk+l{d)

d\p.2

elde edilir.

3.3.4 Teorem: n ,k ,t e  Z olmak üzere & > 1, i > 0 ve p  tek asal sayı iken n = p.2‘ ise

i-l (  9  i- V-ı
E  n  , 1  İ Î 2t- w W ^ ( » - « )  =
S=0y2s + ly m=ı

(l + jp2i+1)(2(i+1X2t+1) -1 ) {\ + p 2k){2(1,k+V) - 2 (1,k+2k) -1)
2(22i+1 - 1) 2(22* - l )

1
2Jt + l

f  \
-82».,(2')+-82w ( î .2 ') -  £  B2M(d)

d\p.2‘-1

dir.

İspat: 2.2.16 Teorem’den yararlanarak n , k , t e Z  olmak üzere &>1,  i > 0  ve p  tek asal 

sayı iken n = p.2‘

ı-ı i  2k  i i i A
E . , ,  E ^ - 2 S- l H - ^ +l ( « - ^ )  = - CT21+l ( « ) - - ^ 2 l ( « ) - ^ — : 4 l +l(« )
Î=0 v2,s + ly m=l 2 k +l
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1 M  1 / „ a
2  a ik+\ j  2 <TlM v ' 2  /  2 ( 2 2i+1 - 1 )

1 .  ,  . 1 w  (1 +  p 2k) .( 2 (2tk+V)- 2 {ltk+lk) - 1 )
— cr2i.(«) = ----cr2, ( d.2 ) =  ---- -——---- rr----------------- -
2 2 2.(22* -1 )

1 - 1 
^ ı ( » )  = -2ifc+l 2k + \ ^ , ( 2 ‘) + S !m ( P - 2 ' ) -  Z  2 W < 0

bulunan eşitlikleri denklemde yerine yazarsak

(1 + /?2*+1)(2(,+1•lX2jfc+l)

2(22*+i -1)
-1) (1 +  Jp 2fc) (2 (2ffc+1)

r^ ltk + lk ) _  ^

2(22* -1) 2ifc + l
« 2M(2') + « 2M(a 2 ' ) -  Z  b2m M

d p .2r_

elde edilir.

3.3.5 Teorem: k > 2  , N >  1 r > 0  p  tek asal sayı ve 2 N  = p.2r ve N  = p.2r 1 olsun. O 

zaman;

'2k y ı
Y .( - ır <

2
2(2i+l)r _  j ’

■>2fe+l 1

1  /^ (Irk + l)  __Q(2rk+2k) ___

+ - ( P 2IC+ 1)—--------- =T------------
2 2.(22fc -1)

1
2£ + l

^ +ı(2r) + ̂ +1(^.2r) Z
d \p 2 r~l

dir.

İspat: 2.2.17 Teoremden yararlanarak k > 2  , N >  1 r > 0  p  tek asal sayı 2 N  = p.2r ve 

N  = p.2r~x olsun.

k- 1 2 k

s=o v. 2  ̂+ 1 Jm=ı
Z ( - 1 ) " < W ,  M  (2  N - m )  = ¿<72M( A f ) - y 21 ( I N y ^ j — ^ p N )
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2*+l\ /0(r-l+l).(2/t+l)1 1 /'I . „2*+l\ f^(r-1
^ ^ i+ l  -  n. a 2k+l \ p 2  )  -  ~  n 2k+\

- i )
2.(2 — 1)

1 - , n 1 - , n (1 + -2<m *î‘> -1 )  --<72t(2 N )—  - a u (.p.2 ) - --------------------------------------

1 S2».,( 2N ) = -  1
2k + l 2k + \

B2k+1(2r) + B2k+l(p .T ) -  X  52i+1(rf)
d\p.2r~1

bulunan eşitlikleri denklemde yerine yazarsak

2(2k+l)r _  j
•,2k+l 1

1 , 2k n (2rk+V) - 2 (lrk+lk) -X)
+ - ( p 2* + l) -  J

2 .(2 ^ -1 )

1
2k + \

B2k*ı(2r) + B2t+ı(p.2')~  X  BM (d)
d\p.2r-

elde edilir.
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER
Bu çalışmada, bazı özel tanımlı bölen fonksiyonlarının Bemoulli polinomları ve Bemoulli 
sayıları ile ilişkisi incelenmiştir.

İlk bölümde, Bemoulli polinomları, Bemoulli sayıları ve bölen fonksiyonları ile ilgili genel 
bilgilerin verildiği giriş bölümüdür.

Sonraki bölümde, bölen fonksiyonları, Bemoulli polinomları ve Bemoulli sayıları ile ilgili 
temel tanım ve teoremlerin yer aldığı ön bilgiler verilmiştir.

Üçüncü bölümde, özel tanımlı bölen fonksiyonları ve özel tanımlı Bemoulli polinomları ile 
ilgili orijinal teoremlere yer verilmiştir. Buna ek olarak özel tanımlı Bemoulli 
polinomlarından elde edilen özel tanımlı bölen fonksiyonlarının kombinatorik konvolüsyon 
toplamları ile ilgili orijinal teoremler yer almaktadır.

Bu tezde yapılan çalışmalar ışığında aşağıdaki denklemler kullanılarak yeni denklemler elde 
edilebilir.

N  > 1 için

2N-1

^  crM (m).â ( 2 N - m )
m=lm tek sayı i çift sayı

l [ < 7 w (Ai)+ <7w ( 2 A i ) ] - i â , ( 2 A i ) - ^ S „ 1(2Ai)

eşitliği elde edilir. [11] 

N >  1, k > 2  için

k-1

j=l

(  2k \
^2s + l j

2AT-1 1
I  (2X  ~ m) = 2"-‘< 4 ,, (N ) -  -[<72„  (W) + (2Af)]

m=1 m tek sayı

eşitliği elde edilir. [11]
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EKLER
EK A: Bernoulli Sayılarının Maple 13 Uygulaması Kullanılarak Elde Edilen Listesi

(1 < n < 50)

>  with (num theory);
[ G l g c d ,  b i g o m e g a ,  c f r a c ,  c f r a c p o l ,  c y c l o t o m i c ,  d i v i s o r s ,  f a c t o r E Q ,  f a c t o r s e t ,  f e ı v ı a t ,  i m a g u n i i ,  (1 )

i n d e x ,  i n t e g r a l _ b a s i s ,  i n v c f r a c ,  i n v p h i ,  i s c y c l o t o m i c ,  i s s q r f r e e ,  i t h r a t i o n a l .  j a c o b i ,  k r o n e c k e r ,

Â, l e g e n d r e ,  m c o m b i n e ,  i n e r s e n  n e ,  m i g c d e x ,  m i n k o w s k i ,  m i p o l y s , m l o g ,  m o b i u s .  m r o o t .  

m s q r t ,  n e a r e s t p , n t h c o n v e r ,  n t h d e n o m , n t h n u m e r ,  n t h p o w ,  o r d e r , p d e x p a n d ,  (|>, n ,  p p r i m r o o t , 

p r i m r o o t ,  q u a d r e s ,  r o o t s  u n i t y ,  s a f e p r i m e ,  a ,  s q 2 f a c t o r ,  s u m 2 s q r ,  X ,  t i m e ]

>  ?bemouIli
> for« from I to 100do

p r i n t (  'b e rn o u l l i ' f / ! )  = b e m o u l l i ( n ) ) 
end do

b e rn o u l l i (  1 ) =  -  —

bemoulli(2) = —6
b e r n o u l l i ( 3 )  = 0

b e m o u l l i ( 4 )  =  -

b c m o u l l i ( 5 )  = 0

bemouI1i(6) = ~ ~

b e r n o u l l i ( 7 )  = 0

b e m o u l l i ( 8 ) =  -  —

b e m o u l l i ( 9 )  = 0

bernoulli( ] Û) = ~ —
66

bcrnoullif 11) = 0
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(1 < n < 30)

>  f o r  n  f r o m  1 to  100  d o
print( 'benıoulli'(«, x) = bernoulli (n, x ) ) 
c n d  d o

bemoulli( 1, x) =x  —

1 2
bemoulli (2 , x) = — + x  — x 

6

bemoulli (3, at) = y  x +  a3 — y  x2

bemoulli (4, x ) = - +  at2 +  a4 — 2 x

bemoulli(5, x )  -  -  —  x +  —  x  + . r 5 — —  at4 
6  3 2

bemoulli(6 , x) = -7 -------x +  -7 - x4 +  .v' — 3 a542 2 2
,  . . . . . .  .  1 7  3 , 7  5 , 7  7 6bemoullı(7, x) = — x ------x +  — x + x  — ~ x6 6 2 2

u  ~  t u , o  . 1 . 2  2  7  4  , 1 4  6  , 8  , 7bemoulli! s, a;) -  •— • +  — x — — x H— — x +  at — 4.v

, * 3 . _ 3 21 S , ,  7 , 9 9 8bemoulli(9, at) = -  y j- x +  2 x ---- — x + 6 .r + x  — y  x

u Ifn n  t 5 3 2 . c 4 ,  6 , 15 8 , 10 - 9bemoullı( 10, x) = — -----— x + 5 at —l x  +  —-  x + x  —5x
66 2 2

bcmoulli( 1 l ,x )  = -7- .v--- 77- x3 +  1 1 a" — 11 x +  -77- x9 +  at1 1 -----77- at106 2 6 2
,.....  > 691 , ,  2 33 4 , „  6 33 8 , , ,  10 , 12 ^ 1 1bemoulli 12, x) = -  — — +  5 x ---— x + 2 2 x ----- — x +  11 x +  x — 6.v2730 2 2

, ...... ,  . 691 65 3 429 5 . 286 7 143 9 , , ,  11 . 13 13 12bemoulli 13, a ) = - - —-7  x H— — x --- 7— x H— -— a ------- ;— x + 1 3 at +  x ---- — x210 3 10 7 6 2
.........................  7 691 2 . 455 4 1001 6 , 143 8 1001 10 . 91 12b e m o u l l , ( 1 4 . . v ) - - -  —  * + — x ------¡ j -  .< +  - * - 7 5 “ * +  —  x

E K  B : B e m o u lli P o lin o m la rın ın  M a p le  13 U y g u la m a s ı K u lla n ıla ra k  E ld e  E d ile n  L is tes i
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238 13 , 68 ıs , 17 17 i6+ T ,  +jr -  — X

bcmoulli( 18,x) = 43867
798

10851 2 , 4 2 3 4 9 4  6 , x 7 2 9 3  ıo
X  + 3 5 7 0 . V -----------— X  + 3 3 1 5 . V -------- -— x10

+  442 x12 — 102.V1 4  +  .x16 +  x18 — 9x17

.................   , 43867 68723 3 . 5 446386 7 . 20995 9 12597 11bemoullıı 19, x )  = — —— x ----- —— .v + 13566 . v -------_ _— x  4----- ;—- . v --------;—- x42 10 35
. 13 646 ıs , 5 7  17 , 19 19 ıs

+  646 X ------- -— X  H— —  x +  X ------—  X

............... _  , 174611 . 219335 2 68723 4 , .........  6 223193 gbemoullı(20, .v)  -----7 ^ 7 -----1---- ——  x ---------—  .v +  45220 .v ------- z----x330 21
4 ]|90  , 0  _ 4 1 9 9 ; c . 2  + 6 Ş 0  , 4  _ 3|1 ,6 + Ş .  , 1 8  + , 2 0  _  n

3 7 2 3
. „ 1222277 , 219335 3 1443183 5 , 7 223193 9bernoullı(21, x) = ----- j-j-̂ — xH------------ x --------- —----  v + 135660 x ------------- x

293930 11 13 . ıs 399 17 . 19 . 21 21 20H-----—— x — 6783 x +  1 2 9 2 x ------ —  x +  35 x + x ---- — x

bemoulli(22,x) - 854513
138

1222277 2 . 2412685 4 5291671 6 . gx H------- :----- x ---------—---- x +  373065 x10 10
2455123 10 . 146965 12 14 , 3553 |6 1463 ıx , 7 7  20 , 22--------—---- x + ----- ----- x — 10659 x H-------— x ------ -— x + —  x + x

i i 21— 11 x
. 854513 28112371 3 , 11098351 5 17386919 7bemoullı ( 23, x) = ---- ----- x --------- ------- x' H--------- ;------x ----------tt:-----x30 10

, 2860165 9 5133439 11 , 260015 13 81719 15 , 4807 17 1771 19

3 15 3 5 2 6
253 2 1 , 23 23 22

o Z
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, 3606964075 s 226029947 io , 33801950 12 51334390 14
+  --------------TT-------------  - V ------------------- --------------  .V 4 ----------------------------- X ---------------- — ----------- X42 21
. 2414425 i6 312455 18 , 16445 2 0 1495 2 2 , 32 5 24 , 2 6 , , 2 54-------------- -----------X ----------------- ----------X  4------------ - —  X --------------— X  4-------- -— X + X  —  1 3  .v

, , 76977927 3545461365 3 , 5 7bemoullı(27,x) = -------------x ----------- —------ x  4-499890105x —469878201.x

, 3606964075 9 184933593 11 , 13 30800634 15 , 1278225 174---------—-------.v -------------------x  4-23401350 . X ---------- -------x 4-------- ------x14 2 7 2
148005 19 , 49335 21 , c ,  23 , 117 25 , 27 27. 26

^  2  X mj ^  3 u  J X  T  2  ^  1 X  ^  2  X

bemoulli(28,.x) = -  2374^ 1029 4- 538845489 x2 -  35454 6̂1365 /  4- 2332820490.x6 

-  3289H74° 7 .Xs +  721392815 x10 — ÎJALLZİZ. , «  +  46802700.x14 -  x16

, 18 207207 20 , 22 1 36 5 24 , 26 , 28 , , 274-9941 7 5 .x ------------- x 4-8970 x ------- -— x 4-63x 4-.v —14.x

bemoulli(29,x) = -  ^ 7494^ 1929- x +  5208839727x3 -  -2Q-5fr3(̂ 9 !7 x5 4-9664542030x7 

-  .10598363867 I901g537g5 ,11 _  *62603061. ,<3 +  90485220 ,15

26271129 1 7 , 19 286143 21 , 23 79 1 7 25 , 20 3 27------ ------x 4-1517425 x -------- ----- x 4- 11310 x ------ —— x 4---- -— x10
, 29 2 9 28- T x

. 8615841276005 23749461029 2 , 78132595905 4bemoullı 30, x) = -------———-----------------------------x 4----------- ---------x14322 2 2
102818379585 6 , 72484065225 8 31795091601 10 , 9509268925 12------------- T----------x 4------------ --------- x — --------—---------x 4----------- ---------x

2062720845 14 , 339319575 16 43785215 ıs , 4552275 20 390195 22------- 7------- x 4 ---------7------ x ---------- -------x 4-------- ------x -------- ----- x

, 28275 24 1827 26 , 145 2 8 . 30 294----- 7—  x --------— x 4--- 7— x 4- x — 15 x
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E K  C : k  100 B e m o u lli S ay ıs ı ve  B e m o u lli P o lin o m u n u  V e re n  M a p le  13 K o d la rı

Maple 13 kodları___________________________
[>with(numtheory);
[>for n from 1 to 100 do 
print(lbernoullil(n)=bernoulli(n)) 
end do;
[>for n to 100 do
printfCbernoulli'^n, x) = bernoulli(n, x)) 
end do;
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E K  D : İ lk  4  B e rn o u lli P o lin o m u n u n  G ra fiğ in i V e re n  M a p le  13 K o d la n

Maple 13 kodları___________________________________________________________________________
[>with(numtheory); with(Statistics); with(plots);
[>F := plot(x-1/2, x = -.4 .. 1, y = -.15 .. .15, style = line, color = "Blue");

G := plot(1/6+xA2-x, x =-.4 .. 1, y =-.15 .. .15, style = line, color = "red");
H := plot((1/2)*x+xA3-3*xA2*(1/2), x = -.4 .. 1, y = -.15 .. .15, style = line, color = 

"black");
T := plot(-1/30+xA2+xA4-2*xA3, x = -.4 .. 1, y = -.15 .. .15, style = line, color = 

"Green");
[> display({F, G, H, T}, axes = boxed, scaling = constrained, title = 
Bernoulli*'Polinomlar&inodot;');
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