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Bu tez ii¢ ana boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, esnek kiime hakkinda literatiirde
yapilmis olan ¢alismalar tanitilmustir. Ikinci boliimde, ileriki boliimde gerekli olan temel
tanimlar ile esnek kesisimsel halkalar ve uygulamalarina yer verilmistir. Ugiincii boliimde
ise, esnek kesisimsel ve esnek birlesimsel alt uzaylarin tanimlari, «v iceren yapilari ve 6zellikleri

ayrica lineer doniisiim altinda 6zellikleri ile ilgili kavramlar incelenmistir.
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This thesis consists of three main sections. In the first section, the studies on the soft set in
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properties, furthermore the concepts related to properties under linear transformations are
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1. GIRIS

Kesin olmayan bilgi modellemesinin karmagikligi klasik yontemlerle basarili bir sekilde
coziimlenememektedir. Kesin olmayan bilgilerin tanimlanmasinda olasilik teorisi, bulanik
kiime teorisi (Fuzzy sets), kaba kiime teorisi (Raugh sets), muglak kiime teorisi (Vogue
sets) ve aralik matematigi (interval math) kullanish yaklasimlardir fakat bu teorilerde kendi
i¢ dinamikleri kaynakli dezavantajlar bulunmaktadir. Molodtsov [18] 1999 yilinda esnek
kiime teorisi (soft set theory) ismini verdigi yaklagsimla, belirsizliklerin modellenmesinde,
parametrelenmis kiimelerin kullanildigi yeni ve kullanigli bir matematiksel yontem ortaya
koymustur. Bu teori; gerek kendi basina gerekse diger belirsizlik modelleme yontemleriyle
birlestirilerek elde edilen hibrit yapilar kullanilarak, bilgi sistemleri, karar verme problemleri
ve optimizasyon teorisi gibi belirsizlik iceren bir¢ok alana uygulanmustir.

Esnek kiime teorisinin, gerek teorik gerekse uygulama da ¢ok cesitli calisma alanlar1 bulunmak-
tadir. Esnek karar verme [14], [16], [19] esnek kiimelerin teorik ¢alismasi [2] ve bulanik
esnek kiimeler [4], [6], [7], [13] bunlardan birkacidir. Maji ve ark. [15] ve Ali ve ark.
[2] calismalarinda esnek kiimelerin cesitli islemlerini tanimladigindan beri, esnek kiime
teorisinin cebirsel yapilari lizerine calismalar da hiz kazanmigtir. Aktas ve Cagman [3]
esnek kiime teorisinde, esnek islemleri baz alarak bazi temel yapilar1 ve cebirsel yapilara
arastirmacilarin ilgisini ¢eken, esnek grup kavramimi tanimlamislardir. Feng ve ark. [10]
esnek yart halkalari, Sun ve ark. [16] esnek modiilleri, Acar ve ark. [1] esnek halkalar
ve Jun ve ark. [11, 12, 13, 14] esnek cebirleri tanimlamis ve cesitli 6zellikleri ve cebirsel
iligkileri elde etmislerdir. Esnek kiime teorisinde, Cagman ve Enginoglu [5] esnek kiimelerde
bazi islemleri yeniden tanimlamis ve bu sayede Cagman ve ark. [8] kapsama bagintis1 ve

kiimelerin kesisimlerini baz alarak esnek kesisimsel grup kavramini tanitmiglardir.

Citak ve Cagman [9], esnek kesisimsel grup yapisini halka yapisina tagimak suretiyle, yeni
bir esnek halka cesidi olan ve ilk olarak Atagiin ve Sezgin [22] tarafindan tanitilan esnek
kesisimsel halka kavramini detayli olarak incelemistir. Bu yeni esnek kesisimsel halka
tanimina baglh olarak esnek kesisimsel alt halka esnek kesisimsel ideal kavramlar tanitilmis
ve ayn1 zamanda iki esnek kiime arasinda toplama, fark ve carpim islemleriyle, bir esnek

kiimenin negatifi tanimlanmis ve esnek idealle iligkili olarak bunlarin 6zellikleri ¢alisilmigtir.



Bu tezin ikinci boliimiinde [9], ii¢iincii boliimiinde ise [25] makaleleri detayl1 olarak incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sonraki boliimlerde yapilan calismalarda kullanilacak esnek kiime teorisiyle
ilgili temel kavramlar verilmistir. Ayrica esnek matrisler ve esnek kiimeler birbiri yerine
kullanilabildigi icin esnek matrisler ve literatiirde sik kullanilan islemleri de eklenmistir. 1k
olarak, Molodtsov [18] tarafindan bilim diinyasina kazandirilan esnek kiime kavrami i¢in,
genel olarak, U bir baglangi¢ evrensel kiime ve E parametrelerin kiimesi olmak iizere P(U),
U’nun kuvvet kiimesi ve A C FE alinacaktir. Burada A C FE, tiim parametreler icinden

aragtirmacinin sectigi parametrelerden olusan A kiimesi anlam tasir.

Tanim 2.1. (Molodtsov, [18]) U iizerinde bir (F, A) esnek kiimesi,

F:A—s PU)

fonksiyonuyla tanimlanir. Dolayisiyla (£, A),

(F,A)={(z,F(z)) |z € A, F(x) € P(U)}

siralt ikililerin kiimesi seklinde de ifade edilebilir.

U kiimesi lizerinde bir kisitlama yoktur. Dolayisiyla, aragtirma alanina gore se¢im yapma
imkani tanimasi, esnek kiime teorisini diger teorilerden pozitif ayirmaktadir. Eger uygulamaya
yonelik bir ¢alisma isteniyorsa, U olabilecek tiim alternatifler olarak alinabilir veya cebirsel
bir caligma varsa, U bir cebir yapisi olarak alinabilir. Benzer sekilde £ parametre kiimesi de
tizerinde calisilan probleme gore secilebildiginden, arastirma alanini ¢ok genisleten bir teori

ortaya ¢ikmaktadir. Tanim 2.1. [9] calismasinda asagidaki sekilde yeniden yorumlanmustir.

Tanim 2.2. (Cagman ve Enginoglu, [5] U tizerinde A parametresine bagl, x ¢ A ise

F(z) = 0 olmak iizere Fy = {(z, Fa(z)) : © € E, Fa(x) € P(U)} ile verilir.

Gosterim 2.3. Genel kullanima uygun olarak, bundan boyle S(U) ile U evrensel kiimesi

tizerindeki tim esnek kiimelerin kiimesi belirtilecektir.



Ayrica, Atagiin ve Aygiin [20], S(U) kiimesini kendi basina grup yapisina tagtyan iki farkli
islemi tanitmis ve bu iki grubun birbirlerine izomorf olduklarini ispatlamigtir. Dolayisiyla,
simdiye kadar esnek kiime teorisi kullanilarak yapilan cebirsel yapilar ii¢c kategoride toplanabilir.
Bunlar: Esnek kiimelerle insa edilen cebirsel yapilar, esnek cebirsel yapilar ve cebirsel
yapilar iizerinde esnek kiimelerdir. Bu calismada, cebirsel yapilar iizerinde esnek kiimeler ele
alinmigtir. Esnek kiimeler, bir fonksiyon yardimiyla parametrelenmis kiimeler oldugundan,
cok sayida esnek islem tanimi bulunmaktadir. Bu boliimde, tezin sonraki boliimlerinde
kullanilacak olan esnek islemlere yer verilmistir. Bu boliimiin son kisimlarinda verilen esnek
matris iglemleri ise, esnek kiimelerdeki iglemlerle elde edilen sonuglarin, esnek matrislerde
de goriilebilir olmasi nedeniyle, bu calismay1 esnek matrisler iizerinde géormek isteyen arastirma-

cilar icin bir on bilgi niteliginde verilmistir.

Tanim 2.4. (Cagman ve Enginoglu, [5]) (F, A) ve (F, B), U iizerinde esnek kiimeler ve
A, B C FE parametreler kiimesi olsun. Eger Vx € FE igin Fa(z) C Fp(x) ise (F, A),
(F, B)’nin esnek alt kiimesidir denir ve (F, A) C (F, B) ile gosterilir.

Tanim 2.5. (Cagman ve Enginoglu, [5]) (F, A) ve (F, B), U tizerinde esnek kiimeler ve
A, B C FE parametreler kiimesi olsun. Eger Vo € E icin Fy(z) = Fp(z) ise (F, A) ile
(F, B) esit esnek kiimelerdir ve (F, A)=(F, B) ile gosterilir.

Tanmim 2.6. (Maji ve ark., [15]) (F, A) ve (G, B), U tizerinde esnek kiimeler olsun. "(F, A)
VE (G, B)" esnek kiimesi,
(F,A) N (G,B) = (H,Ax B)>V(z,y) € Ax Big¢in H(z,y) = F(x) N G(y) olarak

tanimlanir.

Tanim 2.7. (Maji ve ark., [15]) (F, A) ve (G, B), U tizerinde esnek kiimeler olsun. “(F, A)
VEYA (G, B)” esnek kiimesi, (F,A) V (G,B) = (H,A x B) 3 V(z,y) € A X B i¢in
H(z,y) = F(z) UG(y) seklinde tanimlanr.

Esnek kiimelerde, klasik matematikten farkli olarak, birden ¢ok sayida kesisim, birlesim vb.

islemler tamimlanabilir. Bu ¢esitli tanimlar, probleme gore islem secmeye olanak saglamaktadir.

Tanim 2.8. (Maji ve ark., [15]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler olsun.
C' = AU B olmak iizere (F, A) ve (G, B) nin genisletilmis esnek birlesimi (H, C'), Vx € C

icin



F(x) ,x € A\ B
H(z) = ¢ G(x) ,t € B\ A
Fx)UG(z) , € ANB
seklinde tanimlanir ve (F, A)U(G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tamim 2.9. (Ali ve ark., [2]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler ve AN B # ()
olsun. (F, A) ve (G, B)’ nin kisitlanmus birlesimi (H, C') olmak iizere Vo € C'= AN B igin
H(x) = F(z) U G(x) seklinde tanimlanir ve (F, A) Ug (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tanim 2.10. (Ali ve ark., [2]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler ve AN B # ()
olsun. (F, A) ve (G, B)’nin kisitlanmig kesisimi (H, C') olmak iizere Vo € C' = A U B igin
H(z) = F(x) N G(z) seklinde tanimlanir ve (F, A) Ng (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tamim 2.11. (Pei ve Miao, [24]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler olsun. (F, A)
ve (G, B)’nin esnek kesisimi (H, C') olmak tizere Vo € C' = ANBi¢in H(z) = F(x)NG(x)
seklinde tanimlanir ve (F, A)N(G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tanmim 2.12. (Ali ve ark., [2]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler olsun.

C' = AU B olmak iizere (F, A) ve (G, B) nin genisletilmis kesisimi (H, C), Vo € C i¢in,
F(x) ,x € A\ B

H(z) = { G(2) ,x € B\ A
Fx)NG(z) , € ANB

seklinde tanimlanir ve (F, A) M. (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tamim 2.13. (Ali ve ark., [2]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler ve AN B # ()
olsun. (F,A) ve (G, B)’nin kisitlanmug farki (H, C') olmak iizere Vo € C' = AN B igin
H(z) = F(z) \ G(x) seklinde tamimlanir ve (F, A) ~r (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tanim 2.14. (Ali ve ark., [2]) (F, A), U tizerinde esnek kiime olsun. (F, A) esnek kiimesinin
tiimleyeni Vo € A icin F°(x) = U \ F(z) seklinde tanimlanir ve (F, A)¢ = (F°, A) ile

gosterilir.

Tanim 2.15. (Maji ve ark., [15]) (F, A), U iizerinde esnek bir kiime olsun. Eger Vax € A

icin F'(z) = () ise (F, A) esnek kiimesine bos esnek kiime denir ve @ 4 ile gosterilir.



Tanim 2.16. (Maji ve ark., [15]) (F, A), U tizerinde esnek bir kiime olsun. Eger Vx € A

icin F'(z) = U ise (F, A) esnek kiimesine mutlak esnek kiime denir.

Asagidaki tanimla, bir esnek kiimeyi matris formunda ifade etmek miimkiin olmaktadir.
Dolayisiyla, yiiksek sayida eleman iceren esnek kiimelerle islem yapmak yerine, bunlarin
matris karsiliklarini ifade ederek, sonuclarin ve hesaplamalarin bilgisayar ortamina taginmasi
olanagina sahip olunmustur. Klasik matematikten bildigimiz, bir kiimenin karakteristik
fonksiyonu yardimiyla da asagidaki tanim verilebilir. Bunun i¢in detayl bilgi [5] calismasinda

bulunur.

Tanim 2.17. (Cagman ve Enginoglu, [5]) U = {uy, us, ..., u,}, E = {e1,ea,...,€n},

A C Eve (F,A), U tizerinde bir esnek kiime olsun. O zaman

1 ,u; € Flej)
CLij =

0,u; & Flej)

olmak uizere;

a11 A12 ... G1m

21 A22 ... Aom
lai;] =

Ap1 Ap2 - .. Gpm

matrisine, U iizerinde tanimli (), A) esnek kiimesine karsilik gelen esnek matris denir. Buna

gore, bir esnek kiime ile buna kargilik gelen esnek matris karsilikli olarak ifade edilir.

Gosterim 2.18. SM (U), S(U) kiimesinin elemanlarina karsilik gelen tiim esnek matrislerin

kiimesini belirtir.

Ornek 2.19. U = {u, us, us, uy, us, ug } evrensel kiime ve £ = {ey, es, €3, €4, €5} parametrelerin
kiimesi olsun. A = {ej,e3,e5} ve F : A — P(U), F(e1) = {uy, us,uq, ug}, Fles) =
{us}, F(es) = () ise bu esnek kiime

(F7 A) = {(617 {u1>u37 Uy, UG}), (637 {U3}), (657 Q))}



seklinde yazilir. O zaman (F, A) esnek kiimesine karsilik gelen [a;;] € SMgy5 esnek matrisi

ise,

(10000]
00000
10100
10000
00000

110000 ]

;] =

seklinde elde edilir.

Tanim 2.20. (Cagman ve Enginoglu, [5]) [a;;].[bi;] € SM s olsun. O zaman

. |a;;] matrisi, eger V ¢, j i¢in a;; = 0 saglaniyorsa, sifir esnek matris olarak adlandirilir

ve [0] ile gosterilir.

[a;;] matrisi, eger V 7, j i¢in a,; = 1 saglaniyorsa, evrensel esnek matris olarak adlandirilir

ve [1] ile gosterilir.

.V i,j i¢in a;; < b;; ise [a;;] matrisine [b;;] matrisinin esnek alt matrisi denir ve

[aij} é [sz] ile g@StGI‘ﬂiI‘.

Vi, j icin a;; = b;; ise [a;;] ile [b;;] matrislerine esnek esit matrisler denir ve [a;;]=[b;;]

ile gosterilir.

. Vi, 7 icin ¢;; =maks{a;;, b;; } ise [c;;| esnek matrisine [a;;] ve [b;;] esnek matrislerinin

birlesimi denir ve [c;;]=[a;;] U [b;;] ile gosterilir.

. V4,7 i¢in ¢;; = min{a;;, b;; } ise [¢;;] esnek matrisine [a;;] ve [b;;] esnek matrislerinin

kesisimi denir ve [c;;] = [a;;]N[b;;] ile gosterilir.

. Vi,7i¢in ¢;; = 1 — a;; ise [¢;;] esnek matrisine [a;;] esnek matrisinin tiimleyeni denir

ve [cij]=[a;;]¢ ile gosterilir.

Islem hizim1 artirmak ve dolayisiyla arastirma i¢in harcanan emek ve zamani minimuma

indirmek i¢in, esnek kiimelerde parametre indirgeme, parametre birlestirme veya alternatifleri

7



indirgeme metodlar1 kullanilmaktadir. Asagidaki tanimla, kullanilmayan parametreleri iglem

yiikiinden ¢ikarmak i¢in bir yontem verilmistir.

Tanim 2.21. (Atagiin ve dig., [21]) U = {uj,us,...,u,}, E = {e1,ea,...,en}, ACE

ve 1 < s < m olmak iizere A nin eleman sayisi (kardinalitesi) | A| = s olsun. O zaman

1,e; € Aveu; € F(ey)
0,e; € Aveu; ¢ F(ej)

aij =

olacak sekildeki [a;;] matrisine U iizerinde (F, A) esnek kiimesinin indirgenmis esnek matrisi
denir.

Bagka bir ifadeyle, eger ¢; ¢ A ise F(e;) = (0 oldugundan, (F, A) esnek kiimesinde,
E — A kiimesinin parametreleri elenmek suretiyle, (F, A) esnek kiimesine karsilik gelen
indirgenmis esnek matris bulunabilir ve daha az sayida bilesen iceren bu esnek matrisin tipi
n X s olacaktir.

Eger A = F ise, agikar olarak (F, A) ya karsilik gelen indirgenmis esnek matris ile (£, A)

nin esnek matrisi esittir.

Ornek 2.22.
(Fa A) = {(61’ {uh Uz, Uy, uG})ﬁ (637 {U3}), (657 (b)}

esnek kiimesinin

(10000]
00000
10100
10000
00000

110000 ]




esnek matrisini goz oniine alinsin. (F, A) ya karsilik gelen indirgenmis esnek matris, [a;;] €

SM6><3 ve

(100]
000
110
100
000

(100

lai;] =

dir.

Asagida verilen tanim ve teoremlerde, |U| = n ve tiim esnek matrisler yerine indirgenmis
esnek matrisler kullanilacaktir. Bu kisimda, (F, A),(G, B) € S(U) esnek kiimelerine karsilik
gelen indirgenmis esnek matrisler, sirastyla [a;;] ve [b;] ile gosterilecektir. Esnek matris
carpimlari, genel kullanim itibariyle, satir carpimlari ve siitun ¢arpimlar olarak ikiye ayrilabilir.

Burada siitun carpimlarina ait dort tanim sunulmustur:

Tanmim 2.23. (Atagiin ve dig., [21]) [a;;] ve [b;]'nin Genellestirilmis Ve-Carpimi A ile
gosterilir ve

AT SMyxs X SMywi — SM,,w st
([aij], [bir]) — lai;] A [bir] = [cip]

cip = min{a;;, by} Oyleki j = B, p = (6 — 1)t + k, burada 3, p < St esitsizligini saglayan
p J

en kiiciik pozitif tam sayidir.

Tamm 2.24. (Atagiin ve dig., [21]) [a;;] ve [b;;]'nin Genellestirilmis Veya-Carpimi Y ile
gosterilir ve

Y SMyxs X SMyxi —> SM,,x st
(laiz], [bi]) — laiz] Y [bie] = [cip)

cip = maz{a;j, by} oyleki j = 5, p = (8 — 1)mg + k, burada 5, p < [t esitsizligini

saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.



Tanmim 2.25. (Atagiin ve dig., [21]) [a;;] ve [b;;) nin Genellestirilmis Ve-Degil-Carpimi X
ile gosterilir ve

)_\ : SMnXs X SM'rLXt — SMnXst
([ais], [bir]) — [aij] K[bir] = [cip)

cip = min{a;;, 1 — by} Oyle ki j = 5, p = (B8 — 1)t + k, burada 3, p < [t esitsizligini

saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.

Tanmim 2.26. (Atagiin ve dig., [21]) [a;;] ve [b;y;) nin Genellestirilmis Veya-Degil-Carpim1
Y ile gosterilir ve

l: SMnXs X SMnXt — SMnXst
([ais], [bir]) — [aiz]X[bir] = [cip)

cip = maz{a;j,1 — by} oyleki j = 5, p = (8 — 1)t + k, burada 3, p < [t esitsizligini

saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.

Yukarida verilen genellestirilmis ¢carpim tanimlarindan uygun olan, tizerinde ¢aligilan problemin
icerigine gore segilir. Ornegin, bir karar verme probleminde iki karar verici arasinda olumlulari
belirleyen ve/veya olumsuzlar1 eleyen bir bakis acisiyla ¢alisilmasi halinde uygun olan islem
secilir. Eger her iki karar verici de olumlu alternatifleri seciyor ve ortak sonug¢ araniyorsa
genellestirilmis ve ¢arpimi uygundur. Eger karar vericiler olumsuz alternatifleri elemek
istiyor ve ¢oziim olarak ¢ok sayida sonuc¢ gormek istiyorlarsa genellestirilmis veya-degil

carpimi daha uygun olur.

Ornek 2.27. U = {uy, ug, us, us}, E = {e1,e9,e3,e4,e5}, A= {e1, 2,63, €5} ve

B = {ey, €9, €4} olsun. Daha sonra,

(F, A) = {(e1, {u1, ua}), (e2, {ur, uz, us}), (€3, U), (es, {ur})} ve

(F,B) = {(e1,{us}), (ea,{us}), (eq, {us, us,us})} esnek kiimeleri ele alinsin. Asagidaki
[a;;]€ SMyxq ve (b€ SMyys sirasiyla (F, A) ve (F, B) esnek kiimelerinin esnek matrisleridir.

(1111 (001

1110 001
[ai;] = ve [bi] =

0110 101

10010 1010 ]
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Buna gore [a;;] ve [b;x] esnek matrislerinin Genellestirilmis Ve-Carpimi

(001001001001 ]
001001001000
000101101000
(1000000010000 |

[ai] A [bix] = [eip] =

elde edilir ve goriildiigii gibi [¢;,] 4 x 12 tipinde esnek matristir. Dikkat edilirse, bu ¢arpimlarda
herbir parametreye ait siitunlar, karsilikli olarak isleme girmektedirler, yani ilk esnek kiimedeki
1. parametre, sirasiyla ikinci esnek kiimede ki 1., 2., ... parametrelerle etkilesime girerler.
Dolayisiyla bu ¢arpim tanimlar1 6zellikle karar verme problemlerinin ¢6ziimlerinde ¢ok kullanis-

lidirlar.

Genellestirilmis carpimlarin asagidaki 6zellikleri mevcuttur.

Teorem 2.28. (Atagiin ve dig., [21]) Genellestirilmis Ve-Carpim birlesme 6zelligine sahiptir.
Yani, [a;;] € SM,xs , [bir] € SM i ve [cu] € SM,,x, ise

([aiz] A [bix]) A [ca] = [ai] A ([bir] A [cal)

dir.

Teorem 2.29. (Atagiin ve dig., [21]) Genellestirilmis Veya-Carpim birlesme 6zelligine sahiptir.
Yani, [a;;] € SMyxs , [bir] € SMyxi ve [ci] € SMy,x, ise

([aiz] Y [bix]) Y [ca] = [aiz] Y ([bir] Y [ca])

dir.

Burada dikkat edilmesi gereken hususlardan birisi, bu ¢arpimlarin degisme 6zelligi olmamasidir.
Dolayisiyla, parametrelerin etkilesimi saglanirken, islemlerin iki yonlii yapilmasi ve bu sekilde
bir sonuca ulasilmasi dogru sonuca yakinlagsmay1 saglayacaktir. Bununla ilgili detayl bilgi

icin [21] 6nerilmektedir.
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Lemma 2.30. (Kamaci ve dig., [23]) [a;;] € SM,xs , [bir] € SM,; olsun. O zaman
Vi € {1, 2, R ,n} 191n mz’n{aij, blk} = aijbik dir.

Ispat. [a;;] ve [b;;,] esnek matrislerinin bilesenleri O ve 1 den ibaret oldugu igin ispat agiktir.

Gosterim 2.31. [a;;] € SM,«, olsun. [a;;]’nin i.satirindaki degerlerin toplam1 v;([a;;]) ile

gosterilir.

Asagidaki teorem, Ozellikle karar verme veya benzerlik problemlerinde agirlik hesabi icin

kullanighidir.

Teorem 2.32. (Kamaci ve dig., [23]) [a;;] € SM, x5 ve [bix] € SM,x; olsun. Eger [a;;] A
[bzk] = [Cip] 1se 0 zaman vi(aij)vi(bik)=vi(cip) dir.

Ispat. [a;j] € SM,xs, [bir] € SM,x: ve [cip|=[ai;] A [bix] olsun. [c;,] € SM,,x s oldugundan,

st

v1([€ip)) Z Clp =C11 + C12 + *+ + C1(st)

p=1
=min{ay1, b1} + min{ayy, b1} + - - - + min{aq, by, }
+ min{ayo, by1 } + min{as, bio} + ... + min{ais, by, }
+ ...+ min{ays, b1 } + min{ais, b2} + ... + min{asg, by}
=a11b11 + arrbia + ... + a11by + a12b11 + arzbin
+ ...t apby + ..+ a1 + arsbio + ..o+ argby
=a11(b11 + bz + ...+ biy) +ara(byy +bia + ...+ biy)
ot ar(byy +Dig 4+ by)
=(a11 + a2+ ...+ a1s) + (bin + bia + ... + byy)
s t
= ay;+ Y b = va[ais])va ([bir])
j=1 k=1
Benzer sekilde i = 2, ..., n i¢in v;([a;;])vi([bix])=vi([c;p)) dir. m
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2.1. ESNEK KESISIMSEL HALKALAR

Bu boliim, tamamen Filiz Citak ve Naim Cagman’in [9] makalesinden yararlanilarak olusturul-
mustur. Bu boliim boyunca R toplamsal birim eleman1 Oy olan bir halka olarak kabul
edilir. R bir boliimlii halkaysa (division ring) bu durumda R nin ¢arpimsal eleman1 15 ile
gosterilir. Temel kavramlar kisminda belirtildigi gibi, simdiye kadar esnek kiime teorisi
kullanilarak yapilan cebirsel yapilar ii¢ kategoride toplanabilir: Esnek kiimelerle inga edilen
cebirsel yapilar, esnek cebirsel yapilar ve cebirsel yapilar iizerinde esnek kiimelerdir. Burada,
ticlincii kisimda, yani bir halka yapisi iizerinde esnek kiime yapist insa edilerek calisilmistir.
Dolayisiyla, bu calisma, klasik matematik ve esnek kiimeler teorisi arasinda bir koprii gorevi

gormektedir.

Tanmm 2.33. R, “ + 7, “” ikili iglemlerine gore bir halka ve hgy € S(U) olsun. hg, U

tizerinde “+ ” islemine gore esnek kesisimsel grup ise ve hp, U lizerinde “.” islemine gore

bir esnek kesisimsel grupoid ise, hy ye U iizerinde esnek kesisimsel halka denir.

Teorem 2.34. R bir halka ve hg € S(U) olsun. Bu durumda hg nin U iizerinde esnek

kesisimsel halka olmasi icin gerek ve yeter sart Vu, v € R i¢in

(i) hr(u—v) 2 hr(u) N hg(v)

(ii) hr(uv) D hg(u) N hg(v)

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. hp, U iizerinde bir esnek kesisimsel halka olsun. Bu durumda hg(u 4 v) 2 hg(u) N
hr(v) ve hg(—u) = hg(u) dir. Bundan dolay1, hg(u — v) D hg(u) N hg(—v) = hr(u) N
hgr(v) sonucuna ulasilir. Ayrica hg, U iizerinde esnek kesisimsel grupoid oldugundan dolay1
hr(uv) O hgr(u) N hg(v) elde edilir. Simdi diger taraftan Vu,v € R i¢in hg(u — v) 2
hr(u)Nhgr(v) ve hr(uv) O hr(v) sartlarinin saglandigini kabul edelim. u = Op segildiginde
Vv € Rigin hg(Ogr — v) = hr(—v) 2 hgr(v) ve hg(v) = hr(—(—v)) 2 hg(—v) dir.
Boylece Vu € R igin hr(—u) = hgr(u) elde edilir. Ayrica hg(u + v) = hgr(u — (—v)) 2
hr(u)Nhgr(—v) = hg(v)Nhg(u) dir. Bunedenle, hg, U iizerinde esnek kesigsimsel halkadur.
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Tanmm 2.35. R bir halka ve hp esnek alt halkasi olsun.
Yu,v € Rigin hr(uv) O hgr(v) ise hg, R nin sol esnek kesisimsel ideali olarak adlandirilir.
Vu,v € Rigin hg(uv) D hgr(u) ise hg, R nin sag esnek kesigimsel ideali olarak adlandirilir.

hgr, R nin U iizerinde sag ve sol esnek kesisimsel ideali ise hr ye R nin U iizerinde esnek

kesisimsel ideali denir.

Teorem 2.36. R bir halka ve hgp € S(U) olsun. Bu durumda hr nin U iizerinde esnek

kesisimsel ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vu, v € R i¢in

(i) hr(u—v) 2D hr(u) N hg(v)

(i) hg(uv) D hr(u)U hg(v)

sartlarinin saglanmasidir.

Ispat. hp, U iizerinde esnek kesisimsel ideal olsun. Bu durumda (i) ve (ii) sartlar1 Tanim

2.35. den agiktir.

Tersine, Yu,v € R i¢in hg(u — v) D hgr(u) N hr(v) ve hr(uv) O hr(u) U hg(v) oldugu

kabul edilsin. Boylece

hr(w) 2 hgr(u) U hg(v) 2 hr(u)

hr(uv) O hg(u) U hgr(v) 2 hr(v) ve

hr(uv) O hg(u) N hgr(v) olur. Buradan, hg, U iizerinde esnek kesisimsel idealdir. m

Onerme 2.37. hy, U iizerinde Vu € R icin esnek kesisimsel halka (esnek kesisimsel ideal)

ise 0 zaman hr(0g) 2 hg(u) olur.
ispat. hgr, U tizerinde esnek kesisimsel halka (esnek kesisimsel ideal) olsun. Bu durumda,
Yu € R 191n hR(OR) = hR(U — U) D) hR(U) N hR(U) = hR(U) elde edilir. m

Onerme 2.38. R birimli halka olsun. hp, U iizerinde bir esnek kesisimsel ideal ise Vu € R

1g1n hR(U,) 2 hR(]-R) dir.

14



ispat. hgr, U tizerinde esnek kesisimsel ideal olsun. Buradan, Vu € R i¢in

hR(u) = hR(ulR) D) hR(lR) dir. m

Teorem 2.39. R bir boliimlii (division) halka ve hr € S(U) olsun. hg nin U iizerinde esnek
kesisimsel ideal olmasi igin gerek ve yeter sart VOr # u € R igin hr(u) = hg(lg) C
h R(O R) dir.

Ispat. hp, U iizerinde esnek kesisimsel ideal olsun. Yu € R icin

hr(0g) 2 hgr(u) oldugundan 6zel olarak hp(0r) 2 hr(lg) saglanir. Simdi, Og # v € R
olsun. hr(u) = hr(ulr) 2 hr(1r) ve hr(1g) = hr(u='u) D hr(u) ve buradan hr(u) =
hr(1r) C hg(0g) dir. Tersine,

(1) u,v € Rolsun. u — v # O ise,
hr(u —v) = hgr(1gr) = hr(u) 2 hg(u) N hgr(v) ve u — v = Og ise, hg(u — v) =
hR<OR) 2 hR(u) 2 hR(u) N hR(U).

(ii)) u,v € Rolsun. u # Og ve v = Og ise, hg(uv) = hr(0r) 2 hr(1lgr) = hgr(u) ve
hR<U’l)) = hR(OR) = hR(U>.

Boylece , hr(uv) 2 hg(u) U hg(v) elde edilir. u # O ve v # Og ise, iki durum uv # Op
veya uv = Og s0z konusudur. uv # Og ise, hgr(uv) = hgr(1lg) = hr(u) ve hr(uv) =
hr(lg) = hg(v) dir. wv = Og ise, hr(uv) = hr(0g) 2 hgr(u) ve hg(uv) = hg(0g) 2
hgr(v) dir. Boylece hr(uv) O hg(u) U hg(v), yani hg nin U iizerinde bir esnek kesigimsel

ideal oldugu gosterilmis olur. m

Uyar1 2.40. Teorem 2.39, bir boliimlii halkada bir esnek sol (sag) kesisimsel idealin esnek

kesisimsel ideal oldugunu gosterir.

Teorem 2.41. hp, U lizerinde esnek kesisimsel halka (esnek kesisimsel ideal) olsun. Herhangi

u,v € Rigin, eger hr(u —v) = hg(0g) ise, bu durumda hgr(u) = hg(v) dir.
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Ispat. Herhangi u, v € Ricin hg(u — v) = hz(0) oldugu kabul edilsin.

ha(u) = ha(u — v + )
2 hr(u—wv) N hg(v)
= hr(0r) N hr(v)
= hgr(v)

dir. Benzer sekilde, hr(u — v) = hr(—(u — v)) = hg(v — u) = hg(0g) oldugundan

hgr(v) 2 hg(u) dir. Boylece ispat tamamlanir. m

Onerme 2.42. hp, U iizerinde esnek kesisimsel halka (esnek kesisimsel ideal) ve Vu € R
icin hg nin goriintiisii kapsamaya gore sirali olsun. Eger Vu, v € R igin hr(v) D hr(u) ise

hr(u —v) = hr(u) = hr(v — ) dir.

Ispat. u,v € Rigin hg(v) D hgr(u) oldugu kabul edilsin. Bu durumda hp(u — v) 2
hr(u) N hgr(v) = hgr(u), hr(u) = hgr(u — v+ v) ve hg(u) 2 hgr(u — v) N hr(v). Buradan
u,v € Rigin hg(v) D hr(u) ve hg(u) 2 hgr(u —v) N hg(v) ve hr(u —v) C hgr(u) dir.

Boylece hr(u — v) = hgr(u) = hg(v — u) elde edilir. =

Teorem 2.43. hp, U iizerinde esnek kesisimsel halka (esnek kesisimsel ideal) ) # o C U
i¢in
Imhp = {0, a} olsun. fr ve gg, U iizerinde esnek kesisimsel idealler olmak iizere eger

hr = frUgr ise bu durumda ya frCgr ya da grC fg dir.

Ispat. Aksini kabul ederek yapalm. u,v € R igin fr(u) D gr(u) ve gr(v) D fr(v)
oldugunu varsayalim. hp = frUgr oldugundan, hy(u) = fr(u) D gr(u) 2 0 ve hg(v) =
gr D fr 2 0 dir. Imhr = {0, a} oldugundan hr(u) = o = hr(v) = fr(u) = gr(v) =
hr(u — v) dir.

Onerme 2.42. den dolay1 fr(v) C a = fr(u) ve gr(u) C o = gr(v)dir. Boylece fr(u —
v) = fr(v) ve gr(u —v) = gr(u) elde edilir. Sonug olarak hp(u —v) = fr(v)Uggr(u) C «
celigkisi elde edilir. m

Teorem 2.44. hjy ve hy, U tizerinde iki esnek kesisimsel halka olsun. Bu durumda, hx A hy,

de, U iizerinde esnek kesisimsel halkadir.
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Ispat.

(ug,v1), (ug,v9) € K X L

hicar((ur,v1) = (u2,v2)) = hiar((ur — uz, v1 — v2))
= hi(uy —ug) Nhr(vy — vg)
2 (hi(ur) Nhi(uz)) N (hr(or) N hr(ve))
= (hx(u1) O hi(vr)) N (B (uz) O hi(vz))

= th/\L(Ula Ul) N hK/\L(u2> U2)

Ve

hcar((ug, v1)(uz,v9)) = hrar(uiug, v1vs9)
= hx(uguz) N hr(vive)
2 (hic(ua) M hi(uz)) O (hr(vr) N A (vz))
= (hx(ur) N hp(vr)) O (hi (u2) N hp(v2))
= hgar(ur,v1) N hgar(ug, va)
Dolayisiyla, hxap, U lizerinde bir esnek kesisimsel halkadir.

]
Ancak, genelde hg, U lizerinde bir esnek kesisimsel halka degildir.

Ornek 2.45. U = 7™ evrensel kiimesini ele alinsin.

T xT

R =74ve H = { | z,y € ZQ}, 2 x 2 tipindeki Zs elemanlarindan olusan
Yy

matrislerin kiimesi olsun. U = Z7 iizerinde esnek halka

hg(0) = Z+

he(1) = {4,14,22,24, 30}

hr(2) = {2,4,6,10,14, 22,24, 30, 34, 38}
hr(3) = {4,14,22, 24,30}

olarak tanimlansin. hz’nin U = Z7 tizerinde bir esnek kesisimsel halka oldugu gosterilecektir.

00
hi =7
00

00
hi = {4,10,18}
11
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11
hH< ) = {2,4,6,10,16,18,3,72}
00

11
hH( > ={2,4,6,8,10,12, 16, 18, 22, 32, 36, 40, 42}

11
Bu durumda, hg. g, U iizerinde esnek kesisimsel halka degildir.

Teorem 2.46. hx ve hy, U lizerinde iki esnek kesisimsel idealler olsun. Bu durumda A gy

da U iizerinde esnek kesisimsel idealdir.

ispat. Teorem 2.44. den, hx ve hj esnek kesisimsel halkalar iken hx,; de bir esnek

kesisimsel halkadir. O halde (u,v1), (ug,v9) € K X L olmak iizere

hear((ur, v1)(ug, v2)) = hicar(uiug, v1vs)
= hg (ugug) N hy(vivs)
D hg(u1) Nhg(vr)
= hgar(ur,v1)

ve

hKAL((UhUl)(Uz,UQ)) = hK/\L(“l“vava)
= hx(uug) N hr(vive)
2 hi(uz) N hp(vs)
= hKAL(U2, 112)
dir. Bu nedenle, hip, U tizerinde bir esnek kesisimsel idealdir.

[
Ancak, genelde hy. 1, U lizerinde bir esnek kesisimsel ideal degildir.

Ornek 2.47. Ornek 2.45. teki hx ve hy, U = Z7 iizerinde esnek kesisimsel ideal oldugu

halde A, nin esnek kesisimsel ideal olmadig1 goriiliir.

Teorem 2.48. hy ve fg, U iizerinde iki esnek kesisimsel halka olsun. Bu durumda hzNfx,

U tizerinde esnek kesisimsel halkadir.
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Ispat. u,v € R olsun. Bu durumda,

(heNfr)(u —v) = hp(u—v) N fr(u —v)
2 (hr(u) Mhg(v)) N (fr(w) O fr(v))
= (hr(w) N fr(w)) N (hr(v) N fr(v))
= (heNfr)(u) N (hrNfr)(v)

veE

(hrOfr)(uv) = hp(uv) N fr(uv)
2 (hr(u) N hr(v)) N (fr(u) N fr(V))
= hgr(u) N fr(uw) N he(v) N fr(v)
= (heDfr)(w) O (hrOfR)(v)

dir. Dolayisiyla, h RN fr, U iizerinde esnek kesisimsel halkadir. m

Teorem 2.49. hy ve fg, U iizerinde iki esnek kesisimsel ideal olsun. Bu durumda hzNfz,

U tizerinde esnek kesisimsel idealdir.

ispat. hr ve fr, U iizerinde iki esnek kesisimsel halka iken hz N fx nin de U iizerinde esnek
kesisimsel halka oldugu Teorem 2.48. de gosterildi.

u,v € R olsun. Bu durumda,

(heNfr)(uv) = hr(uv) N fr(uv)
2 hR(U) M fR(U)

= (heNfr)(u)
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veE

(hgNfr)(ww) = hg(uv) N frluw)
2 hR(’l)) N fR(U>
= (heNfr)(v)

Dolayisiyla, hzN\fr, U iizerinde esnek kesisimsel idealdir. m
Bir halkanin alt halka yapisindan yola ¢ikarak, esnek kesisimsel alt halka tanimi asagidaki

gibidir.

Tanmm 2.50. R bir halka ve K, R nin bir alt halkas1 olsun. hp, U iizerinde bir esnek
kesisimsel halka ve hg, hr nin U lizerinde bostan farkli bir esnek kesisimsel alt kiimesi
olsun. hg, kendi basina U iizerinde esnek kesisimsel halka ise, hx ye U iizerinde hp nin

esnek kesisimsel alt halkasi denir.

Ornek 2.51. U = Sj evrensel kiimesini ele alahm. K = Zg ve L = {0,2,4} iki kiime

olsun. Asagidaki sekilde verilen, hx, U = S; iizerinde bir esnek kesisimsel halkadir.

(
(12), (13)
3) = {(12), (13), (23), (123)}
(12), (13)
), (13)

Simdi, eger U = S; iizerinde hj, esnek kiimesi,
h(0) = {(1), (12), (13), (132)}

h(2) ={(12), (13)}

hi(4) = {(12), (13)}

ile verilirse, bu durumda A, U tizerinde h nin bir esnek kesisimsel alt halkasidir.

Teorem 2.52. hp, U iizerinde esnek kesisimsel halka ve hy, ile hy,, U lizerinde hg nin iki
esnek kesisimsel alt halkas1 olsun. Bu durumda, h Nhyy, U tizerinde hy nin esnek kesisimsel

althalkasidir.
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Ispat. u,v € R olsun. Bu durumda,

hray(u—v) = hp(u—v) N hy(u — )
2 (hy(w) N hi () O (har (w) O o (v))
= (he(u) N har(u) 0 (hp(v) O har(v))

= hpan(w) N sy (v)

ve

dir. Boylece h 1Nhay, U tizerinde hy nin esnek kesisimsel althalkasidir.

Ancak, genelde h;Uh,, U iizerinde h nin esnek kesisimsel althalkasi degildir.

Ornek 2.53. U = S; iizerinde, hp esnek kesisimsel halkasini ve Ornek 2.51. deki hx nin
hr, esnek kesisimsel althalkasini ele alalim. M = {0, 3} olsun.

har(0) = {(1), (12), (123)}

har(3) = {(12), (123)}

seklinde verilirse, h Uhyy, U tizerinde hy nin esnek kesisimsel alt halkas1 degildir.

Tanim 2.54. R bir halka ve hg, fr € S(U) olsun. O zaman hg F fr, —hg, hr fr asagidaki
gibi tantmlanir. Vu € R icin

(hg F fr)(u) = U{hg(v) N fr(t) |v,t € R,vFt=u}

(=hr)(u) = hpr(—u)

(hrfr)(u) = U{hr(v) N fr(t) | v,t € R,v.t = u}

hr + fr,hr — fr, hrfr, sirasiyla hr ve fr nin toplam, fark ve ¢arpimi ve —hg, hgr nin

negatifi olarak adlandirilir.
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Teorem 2.55. R bir halka ve hg, fr,gr € S(U) olsun. Bu durumda, hg(fr + gr) C
hrfr + hrgr dir.

Ispat. uv = t olacak sekilde u,v,t € R olsun. O zaman hg(fr + gg)(t) = U{hgr(u) N
(frR+9r)(v) |u,v € Ryuv =t} ve

hr(u) N (fr+ 9r)(v)

= hg(u) N {U{/r(y)
= U{(hr(u) N fr(y)
= U{(hr(uv) N fr(y)
< U{(hrfr)(uy) N (
= (hrfr + hrgr)(t)

elde edilir. Boylece, V¢ € Ri¢in hr(fr + gr)(t) C (hrfr + hrgr)(t) dir.
Dolayisiyla, hg(fr + gr) € (hrfr) + (hrgr) dir. =

gr(2) |y, z € Ry + 2z =0}
(hr(uw)Ngr(2) |y, 2 € Ry+ 2z =wv}
(hr(u)Ngr(2)) |y, 2z € Ryuy + uz = uv}

/\/\/-\/-\

hrgr)(uz) | y,z € R,uy + uz = uv}

Teorem 2.56. hp, U iizerinde bir esnek sag kesisimsel ideal ve f bir esnek sol kesisimsel

ideal olsun. O zaman hRfRihRﬁfR dir.

ispat. (hpfr)(u) = 0 ise, hy frChrNfr oldugu aciktir,

(hrfr)(u) # 0 ve (hrfr)(u) = U{hgr(v) N fr(t) | v,t € R,u = vt} oldugu kabul edilsin.
Buradan hg, U tizerinde bir esnek sag kesisimsel ideal ve fr bir esnek sol kesisimsel ideal
oldugundan hgr(u) = hg(vt) O hgr(v) ve fr(u) = fr(vt) O fr(t) dir. Buradan Vu € R

i¢in,

(hrfr)(u) = U{hr(v) N fr(t) | v,t € R,u = vt}
Q hR(U) N fR<U)
= (hrNfr)(u)

dir. Dolayisiyla, kg frChr(fr elde edilir. m

Tamim 2.57. hg, U iizerinde esnek kesisimsel halka olsun. Az nin merkez kiimesi chp ile

gosterilir ve chg = {u € R : hg(u) = hr(0g)} ile tanimhdir.

Teorem 2.58. hp, U iizerinde esnek kesisimsel halka olsun. chg, R nin alt halkasidir.
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Ispat. 0 € chi C R oldugu agiktir. u, v € chy olsun. hr(u) = hr(v) = hr(0g) oldugunu

biliyoruz.
hr(u —v) 2 hg(u) N hg(v)
= hg(0g) N hr(0g)
= hr(Or)
ve

oldugundan dolay1 u — v, uv € chpg elde edilir. Boylece chg, R nin alt halkasidir. =

Teorem 2.59. hp, U iizerinde esnek kesisimsel ideal olsun. chg, R nin bir idealidir.

Ispat. Oy € chy C R oldugu agiktir. u,v € chy olsun. hp(u) = hg(v) = hg(0g) oldugunu

biliyoruz.

hr(u —v) 2 hg(u) N hg(v)
= hr(0g) N hr(0g)
= hr(0g)

Vre R, u € ChR 1911'1 hR(TU) D) hR(T) U hR(U) = hR(T) U hR(OR) = hR(OR) ve hR(UT) D)
hr(u)Uhg(r) = hp(u)Uhgr(0r) = hr(0g) dolayisiyla u, v € chgi¢inu—v € chg,r € R,

u € chgicin ru € chi ve ur € chi oldugundan chp, R nin bir idealidir. m

Teorem 2.60. hy, U tizerinde esnek kesigimsel halka olsun ve v C hgr(0Og) olsun. Bu

durumda A%, R nin alt halkasidir.
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Ispat. 0y € h%, C R oldugu agiktir. u, v € h$ olsun. Bu durumda hgr(u) O a ve

hr(v) 2 «. Dolayistyla,

hr(u —v)

U

hR(U) M hR(’U)

U
o

veE

hr(uv) 2 hgr(u) N hg(v)

BN

dir. Boylece, v — v, uv € h{ elde edilir. Sonug olarak h%, R nin alt halkasidir. m

Teorem 2.61. hpy, U iizerinde esnek kesisimsel ideal ve &« C hgr(0Og) olsun. Bu durumda

h%, R nin idealidir.

Ispat. 0z € h$ C R oldugu agiktir. u,v € hS olsun. hgr(u) = hr(v) = hgr(0g) oldugunu

biliyoruz.

hr(u —v) 2 hg(u) N hg(v)
= hr(0g) N hr(0g)
= hr(Ogr)

veVr € R, u € h$ igin hg(ru) DO hgr(r) U hg(u) = hgr(r) U hg(0r) = hgr(Ogr) ve
hr(ur) O hr(u)Uhg(r) = hr(u)Uhg(0g) = hr(Og) dolayisiyla u, v € h$ iginu—v € h$,
r € R, u € h icin ru € h% ve ur € h% oldugundan A%, R nin bir idealidir. Boylece,

u — v, uv € h$ elde edilir. Sonug olarak h%, R nin idealidir. m
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3. ESNEK KESISIMSEL VE ESNEK BIRLESIMSEL ALT UZAYLAR

Bu boliim, tamamen Aslihan Sezgin Sezer, Akin Osman Atagiin ve Naim Cagman’in [25]

makalesinden yararlanilarak olusturulmustur.

3.1. ESNEK KESISIMSEL ALT UZAYLAR

Tanim 3.1. F bir cisim V, F iizerinde bir vektor uzayidir. U, V nin alt uzay1 ve Gy, V

izerinde bir esnek kiime olsun. Vz,y € U ve o € F iken

1) Gz +y) 2 G(z) NG(y)

2) G(ax) 2 G(x)

sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda Gy, V nin bir IS(Intersectional soft subspace)-alt uzay1

(kesisimsel esnek alt uzay1) olarak adlandilir. Gy <;V seklinde gosterilir.

) 0 01 01 00 .

Ornek 3.2. V = I O N PO R O , Lo tizerinde vektor uzay1 ve U
0 10 00 10

da V' nin alt uzay1 olsun. Gy, V iizerinde esnek kiime olsun, buradan G : U — P(V') kiime

ol ol

degerli fonksiyonu;

H Lo )
I
)-(b
HE

seklinde tanimlanir. Bu durumda, Guy<;V dir. Fakat, V iizerinde Hy esnek kiimesini

il
il
il
—
il
=

()
VRS
(en]] ol
Sl o
]
]
—
(@]
(@]
]
=

)
N
= ]|
Sl
o Ol
o Ol
= ]|
] R—
——

@
VRS
(en]] ol
Sl
o Ol
ol Ol
=1 ol
ol ol
——

(@]

T QI
] R—
—

)
Y
= ]|
(@] ]|

tanimlarsak,
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00 01 01
H o = I
(00){10 00 }

01 00 01
H —_  — = I _ 9
(10){00 10 }

01 00
H o = R
(00){10}

00 00 01
H —_  — = — 1> _ b
(10){10 10 }
bu durumda, -

(@]

(6] (e )

Boylece, Hyy, V' de esnek kesisimsel alt uzay degildir.

=

Onerme 3.3. Eger W<,V ise, bu durumda Va € U igin W (0y) D W (z).

Ispat. Wy, V nin bir kesisimsel esnek alt uzay1 oldugundan, Vz,y € U igin W(x+y) 2
W(x) N W (y) saglamr. Va,y € U i¢in saglandigindan y = —z i¢in W(z — z) = W(0y) 2
W(E)nW(z)=W(z). m

Teorem 3.4. Eger Gy, <;V ve Hy,<;V ise, bu durumda Gy, N Hy,<;V dir.

ispat. U, ve Us, V nin alt uzaylar oldugundan, U; N U, de V' nin bir alt uzayidir. Tanim
3.1. den yararlanarak Gy, N Hy, = (G,Uy) N (H,Uy) = (W,U; N Uy) olsun. O zaman
Vo € Uy NUy # B igin W(v) = G(v) N H(v) dir. Bu durumda Vv, ¢ i¢in U; NUs ve a € F

icin

Ww+t)=Gv+t)NH(v+t)
2 (Go)NG(t) N (H(v) N H())
= (Gv)NH(v)) N (G(t) N H(t))
= W) NW(t)
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W(aw) = G(av) N H(aw)
O Gv)N H(v)
= W(v)

sartlart saglandigindan Gy, N Hy, = Wy, N Wy, <;V dir. =

Tamm 3.5. (G,U;) ve (H,U,), sirastyla V; ve V5 nin IS-alt uzaylar olsun. (G,U;) ve
(H,U,) ¢arpimu, (G,U;) x (H,Uy) = (T,U; x Us) ise buradan V(u,v) € U; x U, igin
T'(u,v) = G(u) x H(v) olarak tanimlanir.

Teorem 3.6. Eger Gy, <;V; ve Hy,<;Vs ise 0 zaman Gy, x Hy,<;V; x V; dir.

ispat. U, ve U, sirasiyla Vi ve V5 nin alt uzaylari oldugundan dolayisiyla Uy x Us, Vi X Vi,
nin alt uzayidir. (G,U;) x (H,Us) = (T,U; x Us,) oldugundan V(u,v) € Uy x Us igin
T(u,v) = G(u) x H(v) dir. Bu durumda V(uy, v1), (ug, v2) € Uy X Uy ve (ay, ) € F X F,

T((u1,v1) + (u2,v9)) = T(uyg + ug, v1 + va)
= G(uy + us) x H(vy + vo)
2 (G(ur) N Gug)) x (H(v1) N H(vy))
= (G(u1) x H(v1)) N (G(uz) X H(vs))
= T(uy,v1) NT(ug,vy)

veE

T((Oél, OéQ)(Ul, Ul)) = T(ozlul, Oé21)1)

G(alul) X H(Oég’Ul)
G

V)

(Ul) X H(’U1> = T(Ul,Ul).

dir. Boylece Gy, x Hy, = Ty, xv,<iVi X Vs elde edilir. m
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Tanmm 3.7. Gy, ve Hy,, V nin iki IS-alt uzay1 olsun. Eger U; N Us = {0y} ise, Gy, ve
Hy, IS-altuzaylarinin toplami Gy, + Hy, = Wy v, Yo +t € Uy + Us igin W(v + t) =
G(v) + H(t) ile tanimlanur.

Teorem 3.8. Gy, Hy,<;V ve Uy N Us = {0y} ise 0 zaman Gy, + Hy,<;V dir.

ispat. U, ve Usy, V nin alt uzay1 oldugundan dolay1 U; + Us, V' nin alt uzayidir.

Gu, + Hy, = (G,Uh) + (H,Uy) = (W, Uy + Uy) dzelliginden dolay1 Vv +t € U; + U, igin
Wi(v+t) =G(v)+ H(t), Uy NUy = {0y} dir. O zaman toplam iyi tanimlidir. Bu durumda
Voo +ti, 09+t €Uy +Usvea € F

W((vy +t1) + (v2 +t2)) = W((vy +v2) + (t1 + t2))
= G(v1 +va) + H(ty + to)
2 (G(v1) NG(v2)) + (H(tr) N H(t2))
= (G(v1) + H(t1)) N (G(v2) + H(t2))
= W(vy +t1) N W (vg + £2)

W(a(vy +t1)) = W(av;, + aty)
= G(avy) + H(aty)
D G(vy) + H(ty)
= W(vy +t1).

dir. Boylece Gy, + HUQZEV sonucuna ulagilir. =

Asagidaki tanimla cebirsel kavramlardan bilinen agikar yapilar esnek kesisimsel alt uzaylara

aktarilmig ve esnek islemler altinda 6zellikleri incelenmistir.

Tamim 3.9. Gy, V nin bir kesisimsel esnek alt uzayi olsun.

i) Vo € U i¢in G(x) = Oy ise Gy asikar kesisimsel esnek alt uzay ve

ii) Vz € U i¢in G(x) = V ise Gy tam kesigimsel esnek alt uzay olarak adlandirilir.
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Onerme 3.10. Gy, ve Hyy,, V nin iki kesisimsel esnek alt uzay: olsun. Bu durumda

i) Gy, ve Hy,, V nin agikar kesisimsel esnek alt uzaylar1 ise bu durumda Gy, Ng Hy, de

V' nin agikar kesigsimsel esnek alt uzayidir.

ii) Gy, ve Hy,, V nin tam kesisimsel esnek alt uzaylar1 ise bu durumda Gy, Nr Hy, de

V nin tam kesigimsel esnek alt uzayidir.

iii) Gy,, V nin agikar kesisimsel alt uzay1 ve Hy,, V' nin tam kesisimsel alt uzay1 ise, o

zamanGy, Ng Hy, de V nin agikar kesisimsel esnek alt uzayidir.

iv) Gy, ve Hy,, V nin agikar kesisimsel esnek alt uzaylar1 ve Uy NU, = {0y } ise 0 zaman

Gy, + Hy, de V nin asikar kesisimsel esnek alt uzayidir.

v) Gy, ve Hy,, V nin tam kesisimsel esnek alt uzaylart ve U; N U; = {0y } ise 0 zaman

Gy, + Hy, de V nin tam kesigimsel esnek alt uzayidir.

vi) Gy,, V nin agikar kesisimsel alt uzay1 ve Hy,, V' nin tam kesisimsel alt uzay1 ise o

zaman Gy, + Hy, de V nin tam kesisimsel esnek alt uzayidir.

Onerme 3.11. Gy, ve Hy,, sirasiyla Vi ve V; nin nin iki kesisimsel esnek alt uzay1 olsun.

O zaman,

i) Gy, x Hy,, V1 x V5 nin agikar kesisimsel esnek alt uzayidir.

ii) Gy, x Hy,, V1 x V5 nin tam kesisimsel esnek alt uzayidir.
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3.1.1. ESNEK KESISIMSEL ALT UZAYLARIN UYGULAMALARI

Bu boliimde esnek kesisimsel alt uzaylarin; esnek goriintiisiinii, esnek ters goriintiisiini, iist

« - igereni ve vektor uzay1 doniistimlerini aciklayacagiz.

Teorem 3.12. Gy, <;V ise 0 zaman Ug = {z € U | G(z) = G(0y)}, U nun alt uzayidr.

Ispat. 0y € Ugve ) # Ug C U. Va,y € Usve o € Figinz +y € Ug ve ax € Ug
oldugunu gostermeliyiz, yani G(z+y) = G(0y) ve G(ax) = G(0y) saglanmalidir. Buradan
z,y € Ug ve Gy, V nin esnek kesisimsel alt uzayidir. Bu durumda G(z) = G(y) = G(0v),
Vr,y € Ugve a € Ficin G(z +y) 2 G(z) NG(y) = G(0y), G(az) 2 G(z) = G(0y).
Ayrica G(0y) 2 G(x 4+ y) ve G(0y) 2 G(ax) oldugundan esitlik elde edilir. m

Teorem 3.13. Hy, V tizerinde esnek kiime ve o, V' nin alt kiimesi yani H(0y) O « olsun.

Hy;, V nin esnek kesisimsel alt uzayi ise, H{;, V' nin alt uzayidir.

Ispat. H#(0y)2 « oldugundan Oy € HE ve § # Hg C V. Buradan v,t € Hgdir. O zaman
H(v) D ave H(t) 2 adir

Vu,t € Hgvem € Fliginv+t € Hiy ve mv € Hf; oldugu gosterilmelidir. Hy;, V' lizerinde
esnek kiime oldugundan devaminda H (v +t) O H(v) 2 H(t) 2 a O a = a dir.

Ayrica, H(mwv) 2 H(v) 2 « olup ispat tamamlanir. m

Tammm 3.14. F4 ve G, U iizerinde esnek kiimeler ve W: A — B olsun. Bu durumda U
tizerinde W(F'4) esnek kiimesi, Vb € B i¢in
U(F,): B— P(U) kiime degerli fonksiyonu

U{F(a) |a € Ave ¥(a) =0} , U 1(b) # 0

U(F4)(b) = N
0 ,diger durumlarda

dir. Burada W(F},), F4 alunda U esnek goriintiisii olarak adlandirilir. Ayrica U iizerinde
U~1(Gp) esnek kiimesi olarak tanimlanabilir. W' (Gg) : A — P(U) kiime degerli fonksiyonu
Va € Aigin ¥ (Gg)(a) = G(¥(a)) olarak tanimlanir. Bu durumda, ¥~!(Gg), G altinda

W nin ters gorlintiisii olarak adlandirilir.
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Tanmmm 3.15. F4 ve Gp, U iizerinde esnek kiimeler ve ¥: A — B olsun. Bu durumda U

tizerinde W*(F'4) esnek kiimesi, Vb € B icin U*(F,) : B — P(U) kiime degerli fonksiyonu

. NF(a)|ae€ AveV(a) =0} , U 1(b) #0
U (Fy)(b) = _

0 ,diger durumlarda
dir. Burada W*(Fy), F4 alinda W esnek ters goriintiisii olarak adlandirilir.

Teorem 3.16. () ve W, V nin alt uzaylar1 olmak iizere H¢ ve Ty, V iizerinde esnek kiime
ve U, () dan IV ye bir lineer izomorfizma olsun. Eger H,, V' de esnek kesisimsel alt uzay ise

o zaman V(Hg) da V nin esnek kesisimsel alt uzayidr.

Ispat. w;,w, € W olsun. V¥ orten lineer doniisiim oldugundan dolay1 ¢;,¢» € @ yani

U(q1) = wy ve ¥(ge) = wy dir. O zaman

(U(Hq)) (w1 + wy)

U{H(q) : q € Q,¥(q) = w1 + wa}

= U{H(q) :u € Q,q=""(w + wy)}

= U{H(q) :u€Q,q="""(¥(q1 +¢)) = @1 + 32}
= U{H(qp + )4 €Q,¥(¢) =w;,i=1,2}

D U{H(q1) N H(ge) 1 ¢s € Q,¥(q;) = wy,i = 1,2}
= (UW{H(@) : ¢ € Q,¥(q1) = wi}) N (U{H(g2) : g2 € Q, ¥(q2) = w2})

= (V(Heg))(wi) N (¥(Hg))(ws)

dir. Simdi, o € F' ve w € W olsun. ¥ orten lineer doniisiim oldugundan dolay1 ¢ € () yani
U(G) = w dir. O zaman

(
=U{H(q):q € Q,q=V"(aw)}
=U{H(u): g€ Q,q="""(¥(a.9) = a.G}
= U{H(a.q) : .G € Q, V(q) = w}

(
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dir. Boylece W(Hy), V de bir esnek kesisimsel alt uzaydir. m

Teorem 3.17. () ve W, V nin alt uzaylar1 olmak iizere H¢ ve Ty, V iizerinde esnek kiime
ve U, () dan W ye bir lineer izomorfizma olsun. Ty, V' nin esnek kesisimsel alt uzay1 ise o

zaman U~ !(Ty,) de V nin esnek kesigimsel alt uzayidir.

Ispat. 1, ¢» € Q olsun. Bu durumda

(U Tw) (@1 + g2) = T(¥(q1 + o))
=T(¥(q1) + Y(go))
2 T(V(q)) NT(Y(q2))
= (U7 (Tw)) (1) N (T (Tw))(g2)

dir. Simdi o € F ve g € @ olsun. O zaman,

(U (Tw))(nq) = T(¥(c.q))

dir. Boylece U~1(Ty), V de bir esnek kesisimsel alt uzaydir. m
Teorem 3.18. V; ve V; iki vektor uzay1 ve (G, Uy)<;V4, (G, Uy)<; V5 olsun. Eger
f : Uy — U, bir lineer doniisiim ise, bu durumda

i) f ortenise (G1, f~1(Uy))<iVi,

ii) (Ga, f(U1))<Va,

iii) (G, Kerf)Z, Vi
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Ispat.

1)U < Vi,Uy < Vove f i@ U — U, orten bir lineer doniisiim oldugundan dolay1
f~YUy) < Vi oldugu agikur. (Gy,U,)<;Vy ve f~1(Us) C Uy, Va,y € f1(Uy)
ve o € Ficin Gi(x +y) O Gi(z) N Gi(y) ve Gi(ax) O Gi(z) olur. Boylece
(Gy, f71(U))<;V; dir.

i) Uy < Vi,Uy < Vove f @ Uy — Us bir lineer doniisiim oldugundan, bu durumda
f(Uy) < Vy olur. Burada Vr,y € f~1(Us) ve a € F igin Ga(z +y) 2 Ga(z) N Ga(y)
ve Go(ax) D Gy(x) dir. Boylece (Gy, f(Uy))<;Vs olur.

iii) Kerf < Vi ve Kerf C U; oldugunda Va,y € f~1(Us) ve a € F igin Gy(x +y) D
G1(z) N Gy(y) ve Gi(ax) 2 Gy(z) dir. Boylece (G, Ker f)<;V; ispat1 saglanr.

Sonug 3.19. (G1, U1)<iVi, (G2, Us)<;Va ve f : Up — U, lineer doniisiim olsun. O zaman
(G, {0y, }) < Vs dir.

Ispat. Teorem 3.18. den (G, Ker f)<;V; olur. O zaman (G, f(U;))<;V olup (G, {0, })<:Va

dir. m
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3.2. ESNEK BIRLESIMSEL ALT UZAYLAR

Bu boliimde ilk olarak esnek birlesimsel alt uzaylar tanimin1 verecegiz. Daha sonra esnek

kiimeler ile ilgili baglantilarin1 gosterecegiz.

Tamim 3.20. U, V nin alt uzay1 ve Ty, V tizerinde bir esnek kiime olsun. Eger Vv, ¢t € U ve

a € Figin,

) T(v+t) CT(v)UT(t)

2) T(aw) CT(v)

sartlar1 saglamyorsa, T;; esnek kiimesi esnek birlesimsel alt uzay olarak adlandirilir, Ty, <,V
ile gosterilir.

. 00 01 01 00

Ornek 3.21. V = h.  JAEEr AP ve U = V alt uzayim ele alinsin.
00 10 00 10

Ty, 1{ iizeginde esngk kiiple olsun. O zaman 7" : U — P(V);
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bu durumda, 7,<,V dir. Fakat, V iizerinde Wy, esnek kiimesini,
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olarak tamimlarsak bu durumda,

01 01 0
W<16+66>_W( 0>gw<

Wy, V onin esnek birlesimsel alt uzayi degildir.

I
I

1 01
o umw o . Boylece,
10 00

Onerme 3.22. T;;<,V ise o zaman Vq € U icin T(0y) C T(q) dir.

[l

Ispat. T;;, V nin esnek birlesimsel alt uzayi ise o zaman Yq, ¢ € U igin,
T(qg+1t) CT(q)UT(t). Buradan (U, +) bir grup ve t = —q alirsak bu durumda, ¥V € U igin
T(q—q)=T(0v) ST(q) UT(q) =T(q) dir. m

Teorem 3.23. Eger Gy, <,V ve Ty, <,V ise o zaman Gy, Ug Ty, <,V dir.
ispat. G’U1 URTU2EUV = (G, U1)UR(T, UQ) = (VV, UlﬁUg) olsun. Buradan ‘v’q € Ulng 7é

0 icin W(q) = G(q) N T(q) olur. Uy ve U V' de alt uzay oldugundan, U; N U, de V' nin bir

alt uzayidir. ¢,t € Uy N Uy ve o € F' olsun, bu durumda

W(g+1t) =Glg+t)UT(q+1)
C (GlQUGH)U(T(q UT(1))
= (G(q) UT(q) U (G(H)LT(2))
= Wi(qg)UW(t)

veE

W(aq) = G(aq) UT(aq)

C G(q)UT(q)
= Wi(q)

Oyleyse, C:U1 Ugp TU2 = WUlﬂUg qu |

Tamim 3.24. T, V de esnek birlesimsel alt uzay olsun. Bu durumda,

a) Vo € Uigin T'(z) = {0y} ise Ty asikar alt uzay olarak adlandirlir.
b) Vz € U igin T'(z) = V ise Ty tam alt uzay olarak adlandirtlir.
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Onerme 3.25. Gy, ve Ty, V de birlesimsel alt uzaylar olsun, bu durumda
i) Gy, ve 1y,, V de asikar birlesimsel alt uzaylar ise, bu durumda Gy, Ug Ty,, V' de
asikar birlesimsel alt uzaydir.

ii) Gy, ve Ty,, V de tam birlesimsel alt uzaylar ise, bu durumda Gy, Ug Ty, V de tam

birlesimsel alt uzaydir.

iii) Gy,, V de asikar birlesimsel alt uzay ve 1y;,, V' de tam birlesimsel alt uzay ise Gy, Ug

Ty,, V de tam birlesimsel alt uzaydir.

3.2.1. ESNEK BIiRLESIMSEL ALT UZAYLARIN UYGULAMALARI

Bu boliimde esnek birlesimsel alt uzaylarin; esnek goriintiisiinii, esnek ters goriintiisiinil, iist

« - icereni ve vektor uzayl doniistimlerini aciklayacagiz.

Teorem 3.26. W, V {izerinde esnek kiime olsun. Bu durumda WW;, V' nin esnek birlesimsel

alt uzay1 oldugunda W7;, V' nin esnek kesisimsel alt uzayidir.

Ispat. Wy, V nin esnek birlesimsel alt uzay1 olsun. Bu durumda Vv, t € U ve o € F igin

Wiv+t) =V \W(v+t)
2 VA ((W(o) UW(t))
= (VAW()) n (VA W(1))
= W"(v) N W"(t)

ve

W (av) =V \ W(aw)
2 VAW ()
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dir. Boylece, W7}, V nin esnek kesisimsel alt uzayidur.

Aksine, W7;, V' nin esnek kesisimsel alt uzay: olsun. Bu durumda, Vv, t € U ve o € F igin,

W+t)=V\Wv+t)
C VA (W (v) U (1))
= (VAW (v)) n(V\W'(1))
= W) UW(t)

\

W(av) =V \ W"(av)
C VAW (v)
= W(v)

dir. Boylece, Wy, V' nin esnek birlesimsel alt uzayidir. m

Teorem 3.27. Wy <,V ise 0 zaman Uy, = {x € U | W(z) = W (0y)}, U nun alt uzayidir.

Ispat. 0y € Uy ve 0 # Uy C U oldugu agiktir. Vo +t € Uve o € Figinv +t € Uy
ve av € Uy oldugunu gostermeliyiz. Buradan v + ¢ € Uy, ve Wy, V nin esnek birlesimsel
alt uzayidir, o halde Yv,t € U ve a € F igin W(v) = W(t) = W(0y),W(v +1t) C
W(v) UW(t) = W(0y) ve Vo, t € U ve a € F igin W(av) € W(v) = W(0y). Onerme
3.22den W(0y) C W(v+t) ve W(0y) C W(av). Boylece ispat tamamlanir. ®

Teorem 3.28. Hy;, V iizerinde esnek kiime ve «, V' nin alt kiimesi yani & O H (0y) olsun.

Hyr, V nin esnek kesisimsel alt uzayi ise /1 50‘, V' de alt uzaydir.

ispat. « D H(0y) oldugundan 0y € H5® ve ) # H5* C V. v,t € H5* olsun. O zaman
H(z) Cave H(v) Ca. Vo, t € H;* vem € Figinv -+t € H;* ve mv € H;* oldugunu
gostermeliyiz. Hyy, V' de esnek birlesimsel alt uzay oldugundan H (v +t) C H(v) U H(t) C

aUa = a. Dahast, H(mv) C H(v) C «, boylece ispat tamamlanir. m
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Teorem 3.29. G ve Ty, V tizerinde esnek kiimeler olsun, burada U ve W, V de alt uzay
ve U, U dan Wye bir lineer izomorfizmadir. Eger Ty V' de esnek birlesimsel alt uzay ise,

bu durumda ¥~ (Ty), V de esnek birlesimsel alt uzaydir..

Ispat. Ty, V de esnek birlesimsel alt uzay olsun. O zaman Teorem 3.26 dan T3, V de
esnek kesisimsel alt uzay ve Teorem 3.17 den U~ (T7};,) de V de esnek kesisimsel alt uzaydr.
Boylece, U1(Ty,) = (VH(Tw))", V de esnek kesisimsel alt uzay olur. Oyleyse, Teorem
3.26 dan U~ !(Tyy), V de esnek birlegimsel alt uzaydir. m

Teorem 3.30. GGy ve Ty, V iizerinde esnek kiimeler, U ve W, V' de alt uzay ve ¥, U dan
Wye bir lineer izomorfizma olsun. Gy, V' de esnek birlesimsel alt uzay ise bu durumda

U*(Gy) da esnek birlesimsel alt uzaydir.

Ispat. G da esnek birlesimsel alt uzay olsun. O zaman Teorem 3.26 dan G7; ve Teorem
3.16 dan VU (GY;), V nin esnek kesisimsel alt uzaylaridir. Boylece V(GY,) = (V*(Gy))", V
nin esnek kesisimsel alt uzayidir. Oyleyse Teorem 3.26 dan U*(Gy;), V nin esnek birlesimsel

alt uzayidir. m
Teorem 3.31. V; ve V5 iki vektor uzayi ve (W1, Uy) <, Vi, (Wa, Us)<, Vs olsun. f; Uy — U,
lineer doniisiim ise o zaman
i) f orten ise bu durumda (Wi, f~1(Uy))<,V; dir.
i) (Wa, f(U1))<.V: dir.
iii) (W, Kerf)<,V; dir.
ispat.
1)U < Vi, Uy < Vove f: U — U, orten bir lineer doniisiim oldugundan dolay1
[~YUy) < Vi oldugu agikar. (Wy,Up)<;Vy ve f~H(Uy) C Uy, Va,y € f1(Us)

ve o € Figin Gi(z +y) 2 Wi(z) N Wi(y) ve Wi(ax) 2 Wi(z) olur. Boylece
(Wb f_l(U2))zz‘/l
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i) Uy < Vi,Uy < Vave f: Uy — U, bir lineer doniisiim oldugundan dolay1f(U;) < Vs
olur. Burada Va,y € f~1(Uy) ve a € F igin Wh(x + y) 2 Wa(z) N Wa(y) ve
Wo(ax) 2 Wy(z) dir. Boylece (W, f(U;))<; Vs olur.

iii) Kerf < Vi ve Kerf C U, oldugunda Vz,y € f~*(Us) ve a € F igin Wy(z +y) 2
Wi (x) N Wy(y) ve Wi(ax) 2 Wi(z) dir. Boylece (Wy, Ker f)<;V} ispat1 saglanir.

Sonug 3.32. (W1, Uy)<, Vi, (W, Up) <, Va ve f; Uy — U, lineer doniisiim olsun. Bu durumda
(Wy, {0y, }) <., Vs dir.

Ispat. Teorem 3.31. (W7, Kerf)<;Vi. Budurumda (W5, f(U;))<;Vs olup (W3, {0y, })<:V5

dir. m
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