Bazi1 Geometrik Konfigiirasyonlar
Yasin Taban
YUKSEK LiSANS TEZI
Matematik - Bilgisayar Anabilim Dal1

Haziran 2022



Some Geometric Configurations
Yasin Taban
MASTER OF SCIENCE THESIS
Mathematic - Computer Science Department

June 2022



Bazi1 Geometrik Konfigiirasyonlar

Yasin Taban

Eskisehir Osmangazi Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Lisanstistli Yonetmeligi Uyarinca
Matematik - Bilgisayar Anabilim Dali
Geometri Bilim Dalinda
YUKSEK LISANS TEZI

Olarak Hazirlanmistir

Danigman: Prof. Dr. Ayse Bayar

Haziran 2022



ETIiK BEYAN

Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kilavuzuna
gore, Prof. Dr. Ayse Bayar danmismanliginda hazirlamis oldugum “Bazi Geometrik
Konfigiirasyonlar” baslikli tezimin 6zgiin bir ¢alisma oldugunu; tez calismamin tim
asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun davrandigimi; tezimde verdigim bilgileri,
verileri akademik ve bilimsel etik ilke ve kurallara uygun olarak elde ettigimi; tez
calismamda yararlandigim eserlerin tiimiine atif yaptigimi ve kaynak gosterdigimi ve bilgi,

belge ve sonuglar1 bilimsel etik ilke ve kurallara gére sundugumu beyan ederim. 13/06/2022

Yasin Taban



OZET

Bu tezde nokta ve dogrularin konfigiirasyonlari, simetrik konfigiirasyonlar,
3-konfigiirasyonlar, klasik 3-konfigiirasyonlar ve geometrik konfigiirasyonlarin kullanildig:

modellemeler ¢aligilmistir.

Sekiz boliimden olusan bu tezin birinci bdliimde geometrik konfigiirasyonlarin
geometrideki yeri ve tarihsel gelisimi, ikinci bolimde literatlir aragtirmasi incelenmistir.
Ucgiincii  boliimde geometrik konfigiirasyonlarla ilgili temel kavramlar verilmistir.
Caligmanin dordiincii boliimiinde nokta ve dogrularin konfiglirasyonunun tanimi, simetrik
konfigiirasyon tanimi, konfigiirasyon Ornekleri, konfigiirasyonlarin gosterimleri ve bazi
klasik konfigiirasyon teoremleri verilmistir. Besinci bdliimde ise 3-konfigiirasyonlar ve
klasik  3-konfigiirasyonlar —olan  Fano, @ Mobius-Kantor, = Pappus, Desargues,
Cremona-Richmond konfiglirasyonlarinin tablolari, gosterim sekillleri, insa edilmeleri,
Levi graflart ve genellestirilmis Petersen graflar1 incelenmistir. Altinct bdoliimde
coziimlerinde geometrik konfigiirasyonlarin kullanildig1 problemler tasarlanip sunulmustur.
Yedinci bolimde c¢alisma sonucunda elde edilen bulgular verilmistir. Son boliimde ise

calismanin sonug ve Onerileri sunulmustur.

Anahtar Kelimeler : Geometrik konfigiirasyon, Simetrik konfigiirasyon, 3-konfigilirasyon,

Fano, Mobius-Kantor, Pappus, Desargues, Cremona-Richmond
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SUMMARY

In this thesis, configurations of points and lines, symmetrical configurations,
3-configurations, classical 3-configurations and models using geometric configurations are
studied.

The place and historical development of geometric configurations in geometry are
given in the first part of this thesis, which consists of eight chapters, and in the second part,
literature research is examined. In the third chapter, the basic concepts related to geometric
configurations are given. In the fourth part of the study, the definition of the configuration
of points and lines, the definition of symmetrical configuration, configuration examples, the
representations of configurations and some classical configuration theorems are given. In
the fifth chapter: 3-configurations and Fano, Mobius-Kantor, Pappus, Desargues,
Cremona-Richmond from classical 3-configurations and their configuration tables,
representations, constructions, Levi graphs and generalized Petersen graphs are examined.
In the sixth chapter, the problems such that geometric configurations are used in their
solutions are designed and presented. In the seventh chapter, the findings obtained as a
result of the study are given. In the last section, the results and recommendations of the
study are presented.

Keywords: Geometric Configuration, Symetric Configuration, 3-Configuration, Fano,

Mobius-Kantor, Pappus, Desargues, Cremona-Richmond.
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1. GIRIS VE AMAC

Geometrinin baslangici Antik Yunan donemine dayandirilsa da daha oOnceki
donemlerde de  geometrinin  kullanildigi, arkeolojik  buluntularda  Babiller,

Mezopotamyalilar, Cin ve Misirlilarin da geometriyi kullandig1 goriilmektedir.

Bir¢ok kaynakta geometri sozciigliniin yine Yunancadan “geometrein” sézciigiinden
geldigi belirtilmektedir. Burada geo’nun yer, metrein’in ise 6lgme anlaminda kullanildig:
kabul gormektedir. Bu tanimlama kabuliine gére geometri’nin arazi 6lgiimii ile baslangi¢

aldig1 algis1 kuvvetlenmektedir.

Gilintimiizde halen kullanim1 yogun olan ve ortadgretim boyunca derslerde anlatilan
Oklid Geometrisi’nin kaynak kitab1 Elemanlar’in yazar Iskenderiyeli Eucleides bu kitab1
yazdiginda M.O. 300 lii yillardi. Oklid kendinden &nceki donemlerde yasayan Thales ve
Pisagor’dan aldigi 11 geometri bilgisini Aristoles’in postulatlar {izerine kurulmus olan

sistemi tizerinde insa edip gelistirmistir. (Heath, 1956)

Elemanlar, bir geometri, oranlar ve sayilar kurami kitabidir. Kitabin 6nemi, igerdigi
geometri bilgilerinin yani1 sira bu bilgileri sistematik bir yap1 i¢inde sunmasindandir. Her yeni
bilgi sadece daha 6nce kanitlanmais bilgiler kullanilarak ve belli bir akil yiiriitme diizeni iginde
kanitlanir. {1k kanitlarin dayanacagi daha 6nce yapilmis kanitlar olmadigi igin kitabin baginda
geometriye 6zgli bes belit ve akil yiirlitmeye yarayacak bes ortak kavram siralanir. Boylece
kitaptaki tim 6nermeler siki bir mantik zinciri i¢inde hep daha 6nceki sonuglara dayanarak ve
bu belitler ile ortak kavramlar kullanilarak gelistirilir. Kitabin bu belitsel yaklagimi, Dogu ve
Bati uygarliklarini esit diizeyde ve derinden etkilemistir. Kitabin etkisi dyle giiclii olmustur ki
yazilmasinin iizerinden ikibin yildan fazla bir zaman ge¢mesine ragmen herhangi bir konuda

yazilacak her kitap Elemanlar’in yontemiyle yazilmaya ¢alisilmaktadir. (Ertdz, 2019)

Oklid Geometrisi iic temel kavrama dayandirilmistir: tanimlar, aksiyomlar ve
postiilatlar. Tanimlar, alisilan anlamda, yani kendine 6zgii bir takim Ozellikleri olan
geometrik nesneleri belirlemek ya da digerlerinden ayirmak i¢in onlara kisa ad vermekten
ibarettir. Bununla birlikte Oklid’in orijinal tanimlarinda oldukca ¢ok belirsizlik ve
eksiklikler vardir. Ornegin, dogruyu tanimlayan “cizgi genisligi olmayan bir uzunluktur” ve
“ dogru her noktada kendisinin ayni kalan c¢izgidir” ifadeleri gercekte dogru denilen
cizgilerin varhigindan s6z etmektedir. Aksiyomlar, dogrulugundan siiphelenmeksizin

ispatsiz olarak kabul edilen temel onermelerdir. Postiilatlar da aksiyomlar gibi ispatsiz



kabul olunan ama dogruluklarina o zamanki anlayiga gore, aksiyomlar kadar kesin gozle

bakilmayan temel 6nermelerdir (Kaya, 2005).

Giiniimiizde de geometride dnemli yer tutan Oklidyen Geometrinin temelini olusturan

bes postulat1 soyledir;
1. Herhangi bir noktadan baska herhangi bir noktaya bir dogru ¢izilebilir.
2. Bir dogru istenildigi kadar yine bir dogru olacak sekilde uzatilabilir.
3. Herhangi bir merkez ve bir uzunluk verildiginde bir ¢ember ¢izilebilir.
4. Biitiin dik agilar birbirine esittir.

5. Eger bir dogru iki dogruyu kestiginde bu dogrunun ayni tarafindaki i¢ acilar iki dik
acidan kiigiikse bu iki dogru o yonde uzatildiklarinda kesisir. (Ertoz, 2019)

Buna gore 5. Postulat, bir dogruya paralel olan ve bu dogru disinda verilen bir

noktadan gecen bir tek dogru vardir anlamindadir (Kaya, 2005).

Paralellik postulati olan 5. Postulat’a uzun yillar boyunca matematikgiler kugku ile
yaklagmislardir. Bu postulatin gegerliligi ispatlanmaya c¢alisilmis ama sonu¢ alinamamastir.
Paralelligin olmayabilecegi ile B.Riemann’a (1852-1856) yakin donem matematikgilerin
varsayimi olmustur ama paralelligin olmadig1 ilk geometrinin gelistirilmesi Riemann

tarafndan saglanmistir.

2000 y1l1 agkin bir siire gegmesine ragmen farkli bir geometrinin oldugu ancak kabul
gdrmiistiir. Paralellik postulatinin olmadigi tiim geometriler bundan sonra Oklidyen
olmayan geometri olarak tanimlanmistir. Bu baglamda paralellik aksiyomunun olmadigi
Afin, Projektif ve Hiperbolik Geometri birer Oklidyen olmayan geometri drnekleridir. Bu
caligmada da Oklid Geometrisine bagli kalmadan nokta ve dogrularin konfigiirasyonlar

incelenecektir.

Konfigiirasyon ¢aligmalari, klasik geometri olarak adlandirilan kombinatorik,
topoloji, cebirsel geometri, hesaplama ve hatta analiz ve say1 teorisi gibi bir¢ok alana
dayanir. Bir¢ok konfigiirasyon tiiriinde gorsel bir ¢ekicilik olmas1 matematikgileri bu alanda

caligmaya yonlendirmistir (Griinbaum, 2009).



Konfigiirasyonlarin yapilandirmalarinda sik¢a bas vurdugumuz konik iizerine
isaretlenen alt1 nokta ile elde edilen altigeni kullanarak olusturdugu ve bizim de Pascal
Dogrusu olarak bildigimiz dogrunun sahibi, Blaise Pascal (1623 - 1662) bahsi gecen
dogruyu isaret eden Pascal Teoremini 1640 yilinda, ilk mekanik hesap makinesini icat
etmeden iki yi1l once teoremi igeren Essai Pour Les Coniques adli kiigiik bir brosiir
yayinladiginda heniiz 16 yasindaydi. Konik {izerindeki 6 farkli nokta dairesel siralamada 60
farkli altigen olusumunu saglar. Bu 60 altigen ve 60 Pascal Dogrusu, Pascal’in ardindan
Kirkman, Cayley, Steiner, Plucker ve Salmon tarafindan incelenmistir (Pisanski, Servatius
2010).

Bir asir 6nce agiklanan ¢alismalarin disinda ¢ok daha dnce baslatilan bu alanda uzun
yillar 6n arasgtirmaya dayanmayan dikkat c¢ekici c¢aligmalar vardi. Konfigiirasyon
yapilandirma c¢aligmalarinin dikkat c¢ekici yonii, sonuglarinin azhgidir. 19. yiizyilin
sonlarinda ilk ¢alisma patlamasi birkag temel sonu¢ dogurdu. Neredeyse bir asir1 bulan bir
siire¢ gegmesine ragmen bu sonuclar, karsilagtirilabilir derecede 6nemli yeni basarilarla
eslesmedi. Ancak 20. yiizyilin sonlarina dogru, ilk sonuglarin yanlis oldugu ortaya ¢ikti ve
bu, yeniden degerlendirilmis bir konfigiirasyon ¢alismasi i¢in itici giliciin bir pargasi haline

geldi.

Konfigiirasyonlarin incelenmesinde simetrilerin 6nemli bir rol oynayabileceginin
yakin zamanda anlasilmasi, konfigiirasyonlara ek bakis agilar1 saglamistir. Bilgisayar
grafigindeki gelismelerle miimkiin kilman konfigiirasyonlar1 gergekten gorsellestirme
becerisinin artmasiyla birlikte, eskiden yapilmis hatalar1 diizeltmek ve ge¢miste hig
diisiiniilmemis konfiglirasyonlari incelemek icin yenilenen c¢abalar i¢in olanak olusturuldu
(Griinbaum, 2009).

Neden konfigiirasyonlar? Konfigiirasyonlar konusu, c¢esitli nedenlerle ¢alismaya
deger gibi goriiniiyor. Pek c¢ok biiyiik matematik¢i konfigiirasyonlarin gelismesine katkida
bulundu. Konfigiirasyonlar, g¢esitli matematik disiplinlerinin kesisme noktasinda bulunur.
Gilintimiizde de kombinatoriklerin bir parcasini olusturuyorlar, ancak kdkenleri 19. ylizyilin
geometrisinde yatryor. Ozellikle, projektif geometrinin egrileri ve yiizeyleri, baz1 énemli
tarihsel konfigiirasyonlara yol acar. Konfigiirasyonlar, Levi grafikleri aracilifiyla grafik
teorik bir bakis agisindan incelenebilir. Simetriler, konfigiirasyonlarin incelenmesinde
onemli bir rol oynar. Modern kombinatoriklerin ana temas1 muhtemelen bizim goriisiimiize
gore ¢ok dar bir yapr olan kombinatoryal tasarim kavramidir. Gegmiste incelenen tiim
konfigiirasyonlar1 anlamak istiyorsak, daha genel kombinatoryal yapilar1 dikkate almaliyiz
(Pisanski ve Servatius 2010).



Kombinatoryal tasarim teorisinin baslangici i¢in 1850 yilina gidelim ve 1841 ile
1871 yillar1 arasinda yaym hayatin1 devam ettiren Lady’s and Gentleman’s Diary isimli
matematik dergisinde yayimlanmasi i¢in Thomas Kirkman’in gonderdigi probleme bir goz
atalim. “Bir okuldaki on bes kiz 6grenci, arka arkaya yedi giin boyunca ii¢ kisilik gruplar
halinde yan yana yliriiyecektir. Kiz 6grencilerden ikisi yan yana iki kez yiirlimeyecek
sekilde nasil siralayabiliriz?“. Elbette kombinatoryal matematik sorusu olarak
gorebilecegimiz bu problemin birden fazla ¢6ziimii vardir. 1910°da problem George
Conwell tarafindan Galois geometrisi kullanilarak ele alinmistir. 15 noktasi ve her dogrusu

iizerinde 3 noktasi bulunan bu yap1 bir geometrik konfigiirasyondur.

Yirminci ylizyilin ikinci yarisinda grafik teorisi ¢aligmalart biiyiik artis gosterdi.
Konfigiirasyon yapilarinin simetrileri, grup teorisi ve kombinatorikler arasinda 6nemli bir
baglanti kurar. Konfiglirasyonlarla ilgili ilk kitap, konfigiirasyonlarin disiplinler arasi
dogasina isaret eden Friedrich Levi tarafindan 1929°da yazilmistir (Pisanski ve Servatius
2010).

Konfigiirasyonlarla ilgili giiniimiize yakin calismalara ve sik sik kaynaklarina
basvuracagimiz c¢aligmalarin sahipleri Branco Griimbaum , Tomaz Pisanski ve Brigitte

Servatius’u One ¢ikarabiliriz.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Her ne kadar giinlimiizdeki geometrik konfigiirasyon tanimlamasi kendi yasadigi
donemde kullanilmasa da antik donemin son temsilcilerinden olan Pappus’un teoremi,
klasik geometrik konfigiirasyonlardan bir tanesidir. Konfiglirasyon kavrami, ilk kez
1876’da Theodor Reye tarafindan kullanilsa da daha onceki donem matematikgilerinden
Blaise Pascal’in (1623-1662) Pascal teoremi, Girard Desargues’in (1591-1661) Desargues

teoremi konfigiirasyon insalarinda kullanilmistir.

Daha ge¢ donem matematikcileri August Ferdinand Mdbius (1790-1868), Georg
Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), Gino Fano (1871-1952), Antonio Luigi
Gaudenzio Giuseppe Cremona (1830-1903) ve Herbert William Richmond’un (1863-1918)

caligmalari klasik geometrik konfigiirasyonu olarak degerlendirilmistir.

Geometrik konfigiirasyonlarin (p,,n;) bi¢iminde ifadesi ise ilk olarak 1992’de

H.Gropp tarafindan kullanilmistir.

Nokta ve dogrularin konfiglirasyonlari Branko Griinbaum 2009°da incelenmis, klasik

konfigiirasyonlar ise Toma“z Pisanski ve Brigitte Servatius tarafindan 2013’te ele alinmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Oklidyen olmayan geometrilerle ilgili temel kavramlar verilmistir.
Incidence Geometrisi, Afin Diizlem ve Projektif Diizlem, Topoloji, Graflar ve baz1 graf

tiirleri tanitilmastir.

3.1. Incidence Geometri

Bir incidence yapisi veya incidence sistemi nesneler (genellikle noktalar, dogrular ve

diizlemler vb.) arasindaki belirli durumlardan olusur (Moorhouse, 2007).
Bu ¢alismada sadece nokta ve dogrular arasindaki belli durumlari incelenmektedir.

Tanim 3.1.1. V noktalar kiimesi, D dogrular kiimesi ve 0 C N x D olmak tizere (N, D, 0)

ticliisiine bir incidence yapis1 denir. o ise bir insidence bagintisidir (Dembowski, 1997).

o nin elemanlar1 Flaglar olarak adlandirilir. N bir nokta ve d bir dogru olmak iizere
eger bir (N, d) ikilisi o bagintisinin bir eleman1 ise N noktasi d dogrusu tizerindedir veya d
dogrusu N noktasindan gegciyor (d dogrusu N noktast tizerinde) denir. Eger bir (N, d) ikilisi
o bagintisinin bir elemant degil ise /V noktast d dogrusu {izerinde degildir denir. Bu durumu
doN ya da N ¢d bigiminde gosterecegiz.

Oklid diizlemi gibi bir geometrik yap1 uzunluk, acilar, siireklilik ve aralik gibi bir cok
karmasik kavrami iceren bir nesnedir. Bir incidence yapisi ise bu kavramlar kaldirildiginda
elde edilen yapidir. Geriye kalan tek sey aslinda hangi noktalarin hangi dogrular iizerinde
oldugu veya hangi dogrularin hangi noktalardan gectigi hakkindaki verilerdir. Bu kisitlamalar

altinda bile teoremler ispatlanabilmekte ve zengin bir geometri olusturulabilmektedir.

3.2. Afin Diizlemler

Tanim 3.2.1. V noktalar kiimesi, D dogrular kiimesi ve 0 C N x D olmak lizere (N, D, 0)

tcliisii ile gosterdigimiz geometrik yapiy1 temel alalim.

Ni, Ny, N3, ... € N noktalan i¢in N;od,i = 1,2,3, ... olacak sekilde bir d € D
dogrusu varsa bu noktalara dogrudas noktalar,



dy,dsy,ds, ... € Ddogrularti¢ind;oN,i = 1,2, 3, ... olacak sekilde bir N € N noktasi

varsa bu dogrulara noktadas dogrular,

dy,dy € D ve dy # dy olsun. Eger Nod; ve Nod, olacak sekilde bir N € N noktasi
yoksa dy, ds dogrularina paralel dogrular denir. ¢ ve d dogrulari paralel ise ¢//d bigiminde

gosterilecektir.
Tamim 3.2.2. N noktalar kiimesi, D dogrular kiimesi ve 0 C N x D olmak tizere (N, D, 0)
tclisii ile gosterdigimiz geometrik yapi tizerinde agsagida verilen A, As ve Az aksiyomlarimi

saglaniyorsa (N, D, o) sistemine Afin Diizlem denir.

Al.Her M, N € N, M # N noktalar i¢in Mod ve Nod olacak sekilde bir tek
d € D dogrusu vardir.

A2. No/d olmak tizere her N € N ve d € D igin Noc ve ¢//d olacak sekilde bir
tek ¢ € D dogrusu vardir.

A3. Dogrudas olmayan {i¢ nokta vardir.
A1 aksiyomu farkli iki noktay1 birlestiren yalniz bir dogru oldugunu ifade eder. Farkli
M ve N noktalar1 tek bir dogru belirtir ve bu dogru M ve N noktalarini birlestiren dogrudur.

M ve N noktalarini birlestiren dogruyu M N veya MUN bigiminde gosterilir.

Teorem 3.2.1. Her sonlu A Afin diizlemi i¢in agagidaki kosullari saglayan bir n > 2 tamsayisi

vardir. Bu tam sayiya A nin mertebesi denir.
(i:) A nin her dogrusu iizerinde tam olarak n tane nokta bulunur.
(ii:) A nin her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru tizerindedir.
(iii:) A min toplam nokta say1s1 n? tanedir.

(iiii:) A nin toplam dogru sayis1 n? 4 n tanedir.



3.3. Projektif Diizlem

Tamim 3.3.1. NV noktalar kiimesi, D dogrular kiimesi ve 0 C N x D olmak tizere (N, D, 0)
ucliisii ile gosterdigimiz geometrik yapi tizerinde asagida verilen Py, P, ve Ps aksiyomlarimi

saglaniyorsa (N, D, o) sistemine Projektif Diizlem denir.

P1. Her M, N € N, M # [N] noktalar1 i¢in Mod ve Nod olacak sekilde bir tek
d € D dogrusu vardir.

P2. Her ¢, d € D i¢in Noc ve Nod olacak sekilde en az bir N € A noktas1 vardir.
P3. Herhangi tli¢ii dogrudas olmayan dort nokta vardir (Kaya, 2005).
Projektif diizlemi P ile gosterecegiz.

Teorem 3.3.1. Her sonlu P = (N, D, 0) Projektif diizlemi i¢in agagidaki kosullar1 saglayan

bir n > 2 tamsayisi vardir. Bu tam sayiya P nin mertebesi denir.
(1) P nmin her dogrusu lizerinde tam olarak n + 1 tane nokta bulunur.
(2) P nin her noktasi tam olarak n + 1 tane dogru {lizerindedir.
(3) P nin toplam nokta sayis1 n? + n + 1 tanedir.

(4) P nin toplam dogru sayist n? + n + 1 tanedir.

3.4. Topoloji

Topoloji bir kag dala sahip matematigin anadallarindan biridir. Sahip oldugu dallardan
baslicalar1 genel topoloji (nokta-kiime topolojisi), cebirsel topoloji ve diferansiyel topoloji

sayilabilir. Bu caligmada ise sadece genel topolojiye deginilecektir.

Tanim 3.4.1. Bir £ kiimesinin tim alt kiimelerinin olusturdugu kiimeye F ’nin kuvvet
kumesi denir ve P(F) ile gosterilir.

X bir kiime ve 7 € P(X) olsun. Eger;

THo, X €7



T2Q)A,BeT = ANBer.
T3)
(Ai)ier, A €7 = UAi er
iel
kosullar1 saglaniyorsa 7 ya X iizerinde bir topoloji denir (Ozdamar ve Gorgiilii, 1986).
X =1{1,2,3,4,5,6} kiimesi tizerinde,
n={X,0,{1},{3,4},{1,3,4},{2,3,4,5,6}},
n ={X,0,{1},{6},{1,6},{1,3,6},{2,3,4,5,6},
3 ={X,0,{1},{3,4},{1,3,5},{2,3,5},
seklinde tanimli 7y, 75, 73 iin X {izerinde bir topoloji olup olmadigini inceleyelim.
71; T1, T2 ve T3 ii sagladiginan X {izerinde bir topolojidir.
Ty deise {1,3,5} € o ve {2,3,5} € 15 iken
{1,3,5} n{2,3,5} ={3,5} ¢
oldugundan 7, , X iizerinde bir topoloji degildir.
T3 deise {3,4} € 3 ve {1,3,5} € 73 iken
{1,3,5}U{2,3,5} ={1,2,3,5} ¢ 73
oldugundan 73 , X tizerinde bir topoloji degildir.
Tamm 3.4.2. X kiimesi iizerinde bir topoloji 7 olsun. (X, 7) ikilisine bir Topolojik Uzay

denir ve 7 nun elemanlarina A¢ik Kiime’ ler denir. X kiimesinin elemanlarina da (X, 7)

uzayinin Nokta’lar1 denir.
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3.5. Graflar

Tanmim 3.5.1. D, elemanlar1 diigiimler (vertices) olarak adlandirilan bostan farkli bir kiime
ve A da elemanlari ayritlar (edges) olarak adlandirilan ve D nin bir ya da iki elemanl: alt
kiimelerinden biri ile eslestirilebilen bir kiime olsun. Bu sekilde tanimlanan G = (D, A)

ikilisine graf (graph) adi verilir.

Koseleri D = {m,n,p,q,r} kiimesinin elemanlarindan olusan ve ayritlar1 ise
A = {(m7 n)h (m7 n)27 <n7 Q)a (m7 Q)v (mup)7 (p7 Q)a (p7p)} kiimesinin elemanlar1 olan bir
graf 6rnegi Sekil 3.1°de goriilmektedir.

Sekil 3.1 koseleri m, n, p, q ve r olan bir graf 6rnegi

Bir grafta bir diiglimii kendisi ile eslestiren ayritlara dongii (loop) denir. Sekil 3.1°deki
(p, p) ayrit1 bir dongiidiir.

Bir grafta ayni iki diigiim ¢iftini eslestiren ayritlara katli veya paralel ayritlar denir.
Sekil 3.1°deki (m,n); ve (m, n), ayritlart kath ayritlardir (Aldous ve Wilson, 2005).

Tanmim 3.5.2. Katl ayritlar ya da dongii bulunduran graflar pseudo graf, sadece katli ayritlar
iceren graflar coklu (multi) graf, katli ayrit ve dongii igermeyen graflar basit (simple) graf
olarak isimlendirilir. Ayrit baglantisi olmayan diiglimlere ayrik veya tekil diigiim denir. Sekil

3.1°deki 6rnekte r diigimii bir ayrik diiglimdiir.
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Tanim 3.5.3. Diigiim sayis1 ve ayrit sayisi sonlu olan graflara sonlu graf, bir graftaki diigiim
sayisina grafin mertebesi, ayrit sayisina ise grafin boyutu denir. n mertebeli ve n boyutlu bir

sonlu graf G(n, m) bigiminde gosterilir.

Tamim 3.5.4. Bir graf iizerindeki bir diiglime gelen ayritlar toplami1 o diiglimiin derecesidir.
Her ayrit diiglime bir derece kazandirirken dongiiler diiglime iki derece kazandirir. m

digiimiiniin derecesi deg(m) ile gosterilir.

Sekil 3.1°deki graf 6rneginde verilen diigiimlerin dereceleri sirasiyla, deg(m) = 4,
deg(n) = 3, deg(p) = 4, deg(q) = 3, deg(r) = 0 seklinde olacaktir.

Bir grafin tiim diigiimlerinin dereceleri biiyiikten kii¢lige dogru dizilerek olusturulan
diziye o grafin derece dizisi denir. Sekil 3.1’deki grafin derece dizisi (4,4, 3, 3,0) dir.

Eger bir grafin tiim diigiimlerinin dereceleri r ise grafa r-regiiler graf denir. Sekil

3.2’der=1, r=2, r =3 ve r =5 igin regiiler graf 6rnekleri verilmistir.

r=5

Sekil 3.2 dereceleri 1, 2, 3 ve 5 olan regiiler graflar

Tamim 3.5.5. 3-regiiler graflar kiibik graf olarak adlandirilir. Julius Petersen (1839-1910)
tarafindan bulunan Petersen Graflar1 kiibik graf 6rnekleridir. Sekil 3.3°te Petersen Graflari

goriilmektedir.

Tanim 3.5.6. n > 3 olmak iizere; n tane diiglim iceren bir grafin tiim diigimleri diger
diiglimlere bir ayrit ile bagl ise tam (Complete) Graf denir. n tane diigiim iceren bir tam
graf K, ile gosterilir. Sekil 3.4’te bir K¢ grafi gosterilmistir. n tane diiglim sayis1 olan bir

tam graftaki ayrit sayisi;
n(n —1)
2
tanedir.
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Sekil 3.3 Petersen Graflar

Sekil 3.4 K¢ Tam Grafi

Tanmmm 3.5.7. Koése ve ayrit sayilart sonlu sayida olan graflar sonlu graf olarak
isimlendirilmektedir. Sonlu bir G grafinda n tane diigiim ve m tane ayrit olsun. nxm
boyutlu bir matriste diiglimleri satirlara, ayritlari ise siitunlara yerlestirdigimizde bir diigiim
ve bir ayrit iliskilendirilmis (bagli) ise o diiglim ve ayritin matriste kesistikleri yere 1,
iligkilendirilmemis ise 0 degeri yazilarak elde edilen diigiimler ile ayritlar arasindaki iliskiyi
gosteren bu matrise iliski (incidence) matrisi denir. Satirlardaki 1 lerin toplami ait oldugu
satirdaki diiglimiin derecesini verir. Sekil 3.5°te bir graf 6rnegi ve iliski (incidence) matrisi

gosterilmistir.
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1123 [4[5]6
a|l|lojoj0o|1|0 1 00010
b|li1|1|1]|1|0]|0 111100
c|O0|(1|0|0]|]0O]|0 01 0000
d|o|jo|j0o|1]|]1]|1 000111
e|d|0O|1|0|0|1 001001

Sekil 3.5 Bir GG grafi ve iligki (incidence) matrisi

Tanmim 3.5.8. n tane diiglime sahip olan sonlu bir G matrisinde diigiimler arasindaki iligkiyi
gosteren matrise bitisiklik (adjacency) matrisi denir. Bu matrisin satirlar1 ve siitunlar
diiglimlerden olusacagindan nxn tipinde bir kare matris olusacaktir. Birbirlerine bir ayrit ile
bagli olan diiglimlerin matriste kesistikleri hiicre degeri bagli olduklar1 ayrit sayis1 kadardir.
Herhangi bir ayrit ile bagli olmayan diiglimlerin kesistikleri hiicre degerleri ise 0 olacaktir.
Sekil 3.5’te kullanilan G grafi ile elde edilen komsuluk (adjacency) matrisi Sekil 3.6’da
gosterilmistir. Komsuluk matrisi simetrik bir matristir. Yani matris transpozu ile aynidir.
Diigiimlerin derecesini bulmak i¢in ilgili satir veya siitunlardaki 1 degerleri toplanir (Bondy
J.A., Morty U.S.R. 1985).

alb|lc|d|e B B
alol1ljof(1|0 o0 1 0 1 0
b|l1|(o|1|1]1 1 01 11
c|{o|1|0|0]|0O 01 0 0 O
d|1(1|0|0]|1 1 1 00 1
e|0f(1|0|1]|0 _U' 1 01 U'_

G grafi

Sekil 3.6 Bir G grafi ve komsuluk (adjacency) matrisi

Tanmim 3.5.9. Bir grafta o grafi olusturan diigiimler, kendi kiimesindeki diiglimleri

birlestiren herhangi bir aynt icermeyecek ve sadece diger kiimenin diigiimleri ile



14

birlestirilerek elde edilmis ayritlara sahip olacak sekilde iki farkli kiimenin elemanlari
olarak yazilabiliyorsa grafa iki parcal (bipartite) graf denir. Sekil 3.7°de iki pargali
(bipartite) graf 6rnegi goriilmektedir. Diiglimler iki farkli kiimeye ayrilmis ve bu ayrimdan

sonra ayni kiime i¢inde yer alan diigiimler arasinda herhangi bir ayrit bulunmamaktadir.

Sekil 3.7 iki pargali olarak ayrilabilen graf 6rnegi

Tamm 3.5.10. Iki pargali bir grafta diigiimleri siyah nokta, ayritlar1 da beyaz noktalarla
diiglim olarak kabul ettigimizde grafimizda diigiimleri birlesimini gosteren ayritlar
kalmayacaktir. Siyah noktalarla gosterilen diiglimler, beyaz noktalarla gosterilen ayritlarla
baglanacaklardir. Bu baglantilara Levi Kenarlar1 denir. Elde edilen grafa da Levi Graf
denir (Griinbaum, 2009). Levi Graf ismini ilk olarak onlar hakkinda 1942’de yazan
Friedrich Wilhelm Daniel Levi’den almistir. Sekil 3.8’de bir graf (Fano Diizlemi) ve bu

grafin bir Levi Graf 6rnegi gosterilmistir.



Sekil 3.8 Fano diizlemi ve Levi grafi

15
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4. NOKTA VE DOGRULARIN KONFiGURASYONU

Bu boliimde nokta ve dogrularin konfigiirasyonu ile ilgili temel tanimlar ve teoremler

verilmistir.

Nokta ve dogrularin konfiglirasyonu kavrami konusu ele alindiginda temel olarak
konfigiirasyondaki toplam nokta ve toplam dogru sayisi, dogru iizerindeki nokta sayisi, bir
noktada kesigen dogru sayist ve nokta ve dogrularin birbirleri ile ilgili durumlart gibi

kavramlar ele alinmaktadir.

Bu kavramlarin bir konfiglirasyonun 6geleri olabilmesi i¢in her bir noktadan gegen

dogru sayis1 ve her dogru tlizerindeki nokta sayisinin esit olmasi gerekir.

4.1. Temel Konfigiirasyonlar

Tanmim 4.1.1. Toplam nokta sayis1 p, toplam dogru sayis1 n, bir noktadan gecen dogru sayisi
g, bir dogru iizerindeki nokta sayis1 k parametreleri ile verilen bir konfigiirasyon nokta ve
dogrularin bir ailesidir ve (p,, ny) biciminde gosterilir. Bir konfigiirasyonun toplam nokta

sayisina ve toplam dogru sayisina konfigiirasyonun 6geleri denir.

(pg, ni;) biciminde ifade edilen bir konfigiirasyonda;
p.q =n.k

esitligi saglanmalidir.

(pg, ni;) konfigiirasyonunda p tane sayidaki noktanin her biri n tane sayidaki dogru
ailesinin ¢ tanesi ile, n tane sayidaki dogru ailesinin her biri p tane sayidaki nokta ailesinin &
tanesi ile bir durum olusturur. Yani p tane noktanin her birinden ¢ tane dogru geger ve n tane

noktanin her birinde k tane nokta vardir (Griinbaum, 2009).

Bir konfigiirasyonda nokta ve dogrular arasindaki iliski karsiliklidir. Bir nokta veya
bir dogru sadece bir durum belirtir. Iki nokta sadece bir dogru iizerinde olabilir veya iki dogru

sadece bir noktada kesisebilir.
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4.2. Simetrik Konfigiirasyonlar

(pg, i) konfigiirasyonunda p ve n degerleri birbirine esit ise bu gosterim [g, k]
bi¢iminde ifade edebilir. Eger konfigiirasyondaki toplam nokta sayisi ile toplam dogru
sayis1 esit (p = n) ise

p.q =n.k

esitliginden ¢ = k olur. Yani bir noktadan ge¢en dogru sayisi ve bir dogru iizerindeki nokta
sayist da esit olur. Bu durumdaki konfigiirasyonlara simetrik konfigiirasyonlar denir. Bu

konfigiirasyon ise (n;) bigiminde gésterilir ve k— konfigiirasyonu olarak ifade edilir.

4.3. Baz1 Konfigiirasyonlar

4.3.1. (62, 43) Pasch Konfigiirasyonu

(pg, nx) konfigiirasyonuna 6rnek olarak (62, 43) konfigiirasyonunu 6rnek verebiliriz. p = 6,

q =2,n=4vek = 3 oldugundan,

6.2=4.3

esitligi de saglanmaktadir. Ozel olarak Pasch Konfigiirasyonu olarak da adlandirilan
(62,43) konfigiirasyonu Sekil 4.1°de goriilmektedir. Konfigiirasyonda noktalar kiimesi
{A, B,C, D, E, F'} ve dogrular kiimesi {l1, l5, 3,4} tiir. Her noktadan gegen 2 adet dogru,

her dogru tizerinde 3 adet nokta bulunmaktadir.

Sekil 4.1 (62, 43) Pasch Konfigiirasyonu
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4.3.2. (94, 123) Hesse Konfigiirasyonu

9 nokta ve 12 dogruya sahip bir konfigiirasyondur. Konfigiirasyonun her noktasindan 4
dogru gecer ve her dogrusu iizerinde 3 nokta bulunmaktadir. p =9, g =4,n=12ve k=3
oldugundan, konfigiirasyon (9, 123) konfigiirasyonudur. (94, 123) konfigiirasyonu, Hesse

Konfigiirasyonu olarak da bilinmektedir. Hesse Konfigiirasyonu Sekil 4.2’de gosterilmistir.

Sekil 4.2 (94, 123) Hesse Konfigiirasyonu

4.3.3. (21,) Griinbaum-Rigby Konfigiirasyonu

21 nokta ve 21 dogruya sahip bir konfigiirasyondur. Her dogrusu iizerinde 4 nokta bulunur
ve her noktasinda 4 dogru gectiginden bir simetrik 4-konfigiirasyon 6rnegi olan (21,)
konfigiirasyonu (Griinbaum-Rigby Konfigiirasyonu) Sekil 4.3’te gosterilmistir (Griinbaum,
2009).
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Sekil 4.3 Griinbaum-Rigby (21,) Konfigiirasyonu

4.4. Konfigiirasyonlarin Gosterimi

Bu tezde aksi 6zellikle belirtilmedikge, konfigiirasyonlari ger¢ek Oklid diizleminde
ya da ger¢ek projektif diizlemde diisiinece§iz ve bu tiir konfigiirasyonlar1 geometrik
konfigiirasyon olarak adlandiracagiz. Geometrik konfigilirasyonlari sunmanin en dogal
yolu, ”noktalarin” diiz noktalarla ve ”dogrularmn” diiz dogrularla temsil edildigi
diyagramlardir. Sekil 4.1, Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 birer diyagram 6rnekleridir.

Konfigiirasyonlar: sunmanin yaygin yollarindan biri de konfigiirasyon tablolaridir.
Konfigiirasyon tablolarinda noktalar veya dogrular ilk satirda etiketlenebilir. Sekil 4.4’te
verilen (163, 124) konfigiirasyonun konfigiirasyon tablosu Cizelge 4.1’te gosterilmistir. Alti
cizili olan ilk satirda konfigiirasyondaki dogrular etiketlenmis ve her siitunda da ilk
satirdaki dogru tiizerindeki noktalar isaretlenmistir. Konfiglirasyon tablosundaki etiket
satirinda dogrular yerine noktalarin (veya noktalar yerine dogrularin) isaretleri etiketlenerek

yeni bir konfigiirasyon elde edildiginde konfigilirasyonlara birbirinin dualidir denir.
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Cizelge 4.1 Sekil 4.4°te verilen (163, 124) konfigiirasyonunun konfigiirasyon tablosu

a b ¢ d e f g h 1+ 5 k 1
A A A H B B B I C C J D
H N G NH N I P O J O K
/I O L P G M J M M K P L
Cc D F K F F D L F FE G F

Cizelge 4.2°de Cizelge 4.1°in duali ve Sekil 4.5’te ise Sekil 4.4’lin duali gosterilmistir.
Sekil 4.5’teki oklar sonsuzluktaki noktalari, sonsuz sembolii de sonsuzda dogru

yapilandirmasinin bir pargasidir.

Sekil 4.4 (163, 12,) Konfigiirasyonu

Konfigilirasyonlar1 sunma metodlarindan biri de Levi Graflar ve Levi incidence
matrisidir. (103) konfigiirasyonunun bir konfigiirasyon tablosu Cizelge 4.3’te ve bu
konfigiirasyon tablosu baz alarak olusturulan Levi Incedence Tablosu Cizelge 4.4’te
gosterilmistir. Ayn1 konfigiirasyon ve konfigiirasyonun Levi Grafi sirasiyla Sekil 4.6 ve

Sekil 4.7°de gosterilmistir.
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Sekil 4.5 Sekil 4.4’iin Dual Konfigiirasyonu

Cizelge 4.2 Sekil 4.4’te ve Cizelge 4.1’de verilen (163,12,) konfigiirasyonunun dual

konfigiirasyon tablosu

A B C D F F G H I J K L M N O P
a e a b ¢ e ¢ a a g d ¢ f b b d
b f 1 g i e d g 37 5 h h d i h
c g g3 L g5 U k e h Kk U 1 4+ f k k

Nokta ve dogrularin konfigiirasyonlar1 gegmiste kombinatoryal geometride onemli
bir rol oynamistir . Bununla birlikte, bir¢ok sorun hala agiktir ve ¢esitli geometrik yontemleri

test etmek i¢in kullanilabilir.

Bir (ny) konfigiirasyonunda iki dogru yalnizca bir noktada kesisebilir ve iki nokta
en fazla bir ortak dogru tlizerinde yer alabilir. Her zaman konfigiirasyonlarin bagli oldugunu,

yani konfiglirasyonun bir hipergraf olarak bagli oldugunu varsayiyoruz.
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Cizelge 4.3 (103) konfigiirasyon tablosu

a b c d e f g h 1 j
2 3 4 5 1 3 1 2 1 2
9 8 6 7 6 5 4 5 3 4
70 9 0 8 6 78 90

Cizelge 4.4 (103) Levi Incedence tablosu

alblc|d|lel flg|h]|i]|y
1 X X X
21 X X X
3 X X X
4 X X X
5 X X X
6 X XX
71X X X
8 X X X
91 X X X
0 X X X

Konfigilirasyonlar, genellikte listelenen iig tiir yapilandirma ile birbirinden ayirt edilir.

Geometrik: Noktalar ve dogrular, gercek projektif diizlemdeki siradan noktalar ve

dogrulardir.

Topolojik: Noktalar, gercek projektif diizlemdeki siradan noktalardir, ancak dogrular
sozde dizidir.

Kombinatoryal: Sadece soyut bir kiime sistemi.

Pseudoline kavrami ilk olarak Friedrich Willhelm Daniel Levi (1888-1966)
tarafindan kullanildi. Ozellikle her bir pseudoline’nin diiz bir dogruya izotopik oldugunu ve
her iki pseudoline’nin enine kesistigi bilinir. Her bir dogru bir pseudoline oldugundan, her
bir geometrik konfigiirasyon topolojik bir konfiglirasyondur ve her bir topolojik

konfigiirasyon da bir kombinatoryal konfiglirasyondur. Fakat tersi ifadeler dogru degildir.
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Sekil 4.6 Cizelge 4.3 te verilen (103) Konfigiirasyonu

Ornegin, Fano konfigiirasyonu (73) kombinatoryaldir ancak topolojik degildir. (103)

konfigiirasyonu geometrik olmayan bir topolojik konfigiirasyon 6rnegidir.

Verilen k degerine kargin hangi n degerleri i¢in (n;) kombinatoryal, topolojik veya
geometrik konfigiirasyonlarinin var oldugunu sormak dogal bir sorudur. Bir (n)
konfigiirasyonu  genel konumda herhangi bir n nokta (n>2) tarafindan
olusturulabileceginden, soru k& = 2 i¢in dnemsizdir. & = 3 durumunda da tam bir cevap
bilinmektedir. Tiim n>7 i¢in kombinatoryal konfigiirasyonlar mevcuttur. n = 7 ve n = 8
icin kombinatoryal konfiglirasyonlar topolojik konfigiirasyonlara doniistiiriilemez ve n> 9

icin geometrik konfigilirasyonlar her zaman mevcuttur.

n = 17 durumu, topolojik konfigiirasyon olarak gerceklestirmeye izin veren tek bir

kombinatoryal konfigiirasyon olmasi agisindan 6zeldir (Bokowski ve Griinbaum, 2009).
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Sekil 4.7 Cizelge 4.4’te verilen (103) Konfigiirasyonunun Levi Grafi

4.5. Baz1 Klasik Konfigiirasyon Teoremleri

4.5.1. Pascal Teoremi

Blaise Pascal tarafindan 1639’da hentiz 16 yasinda iken formiile edilmis bir teoremdir.
Bir konik iizerinde secilen alt1 nokta ile edilen bir altigende, kars taraf ¢iftlerinin kesistigi ii¢
nokta dogrudastir (Pisanski ve Servatius, 2013).

Konik iizerinde alman 6 nokta ile olusturulan altigenin diizglin altigen hatta
digbiikey olmasi bile gerekmez. Varlig1 yukaridaki teoremle One siiriilen dogruya altigenin
Pascal dogrusu denir.

Farkl1 konik tiirleri iizerinde (elips, ¢ember, parabol, hiperbol) elde edilebilen Pascal
dogrularini inceleyelim.
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i) Elips iizerinde insa edilen Pascal dogrusu: Elips lizerinde alinan A,B,C,D,E,F
noktalar1 ile insa edilen ABCDEF altigeni ve AENBD =K, AFNCD =L ve BFNCE =M
kesigim noktalari ile olusan KLLM Pascal dogrusu Sekil 4.8’de gosterilmistir.

Sekil 4.8 Elips iizerinde Pascal Dogrusu

ii) Cember iizerinde insa edilen Pascal dogrusu: Cember iizerinde secilen A, B, C,
D, E ve F noktalari ile inga edilen altigen ve ABNED =M, AFNCD =N ve BFNCE =M olacak
sekilde elde edilen MNP Pascal dogrusu Sekil 4.9°da gosterilmistir.

Sekil 4.9 Cember lizerinde Pascal Dogrusu
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iii) Parabol iizerinde insa edilen Pascal dogrusu: Parabol iizerinde segilen A, B, C,
D, E ve F noktalar ile insa edilen altigen ve AENFB =K, ADNCF =L ve BDNCE =M olacak
sekilde elde edilen MNP Pascal dogrusu Sekil 4.10°da gosterilmistir.

Sekil 4.10 Parabol iizerinde Pascal Dogrusu

iiii) Hiperbol iizerinde insa edilen Pascal dogrusu: Hiperbol {izerinde secilen A,
B, C, D, E ve F noktalart ile insa edilen altigen ve AENFB =K, ADNCF =L ve BDNCE =M
olacak sekilde elde edilen MNP Pascal dogrusu Sekil 4.11°de gosterilmistir.

Pascal Teoreminin ispatlarindan bir tanesi icin Menelaus Teoremi’nden
p ¢

faydalanilmaktadir.

Yardimci Teorem (Menelaus Teoremi): ABC {icgeninde sirasiyla BC, AC ve AB dogrulari
tizerinde bulunan ve tiggenin koselerinden farkli D, E ve F noktalarinin ayn1 dogru iizerinde

olabilmesi ancak ve ancak:
|AF| |BD| |CE| B

. . =1
|FB| |DC| |EA]

denkleminin saglanmasi ile miimkiindiir. Menelaus Teoreminde EDF dogrusu ABC

iicgeninin i¢inden geger veya DEF dogrusu ABC {i¢geninin tamamen disindadir (Sekil 4.12).



27

D
\

Sekil 4.11 Hiperbol iizerinde Pascal Dogrusu

Sekil 4.12 Menelaus Teoremi

Pascal teoreminin Menelaus teoremi ile ispati : Pascal teoreminin ispati i¢in ¢ember

iizerinde olusan Pascal dogrusunun dogrudashigini ispatlayalim (Sekil 4.9).

Cember iizerinde aldigimiz A, B, C, D, E ve F noktalart ile ABCDEF altigenini
alalim. Sirastyla AFNBC =K, BCNDE =J ve AFNDE =I noktalart ile elde edilen KIJ ii¢ggeni
elde edilsin. Altigen iizerindeki noktalar ile ABNDE =M, AFNCD =N ve BCNFE =P ile
elde edilen M,N ve P noktalar1 Pascal Teoremine gore dogrudastir ve bu dogruya Pascal
dogrusu diyorduk. Aslinda M noktamiz {iggenin bir kenarini iizerinde bulunduran 1J

dogrusu {lizerinde ve N noktasi da iiggenin baska bir kenarimi iizerinde IK dogrusu
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izerindedir. M ve N noktalar1 ile olusan MN dogrusu ile iiggenin tiglincii kenarini {izerinde
bulunduran KJ dogrusunun kesisim noktast olan P noktasi Menelaus Teoremini saglayan

nokta ise M, N ve P noktalar1 dogrudas olacaktir.

Menelaus Teoremine gore; FE yi IKJ {iggeninin JI ve IK kenarlarinin bir keseni kabul
edersek BCNFE =P oldugunu biliyoruz. Yani KJNFE =P olacagindan EFP dogrudastir. Bu
da Menelaus teoreminin saglandigini géstermektedir.

[JE| IF| |PK| _
[EII'|FK] |PJ]
esitligi elde edilir. EFP dogrusu i¢in uygulanan islemler DCN i¢in de uygulanarak Menelaus

Teoreminin saglandig1 goriiliir. Benzer sekilde;

[JD| [IN] |KC| _

. . =1
|DI| |KN| |CJ|

esitligi elde edilir.

Son olarak keseni ABM dogrusu olarak alindiginda benzer yolla Menelaus teoreminin
saglandig1 goriiliir. O halde elde edilen son esitlik;

\ITA| |KB| |JM|

. : =1
|AK| |BJ| |MI|

olur. Elde edilen ii¢ esitlik taraf tarafa carpilarak;

JE| |IF| |PK| |JD| |IN| |KC| |IA| |KB| [JM|
[EII'|FK|"|PJ|"|DI|'|KN|"|CJ|"|AK] |BJ] " [MI]
esitligi elde edilir.

1

Cemberde kuvvet 6zelliginden
|JE[JD] = [JB[]JC],

|[KC|'|KB| = |KF||KA|

ve
|\TA|-|IF|=|ID|-|IE|

esitliklerini yukaridaki esitlikte kullanarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
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[JM| [IN] |PK| _

. . =1
|MI| |KN| |PJ]|

esitligi elde edilir.

Elde edilen bu esitlik IJK iicgenine goére de Menelaus Teoreminin saglandigini
gosterir. Yani M, N ve P noktalar1 dogrudastir. Bdylece Pascal Teoremini ispati

tamamlanmis olur.

4.5.2. Pappus Teoremi

A, B ve C noktalar1 ile D, E ve F noktalar1 farkli iki dogru iizerinde dogrudas noktalar
olsun. G =AENBF, H =ADNFC ve I =BDNEC bi¢iminde elde edilen G,H ve I noktalar1 da
dogrudas olur (Sekil 4.13).

Pappus Teoremi aslinda Pascal Teoreminin bir 6zel uygulamasidir. Pascal teoreminde
aldigimiz konik birbirinden farkl iki dogruya sinirlandiriliginda Pappus Teoremi elde edilir.
Pappus Teoremi her ne kadar Pascal Teoreminin bir 6zel uygulamasi olsa da teoremin sahibi
Iskenderiyeli Pappus, Blaise Pascal’dan donem olarak ¢ok daha dnce yasamustir. Antik Yunan

Matematigi déneminin son matematikg¢ilerinden birisidir (MS 290-350).

Sekil 4.13 Pappus Teoremi
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Ispat : Ispat i¢in yine Menelaus Teoremi’nden faydalanalim. A, B ve C noktalari ile
F,E ve D noktalar1 dogrudas noktalar olsun.

L=AFENCF
K = BDNFC
J=BDNAFE

olmak iizere LK J liggenini alalim (Sekil 4.14).

FD,EC, AD,FB ve AC dogrular1 K L.J iiggeninin birer kesenidir. Bu kesenler i¢in

Menelaus teoremi sirayla uygulanirsa;

\KF| |LE| |JD|
[LF|"|IE|'|KD|

el K1) B _
[KC| |JIIT|EL]

JA| |LH| |KD| _
[LAI'|KH||TD]

[LE| |KB| |JG] _
[KF|"|JB]ILG|

L,

veE
\KC| |JB| |LA|
[LC'|KBI'|JA|

esitlikleri elde edilir. Esitlikler taraf tarafa carpilirsa,

1

|KF| |LE| |JD| |LC| |KI| |JE| |JA| |LH| |KD| |LF| |KB| |JG| |KC| |JB| |LA| _
[LEV B KD KC I |EL] LA [KH][JD]'|KF| " |JB]"|LG|" [LC| |KBI'[JA]

esitligi elde edilir ve bu esitlikte gerekli sadelestirmeler yapildiginda,

/G| |[LH] |[KT|

. . =1
|LG| |LK| |JI|

elde edilir. Boylece Menenalaus teoremine gore; G, H ve I noktalar1 dogrudas olur.

Tamim 4.5.1: Al, B1, C1, A2, B2 ve C2 bir geometrik yapinin herhangi alt1 noktas1 olsun.
Eger A1,B1 ve CI1 dogrudas degilse A1, B1,C'1 kiimesine bir {iggen denir. AIB1C1 ve
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Sekil 4.14 Pappus Teoremi Ispati

A2B2C2 iki iiggen olsun. Bu tiggenlerin karsilikli koselerini birlestiren dogrularin arakesit
noktasi
M = A1A2NB1B2 = B1B2NC1C2 = A1A2NC'1C?2

olacak sekilde bir M noktasi varsa bu iicgenler M noktasindan perspektiftir denir. M
noktasina da perspektiflik merkezi denir. Ayrica bu li¢genlerin karsilikli kenarlarmin
arakesit noktalari,

G = A1B1NA2B2,

E = A1C1NA2C2

ve
F = B1C1NB2C2

olsun. GG, £/ ve I’ dogrudassa bunlarin lizerinde bulundugu dogruya perspektiflik ekseni denir.
Buikiiiggene de GF (E'F veya G F) ekseninden perspektifiicgenler denir. Sekil 4.15 ve Sekil

4.16’da M noktasina ve G'F' eksenine gore perstektif olan iicgenler goriilmektedir.

4.5.3. Dezargues Teoremi

Iki {icgenin karsilikli koselerini birlestiren dogrular noktadassa, bu iiggenlerin
karsilikli kenarlarinin arakesit noktalar1 dogrudastir (Sekil 3.15 ve Sekil 3.16). Baska bir
ifade ile teorem ”Bir noktadan perspektif olan iki iiggen bir dogrudan da perspektif olur.”

bi¢iminde ifade edilir.
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Sekil 4.15 Bir noktadan ve bir eksenden perspektif tiggenler

Fransiz matematik¢i Girard Desargues tarafindan 1639 yilinda gelistirilen
Desargues Teoremi Projektif diizlem taniminda P4 aksiyomu olarak da kabul edilmektedir.
P4 aksiyomunu gercekleyen bir projektif diizleme Dezargsel Diizlem, gerceklemeyen

projektif diizleme ise Dezargsel Olmayan Projektif Diizlem denir.

Benzer sekilde Pappus Teoremi de PS5 aksiyomu olarak kabul edilmekte ve PS5
aksiyomu saglayan projektif diizleme Pappussel Projektif Diizlem denir. Her Pappussel
Projektif Diizlem ayn1 zamanda Dezargsel Projektif Diizlemdir. Tersi dogru degildir (Kaya,
2005).

Ispat : BIC'1F dogrusu, M B2C?2 iiggeni igin; A1C'1E, M A2C2 iiggeni igin ve AD,

K LJ iiggeni i¢in birer kesendir. Sirasityla Menelaus teoremi uygulanirsa,

|FB2| |MB1| |C1C2|
|\FC2|"|B1B2| |MC1]

|EC2| |A1A2| |MC1|
|EA2|"|MA1|"|C1C2|




Sekil 4.16 Desargues Teoremi

ve
IGA2| |MA1| |B1B2|

|GB2|'|A1A2] |[MB1|
esitlikleri elde edilir. Esitlikler taraf tarafa ¢arpilirsa;

IFB2| |MB1| |C1C2| |[EC2| |A1A2] |MC1| |GA2| |MA1| |B1B2|
|FC2| |B1B2| |MC1| |EA2| [MAL| |C102| |GB2| |A1A2| [MB1|

esitligi elde edilir. Sadelestirmeler sonucunda;

|[FB2| |[EC2| |GA2|
|FC2| |[EA2]'|GB2|

oldugundan F, F' ve GG dogrudas olur.

33
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5. 3-KONFIiGURASYONLAR

Bu boliimde 3-konfigiirasyonlar tanitilmistir. (n3) konfigiirasyonlar1 n degerleri igin
konfigiirasyonun var oldugu incelenmektedir. Klasik 3-konfigiirasyonlar, n degerine gore
olusturulabilecek kombinatoryal konfigilirasyon sayililar1 ve klasik olarak adlandirilmayan

3-konfigiirasyon 6rnekleri diyagramlari ile verilmistir.

Calisilan diizlem veya uzaydaki toplam nokta sayis1 ve toplam dogru sayisinin
birbirine esit oldugu, her dogru iizerinde 3 noktanin bulundugu ve her noktasindan 3 dogru
gectigi konfiglirasyonlar 3- konfigilirasyonlardir. Toplam nokta veya dogru sayisi ise
konfigiirasyonun ismini belirlemektedir. Ornegin 12 nokta ve 12 dogrusu bulunan bir
3-konfigiirasyon (123) biciminde gosterilir.

En az sayidaki nokta ve dogruya sahip olan 3-konfigiirasyon icin nokta ve dogru
sayisi ka¢ olmahdir?

Toplam nokta sayis1 n kabul edelirse, n<6 degeri i¢cin 3-konfigiirasyon olusturmak
imkansizdir. Ornegin noktalar kiimesi {4, B, C, D, E, F'} oldugu 6 noktal1 bir diizlemde A,
B ve C' dogrudas olsun. bir dogru iizerinde 3 nokta olacagindan A, B ve C' noktalarmin
olusturdugu dogru iizerinde baska nokta bulunmaz. Her noktadan 3 nokta gegeceginden A
noktasindan farkli 2 dogru daha ge¢cmelidir. A noktasindan gecen 2. dogru i¢in D, E ve F'
noktalarindan 2 tanesi goz dniine alindiginda, {izerinde 3 nokta bulunmasi gereken 3. dogruyu
insa edecek iki nokta kalmayacaktir. Bu durumda noktalar kiimesinde dogru tanimlanmamais
sadece bir nokta kaldigindan 3. dogru insa edilemez (Cizelge 5.1). 6 noktal1 bir yapi ile bir
noktadan gecen 3. dogru insa edilemediginden ve benzer sekilde 6 noktadan daha az sayida

nokta igeren bir yapida da 3-konfigiirasyon insa edilemez.

7 veya daha fazla noktaya sahip kombinatoryal konfigiirasyonlarda Cizelge 5.2°de

verilen yap1 kullanilarak konfigiirasyon insa edilebilir.

Cizelge 5.1 n<6 konfigiirasyon olusturma ¢izelgesi

dy dy ds
A A A
B D F
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Cizelge 5.2 n>7 kombinatoryal konfigiirasyon olusturma ¢izelgesi

d, dy d3 dy .. d,—3 d,—2 d,—1 d,
1 2 3 4 .. n—3 n—2 n—1 n
2 3 4 5 ... n—2 n-—1 n 1
4 5 6 7T .. n 1 2 3

5.1. Klasik 3-Konfigiirasyonlar

Bu bolimde nokta ve dogru sayilarmin  konfiglirasyona ismini  verdigi
3-konfigiirasyonlardan daha once iizerinde ¢alisan ve bulgular1 olan, ayrica konfigilirasyona
ait 6zel isimleri ile de anilan klasik 3-konfigilirasyonlar ve bunlarin insalari, diyagramlari,
iizerinde bulunma tablolari, iliski matrisleri, sahip olduklar1 6zellikler, Levi ve varsa

genellestirilmis Petersen graflar1 verilmistir.

5.1.1. (73) Fano Konfigiirasyonu

3-konfigiirasyonlar arasinda miimkiin olan en az sayidaki nokta ve dogru sayisina sahip
konfigiirasyondur. 7 nokta ve 7 dogruya sahip her noktasindan 3 dogru gecen ve her
dogrusu tizerinde 3 nokta bulunan konfigiirasyondur. Miimkiin olan en az sayida noktaya

sahip projektif diizlemdir.

Bu konfigiirasyon sonlu geometrinin kurucusu olarak da bilinen italyan matematikgi
Gino Fano’dan (1871-1952) ismini alir ve Fano Konfigiirasyonu veya Fano Diizlemi olarak

adlandirilir.

Konfigiirasyondaki dogrulardan bir tanesi diiz temsil edilemediginden Oklid

diizleminde gosterilemez (Sekil 5.1).

Sekil 5.1 de verilen konfigiirasyonun konfiglirasyon tablosu Cizelge 5.3’te, lizerinde
bulunma tablosu Cizelge 5.4’te, iliski matrisi Cizelge 5.5°te, Levi grafi ise Sekil 5.2 de
verilmistir. Levi grafta i¢i bos olan kdseler dogrulari, i¢i dolu olan koseler ise noktalari
temsil etmektedir. Diizgiin bir 14-genin koseleri sirasiyla bir nokta ve bir dogru olacak
sekilde grafin kdseleri olarak temsil edildiginde 14-genin tiim kdseleri komsu koselerle ve
tiim dogrular1 temsil eden koseler saat yoniinde 5 ilerideki koseler ile birlestirildiginde Fano

Konfigiirasyonunun Levi grafi elde edilir.
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Sekil 5.1 (73) Fano Konfigiirasyonu

Cizelge 5.3 (73) Fano konfigilirasyonu

di dy d3 dy ds dg dr
1 1 1 2 2 3 3
2 4 6 4 5 4 5
35 7 7 6 6 7

5.1.1.1 GF(q) cismi iizerinde Fano Diizleminin insaasi

(1,0,0), (0,1,0) ve (0,0,1) noktalarini1 ve bunlar1 ikiserli olarak birlestiren [0,0,1], [1,0,0] ve
[0,1,0] dogrular1 gbz oniine alalim (Sekil 5.3).

[0,1,0] dogrusu tizerindeki herhangi bir nokta (x,0,1) seklinde koordinatlara sahiptir.
Benzer bicimde [1,0,0] dogrusu iizerindeki herhangi bir nokta (0,y,1) seklinde koordinatlara
sahiptir. Kose noktalarindan farkli olmasi i¢in x#0 ve y#0 olmalidir. (0,1,0) ve (x,0,1)
noktalar1 birlestiren dogru [—2~1,0,1] ve (1,0,0) ile (0,y,1) noktalarmni birlestiren dogru
denklemi [0,—y~1,1] dir (Sekil 5.4).
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Cizelge 5.4 (73) Fano konfigiirasyonu tizerinde bulunma tablosu

dy | dy | ds | dy| d5 | ds|dr
1| X | X|X
2| X X | X
31X X | X
4 X X X
5 X X X
6 X X | X
7 X | X X

Cizelge 5.5 (73) Fano konfigiirasyonu iligki matrisi

o O O O = = =
O O = = O O =
_— = O O O O =
S R O O = O

_ o = O O = O
S = = O = O O
_ o O = = O O

[—271,0,1] ve [0,—y~!,1] dogrularinin arakesit noktas1 (x,y,1) ile (0,0,1) noktasini
birlestiren dogrunun denklemi [-y,x,0] olur (Sekil 5.5).

[-y,x,0] dogrusu ile [0,0,1] dogrusunun arakesit noktasi (x,y,0) olarak elde edilir.
(73) konfigiirasyona ulagmak i¢in (x,0,1), (0,y,1) ve (x,y,0) noktalariin dogrudas olmalar1
gerekir. Bu noktalar [—2~!,—y~!,1] dogrusu iizerindedir (Sekil 5.6). Buradan iizerinde

bulunma bagintisindan 2=0 elde edilir. Bu da ancak GF(2) cismi iizerinde miimkiindiir.

5.1.2. (83) Mobius-Kantor Konfigiirasyonu

(83) konfigiirasyonunda toplam 8 nokta ve 8 dogru vardir. Her noktasindan 3 dogru geger
ve her dogrusu iizerinde 3 nokta vardir. Bir kombinatoryal konfigiirasyonudur. Admi
Alman matematik¢i August Ferdinand Mdbius (1790-1868) ve Avusturya-Macaristan
Imparatorlugunda dogan Yahudi asilli matematik¢i Seligmann Kantor’dan (1857-1903) alan
(83) konfigiirasyonu Mobius — Kantor konfigiirasyonu olarak adlandirihir (Wells, 2008;

Becvarova, 2019).
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5 ds

Sekil 5.2 (73) Fano Konfigiirasyonu Levi Grafi

(1,0,0) [0,0,1] (0,1,0)

Sekil 5.3 (73) Fano Konfigiirasyonu ingasi-1

Fano konfigiirasyonu gibi, Mobius-Kantor Konfigiirasyonunun Oklid diizleminde
temsili yoktur. Sekil 5.6’da verilen bir Mobius-Kantor konfigiirasyonu 6rneginde ve dg

dogrusu diiz bir dogru yerine ¢gember ile temsil edilmistir.



39

(1,0,0) [0,0,1] (0,1,0)

Sekil 5.4 (73) Fano Konfigiirasyonu ingasi-2

(0,0,1)

(1,0,0) [0,0,1] (0,1,0)

Sekil 5.5 (73) Fano Konfigiirasyonu insasi-3

Sekil 5.6’da verilen (83) konfigiirasyonunun konfigiirasyon tablosu Cizelge 5.6’da,
iizerinde bulunma tablosu Cizelge 5.7°de verilmistir. Aynm1 konfigiirasyonun farkli bir

gosterimi ise Sekil 5.7°deki gibidir.

Sekli ve tablolar1 verilen bu konfigiirasyon Sekil 5.8 deki gibi veya i¢ ice ¢izilmis iki
tane kiip ile de gosterilebilmektedir. Noktalar kiimesi {1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8}, dogrular kiimesi
{di,ds,ds,dy, ds,ds, d7,ds} olmak iizere i¢i bos kdseler dogrulari, igi dolu koseler ise
noktalar1 temsil etsin. On yiizii d;, 2, d, ve 3’ten arka yiizii 1, d7, 8 ve ds den olusan biiyiik
kiip ile bu kiibiin i¢ine ¢izilen 6n yiizii 4, d4, 5 ve d3 ten arka yiizii dg, 7, d5 ve 6 dan olusan
kiiciik kiibiin birlikte kullanilip aymi taraftaki koselerinin birlestirilmesi ile (83)
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Sekil 5.6 (83) Mobius-Kantor Konfigiirasyonu

Cizelge 5.6 (83) Mobius-Kantor konfigiirasyonu

dy dy ds dy ds dg dy dg
1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8 1
4 5 6 7 8 1 2 3

konfigiirasyonu elde edilmektedir (Sekil 5.8). Bu gosterimde 1 noktasi ve 5 noktasi
herhangi ortak bir dogru iizerinde yer almadiklarindan 1 noktas1 biiyiik kiiplin sol arka
kosesi iken 5 noktasi, 1 noktast ile herhangi bir ortak noktasi olmayan kiigiik kiipiin sag 6n
kosesi olur. Benzer sekilde biiyiik kiiplin sol 06n kosesindeki 2 noktasi ile
konfiglirasyonumuzda 6 noktasinin bir ortak bir dogrusu olmadigindan 6 noktas1 i¢in kii¢iik

kiipilin sag list kosesi isaretlenir. Benzer sekilde diger noktalarin konumlar1 da segilir.

Sekil ve tablolarda verilen bu konfigilirasyonun Levi Grafi ise Sekil 5.9 daki gibidir.
Levi graf olusturulurken bir diizgiin 16-genin koseleri sirasiyla i¢i bir dolu bir bos olacak
sekilde isaretlenir. I¢i bos olan koseler dogrulari, ici dolu olan kdseler noktalar1 temsil
etmek lizere 16-gen ilizerindeki tim koseler komsu koselerle birlestirildiginde ¢okgenin
kenarlar1 ile elde bu birlestirmeler sonucunda grafimizdaki her kdse 2 baglantisin1 yapmis
olur. 3. baglantilar i¢in dogrular1 temsil eden kdseler saat yoniinde bes kose ilerideki

koselerle birlestirildiginde tiim koselerin 3. baglantilar1 da kurulmus olur.

(83) Mobius-Kantor konfigiirasyonun genellestirilmis Petersen grafinin ingaasi i¢in

bir sekizgen alinir ve koseleri sirasiyla bir nokta ve bir dogru olacak sekilde temsili olarak
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Cizelge 5.7 (83) Mobius-Kantor konfigiirasyonu tizerinde bulunma tablosu

dy | dy | ds|dy|ds | dg|dr|ds
11X X X
21X | X X
3 X | X X
41X X | X
) X X | X
6 X X | X
7 X XX
3 X X | X

Sekil 5.7 (83) Mobius-Kantor Konfigiirasyonunun farkl bir gosterimi

isaretlenir. Levi graf ¢izimindekine benzer sekilde noktalar i¢i dolu, dogrular i¢i bos koseler
olsun. Sekizgenin i¢ine sekiz koseli bir yildiz ¢izilip yildizin kdseleri de sekizgende oldugu
gibi sirasiyla nokta ve dogrular1 temsil edecek sekilde isaretlenir. Yildizin her kdsesi hem
saat yoniinde hem de saat yoniiniin tersi yonde 3 ilerisindeki kose ile birlestirilir. Y1ldizdaki
her kose yine yildizdaki iki kose ile birlesmis olur. Birlestirilen kdse nokta ise 3 ilerisindeki

noktalar sirayla isaretleme yapildigindan dogrular, dogru ise noktalar ile birlestirilmis olur.
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ds

d1

ds

5 dz

Sekil 5.8 (83) Mobius-Kantor konfigiirasyonunun Levi grafinin i¢i ige gegmis kiipler ile

gosterimi

Sekizgende ise birlestirme islemi aliman kdsenin yine sekizgen iizerindeki iki taraftaki
komsu koselerle birlestirilmesi ile yapilir. Hem sekizgende hem de yildizda her kose 2 kose
ile birlesmis oldugundan 3. birlestirme islemi sekizgen ve yildiz arasinda olur. Sekizgen
iizerinde aldigimiz kdse nokta ise yildiz iizerindeki en yakin dogru ile dogru ise yildiz

iizerindeki en yakin nokta ile birlestirilir (Sekil 5.10).

5.1.2.1 (8;3) Konfigiirasyonunun insasi

(83) konfigiirasyonunun insaasi i¢in {X, 1, z2, 3, Y, y1, Yo, y3} noktalar kiimesini alalim.
{1, 9,23} ve {y1,y2,ys} ve dogrudas noktalar olsun. Diger 6 dogruyu ise { X, y;, z; + 1}
ve {Y, z;, y;+1} (mod 3) e gore insa edelim. Boylelikle { X, y1, zo}, { X, yo, x3}, { X, y3, 21},
{Y, 21,92}, {Y, 2, y3} ve {Y, 3, 1 } noktalarinin olugturdugu 6 dogruyu insaa etmis oluruz



43

Sekil 5.9 (83) Mobius-Kantor Konfigiirasyonunun Levi Grafi

Sekil 5.10 (83) Mobius-Kantor Konfigiirasyonunun Genellestirilmis Petersen Grafi

(Sekil 5.11). Bu yapida {X, Y}, {z1,y1}, {x2,y2} ve {x3,ys3} nokta ikililerinin dogrudas
olmadiklar1 da goriilmektedir.

5.1.3. (93) Pappus Konfigiirasyonu

9 nokta ve 9 nokta barindiran her noktasindan 3 dogru gecen ve her dogrusu lizerinde 3

nokta bulunduran konfigiirasyona (93) konfigiirasyonu denir. Bu konfigiirasyon Pappus
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VE Y3

Y2 Y1 Y2 Y1

X1 X3 X2+ X1 X3 X2

Sekil 5.11 (83) Mobius-Kantor Konfigiirasyonunun insasi

Cizelge 5.8 (93) Pappus konfigiirasyonu

dy dy ds dy ds ds dy dg dy
11 1 2 2 3 3 4 7
2 4 5 4 6 5 6 5 8
3 8 9 7 9 7 8 6 9

teoreminden de (4.5.2 Pappus Teoremi) bilindigi iizere farkli iki dogru lizerinde ve
birbirinden farkli 3 er tane olmak iizere alinan 6 nokta ve teoremin uygulanmasiyla olusan 3
dogrusal noktanin ilavesi ile olusan yapida, toplam 9 nokta ve 9 dogru olmasi ve her
noktadan 3 dogru gecmesi ve her dogru iizerinde 3 nokta olmasi sebebiyle Pappus

Konfigiirasyonu olarak da bilinir.

Fano, Mobius-Kantor ve Pappus Kkonfigiirasyonlarini inceledigimizde su

sonuclara varabiliriz:
i) (73) Fano konfigiirasyonunda her nokta diger noktalarin tamamiyla dogrudastir.

ii) (83) Mobius-Kantor konfigiirasyonunda ise her nokta, noktalar kiimesindeki

noktalardan bir nokta ile ayn1 dogru {izerinde olmamaktadir.

iii) (93) Pappus konfigiirasyonun da ise her noktanin dogrudas olamadigi farkl iki

nokta vardir.
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Cizelge 5.9 (93) Pappus konfigiirasyonu tizerinde bulunma tablosu

dy | dy | ds|dy| ds|dg|dr|ds|dg
11X X | X
21 X X | X
31X XX
4 X X X
) X X X
6 X X | X
7 X X X
8 X X X
9 X X X

Cizelge 5.8 de bir (9;) konfigiirasyonunun konfigiirasyon tablosu, Cizelge 5.9 da ise
ayni konfigiirasyonun iizerinde bulunma tablosu goriilmektedir. Tabloda da goriildiigii tizere
noktalar kiimesi {1,2,3,4,5,6,7,8,9} ve dogrular kiimesi {d1, do, d3, dy, ds, dg, d7, ds, do }
olan konfigiirasyonda 1 noktas1 6 ve 7 noktalari ile 2 noktas1 5 ve 8 noktalar ile 3 noktasi 4

ve 9 noktalar1 ile ayn1 dogru iizerinde bulunmamaktadir.

Pappus teoremi ile olusturulabilen bir (93) konfigiirasyonu Sekil 5.12 deki gibidir.
Dogrularm tamami diiz olarak gosterilebildiginden konfigiirasyon Oklid diizleminde
gosterilebilmektedir. Her cisimden elde edilen projektif diizlem Pappussel oldugundan
Pappus konfigilirasyonunu igerir. Pappus konfigiirasyonu dejenere olmus bir altigen
iizerindeki 6 nokta i¢in diisiiniildiigiinde Pascal teoremininin 6zel bir halidir. O zaman
noktalar bir konik lizerinde alinan 6 nokta yerine iki farkli dogru iizerinde {iger tane olacak

sekilde diizenlenmektedir.

Sekil 5.12 de verilen Pappus konfigiirasyonunun Levi grafi ise Sekil 5.13 teki
gibidir. I¢i bos olarak isaretli koseler dogrulari, i¢i dolu olarak isaretlenen kdseler noktalar
gostermektedir. Konfiglirasyonun Levi grafinda 9 nokta ve 9 dogru oldugundan gosterimde
18 kdse kullanilmaktadir. 18 kdsenin her biri komsu kose ile birlesir. Sonrasinda dogrular
temsil 9 koseyi komsu olmak tizere 3 erli gruplara ayirabiliriz. Birinci grup {ds,d;,d,},
ikinci grup {dy, d7, ds}, Gigtincii grup {ds, ds, ds} olsun. Her grubun 1. ve 2. elemani saat
yoniindeki 7 ilerideki kose ile, 3. elemanini ise saat yOniiniin tersinde 5 gerideki kose ile
birlestirildiginde toplam 9 birlestirme daha yapilmigs olur. Bdylelikle tiim nokta ve
dogrularin 3. baglantilar1 da tamamlanmis olur. 18 gen {izerindeki komsu koselerle yapilan

18 birlestirmeden sonra yapilan bu 9 birlestirme ile grafta 18 kdse ve 27 baglanti olur.
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Sekil 5.12 (93) Pappus Konfigiirasyonu

(93) konfigiirasyonunun genellestirilmis Petersen grafi icin 2 adet 9-gen
kullanilmalidir. Fakat bu durumda nokta ve dogrularin sirayla kullanildigi diizende iki
nokta veya iki dogru komsu olur. O zaman iki nokta veya iki dogru komsu oldugunda

Petersen Grafini olusturmak miimkiin degildir.

Sekil 5.13 (93) Pappus Konfigiirasyonu Levi Grafi
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5.1.3.1 Bagimsiz 5 nokta ile Pappus konfigiirasyonunun insasi

Sekil 5.12 de ve Cizelge 5.8 de verilen konfigiirasyon sadece bir Pappus Konfigiirasyonu

ornegidir. Diizlemdeki herhangi bir Pappus konfigiirasyonunu insa etmek miimkiin miidiir?

Konfigiirasyonun 9 noktasi ve 9 dogrusunu insa etmek icin diizlemde herhangi ii¢ii dogrudas

olmayan serbest olarak secilen noktalar P1, P2, P3, P4, P5 olsun. P2 ve P5 noktalari ile
P3 ve P4 noktalarinin olusturdugu dogrular ¢izilsin (Sekil 5.14).

o
—

\ |
I‘-
l‘l

\

Sekil 5.14 Diizlemde rastgele secilen 5 nokta ile P2P5 ve P3P4 dogrularinin alinmasi

P1P2 ile P3P4 dogrularinin kesisimi P7 noktasi, P1P4 ve P2P5 dogrularmin
kesisimi ise P9 noktasi olarak adlandirilsin (Sekil 5.15).

Sekil 5.15 P7 ve P9 noktalarinin belirlenmesi
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Elde edilen 7 noktaya ilave olarak P8 noktas1 P2P3 ve P4P5 dogrularinin arakesiti
olsun. P6 noktas1 ise P3P9 ve P5P7 dogrularmin kesisimi olarak alindiginda P1, P8 ve
P6 noktalar1 da dogrudas olur. Boylelikle 9 nokta ve 9 dogrulu (9;) konfigiirasyonu elde
edilir. Boylece diizlemde secilen bagimsiz 5 nokta ile Pappus Konfigiirasyonu elde
edilebildigi gosterilmis olur (Sekil 5.16).

~

Sekil 5.16 P6 ve P8 noktalarinin belirlenmesi

Serbest secilen P1, P2, P3, P4, P5 noktalarn ile elde edilen farkli Pappus

Konfigiirasyonlarindan iki tanesi Sekil 5.17 de gortilmektedir.

Sekil 5.17 Segilen 5 nokta ile farkli Pappus Konfigiirasyonlari

5.1.4. (103) Desargues Konfigiirasyonu

10 nokta ve 10 dogruya sahip, her dogrusu iizerinde 3 nokta bulunduran ve her noktasindan

3 dogru gecen konfigiirasyondur. Desargues Teoremi ile bu konfigiirasyon elde



49

Cizelge 5.10 (103) kombinatoryal konfigiirasyon tablosu

dy dy d3y dy dy de¢ d7 ds dy dy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
4 5 6 7 8 9 10 1 2 3

edilebildiginden (103) konfigiirasyonu Fransiz matematik¢i Girard Desargues’tan
(1591-1661) adimn alarak Desargues konfigiirasyonu olarak adlandirilmaktadir. Cizelge
5.2’de (n3) kombinatoryal konfigiirasyonlarin konfigiirasyon tablosunun olusturulmasinda
kullanilan dogrularin inga modelinde goriiliiyor ki (modn) ye gore d; dogrulari 4, i + 1 ve
1 + 3 noktalarindan olugsmaktadir. Bu olusum Desargues konfigiirasyonundaki dogrular i¢in

gecerli degildir. Yani,

d; = {i, i+ 1,7+ 3}(mod10)

biciminde olusturulamamaktadir. Her nokta kendi disindaki 6 nokta ile bir dogru
olustururken bu 6 nokta digindaki 3 nokta ile dogrudas olamaz. Ornegin {1,2,4}, {8,9,1}
ve {10,1,3} dogrularinin ortak noktast {1} noktasidir. {1} noktasi {5}, {6} ve {7}
noktalar1 ile ayn1 dogru tizerinde bulunmamaktadir. Benzer sekilde {2, 3,5}, {9, 10,2} ve
{1,2, 4} dogrularinin ortak noktasi {2} noktasidir. {2} noktasi {6}, {7} ve {8} noktalari ile
bir dogru olugturmamaktadir. Ayni sekilde devam edildiginde {3} noktas1 {7}, {8} ve {9}
noktalar1 ile aymi dogru {izerinde bulunmamaktadir (Cizelge 4.10). Dogrular,
d; = 1,1+ 1,i+ 3(modl10) seklinde se¢ildiginden perspektiflik merkezi olarak aldigimiz

nokta ne olursa olsun eksenden perspektifligi saglayacak dogru bu sekilde elde edilemez.

Sekil 5.18’de bir Desargues Konfigiirasyonu gosterilmistir. Sekil 5.18 e gore {2, 8,3}
ve {4,9, 10} tiggenlerinin perspektiflik merkezi {1} noktasi, perspektiflik ekseni ise {5, 7,6}

dogrusudur.

Sekil 5.18’de verilen (103) konfigiirasyonunun konfigiirasyon tablosu Cizelge

5.11°de, lizerinde bulunma tablosu ise Cizelge 5.12°deki gibidir.

Sekil 5.18’de verilen (103) konfigiirasyonunun Levi grafi Sekil 5.19’da verilmistir.
Bu grafin ¢izilmesi i¢in 20 koseli bir cokgenin koselerinin sirasiyla nokta ve dogru olacak
sekilde koselerinin dogrular i¢in i¢i bos noktalar i¢in i¢i dolu noktalar ile isaretlenir.
Cokgenin tiim koseleri komsu koselerle birlestirilir. Boylelikle konfiglirasyonun tiim

koseleri ikiser baglant1 gerceklestirmis olur. Ugiincii baglantilar icin dogrulari temsil eden
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Sekil 5.18 (103) Desargues Konfigiirasyonu

Cizelge 5.11 (103) Desargues konfigiirasyon tablosu

dy dy ds dy ds d¢ d7 dg dy di0
11 1 2 2 3 4 4 6 5
2 3 8 3 7 6 5 7T 9 6
4 10 9 5 8 8 10 9 10 7

koseler sirasiyla saat yoniiniin tersi yoniinde bes ilerideki kdse ile bir sonraki dogruyu
temsil eden kose ise saat yoniiniin tersinde dokuz ilerideki kose ile birlestirilir. Sirasiyla
tiim dogrular i¢in birlestirme islemi yapildiginda tiim kdselerin iiclincii baglantilar1 yapilmis
olur. Sonug olarak 20 koseli, 30 baglantili (103) konfigiirasyonunun Levi grafi elde edilmis
olur (Sekil 5.19).

Desargues Konfigiirasyonun genellestirilmis Petersen grafi, Mobius-Kantor
konfigiirasyonunda olusturulan genellestirilmis Petersen grafinin olusturuldugu yontem ile
olusturulabilir. Yani bir diizglin ongen ve i¢ine ¢izilen on koseli yildiz ile elde edilir (Sekil
5.20).
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Cizelge 5.12 (103) Desargues konfigiirasyonu tizerinde bulunma tablosu

di | dy | dg | dy | ds | dg| d7|dg| dy| di0
11X | X | X
2 | X X | X
3 X X X
4 | X X | X
5) X X X
6 X X | X
7 X X X
8 X X | X
9 X X | X
10 X X X

di 1
. 4' s

d7 °

5 ‘ o de

P

ds

10
d>

Sekil 5.19 (103) Desargues Konfigiirasyonu Levi Grafi

5.1.5. (153) Cremona-Richmond Konfigiirasyonu

15 nokta ve 15 dogruya sahip, her dogrusu lizerinde 3 nokta bulunduran ve her noktasinda 3

dogru gecen konfigiirasyondur. Konfigiirasyonun farkli bir 6zelligi nokta ve dogru
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Sekil 5.20 (103) Desargues Konfigiirasyonu Genellestirilmis Petersen Grafi

baglantilar1 ile iiggen olusmamasidir (Sekil 5.21). italyan matematik¢i Antonio Luigi
Gaudenzio Giuseppe Cremona (1830-1913) ve Ingiliz matematik¢i Herbert William
Richmond (1863-1948) tarafindan incelenen (153) konfigilirasyonu Cremona — Richmond

konfigilirasyonu olarak bilinmektedir (Pisanski ve Servatius, 2013).

Sekil 5.21 de verilen (153) konfigiirasyon 6rneginin konfigiirasyon tablosu Cizelge
5.12’de, iizerinde bulunma tablosu ise Cizelge 5.13’te Levi grafi ise Sekil 5.22 de
gosterilmistir. Levi grafi olusturmak i¢in diizglin 20-gen icine ¢izilen bir 10-gen
kullanilmigtir. 20-genin 10 kosesi dogru, 10 kdsesi nokta, 10-genin 5 kdsesi nokta, 5 kosesi
dogrular1 temsil etmektedir. 20-genin kenarlar1 birlestirilir. 20-gen iizerindeki her kose
kenarlarin birlestirilmesiyle 2 baglantisin1 yapmis olur. 20-gen tizerindeki dogruyu temsil
eden bir kose 7 ilerideki kose (nokta) ile birlestirilir. Ayni islem dogrular i¢in birer dogru
atlayarak 7 kose ilerideki kose ile birlestirilir. Bu birlestirmeler sonucunda 20-gendeki 5
nokta ve 5 dogru 3 baglantisin1 tamamlar. Diger 5 nokta ve 5 dogru ise 10-genin kendine
yakin koseleri ile birlesir ve 3. baglantilarin1 tamamlarlar. 10-gen 10 kose birer baglantisini
20-gen ile birleserek tamamlamis olur. 10-gendeki noktalar saat yoniinde 3 ve 5 kdose
ilerideki dogrularla, dogrular ise saat yoOniiniin tersi istikamette 3 ve 5 kose ilerideki

noktalarla birlestirilir. Bu islem sonucunda tiim koselerin 3. baglantis1 da tamamlanmis olur.



53

Sekil 5.21 (153) Cremona-Richmond Konfigiirasyonu

Cizelge 5.13 (153) konfigiirasyon tablosu

di dy d3 dy ds dg dy dy dy dig din dip diz dig dis
11 1 5 2 5 6 2 9 4 12 3 4 3 8
2 7 8 6 3 10 7 11 10 6 13 9 10 7 12
4 13 9 8 5 13 11 12 11 14 14 14 15 15 15

5.2. (n3) Konfigiirasyonlarimin Sayilari

3-konfigiirasyonlarin gergeklestirilebilirliginden bagimsiz olarak izomorfik olmayan
konfigiirasyon sayilar1 Cizelge 5.15’te verilmistir (Gropp, 1997). (n3) konfigiirasyonlar n<7
icin tanimli olmadigindan konfigiirasyon sayisi ¢izelgede gosterilmemistir. Cizelgeye gore
(103) konfigiirasyon sayist 10 tanedir. Klasik 3-konfigiirasyonlar arasinda (103) Desargues

konfigiirasyonu bu 10 konfigilirasyondan bir tanesidir.



Cizelge 5.14 (153) Cremona-Richmond konfigiirasyonu tizerinde bulunma tablosu
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dy | dy | d3|dy|ds|dg|dr|ds]|dy|di|dir|dia|diz|dia|dis
1 | X | X | X
2 | X X X
3 X X X
4 | X X X
5 X | X | X
6 X X X
7 X X X
8 X | X X
9 X X X
10 X X X
11 X | X | X
12 X X X
13 X X X
14 X | X | X
15 X | X | X

Cizelge 5.15 (n3) konfiglirasyonlarin sayisi
7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 3 10 31 229 2036 21399 245342
5.3. Klasik olmayan 3-Kkonfigiirasyon Ornekleri
Klasik  olarak  adlandirilmayan  diger  3-konfigiirasyonlardan (113)

konfiglirasyonunun diyagrami Sekil 5.23’te, (123) konfigiirasyonunun diyagrami Sekil

5.24’te, (143) konfigiirasyonunun diyagrami Sekil 5.25°te, (17;) konfigiirasyonunun

diyagrami1 Sekil 5.26’da, (183) konfigiirasyonunun diyagrami Sekil 5.27°de, (223)

konfiglirasyonunun diyagrami Sekil 5.28’de ve (273) konfigiirasyonunun diyagrami da

Sekil 5.29’da goriilmektedir.



Sekil 5.23 (113) Konfigiirasyonu
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Sekil 5.24 (123) Konfigiirasyonu

Sekil 5.25 (143) Konfigiirasyonu
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Sekil 5.26 (173) Konfigiirasyonu

Sekil 5.27 (183) Konfigiirasyonu



Sekil 5.28 (223) Konfigiirasyonu
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Sekil 5.29 (27;3) Konfigiirasyonu
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6. GEOMETRIK KONFIGURASYON
UYGULAMALARI

Bu boéliimde giinliik hayat problemlerine geometrik konfigiirasyonlarla ¢oziim

iiretilen dort adet uygulama 6rnegi tasarlanarak sunulmustur.

6.1. Afin Diizlem ve (9, 123) Konfigiirasyonu ile Modellenen
Bir As1 Uygulamasi

Bir as1 firmasi yeni gelistirdigi bir asiy1 birer ay ara ile toplamda ii¢ kere yeteri sayida denek
iceren denek gruplarina uygulayarak sonuglarimi analiz etmek istemektedir. Her uygulama
sathasinda uygulanan as1 miktarmi da 3 farkli dozajda uygulayarak asinin etkisini de ayni
zamanda belirlemek istemektedir. Firmanin bu uygulama sonucunda gérmek istedigi sonuglar

ise sunlardir;

1) Bir uygulama seviyesinde farkli dozajlar verildiginde uygulamanin verdigi

sonuglar,

2) Ug uygulama sathasinda da dozajlarin sabit tutulmasi1 durumunda dozajlarin verdigi

sonuglar,
3) Her uygulama seviyesinde farkli dozajlar uygulandiginda elde edilen sonuglar.

Uygulamalari sirastyla U1, U2, U3 ve kullanilan as1 dozaj miktarlarini da sirastyla D1,
D2 ve D3 olarak etiketlendirilsin. i,j indisleri {1, 2, 3} kiimesinin elemanlari olmak iizere; i.
uygulamada kullanilan j dozaj miktar1 UiDj noktas1 ile gosterilsin. Ornegin 1. Uygulamada
dozaj seviyesi D1 kullanilmig ise UID1, D2 kullanilmis ise U1D2 noktasini belirtir. Tiim
uygulama safhalarini ve kullanilan dozaj miktarlarini belirleyen UiDj noktalarinin tiimii Sekil

6.1°de gosterilmistir.
Gormek istenilen 3 sonug tipi dogrular ile temsil edilsin.
1) Bir uygulama safhasinda farkli seviyede dozajlar verildiginde uygulama

sathalarmim verdigi sonuglar1 temsil eden dogrular ise Sekil 6.2°de gosterilmistir. Ug

uygulama sathasini temsil eden ii¢ dogru paraleldir.
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DOZALA DOZAJ 2 DOZAL 3

U1D1 J1D2 U1D3
uvGuLAMAT ) ]

uzD1 uzp2 UzD3
UrGuLAMAZ @) ] @

u3D1 u3p2 u3D3
UYGULAMAS (@ @ Oy

Sekil 6.1 As1 6rnegi uygulama sathalar1 ve dozaj miktarlarinin nokta olarak tanimlamasi

UiD1 U1D2 U103
@ L

U201 uzo2 U203
@ @ @

Wcin}! u3bz2 u3D3
@ o @

Sekil 6.2 Uygulama safhalarinda farkli dozaj uygulandiginda her uygulama seviyesinde elde

edilen sonuclar

2) Uygulama safthalarinda ayni seviyede dozajlarin kullanilmasi durumunda elde
edilen sonuglar1 Sekil 6.3’deki goriilen dogrular temsil eder. Elde edilen bu ii¢ dogru yine
paraleldir ve 3 uygulamada da dozaj seviyesinin 1. seviye, dozaj seviyesinin 2. ve dozaj

seviyesinin 3. seviye oldugu durumlar goriilmektedir.

3) Her uygulama safthasinda farkli seviyede dozajlarda asi uygulandiginda elde
edilen sonuglar incelenirse ornegin birinci as1 uygulama sathasinda dozaj miktar1 1, ikinci
as1 uygulama safhasinda uygulanan dozaj miktar1 2, ii¢lincii as1 uygulama safhasinda
uygulanan as1 dozaj miktar1 3 oldugunda bu sonug bir dogru ile ve benzer sekilde birinci as1

uygulama safthasinda dozaj miktar1 1, ikinci as1 uygulama sathasinda dozaj miktar1 3,



U1D1

U201

#;3D1

Sekil 6.3 Uygulama sathalarinda ayn1 dozaj uygulandiginda elde edilen sonuglar

U1D2

uzp2

u3p2

U103

U203

u3D3
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ticlincii ag1 uygulama sathasinda dozaj miktar1 3 oldugunda sonucu yine farkli bir dogru ile
gosterilebilir. Bu sekilde farkli safhalarda farkli dozaj miktarlar ile elde edilebilecek

sonuglar1 gosteren dogrular yine paralel olur (Sekil 6.4).

Tiim sonug tiplerini ayni sekilde birlestirirsek Sekil 6.5°teki yapiy1 elde edilir. Sekilde
toplam 3% = 9 nokta ve 32 + 3 = 12 tane dogru goriilmektedir. Mertebesi 3 olan 9 noktal ve

12 dogrulu Afin Diizlem modellemesi elde edilmistir.

U203

Sekil 6.4 Farkli uygulama sathalarinda farkli dozajlar uygulandiginda her uygulama

seviyesinde elde edilen sonuglar
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Sekil 6.5 Tiim sonuglarin tek sekil iizerinde degerlendirilmesi

Sekil iizerinde alinan her nokta ikilisini birlestiren dogru vardir ve bu dogrulardir

tektir. Yani Afin Diizlem Aksiyomlarindan 1. si saglanmis olur.

Alman herhangi bir dogru {lizerinde olmayan noktalarin her birinden aldigimiz dogru

ile kesisim kiimeleri bos kiime olan bir dogru vardir. Her dogrunun iizerinde olmayan bir

noktadan bir paralel ¢izilebildiginden 2. Aksiyomda saglanmis olur.

U1DI1, U1D2 ve U2D3 noktalar1 dogrudas degildir. Dogrudas olmayan 3 nokta olma
aksiyomu olan 3. Aksiyomun da saglandig1 goriilmektedir. Boylelikle Sekil 6.5°te toplam

nokta sayist 9, toplam dogru sayist 12 olan 3. mertebeden bir Afin Diizlem ornegi

goriilmektedir.

9 noktali ve 12 dogrulu bu diizlem ayn1 zamanda her noktasindan 4 dogru gecen ve

her dogrusu tizerinde 3 nokta bulunduran bir (123, 9,) konfigiirasyonudur.
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Cizelge 6.1 Yarigmacilarin gruplarinin belirlendigi tablo

G| Gy | Gs | Gy | G5 | Gg | G7 | Gg | Gg | Gio | Gi1 | Gi2 | Gi3
Y; 1 1 1 1
Y, 1 1 1 1

i
[u—
—
[—
—_ = | =] =

6.2. (13,) Konfigiirasyonu ile Bir Yarismanin Gruplarinin

Modellenmesi

Bir televizyon kanalinin diizenledigi bilgi yarigmasi programinda 13 yarismaci finalde
yarismaya hak kazanmistir. Yarigma formati geregi 4 erli gruplar olusturularak
yarismacilarin her birinin diger yarigmacilarla yarigmasi saglanacaktir. Belirlenen her 4 i
grupta yarigmacilar aldiklar1 puanlart muhafaza edecektir. Yarisma sonunda her yarigmaci
kendisi haricindeki tiim yarismacilarla kesinlikle ayni grupta bir kere yer alip yarismali, iki
yarigmact ayni grupta sadece bir kere yer almalidir. Bu kosullar1 saglayan gruplari

belirleyip bir konfigiirasyon olusturalim.

Yarigmacilar, {Y;, Y3, Y3, ... , Yi3} kimesinin elemanlari, gruplar,

{G1, Gy, s, ..., G13} kiimesinin elemanlar1 olsun.

Yarigmacilar1 satirlarda, gruplar1 siitunlarda gosterecek sekilde olusturulacak
kombinatoryal ¢dziimlerden bir tanesi Cizelge 6.1°de gosterilmistir. Uzerinde bulunma
tablosu olarak da daha 6nce adlandirilan bu tabloda Y; yarismacisinin bulundugu gruplar
G1,G4,Gs ve Gy dur. Yine tabloya gore G; grubunda Y7, Y5, Y, ve Yg yarismacilari
yarisacaktir. Olusturulan bu tabloda her yarigmacinin diger tiim yarigmacilarla ayni grupta
yer aldig1 ve sadece bir kere ayni grupta yer aldigir goriilmektedir. Toplamda 13 grup
olusturulmus her grupta 4 yarismaci yarigsmaktadir.
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Bu yarismada yarismacilar dogrular ve gruplar noktalar ile temsil edilsin. Dogrulari
farkli renklerle temsil ederek noktalar1 problemin ¢dziimlerinden birisi verilmis olan Cizelge

6.1°e uygun sekilde dogrularla baglanirsa Sekil 6.6’daki model elde edilir.

. :

Yarismaci 1
Yarigmac 2
Yarismaci 3
Yarismaci 4
Yarismaci 5
Yarismaci 6
Yarigmac) 7
Yarismac 8
Yarismaci 9
Yarigmaci 10
Yarismaci 11
Yarismaci 12
Yarigmaci 13

Sekil 6.6 13 yarismaci ve 13 grup ile elde edilen (13,4) konfigiirasyon 6rnegi

Bu konfigiirasyonda toplam 13 nokta ve 13 dogru vardir. Alinan birbirinden farkl: iki
nokta kesinlikle ayn1 dogru iizerinde yer almakta ve sadece bir kere ayni1 dogru {izerinde yer

almaktadir. Bu ifade ile projektif diizlem aksiyomlarindan 1. si saglanmis olur.

Yine aldigimiz her farkli iki dogrunun ayni grupta yer aldigi bir grup kesinlikle vardir.
Projektif diizlem olma kosullarindan 2. aksiyom da saglanmis olur.

Herhangi iicli dogrudas olmayan 4 noktanin varlig1 da goriildiigiinden 3. aksiyom da

saglanir.

Her dogru tizerinde; 3 + 1 = 4 nokta vardir.
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Cizelge 6.2 A ve B yarismacilarinin giinlere gore rakam se¢im tablosu 6rnegi

A
Pazartesi Sali Carsamba Persembe Cuma Cumartesi Pazar
1,2,3 1,24 3,4,5 2,4,6 3,5,7 1,3,5 2,4,7

B
Pazartesi Sali  Carsamba Persembe Cuma Cumartesi Pazar
3,4,5 1,2,5 2,3,6 1,3,4 2,3,4 1,6,7 4,5,6

Her nokta lizerinden; 3 + 1 = 4 dogru ge¢cmektedir.
Diizlemde toplam; 3% + 3 + 1 = 13 nokta ve yine ayn1 formiille 13 dogru vardhr.
Bu konfigiirasyonda 3. mertebeden bir projektif diizlem 6rnegi goriilmektedir.

13 noktaya ve 13 dogruya sahip bu konfigiirasyonda her noktadan 4 dogru gectiginden

ve her dogru iizerinde 4 nokta oldugundan bu konfigiirasyon bir (13,) konfigiirasyonudur.

6.3. (73) Fano Konfigiirasyonu ile Modellenen Kura

Uygulamasi

Birden fazla kisinin katildig1 bir yarismada yarigsmacilardan bir kisminin bir haftalik siire¢
sonunda elenecegi sOyleniyor. Yarigmacilardan 1’den 7’ye kadar olan rakamlardan her giin
icin 3 adet rakam se¢mesi isteniyor. 7 giiniin herbiri i¢in yarigmacilar sececegi 3 rakam igin
herhangi bir kisitlamaya tabi olmayacaktir. Haftanin ilk glinii yarisma kurulu da kura
yontemi ile bir kereye mahsus olmak lizere 3 rakam segecek ve her giinlin sonunda
yarismacilarin sectigi 3 rakam ile kurada ¢ikan 3 rakamin en az 2 tanesinin ayni olmasi
durumunda yarismacimiz yarismaya devam etme hakkina sahip olacaktir. Yarigmacilar
baslangigta her giine ait se¢imlerini yaptigindan 2. Giin ve sonraki giinler i¢in de ayn1 kural
isletilecek ve yarismacilar en az 2 rakami dogru yakaladiklar1 giin sonunda yarismaya bir
sonraki hafta i¢in devam etme hakkini kazanacaktir. Fakat 7 gliniin sonunda hicbir giin 2

veya 3 rakam yakalayamayan yarigmaci varsa yarismadan elenecektir.

Ornegin A yarismacist ve B yarismacist Cizelge 6.2°deki gibi haftanin 7 giiniine ait

secimleri yapsinlar.
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Sadece haftanin ilk giinii bir kereye mahsus yapilacak kura ¢ekiminde {1,6,7}
rakamlar1 ¢ekilirsin. A yarigsmacist se¢imlerinin higbirinde kurada ¢ekilen bu rakam
ticliistinden herhangi ikisi veya ii¢li bulunmadigindan o haftanin sonunda yarigmadan
elenecektir. B yarismacisinin Cumartesi giiniine ait se¢imininde 1ve7 rakamlar1 vardir ve
ayni giine ait se¢iminde kuradaki secilen iki adet rakami ayni oldugundan o hafta

elenmeyecektir.
Bu yarismadan elenmemeyi garantileyecek se¢im yapilabilir mi?

7 adet rakam arasindan 3 tanesinin se¢imi 35 farkli sekilde olabilir. 35 farkh
secimden 4 tanesi kurada cekilen higbir rakami yakalayamaz. Ornegin kurada 1, 4 ve 5
rakamlar1 ¢ikt1 ise (2,3,6),(2,3,7),(2,6,7),(3,6,7) kiimesinin elemanlarini se¢mis olanlar
hi¢bir rakami yakalayamamis olur. Benzer sekilde 18 farkli se¢imin sadece bir adet rakami
yakalayabildigi, 12 secimin iki rakami ve 1 se¢imin lic rakami da yakalayacagi

hesaplanabilir. O halde bir se¢cimde iki veya ti¢ rakami yakalama olasilig1 13/35 olur.

7 glinliik tercih sonucunda elenmeme olasiligr yiiksektir fakat garanti midir? Yani
yarigmacinin yapacagi 7 giinliik se¢im ile kurada secilecek herhangi bir rakam ti¢liisiiniin en
az bir kez iki veya {i¢ rakaminin segtigimiz bir ti¢lii grubu ile ayn1 olmasi i¢in nasil bir yol

izlenmelidir?

Birinci giin 1, 2 ve 3 rakamlarimi secildigini diisiinelim. ikinci giin yapilacak
secimlerde ise sansin azaltilmamasi i¢in bu {ic rakamin herhangi ikisi ayni secimde
kullanilmamalidir. Bir diizen i¢inde se¢im devam ettirilirse 1 rakami sabit birakilarak ikinci
giin icin 1, 4 ve 5 rakamlar segibilir. Ayni diizen ile {igiincii giiniin se¢imi 1, 6 ve 7
rakamlar1 olmalidir. Dordiincii giin i¢in 2, 4 ve 7, besinci giin i¢in 2, 5 ve 6, altinci giin igin
3, 4 ve 6 ve son olarak yedinci giin i¢in 3, 5 ve 7 rakamlar1 segilebilir. Aslinda bu se¢imler
ile Cizelge 5.3 ve Sekil 5.1’ de verilen Fano konfigiirasyonu elde edilir. 5. boliimde de
deginildigi lizere Fano Konfigiirasyonunda her nokta diger noktalarla bir kere ayn1 dogru
iizerinde bulunuyordu. Yani Fano Konfigiirasyonu kullanildigi durumda kurada hangi
rakam ticliisii segilirse secilsin en az iki tanesi yapilan ti¢lii segimlerin i¢inde yer alacaktir.

Bu kosullarda bir haftalik se¢imler ile haftay1 elenmeden tamamlamak garantilenmis olur.
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Cizelge 6.3 14 nokta ile Fano konfiglirasyonunun diizenlenmesi

dl d2 d3 d4 d5 dﬁ d? d8 d9 le dll d12 d13 d14
1 1 1 2 2 3 3 8 8 8 9 9 10 10
2 4 6 4 5 4 5 9 11 13 11 12 11 12
35 7 7 6 6 7 10 12 14 14 13 13 14

6.4. 14 Girdili Bir Kura Problemin Coziimiiniin (75) Fano

Konfigiirasyonu ile Modellenmesi

Onceki 6rnekte 7 rakam ile diizenlenen kura 1 den 14’e kadar olan sayilarla yine {i¢ say1
secerek diizenlenmis olsaydir elenmemeyi garantilemek miimkiin miidiir? Elenmemeyi

garantilemek icin en az kag ticlii say1 se¢cimi yapilmadir ve bu se¢imler nasil olmalidir?

Onceki ornekteki gibi yine Fano diizlemini ¢dziim igin kullanilabilir. Kazanmayi
garantilemek icin bu sefer 14 se¢im yapilmahdir. {1,2,3,4,5,6,7} nokta kiimesi i¢in
olusturdugumuz Fano diizlemini yine ayni nokta isaretleri ile yine sirasiyla
{8,9,10, 11,12, 13, 14} nokta kiimesi ile isaretleyerek yapilir.

Kura ile ilk giin ¢ekilen say1 tigliisiiniin tamami ilk kiimeden yani {1,2,3,4,5,6,7}
kiimesinden ise Onceki Ornekteki sekilde ¢Oziimiin saglandigini goriiliir. Cekilen say1
tigliistiniin tamamu ikinci kiimeden yani {8, 9,10, 11,12, 13,14} kiimesinden ise yine ayni
durum olacagindan ¢ozliimiin saglandig1 goriiliir. Secilen ii¢ rakamdan ikisinin birinci
kiimeden, iiclinciiniin ikinci kiimeden veya ikisinin ikinci kiimeden {igiincilinlin birinci
kiimeden olmasi durumunda Fano konfigiirasyonunda segilen herhangi iki nokta her zaman
aynt dogru tlizerinde yer aldigindan yine ¢oziim saglanmis olur. Sekil 6.7°de Fano
diizleminin iki grup halinde kullanimi gosterilmistir. Cizelge 6.3’te de bu dogrular

gosterilmistir.
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10 12 714

Sekil 6.7 (73) Fano konfigiirasyonunun noktalarmnin ¢ift sayilarak 14 nokta olarak kabulu
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7. BULGULAR VE TARTISMA

Genel olarak 6 bolimden olusan bu tezin ilk boliimiinde geometrik
konfigilirasyonlarin geometrideki yeri, 6nemi ve tarihsel gelisimine, ikinci boliimiinde ise

literatiir aragtirmasina yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde geometrik konfigiirasyonlarla ilgili énciil kavram ve tanimlara yer
verilmistir. Incidence geometri, afin diizlem, projektif diizlem, topoloji ve graf kavramlari bu

boliimde verilmistir.

Dordiincii boliimde nokta ve dogrularin konfigiirasyonlarinin genel tanimi, simetrik
konfigiirasyon tanimi verilip temel konfigiirasyon 6rnekleri diyagramlar ile gosterilmistir.
Nokta ve dogru konfigiirasyonlarinin gosterimlerinde kullanilan bazi geometrik gosterim
yontemleri ve tablolar1 da bu bolimde verilmis, nokta ve dogru konfigiirasyonlarin

gosterimlerinde kullanilan bazi klasik teoremler ile boliim tamamlanmistir.

Besinci boliimde simetrik konfigiirasyonlardan 3-konfigiirasyonlar genel olarak ve
klasik olarak tanimlanan 3-konfigiirasyonlardan Fano, Mobius-Kantor, Pappus, Desargues ve
Cremona-Richmond konfigiirasyonlariin diyagramlari, ¢izelgeleri, gosterim sekillleri, insa
edilmeleri i¢in genel metodlar, Levi graflar1 ve genellestirilmis Petersen graflari incelenmis,
(n3) konfigiirasyon sayilar1 n degiskenine gore verilmistir. Klasik olarak adlandirilmayan

diger 3-konfigiirasyonlardan bazilarinin diyagramlari da bu béliimde yer verilmistir.

Altinc1 boliimde genis bir uygulama alanina sahip olan geometrik konfigiirasyonlarin

giinliik hayat problemlerine ¢6ziim iireten uygulama modelleri sunulmustur.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tezde geometrik konfigiirasyonlarin temel kavramlari, 6zellikleri ve gosterimleri
incelenmistir. Simetrik konfiglirasyon tanimi verilmistir ve bunlarin i¢inde yer alan
3-konfigiirasyonlar konfigiirasyon tablolari, diyagramlari, {izerinde bulunma tablolari,
insalar1, Levi ve Petersen graflar1 ile sunulmustur. 3-konfiglirasyonlarin ilgili olduklari
temel teoremler ve sonuglari incelenmistir. Diyagramlarin, Levi graf ve genellestirilmis
Petersen graflarin ¢iziminde Geogebra programi, tezin yaziminda Latex programi
kullanilmistir. Simetrik olmayan konfigiirasyonlarin, 4-konfigiirasyon gibi diger simetrik
konfigiirasyonlarin da gosterimleri ve konfigiirasyonlar arasindaki iligkiler incelenebilir.
Tiim konfigiirasyon tiirleri i¢in konfigiirasyonlarin farkli gosterim sekillleri de yine ¢alisma

konusu olabilir.

Geometrik konfigiirasyon kavraminin pozitif bilimlerde ve sosyal bilimlerde genis
uygulama alanina sahip olabilecegi goriilmiistiir. Tezimizin son boliimiinde ise geometrik
konfigiirasyonlar ile giincel hayat problemleri iliskilendirilmistir. Ozellikle kombinatoryal
anlamda ¢Oziime ulasmasi giic ve uzun c¢oziimleri olan problemlerin geometrik
konfigiirayonlar ile daha kolay ¢dzlime ulastirilabilecegi ve ¢oziimlerin konfigiirasyon

haline getirildiginde anlagilirliginin daha kolay oldugu goriilmiistiir.

Benzer yapidaki problemlerin ¢oziimleri, geometrik konfigiirasyonlarla standart hale
getirildigi zaman bilgisayar programlari araciligiyla sadece problem girdilerinin veri olarak
programa girilmesi saglanarak hem sonuclara ulasmak hem de ¢oziimiin anlasilirliginin

kolaylik kazanmas1 bakimindan daha islevsel olacaktir.

Web sitelerinin tasariminda veya sunum programlarinda karmasik yapiya sahip
problemlerin sonuglarina ulagmasi istenilen kisilerin, geometrik konfigiirasyonlarin
diyagramlarin1 kullanmasini saglanarak sonuclara ulagsmasini ¢ok daha hizli ve anlasilabilir

sekilde saglamak miimkiin olacaktir.
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