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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

VOLTERRA TiPi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SHEHU DONUSUMU
VE SHEHU AYRISTIRMA METODU iLE COZUMU

Hayriye BOZBURUN

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Haldun Alpaslan PEKER

2022, 62+ix Sayfa

Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Haldun Alpaslan PEKER
Prof. Dr. Kemal AYDIN

Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA

Bu calismada, integral doniisiimlerinden biri olan Shehu doniistimiinden bahsedilip bu doniisiim
ikinci tiir lineer Volterra integro-diferensiyel denklemlere ilk kez uygulanmistir.

Ayrica, Shehu ayristirma metodu hakkinda bilgi verilmistir. Bu metot, ikinci tiir lineer olmayan
Volterra integro-diferensiyel denklem ve denklem sistemine ilk kez uygulanmustir.

Anahtar Kelimeler: Shehu doniisiimii, Shehu ayristirma metodu, Volterra integral denklemi,
lineer Volterra integro-diferensiyel denklemi, ikinci tiir lineer Volterra integro-diferensiyel denklemi,
ikinci tlir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denklemi, ikinci tiir lineer olmayan Volterra
integro-diferensiyel denklem sistemi.
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In this study, the Shehu transform, which is one of the integral transformations, is mentioned and
this transformation is applied to the second kind of linear Volterra integro-differential equations for the
first time.

In addition, Shehu decomposition method, which is available in the literature, is mentioned. This
method has been applied for the first time to the second kind of nonlinear Volterra integro-differential
equations and system of equations.

Keywords: Shehu transform, Shehu decomposition method, Volterra integral equation, the
linear Volterra integro-differential equation, the linear Volterra integro-differential equation of the second
kind, the nonlinear Volterra integro-differential equation of the second kind, the nonlinear system of
Volterra integro-differential equation of the second kind.
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1. GIRIS VE KAYNAK ARASTIRMASI

Fizik, miihendislik, kimya, biyoloji, ekonomi, sosyal bilimler, tip, zooloji ve
diger uygulamal1 bilim dallarinda biiyiik 6nem arz eden, lineer ve lineer olmayan pek
cok model, diferensiyel denklemlerle ifade edilmektedir. Bu modellerin ¢6ziimii i¢in
son yillarda ¢ok sayida metot gelistirilmistir ve gelistirilmeye devam etmektedir.
Integral doniisiimleri, diferensiyel denklemleri ¢dzmek icin kullanilan metotlardan
biridir. Bunlara 6rnek olarak; Fourier, Laplace, Sumudu, Elzaki, Mohand, Mahgoub,
Aboodh, Mellin, Dogal (Natural) gibi doniistimler verilebilir. Bu yontemlere alternatif
olarak 2019 yilinda Maitama ve Zhao tarafindan literatiire kazandirilan Shehu doniisiim
metodu kullanilmaya baslanmistir. Bu doniisim Laplace ve Sumudu integral
dontisiimlerinin genellestirilmesi olup son yillardaki literatiir calismalarinda dikkat
cekmektedir. Shehu integral doniisiimii, klasik Fourier integral doniisiimiinden basariyla
tiiretilip bu integral doniislimiiniin basitliligini, verimliligini ve yiliksek dogrulugunu
gostermek i¢in adi ve kismi diferensiyel denklemlere basariyla uygulanmaktadir.

Integral denklemlerle ilgili ilk galismalar on dokuzuncu yiizyilin ilk yarisinda
basladi. Onceleri daginik ve rastgele arastirmalar yapilmisken on dokuzuncu yiizyilin
sonlarina dogru daha sistematik ve bilingli arastirmalarin yapildig1 ve birtakim
sonuglarin alinmaya baslandig1 goriilmektedir. 1823 yilinda, Abel tarafindan bir integral
denkleme rastlanilmis ve ilk defa integral denklem deyimi, 1888 yilinda Du Bois
Reymond tarafindan kullanilmistir (Bocher, 1926; Wazwaz, 2011). Gergek hayat
problemlerinin matematiksel modellemesinin sonucu olarak kesirli diferensiyel
denklemler, gecikmeli diferensiyel denklemler, kismi diferensiyel denklemler, tam
diferensiyel denklemler gibi denklem tiirleri ortaya ¢ikmaktadir. 1959 yilinda, Volterra
tarafindan niifus biiyime modeli incelenirken kalitsal etkiler konusundaki
aragtirmasinin dogrudan sonucu olarak Volterra integro-diferensiyel denklemler tanitildi
(Volterra, 1959). Bu denklemler, birinci ve ikinci tiir olarak iki gruba ayrilmistir.
Ozellikle integro-diferensiyel denklemlerde hem integral hem de operatdr bir arada
ortaya ¢ikmistir. Integro-diferensiyel denklemlerle; niikleer reaktorler, devre analizi,
dalga yayilma, cam sekillendirme siireci, nanohidrodinamik, visko-elastisite, biyolojik
popiilasyon, ¢dlde riizgar dalgalanmasi gibi miihendislik biliminin farkli alanlarinda
caligmalar yapilmistir (Rahman, 2007; Wazwaz, 2011). Son zamanlarda, integro-
diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in ¢ok adimli ¢ok degiskenli yontemler gibi iki

veya li¢ boyutlu birgok yontem kullanilmaktadir (Wazwaz, 2009). Bunlara; Homotopi



pertiirbasyon teknigi, Adomian ayristirma metodu, Laplace ayrigtirma metodu, Sumudu
ayristirma metodu, Elzaki ayristirma metodu ve Shehu ayristirma metodu 6rnek olarak
verilebilir.

2019 yilinda, Shehu integral doniisiim metodu, birinci tiir Volterra integral
denklemlerine uygulanmistir (Aggarwal ve ark., 2019a). Volterra integral denklemleri,
0zel bir integral denklem tiiriidiir. Birinci ve ikinci tiir olarak adlandirilan iki gruba
ayrilirlar.  Volterra integral denklemlerinin baslangic deger problemlerinden
tiiretilebilecegi gosterilmistir. Bu nedenle, Volterra integral denkleminin ¢oziimii,
baslangic degerli problemlerin ¢ozliimiinden ¢ok daha kolaydir. Volterra integral
denklemleri; salgmlarin  yayilmasi, popiilasyon dinamikleri, nétron diflizyon
problemleri, 1s1 transfer problemleri, radyasyon transfer problemleri ve elektrik devresi
problemleri gibi bircok bilimsel uygulamada kullanilmaktadir. Bu c¢alismalarinda,
Shehu doniistimiinii kullanarak birinci tiir lineer Volterra integral denklemlerinin
¢Oziimii i¢in ¢ok kullanish bir integral doniisiim metodu oldugunu gostermistir.

2019 yilinda, Shehu integral dontlisiim metodu, Abel integral denklemi iizerinde
uygulanmistir (Aggarwal ve Gupta, 2019). Abel integral denklemi 6nemli bir singiiler
(tekil) integral denklem tiirtidiir. Genellikle atomik sa¢ilma, mekanik, radyo, astronomi,
fizik, elektron emisyonu, X-1s11 radyografisi ve sismoloji gibi bir¢ok bilim dalinda
goriilmektedir. Bu c¢alismalarinda, Abel integral denklemini ¢ozmek i¢in Shehu
dontistimii kullanilarak bazi sayisal uygulamalar verilmistir.

2019 yilinda, Shehu integral doniisiim metodu, Hardling Growth ve Decay
problemleri iizerinde uygulanmistir (Aggarwal ve ark., 2019b). Integral déniisiimleri,
miithendislik ve diger bilim dallarinda ileri dereceli problemleri ¢6zmek i¢in kullanilan
bir metottur. Bu problemler ekonomi, kimya, biyoloji ve fizik gibi alanlarda cok
onemlidir. Bu ¢alismalarinda, biiylime ve azalma problemlerini ¢6zmek i¢in Shehu
doniigiimii uygulanarak oldukga yararli bir metot oldugu gosterilmistir.

2019 yilinda, Shehu integral doniisim metodu, hata fonksiyonu iizerinde
uygulanmistir (Aggarwal ve Singh, 2019). Fick’in ikinci yasasi, 1s1 ve kiitle transferi
titresen kirisler gibi pek cok ileri diizey miihendislik probleminin ¢6zliimii, hata ve
tamamlayict fonksiyonu igerir. Bu tip problemleri ¢6zmek i¢in herhangi bir integral
doniistimiini kullandigimizda hata fonksiyonunun integralini bilmek c¢ok gerekli ve
onemlidir. Bu caligmalarinda, olasilik fonksiyonunu igeren integralleri ¢ozmek igin

Shehu doniistimii kullaniimastir.



2019 yilinda, Shehu integral doniisiim metodu, Caputo-kesirli tipinde yiiksek
mertebeden diferensiyel denklemlere uygulanmistir (Belgacem ve ark., 2019). Bu
caligmalarinda, kesirli Riemann-Liouville ve Caputo operatorleri i¢cin Shehu doniisiim
ifadeleri olusturulmustur.

2019 yilinda, Shehu integral doniisiim metodu, kesirli mertebeden Caputo tipi
baslangi¢ degerli problemlere uygulanmistir (Qureshi ve Kumar, 2019). Bu
caligmalarinda, lineer kesirli mertebeden adi diferensiyel denklemler bazi kosullar ile
tanimlanmis olup bu denklemler, & >0 mertebeye sahip Caputo diferensiyel operatorii
ile Shehu integral doniisiim teknigi kullanilarak ¢oziilmiistiir. n. mertebeden integralin
Shehu dontistimii ile ispat1 i¢in fonksiyon, iistel mertebeden ve parcali siirekli olmalidir.
Kesirli problem tiirlerini ¢6zmek icin Laplace ve Dogal (Natural) gibi mevcut integral
doniisiim tekniklerinden yararlanilmigtir.

2019 yilinda, (2+zaman kesirli mertebeden) boyutlu fiziksel modelleri ¢6zmek
icin Shehu ayristirma metodu kullamlmistir (Khan ve ark., 2019). Onerilen metot,
Adomian ayristirma yontemi ile birlikte kullanilan hibrit metottur ve serilerin
cozlimiinde istenen yakinsama oranini saglamaktadir. Lineer ve lineer olmayan kesirli
kismi diferensiyel denklemlere ugulanarak iyi bir analitik teknik oldugu gdsterilmistir.

2019 yilinda, Shehu doniisiimiin Sumudu ve Laplace doniisiimleri arasindaki
iliski aciklanmistir (Bokhari, 2019). Bu calismalarinda, Sumudu ve Laplace integral
doniistimlerinin genellestirilmesi olan Shehu integral doniistimiiniin yeni o6zellikleri
verilmistir. Baz1 kesirli diferensiyel denklem problemlerini ¢dzmek i¢in bu metot,
Caputo ve Riemann—Liouville anlamindaki Atangana—Baleanu tiirevlerine uygulanir.
Ayrica, 2020 yilinda Shehu doniisiimiiniin temel 6zelliklerinin Laplace doniisiimiinden
kolayca elde edilebilecegi gosterilmis ve iki doniisiim arasindaki baglantiy1 vermislerdir
(Issa ve Mensah, 2020). Bu c¢alismalarinda, Shehu doniisiim metodunun hesaplama
yonii gelistirilerek ters ¢evirme formiilleri verilmis, Olgiimler ve dagitimlar
genisletilmistir.

2020 yilinda, iki katli Shehu doniisiimiiniin 6zellikleri ve uygulamalar
verilmistir (Alfageih ve Misirli, 2020). Bu ¢alismalarinda, Shehu doniisiimiiniin tek katl
integral donilisim kavramini genellestirilerek iki katli Shehu Doniisim Metodu
olusturulmustur. Ayrica, iki katli Shehu doniisimii ile ilgili temel Ozellikler ve
teoremler verilmistir. Ger¢ek hayatta ve mithendisliginin farkli alanlarindaki baslangic
ve sinir deger problemlerini ¢dzmek i¢in iki katli Shehu dontistim metodu kullanilarak

verimliligi, yiiksek dogruluk ve uygulanabilirligi gosterilmistir.



2020 yilinda, Shehu integral doniisiim metodu, fizik ve miihendislik alaninda
zaman-kesirli diferensiyel modelleri ¢6zmek i¢in kullanilmistir (Akinyemi ve lyiola,
2020). Bu algoritma ile lineer olmayan terimler ayristirilmistir. Bdylece metodun
verimli, kesin sonuglar verdigini ve kullanimin ¢ok kolay oldugu gosterilmistir.

2020 yilinda, Shehu integral doniisiimii, ikinci tiir lineer Volterra integral
denklemlerine uygulanmistir (Aggarwal ve ark., 2020). Volterra integral denklemleri,
uygulamal1 matematik, fizik, mekanik, istatistik, biyoloji, ekonomi ve kontrol sistemleri
teorisi gibi alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir. Ayrica, bircok adi ve kismi
diferensiyel = denklemin baslangic deger problemlerini kapsamaktadir. Bu
calismalarinda, ikinci tiir lineer Volterra integral denkleminin ¢ekirdegini konvoliisyon
tipi ¢ekirdek olarak diistinmiislerdir. Bazi sayisal problemleri Shehu doniisiimii
yardimiyla ¢ézerek tiim metot agiklanmis ve Shehu metodunun ¢ok etkili bir integral
dontigiimii oldugu gosterilmistir.

2020 yilinda, ¢ok boyutlu kesirli difiizyon denklemlerini ¢6zmek i¢in Homotopi
Analizi Shehu Integral Déniisiim Metodu (HASTM) adi verilen yeni bir yar1 analitik
yontem sunulmustur (Maitama ve Zhao, 2020). Onerilen teknik, homotopi analiz
metodu ile Shehu doniisiimiiniin bir kombinasyonudur. Metodun yakinsama analizi
kanitlanmis olup teknigin verimliligi ve yliksek dogrulugunu gostermek icin kesirli
difiizyon denklemlerinin bazi uygulamalar1 verilmistir. HASTM kullanilarak elde edilen
sonuglar, mevcut tekniklerin sonuglariyla tam uyum i¢indedir.

2020 yilinda, Shehu integral doniisiim metodu kullanilarak HIV-1 (insan immiin
yetmezlik virlisii tip 1) enfeksiyonlar1 sirasinda enfekte olmus hiicrelerin sayisini ve
plazmada enfekte olmus (viral) partikiillerin konsantrasyonu belirlenmistir (Higazy ve
ark., 2020).

2021 yilinda, kesirli kismi diferensiyel denklemleri ¢6zmek i¢in {i¢ katli Shehu
integral donilisiim metodu sunulmustur (Alkaleeli ve ark., 2021). Ayrica, 2021 yilinda
ise U¢ katli Shehu doniisimii Volterra integro-kismi diferensiyel denklemlere
uygulanmustir (Alkaleeli, 2021).

Bu tez caligmasi, alti bdliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde; integral
doniislimiiniin tanimi1 ve bazi ¢ok iyi bilinen integral doniisiim Orneklerine yer
verilmistir. Ikinci boliimde; Shehu integral déniisiim metodunun tanimi, literatiirde
mevcut olan bazi teoremleri, konvoliisyon integral tanimi verilerek Shehu
dontlistimiiniin Sumudu ve Laplace doniisiimleri ile arasindaki iliskiden bahsedilip

bunlarla ilgili tablo verilmistir. Uciincii boliimde; literatirde mevcut olan Shehu



ayristirma metodu hakkinda bilgi verilip bununla ilgili uygulamalara yer verilmistir.
Dordiincii  boliimde; ikinci tiir lineer Volterra integral ve integro-diferensiyel
denklemlerinin Shehu doniisiimii ile ¢oziimii verilip 6rneklerle desteklenmistir. Besinci
boliimde; ikinci tiir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denklem ve denklem
sisteminin Shehu ayrigtirma metodu ile ¢6ziimi verilmistir. Bu bolimii daha iyi
anlayabilmek adina uygulamalar ¢6ziilmiistiir. Son boliimde ise, sonug ve Onerilere yer

verilmistir.

1.1. Integral Déniisiimii

Bir v(x) fonksiyonunun integral déniisimii F(p),

F(p):IK(p,x)v(x)dx; a<x<b (1.1)

olarak tanimlanir. Burada p ve x’ e bagli K fonksiyonu doniisiim ¢ekirdegi olarak

adlandirilmaktadir (Srivastava ve ark., 2015; Debnath ve Bhatta, 2016) integral
doniisiim tanimi birgok iinlii matematik¢inin calismalarinda yer almaktadir. Integral
doniisiimiiniin tarihsel gelisim siireci su sekildedir: Unlii Isvigreli matematik¢i Leonhard
Euler tarafindan ikinci dereceden diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde integral
dontistimi kullanilmigtir (1707-1783). O gilinden bugiine de ayni tarz problemlerin
¢coziimiinde giicli bir yol olarak goriilmektedir. Her ne kadar bu problemleri ¢6zmek
icin kullanilan, Hankel, Abel, Hilbert, Poisson, Dogal (Natural), Mellin, Elzaki,
Mahgoub, Mohand, Aboodh, Kamal gibi bir¢ok integral doniisiim tiirii bulunsa da
bunlarin i¢lerinde en iinliileri Fourier, Laplace ve Sumudu doniistimleridir.

Ilk olarak olasilik teorisinde Pierre-Simon Laplace (1749-1827) tarafindan
kullanilan Laplace doniisiimii; matematikte sinir-deger, baslangig-deger problemlerinde
ve miihendislik alaninda zamandan bagimsiz lineer sistemleri modellemekte kullanilan
onemli bir donlistimdiir (Misir, 2016). Fourier doniisiimii ise, Joseph Fourier (1768-
1830) tarafindan 1822°’de yayimlanan La Theoric Analtytique de la Chaleur isimli
tezinde kullanilmistir (Bochner ve ark., 1949) ve bu doniisiim diferensiyel denklemler
kuraminda onemli bir yer tutar. Ilerleyen zamanda, 1993 yilinda kontrol

miithendisligindeki problemleri ¢6zmek i¢cin Watugala tarafindan literatiire kazandirilan



Sumudu integral doniisiim metodu, 2019 yilinda ise Maitama ve Zhao tarafindan bir
Laplace tipi integral doniislim yontemi olan ve hem adi hem de kismi diferensiyel
denklemleri ¢cozmek i¢in Shehu integral doniisiim metodu kullanilmaya baslanmistir.
1.2. Baz1 integral Doniisiim Ornekleri

1.2.1. Fourier Doniisiimii

Fourier doniistimii, diferensiyel denklemler kuraminda 6nemli bir yer tutan integral

dontigiimlerinden biridir. Fizik ve miihendislik alaninda bir¢ok ¢aligmalarda

kullanilmistir (Bracewell ve Bracewell, 1986). Bir v(t) fonksiyonu i¢in Fourier

doniistimii,
Flv(e)]= f(w)=ﬁ [ e)ar (12)

seklinde tanimlanir (Bochner ve ark., 1949).

1.2.2. Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimii, integral doniisiimlerin ilk 6rneklerinden biridir. Bir v(t),

t > 0 fonksiyonu i¢in Laplace doniisiimii,
L[v(t)] =F(s)= Ie_(S’)v(t)dt; seC, Re(s)>0 (1.3)
0

seklinde tanimlanir (Schiff, 1999).
1.2.3. Sumudu Doniisiimii

1993 yilinda, Sumudu integral doniisim metodu kullanilmaya baslanmistir

(Watugala, 1993). Bir v(¢), ¢ >0 fonksiyonu i¢in Sumudu déniisiimi,



S[v(t)]=G(u)zze_’v(ut)dt; ue(-1,1,) (1.4)

seklinde tanimlanir (Belgacem ve Karaballi, 2006).
1.2.4. Elzaki Doniisiimii

Elzaki doniisiimii, klasik Fourier integralinden tiiretilmistir. Fourier, Laplace ve

Sumudu déniisiimlerine tipik olarak benzeyen, zaman alaninda adi ve kismi diferensiyel

denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan bu doniisiim 2011 yilinda tanitilmistir. Bir v(t) ,

t >0 fonksiyonu i¢in Elzaki doniisiimii,

E[v(t)]:T(u) uJ‘e[”Jv(Z)dt; kSu<k, (1.5)
0
seklinde tanimlanir (Elzaki, 2011).

1.2.5. Dogal (Natural) Doniisiimii

Dogal (Natural) doniisiimii, Fourier integralinden tiiretilmistir. 2012 yilinda

Laplace ve Sumudu integral doniisiimlerinin yakinsamasi olarak literatiire

kazandirilmistir. Bir v(¢), t>0 ve v(¢)=0, r<0 fonksiyonu i¢in Dogal (Natural)

doniistimii,
N* [v(t)]:R(s,u)=J-e_”v(ut)dt; s>0, u>0 (1.6)
0

seklinde tanimlanir (Belgacem ve Silambarasan, 2012).

1.2.6. Novel Doniistimii



Novel doniisiimii, 2013 yilinda yeni bir integral doniisiimii olarak tanitildi ve

bazi diferensiyel denklemlerin ¢éziimiinde kullanildi. Bir v(t) , t>0 fonksiyonu i¢in

Novel doniistimii,
M,(s)=M, [v(t)}(s)zj-t" e(_“)v(t)dt (1.7)

seklinde tanimlanir, n = 0 olursa Laplace doniisiimii olur (Atangana ve Kiligman, 2013).
1.2.7. M Doniisiimii

M doniistimii, Dogal (Natural) doniisiime benzeyen bir integral doniisiimii olup

2015 yilinda tamitilmgtir. Birinci mertebeden baslangi¢c ve sinir deger problemlerinde

basarili bir sekilde kullanilmistir. Bir v(t) , >0 fonksiyonu i¢in M doniigiimii,

M, [v(0)](poa) = Ii%vv(mq)t")dt (1.8)

(k eCR(k)20; meZ" =1, 2,3,...) , peC ve geR" seklinde tanimlanir (Srivastava

ve ark., 2015).
1.2.8. Yang Doniisiimii

Yang doniistimii, 2016 yilinda bir Laplace tipi bir integral doniisiimii olarak

tanitild1 ve 1s1 problemlerini ¢6zmek i¢in kullanildi. Bir v(t) , t>0 fonksiyonu igin

Yang doniigiimii,
v[v(1)]= f(w)zTe(’;)v(t)dt (1.9)

seklinde tanimlanir (Yang, 2016).



2. SHEHU DONUSUMU

2019 yilinda, Shehu Maitama ve Weidong Zhao tarafindan literatiire
kazandirilan Shehu integral doniisiim metodu kullanilmaya baslanmistir. Diferensiyel
denklemler, uygulamali matematigin her alaninda her zaman merkezi rol oynamistir.
Diferensiyel denklemleri ¢dzmek i¢in ¢ok sayida farkli teknik vardir ama integral
donlisimii en yaygin kullanilanidir. Shehu doniistimii, klasik Fourier integral
dontisiimiinden basariyla tiiretilir ve basitligini, verimliligini ve yiiksek dogrulugunu
gostermek i¢cin hem adi hem de kismi diferensiyel denklemlere kolaylikla uygulanir
(Maitama ve Zhao, 2019). Burada amacimiz bu ilging doniisiimiin uygulanabilirligi ve

problemlerin ¢oziimlerinde etkisini gostermektir.

Bir v(#) fonksiyonu i¢in Shehu doniisiimii asagidaki gibi tammlanir. Bir 4

fonksiyonlar kiimesi,

|

v(f) < Nexp(—} te(-1) x[O,oo)}

A=3v(t):3N,n,,n,>0,
n;

seklinde verilir. 4 kiimesinde verilen bir fonksiyon i¢in N sayis1 sonlu sayida olup 7,

ve 77, sonlu veya sonsuz olabilir. S operatorii ile gosterilen Shehu doniistimii,

0 a

S[v(t)]:V(s,u)zje(_jjv(t)d:iggloj'e(_s“tjv(t)dt ; >0, u>0 2.1

0

seklinde tanimlanir (Maitama ve Zhao, 2019).

Ters Shehu doniistimii ise,

SV (s.u)]=v(t); £20 (2.2)
veya

L 1oy (Y
v(t):S [V(s,u)]zz—m J. ;e V(s,u)ds (2.3)

seklinde tanimlanir (Maitama ve Zhao, 2019).
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Bir diferensiyel denklemin Shehu doniisiimii yardimiyla ¢oziimiine ulasabilmek
icin Once her iki tarafin Shehu doniigiimii alinir. Sonrasinda gerekli islemler yapilarak
bagimli degisken yalmiz birakilir ve ters Shehu doniisiimii uygulandiginda sonuca
varilir.

2.1. Shehu Déniisiimiiniin Bazi Ozellikleri
Teorem 2.1.1. (Maitama ve Zhao, 2019):
a. (Lineerlik 6zelligi)

v,we A olmak tlizere v ve w fonksiyonlarinin lineer toplaminin Shehu
dontisiimii,

S[av(t) +bw(t)] = aS[v(t)] +bS|:w(t):| ; a,beR (2.4)

seklinde verilir

b. (Shehu doniisiimiiniin 6lgek degistirme ozelligi)

v(bt) nin Shehu déniisiimii,

S[v(bt)]:%V[%,uJ; beR (2.5)

seklinde verilir.

c. V(s,u),v fonksiyonunun Shehu doniisiimii olmak iizere, v(t) fonksiyonunun

birinci mertebeden tiirevinin Shehu doniistimii,

S[dv(l‘)}:iV(s,u)—v(O) (2.6)

seklinde verilir.



d. v fonksiyonunun ikinci mertebeden tlirevinin Shehu doniistimii,

seklinde verilir.

e. v fonksiyonunun n. mertebeden tiirevinin Shehu doniisiimii,

o ) (=) sy 2] 0

seklinde verilir.

t=0

Teorem 2.1.2. (Qureshi ve Kumar, 2019):

V(s,u),v fonksiyonu i¢in Shehu déniisiimii olmak iizere,

S{j...‘(‘?v(u)du”}:(%jnV(s,u)

seklinde verilir.

Teorem 2.1.3. (Oteleme 6zelligi)

V(s,u),v fonksiyonu i¢in Shehu déniisiimii olmak iizere,

seklindedir (Belgacem ve ark., 2019).

11

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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2.2. Konvoliisyon Integrali

v ve w fonksiyonlarinin Shehu déniisiimleri sirasiyla V (s,u) ve W (s,u)

olsun. Shehu doniisiimii v ve w konvoliisyon ¢arpimu igin,

(vew)(6) = [v(t=r)w(t)dr @.11)
olup
S[(vxw)(t) =V (s,u)W (s,u) (2.12)

seklinde ifade edilir (Belgacem ve ark., 2019).

2.3. Shehu, Sumudu ve Laplace Déoniisiimleri Arasindaki Tliski

v(t)€ A olsun. v fonksiyonunun Laplace doniisiimii L(s), Sumudu doniisiimii

S(u) ve Shehu doniisimii S(s,u) olmak iizere,

S(s,u)zﬁs(ﬁj (2.13)

S(s,l):ls(l]:L(s) 2.14)

oldugu goriiliir (Bokhari, 2019).
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2.4. Baz1 Fonksiyonlarin Shehu, Sumudu ve Laplace Doniisiimleri Tablosu

Baz1 fonksiyonlarin Shehu doniisiimii literatiirde mevcuttur. Bu tabloya aymi
fonksiyonlarin literatiirde mevcut Sumudu ve Laplace doniisiimleri de ilave edilerek

asagidaki tablo olusturulmustur (Maitama ve Zhao, 2019).

Tablo 2.1. Bazi fonksiyonlarin Shehu, Sumudu ve Laplace doniigiimii tablosu

Shehu Sumudu Laplace
Fonksiyon

Doniisiimii Doniisiimii Doniisiimii

v(t) S[v(r)] S[v(1)] L[v(1)]
1 Gj I

a; aelR a(

Y | =

t” 4 n+l 1
—,n= 0,1,2,... - u" n+l
n! ) S
tn n+l 1
—  n=0,1,2,... u u"
F(n+1) s Sn+1
u 1 1
expla(t
( ()) S—au 1-au s—a
sin (et u? u 1
2 2. 2 2.2 2 2
o s +a‘u 1+a‘u s +to
cos(at) us ! §
st +u’ 1+a’u® st +a?
sinh (ar) u? u 1
a st —a’u® 1—a’u? s’ —a?
us 1 S
cosh(at) S S

st —a’u’ 1—a’u? st—a
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2.5. Shehu Doniisiimiiniin Uygulamalar

Bu kisimda, bazi diferensiyel denklemlerin Shehu doniisiimii ile ¢dziimleri

verilecektir.

Ornek 2.5.1.
V(t)+v(1)=0, v(0)=1 (2.15)

Diferensiyel denkleminin ¢éziimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(l) =e ' seklinde

oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;
s
(£ )sv(0]-(0) =5[+(0)]

S =12 ZJS
[v(0)=[ 4o &Jelr0)]
Tablodaki bilgiler kullanilarak ters Shehu doniisiimii alinirsa;

v(t)=§" H—Sl K%}S[v(f)ﬂ

b(1)=1-5" H%}s[v(z)ﬂ

v, () =1
0 |

1, (1) = =5~ K
1, (1) =8~ [(%jg[vl (z)]} - s K

v | =

v | =
v | =
(2]
— 2,
| —
~ [ S
| |
T I
|
4 i
— 1 —
I
v [ *
v | =
~
I/ ——
v | =



<z>S (“Jetescn]—| (4)e] 5 ]|+ K‘J(‘”S H_”?

v(t) =Y, (t)+v1 (t)+v2 (z‘)Jrv3 (t)+...

elde edilen yaklasik ¢6ziim yakinsak oldugu i¢in bir analitik ¢6ziim olur.

Ornek 2.5.2.

+v(t):0; v(0)=1, v'(O):l (2.16)

Diferensiyel denkleminin ¢oziimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(t) =cost+sint

seklinde oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;

Tablodaki bilgiler kullanilarak ters Shehu doniisiimii alinirsa;

- {2 {2 sbe]

Vo (t)zl
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elde edilen yaklasik ¢6ziim yakinsak oldugu i¢in bir analitik ¢6ziim olur.
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3. SHEHU AYRISTIRMA METODU

3.1. Lineer Olmayan Diferensiyel Denklemlerin Shehu Ayristirma Metodu ile
Coziimii
Bu kisimda, Shehu doniisiimii ile Adomian ayristirma metodunu hibritleyerek

olusan ve literatliirde mevcut olan Shehu ayristirma metodundan bahsedecegiz (Khalouta
ve Kadem, 2020). Lineer olmayan Fv(t)=g(¢) diferensiyel denklemini ele alalim.
Burada F, lineer olmayan diferensiyel operatorii temsil eder. Bu metot F ’nin lineer

kisminin L+ R seklinde ayristirilmasiyla olusur.
Lv(t)+Rv(t)+Nv(t):g(t) (3.1)

denklemi, v(0)=h(t) baslangi¢ kosulu ile verilsin. Burada L lineer bir operatdr, R

lineer operatéorden kalan kisitm, N ise lineer olmayan bir operatordiir. L verilen
denklemin en yiiksek mertebeden tiirevi ve g(t) homojen olmayan bir terim olsun.
Lineer olmayan diferensiyel denklemi ¢6zmek i¢in asagidaki adimlar1 uygulayalim.

i. Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniistimii uygulanir.

ii. Ters Shehu doniisiimii alinir.

iii. Elde edilen denklem sonsuz seri seklinde oldugu diisiintiliir.

iv. Lineer olmayan terim i¢in Adomian polinomlar1 kullanilarak hesaplama yapilir.

v. Boylece yaklasik ¢oziime ulasiriz. Bu yaklasik ¢oziim yakinsak ise analitik

¢Ozlim, aksi halde seri ¢6ziim olarak kalir.

1. Adim: L birinci mertebeden bir operatdr ise Shehu doniisiimii alinirsa;
(£ )s[v(0)]-v(0)+8[Rv (1] +8[Wo(0)] =5[]
st[v(f)] =v(0)+5[g(r)]-S[Rv(1)]-S[Nv(1)]

STv(0)]=( 2 oy +( 4 JoLe(]-( % s Rv(0]-( 4 s wv(0)]

ifadesi elde edilir.
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ii. Adim: Ters Shehu doniigiimii alinirsa;

v(1)=8" H%)h(r)}+§l H%]S[g(t)ﬂ—Sl wg[m(r)ﬂ-sl H%)S[Nv(t)ﬂ
v(t)=G(t)-S" K%jS[Rv(t) + Nv(t)]}

Burada G () kaynak terimdir.

iii. Adim: Verilen denklemin ¢oziimiiniin sonsuz seri seklinde kabul edilirse;

v(t) =2 vi(1) (3.2)

o0
i=0

iv. Adim: Lineer olmayan terim i¢in ( 4,: Adomian polinomlar1 (Wazwaz, 1997))

V=24 =

l di ©
A =——N 1 i=20 34
’ i!dﬂ[ [Zovﬂ l G4

! l "
A4, =v,N (v0)+2—!v12N (v),
! 4 1 "
A, =v;N'(vy)+vv,N (v0)+§vl3N (vy),
' 1 " 1 m 1 iv
A, =v,N (v0)+(av22+vlv3jN (v0)+(5v12v2N (VO)}{ZV;‘N( )(vo)j,

formu kullanarak kolayca hesaplanir.

v. Adim: Genel olarak;
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iv,. (1)=G(1)-S" KZJS{RZOO:V[ (£)+ Ni 4 (z)ﬂ (3.5)

v (1)=-S" K%)S[Rvo (£)+ N4, (r)]},
v, (£) =5~ H%)S[va (1)< N4 (t)]}
v (1)=-S" K%]S[sz (£)+ N4, (r)ﬂ,

. (1) ==~ K%)S[Rvi (1)+ N4 (t)ﬂ 120

verilen diferensiyel denklemin yaklagik ¢6zlimiine ulasmis oluruz.
3.2. Shehu Ayristirma Metodunun Uygulamalari

Ornek 3.2.1. (Eltayeb ve Abdeldaim, 2017):

dv(t )
Vd(t )12 GJ v(0)=0 (3.6)

Diferensiyel denkleminin ¢ézlimiiniin Shehu ayristirma metodu kullanilarak v(t) =sint

seklinde oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;



Tablodaki bilgiler kullanilip ters Shehu doniistimii alinirsa;

s [v(r))=s" K—MS K%H”z @ﬂ
s=-57|[4)e[ 2 (5]

Verilen denklemin ¢dziimii sonsuz seri seklinde,

v(1)=30 (1)

olup denklemde kullanilirsa,

Sotr-ros[[5)foe(3]]

20

(3.7)
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t t
= sin(¢)

elde edilen bu fonksiyon yakinsak oldugu i¢in i¢in analitik ¢oziimdiir.

Ornek 3.2.2. (Rawashdeh ve Maitama, 2015):

—1=1? (t), v(O):0 (3.9)

Diferensiyel denkleminin ¢oziimiiniin Shehu ayrigtirma metodu kullanilarak v(t) = tant

seklinde oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;



Tablodaki bilgiler kullanilip ters Shehu doniistimii alinirsa;

s0=5"[(#] 5 (v ]
-3 0]

Verilen denklemin ¢dziimii sonsuz seri seklinde,

v(1)=30 (1)

olup denklemde kullanilirsa;

Soo-oo|(Etre)

(1) =t
1a0)=5"|(L]eLa 0]} 120
A= (1)

A =2v, (1) (2)

A, =2v, (1), (£)+v(t)

22

(3.9)



23

v (1)=S"" ! S v (£)v, () +v
s s
2 8
=S (sz 2t(£t5j+(lt3j =S (3)8{24 =S %(zj 17,
s 15 3 s 45 45 \s 315

elde edilen bu fonksiyon yakinsak oldugu icin i¢in analitik ¢oziimdyir.
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4. SHEHU DONUSUMUNUN VOLTERRA TiPi DIFERENSIYEL
DENKLEMLERE UYGULANMASI

4.1. ikinci Tiir Lineer Volterra integral Denklemlerin Shehu Déniisiimii ile
Coziimii
Bu kisimda, ikinci tiir lineer Volterra integral denklemlere Shehu doniisiimiinii

uyguladik. Ikinci tiir lineer Volterra integral denklemleri ¢dzmek i¢in asagidaki adimlar:
uygulayalim.

i.  Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniigiimii uygulanir.

ii. Konvoliisyon teoremi uygulanir.

iii. Ters Shehu doniisiimii uygulanarak sonuca ulagilir.

Ikinci tiir lineer Volterra integral denklemi,
v(x):f(x)Jr/”tJ.K(x—t)v(t)dt 4.1)

seklinde tanimlanmaktadir. Burada v(x) bilinmeyen fonksiyon, f(x) reel degerli bir
fonksiyon, A sabit bir parametre, K (x,t) ise integralin ¢ekirdek kismi olup bu

calismada (x—t) farki seklinde ifade edilen fark ¢ekirdekleri olarak kabul edilecektir.

(Ornegin, sinh(x—17), (x—t)3, tan(x—t), ...) (Wazwaz, 2011).

1. Adim: Denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;

S{v(x)}:S{f(x)}+S{ﬂjK(x—t)v(t)dt} 4.2)
0
ii. Adim: Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

S () =5{/ (W) + 28 {K (3)} 8 {v(v) @3)

S{v(x)} = [W} (4.4)



iii. Adim: Ters Shehu doniisiimii alinirsa;

elde edilir.

Ornek 4.1.1.

v () =sin x—2[ cos (x—1)v(t) d

0

25

(4.5)

(4.6)

Diferensiyel denkleminin ¢ézliimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(x) =xe " seklinde

oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniistimii uygulanirsa;

X

S{v(x)} =S{sin x} —2S{J-cos(x—t)v(t)dt

0

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

s{v(x)}:[ 2]_zs{cosx}g{v(x)}

(4.7)
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elde edilir.

Ornek 4.1.2.

v(x)=x2+j-sin(x—t)v(t)dt (4.8)

Diferensiyel denkleminin ¢6ziimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(x)zx2 +—

12

seklinde oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;

S{v(x)}:S{xz}—i-S{;[sin(x—t)v(t)dt}

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;
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Ters Shehu domiistimii alinirsa;

o5 ff ol o e b

elde edilir.

Ornek 4.1.3.

v(x)=cosx+sinx—]£v(t)dt 4.9

0

Diferensiyel denkleminin ¢dziimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(x) =cosx seklinde

oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;
S {v(x)} =S{cosx}+S{sinx}-S {Iv(t)dt}
0

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;
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)= ) 255 )+ 2

us® +u’s us(s+u) us

Sk (svu) (s +?)  (svu)(s+u?) s 40s

Ters Shehu domiistimii alinirsa;

v(x)le{ Zus 2}zcosx

ST +u
elde edilir.

4.2. ikinci Tiir Lineer Volterra Integro-Diferensiyel Denklemlerin Shehu

Doniisiimii ile Coziimii

Literatiirde, ikinci tiir lineer Volterra integro-diferensiyel denklemlere Shehu
doniigiimiiniin uygulanmasina rastlanmamis olup bu kisimda ilk kez uygulanmigtir
(Bozburun ve Peker, 2021). ikinci tiir lineer Volterra integro-diferensiyel denklemleri
¢ozmek i¢in boliim 4.1.”deki adimlar takip edilir.

Ikinci tiir lineer Volterra integro-diferensiyel denklemi,
v(")(x)zf(x)+iJ.K(x—t)v(t)dt (4.10)

seklinde tanimlanir. Burada v(x) bilinmeyen fonksiyon, v(”)(x), v(x) in x’e gore n.

mertebeden tiirevi, f(x) reel degerli bir fonksiyon, A4 sabit bir parametre, K (x,?) ise
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integralin ¢ekirdek kismi olup bu c¢alismada (x—t) farki seklinde ifade edilen fark

cekirdekleri olarak kabul edilecektir (Wazwaz, 2011). Baslangic kosullar

a,eR,(i=0,..,n—1) olmak iizere,

v(O)zaO , v'(O):a1 e v("_l)(O):a 4.11)

n—1

seklinde verilmis olsun.

1. Adim: Denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;

X

Gj S[v(x)] —(EJH V(O)-(EJH V(0)=..—v"(0) =S[ f(x)]+)t§{ | K(x—t)v(t)dt}

u u 0

[ij" S[v(x)] _(ij"_l o _(EJH 4 —ma,, =S[£(x)] +zsﬁz<(x-z)v(z)dz}

u u u 0

S[v(x)]= (%)a +@ 4 ++@ 0, +@ S[/(x)] +[%j lSﬁK(x—t)v(t)dt}

0

ifadesi elde edilir.

1. Adim: Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

S[v())=(%)a +H oot ] (4] L (4] AR (8D 0)

s
(4.12)
1ii. Adim: Ters Shehu doniisiimii alinirsa;

(nx:)! +s H%} s[ f(x)]] +S [(gj lS[K(x)]S[v(x)]}

(4.13)

v(x)=a,+ax+..+a,,

elde edilir.



Ornek 4.2.1.

V() =3+ [v(t)dr, v(0)=3

0
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(4.14)

Diferensiyel denkleminin ¢ézlimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(x) =3e¢" seklinde

oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;

X

(EJS[V(X)]—V(O) = S[3]+S{J‘v(;)dt}

u 0

sconsfe) o] (]

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

v(t)dt}

S S

S[v(x)]= 3[3}3(1)2 +(EJS[1]S[V(;C)]

S S S

S[v(x)]= 3&}3@ {%} %jSI:v(x)]

Ters Shehu doniistimii alinirsa;
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V() =+ [(x-0)v(e)de; v(0)=0, v/(0)=1 (4.15)

Diferensiyel denkleminin ¢o6ziimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(x):sinhx

seklinde oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;

(5)2S[v(x)]—(gjv(O)—v'(O)=S[x]+8u(x—t)v(t)dt}

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

S[v(x)]= (%j {%j +[%j S[x]S[v(x)]
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elde edilir.

Ornek 4.2.3.

_—1+j t)dt; v(0)=1, v'(0)=1, v'(0) =1 (4.16)

Diferensiyel denkleminin ¢éziimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(x) =Ccosx+sinx

seklinde oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;

(5)3S[v(x)]—(ifv(O)—(iJv’(O)—v”(O):—S[l]+SEv(t)dt}

u u

L RGABRORORCE!

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

SToell=()o (4] 2] (2] o(4) stmsteen
S (4Jo(4) () (4] (%) (4o

v(t)dt}

S C—
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2

S[v(x)]= 2”5 7T 2u 2

S”+u S t+u

Ters Shehu doniistimii alinirsa;

2 2
1| us u | us I u y .
v(x)—S { —— +— u2j|_ S [ - Z}rS { - 2j|—COS)C+SlIlX

S +u

elde edilir.

Ornek 4.2.4.

V'(x) :1+x+]£(x—t)v(t)dt; v(0)=1, v'(0)=1 (4.17)

0

Diferensiyel denkleminin ¢dziimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(x) =e¢" seklinde

oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;

(5)2S[v(x)]—(ng(O)—v'(O):S[l]+S[x]+SH(x—t)v(t)dt}

S[v(x)]= G) +@ {%j N [%] +(%j S{I(x—t)v(t)dt}

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;
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elde edilir.

Ornek 4.2.5.

V() =T+x—2 + [ (x=0)v(e)d; v(0)=3, v/(0) =1, v"(0) =1 (4.18)
0

Diferensiyel denkleminin ¢oziimiiniin Shehu metodu kullanilarak v(x) =e" +2 seklinde

oldugunu gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniistimii uygulanirsa;
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() sDr]-(2] v(O)—[ijv’(O)—v”(O):S[l]+S[x]—S[x2]+8ﬁ(x—t)v(t)dt}

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa

s[v(x)]zs(g}(gjl(g{gj“{g_2(gjﬁ+(gj3g[x]s[v<x)]

Ll (5 () (1) (5] () () (1 s

Ters Shehu doniistimii alinirsa;

elde edilir.
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5. SHEHU AYRISTIRMA METODUNUN VOLTERRA TiPi DIFERENSIYEL
DENKLEMLERE UYGULANMASI

5.1. ikinci Tiir Lineer Olmayan Volterra integro-Diferensiyel Denklemlerin Shehu
Ayristirma Metodu ile Coziimii
Literatiirde, ikinci tiir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denklemlere

Shehu ayrigtirma metodunun uygulanmasina rastlanmamis olup bu kisimda ilk kez

uygulanmistir. Bu denklemleri ¢cozmek i¢in asagidaki adimlar takip edelim.

i.  Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniigiimii uygulanir.

ii. Konvoliisyon teoremi uygulanir.

iii. Ters Shehu doniistimii alinir.

iv. Elde edilen denklem sonsuz seri seklinde diisiintiliir.

v. Lineer olmayan terim i¢in Adomian polinomlar1 kullanilarak hesaplama yapilir.

vi. Yineleme bagintis1 uygulanir.

vii. Boylece yaklasik ¢oziime ulasiriz. Bu yaklasik ¢Oziim yakinsak ise analitik
¢oziim aksi halde seri ¢6zlim olarak kalir.

Ikinci tiir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denklemi,

v(")(x) = f(x)+jK(x—t)F(v(t))dt (5.1)

seklinde tanimlanmaktadir. Burada v(x) bilinmeyen fonksiyon, v")(x), v(x)’in x’e
gore n. mertebeden tiirevi, f(x) reel degerli bir fonksiyon, F (v(x)) lineer olmayan
bir fonksiyon olup v’(x), v*(x) gibi farkli sekillerde ifade edilebilir. K (x,t) ise
integralin ¢ekirdek kismi olup bu calismada (x—t) farki seklinde ifade edilen fark

cekirdekleri olarak kabul edilecektir (Wazwaz, 2011). Baslangi¢ kosullari,
v(0)=a,, V(0)=aqa,,.., ) (0)=a,,, a,eR,(i=0,..,n—1) (5.2)

seklinde verilmis olsun.

i. Adim: Denklemin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;
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S[vw (x)] =S[ f(x)] +SHK(x—t)F(v(t))dt} (5.3)

1. Adim: Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

(2 S 2) H01-{2) 01016 ]S 5o )]

u u

n-2

(£ sD)-(2] a-(2] a-ma=sLr ]Sk (-8 F ()]

S[v(x)jz(gj%{gjz . +...+(gj" +[gj"S[f(x>]+[§j"S[K(x—t)]S[F(v(x))]

ifadesi elde edilir.

iii. Adim: Ters Shehu doniisiimii alinirsa;

n ' (5.4)
.5 H%j S[K(x—t)]S[F(v(x))]:l
iv. Adim: Denklemin ¢dziimii i¢in v(x) sonsuz seri seklinde kabul edilirse;
()= 20, (x) 59
v. Adim: Lineer olmayan terim i¢in ( 4, : Adomian polinomlar1 (Wazwaz, 1997))
F(v)=Y4 (5.6)

=

4 :%%{F[g‘v’ﬂ’ i20 (5.7)
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[ 1 " 1 " 1 w
A, =v,F'(vy)+ (avzz + v1v3jF (vy)+ (5"12"2]7 (Vo )j + (ZVI4F( ) (v, )] >
formu kullanarak kolayca hesaplanir. (5.6) ve (5.7) denklemleri (5.5) denkleminde

kullanilirsa;

(n-1)

Zvl.(x):v(0)+xv'(0)+...+(n_l)!v("_l)(())+S_1 {(;) S[f(x)]:l

) (5.8)
.5 K%j S[K(x—t)]S{g‘ 4 (x)ﬂ
vi. Adim: Yineleme baglantisindan,
v (x)=v(0)+xv'(0)+...+ (ji;)' W (0)+S™ K%jn S[f(x)]}
(5.9)

STy (x)]=5" K%} s[K(x_;)]S[i4 (x)ﬂ 20

i=0

elde edilir.

vii. Adim: Burada yaklagik ¢6ziimiin yakinsak olmasi i¢in lim (3] S [K (x - t)] =0

n—o\ ¢

olmalhidir (Wazwaz, 2010; 2011).
Ornek 5.1.1.

v'(x)ziex—le3x+Je(x_t)v3(t)dt, v(0)=1 (5.10)
0
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seklinde verilen ikinci tiir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denkleminin

¢Oziimiiniin v(x) =¢" oldugunu Shehu ayristirma metodunu kullanarak gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu dontistimii uygulanirsa;

s[v(x)]= SEex —%eﬂ +8[e4 (x)]

R UR el = R SC

(5.9) denklemine gore;

Vo(s,u):G}%L(iu)]_%(ﬁ]

Sl ]| gt L (9] 20

(5.11)

Lineer olmayan terim F [v(x)] = (x) icin Adomian polinomlarindan,

3
4o =vp",
Ay =3vy?
1 =% V1
Az :3\/02\/2 +3V0V12,

A3 = 3\/’02\)3 + 6V0V1V2 + V13.

ifadeleri kullanilir. (5.11) denkleminin ters Shehu doniistimii alinirsa;
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1 1 13
Vo (x) =1+x—5x3 ——x4 —Exs +...,

1, 23 5 4 7 s

2
vl(x)zzx +=x7+—x" —x7 +.,

12 120

vy (x)= éX4 +%x5 Fo

Sonsuz seri ¢ozlimiinden,

1 1 1 1
v(x)=1+x—i-—x2 b=t —xt =+
2! 3! 4! 5!

v(x) = €x

bulunup, elde edilen bu sonucun Laplace ayristirma metodu ile bulunan (Wazwaz,

2010) ¢ozlimle ayni sonucu verdigi gorilmiistiir.

Ornek 5.1.2.
9 5 1 » 1 T 2
! _ —X —2X _
\% (X)—Z—EX—EX —3e —Ze +I(x—t)v (f)dt, V(O)—z (512)

seklinde verilen ikinci tiir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denkleminin

¢Oziimiiniin v(x) =1+¢e " oldugunu Shehu ayristirma metodunu kullanarak gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniigiimii uygulanirsa;

S[V'(x)] = S[g—éx—lxz -3¢ —ie_zx}ﬁtg[(x—t)*vz (X)}
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(5.13)

Lineer olmayan terim F [v(x) =’ (x) icin Adomian polinomlarindan,

2
Ao =vo",

Al = 2VOV1,
A2 = 2VOV2 + Vlz,
A3 = 2\10\/'3 + 2V1V2.

ifadeleri kullanilir. (5.13) denkleminin ters Shehu doniisiimii alinirsa;

~x? §x3+ix4 ! x5+...,
24 120

olup sonsuz seri ¢oziimiinden,

1 1 1 1
v(x)=1+(l—x+—x2 ——x3 -I——x4 ——x5 +j
2! 31 4! 5!

v(x)=l+e™
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bulunup, elde edilen bu sonucun Sumudu ayristirma metodu ile bulunan (Ahmed ve
Elzaki, 2013) ve Laplace ayristirma metodu ile bulunan (Wazwaz, 2011) ¢oziimlerle

ayni sonucu verdigi goriilmiistiir.

Ornek 5.1.3.

” " _ T 2
y (x)=—1—g(sm(x)+sm(2x))+2cos(x)+i sin(e= (1) (5.14)

v(O) =-1, v'(O) =1

seklinde verilen ikinci tiir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denkleminin

¢Oziimiiniin v(x) =sinx—cosx oldugunu Shehu ayristirma metodunu kullanarak

gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu dontigiimii uygulanirsa;

S[v"(x)} = S[—l —%(sin(x) + sin(2x)) + 2c0s(x)} + S[sin(x —t) %12 (x)}

(5.9) denklemine gore;
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I AN U 0 e B AN ) N7 u
o (TS e )

S[Vi+1 (X):| = 2(1;2 SI:AZ (X):| . i2>0.
ST 4u )
Lineer olmayan terim F [v(x)] =’ (x) icin Adomian polinomlarindan,

2
Ao =vo",
Al = 2VOV1,
A2 = 2\/0\/2 + V12,
A3 = 2V0V3 + 2V1V2.

ifadeleri kullanilir. (5.15) denkleminin ters Shehu doniistimii alinirsa;

1 1 1 1 1 11
vo(x)z—1+x+—xz——x3 = —0- X+
2 6 12 40 360 5400

1% (x) =Lx4 —Lx5 —Lx6 +Lx7 +...,

24 60 720 504

bulunur. Sonsuz seri ¢oziimiinden,

1 1 1 1 1 1
v(x) = (x——x3 +—x5 ——x7 +...j—(l——x2 -I——x4 ——x6...j
3! 5! 7! 2! 4! 6!

v(x)=sinx—cosx

bulunup, elde edilen bu sonucun Sumudu ayristirma metodu ile bulunan (Ahmed ve
Elzaki, 2013; Eltayeb ve ark., 2014) ve Laplace ayristirma metodu ile bulunan

(Wazwaz, 2011) ¢oziimlerle ayn1 sonucu verdigi goriilmiistiir.
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Ornek 5.1.4.
X

v (x) =24 2x+x? a2t =2 4 [N (1) dr; v(0) =1, v(0)=2 (5.16)
0

seklinde verilen ikinci tiir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denkleminin

¢Oziimiiniin v(x) =x+¢e" oldugunu Shehu ayristirma metodunu kullanarak gosterelim.

Coziim: Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniistimii uygulanirsa

S[v”(x)] = 8[2 +2x+x% —x2e* —esz +S[e(x_t) #1? (x)}

Lineer olmayan terim F [v(x)] =’ (x) icin Adomian polinomlarindan,



2
Ay =vp",

Al = 2\/’0\/’1,
Az = 2\/0\/2 + V]z,
A3 = 2\/‘0\/3 + 2V1V2.

ifadeleri kullanilir. (5.17) denkleminin ters Shehu doniistimii alinirsa;

vl(x)=%x3 + 54 X +%x5 +%x6 :
1
Vz(x)=%x6

elde edilir. Sonsuz seri ¢ozlimiinden,

1 1 1 1
v(x)=x+(1+x+—x2 +—x+—xte =% +J
2! 3! 4! 5!

v(x)=x+ex
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bulunup, elde edilen bu sonucun Laplace ayristirma metodu ile bulunan (Wazwaz,

2011) ¢ozlimle ayni sonucu verdigi gorilmiistiir.

5.2. Ikinci Tiir Lineer Olmayan Volterra Integro-Diferensiyel Denklem Sisteminin

Shehu Ayristirma Metodu ile Coziimii

Literatiirde, ikinci tiir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denklem

sistemine Shehu ayristirma metodunun uygulanmasina rastlanmamis olup bu kisimda

ilk kez uygulanmistir. Bu denklem sistemini ¢6zmek i¢in asagidaki adimlar takip edilir.

i.  Verilen denklemin her iki tarafina Shehu doniigiimii uygulanir.

ii. Konvoliisyon teoremi uygulanir.

iii. Elde edilen denklem sonsuz seri seklinde diisiiniiliir.

iv. Lineer olmayan terim i¢in Adomian polinomlar1 kullanilarak hesaplama yapilir.

v. Yineleme bagintist uygulanir.



46

vi. Ters Shehu doniigiimii alinir.

vii. Boylece yaklasik ¢oziime ulasiriz. Bu yaklasik ¢6ziim yakinsak ise analitik
¢Ozlim aksi halde seri ¢6ziim olarak kalir.
Ikinci tiir lineer olmayan Volterra integro-diferensiyel denklem sistemi,

u” (x)=f(x)+ [Kl (x-1)F, (u (t))+ R (x-1)G, (v(t))] dt

[Kz (x—1)F, (u (t))+ R,(x-1)G, (v(t))] dt

(5.18)
W) (x) =/ (x)+

O O C—y

seklinde tammlanir. Burada, u(x) ve v(x) bilinmeyen fonksiyonlar, u(")(x), u(x)’in
x’e gore n. mertebeden tiirevi, v(")(x), v(x)’in x’e gbre n. mertebeden tiirevi,
fi(x), i=1,2 reel degerli fonksiyonlar, F;,G;,i=1,2 lineer olmayan fonksiyonlar,
K;(x,t)=K;(x—1),i=1,2 ve R;(x,t)=R;(x—t),i=12 integrallerin g¢ekirdek
kisimlar1 olup (x—t) farki seklinde ifade edilen fark c¢ekirdekleri olarak kabul
edilecektir. Kesin ¢oziime ulasabilmek igin u(’;l)(O) ve V(H)(O), 1< j<n baslangic

kosullar1 verilmelidir (Wazwaz, 2011).

1. Adim: Verilen denklem sisteminin her iki tarafina Shehu dontigiimii uygulanirsa;

(ijnS[u(x)]—(fjn_lu(o)—@n_z“'<0>—---—u<”‘l>(o)=S[ﬁ(x>]

u u

[ (K1 (=)= (1)) (R (-0 (4()

(5.19)

(ijnS[v(x)]-(ijn_lv(o)-(ijn_z v(0) =" (0) =8 3 (x)]

u u u

+S[(K2 (x=1)*Fy (u(x)))+ (R (x 1) Gy (v(x)))}

ii. Adim: Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;
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(5.20)

S[v(x)]z(z]v(0)+(%]2 v'(0)+...+(

N

(4] o[k (x=0)J8 [ (w() ]+ 4 8 (=) G v10)]

s
ifadesi elde edilir.

iii. Adim: Denklemin ¢dziimii igin u(x) ve v(x) sonsuz seri seklinde kabul edilirse;

u(x)zZui(x) , v(x):lZvi(x) (5.21)
kullanilir.

iv. Adim: Lineer olmayan terim F; [u (x)] , i=1,2 i¢in ( 4, : Adomian polinomlar

(Wazwaz, 1997))

F(v)=>_4, (5.22)

1 di 0
A=—IF ;020 5.23
: i!dﬂ.[ (Zovﬂ l (-23)

(5.21) ve (5.22) denklemlerini (5.20) denklem sistemininde kullanilirsa;
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(5.24)

(5.25)
S[vo(x)]= (%Jv(o){ﬂjz V'(o)+...+(%jn A1) (o)+(%)n s[ £ (x)].
S[Vist (x)]:(%J” S[k, (x—z)]S{iBi:lJr(g)” S[Rz(x—t)]S{géi}.

N

elde edilir. Devaminda ise vi. ve vii. adimlar uygulanir.

Ornek 5.2.1.

u'(x) —e¥ 202 124 Te(x_t) (u2 (t) 2 (t))dt, u (O) =2
0 (5.26)

v'(x) =—e" —4xe* + ]Ce(x_t) (uz (t)—v2 (t))dt, v(O) =0

Ikinci tiir lineer olmayan Wblterra integro-diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimiiniin

u(x)=1+e",v(x)=1-¢" oldugunu Shehu ayristirma metodunu kullanarak gosterelim.

Coziim: Verilen denklem sisteminin her iki tarafina Shehu doniisiimii uygulanirsa;
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[#'(x)
[V (x)

S ] e —2e *(u”(x)+v7(x
S :' = S[—ex —4xe2xJ +S[e(x_t) *(uz (x) e (x))}

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

(5.27)
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Lineer olmayan u’ (x) ve v’ (x) fonksiyonlar1 i¢in Adomian polinomlarindan,

2 2
Ao =ug”, By=w",
Al = 2u0u1, B] = 2\/’0\/’1,
A2 = 2u0u2 + u12, Bz = 2VOV2 + Vlz,
A3 = 2140143 + 2u1u2, B3 = 2VOV3 + 2V1V2.

kullanilir. (5.27) denklem sisteminde ters Shehu doniistimii alinirsa;

ug (x):2+x—§x2 —Zx3 —§x4 —ix5
2 6 8 120

ul(x):2x2+ -2 ,

uz(x)—§x4+2x5+ ,

vo(x)=—x-2x2- 23 B4 1.5,
2 2 24 120

v (x) 2x% +—x>—=x* §x5+ ,

Sonsuz seriden,

u(x):1+(1+x+ix2+lx3 +ix4+ix5 +j
2! 3! 4! 5!

v(x)zl—(1+x+ix2 LI SRR VN +j
2! 3! 4! 5!

elde edilir. Bu sonug¢ Laplace ayristirma metodu ile bulunan (Wazwaz, 2011) ¢oziimle

karsilastirilarak ayni sonucu verdigi goriilmiistiir.
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Ornek 5.2.2.

u'(x)=1+%sinx—%sin(bc)—4x+Tcos(x—t)(u2(t)+v2(t))dt, u(0)=1

0 (5.28)

V(x)=1-7sinx+ 4xcosx+4x+f(x—t)(u2 (1)—v? (t))dt, v(0)=-1

Ikinci tiir lineer olmayan Wblterra integro-diferensiyel denklem sisteminin ¢dziimiiniin
u (x) =Xx+Cosx, v(x) =x—cosx oldugunu Shehu ayristirma metodunu kullanarak

gosterelim.

Coziim: Verilen denklem sisteminin her iki tarafina Shehu doniistimii uygulanirsa;

S[u’(x)] = S[l +%sin x—%sin(Zx) - 4x} + S[cos(x —1)* (u2 (x)+ V2 (x))]

S[v’(x)] =S[1-7sinx+4xcosx+4x]|+ S[(x—t) *(u2 (x)—v2 (x))]

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

Al s ) e
R OAtR Feol e b | RHRDLSTEE

(5.25) denklemine gore;
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(5.29)

Lineer olmayan u’ (x) ve v’ (x) fonksiyonlar1 i¢in Adomian polinomlarindan,

2 2
Ao =ug”, By=w",
Al = 2u0u1, Bl = 2\/’0\/’1,
A2 = 2u0u2 + ulz, B2 = 2VOV2 + Vlz,
A3 = 2140143 3 2u1u2, B3 = 2VOV3 + 2V1V2.

(5.29) denklem sisteminde ters Shehu doniisiimii alinirsa;
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Sonsuz seriden,

(u(x),v(x)) = (x+cosx,x—cosx)

elde edilir. Bu sonu¢ Laplace ayristirma metodu ile bulunan (Wazwaz, 2011) ¢oziimle

karsilastirilarak ayni sonucu verdigi goriilmiistiir.

Ornek 5.2.3.
" 7 X X X T X— '
(x)= e = ' + [l i ()42 (1)) s w(0) =1, u'(0) =1
Ox (5.30)
V'(x)= %ex +3e%* +%e4x +Ie(x_t) (u2 (t)—v2 (l))dt; v(0)=1,v'(0)=2
0

Ikinci tiir lineer olmayan Wblterra integro-diferensiyel denklem sisteminin ¢dziimiiniin

u (x) =e", v(x) = e oldugunu Shehu ayristirma metodunu kullanarak gosterelim.

Coziim: Verilen denklem sisteminin her iki tarafina Shehu doniistimii uygulanirsa;

S[u”(x)]
S[v”(x)]

S[%ex p —%e“x} +S [e(x_t) * (u2 (x)+ V2 (x))}

S[%ex +3e%* +%e4x} + S[e(x_t) *(“2 (x) —v? (x))}

Konvoliisyon teoremi uygulanirsa;

7\
N
N—
[\
=
—~
\.%
N
N—
|
/N
N

Juo) w0 =2 (e el e )

2jv(0)—v’(0)=i(sﬁuj+3(s_u2u]+;(s_u4uj+ Sﬁ ]S[uz(x)wz(x)}

7\
N
N
[\
~
—~
v%
<
SN—"
|
VY

u



U(S’”):(ZJ+@2+;{sz(iu)]_[sz(suizu)]_;[32(;{4u)]+{sz(iu)]g[“z(")ﬂz(xﬂ

o=ttt e Al e L e

(5.25) denklemine gore;

(5.32)

Lineer olmayan u’ (x) ve v’ (x) fonksiyonlar1 i¢in Adomian polinomlarindan,

2 2
do=uo", By=vo",
Al = 2u0u1, Bl = 2\/’0\/1,
A2 = 2u0u2 + ulz, Bz = 2VOV2 + Vlz,
A3 = 21/101/!3 + 2u1u2, B3 = 2\/‘0\/’3 + 2V1V2.

(5.32) denklem sisteminde ters Shehu doniisiimii alinirsa;

uo(x)=1+x+ xz—1 3 lx4 ~ X 4.,
! 6! 24 40
ul(x):§x3+3x4+ X+,

V (x)=1+2x+2x2 +£x3 +§x4 +2x5 +...,
0 3 60
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Sonsuz seriden,

u(x) :[1+x+ix2 +ix3 +Lx4 +j
2! 3! 4!
v(x)= 1+2x+l(2x)2 +l(2x)3 +i(2x)4 +
2! 3! 41

elde edilir. Bu sonu¢ Sumudu ayristirma metodu ile bulunan (Eltayeb ve ark., 2014) ve
Laplace ayristirma metodu ile bulunan (Wazwaz, 2011) ¢oziimlerle karsilastirilarak

ayni sonucu verdigi goriilmiistiir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemler matematik, fizik ve
miithendislik gibi uygulamali bircok alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Bir integral
doniistimii olan Shehu doniisiimii de diferensiyel denklemlerin ¢éziimiinde kolaylik
saglayan literatiirde yeni kullanilan bir doniisiimdiir. Bu doniisiimiin yeni olmasi ve
literatiirde bu konuyla ilgili fazla ¢alisma olmamasi nedeniyle bu konuda yapilan
calismalar her zaman 6nem arz etmektedir.

Bu tez ¢alismasinda; Shehu integral doniislimiiniin tanimina, 6zelliklerine ve
bazi teoremlerine yer verilmistir. Ikinci tiir lineer Volterra integral denklemlerini
¢6zmek i¢in Shehu doniisiimii kullanilmistir ve bu doniisiim ikinci tiir lineer Volterra
integro-diferensiyel denklemlerine ilk kez uygulanip 6rneklerle gosterilmistir. Ayrica,
Shehu doniisiimii ile Adomian ayrigtirma yontemini hibritleyerek literatiirde mevcut
olan Shehu ayristirma metodu hakkinda bilgi verilip bu metot ilk kez ikinci tiir lineer
olmayan Volterra integro-diferensiyel denklem ve denklem sistemi c¢oziimiinde
kullanilmis ve uygulamalarla desteklenmistir.

Bu tez ¢aligmasinda da goriildiigii lizere gerek Shehu doniisiimii gerekse Shehu
ayristirma metodu uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan matematiksel problemlerin
analitik veya yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in kolay, uygulanabilir, giivenilir ve giigli

bir alternatif teknik olarak Onerilebilir.
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