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DEMETLERİNİN GEOMETRİSİ 
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Amaç: Bu çalışmada çatı demetler üzerinde twin metrikle bozulmuş Sasaki-Mok metriğinin 

Levi-Civita konneksiyonunun geometrisini çalışılması amaçlanmıştır.  

Yöntem: Bu çalışma, baz manifolddan çatı demetlere lift edilmiş geometrik objeler ile tensör 

hesaplama methotları kullanılarak gerçekleştirilmiştir. 

Bulgular: Twin metrikle bozulmuş Sasaki-Mok metriğine sahip çatı demette Levi-Civita 

konneksiyonu tanımlanmıştır. Levi-Civita konneksiyonun Riemann eğrilik tensörü, Ricci 

tensörü ve skaler eğrilik tensörü hesaplanmıştır. Bundan başka baz manifold üzerinde alınan 

bir vektör alanının yatay, dikey ve tam liftinin rotasyonu ve diverjansı hesaplanmıştır. 

Sonuç:  Difarensiyel geometride demetler üzerinde yeni metriklerin tanımlanması ve 

çalışılması önemli bir konudur. Bu amaçla çatı demetler üzerinde yeni bir metric tanımlanması 

yeni çalışmalar için önemli bir katkı sunar. Çatı demetler üzerinde yeni bir metric 

tanımlanmıştır. Bu metriğin geometrisi ile ilgili önemli sonuçlar verilmiştir. Baz manifold 

üzerinden alınan bir vektör alanının yatay dikey ve tam liftlerinin  rotasyon ve diverjansları 

hesaplanmıştır. 

 

Ağustos  2022, 44 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Çatı demet, twin metrikle bozulmuş Sasaki-Mok metriği, adapte olmuş 

çatı.  
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Purpose: In this study, it is aimed to study the geometry of Sasaki-Mok metric deformed by 

the twin metric on the frame bundle. 

Method: This study is using the tensor calculation methods and geometric objects lifted from 

the base manifold to the frame bundle. 

Findings: The Levi-Civita connection of Sasaki-Mok metric deformed by the twin metric is 

defined in the frame bundle. The Riemann curvature tensor, Ricci tensor and scalar curvature 

tensor of the this metric are calculated. Also, the rotation and divergence of the horizontal, 

vertical and complete lifts of a vector field on the base manifold are obtained. 

Results: In differential geometry, to define and study new metrics on bundles is importent topic. 

For this purpose, defining a new metric on frame bundles provides an important contribution 

for new studies. A new metric has been defined on the frame bundles. Important results 

regarding the geometry of this metric are given. The rotations and divergences of the horizontal, 

vertical and complete lifts of a vector field on the base manifold are calculated. 
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GİRİŞ 

Manifold kavramı ilk olarak Riemann tarafından “yüzeylerin yüksek boyutlara 

genişlemesi”  şeklinde tanımlanmış ve “Mannigfaltigkeit” şeklinde ifade edilmiştir. 

Manifold üzerindeki çeşitli diferansiyel-geometrik yapılar, 𝑇𝕄 tanjant demet ve 𝐹𝕄 

çatı demet üzerindeki yapılarla yakından ilişkilidir. Bundan dolayı geometrik nesnelerin, 

tanjant demetlere, tensör demetlere ve çatı demetlere taşınması ile ilgili pek çok çalışma 

yapılmıştır (Cordero and de Leon, 1983) 

1958’de Sasaki, 𝕄 üzerinde bir Riemann metriğinden 𝑇𝕄 üzerinde bir Riemann 

metriğinin nasıl oluşturulacağını gösterdi ve böylece 𝑇𝕄 nin diferansiyel geometrisinin 

çalışmasını başlattı (Mok, 1978). O zamandan beri, konu kapsamlı bir şekilde geliştirildi ve 

daha yüksek dereceden kotanjant  ve tanjant demetlere kadar genişletildi (Mok,1978). 

 𝐹𝕄 nin diferansiyel geometrisi ilgili çalışmalar çok daha sonra başlamıştır (Mok, 

1978). Altmışlarda Okubo ile başlayan çalışmalar, yetmişlerde Mok ve ardından seksenlerde 

Cordero ve de Leon ile devam etti (Mok, 1978). 

Birbirinden farklı düzgün manifoldlar (diferansiyellenebilir manifold ) üzerindeki 

geometrik yapılar arasındaki bağlantı diferansiyel geometri için çözülmeye çalışılan 

problemdir. Diferansiyellenebilir 𝕄 manifoldu üstünde geometri yapmak için bazı 

diferansiyellenebilir elemanların başka diferansiyellenebilir manifoldlara taşımak gerekir. 

Böylece 𝕄 ile başka diferansiyellenebilir manifoldların geometrileri arasında bağlantı 

sağlanmış olur. 

𝕄 manifoldunun her bir noktasındaki çatıların dönüşümünü sağlayan matrislerin 

birleşimi çatı demeti oluşturur. Çatı demetinin diferansiyel geometrisinin araştırılması tensör 

alanlarının ve üstünde yer alan lineer konneksiyonların yapılandırılmasıyla başlar. Cebir ve 

geometriden yararlanarak çatı demetlerinin geometrisi incelenebilir. 

Bu tezde 𝐹𝕄 çatı demette Levi-Civita konneksiyonun tanımlanması, Riemann eğrilik 

tensörü, Ricci tensörü ve skaler eğrilik tensörünün hesaplanması ve  bu tensörlerle ilgili bazı 

özelliklerinin araştırılması amaçlanmıştır. Aynı zamanda bu çalışmada çatı demette tensör 

hesabının daha kolay yapılmasına olanak sağlayan adapte olmuş çatı kullanılacaktır. 
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Materyal ve yöntem bölümünde, çatı demet, baz manifoldda tanımlanmış bazı 

geometrik objelerin çatı demete liftleri, çatı demette lineer konneksiyona adapte olmuş çatı ve 

twin metrikle bozulmuş Sasaki-Mok metriği hakkında bilgi verilmiştir. 

Araştırmalar ve bulgular bölümünde ise twin metrikle bozulmuş Sasaki-Mok   metriğine 

sahip çatı demette Levi-Civita konneksiyonu tanımlanmıştır. Levi-Civita konneksiyonun 

Riemann eğrilik tensörü, Ricci tensörü ve skaler eğrilik tensörü hesaplanmıştır. Bundan başka 

baz manifold üzerinde alınan bir vektör alanının yatay, dikey ve tam liftinin  rotasyon ve 

diverjans hesaplanmıştır. 

 



3 

KURAMSAL TEMELLER 

Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 2.1.1. : X bir küme olsun.  𝜏, 𝑋 kümesinin altkümelerinin bir kümesi olmak üzere 

aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa (𝑋, 𝜏) ikilisine  topolojik uzay denir. 

1) ∅ ∈ 𝜏 𝑣𝑒 𝑋 ∈ 𝜏. 

2) 𝜏 ailesinin keyfi sayıda birleşimi 𝜏 kümesine aittir; {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 , 𝐴𝑖 ∈ 𝜏 𝑖𝑠𝑒⋃𝑖 𝐴𝑖 ∈ 𝜏 

3) 𝜏 ailesinin sonlu sayıda kesişimi 𝜏 kümesine aittir; {𝐴𝑖}𝑖∈𝐽, J sonlu indis kümesi için, 

𝐴𝑖 ∈ 𝜏  ise ⋂𝑖 𝐴𝑖 ∈ 𝜏 (Şahin, 2022). 

Tanım 2.1.2: (𝑋, 𝜏) ve (𝑋′, 𝜏′) iki topolojik uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑋′ bir bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑋′ kümesindeki her açık kümenin ters görüntüsü X kümesinde bir açık küme ise f 

fonksiyonun süreklidir denir (Şahin, 2022). 

Tanım: 2.1.3: (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. 𝐵 ⊆ 𝜏 olmak üzere, (𝑋, 𝜏) topolojik 

uzayın her bir elemanı 𝐵 altkümesinin elemanlarının birleşimi ise , 𝐵 kümesine topolojik uzayın 

bazı adı verilir (Şahin, 2022). 

Tanım 2.1.4: 𝑋 bir topolojik uzay olsun. 𝑋 uzayının farklı tüm 𝑥, 𝑦 noktalarının ayrık 

ve açık birer komşuluğu varsa, bu topolojik uzay Hausdorff uzay olarak adlandırılır (Şahin, 

2022). 

Tanım 2.1.5: 𝑓: 𝑋 → 𝑋′ bir fonksiyon olsun. Eğer fonksiyonu birebir, örten, sürekli ve 

terside sürekli ise, f fonksiyonuna homeomorfizma denir. Bu durumda X topolojik uzayı 𝑋′ 

uzayına homeomorfiktir denir (Şahin, 2022). 

Tanım 2.1.6: 𝕄 ikinci sayılabilir Hausdorff bir uzay olsun. Eğer her 𝑝 ∈ 𝕄 

için, ℝ𝑚deki bir açık kümeye homeomorfik olacak şekilde 𝑝 noktasının bir açık komşuluğu 𝑈, 

yani 𝑝 noktasını içeren bir 𝑈 ⊂ 𝕄 açık kümesi , 𝑊 ⊂ 𝑅𝑚 açık kümesi ve 𝜑(𝑈):𝑈 → 𝑊 

homeomorfizması (birebir, örten, sürekli ve terside sürekli) varsa, 𝕄 Hasusdorff uzayına bir 

manifold denir. Manifoldun boyutu,  𝑏𝑜𝑦(𝑅𝑚) = 𝑚 olduğundan manifoldun boyutu 𝑚 -olarak 

ifade edilir (Şahin, 2022). 

Tanım 2.1.7: 𝕄 Hausdorf topolojik uzay olmak üzere herhangi 𝑈 ⊂ 𝕄 açık kümesinin 

𝑉 ⊂ 𝑅𝑛 bölgesinde 
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𝜑:𝑈 → 𝑉 

homeomorfizmine   𝕄  de 𝑛 boyutlu koordinat sistemi denir. Koordinat sistemi harita olarak da 

adlandırılır. Burada 𝑈 açık kümesi 𝜑 koordinat sisteminin koordinat komşuluğu veya koordinat 

bölgesi olarak ifade edilir. Koordinat sistemi (𝑈, 𝜑) şeklinde gösterilebilir (Salimov ve 

Mağden, 2008). 

𝜑 bir homeomorfizma, 𝑝 ∈ 𝑈 ise  𝜑(𝑝) = (𝑝1, … , 𝑝𝑛) olur. 𝑝1, … , 𝑝𝑛 sayılarına 𝜑 

koordinat sisteminde 𝑝 noktasının koordinatları denir (Salimov ve Mağden, 2008). 

Tanım 2.1.8: 𝑛 −boyutlu bir manifoldu  𝕄𝑛 ile gösterelim. 

𝐴 = {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼): 𝛼 ∈ 𝐼} kümesi 𝕄𝑛 üzerindeki haritaların bir ailesi olsun. Bu küme 

aşağıdaki şartları sağlarsa 𝐴’ya “𝐶𝑘-sınıfından atlas” denir (Şuhubi, 2008). 

i) {𝑈𝛼} açık kümeleri  𝕄𝑛 manifoldunun açık örtüsüdür.Yani 

𝕄𝑛 = ⋃𝛼∈𝐼𝑈𝛼 

dir. 

ii) 𝐴 daki herhangi iki harita 𝐶𝑘 sınıfındandır. 

Tanım 2.1.9: {(𝑈𝛼, 𝜑𝛼)} 𝑣𝑒 {(𝑈𝛽 , 𝜑𝛽)} , 𝐶
𝑘 sınıfından herhangi iki atlas verilmiş olsun. 

Bu atlasların keyfi (𝑈𝛼, 𝜑𝛼) ve (𝑈𝛽 , 𝜑𝛽) haritaları 𝐶𝑘 uzlaşan ise yani 

{(𝑈𝛼, 𝜑𝛼) } 𝑣𝑒 {(𝑈𝛽 , 𝜑𝛽) } atlaslarının birleşimi 𝐶𝑘 sınıfından ise verilen atlaslara denk atlaslar 

denir (Salimov ve Mağden, 2008). 

 

Şekil 2.1. Differensiyellenebilir yapı 
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 “Eğer bir 𝕄 manifoldu üzerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir manifold varsa 𝕄 

manifolduna r.mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir. Diferensiyellenebilir yapının 

her bir haritasına 𝕄 manifoldunun uyumlu haritası adı verilir. Eğer atlas her mertebeden 

diferensiyellenebiliyorsa 𝕄 manifolduna 𝐶∞-manifold veya kısaca diferensiyellenebilir 

manifold adı verilir” (Şahin, 2022). 

Tanım 2.1.10:  X  Hausdorff topolojik uzayı üzerinde  𝐶𝑘 -atlaslarının denklik sınıfına 

𝐶𝑘-yapı denir (Salimov ve Mağden, 2008). 

Tanjant Vektörler ve Vektör Alanları 

Tanım 2.2.1. 𝕄𝑛, 𝑛 boyutlu bir manifold ve  𝑝 ∈ 𝕄𝑛 noktasındaki düzgün 

fonksiyonların kümesi  𝐶∞(𝕄𝑛, ℝ) ve 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝕄𝑛, ℝ) olsun.(𝑈, 𝜑), 𝑝 noktasındaki harita ise 

𝜑(𝑝) = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 ve  𝑝 = 𝜑−1(𝑥1, … 𝑥𝑛) olup 

𝑦 = 𝑓(𝑝) = 𝑓(𝜑−1(𝑥1, … , 𝑥𝑛)) = 𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

elde edilir. Bu ifadede yer alan  𝑔 fonksiyonu 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝜑−1 şeklindedir. 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
|𝑝 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
|𝜑(𝑝) 

𝑛 tane verilen 𝜁𝑖 ∈ ℝ sayıları için, 

𝐾𝑝(𝑓) =∑𝜁𝑖
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
|𝑝

𝑛

𝑖=1

 

şeklinde ifade edilen 𝐾𝑝: 𝐶
∞(𝕄𝑛, ℝ) → ℝ lineer fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon, 

𝐾𝑝 =∑𝜁𝑖
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
|𝑝

𝑛

𝑖=1

 

şeklinde olup bu şekildeki tüm fonksiyonların kümesi 𝑇𝑝( 𝕄𝑛) şeklinde gösterilir (Karaman, 

2016). 

Tanım 2.2.2: 𝑛-boyutlu düzgün manifold 𝕄𝑛 olsun. 𝕄𝑛 üzerindeki 

diferensiyellenebilir fonksiyonların kümesi 𝐶∞(𝕄𝑛, ℝ) olsun. Bu durumda her 𝑓, 𝑔 ∈

𝐶∞(𝕄𝑛 , ℝ) ve 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ için, 

1) 𝐾𝑝(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝐾𝑝𝑓 + 𝑏𝐾𝑝𝑔 

2) 𝐾𝑝(𝑓𝑔) = 𝐾𝑝(𝑓)𝑔 + 𝑓𝐾𝑝𝑔, 
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şartlarını sağlayan 𝐾𝑝: 𝐶
∞(  𝕄𝑛 , ℝ) → ℝ dönüşümüne 𝕄𝑛  manifoldunun 𝑝 noktasındaki 

tanjant vektörü denir (Şahin, 2022). 

𝕄𝑛  manifoldunun 𝑝 noktasındaki tanjant vektörlerinin kümesi 𝑇𝑝( 𝕄𝑛)   ile gösterilir  

(Şahin, 2022). 

Tanım 2.2.3:  𝕄𝑛 𝑛 boyutlu bir manifold 𝑇𝑝 (𝕄𝑛) ise manifoldun 𝑝 noktasındaki 

tanjant uzayı olsun. “Her  𝑝 ∈  𝕄  noktasına 𝑇𝑝 (𝕄𝑛) uzayında bir teğet vektör karşılık getiren 

𝐾 türevlenebilir dönüşümüne vektör alanı denir” (Şahin, 2022). Böylece 𝕄𝑛 manifoldu 

üzerinde bir vektör alanı 

𝐾:  𝕄𝑛  → ⋃𝑝∈𝑀𝑇𝑝 (𝕄𝑛 )  

diferensiyellenebilir dönüşümüdür. Burada vektör alanının diferensiyellenebilir  olması, her 

𝑓 ∈ 𝐶∞(𝕄𝑛 , ℝ) için 

𝐾𝑓:  𝕄𝑛  → ℝ 

      𝐾𝑓(𝑝) = 𝐾𝑝(𝑓) 

şeklinde tanımlı fonksiyonun her dereceden diferensiyellenebilir olmasıdır. Tanjant 

vektörlerinin birleşimi ile vektör alanlarını elde ederiz.  Vektör alanlarının kümesi 𝐾(𝕄𝑛) 

şeklinde gösterilir. Bir yerel haritada  K vektör alanı 

𝐾 =∑𝐾𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
 

şeklinde gösterilir (Şahin, 2022). 

Tanım 2.2.4: 𝕄𝑛 manifoldunun 𝑎 noktasındaki doğal çatısı {(
𝜕

𝜕𝑥1
)
𝑎
, … (

𝜕

𝜕𝑥𝑛
)
𝑎
} doğal 

bazıdır. 

Tensörler 

Tensörün tanımı 

Tanım 2.3.1: 𝑥⃗𝑗 ∈ 𝐵𝑛, 𝑗 = 1,… , 𝑞  vektör ve 𝜉𝑖 ∈ 𝐵𝑛
∗, 𝑖 = 1,… , 𝑝  kovektör 

değişkenlerinin 

𝑤 = 𝑡(𝑥⃗1, 𝑥⃗2, , … , 𝑥⃗𝑞,𝜉
1, 𝜉2, … , 𝜉𝑝) 

gerçel değerli fonksiyonu inceleyelim. Bu fonksiyonun multilineer fonksiyon olabilmesi için 

her bir değişkene göre lineerlik şartını sağlıyorsa, birinci vektör değişkenine göre lineerlik 

şartını inceleyelim.  𝜆, 𝜇 ∈ ℝ olmak üzere, 
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𝑡(𝜆𝑥⃗ + 𝜇𝑦⃗, 𝑥⃗2, … 𝑥⃗𝑞 , 𝜉
1, 𝜉2, … , 𝜉𝑝) 

= 𝜆𝑡(𝑥⃗, 𝑥⃗2, … , 𝑥⃗𝑞 , 𝜉
1, 𝜉2, … , 𝜉𝑝) +  𝜇𝑡(𝑦⃗, 𝑥⃗2, … , 𝑥⃗𝑞 , 𝜉

1, 𝜉2, … , 𝜉𝑝) 

biçiminde gösterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karşılık gelen 

𝑡: 𝐵𝑛 × 𝐵𝑛 × …× 𝐵𝑛⏟          
𝑞
× 𝐵𝑛

∗ × …× 𝐵𝑛
∗⏞        
𝑝
→ ℝ 

operatörüne 𝐵𝑛 uzayında 𝑝 dereceden kontravaryant, 𝑞 dereceden kovaryant tensör adı verilir. 

(𝑝, 𝑞) sembolüne ise tensörün tipi denir. (𝑝, 0) tipli tensöre kontravaryant tensörler (𝑝-kovektör 

değişkenlerinin sayısı), (0, 𝑞) tipli tensörlere (𝑞-vektör değişkenlerinin sayısı) ise kovaryant 

tensörler denir. 𝜆 ∈ ℝ sayısına (0,0) tipli tensör gibi bakabiliriz (Salimov ve Mağden, 2008). 

Tanım 2.3.2: “(0,2) tipli t(𝑤1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑤2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) tensörü ele alınsın. 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ için 

𝑡′(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) = 𝜆𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) +  𝜇𝑡(𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗1) 

şeklinde 𝑡′(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) tensörü verilsin. 𝜆 𝑣𝑒 𝜇 reel değerleri için sonsuz sayıda tensör elde edilir. 

𝜆 =  𝜇 =
1

2!
  olarak seçilirse oluşan yeni tensöre   t(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) tensörünün simetrikleşmesi denir 

ve Sim(t) ile gösterilir. Yani 

𝑆𝑖𝑚𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) =
1

2!
(𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) + 𝑡(𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗1)) 

yazılır. Eğer değişkenlerin sayısı 3 tane olursa bu 𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗3) tensörünün simetrikleşmesi 

𝑆𝑖𝑚𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗3)

=
1

3!
(𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑤⃗⃗⃗3) + 𝑡(𝑤2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑤⃗⃗⃗3, 𝑤1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) + 𝑡(𝑤⃗⃗⃗3, 𝑤1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑤2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗3, 𝑤⃗⃗⃗2)

+ 𝑡(𝑤⃗⃗⃗3, 𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗1) + 𝑡(𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗3)) 

biçiminde yazılır. Yine, 𝑡′(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) =  𝜆𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) +  𝜇𝑡(𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗1), 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ 

bir diğerini ise , 

1

2!
(𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) − 𝑡(𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗1)) 

biçiminde seçebiliriz. Buna karşılık gelen tensöre ise  𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) tensörünün alterneleştirilmesi 

denir ve 𝐴𝑙𝑡𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) biçiminde gösterilir. 

𝐴𝑙𝑡𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) =
1

2!
(𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) − 𝑡(𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗1)) 

yazılır. Benzer olarak, 
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𝐴𝑙𝑡𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗3) 

=
1

3!
(𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗3) + 𝑡(𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗3, 𝑤⃗⃗⃗1) + 𝑡(𝑤⃗⃗⃗3𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗2) − 𝑡(𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗3, 𝑤⃗⃗⃗2) − 𝑡(𝑤⃗⃗⃗3, 𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗1 )

− 𝑡(𝑤⃗⃗⃗2, 𝑤⃗⃗⃗1, 𝑤⃗⃗⃗3)) 

şeklinde yazılır” (Salimov ve Mağden, 2008). 

Tanım 2.3.3: “𝑆𝑖𝑚𝑡 = 𝑡(𝐴𝑙𝑡𝑡 = 𝑡) ise  t tensörü simetrik (antisimetrik) tensör olarak 

adlandırılır” (Salimov ve Mağden, 2008). 

Tensör Diferensiyellenebilmesi 

Tanım 2.4.1: Keyfi 𝑝 ∈  𝕄𝑛 noktasının sadece 𝑡𝑝 ∈ 𝑇𝑝
𝑞(𝑝) tensörünü nkarşılık geldiği  

𝑡: 𝑝 → 𝑡𝑝 kuralına  𝕄𝑛 üzerinde (𝑝, 𝑞) tipli tensör alanı denir. Burada 𝑇𝑝
𝑞(𝑝), 𝑝 ∈  𝕄𝑛 

noktasındaki tensör uzayıdır (Salimov ve Mağden, 2008). 

Tanım 2.4.2: Aşağıdaki şartları sağlayan 𝐷: 𝑇(𝕄 𝑛) → 𝑇(𝕄 𝑛) dönüşümüne  𝑇(𝕄 𝑛) 

cebirinin “tensör diferensiyellenmesi” denir (Salimov ve Mağden, 2008). 

1. 𝐷 sabit katsayılara göre lineerdir, yani 

𝐷(𝑎𝑡 + 𝑏𝑠) = 𝑎𝐷𝑡 + 𝑏𝐷𝑠, ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

2. 𝐷 tipi korur, yani 𝐷 (𝑇𝑞
𝑝( 𝕄 𝑛)) ⊂ 𝑇𝑞

𝑝(𝕄 𝑛) dir. 

3. 𝐷(𝑡⨂𝑠) = 𝐷𝑡⨂𝑠 + 𝑡⨂𝐷𝑠 

4. 𝐷 işlemi tensörlerin konraksiyon işlemi ile yer değiştirebilir. 

Lie Parantezi ve Lie Diferensiyeli 

Tanım 2.5.1:  𝕄𝑛,  𝐶
∞ sınıfının  manifold, 𝕄𝑛 manifoldunun bir 𝑈 açık kümesi 

üzerinde 𝐾, 𝑆 ∈ 𝑇0
1( 𝕄𝑛) ve 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈,ℝ) olmak üzere 

(𝐾𝑓) = 𝐾𝑖𝜕𝑖𝑓 𝑣𝑒 (𝑆𝑓) = 𝑆
𝑗𝜕𝑗𝑓 

𝐾(𝑆𝑓) = 𝐾(𝑆𝑗𝜕𝑗𝑓) = 𝑆
𝑖(𝜕𝑖𝑆

𝑗𝜕𝑗𝑓 + 𝑆
𝑗𝜕  𝑖𝑗
2 𝑓) 

𝑆(𝐾𝑓) = 𝑆(𝐾𝑖𝜕𝑖𝑓) = 𝑆
𝑗(𝜕𝑗𝐾

𝑖𝜕𝑖𝑓 + 𝐾
𝑖𝜕  𝑖𝑗
2 𝑓) 

bulunur. Bu ifadelerle 

[𝐾, 𝑆] = 𝐾𝑆 − 𝑆𝐾 = (𝐾𝑖𝜕𝑖𝑆
𝑗 − 𝑆𝑖𝜕𝑖𝐾

𝑗)𝜕𝑗  

şeklinde yeni bir vektör alanı elde edilir. 
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𝐾𝑆 − 𝑆𝐾 = [𝐾, 𝑆] 

şeklinde tanımlanan vektör alanının 𝜕𝑖 doğal çatısı türünden gösterimi  

[𝐾, 𝑆] = 𝐾𝑆 − 𝑆𝐾 = (𝐾𝑖𝜕𝑖𝑆
𝑗 − 𝑆𝑖𝜕𝑖𝐾

𝑗)𝜕𝑗      (2.3) 

şeklindedir. 

Tanım 2.5.2:  𝕄𝑛 türevlenebilir bir manifold ve 𝐾:  𝕄𝑛 → 𝑇∗ 𝕄𝑛 bu manifold üzerinde 

integrali 𝜑(𝑡, 𝑝) olan bir vektör alanı olmak üzere, türevlenebilir bir 𝑓:  𝕄𝑛 → ℝ 

fonksiyonunun 𝐾 vektör alanı yönündeki Lie türevi 

𝐿𝐾(𝑓)(𝑝) =
𝑓(𝜑(𝑡, 𝑝)) − 𝑓(𝑝)

𝑡
  

ile tanımlanır (Ozan , 2016). 

Tanım 2.5.3: Aşağıda verilen şartları sağlayan 𝐷 = 𝐿𝐾 , 𝐾 ∈ 𝑇0
1(𝕄𝑛) diferensiyelleme 

işlemine 𝐾 vektör alanı yönündeki Lie türevi denir (Salimov ve Mağden, 2008). 

1) 𝐿𝐾𝑓 = 𝐾𝑓, ∀𝑓 ∈ 𝑇0
0(𝕄𝑛), 

2) 𝐿𝐾𝑆 = [𝐾, 𝑆], ∀ 𝐾, 𝑆 ∈ 𝑇0
1(𝕄𝑛) 

Tanım 2.5.4:  𝕄𝑛  manifoldu üzerinde diferensiyellenebilir 𝐾 ve 𝑆 vektör alanları için 

[𝐾 , 𝑆 ] Lie parantezi 

𝑓 ∈ 𝐶∞(  𝕄𝑛, ℝ), 𝑝 ∈ 𝕄𝑛 𝑖ç𝑖𝑛 , [𝐾, 𝑆]𝑝(𝑓) = 𝐾𝑝(𝑆 𝑓) − 𝑆𝑝(𝐾𝑓) 

biçiminde tanımlanır. 

Tanım 2.5.5: 2.3 eşitliği ile tanımlanan [𝐾, 𝑆] vektör alanına  𝐾 ve 𝑆 vektör alanlarının 

Lie parantezi denir (Salimov ve Mağden, 2008). 

𝜕𝑖 = 𝛿𝑖
𝑘𝜕𝑘,    𝜕𝑗 = 𝛿𝑗

𝑘𝜕𝑘 vektör alanları alınırsa (2.3) formülünden 

[𝜕𝑖 , 𝜕𝑗] = 0 

olduğu görülür. 

Lie parantezi aşağıdaki özelliklere sahiptir (Salimov ve Mağden, 2008). 

1)[𝐾, 𝑆 + 𝑍] = [𝐾, 𝑆] + [𝑆, 𝑍],                      (Lineerlik) 

2)[𝐾, 𝑓𝑆] = 𝐾(𝑓)𝑆 + 𝑓[𝐾, 𝑆],                       (Leibniz şartı) 

3)[𝐾, 𝑆] = −[𝑆, 𝐾],                                        (Antisimetriklik) 
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4)[𝐾, [𝑆, 𝑍]] + [𝑆, [𝑍, 𝐾]] + [𝑍, [𝐾, 𝑆]] = 0  (Jacobi özdeşliği) 

Afin  Konneksiyon - Kovaryant Türev 

Tanım 2.6.1: 𝕄𝑛 düzgün  manfold ve 𝑇0
1  𝑑𝑒 𝕄𝑛 de vektör alanlarının kümesini   

göstermek üzere, ∀ 𝐾, 𝑆, 𝑍 ∈ 𝑇0
1 ( 𝕄𝑛) ve ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(  𝕄𝑛, ℝ) için 

∇: 𝑇0
1( 𝕄𝑛) → 𝑇0

1 (𝕄𝑛) 

(𝐾, 𝑆) → ∇(𝐾, 𝑆) = ∇𝐾𝑆 

ifadesi aşağıdaki şartları sağladığında ∇ dönüşümüne afin veya lineer 

konneksiyon; (𝕄𝑛, ∇) ikilisine ise afin konneksiyonlu uzay denir (Hicks, 1971). 

i) ∇𝑓𝐾+𝑔𝑆𝑍 = 𝑓∇𝐾𝑍 + 𝑔∇𝑆𝑍 

ii) ∇𝐾(𝑆 + 𝑍) = ∇𝐾𝑆 + ∇𝐾𝑍 

𝑖𝑖𝑖) ∇𝐾(𝑓𝑆) = (𝐾𝑓)𝑆 + 𝑓∇𝐾𝑆 

Tanım 2.6.2:  ∇, 𝐶∞ sınıfından 𝑛 boyutlu bir manifold  𝕄𝑛 manifoldu üzerinde bir afin 

konneksiyon olmak üzere ∀ 𝐾, 𝑆 ∈ 𝑇0
1(𝕄𝑛), ∀  𝑘 ∈ 𝑇𝑞

𝑝(𝕄𝑛) ve ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(  𝕄𝑛, ℝ) → için, 

𝐷 = ∇𝐾: 𝑇(𝕄𝑛) → 𝑇(𝕄𝑛 ) 

aşağıdaki şartları sağlayan diferensiyelleme işleminde  ∇𝐾 ya 𝐾 vektör alanı yönündeki 

kovaryant türev denir (Salimov ve Mağden, 2008). 

𝑖. ∇𝑓𝐾+𝑔𝑆𝑡 = 𝑓∇𝐾𝑡 + 𝑔∇𝑆𝑡 

𝑖𝑖. ∇𝐾𝑓 = 𝐾𝑓 

Burulma ve Eğrilik Tensörleri 

∇, 𝐶∞  sınıfından 𝑛 boyutlu bir  𝕄𝑛 manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon olmak 

üzere (∇,  𝕄𝑛) afin konneksiyonlu uzayında bulunan bir 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈,ℝ) fonksiyonun tam 

diferensiyeli 𝑑𝑓 = 𝜕𝑖𝑓𝑑𝑥
𝑖 biçiminde gösterilir ve 𝜕𝑖𝑓 = 𝑓𝑖 ifadesi 𝑓 fonksiyonunun tam 

diferensiyeli ile elde edilen bir kovektör (1-form) belirtir. Bu kovektörün kovaryant türevi 

𝛻𝑖𝑓𝑗 = 𝜕𝑖𝑓𝑗 − 𝛤𝑖𝑗
𝑘𝑓𝑘 

                          = 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓 − 𝛤𝑖𝑗
𝑘𝑓𝑘        (2.4) 

şeklindedir. Sürekli fonksiyonlarda kısmi türevler Schwarz teoremine göre yer değiştirebildiği 

için  𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓=𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓 yazılır. Buradan 

∇𝑗𝑓𝑖 = 𝜕𝑗𝑓𝑖 − 𝛤𝑗𝑖
𝑘𝑓𝑘 ve ∇𝑖𝑓𝑗 = 𝜕𝑖𝑓𝑗 − 𝛤𝑖𝑗

𝑘𝑓𝑘 
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elde edilen kovaryant türevlerin farkları alınarak 

∇𝑗𝑓𝑖 − ∇𝑖𝑓𝑗 = 𝜕𝑗𝑓𝑖 − 𝛤𝑗𝑖
𝑘𝑓𝑘 − (𝜕𝑖𝑓𝑗 − 𝛤𝑖𝑗

𝑘𝑓𝑘) 

           = (𝛤𝑖𝑗
𝑘 − 𝛤𝑗𝑖

𝑘)𝑓𝑘 = 𝑇𝑖𝑗
𝑘𝑓𝑘         (2.5) 

elde edilir (Şuhubi, 2008). 

Tanım 2.7.1: ∇, 𝐶∞ sınıfından 𝑛 boyutlu bir  𝕄𝑛 manifoldu üzerinde bir afin 

konneksiyon olmak üzere, kovaryant türevlerin farkından elde edilen (2.5) eşitliğindeki (1,2) 

tipli 𝑇𝑖𝑗
𝑘=(𝛤𝑖𝑗

𝑘 − 𝛤𝑗𝑖
𝑘) tensörüne ∇ konneksiyonunun burulma tensörü denir (Salimov ve Mağden, 

2008). 

 𝑇𝑖𝑗
𝑘 = −𝑇𝑗𝑖

𝑘 

olduğu görülür. Bu tensörünün invaryant formdaki ifadesi  ∀ 𝐾, 𝑆 ∈ 𝑇0
1(𝑀𝑛)  için 

𝑇(𝐾, 𝑆) = ∇𝐾𝐾 − ∇𝑆𝐾 − [𝐾, 𝑆]              (2.6) 

şeklinde yazılır. [𝐾, 𝑆], Lie parantezidir (Salimov ve Mağden, 2008). 

Tanım 2.7.2: Burulması sıfır olan uzaylara burulmasız uzaylar denir. Burulmasız 

uzaylarda konneksiyon katsayıları simetrik olur. 

𝛤𝑗𝑖
𝑘 − 𝛤𝑗𝑖

𝑘 = 0 ⇔ 𝑇𝑖𝑗
𝑘 = 0 

şeklindedir (Salimov & Mağden, 2008). Bu da ∇ konneksiyonunun simetrik olması anlamına 

gelir. Burulma tensörünün (2.6) şeklindeki invaryant hali kullanılarak burulması sıfır olan 

uzaylarda 

[𝐾, 𝑆] = ∇𝐾𝑆 − ∇𝑆𝐾 

ifadesi yazılır (Salimov ve Mağden, 2008). 

Tanım 2.7.3: ∇, 𝐶∞ sınıfından 𝑛 boyutlu  𝕄𝑛 manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon olsun. 

∀ 𝐾, 𝑆, 𝑍 ∈ 𝑇(𝕄𝑛) olmak üzere; 

𝑅(𝐾, 𝑆, 𝑍) = ∇𝐾∇𝑠𝑍 − ∇𝑆∇𝐾𝑍 − ∇[𝐾,𝑆]𝑍                                                   (2.7) 

biçiminde gösterilen 𝑅 tensörüne ∇ nın eğrilik tensörü denir (Salimov ve Mağden, 

2008). 

𝐾 = 𝜕𝑖 , 𝑆 = 𝜕𝑗 , 𝑍 = 𝜕𝑘 alınarak eğrilik tensörünün doğal çatıdaki koordinatlarla ifadesini 

𝑅𝑖𝑗𝑘
    𝑚 = 𝜕𝑖𝛤𝑗𝑘

 𝑚 − 𝜕𝑗𝛤𝑖𝑘
 𝑚 + 𝛤𝑖𝑙

 𝑚𝛤𝑗𝑘
 𝑙 − 𝛤𝑗𝑙

 𝑚𝛤𝑖𝑘
 𝑙                                            (2.8) 
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şeklinde yazarız. 𝑅 eğrilik tensörüne ∇ nın Riemannian Christoffel tensörü de denir. (2.8) 

eşitliğini koordinatlarla 

𝑅𝑖𝑗𝑘
    𝑚 = −𝑅𝑗𝑖𝑘

    𝑚 

veya  

𝑅(𝑖𝑗)𝑘
       𝑚 = 0 

şeklinde yazılır. Bu da eğrilik tensörünün ilk iki alt indise göre antisimetrik olduğunu gösterir. 

Keyfi 𝑣 = 𝑣𝑖𝜕𝑖 ∈ 𝑇0
1 (𝕄𝑛) vektörünün kovaryant türevi  

∇𝑠𝑣
𝑖 = 𝜕𝑠𝑣

𝑖 + 𝛤𝑠𝑘
  𝑖𝑣𝑘 

şeklindedir. (1,1) tipli ∇𝑠𝑣
𝑖 kovaryant türevinin tekrar türevi alınırsa 

∇𝑟∇𝑠𝑣
𝑖 = 𝜕𝑟∇𝑠𝑣

𝑖 + 𝛤𝑟𝑚
  𝑖 ∇𝑠𝑣

𝑚 − 𝛤𝑟𝑠
  𝑚∇𝑚𝑣

𝑘 

= 𝜕𝑟(𝜕𝑠𝑣
𝑖 + 𝛤𝑠𝑘

  𝑖𝑣𝑘) + 𝛤𝑟𝑚
  𝑖 (𝜕𝑠𝑣

𝑚 + 𝛤𝑠𝑘
  𝑚𝑣𝑘) − 𝛤𝑟𝑠

  𝑚∇𝑚𝑣
𝑖 

= 𝜕𝑟𝑠
2 𝑣𝑖 + (𝜕𝑟𝛤𝑠𝑘

  𝑖)𝑣𝑘 + 𝛤𝑠𝑘
  𝑖(𝜕𝑟𝑣

𝑘) + 𝛤𝑟𝑚
  𝑖 𝜕𝑠𝑣

𝑚 + 𝛤𝑟𝑚
  𝑖 𝛤𝑠𝑘

  𝑚𝑣𝑘 − 𝛤𝑟𝑠
  𝑚∇𝑚𝑣

𝑖 

= 𝜕𝑟𝑠
2 𝑣𝑖 + (𝜕𝑟𝛤𝑠𝑘

  𝑖 + 𝛤𝑟𝑚
  𝑖 𝛤𝑠𝑘

  𝑚)𝑣𝑘 + 𝛤𝑠𝑘
  𝑖(𝜕𝑟𝑣

𝑘) + 𝛤𝑟𝑚
  𝑖 𝜕𝑠𝑣

𝑚 − 𝛤𝑟𝑠
  𝑚∇𝑚𝑣

𝑖           (2.9) 

ve benzer olarak 

∇𝑠∇𝑟𝑣
𝑖 = 𝜕𝑠𝑟

2 𝑣𝑖 + (𝜕𝑠𝛤𝑟𝑘
  𝑖 + 𝛤𝑠𝑚

  𝑖 𝛤𝑟𝑘
  𝑚)𝑣𝑘 + 𝛤𝑟𝑘

  𝑖(𝜕𝑠𝑣
𝑘) + 𝛤𝑠𝑚

  𝑖 𝜕𝑟𝑣
𝑚 − 𝛤𝑠𝑟

  𝑚∇𝑚𝑣
𝑖    (2.10)    

yazılır. (2.9) eşitliğini (2.8) eşitliğinden çıkararak 

∇𝑟∇𝑠𝑣
𝑖 − ∇𝑠∇𝑟𝑣

𝑖 = (𝜕𝑟𝛤𝑠𝑘
  𝑖 − 𝜕𝑠𝛤𝑟𝑘

  𝑖 + 𝛤𝑟𝑚
  𝑖 𝛤𝑠𝑘

  𝑚 − 𝛤𝑠𝑚
  𝑖 𝛤𝑟𝑘

  𝑚)𝑣𝑘 − (𝛤𝑟𝑠
  𝑚∇𝑚𝑣

𝑖 − 𝛤𝑠𝑟
  𝑚∇𝑚𝑣

𝑖   ) 

ifadesi elde edilir. Buradan  

∇[𝑟∇𝑠]𝑣
𝑖 = 𝑅𝑟𝑠𝑘

    𝑖 𝑣𝑘 − 𝑆𝑟𝑠
  𝑘∇𝑘𝑣

𝑖       (2.11) 

yazılır. (2.11) eşitliğine 𝑣𝑖 vektör alanı için Ricci özdeşliği denir (Salimov ve Mağden, 

2008). 

 

Yardımcı Teorem 2.7.1: “∇, 𝐶∞ sınıfından n boyutlu  𝕄𝑛 manifoldu üzerinde 

burulmasız bir afin konneksiyon olsun. 𝑅, burulmasız eğrilik tensörü aşağıdaki eşitlikleri sağlar 

. Bu şartlara 1. Bianchi ve 2. Bianchi (Bianchi-Padov) özdeşlikleri denir” (Salimov veMağden, 

2008). 

1) 𝑅𝑖𝑗𝑘
     𝑙 + 𝑅𝑘𝑖𝑗

     𝑙 + 𝑅𝑗𝑘𝑖
     𝑙 = 0, 
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2) ∇𝑡𝑅𝑖𝑗𝑘
     𝑙 + ∇𝑗𝑅𝑡𝑖𝑘

     𝑙 + ∇𝑖𝑅𝑗𝑡𝑘
     𝑙 = 0. 

 

 

 

Riemann Manifoldu 

Tanım 2.8.1: 𝑇0
1 (𝕄𝑛) , 𝐶

∞ sınıfından 𝑛 boyutlu  𝕄𝑛 manifoldu üzerindeki vektör 

alanları olsun. 

𝑔: 𝑇0
1 (𝕄𝑛) × 𝑇0

1 (𝕄𝑛) → 𝐶∞( 𝕄𝑛, ℝ) 

şeklinde tanımlanan 𝑔 bilineer formu ∀ 𝐾, 𝑆 ∈ 𝑇0
1(𝕄𝑛) için, 

1) 𝑔(𝐾, 𝑆) = 𝑔(𝑆, 𝐾), 

2) 𝑔(𝐾, 𝐾) ≥ 0 ve ∀ 𝐾 için 𝑔(𝐾, 𝐾) = 0 ⟺ 𝑋 = 0 

şartlarını sağlayan 𝑔 bilineer formuna Riemann metriği denir. Riemann metriği metrik tensör 

olarakta adlandırılır.  "( 𝕄𝑛, 𝑔) çifti ise Riemann manifoldu olarak adlandırılır” (Yano and Kon 

1984). Yukarıda verilen pozitif tanımlılık şartı yerine bu şarttan daha zayıf olan, "Her 𝐵 ∈

𝑇0
1 (𝕄𝑛) için 𝑔(𝐾, 𝑆) = 0 olması 𝐾 = 0 olmasını gerektirir.” şeklinde tanımlanan 𝑔 bilineer 

formunun regülerlik şartı konulursa, ( 𝕄𝑛, 𝑔) çifti yarı-Riemann (pseudo-Riemann) manifoldu 

olarak adlandırılı (Kühnel, 2005). 

Regülerlik şartı koordinatlarla 𝐾 = 𝐾𝑖𝜕𝑖 ve 𝑆 = 𝑆𝑗𝜕𝑗 için, 

𝑔(𝐾, 𝑆) = 𝑔(𝜕𝑖, 𝜕𝑗)𝐾
𝑖𝑆𝑗 =  𝑔 𝑖𝑗𝐾

𝑖𝑆𝑗 = 0 

şeklinde ifade edilir. Her 𝑆𝑗  𝑖ç𝑖𝑛  𝑔 𝑖𝑗𝐾
𝑖𝑆𝑗 = 0 olduğunda   𝑔 𝑖𝑗𝐾

𝑖 = 0 dır. Bu ifadede  𝐾𝑖 = 0 

olması için, 

𝐷𝑒𝑡(𝑔 𝑖𝑗) ≠ 0 

olmalıdır. Burada  (𝑔 𝑖𝑗), 𝑔𝑖𝑗 tensörünün matris gösterimidir. 

Tanım 2.8.2: (𝕄𝑛, 𝑔) bir Riemann manifold ve ∇ bu manifold üzerinde tanımlanmış 

bir lineer konneksiyon olsun. 

∇𝑔 = 0 

oluyorsa ∇ ya 𝑔 ye göre metrik konneksiyon denir (Yano and Kon, 1984). 

Teorem 2.8.1: (𝕄𝑛, 𝑔) Riemann manifoldu üzerinde, 
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𝑖) 𝑇(𝐾, 𝑆) = ∇𝐾𝑆 − ∇𝑆𝐾 − [𝐾, 𝑆] = 0 

𝑖𝑖) ∇𝑔= 0 

Şartlarını sağlayan bir tek metrik (afin) konneksiyon vardır. 

Tanım 2.8.3:  Yukarıda (2.8.1) teoreminde anlatılan metrik konneksiyon Levi-Civita 

veya Riemann konneksiyonu olarak adlandırılır (Yano and Kon, 1984). 

Teorem 2.8.2: (𝕄𝑛, 𝑔) Riemann manifoldu ve bu manifoldun Levi-Civita 

konneksiyonu ∇ olsun. ∀ 𝐾, 𝑆 ∈ 𝑇0
1 (𝕄𝑛) için aşağıda verilen denklem geçerlidir (Salimov ve 

Mağden, 2008). 

2𝑔(𝛻𝐾𝑆, 𝑍) = 𝐾𝑔(𝑆, 𝑍) + 𝑆𝑔(𝑍, 𝐾) − 𝑍𝑔(𝐾, 𝑆) − 𝑔(𝐾, [𝑆, 𝑍]) + 𝑔(𝑆, [𝑍, 𝐾]) +

𝑔(𝑍, [𝐾, 𝑆]).                                      (2.12) 

(2.12) ifadesine Kozsul formülü denir. Bu ifade de 𝐾 = 𝜕𝑖, 𝑆 = 𝜕𝑗  𝑍 = 𝜕𝑘  alınarak 

Γ𝑖𝑗
ℎ =

1

2
𝑔ℎ𝑘(𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗)         (2.13) 

yazılır. (2.13) ifadesi ile Levi-Civita konneksiyonunun katsayıları olan Γ𝑖𝑗
ℎ bileşenlerini bulunur. 

Tanım 2.8.4 : (𝕄𝑛, 𝑔) Riemann manifoldu üzerinde tanımlı Levi-Civita konneksiyonu 

∇ nın eğrilik tensörü ∀ 𝐾, 𝑆, 𝑍 ∈ 𝑇0
1 (𝕄𝑛) için, 

𝑅(𝐾, 𝑆, 𝑍) = ∇𝐾∇𝑆𝑍 − ∇𝑆∇𝑆𝑍 − ∇[𝐾,𝑆]𝑍     

ile tanımlanır. Bu  tensöre Riemann eğrilik tensörü adı verilir (Karaman, 2016). 

Riemann eğrilik tensörünün kovaryant tensörü indirilmesiyle (0,4) tipli bir kovaryant 

türev elde edilir. Bu kovaryant türev, 

𝑅𝑖𝑗𝑘
  𝑚𝑔𝑚𝑙=𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 

şeklindedir (Karaman, 2016).  

Teorem 2.8.3:  Riemann eğrilik tensörü 𝑅 aşağıdaki özelliklere sahiptir (Karakaş, 

2016). 

1) 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = −𝑅𝑗𝑖𝑘𝑙, 

2) 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = −𝑅𝑖𝑗𝑙𝑘 . 

3) 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑘𝑙𝑖𝑗 

4) 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙 + 𝑅𝑘𝑖𝑗𝑙 = 0 

5) ∇[𝑠𝑅𝑖𝑗]𝑘𝑙 = 0 
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Tanım 2.8.5:  : (1,3) tipli   𝑅𝑖𝑗𝑘
   𝑙  eğrilik tensörü ile tanımlanan, 

𝐶1
1( 𝑅𝑖𝑗𝑘

   𝑙 ) =  𝑅𝑙𝑗𝑘
   𝑙 = 𝑅𝑗𝑘 

tensörüne “Ricci eğrilik tensörü” adı verilir. Ricci eğrilik tensörü simetriktir. Yani, 

 𝑅𝑗𝑘 = 𝑅𝑘𝑗  

şeklindedir (Kühnel, 2005). 

Tanım 2.8.6: Ricci tensörünün tam kontraksiyonuyla oluşan tensöre  ricci tensörünün 

skaler eğriliği denir ve 𝜏 sembolüleyle gösterilir. 𝜏 skaler eğriliği 

𝜏 = 𝑔𝑗𝑘𝑅𝑗𝑘 

şeklindedir . 

Anti- Kähler Manifold 

Tanım 2.9.1:  𝕄𝑛 bir 𝑛 = 2𝑚 boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olmak üze  𝕄𝑛 

üzerinde (1,1) tipli 𝐽 afinoru için 𝐽2 = −𝐼 tensör alanına almost kompleks yapı, ( 𝕄𝑛, 𝐽) 

ikilisine “hemen hemen kompleks manifold” denir. 

Tanım 2.9.2: (Anti-Kähler Manifold)  𝕄𝑛 bir 𝑛 = 2𝑚 boyutlu diferensiyellenebilir bir 

manifold ve 𝐹,  𝕄𝑛 üzerinde almost kompleks yapı olmak üzere eğer 

𝐹𝑖
𝑘𝑔𝑗𝑘 = 𝐹𝑗

𝑘𝑔𝑖𝑘 

ve  

∇𝑘𝐹𝑖
𝑗
= 0 

şartları sağlanırsa  𝕄𝑛 ye anti-Kahler manifoldu denir. Burada ∇ Levi-Civita konneksiyonu, 𝑔  

ise pseudo-Riemann metriğidir. 
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MATERYAL VE METOT 

Çatı Demetleri 

Tanım 3.1.1:  

 𝕄𝑛  bir diferansiyellenebilir manifold ve (𝑈, 𝑥𝑖), 𝕄𝑛  de bir koordinat sistemi olsun. 

Burada 𝑈,  𝕄𝑛  nin herhangi bir x noktasındaki koordinat komşuluğudur. x∈ 𝕄𝑛   noktasındaki 

tanjant uzayımız 𝑇𝑥 𝕄𝑛  olsun. 𝑥 noktasındaki bir çatı (𝐾1, … , 𝐾𝑛) sıralı bazıdır. 𝐹(𝕄𝑛),

 𝕄𝑛  nin herbir noktasındaki çatıların bir kümesi olsun.  π: 𝐹(𝕄𝑛) →  𝕄𝑛  dönüşümüde 

𝐹(𝕄𝑛) den 𝕄 ye doğal projeksiyondur. Bu dönüşüm 𝐹(𝕄𝑛) 

 nin çatılarını 𝕄 nin noktalarına taşır. 𝕄𝑛 deki (𝑈, 𝑥𝑖) koordinat sistemi için 𝐹 𝑈 =π⁻¹( 𝑈) 

şeklindedir. 𝑥 noktasında 𝐾𝛼 çatısı 𝐾𝛼=𝐾𝛼
𝑖 ((

𝜕

𝜕𝑥𝑖
))
𝑥
 olarak tek bir şekilde ifade edilebilir. Yani 

{𝐹𝑈,(𝑥𝑖 , 𝐾𝛼
𝑖 )} 𝐹𝕄 nin bir koordinat sistemidir. Bu sisteme 𝐹(𝕄𝑛),  den  𝕄𝑛 ye  indirgenmiş 

koordinat sistemi denir. Burada [𝐾𝛼
𝑖 ] matrisi tek değildir ve onun tersi [𝐾𝑖

𝛼] olarak yazılabilir 

(Cordero , Dodson and Manuel de, 1989) 

𝐾, 𝕄𝑛 üzerinde vektör alanı olmak üzere 𝕄𝑛 üzerindeki 𝐾 vektör alanının tam lifti, 

yatay lifti ve dikey lifti sırasıyla; 

𝐾𝐶 = 𝐾𝑖𝜕𝑖 + (𝐾𝛼
𝑘𝜕𝑘𝐾

𝑖)𝜕𝑖𝛼     

𝐾𝐻 = 𝐾𝑗(𝜕𝑗 − 𝛤𝑗𝑘
ℎ𝐾𝛼

𝑘𝜕ℎ𝑎) 

𝐾𝑉 = 𝐾𝑖𝜕𝑖 − 𝐾
𝑖𝛤𝑖𝑘
ℎ𝐾𝛼

𝑘
𝜕

𝜕𝑥ℎ
   𝐾𝛼 = 𝐾𝑖𝑘

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑖
 

şeklinde tanımlanır (Cordero , Dodson and Manuel de, 1989). 

Adapte Olmuş Çatı 

Adapte olmuş çatı, 𝐹(𝕄𝑛) çatı demeti üzerinde tensörlerle ilgili işlemlerin daha 

kullanılabilir bir şekilde  yapılmasına olanak sağlayan  bir yapıdır. 𝐹(𝕄𝑛) de doğal çatıya göre, 

𝐾𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, (𝐾𝑖 = 𝛿𝑖

ℎ 𝜕

𝜕𝑥ℎ
)   (𝑖 = 1,… , 𝑛) 

olarak alınırsa 𝐾 vektör alanının yatay lifti  
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𝐾𝐻 = 𝐾𝑖 (
𝜕

𝜕𝑥𝑖
− 𝑥𝛼

𝑠𝛤𝑠𝑖
𝑘 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑘) , 𝐾

𝐻 = (
𝐾𝑖

−𝑥𝛼
𝑠𝛤𝑠𝑘

𝑖 𝐾𝑘
) 

ve dikey lifti  

 𝐾
𝑉𝛼 = 𝛿𝛾

𝛼𝐾𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝛾
𝑖
 , 𝐾
𝑉𝛼 = (

0

𝛿𝛾
𝛼𝐾𝑖

) 

olacak şekilde vektör alanları elde edilir. Bu vektör alanları 𝑈,𝕄 manifoldunun koordinat bir 

komşuluğu olmak üzere 𝐹𝑈 da  

𝐾ℎ
𝐻 = 𝛿ℎ

𝑗
(
𝜕

𝜕𝑥𝑗
− 𝑥𝛾

𝛼Γ𝑗𝛼
𝑚 𝜕

𝜕𝑥𝛾
𝑚) ⟹ 𝐾ℎ

𝐻 =
𝜕

𝜕𝑥ℎ
− 𝑥𝛾

𝛼Γ𝑗𝛼
𝑚 𝜕

𝜕𝑥𝛾
𝑚 

ve 

𝐾ℎ
𝑉𝛼 = 𝛿𝛾

𝛼𝛿ℎ
𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝛾
𝑖
 

şeklinde ifade edilir. K vektör alanının yatay ve dikey lifleri  lineer bağımsızdır. K vektör 

alanının yatay ve dikey lifleri sırasıyla ∇ nın yatay dağılımını ve 𝐹(𝕄𝑛) nin dikey dağılımını 

meydana getirir { 𝐾ℎ
𝐻  , 𝐾ℎ

𝑉𝛼 } kümesine, ∇ konneksiyonuna  "adapte olmuş çatı" denir.     

𝐸𝑖 = 𝐾ℎ
𝐻       ,   𝐸𝑖𝛼 = 𝐾ℎ

𝑉𝛼  

olarak alındığında adapte olmuş çatı {𝐸𝜆} = {𝐸𝑖, 𝐸𝑖𝛼} şeklinde yazılır. 

Adapte olmuş çatı 𝐹(𝕄𝑛)’de şu şekilde ifade edilir. 

𝐸ℎ = 𝜕ℎ − 𝑥𝛾
𝛼Γℎ𝛼

𝑚
𝜕

𝜕𝑥𝛾
𝑚  

𝐸ℎ = (
𝛿ℎ
𝑖

−𝑥𝛾
𝛼Γℎ𝛼

𝑖 ) 

𝐸ℎ𝛾 = 𝛿ℎ
𝜎
𝜕

𝜕𝑥𝛾
𝜎  

𝐸ℎ𝛾 = (
0

𝛿𝛾
𝛼𝛿ℎ

𝑖) 

Doğal çatının kobazından adapte olmuş çatının kobazına geçişinde kullanılan dönüşüm 

matrisi; 

𝐴   𝐽
𝐼 = (

𝛿𝑗
𝑖 0

𝑥𝛼
𝑚Γ𝑗𝑚

𝑖 𝛿𝛽
𝛼𝛿𝑗

𝑖) 
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şeklindedir. 

Doğal çatıdan adapte olmuş çatıya geçerken kullanılan dönüşüm matrisi ise; 

𝐴𝐾
     𝐽 = (

𝛿𝑘
𝑗

0

−𝑥𝛽
𝑚Γ𝑘𝑚

𝑗
𝛿𝛾
𝛽
𝛿𝑘
𝑗) 

şeklinde olup  

 

𝐴   𝐽
𝐼  𝐴𝐾

    𝐽 = (
𝛿𝑗
𝑖 0

𝑥𝛼
𝑚Γ𝑗𝑚

𝑖 𝛿𝑘
𝑗
− 𝑥𝛽

𝑡Γ𝑘𝑡
𝑗
𝛿𝛽
𝛼𝛿𝑗

𝑖 𝛿𝛾
𝛼𝛿𝑗

𝑖𝛿𝑘
𝑗
 
) = (

𝛿𝑗
𝑘 0

0 𝛿𝛾
𝛼𝛿𝑘

𝑖  
) 

elde edilir. 

 

Çatı demet 𝐹𝕄 de tanımlanan twin metrikle bozulmuş olmuş Sasaki-Mok metriğinin 

kovaryant ve kontravaryant  bileşenleri aşağıdaki gibidir: 

𝑔̃𝑖𝑗 = (
𝒶ℊ𝑖𝑗 0

0 𝒷𝛿𝛼𝛽𝐺𝑖𝑗
) 

𝑔̃𝑖𝑗 = (

1

𝒶
𝑔𝑖𝑗 0

0
1

𝒷
𝛿𝛼𝛽𝐺

𝑖𝑗
). 

Burada  𝑔 pseudo Riemann metriği  ve   

  G(K, S) = 𝑔(JK, S) ve  J2 = −𝐼   

şeklindedir. 

Lemma 3.2.1: 𝐹(𝕄𝒏) de adapte olmuş çatıya göre Lie parantezi aşağıdaki özelliklere 

sahiptir. 

[𝐸𝑖, 𝐸𝑗] = −𝑥𝛾
𝑚𝑅𝑖𝑗𝑚

     ℎ𝐸ℎ𝛾 

[𝐸𝑖𝛼 , 𝐸𝑗] = −𝛿𝛼
𝛾
Γ𝑖𝑗
ℎ𝐸ℎ𝛾 

[𝐸𝑖𝛼 , 𝐸𝑗𝛽] = 0 (Okubo , 1966; Cordero , Dodson and Manuel de, 1989). 

Burada 𝑅𝑖𝑗𝑚
     ℎ  , 𝕄𝒏 nin eğrilik tensörünün bileşenleridir. 
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ARAŞTIRMA BULGULARI 

Çatı Demette Levi-Civita Konneksiyon Katsayıları 

∇, 𝐹(𝕄𝑛) de Riemann konneksiyonu olsun. 𝐹(𝕄𝑛) çatı demette adapte olmuş çatıya 

göre Riemann konneksiyonunun katsayılarını 

Γ̃𝛾𝛽
𝛼 =

1

2
𝑔̃𝛼𝜀(𝐸𝛾𝑔̃𝜀𝛽 + 𝐸𝛽𝑔̃𝜀𝛾 − 𝐸𝜀𝑔̃𝛼𝛽) +

1

2
(𝛺𝛾𝛽

     𝛼 +𝛺𝛾𝛽
𝛼 + 𝛺𝛽𝛾

     𝛼)      (4.1) 

formülü yardımıyla hesaplanır (Mok, 1978). Burada 

[𝐸𝛾, 𝐸𝛽] = 𝛺𝛾𝛽
     𝛼𝐸𝛼        (4.2) 

eşitliği yardımıyla  𝛺𝛾𝛽
     𝛼 bileşenleri  

1) 𝛺𝑖𝑗
      𝑘 = [𝐸𝑖𝐴𝑗

    𝐴 − 𝐸𝑗𝐴𝑖
    𝐴]𝐴    𝐴

𝑘  

                = [𝐸𝑖𝐴𝑗
    ℎ − 𝐸𝑗𝐴𝑖

    ℎ]𝐴    ℎ
𝑘 + [𝐸𝑖𝐴𝑗

    ℎ𝜏 − 𝐸𝑗𝐴𝑖
    ℎ𝜏]𝐴    ℎ𝜏

𝑘  

               = [𝐸𝑖𝛿𝑗
ℎ − 𝐸𝑗𝛿𝑖

ℎ] 

                = 0, 

2) 𝛺
𝑖𝑗

      𝑘𝛾 = [𝐸𝑖𝐴𝑗
    𝐴 − 𝐸𝑗𝐴𝑖

    𝐴]𝐴    𝐴
𝑘𝛾

 

                  = [𝐸𝑖𝐴𝑗
    ℎ − 𝐸𝑗𝐴𝑖

    ℎ]𝐴    ℎ
𝑘𝛾 + [𝐸𝑖𝐴𝑗

    ℎ𝜏 − 𝐸𝑗𝐴𝑖
    ℎ𝜏]𝐴    ℎ𝜏

𝑘𝛾  

                  = [𝐸𝑖(𝑥𝜏
𝑚𝛤𝑗𝑚

  ℎ) − 𝐸𝑗(𝑥𝜏
𝑚Γ𝑖𝑚

  ℎ)]. 𝛿𝜏
𝛾
𝛿ℎ
𝑘 

              = [(𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑡 Γ𝑖𝑡

𝑠 𝜕

𝜕𝑥 𝛼
𝑠 ) (−𝑥𝜏

𝑚𝛿𝛼
𝜏Γ𝑗𝑚
  ℎ) − (𝜕𝑗 − 𝑥𝛽

𝑡Γ𝑗𝑡
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑠) (−𝑥𝜏

𝑚𝛿𝛽
𝜏Γ𝑖𝑚
  ℎ)] 𝛿𝜏

𝛾
𝛿ℎ
𝑘 

                   = (−𝑥𝛼
𝑚𝜕𝑖Γ𝑗𝑚

  ℎ + 𝑥𝛼
𝑡 Γ 𝑖𝑡

𝑠 𝛿𝑠
𝑚𝛤𝑗𝑚

ℎ + 𝑥𝛽
𝑚𝜕𝑗Γ𝑖𝑚

 ℎ − 𝑥 𝛽
𝑡 Γ 𝑗𝑡

𝑠 𝛿𝑠
𝑚Γ𝑖𝑚

 ℎ )𝛿𝜏
𝛾
𝛿ℎ
𝑘 

                   = −𝑥𝛼
𝑚(𝜕𝑖Γ𝑗𝑚

 ℎ − 𝜕𝑗Γ𝑖𝑚
  ℎ + Γ𝑖𝑠

ℎΓ𝑗𝑚
𝑠 − Γ𝑗𝑠

   ℎΓ𝑖𝑚
 𝑠 )𝛿𝜏

𝛼𝛿ℎ
𝑘 

                   = −𝑥𝛼
𝑚𝑅𝑖𝑗𝑚

      ℎ𝛿𝜏
𝛾
𝛿ℎ
𝑘 

                   = −𝑅𝑖𝑗𝑚
     𝑘𝑥𝛼

𝑚, 
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3) 𝛺𝑖𝛼𝑗
      𝑘 = [𝐸𝑖𝛼𝐴𝐽

  𝐴 − 𝐸𝐽𝐴𝑖𝛼
   𝐴]𝐴    𝐴

𝑘  

                = [𝐸𝑖𝛼𝐴𝑗
   ℎ − 𝐸𝑗𝐴𝑖𝛼

     ℎ]𝐴      ℎ
𝑘 + [𝐸𝑖𝛼𝐴𝑗

ℎ𝜏 − 𝐸𝑗𝐴𝑖𝛼
    ℎ𝜏] 𝐴   ℎ𝜏

𝑘  

                = [(𝛿𝑖
𝜎 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝜎)𝛿𝑗

ℎ] − (𝜕𝑗 − 𝑥𝛽
𝑡Γ𝑗𝑡

𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑠) . 0)𝛿ℎ

𝑘 

                = 0, 

 

4) 𝛺
𝑖𝛼𝑗

       𝑘𝛾 = [𝐸𝑖𝛼𝐴𝑗
   ℎ − 𝐸𝑗𝐴𝑖𝛼

    ℎ]𝐴    ℎ
𝑘𝛾 + [𝐸𝑖𝛼𝐴𝑗

  ℎ𝜏 − 𝐸𝑗𝐴𝑖𝛼
ℎ𝜏] 𝐴     ℎ𝜏

𝑘𝛾  

                    = [(𝛿𝑖
𝜎 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝜎)] . (−𝑥𝜏

𝑚Γ𝑗𝑚
ℎ ) − (𝜕𝑗 − 𝑥𝛽

𝑡Γ𝑗𝑡
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑠)𝛿𝛼

𝜏𝛿𝑖
ℎ]𝛿𝜏

𝛾
𝛿ℎ
𝑘 

                     = (𝛿𝑖
𝜎𝛿𝜎

𝑚𝛿𝛼
𝜏Γ𝑗𝑚
ℎ )𝛿𝜏

𝛾
𝛿ℎ
𝑘 

                      = −Γ𝑗𝑖
𝑘𝛿𝛼

𝛾
, 

 

5) 𝛺𝑖𝑗𝛽
    𝑘 = [𝐸𝑖𝐴𝑗𝛽

    ℎ − 𝐸𝑗𝛽𝐴𝑖
    ℎ]𝐴    ℎ

𝑘 + [𝐸𝑖𝐴𝑗𝛽
    ℎ𝜏 − 𝐸𝑗𝛽𝐴𝑖

    ℎ𝜏]𝐴    ℎ𝜏
𝑘  

               = 0, 

 

6) 𝛺
𝑖𝑗𝛽

    𝑘𝛾 = [𝐸𝑖𝐴𝑗𝛽
    ℎ − 𝐸𝑗𝛽𝐴𝑖

    ℎ]𝐴    ℎ
𝑘𝛾 + [𝐸𝑖𝐴𝑗𝛽

    ℎ𝜏 − 𝐸𝑗𝛽𝐴𝑖
    ℎ𝜏]𝐴    ℎ𝜏

𝑘𝛾  

                = ((𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑡 Γ𝑖𝑡

𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠) 𝛿𝛽

𝜏𝛿𝑗
ℎ − (𝛿𝑗

𝜎 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝜎) (−𝑥𝜏

𝑚Γ𝑖𝑚
ℎ )) . 𝛿𝜏

𝛾
𝛿ℎ
𝑘 

                = 𝛿𝑗
𝜎𝛿𝜎

𝑚𝛿𝛽
𝜏Γ𝑖𝑚
ℎ 𝛿𝜏

𝛾
𝛿ℎ
𝑘 

                = Γ𝑖𝑗
𝑘𝛿𝛽

𝛾
, 

 

7) 𝛺𝑖𝛼𝑗𝛽
        𝑘 = [𝐸𝑖𝛼𝐴𝑗𝛽

    ℎ − 𝐸𝑗𝛽𝐴𝑖𝛼
    ℎ]𝐴    ℎ

𝑘  

                     = 0, 
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8) 𝛺
𝑖𝛼𝑗𝛽

      𝑘𝛾 = [𝐸𝑖𝛼𝐴𝑗𝛽
    ℎ𝜏 − 𝐸𝑗𝛽𝐴𝑖𝛼

    ℎ𝜏]𝐴    ℎ𝜏
𝑘𝛾  

                  = [(𝛿𝑖
𝜎 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝜎) 𝛿𝛽

𝜏𝛿𝑗
ℎ − (𝛿𝑗

𝜎 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝜎) 𝛿𝛼

𝜏𝛿𝑗
ℎ] 𝛿𝜏

𝛾
𝛿ℎ
𝑘 

                   = 0 

şeklinde hesaplanır. Ayrıca  

𝛺 𝛾𝛽
𝛼 = 𝑔̃𝛼𝜀𝑔̃𝜎𝛽𝛺𝜀𝛾

    𝜎 

olmak üzere  𝛺 𝛾𝛽
𝛼  bileşenleri  

1) 𝛺   𝑖𝑗
𝑘 = 𝑔̃𝑘𝜀𝑔̃𝜎𝑗𝛺𝜀𝑖

    𝜎 

               = 𝑔̃𝑘𝑎𝑔̃𝜎𝑗𝛺𝑎𝑖
    𝜎 + 𝑔̃𝑘𝑎𝜆𝑔̃𝜎𝑗𝛺𝑎𝜆𝑖

    𝜎 

                = 𝑔̃𝑘𝑎𝑔̃ℎ𝑗𝛺𝑎𝑖
    𝑘 + 𝑔̃𝑘𝑎𝑔̃ℎ𝜏𝑗𝛺𝑎𝑖

    ℎ𝜏 

             = 0, 

2) 𝛺
 𝑖𝑗

𝑘𝛾 = 𝑔̃𝑘𝛾𝜀𝑔̃𝜎𝑗𝛺𝜀𝑖
    𝜎 

             = 𝑔̃𝑘𝛾𝑎𝜆𝑔̃ℎ𝑗𝛺𝑎𝜆𝑖
    ℎ 

            +𝑔̃𝑘𝛾𝑎𝜆𝑔̃ℎ𝜏𝑗𝛺𝑎𝜆𝑖
    ℎ𝜏 

              = 0,

3) 𝛺 𝑖𝑗𝛽
𝑘 = 𝑔̃𝑘𝑎𝑔̃ℎ𝑗𝛽𝛺𝑎𝑖

   ℎ + 𝑔̃𝑘𝑎𝑔̃ℎ𝜏𝑗𝛽𝛺𝑎𝑖
    ℎ𝜏 

               =
1

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝑏𝛿𝜏𝛽𝐺ℎ𝑗(−𝑅𝑎𝑖𝑠

        ℎ𝑥𝜏
𝑠) 

               = −
𝑏

𝑎
𝛿𝜏𝛽𝑔𝑘𝑎𝑔ℎ𝑚𝐽𝑗

𝑚𝑅𝑎𝑖𝑠
      ℎ𝑥𝜏

𝑠 

              = −
𝑏

𝑎
𝑅𝑚𝑠𝑖
          𝑘𝑥𝛽

𝑠𝐽𝑗
𝑚, 

4) 𝛺
   𝑖𝑗𝛽

𝑘𝛾 = 𝑔̃𝑘𝛾𝑎𝜆𝑔̃ℎ𝜏𝑗𝛽𝛺𝑎𝜆𝑖
      ℎ𝜏      

               =
1

𝑏
𝛿𝛾𝜆𝐺

𝑘𝑎𝑏. 𝛿𝜏𝛽𝐺ℎ𝑗(−Γ𝑖𝑎
ℎ𝛿𝜆

𝜏) 

             = −𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑖𝑎
 ℎ𝛿𝛽

𝛾
,
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5) 𝛺   𝑖𝛼𝑗
𝑘 = 𝑔̃𝑘𝜀𝑔̃𝜎𝑗𝛺𝜀𝑖𝛼

    𝜎 

               = 𝑔̃𝑘𝑎𝑔̃ℎ𝑗𝛺𝑎𝑖𝛼
      𝑘 

             = 0, 

6) 𝛺
   𝑖𝛼𝑗

𝑘𝛾 = 𝑔̃𝑘𝛾𝜀𝑔̃𝜎𝑗𝛺𝜀𝑖𝛼
    𝜎 

                = 𝑔̃𝑘𝛾𝑎𝜆𝑔̃ℎ𝑗𝛺𝑎𝜆𝑖𝛼
       ℎ 

                 = 0, 

7) 𝛺   𝑖𝛼𝑗𝛽
𝑘 = 𝑔̃𝑘𝜀𝑔̃𝜎𝑗𝛽𝛺𝜀𝑖𝛼

       𝜎        (𝜀 = 𝑎 , 𝜎 = ℎ𝜏) 

                  = 𝑔̃𝑘𝑎𝑔̃ℎ𝜏𝑗𝛽𝛺𝑎𝑖𝛼
    ℎ𝜏 

                  =
1

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝑏𝛿𝜏𝛽𝐺ℎ𝑗Γ𝑎𝑖

ℎ𝛿𝛼
𝜏  

                  =
𝑏

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑎𝑖

ℎ 𝛿𝜏𝛽𝛿𝛼
𝜏  

                =
𝑏

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑎𝑖

ℎ 𝛿𝛼𝛽 ,            

8) 𝛺
   𝑖𝛼𝑗𝛽

𝑘𝛾 = 𝑔̃𝑘𝛾𝜀𝑔̃𝜎𝑗𝛽𝛺𝜀𝑖𝛼
    𝜎 

                  = 𝑔̃𝑘𝛾𝑎𝜆𝑔̃ℎ𝜏𝑗𝛽𝛺𝑎𝜆𝑖𝛼
    ℎ𝜏  

                 = 0 

bileşenleri hesaplanır. Bu bileşenler (4.1) eşitliğinde kullanılarak Levi-Civita konneksiyonun 

katsayıları, 

Γ𝛾𝛽
𝛼 =

1

2
𝑔̃𝛼𝜀(𝐸𝛾𝑔̃𝜀𝛽 + 𝐸𝛽𝑔̃𝜀𝛾 − 𝐸𝜀𝑔̃𝛼𝛽) +

1

2
(𝛺𝛾𝛽

     𝛼 +𝛺𝛾𝛽
𝛼 + 𝛺𝛽𝛾

     𝛼) 

1) Γ̃𝑖𝑗
𝑘 =

1

2
𝑔̃𝑘𝜀(𝐸𝑖𝑔̃𝜀𝑗 + 𝐸𝑗𝑔̃𝜀𝑖 − 𝐸𝜀𝑔̃𝑖𝑗) +

1

2
(𝛺𝑖𝑗

     𝑘 + 𝛺  𝑖𝑗
𝑘 + 𝛺  𝑗𝑖

𝑘 ) 

=
1

2
𝑔̃𝑘𝑎(𝐸𝑖𝑔̃𝑎𝑗 + 𝐸𝑗𝑔̃𝑎𝑖 − 𝐸𝑎𝑔̃𝑖𝑗) +

1

2
(𝛺𝑖𝑗

     𝑘 + 𝛺  𝑖𝑗
𝑘 + 𝛺  𝑗𝑖

𝑘 ) 

=
1

2

1

𝑎
𝑔𝑘𝑎 [(𝜕𝑖 − 𝑥𝛼

𝑡 Γ𝑖𝑡
𝑠
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠
) 𝑎𝑔𝑎𝑗 + (𝜕𝑗 − 𝑥𝛼

𝑡 Γ𝑗𝑡 
𝑠
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠
) 𝑎𝑔𝑎𝑖 − (𝜕𝑎 − 𝑥𝛼

𝑡 Γ𝑎𝑡 
𝑠

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠
) 𝑎𝑔𝑖𝑗]          

=
1

2
𝑔𝑘𝑎(𝜕𝑖𝑔𝑎𝑗 + 𝜕𝑗𝑔𝑎𝑗 − 𝜕𝑎𝑔𝑖𝑗) 
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 = Γ𝑖𝑗
𝑘, 

2) Γ̃
𝑖𝑗

𝑘𝛾   =
1

2
𝑔̃𝑘𝛾𝜀(𝐸𝑖𝑔̃𝜀𝑗 + 𝐸𝑗𝑔̃𝜀𝑖 − 𝐸𝜀𝑔̃𝑖𝑗) +

1

2
(𝛺

𝑖𝑗

     𝑘𝛾 + 𝛺
  𝑖𝑗

𝑘𝛾 + 𝛺
  𝑗𝑖

𝑘𝛾) 

= −
1

2
𝑥𝛾
𝑚𝑅  𝑖𝑗𝑚

         𝑘, 

3) Γ̃𝑖𝑗𝛽
𝑘 =

1

2
𝑔̃𝑘𝜀 (𝐸𝑖𝑔̃𝜀𝑗𝛽 + 𝐸𝑗𝛽𝑔̃𝜀𝑖 − 𝐸𝜀𝑔̃𝑖𝑗𝛽) +

1

2
(𝛺𝑖𝑗𝛽

     𝑘 + 𝛺  𝑖𝑗𝛽
𝑘 + 𝛺  𝑗𝛽𝑖

𝑘 ) 

= −
𝑏

𝑎
𝑥𝛽
𝑠𝐽𝑗
𝑡𝑅𝑡𝑠𝑖

     𝑘, 

4) Γ̃
𝑖𝑗𝛽

𝑘𝛾 =
1

2
𝑔̃𝑘𝛾𝜀 (𝐸𝑖𝑔̃𝜀𝑗𝛽 + 𝐸𝑗𝛽𝑔̃𝜀𝑖 − 𝐸𝜀𝑔̃𝑖𝑗𝛽) +

1

2
(𝛺

𝑖𝑗𝛽

     𝑘𝛾 + 𝛺
  𝑖𝑗𝛽

𝑘𝛾 + 𝛺
  𝑗𝛽𝑖

𝑘𝛾 ) 

=
1

2
𝑔̃𝑘𝛾𝑎𝜆 ((𝜕𝑖 − 𝑥𝛼

𝑡 Γ𝑖𝑡
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠) (𝑏𝛿

𝜆𝛽𝐺𝑎𝑗) + 0 − 0) 

+
1

2
(Γ𝑖𝑗

𝑘𝛿𝛽
𝛾
− 𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑖𝑎

ℎ𝛿𝛽
𝛾
+ 0) 

=
1

2

1

𝑏
𝛿𝛾𝜆𝐺

𝑘𝑎(𝑏𝛿𝜆𝛽)(𝜕𝑖𝐺𝑎𝑗) 

=
1

2
𝛿𝛾
𝛽
𝐺𝑘𝑎(Γ𝑖𝑎

ℎ𝐺ℎ𝑗 + Γ𝑖𝑗
ℎ𝐺𝑎ℎ) +

1

2
(Γ𝑖𝑗

𝑘𝛿𝛽
𝛾
− 𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑖𝑎

ℎ𝛿𝛽
𝛾
) 

=
1

2
𝛿𝛾
𝛽
𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑖𝑎

ℎ +
1

2
𝛿𝛾
𝛽
𝐺𝑘𝑎𝐺𝑎ℎΓ𝑖𝑗

ℎ +
1

2
(Γ𝑖𝑗

𝑘𝛿𝛽
𝛾
− 𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑖𝑎

ℎ𝛿𝛽
𝛾
) 

=
1

2
𝛿𝛾
𝛽
𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑖𝑎

ℎ +
1

2
𝛿𝛾
𝛽
𝛿ℎ
𝑘Γ𝑖𝑗

ℎ −
1

2
𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑖𝑎

ℎ𝛿𝛽
𝛾
+
1

2
Γ𝑖𝑗
𝑘𝛿𝛽

𝛾
 

=
1

2
𝛿𝛾
𝛽
Γ𝑖𝑗
𝑘 +

1

2
Γ𝑖𝑗
𝑘𝛿𝛽

𝛾
 

= 𝛿𝛽
𝛾
Γ𝑖𝑗
𝑘, 

3) Γ̃𝑖𝛼𝑗
𝑘   =

1

2
𝑔̃𝑘𝜀(𝐸𝑖𝛼𝑔̃𝜀𝑗 + 𝐸𝑗𝑔̃𝜀𝑖𝛼 − 𝐸𝜀𝑔̃𝑖𝛼𝑗) +

1

2
(𝛺𝑖𝛼𝑗

     𝑘 + 𝛺  𝑖𝛼𝑗
𝑘 + 𝛺  𝑗𝑖𝛼

𝑘 ) 

= −
1

2

𝑏

𝑎
𝑅  𝑡𝑎𝑗
       𝑘𝑥𝛽

𝑎𝐽𝑖
𝑡, 

6) Γ̃
𝑖𝛼𝑗

𝑘𝛾 =
1

2
𝑔̃𝑘𝛾𝜀(𝐸𝑖𝛼𝑔̃𝜀𝑗 + 𝐸𝑗𝑔̃𝜀𝑖𝛼 − 𝐸𝜀𝑔̃𝑖𝛼𝑗) +

1

2
(𝛺

𝑖𝛼𝑗

     𝑘𝛾 + 𝛺
  𝑖𝛼𝑗

𝑘𝛾 + 𝛺
  𝑗𝑖𝛼

𝑘𝛾 ) 

=
1

2

1

𝑏
𝛿𝛾𝜆𝐺

𝑘𝑎 [(𝜕𝑗 − 𝑥𝛽
𝑡Γ𝑗𝑡 

𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑠) 𝑏𝛿

𝜆𝛼𝐺𝑎𝑖] +
1

2
(−Γ𝑗𝑖

𝑘𝛿𝛼
𝛾
− 𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑖Γ𝑗𝑎

ℎ𝛿𝛼
𝛾
) 
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=
1

2
𝛿𝛾
𝛼𝐺𝑘𝑎(𝜕𝑗𝐺𝑎𝑖) +

1

2
(−Γ𝑗𝑖

𝑘𝛿𝛼
𝛾
− 𝐺𝑘𝑎𝐺𝑖ℎΓ𝑗𝑎

ℎ𝛿𝛼
𝛾
) 

=
1

2
𝛿𝛾
𝛼𝐺𝑘𝑎(Γ𝑗𝑎

ℎ𝐺ℎ𝑖 + Γ𝑗𝑖
ℎ𝐺𝑎ℎ) +

1

2
(−Γ𝑗𝑖

𝑘𝛿𝛼
𝛾
− 𝐺𝑘𝑎𝐺𝑖ℎΓ𝑖𝑎

ℎ𝛿𝛽
𝛾
) 

=
1

2
𝛿𝛾
𝛼𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑖Γ𝑗𝑎

ℎ +
1

2
𝛿𝛾
𝛼𝐺𝑘𝑎𝐺𝑎ℎΓ𝑗𝑖

ℎ −
1

2
Γ𝑗𝑖
𝑘𝛿𝛼

𝛾
−
1

2
𝐺𝑘𝑎𝐺𝑖ℎΓ𝑖𝑎

ℎ𝛿𝛽
𝛾

 

=
1

2
𝛿𝛾
𝛼𝐺𝑘𝑎𝐺ℎ𝑖Γ𝑗𝑎

ℎ +
1

2
𝛿𝛾
𝛼Γ𝑗𝑖

𝑘 −
1

2
Γ𝑗𝑖
𝑘𝛿𝛼

𝛾
−
1

2
𝐺𝑘𝑎𝐺𝑖ℎΓ𝑖𝑎

ℎ𝛿𝛽
𝛾

 

= 0, 

7) Γ̃𝑖𝛼𝑗𝛽
𝑘  =

1

2
𝑔̃𝑘𝜀 (𝐸𝑖𝛼𝑔̃𝜀𝑗𝛽 + 𝐸𝑗𝑔̃𝜀𝑖𝛼 − 𝐸𝜀𝑔̃𝑖𝛼𝑗𝛽) +

1

2
(𝛺𝑖𝛼𝑗𝛽

     𝑘 + 𝛺  𝑖𝛼𝑗𝛽
𝑘 + 𝛺  𝑗𝛽𝑖𝛼

𝑘 ) 

= −
1

2

1

𝑎
𝑔𝑘𝑎 ((𝜕𝑎 − 𝑥𝜆

𝑡Γ𝑎𝑡
𝑠
𝜕

𝜕𝑥𝜆
𝑠) 𝑏𝛿

𝛼𝛽𝐺𝑖𝑗) 

+
1

2
(
𝑏

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑎𝑖

ℎ𝛿𝛼𝛽 +
𝑏

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑖Γ𝑎𝑗

ℎ 𝛿𝛼𝛽) 

= −
𝑏

2𝑎
𝛿𝛼𝛽𝑔𝑘𝑎(𝜕𝑎𝐺𝑖𝑗) +

1

2
(
𝑏

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑎𝑖

ℎ𝛿𝛼𝛽 +
𝑏

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑖Γ𝑎𝑗

ℎ 𝛿𝛼𝛽) 

= −
𝑏

2𝑎
𝛿𝛼𝛽𝑔𝑘𝑎(Γ𝑎𝑖

𝑠 𝐺𝑠𝑗 + Γ𝑎𝑗
𝑠 𝐺𝑖𝑠) 

+
1

2
(
𝑏

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑎𝑖

ℎ𝛿𝛼𝛽 +
𝑏

𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑖Γ𝑎𝑗

ℎ 𝛿𝛼𝛽) 

𝑠 = ℎ 𝑎𝑙𝚤𝑛𝑎𝑟𝑎𝑘 

= −
𝑏

2𝑎
𝛿𝛼𝛽𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑎𝑖

ℎ −
𝑏

2𝑎
𝛿𝛼𝛽𝑔𝑘𝑎𝐺𝑖ℎΓ𝑎𝑗

ℎ +
𝑏

2𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑗Γ𝑎𝑖

ℎ𝛿𝛼𝛽 

+
𝑏

2𝑎
𝑔𝑘𝑎𝐺ℎ𝑖Γ𝑎𝑗

ℎ 𝛿𝛼𝛽 

= 0, 

8)Γ̃
𝑖𝛼𝑗𝛽

𝑘𝛾 =
1

2
𝑔̃𝑘𝛾𝜀 (𝐸𝑖𝛼𝑔̃𝜀𝑗𝛽 + 𝐸𝑗𝑔̃𝜀𝑖𝛼 − 𝐸𝜀𝑔̃𝑖𝛼𝑗𝛽) +

1

2
(𝛺

𝑖𝛼𝑗𝛽

     𝑘𝛾 + 𝛺
  𝑖𝛼𝑗𝛽

𝑘𝛾 + 𝛺
  𝑗𝛽𝑖𝛼

𝑘𝛾 ) 

=
1

2
𝑔𝑘𝛾𝑎𝜆 [(𝛿𝑖

𝜎 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝜎) 𝑏𝛿

𝜆𝛽𝐺𝑎𝑗 + 𝛿𝑗
𝜎 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝜎 𝑏𝛿

𝜆𝛼𝐺𝑎𝑖 − (𝛿𝑎
𝜎
𝜕

𝜕𝑥𝜆
𝜎)𝑏𝛿

𝛼𝛽𝐺𝑖𝑗] 

= 0 

şeklinde elde edilir. 
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Önerme 4.1:  Adapte olmuş çatıya göre ∇̃ konneksiyonunun Γ̃𝛾𝛽
  𝛼 katsayıları aşağıdaki gibidir.

 

1)Γ̃𝑖𝑗
𝑘 = Γ𝑖𝑗

𝑘 , 

2)Γ̃
𝑖𝑗

𝑘𝛾 = −
1

2
𝑥𝛾
𝑚𝑅  𝑖𝑗𝑚

         𝑘, 

3) Γ̃𝑖𝑗𝛽
𝑘 = −

1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛽
𝑠𝐽𝑗
𝑡𝑅 𝑡𝑠𝑖

     𝑘, 

4) Γ̃
𝑖𝑗𝛽

𝑘𝛾    = 𝛿𝛽
𝛾
Γ𝑖𝑗
𝑘 , 

5) Γ̃𝑖𝛼𝑗
𝑘   = −

1

2

𝑏

𝑎
𝑅  𝑡𝑎𝑗
       𝑘𝑥𝛽

𝑎𝐽𝑖
𝑡 ,  

6)Γ̃
𝑖𝛼𝑗

𝑘𝛾 = 0, 

7)Γ̃𝑖𝛼𝑗𝛽
𝑘 = 0, 

8) Γ̃
𝑖𝛼𝑗𝛽

𝑘𝛾 = 0. 

Çatı Demette  Levi-Civita Konneksiyonun Eğrilik Tensörü 

Adapte olmuş çatıya göre ∇̃ konneksiyonunun katsayılarının bileşenleri Γ̃𝛾𝛽
  𝛼 olsun. 

𝑅̃𝛼𝛽𝛾
       𝜎 = 𝐸𝛼Γ̃𝛽𝛾

  𝜎 − 𝐸𝛽Γ̃𝛼𝛾
  𝜎 + Γ̃𝛼𝜀

  𝜎Γ̃𝛽𝛾
  𝜎 − Γ̃𝛽𝜀

  𝜎Γ̃𝛼𝛾
  𝜀 − 𝛺𝛾𝛽

   𝜀 Γ̃𝜀𝛾
  𝜎 

ifadesi ile ∇̃ nın adapte olmuş çatıda (1,3) tipli  𝑅̃ eğrilik tensörünün bileşenlerini hesaplanır. 

Eğrilik tensörünün bileşenleri aşağıdaki gibidir: 

1) 𝛼 = 𝑖, 𝛽 = 𝑗, 𝛾 = 𝑘 , 𝜎 = ℎ. 𝜀 = 𝑚,  𝑚𝜏 

𝑅̃𝑖𝑗𝑘
       ℎ = 𝐸𝑖Γ̃𝑗𝑘

  ℎ − 𝐸𝑗Γ̃𝑖𝑘
  ℎ + Γ̃𝑖𝜀

  ℎΓ̃𝑗𝑘
  𝜀 − Γ̃𝑗𝜀

  ℎΓ̃𝑖𝑘
  𝜀 − 𝛺𝑖𝑗

   𝜀Γ̃𝜀𝑘
  ℎ 

           = 𝜕𝑖Γ̃𝑗𝑘
  ℎ − 𝜕𝑗Γ̃𝑗𝑘

  ℎ + Γ̃𝑖𝑚
  ℎΓ̃𝑗𝑘

  𝑚 + Γ̃𝑖𝑚𝜏
  ℎ Γ̃𝑗𝑘

  𝑚𝜏 − Γ̃𝑗𝑚
  ℎΓ̃𝑖𝑘

  𝑚 − Γ̃jmτ
  h Γ̃ik

  mτ 

           −𝛺𝑖𝑗
   𝑚𝛤̃𝑚𝑘

  ℎ − 𝛺𝑖𝑗
   𝑚𝜏𝛤̃𝑚𝜏𝑘

     ℎ 

           = 𝜕𝑖Γ̃𝑗𝑘
  ℎ − 𝜕𝑗Γ̃𝑗𝑘

  ℎ + Γ̃𝑖𝑚
  ℎΓ̃𝑗𝑘

  𝑚 − Γ̃𝑗𝑚
  ℎΓ̃𝑖𝑘

  𝑚 + (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ𝑥𝜏

𝑡𝐽𝑚
𝑠 ) (−

1

2
𝑅𝑗𝑘𝑎
    𝑚𝑥𝜏

𝑎) 

           − (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑗
    ℎ𝑥𝜏

𝑡𝐽𝑚
𝑠 ) (−

1

2
𝑅𝑖𝑘𝑎
    𝑚𝑥𝜏

𝑎) − (−𝑥𝜏
𝑎𝑅𝑖𝑗𝑎

   𝑚) (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎ𝑥𝜏

𝑡𝐽𝑚
𝑠 ) 

           = 𝑅𝑖𝑗𝑘
   ℎ +

1

4

𝑏

𝑎
(𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ𝑅𝑖𝑘𝑎
    𝑚 − 𝑅𝑡𝑠𝑖

    ℎ𝑅𝑗𝑘𝑎
    𝑚)𝑥𝜏

𝑡𝑥𝜏
𝑎𝐽𝑚
𝑠 +

1

2
𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎ𝑅𝑖𝑗𝑎

   𝑚𝑥𝜏
𝑡𝑥𝜏
𝑎𝐽𝑚
𝑠 , 

2) 𝑅̃𝑖𝑗𝑘𝛾
       ℎ = 𝐸𝑖Γ̃𝑗𝑘𝛾

  ℎ − 𝐸𝑗Γ̃𝑖𝑘𝛾
  ℎ + Γ̃𝑖𝜀

  ℎΓ̃𝑗𝑘𝛾
  𝜀 − Γ̃𝑗𝜀

  ℎΓ̃𝑖𝑘𝛾
  𝜀 − 𝛺𝑖𝑗

   𝜀Γ̃𝜀𝑘
  ℎ 

 = (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑙 Γ𝑖𝑙

𝑎 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑎) (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑗
    ℎ𝑥𝛾

𝑡𝐽𝑘
𝑠) − (𝜕𝑗 − 𝑥𝛽

𝑙 Γ𝑗𝑙
  𝑎 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑎) (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ𝑥𝛾

𝑡𝐽𝑘
𝑠) 

 +Γ̃im
  hΓ̃𝑗𝑘𝛾

  𝑚 + Γ̃𝑖𝑚𝜏
  ℎ Γ̃𝑗𝑘𝛾

  𝑚𝜏 − Γ̃𝑗𝑚
  ℎΓ̃𝑖𝑘𝛾

  𝑚𝜏 − Γ̃𝑗𝑚𝜏
  ℎ Γ̃𝑖𝑘𝛾

  𝑚𝜏 −𝛺𝑖𝑗
   𝑚Γ̃𝑚𝑘𝛾

  ℎ  

  =
1

2

𝑏

𝑎
[𝜕𝑖𝑥𝛾

𝑡(𝑅𝑡𝑠𝑗
    ℎ𝐽𝑘

𝑠) − 𝑥𝛼
𝑙 Γ𝑖𝑙

𝑎𝑅𝑡𝑠𝑗
    ℎ𝐽𝑘

𝑠𝛿𝛼
𝑡𝛿𝛾

𝛼 − 𝜕𝑗𝑥𝛾
𝑡(𝑅𝑡𝑠𝑖

    ℎ𝐽𝑘
𝑠)] 



26 

 −𝑥𝛽
𝑙𝑅𝑡𝑠𝑖

    ℎΓ𝑗𝑙
𝑎𝛿𝛼

𝑡𝛿𝛾
𝛽
𝐽𝑘
𝑠 + Γ𝑖𝑚

  ℎ (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑗
    𝑚𝑥𝛾

𝑡𝐽𝑘
𝑠) + (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ𝑥𝜏

𝑡𝐽𝑚
𝑠 ) (𝛿𝛾

𝜏Γ𝑗𝑘
  𝑚) 

=
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡 [(𝜕𝑖𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ)𝐽𝑘
𝑠 + 𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ(𝜕𝑖𝐽𝑘
𝑠) − 𝛤𝑖𝑡

𝑎𝑅𝑎𝑠𝑗
    ℎ𝐽𝑘

𝑠 − (𝜕𝑗𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ)𝐽𝑘

𝑠 − 𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ(𝜕𝑖𝐽𝑘

𝑠) + 𝛤𝑗𝑡
  𝑎𝑅𝑎𝑠𝑖

    ℎ𝐽𝑘
𝑠] 

 +𝛤𝑖𝑚
  ℎ𝑅𝑡𝑠𝑗

    𝑚𝐽𝑘
𝑠 + 𝛤𝑗𝑘

  𝑚𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ𝐽𝑚

𝑠 − 𝛤𝑗𝑚
  ℎ 𝑅𝑡𝑠𝑖

    ℎ 𝐽𝑘
𝑠 − 𝛤𝑖𝑘

  𝑚𝑅𝑡𝑠𝑗
    ℎ 

=
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡 [(𝜕𝑖𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ)𝐽𝑘
𝑠 + 𝛤𝑖𝑘

  𝑚𝑅𝑡𝑠𝑗
    𝑚 𝐽𝑚

𝑠 − 𝛤𝑖𝑚
  𝑠𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ 𝐽𝑘
𝑚 − 𝛤𝑖𝑡

𝑎𝑅𝑎𝑠𝑗
    ℎ 𝐽𝑘

𝑚 − (𝜕𝑗𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ)𝐽𝑘

𝑠

− 𝛤𝑗𝑘
  𝑚𝑅𝑡𝑠𝑖

    ℎ𝑗𝑚
𝑠 + 𝛤𝑗𝑚

  𝑠 𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ 𝐽𝑘

𝑚 + 𝛤𝑗𝑡
  𝑎𝑅𝑎𝑠𝑖

    ℎ𝐽𝑘
𝑠 + 𝛤𝑖𝑚

  ℎ𝑅𝑡𝑠𝑗
    𝑚 𝐽𝑘

𝑠 + 𝛤𝑗𝑘
  𝑚𝑅𝑡𝑠𝑖

    ℎ𝐽𝑚
𝑠

− Γ𝑗𝑚
  ℎ 𝑅𝑡𝑠𝑖

    𝑚 𝐽𝑘
𝑠 − Γ𝑖𝑘

  𝑚𝑅𝑡𝑠𝑗
    ℎ 𝐽𝑚

𝑠 ] 

 =
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡 [𝜕𝑖𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ + Γ𝑖𝑚
  ℎ𝑅𝑡𝑠𝑗

    𝑚 − Γ𝑖𝑡
𝑎𝑅𝑎𝑠𝑗

    ℎ − Γ𝑖𝑠
  𝑚𝑅𝑡𝑚𝑗

    ℎ − Γ𝑖𝑗
𝑚𝑅𝑡𝑠𝑚

    ℎ ]𝐽𝑚
𝑠  

=
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡 [𝜕𝑗𝑅𝑡𝑠𝑖

    ℎ + Γ𝑗𝑚
  ℎ𝑅𝑡𝑠𝑖

    𝑚 − Γ𝑗𝑡
𝑎𝑅𝑎𝑠𝑖

    ℎ − Γ𝑗𝑠
  𝑚𝑅𝑡𝑚𝑖

    ℎ − Γ𝑗𝑖
𝑚𝑅𝑡𝑠𝑚

    ℎ ] 

  =
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡𝐽𝑘
𝑠[∇i𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ − ∇𝑗𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ], 

3) 𝑅̃𝑖𝑗𝑘
       ℎ𝜎 = 𝐸𝑖Γ̃𝑗𝑘

  ℎ𝜎 − 𝐸𝑗Γ̃𝑖𝑘
  ℎ𝜎 + Γ̃𝑖𝑚

  ℎ𝜎Γ̃𝑗𝑘
  𝑚 + Γ̃𝑖𝑚𝜏

  ℎ𝜎Γ̃𝑗𝑘
  𝑚𝜏 − Γ̃𝑗𝑚

  ℎ𝜎Γ̃𝑖𝑘
  𝑚 − Γ̃𝑗𝑚𝜏

  ℎ𝜎Γ̃𝑖𝑘
  𝑚𝜏 

                   −𝛺𝑖𝑗
   𝜀𝛤̃𝜀𝑘

  ℎ 

                    = (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑡𝛤𝑖𝑡

𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑙 ) (−

1

2
𝑅𝑗𝑘𝑎
    ℎ𝑥𝜎

𝑎) − (𝜕𝑗 − 𝑥𝛽
𝑡𝛤𝑗𝑡

𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑙 ) (−

1

2
𝑅𝑖𝑘𝑎
    ℎ𝑥𝜎

𝑎) 

                   + (−
1

2
𝑥𝜎
𝑎𝑅𝑖𝑚𝑎

     ℎ  𝛤𝑗𝑘
𝑚) + (𝛿𝜏

𝜎𝛤𝑖𝑚
  ℎ) (−

1

2
𝑅𝑗𝑘𝑎
    𝑚𝑥𝜏

𝑎) − (−
1

2
𝑥𝜎
𝑎𝑅𝑗𝑚𝑎

    ℎ 𝛤𝑖𝑘
𝑚)  

                  −(𝛿𝜏
𝜎Γ𝑗𝑚

  ℎ) (−
1

2
𝑥𝜏
𝑎𝑅𝑖𝑘𝑎

    𝑚) 

                 = −
1

2
𝑥𝜎
𝑎(𝜕𝑖𝑅𝑗𝑘𝑎

    ℎ) +
1

2
𝑥𝛼
𝑡 Γ𝑖𝑡

𝑙 𝑅𝑗𝑘𝑎
    ℎ𝛿𝑙

𝑎𝛿𝜎
𝑎 +

1

2
𝑥𝜎
𝑎(𝜕𝑗𝑅𝑖𝑘𝑎

    ℎ) −
1

2
𝑥𝛽
𝑡Γ𝑗𝑡
𝑙 𝑅𝑖𝑘𝑎

    ℎ𝛿𝑙
𝑎𝛿𝜎

𝛽
 

                 −
1

2
𝑥𝜎
𝑎𝑅𝑖𝑚𝑎

     ℎΓ𝑗𝑘
𝑚 + (𝛿𝜏

𝜎Γ𝑖𝑚
  ℎ) (−

1

2
𝑅𝑗𝑘𝑎
    𝑚𝑥𝜏

𝑎) − (−
1

2
𝑅𝑗𝑚𝑎
      ℎ𝑥𝜎

𝑎) Γ𝑖𝑘
𝑚 

                 −(𝛿𝜏
𝜎Γ𝑗𝑚

  ℎ) (−
1

2
𝑥𝜏
𝑎𝑅𝑖𝑘𝑎

    𝑚) 

                  = −
1

2
[𝜕𝑖𝑅𝑗𝑘𝑎

    ℎ + Γ𝑖𝑚
  ℎ𝑅𝑗𝑘𝑎

    𝑚 − Γ𝑖𝑗
  𝑚𝑅𝑚𝑘𝑎

       ℎ − Γ𝑖𝑘
  𝑚𝑅𝑗𝑚𝑎

       ℎ − Γ𝑖𝑎
  𝑙𝑅𝑗𝑘𝑙

       ℎ]𝑥𝜎
𝑎 

         +
1

2
[𝜕𝑗𝑅𝑖𝑘𝑎

    ℎ + Γ𝑗𝑚
  ℎ𝑅𝑖𝑘𝑎

    ℎ − Γ𝑖𝑗
  𝑚𝑅𝑚𝑘𝑎

       ℎ − Γ𝑗𝑘
𝑚𝑅𝑖𝑚𝑎

     ℎ − Γ𝑗𝑎
  𝑙𝑅𝑖𝑘𝑙

    ℎ] 
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         = −
1

2
(∇𝑖𝑅𝑗𝑘𝑎

    ℎ − ∇𝑗𝑅𝑖𝑘𝑎
    ℎ)𝑥𝜎

𝑎 , 

4) 𝑅̃𝑖𝑗𝑘𝛾
       ℎ𝜎 = 𝐸𝑖Γ̃𝑗𝑘𝛾

  ℎ𝜎 − 𝐸𝑗Γ̃𝑖𝑘𝛾
  ℎ𝜎 + Γ̃𝑖𝑚

  ℎ𝜎Γ̃𝑗𝑘𝛾
   𝑚 + Γ̃𝑖𝑚𝜏

  ℎ𝜎Γ̃𝑗𝑘𝛾
   𝑚𝜏 − Γ̃𝑗𝑚

  ℎ𝜎Γ̃𝑖𝑘𝛾
  𝑚 − Γ̃𝑗𝑚𝜏

  ℎ𝜎𝛤̃𝑖𝑘𝛾
  𝑚𝜏 

−𝛺𝑖𝑗
   𝜀𝛤̃𝜀𝑘

  ℎ 

 = (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑡 Γ𝑖𝑡

𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠) (𝛿𝛾

𝜎Γ𝑗𝑘
  ℎ) − (𝜕𝑗 − 𝑥𝛽

𝑡Γ𝑗𝑡
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑠) (𝛿𝛾

𝜎Γ𝑖𝑘
  ℎ) 

+(−
1

2
𝑅𝑖𝑚𝑎
      ℎ𝑥𝜎

𝑎) (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑗
     𝑚𝑥𝛾

𝑡𝐽𝑘
𝑠) + (𝛿𝜏

𝜎Γ𝑖𝑚
  ℎ)(𝛿𝛾

𝜏Γ𝑗𝑘
  𝑚) − (−

1

2
𝑅𝑗𝑚𝑎
      ℎ𝑥𝜎

𝑎) (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
     𝑚𝑥𝛾

𝑡𝐽𝑘
𝑠) 

−(𝛿𝜏
𝜎Γ𝑗𝑚

  ℎ)(𝛿𝛾
𝜏Γ𝑖𝑘
  𝑚) 

= 𝛿𝛾
𝜎(𝜕𝑖Γ𝑗𝑘

  ℎ − 𝜕𝑗Γ𝑖𝑘
  ℎ) + (−

1

2
𝑅𝑖𝑚𝑎
      ℎ𝑥𝜎

𝑎) (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
     𝑚𝑥𝛾

𝑡𝐽𝑘
𝑠) + 𝛿𝜏

𝜎Γ𝑖𝑚
  ℎ𝛿𝛾

𝜏Γ𝑗𝑘
  𝑚 

− (−
1

2
𝑅𝑗𝑚𝑎
      ℎ𝑥𝜎

𝑎) (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
     𝑚𝑥𝛾

𝑡𝐽𝑘
𝑠) − (𝛿𝜏

𝜎Γ𝑗𝑚
  ℎ)𝛿𝛾

𝜏Γ𝑖𝑘
  𝑚  

= 𝛿𝛾
𝜎(𝜕𝑖Γ𝑗𝑘

  ℎ − 𝜕𝑗Γ𝑖𝑘
  ℎ + Γ𝑖𝑚

  ℎ𝛤𝑗𝑘
  𝑚 − Γ𝑗𝑚

  ℎΓ𝑖𝑘
  𝑚) 

−
1

4

𝑏

𝑎
(𝑅𝑖𝑚𝑎

     ℎ𝑅𝑡𝑠𝑗
     𝑚 − 𝑅𝑗𝑚𝑎

      ℎ𝑅𝑡𝑠𝑖
     𝑚)𝑥𝜎

𝑎𝑥𝛾
𝑡𝐽𝑘
𝑠 

= 𝛿𝛾
𝜎𝑅𝑖𝑗𝑘

   ℎ +
1

4

𝑏

𝑎
(𝑅𝑖𝑚𝑎

     ℎ𝑅𝑠𝑡𝑗
     𝑚 − 𝑅𝑗𝑚𝑎

      ℎ𝑅𝑡𝑠𝑖
     𝑚)𝑥𝜎

𝑎𝑥𝛾
𝑡 𝐽𝑘
𝑠 

= 𝛿𝛾
𝜎𝑅𝑖𝑗𝑘

   ℎ 1

4

𝑏

𝑎
(𝑅𝑖𝑚𝑎

     ℎ𝑅𝑠𝑡𝑗
     𝑚 − 𝑅𝑗𝑚𝑎

      ℎ𝑅𝑡𝑠𝑖
     𝑚)𝑥𝜎

𝑎𝑥𝛾
𝑡𝐽𝑘
𝑠  

= 𝛿𝛾
𝜎𝑅𝑖𝑗𝑘

   ℎ +
1

4

𝑏

𝑎
(𝑅𝑖𝑚𝑎

     ℎ𝑅 𝑗𝑡𝑠
𝑚 − 𝑅𝑗𝑚𝑎

      ℎ𝑅  𝑖𝑡𝑠
𝑚 )𝑥𝜎

𝑎𝑥𝛾
𝑡𝐽𝑘
𝑠, 

5) 𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘
       ℎ = 𝐸𝑖Γ̃𝑗𝛽𝑘

   ℎ − 𝐸𝑗𝛽Γ̃𝑖𝑘
  ℎ + Γ̃𝑖𝜀

  ℎΓ̃𝑗𝛽𝑘
  𝜀 − Γ̃𝑗𝛽𝜀

  ℎ Γ̃𝑖𝑘
  𝜀 − 𝛺𝑖𝑗𝛽

     𝜀Γ̃𝜀𝑘
  ℎ 

= ((𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑡𝛤𝑘𝑡

𝑚
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑚)) (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
      ℎ𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠) + Γ̃𝑖𝑚

  ℎΓ̃𝑗𝛽𝑘
  ℎ + Γ̃𝑖𝑚𝜏

  ℎ Γ̃𝑗𝛽𝑘
  𝑚𝜏 − Γ̃𝑗𝛽𝑚

    ℎ Γ̃𝑖𝑘
  𝑚 

−Γ̃𝑗𝛽𝑚𝜏
    ℎ Γ̃𝑖𝑘

  𝑚𝜏 − 𝛺𝑖𝑗𝛽
    𝑚Γ̃𝑚𝑘

  ℎ − 𝛺𝑖𝑗𝛽
   𝑚𝜏Γ̃𝑚𝜏𝑘

    ℎ  

 =
1

2

𝑏

𝑎
[(𝜕𝑖𝑅𝑡𝑠𝑘

     ℎ)𝑥𝛽
𝑡 𝐽𝑗
𝑠 + 𝑅𝑡𝑠𝑘

     ℎ(𝜕𝑖𝑥𝛽
𝑡 )𝐽𝑗

𝑠 + 𝑅𝑡𝑠𝑘
     ℎ𝑥𝛽

𝑡(𝜕𝑖𝐽𝑗
𝑠)] 

−
1

2

𝑏

𝑎
[𝛤𝑖𝑡
𝑚𝑅𝑚𝑠𝑘

     ℎ − 𝛤𝑖𝑚
ℎ 𝑅𝑡𝑠𝑘

     𝑚 + 𝛤𝑖𝑘
𝑚𝑅𝑡𝑠𝑚

     ℎ]𝑥𝛽
𝑡 𝐽𝑗
𝑠 −

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
     ℎ𝑥𝛽

𝑡𝛤𝑖𝑗
𝑚𝐽𝑚

𝑠  

=
1

2

𝑏

𝑎
[𝜕𝑖𝑅𝑡𝑠𝑘

     ℎ + Γ𝑖𝑚
ℎ 𝑅𝑡𝑠𝑘

     𝑚 − Γ𝑖𝑡
𝑚𝑅𝑚𝑠𝑘

     ℎ − Γ𝑖𝑠
𝑚𝑅𝑡𝑚𝑘

     ℎ − Γ𝑖𝑘
𝑚𝑅𝑡𝑠𝑚

     ℎ]𝑥𝛽
𝑡 𝐽𝑗
𝑠 
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               =
1

2

𝑏

𝑎
∇𝑖𝑅𝑡𝑠𝑘

     ℎ𝑥𝛽
𝑡 𝐽𝑗
𝑠, 

6) 𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘𝛾
       ℎ = 𝐸𝑖𝛤̃𝑗𝛽𝑘𝛾

   ℎ − 𝐸𝑗𝛽𝛤̃𝑖𝑘𝛾
  ℎ + 𝛤̃𝑖𝜀

  ℎ𝛤̃𝑗𝛽𝑘𝛾
  𝜀 − 𝛤̃𝑗𝛽𝜀

  ℎ 𝛤̃𝑖𝑘𝛾
  𝜀 − 𝛺𝑖𝑗𝛽

      𝜀𝛤̃𝜀𝑘𝛾
  ℎ  

= (−𝛿𝑗
𝑚 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑚) (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ𝑥𝛾

𝑡  𝐽𝑚
𝑠 ) − (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠) (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑙𝑝𝑖
    𝑚𝑥𝛾

𝑙 𝐽𝑘
𝑝) 

 = −
1

2

𝑏

𝑎
𝛿𝑗
𝑚𝑅𝑡𝑠𝑖

    ℎ𝛿𝑚
𝑡 𝛿𝛾

𝛽
𝐽𝑘
𝑠 − 

1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

(𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑖

    𝑚)𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛾
𝑙 𝐽𝑗
𝑠𝐽𝑘
𝑝  

= −
1

2

𝑏

𝑎
𝐽𝑘
𝑠𝑅𝑗𝑠𝑖

    ℎ𝛿𝛾
𝛽
− 
1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑖

    𝑚𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛾
𝑙 𝐽𝑗
𝑠𝐽𝑘
𝑝, 

7) 𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘
       ℎ𝜎 = 𝐸𝑖𝛤̃𝑗𝛽𝑘

   ℎ𝜎 − 𝐸𝑗𝛽𝛤̃𝑖𝑘
  ℎ𝜎 + 𝛤̃𝑖𝜀

  ℎ𝜎𝛤̃𝑗𝛽𝑘
  𝜀 − 𝛤̃𝑗𝛽𝜀

  ℎ𝜎𝛤̃𝑖𝑘
  𝜀 − 𝛺𝑖𝑗𝛽

      𝜀𝛤̃𝜀𝑘
  ℎ𝜎 

= 𝐸𝑖𝛤̃𝑗𝛽𝑘
   ℎ𝜎 − 𝐸𝑗𝛽𝛤̃𝑖𝑘

  ℎ𝜎 + 𝛤̃𝑖𝑚
  ℎ𝜎𝛤̃𝑗𝛽𝑘

  𝑚 + 𝛤̃𝑖𝑚𝜏
  ℎ𝜎𝛤̃𝑗𝛽𝑘

  𝑚𝜏 − 𝛤̃𝑗𝛽𝑚
  ℎ𝜎𝛤̃𝑖𝑘

  𝑚 − 𝛤̃𝑗𝛽𝑚𝜏
  ℎ𝜎 𝛤̃𝑖𝑘

  𝑚𝜏 − 𝛺𝑖𝑗𝛽
      𝜀𝛤̃𝜀𝑘

  ℎ𝜎 

= (−𝛿𝑗
𝑡 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑡) (−

1

2
𝑅𝑖𝑘𝑎
    ℎ𝑥𝜎

𝑎  ) + 𝛤̃𝑖𝑚
  ℎ𝜎𝛤̃𝑗𝛽𝑘

  𝑚 + 

=
1

2
𝛿𝑗
𝑡𝑅𝑖𝑘𝑎

    ℎ 𝛿𝑡
𝑎𝛿𝛽

𝜎 + (−
1

2
𝑅𝑖𝑚𝑎
    ℎ 𝑥𝜎

𝑎  ) (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
    𝑚𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠) 

=
1

2
𝑅𝑖𝑘𝑗
    ℎ𝛿𝛽

𝜎 −
1

4

𝑏

𝑎
𝑅𝑖𝑚𝑎
     ℎ𝑅𝑡𝑠𝑘

    𝑚𝑥𝜎
𝑎𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠,     

8) 𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘𝛾
       ℎ𝜎 = 𝐸𝑖Γ̃𝑗𝛽𝑘𝛾

   ℎ𝜎 − 𝐸𝑗𝛽Γ̃𝑖𝑘𝛾
  ℎ𝜎 + Γ̃𝑖𝜀

  ℎ𝜎Γ̃𝑗𝛽𝑘𝛾
  𝜀 − Γ̃𝑗𝛽𝜀

  ℎ𝜎Γ̃𝑖𝑘𝛾
  𝜀 − 𝛺𝑖𝑗𝛽

      𝜀Γ̃𝜀𝑘𝛾
  ℎ𝜎 

                  = 0, 

9) 𝑅̃İ𝛼𝑗𝛽𝑘
       ℎ = 𝐸𝑖𝛼Γ̃𝑗𝛽𝑘

   ℎ − 𝐸𝑗𝛽Γ̃𝑖𝛼𝑘
  ℎ + Γ̃𝑖𝛼𝑚

  ℎ Γ̃𝑗𝛽𝑘
  𝑚 + Γ̃𝑖𝛼𝑚𝜏

  ℎ Γ̃𝑗𝛽𝑘
  𝑚𝜏 − Γ̃𝑗𝛽𝑚

  ℎ Γ̃𝑖𝛼𝑘
  𝑚 − Γ̃𝑗𝛽𝑚𝜏

  ℎ Γ̃𝑖𝛼𝑘
  𝑚𝜏 

−𝛺𝑖𝛼𝑗𝛽
      𝜀 𝛤̃𝜀𝑘

  ℎ 

= 𝛿𝑖
𝑚 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑚 (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎ𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠) − 𝛿𝑗

𝑚 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑚 (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎ𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠) 

+ (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠) (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑙𝑝𝑘
    𝑚𝑥𝛽

𝑙 𝐽𝑗
𝑝) 

− [
1

2

𝑏

𝑎
(𝑅𝑡𝑠𝑚

    ℎ 𝑥𝛽
𝑡 𝐽𝑗
𝑠)
1

2

𝑏

𝑎
(𝑅𝑙𝑝𝑘

    𝑚𝑥𝛼
𝑙 𝐽𝑖
𝑝)] 

=
1

2

𝑏

𝑎
𝛿𝛼
𝛽
[𝑅𝑖𝑠𝑘
    ℎ𝐽𝑗

𝑠 − 𝑅𝑗𝑠𝑘
    ℎ𝐽𝑖

𝑠] +
1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

[𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑘

    𝑚]𝑥𝛼
𝑡𝑥𝛽

𝑙 𝐽𝑖
𝑠𝐽𝑗
𝑝 



29 

−
1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

[𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑘

    𝑚]𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛼
𝑙 𝐽𝑖
𝑝𝐽𝑗
𝑠 

=
1

2

𝑏

𝑎
𝛿𝛼
𝛽
[𝑅𝑘𝑠𝑖
    ℎ𝐽𝑗

𝑠 − 𝑅𝑘𝑠𝑗
    ℎ𝐽𝑖

𝑠] +
1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

[𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑘

    𝑚]𝑥𝛼
𝑡𝑥𝛽

𝑙 𝐽𝑖
𝑠𝐽𝑗
𝑝 

−
1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

[𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑘

    𝑚]𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛼
𝑙 𝐽𝑖
𝑝𝐽𝑗
𝑠, 

10) 𝑅̃İ𝛼𝑗𝛽𝑘𝛾
          ℎ = 𝐸𝑖𝛼Γ̃𝑗𝛽𝑘𝛾

  ℎ − 𝐸𝑗𝛽Γ̃𝑖𝛼𝑘𝛾
     ℎ + Γ̃𝑖𝛼𝜀

    ℎΓ𝑗𝛽𝑘𝛾
    𝜀 − Γ̃𝑗𝛽𝜀

  ℎ Γ𝑖𝛼𝑘𝛾
  𝜀 − 𝛺𝑖𝛼𝑗𝛽

      𝜀 Γ̃𝜀𝑘𝛾
  ℎ = 0, 

11) 𝑅̃
İ𝛼𝑗𝛽𝑘

       ℎ𝜎 = 𝐸𝑖𝛼Γ̃𝑗𝛽𝑘
   ℎ𝜎 − 𝐸𝑗𝛽Γ̃𝑖𝛼𝑘

  ℎ𝜎 + Γ̃𝑖𝛼𝜀
  ℎ𝜎Γ̃𝑗𝛽𝑘

  𝜀 − Γ̃𝑗𝛽𝜀
  ℎ𝜎Γ𝑖𝛼𝑘

  𝜀 − 𝛺𝑖𝛼𝑗𝛽
      𝜀 Γ̃𝜀𝑘

  ℎ𝜎 = 0, 

12) 𝑅̃
İ𝛼𝑗𝛽𝑘𝛾

       ℎ𝜎 = 𝐸𝑖𝛼Γ̃𝑗𝛽𝑘𝛾
   ℎ𝜎 − 𝐸𝑗𝛽Γ̃𝑖𝛼𝑘𝛾

  ℎ𝜎 + Γ̃𝑖𝛼𝜀
  ℎ𝜎Γ𝑗𝛽𝑘𝛾

  𝜀 − Γ̃𝑗𝛽𝜀
  ℎ𝜎Γ𝑖𝛼𝑘𝛾

  𝜀 − 𝛺𝑖𝛼𝑗𝛽
      𝜀 Γ̃𝜀𝑘𝛾

  ℎ𝜎 = 0, 

13) 𝑅̃𝑖𝛼𝑗𝑘
       ℎ𝜎 = 𝐸𝑖𝛼Γ̃j𝑘

   ℎ𝜎 − 𝐸jΓ̃𝑖𝑘
  ℎ𝜎 + Γ̃𝑖𝛼𝜀

  ℎ𝜎Γ̃j𝑘
  𝜀 − Γ̃j𝜀

  ℎ𝜎Γ̃𝑖𝛼𝑘
  𝜀 − 𝛺𝑖𝛼𝑗

      𝜀Γ̃𝜀𝑘
  ℎ𝜎 

 = 𝐸𝑖𝛼Γ̃j𝑘
   ℎ𝜎 − 𝐸𝑖𝛼Γ̃𝑗𝑘

  ℎ𝜎 + Γ̃𝑖𝛼𝑘
  𝑚Γ̃𝑗𝑚

  ℎ𝜎 + Γ̃𝑖𝛼𝑘
  𝑚𝜏Γ̃𝑗𝑚𝜏

  ℎ𝜎 − Γ̃𝑖𝛼𝑚
  ℎ𝜎 Γ̃𝑗𝑘

  𝑚 − Γ̃𝑖𝛼𝑚𝜏

  ℎ𝜎 𝛤̃𝑗𝑘
  𝑚𝜏 − 𝛺𝑖𝛼𝑗

      𝜀Γ̃𝜀𝑘
  ℎ𝜎 

= (𝛿𝑖
𝑡 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑡 ) (−

1

2
𝑅𝑗𝑘𝑎
    ℎ𝑥𝜎

𝑎 ) + (𝜕𝑗 − 𝑥𝛽
𝑡Γ𝑗𝑚
𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑙 )0 − Γ̃𝑗𝑚

  ℎ𝜎Γ̃𝑖𝛼𝑘
  𝑚 − Γ̃𝑗𝑚𝜏

  ℎ𝜎Γ̃𝑖𝛼𝑘
  𝑚 

= −
1

2
𝛿𝑖
𝑡𝑅𝑗𝑘𝑎

    ℎ 𝛿𝑡
𝑎𝛿𝛼

𝜎 − (−
1

2
𝑅𝑗𝑚𝑎
    ℎ 𝑥𝜎

𝑎  ) (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
    𝑚𝑥𝛽

𝑡 𝑗𝑗
𝑠) 

= −
1

2
𝑅𝑗𝑘𝑖
    ℎ𝛿𝛼

𝜎 −
1

4

𝑏

𝑎
𝑅𝑗𝑚𝑎
     ℎ𝑅𝑡𝑠𝑘

    𝑚𝑥𝜎
𝑎𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠, 

14) 𝑅̃
İ𝛼j𝑘𝛾

       ℎ𝜎 = 𝐸𝑖𝛼Γ̃j𝑘𝛾
   ℎ𝜎 − 𝐸jΓ̃𝑖𝛼𝑘𝛾

  ℎ𝜎 + Γ̃𝑖𝛼𝜀
  ℎ𝜎Γj𝑘𝛾

  𝜀 − Γ̃j𝜀
  ℎ𝜎Γ𝑖𝛼𝑘𝛾

  𝜀 − 𝛺𝑖𝛼j
      𝜀Γ̃𝜀𝑘𝛾

  ℎ𝜎 = 0, 

15) 𝑅̃İ𝛼j𝑘𝛾
       h = 𝐸𝑖𝛼Γ̃j𝑘𝛾

   h − 𝐸jΓ̃𝑖𝛼𝑘𝛾
   h + Γ̃𝑖𝛼𝜀

  h Γj𝑘𝛾
  𝜀 − Γ̃j𝜀

  hΓ𝑖𝛼𝑘𝛾
  𝜀 − 𝛺𝑖𝛼j

      𝜀Γ̃𝜀𝑘𝛾
  h  

= (𝛿𝑖
𝑡 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑡 ) (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑗
    ℎ𝑥𝛾

𝑡𝐽𝑘
𝑠) + Γ̃𝑖𝛼𝑚

  ℎ Γj𝑘𝛾
  𝑚 + Γ̃𝑖𝛼𝑚𝜏

  h Γ̃𝑗𝑘𝛾
  𝑚𝜏 − 𝛺𝑖𝛼j

      𝑚Γ̃𝑚𝑘𝛾
  h  

=
1

2

𝑏

𝑎
𝛿𝑖
𝑡𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ𝛿𝑚
𝑡 𝛿𝛾

𝛼𝐽𝑘
𝑠 + (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠) (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑙𝑝𝑗
    𝑚𝑥𝛾

𝑙 𝐽𝑘
𝑝
) 

=
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑖𝑠𝑗
    ℎ𝛿𝛾

𝛼𝐽𝑘
𝑠 +

1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

𝑥𝛼
𝑡 𝑥𝛾

𝑙 𝐽𝑖
𝑠𝐽𝑘
𝑝𝑅𝑡𝑠𝑚

    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑗
    𝑚, 

16) 𝑅̃𝑖𝛼𝑗𝑘
       h = 𝐸𝑖𝛼Γ̃j𝑘

   h − 𝐸jΓ̃𝑖𝛼𝑘
  h + Γ̃𝑖𝛼𝜀

  h Γ̃j𝑘
  𝜀 − Γ̃j𝜀

  hΓ̃𝑖𝛼𝑘
  𝜀 − 𝛺𝑖𝛼𝑗

      𝜀Γ̃𝜀𝑘
  h 

= −(𝜕𝑗 − 𝑥𝛽
𝑡Γ𝑗𝑡
𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑙 ) (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎ𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠) + Γ̃𝑖𝛼𝑚

  h Γ̃j𝑘
  𝑚 − Γ̃𝑗𝑚

  hΓ̃𝑖𝛼𝑘
  𝑚 − 𝛺𝑖𝛼𝑗

      𝑚𝜏Γ̃𝑚𝜏𝑘
  h  
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= −
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛼
𝑡 [𝜕𝑗(𝑅𝑡𝑠𝑘

    ℎ𝐽𝑖
𝑠) − 𝑥𝛽

𝑡Γ𝑗𝑡
𝑙 𝑅𝑡𝑠𝑘

    ℎ𝛿𝑙
𝑡𝛿𝛼
𝛽
𝐽𝑖
𝑠] + (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠) Γj𝑘

  𝑚 

−Γj𝑚
  ℎ (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
    𝑚𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠) + Γj𝑖

  𝑚𝛿𝛼
𝜏 (
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎ𝑥𝜏

𝑡𝐽𝑚
𝑠 ) 

= −
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛼
𝑡 [𝐽𝑖

𝑠(𝜕𝑗𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎ) + 𝑅𝑡𝑠𝑘

    ℎ(𝜕𝑗𝐽𝑖
𝑠)] +

1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛽
𝑡Γj𝑖
  𝑙𝑅𝑡𝑠𝑘

    ℎ𝛿𝑙
𝑡𝛿𝛼
𝛽
𝐽𝑖
𝑠 +

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ Γj𝑘

  𝑚𝑥𝛼
𝑡 𝐽𝑖
𝑠 

−
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎΓj𝑚

  ℎ𝑥𝛼
𝑡 𝐽𝑖
𝑠 +

1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛼
𝑡𝑅𝑡𝑠𝑘

    ℎΓj𝑘
  𝑚𝐽𝑚

𝑠  

= −
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛼
𝑡 [𝐺𝑗𝑅𝑡𝑠𝑘

    ℎ𝐽𝑖
𝑠 + 𝑅𝑡𝑠𝑘

    ℎ(Γj𝑖
  𝑚𝐽𝑚

𝑠 − Γj𝑚
  𝑠 𝐽𝑖

𝑚)] 

+
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛼
𝑡 [Γj𝑡

  𝑙𝑅𝑙𝑠𝑘
    ℎ𝐽𝑖

𝑠 + Γj𝑘
  ℎ𝑅𝑡𝑠𝑚

    ℎ 𝐽𝑖
𝑠 − Γj𝑚

  ℎ𝑅𝑡𝑠𝑘
    𝑚𝐽𝑖

𝑠 + 𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎΓj𝑖

  𝑚𝐽𝑚
𝑠 ] 

s=m alınarak 

=
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛼
𝑡∇𝑗𝑅𝑡𝑠𝑘

    ℎ𝐽𝑖
𝑠. 

Önerme 4.2.1: ∇̃ nın Adapte olmuş çatıda  𝑅̃ eğrilik tensörünün bileşenleri aşağıdaki 

gibidir. 

 1)  𝑅̃𝑖𝑗𝑘
       ℎ = 𝑅𝑖𝑗𝑘

   ℎ +
1

4

𝑏

𝑎
(𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ𝑅𝑖𝑘𝑎
    𝑚 − 𝑅𝑡𝑠𝑖

    ℎ𝑅𝑗𝑘𝑎
    𝑚)𝑥𝜏

𝑡𝑥𝜏
𝑎𝐽𝑚
𝑠 +

1

2
𝑅𝑡𝑠𝑘
    ℎ𝑅𝑖𝑗𝑎

   𝑚𝑥𝜏
𝑡𝑥𝜏
𝑎𝐽𝑚
𝑠 , 

2) 𝑅̃𝑖𝑗𝑘𝛾
       ℎ  =

1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡 𝑗𝑘
𝑠[𝛻𝑖𝑅𝑡𝑠𝑗

    ℎ − 𝛻𝑗𝑅𝑡𝑠𝑖
    ℎ], 

3) 𝑅̃𝑖𝑗𝑘
       ℎ𝜎  = −

1

2
(∇𝑖𝑅𝑗𝑘𝑎

    ℎ − ∇𝑗𝑅𝑖𝑘𝑎
    ℎ)𝑥𝜎,

𝑎  

4)   𝑅̃𝑖𝑗𝑘𝛾
       ℎ𝜎  = 𝛿𝛾

𝜎𝑅𝑖𝑗𝑘
   ℎ +

1

4

𝑏

𝑎
(𝑅𝑖𝑚𝑎

     ℎ𝑅 𝑗𝑡𝑠
𝑚 − 𝑅𝑗𝑚𝑎

      ℎ𝑅  𝑖𝑡𝑠
𝑚 )𝑥𝜎

𝑎𝑥𝛾
𝑡 𝐽𝑘
𝑠,  

5)  𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘
       ℎ     =

1

2

𝑏

𝑎
𝛻𝑖𝑅𝑡𝑠𝑘

     ℎ𝑥𝛽
𝑡 𝐽𝑗
𝑠,  

6) 𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘𝛾
       ℎ     = −

1

2

𝑏

𝑎
𝐽𝑘
𝑠𝑅𝑗𝑠𝑖

    ℎ𝛿𝛾
𝛽
− 

1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑖

    𝑚𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛾
𝑙 𝐽𝑗
𝑠𝐽𝑘
𝑝, 

 7) 𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘
       ℎ𝜎 =

1

2
𝑅𝑖𝑘𝑗
    ℎ𝛿𝛽

𝜎 −
1

4

𝑏

𝑎
𝑅𝑖𝑚𝑎
     ℎ𝑅𝑡𝑠𝑘

    𝑚𝑥𝜎
𝑎𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠 ,  

8)𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘𝛾
       ℎ𝜎  = 0, 

9) 𝑅̃İ𝛼𝑗𝛽𝑘
       ℎ =

1

2

𝑏

𝑎
𝛿𝛼
𝛽
[𝑅𝑘𝑠𝑖
    ℎ𝐽𝑗

𝑠 − 𝑅𝑘𝑠𝑗
    ℎ𝐽𝑖

𝑠] +
1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

[𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑘

    𝑚]𝑥𝛼
𝑡𝑥𝛽

𝑙 𝐽𝑖
𝑠𝐽𝑗
𝑝 

−
1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

[𝑅𝑡𝑠𝑚
    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑘

    𝑚]𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛼
𝑙 𝐽𝑖
𝑝𝐽𝑗
𝑠, 
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10) 𝑅̃İ𝛼𝑗𝛽𝑘𝛾
          ℎ = 0, 

11) 𝑅̃
İ𝛼𝑗𝛽𝑘

       ℎ𝜎 = 0, 

12) 𝑅̃
İ𝛼𝑗𝛽𝑘𝛾

       ℎ𝜎 = 0, 

13) 𝑅̃𝑖𝛼𝑗𝑘
       ℎ𝜎 = −

1

2
𝑅𝑗𝑘𝑖
    ℎ𝛿𝛼

𝜎 −
1

4

𝑏

𝑎
𝑅𝑗𝑚𝑎
     ℎ𝑅𝑡𝑠𝑘

    𝑚𝑥𝜎
𝑎𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠, 

14) 𝑅̃
İ𝛼j𝑘𝛾

       ℎ𝜎 = 0, 

15) 𝑅̃İ𝛼j𝑘𝛾
       h =

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑖𝑠𝑗
    ℎ𝛿𝛾

𝛼𝐽𝑘
𝑠 +

1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

𝑥𝛼
𝑡 𝑥𝛾

𝑙 𝑗𝑖
𝑠𝐽𝑘
𝑝𝑅𝑡𝑠𝑚

    ℎ 𝑅𝑙𝑝𝑗
    𝑚, 

16) 𝑅̃𝑖𝛼𝑗𝑘
       h =

1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛼
𝑡∇𝑗𝑅𝑡𝑠𝑘

    ℎ𝐽𝑖
𝑠 

şeklindedir. 

Çatı Demette Twin Metrikle Bozulmuş Sasaki-Mok  Metriğinin Ricci Tensörü 

F(𝕄𝑛) çatı demette twin metrikle bozulmuş  Sasaki-Mok  metriğinin Ricci eğrilik 

tensörü 

𝑅̃𝛽𝛾 = 𝑅̃𝜀𝛽𝛾
      𝜀 

şeklindedir. Ricci tensörünün bileşenleri, 

1) 𝛽 = 𝑗, 𝛾 = 𝑘 

 𝑅̃𝑗𝑘 = 𝑅̃𝜀𝑗𝑘
      𝜀 = 𝑅̃𝑖𝑗𝑘

      𝑖 + 𝑅̃𝑖𝛼𝑗𝑘
    𝑖𝛼  

= 𝑅𝑖𝑗𝑘
     𝑖 +

1

4

𝑏

𝑎
(𝑅𝑡𝑠𝑗

    𝑖𝑅𝑖𝑘𝑎
     𝑚 − 𝑅𝑡𝑠𝑖

    𝑖𝑅𝑗𝑘𝑎
    𝑚)𝑥𝜏

𝑡𝑥𝜏
𝑎𝐽𝑚
𝑠 +

1

2
𝑅𝑡𝑠𝑘
    𝑖 𝑅𝑖𝑗𝑎

     𝑚𝑥𝜏
𝑡𝑥𝜏
𝑎𝐽𝑚
𝑠 −

1

2
𝑅𝑗𝑘𝑖
    𝑖𝛿𝜏

𝜎  

+
1

4

𝑏

𝑎
 𝑅𝑗𝑚𝑎
    𝑖  𝑅𝑡𝑠𝑘

    𝑚𝑥𝜏
𝑎 𝑥𝜏

𝑡𝐽𝑖
𝑠  

= 𝑅𝑖𝑗𝑘
     𝑖 +

1

4

𝑏

𝑎
(𝑅𝑡𝑠𝑗

    𝑖𝑅𝑖𝑘𝑎
     𝑚)𝑥𝜏

𝑡𝑥𝜏
𝑎𝐽𝑚
𝑠 +

1

2
𝑅𝑡𝑠𝑘
    𝑖 𝑅𝑖𝑗𝑎

     𝑚𝑥𝜏
𝑡𝑥𝜏
𝑎𝐽𝑚
𝑠 +

1

4

𝑏

𝑎
 𝑅𝑗𝑚𝑎
      𝑖  𝑅𝑡𝑠𝑘

    𝑚𝑥𝜎
𝑎 𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠  

= 𝑅𝑗𝑘
    −

1

4

𝑏

𝑎
(𝐽𝑚
𝑠 𝑅𝑠𝑡𝑗

    𝑖𝑅𝑖𝑘𝑎
     𝑚𝑥𝜏

𝑡𝑥𝜏
𝑎 + 𝐽𝑖

𝑠𝑅𝑠𝑡𝑘
    𝑚𝑅𝑗𝑚𝑎

      𝑖 𝑥𝜎
𝑎  𝑥𝛼

𝑡 ) −
1

2
𝐽𝑚
𝑠 𝑅𝑖𝑗𝑎

     𝑚𝑅𝑠𝑡𝑘
    𝑖 𝑥𝜏

𝑡𝑥𝜏
𝑎 , 

2) 𝑅̃𝑗𝑘𝛾
      = 𝑅̃𝜀𝑗𝑘𝛾

      𝜀 = 𝑅̃𝑖𝑗𝑘𝛾
      𝑖 + 𝑅̃𝑖𝛼𝑗𝑘𝛾

       𝑖𝛼  

=
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡  𝐽𝑘

𝑠[∇𝑖𝑅𝑡𝑠𝑗
    𝑖 − ∇𝑗𝑅𝑡𝑠𝑖

    𝑖 ] + 0 
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=
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡  𝐽𝑘

𝑠∇𝑖𝑅𝑡𝑠𝑗
    𝑖  

=
1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡  𝐽𝑘

𝑠(∇𝑡𝑅𝑠𝑗
   − ∇𝑠𝑅𝑡𝑗

    ), 

3)𝑅̃𝑗𝛽𝑘
        = 𝑅̃𝜀𝑗𝛽𝑘

       𝜀 = 𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘
       𝑖 + 𝑅̃𝑖𝛼𝑗𝛽𝑘

        𝑖𝛼  

=
1

2

𝑏

𝑎
∇𝑖 𝑅𝑡𝑠𝑘

    𝑖 𝑥𝛽
𝑡 𝐽𝑗
𝑠 + 0 

=
1

2

𝑏

𝑎
∇𝑖 𝑅𝑡𝑠𝑘

    𝑖 𝑥𝛽
𝑡 𝐽𝑗
𝑠, 

4)𝑅̃𝑗𝛽𝑘𝛾
          = 𝑅̃𝜀𝑗𝛽𝑘𝛾

       𝜀 = 𝑅̃𝑖𝑗𝛽𝑘𝛾
       𝑖 + 𝑅̃𝑖𝛼𝑗𝛽𝑘𝛾

          𝑖𝛼  

= −
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑗𝑠𝑖
    𝑖𝛿𝛾

𝛽
𝑗𝑘
𝑠 − 

1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

𝑅𝑡𝑠𝑚
     𝑖 𝑅𝑙𝑝𝑖

    𝑚𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛾
𝑙 𝐽𝑗
𝑠𝐽𝑘
𝑝 

= − 
1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

𝑅𝑡𝑠𝑚
    𝑖 𝑅𝑙𝑝𝑖

    𝑚𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛾
𝑙 𝐽𝑗
𝑠𝐽𝑘
𝑝 

olarak bulunur. 

Önerme 4.3.1:  Ricci tensörünün bileşenleri aşağıdaki gibidir. 

1) 𝑅̃𝑗𝑘 = 𝑅𝑗𝑘
    −

1

4

𝑏

𝑎
(𝐽𝑚
𝑠 𝑅𝑠𝑡𝑗

    𝑖𝑅𝑖𝑘𝑎
     𝑚𝑥𝜏

𝑡𝑥𝜏
𝑎 + 𝐽𝑖

𝑠𝑅𝑠𝑡𝑘
    𝑚𝑅𝑗𝑚𝑎

      𝑖 𝑥𝜎
𝑎  𝑥𝛼

𝑡 ) −
1

2
𝐽𝑚
𝑠 𝑅𝑖𝑗𝑎

     𝑚𝑅𝑠𝑡𝑘
    𝑖 𝑥𝜏

𝑡𝑥𝜏
𝑎, 

2)𝑅̃𝑗𝑘𝛾
      =

1

2

𝑏

𝑎
𝑥𝛾
𝑡  𝐽𝑘

𝑠(∇𝑡𝑅𝑠𝑗
   − ∇𝑠𝑅𝑡𝑗

    ), 

3)𝑅̃𝑗𝛽𝑘
        =

1

2

𝑏

𝑎
∇𝑖 𝑅𝑡𝑠𝑘

    𝑖 𝑥𝛽
𝑡 𝐽𝑗
𝑠 , 

4)𝑅̃𝑗𝛽𝑘𝛾
          = − 

1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

𝑅𝑡𝑠𝑚
    𝑖 𝑅𝑙𝑝𝑖

    𝑚𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛾
𝑙 𝐽𝑗
𝑠𝐽𝑘
𝑝. 

Çatı Demette Twin Metrikle Bozulmuş Sasaki-Mok Metriğinin Skaler Eğriliği 

F(𝕄𝑛) çatı demette twin metrikle bozulmuş Sasaki-Mok metriğinin skaler eğriliği 

𝜎̃ = 𝑅̃𝛽𝛾𝑔̃
𝛽𝛾 

şeklinde tanımlanır. Buradan twin metrikle bozulmuş Sasaki-Mok metriğinin skaler eğriliği 

𝜎̃ = 𝑅̃𝛽𝛾𝑔̃
𝛽𝛾 = 𝑅̃𝑗𝑘𝑔̃

𝑗𝑘 + 𝑅̃𝑗𝑘𝛾𝑔̃
𝑗𝑘𝛾 + 𝑅̃𝑗𝛽𝑘𝑔̃

𝑗𝛽𝑘 + 𝑅̃𝑗𝛽𝑘𝛾𝑔̃
𝑗𝛽𝑘𝛾 
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=
1

𝑎
𝑔𝑗𝑘 [𝑅𝑗𝑘 −

1

4

𝑏

𝑎
(𝐽𝑚
𝑠 𝑅𝑠𝑡𝑗

   𝑖 𝑅𝑖𝑘𝑎
   𝑚𝑥𝜏

𝑡𝑥𝜏
𝑎 − 𝑅𝑗𝑚𝑎

     𝑖 𝑅𝑡𝑠𝑘
   𝑚𝑥𝜏

𝑎𝑥𝜏
𝑡𝐽𝑖
𝑠) −

1

2
𝐽𝑚
𝑠 𝑅𝑖𝑗𝑎

  𝑚𝑅𝑠𝑡𝑘
    𝑖 𝑥𝜏

𝑎𝑥𝜏
𝑡] 

−
1

4
(
𝑏

𝑎
)
2

[𝑅𝑠𝑡𝑚
      𝑖𝑅𝑝𝑙𝑖

    𝑚𝑥𝛽
𝑡𝑥𝛾
𝑙 𝐽𝑗
𝑠𝐽𝑘
𝑝]
𝑏

𝑎
𝛿𝛽𝛾𝐺

𝑗𝑘 

=
1

𝑎
𝜎 −

1

4

𝑏

𝑎2
−
1

2𝑎
𝑅𝑎𝑛𝑖𝑗𝑅𝑡𝑠

   𝑖𝑗
𝐺𝑛𝑠 −

𝑏

4𝑎2
𝑅𝑎𝑛𝑖𝑗𝑅𝑡𝑠

   𝑖𝑗
𝐺𝑛𝑠 

=
1

𝑎
𝜎 −

(2𝑎 + 𝑏)

4𝑎2
𝑅𝑎𝑛𝑖𝑗𝑅𝑡𝑠

   𝑖𝑗
𝐺𝑛𝑠 

=
1

𝑎
𝜎 −

(2𝑎 + 𝑏)

4𝑎2
𝐺𝑖𝑙𝐺𝑗𝑘𝐺𝑛𝑠𝑅𝑎𝑛𝑖𝑗𝑅𝑡𝑠𝑙𝑘

    

=
1

𝑎
𝜎 −

(2𝑎 + 𝑏)

4𝑎2
∥ 𝑅𝐾 ∥𝐺 

şeklinde elde edilir. 

𝑲 Vektör Alanının Diverjansı 

Bir 𝕄𝑛 Riemann manifoldu üzerinde K vektör alanının diverjansı 

𝑑𝑖𝑣𝐾 = ∇𝑖K
𝑖  

olarak tanımlanır. 

F(𝕄𝑛) üzerindeki bir 𝐾̃ vektör alanının diverjansı ise 

𝑑𝑖𝑣𝐾̃ = ∇̃𝛼𝐾̃
𝛼 = ∇̃𝑖𝐾̃

𝑖 + ∇̃𝑖𝛼𝐾̃
𝑖𝛼  

şeklinde tanımlanır. 𝐾 ∈ 𝕄 olmak üzere burada 𝐾̃ vektör alanının yerine sırasıyla 𝐾 nın tam, 

dikey ve yatay liftleri dikkate alınırsa  

𝐾𝐶  vektör alanının diverjansı 

𝐸𝑖𝐾̃
𝑖 + 𝛤̃𝑖𝑚

  𝑖 𝐾̃𝑚 + 𝛤̃𝑖𝑚𝜏
    𝑖 𝐾̃𝑚𝜏 + 𝐸𝑖𝛼𝐾̃

𝑖𝛼 + 𝛤̃𝑖𝛼𝑚
  𝑖𝛼 𝐾̃𝑚 + 𝛤̃𝑖𝛼𝑚𝜏

  𝑖𝛼 𝐾̃𝑚𝜏  

= (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑠𝛤𝑖𝑠

𝑟
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠)𝐾

𝑖 + 𝛤𝑖𝑚
   𝑖𝐾𝑚 + (

1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
    𝑖𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑚
𝑠 ) 𝐾̃𝑚𝜏 + 𝛿𝑖

𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠 (𝑥𝛼

𝑛𝛻𝑛𝐾
𝑖) 

  = 𝜕𝑖𝐾
𝑖 + 𝛤𝑖𝑚

   𝑖𝐾𝑚 + 𝛿𝑖
𝑠𝛿𝑠
𝑛𝛿𝛼

𝛼𝛻𝑛𝐾
𝑖 

= (1 + 𝑛)𝛻𝑖𝐾
𝑖 

şeklinde bulunur 

𝐾𝑉  dikey liftinin diverjansı ise 

𝑑𝑖𝑣 = 𝛻̃𝛼𝐾̃
𝛼 = 𝛻̃𝑖𝐾̃

𝑖 + 𝛻̃𝑖𝛼𝐾̃
𝑖𝛼  
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= 0 + 𝛻̃𝑖𝛼𝐾̃
𝑖𝛼  

= 𝐸𝑖𝛼𝐾̃
𝑖𝛼 + 𝛤̃𝑖𝛼𝑚

  𝑖𝛼 𝐾̃𝑚 + 𝛤̃𝑖𝛼𝑚𝜏
  𝑖𝛼 𝐾̃𝑚𝜏  

= 𝛿𝑖
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠 𝐾

𝑖 + 0 

= 0 

şeklindedir ve son olarak 

𝐾𝐻  vektör alanın diverjansı ise 

𝐸𝑖𝐾̃
𝑖 + 𝛤̃𝑖𝐴

  𝑖𝐾̃𝐴 + 𝐸𝑖𝛼𝐾̃
𝑖𝛼 + 𝛤̃𝑖𝛼𝐴

  𝑖𝛼𝐾̃𝐴 

= 𝐸𝑖𝐾̃
𝑖 + 𝛤̃𝑖𝑚

  𝑖 𝐾̃𝑚 + 𝛤̃𝑖𝑚𝜏
  𝑖 𝐾̃𝑚𝜏 + 𝐸𝑖𝛼𝐾̃

𝑖𝛼 + 𝛤̃𝑖𝛼𝑚
  𝑖𝛼 𝐾̃𝑚 + 𝛤̃𝑖𝛼𝑚𝜏

  𝑖𝛼 𝐾̃𝑚𝜏  

= (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑠𝛤𝑖𝑠

𝑟
𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠)𝐾

𝑖 + 𝛤̃𝑖𝑚
  𝑖 𝐾̃𝑚 + 𝛿𝑠

𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠 0 

= 𝜕𝑖𝐾
𝑖 + 𝛤𝑖𝑚

   𝑖𝐾𝑚 

= ∇𝑖𝐾
𝑖 = 𝑑𝑖𝑣𝐾 

şeklinde bulunur. 

Tanım 4.5.1: 𝐾 vektör alanının diverjansı 𝑑𝑖𝑣𝐾=0 ise 𝐾 vektör alanı incompressible 

vektör alanı olarak adlandırılır. Yani (𝕄𝑛, 𝑔) üzerindeki bir 𝐾 vektör alanı sonsuz küçük bir 

dönüşüm olarak (𝕄𝑛, 𝑔 ) nin hacim elamanını değiştirmiyorsa (invaryant bırakıyorsa) 𝐾 bir 

incompressible (sıkıştırılmış) vektör alanıdır (Mok, 1978). 

Önerme 4.5.1:  i. 𝕄𝑛 manifoldu üzerindeki bir 𝐾 vektör alanını 𝐹(𝕄𝑛) ye tam liftinin 

incompressible olması için 𝐾 vektör alanı incompressible olmalıdır ( 𝑛 ≠ −1). 

ii. 𝕄𝑛 manifoldu üzerindeki bir 𝐾 vektör alanını 𝐹(𝕄𝑛) ye yatay liftinin incompressible 

olması için 𝐾 vektör alanı 𝕄𝑛 de incompressible olmalıdır. 

iii. 𝕄𝑛 manifoldu üzerindeki bir 𝐾 vektör alanını 𝐹(𝕄𝑛) ye  dikey  lifti incompressible 

vektör alanıdır. 

Rotasyon 

Bir (𝕄𝑛, 𝑔) Riemann manifoldu üzerindeki K vektör alanının rotasyonu 

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝛼𝛽 = ∇𝛼K𝛽 − ∇𝛽K𝛼 

olarak tanımlanır. 
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F(𝕄𝑛) çatı demette bir 𝐾 vektör alanının rotasyonu rot𝐾̃ 

(𝑟𝑜𝑡𝐾̃)
𝛼𝛽
= 𝛻̃𝛼𝐾̃𝛽 − 𝛻̃𝛽𝐾̃𝛼   (4.2) 

şeklinde tanımlanır. Burada yer alan  𝐾̃𝛼 kovektör bileşenleri,  

𝐾̃𝛼 = 𝑔̃𝛼𝛽𝐾
𝛽 

eşitliği kullanılarak sırasıyla 𝐾 vektör alanının yatay, dikey ve tam liftlerine göre 

aşağıdaki gibi hesaplanır. 

1) 𝐾𝐻  yatay liftin  𝐾𝛼
𝐻   kovektör bileşenleri aşağıdaki gibidir: 

𝛼 = 𝑖 için,  

𝐾̃𝑖 = 𝑔̃𝑖𝛽𝐾
𝛽 

𝐾̃𝑖 = 𝑔̃𝑖𝑗𝐾̃
𝑗 + 𝑔̃𝑖𝑗𝛽𝐾̃

𝑗𝛽  

= 𝑎𝑔𝑖𝑗𝐾
𝑗  

= 𝑎𝐾𝑖 

𝛼 = 𝑖𝛼 𝑖ç𝑖𝑛  

𝐾̃𝑖𝛼 = 𝑔̃𝑖𝛼𝛽𝐾
𝛽 

𝐾̃𝑖𝛼 = 𝑔̃𝑖𝛼𝑗𝐾
𝑗 + 𝑔̃𝑖𝛼𝑗𝛽𝐾

𝑗𝛽  

       = 0 

şeklindedir. Yani 𝐾𝐻  bileşenleri  

𝐾𝛼
𝐻   = (

𝑎𝑔𝑖𝑗𝐾
𝑗

0
) 

şeklinde gösterilir. 

2) 𝐾𝑉  dikey liftinin 𝐾𝛼
𝑉  kovektörünün bileşenleri;            

 𝛼 = 𝑖          𝐾̃𝑖 = 𝑔̃𝑖𝛽𝐾
𝛽                                            

𝐾̃𝑖 = 𝑔̃𝑖𝑗𝐾̃
𝑗 + 𝑔̃𝑖𝑗𝛽𝐾̃

𝑗𝛽  

      = 0 

     𝛼 = 𝑖𝛼                     

𝐾̃𝑖𝛼 = 𝑔̃𝑖𝛼𝑗𝐾
𝑗 + 𝑔̃𝑖𝛼𝑗𝛽𝐾

𝑗𝛽  
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   = 𝑏𝛿𝛼𝛽𝐺𝑖𝑗𝐾
𝑗   

şeklindedir. Yani  𝐾𝑉  bileşenleri  

𝐾𝑉 𝛼 = (
0

 𝑏𝛿𝛼𝛽𝐺𝑖𝑗𝐾
𝑗  ) 

şeklindedir. 

𝐾𝐶   liftinin 𝐾𝛼
𝐶  kovektörünün bileşenleri ise 

𝛼 = 𝑖          𝐾̃𝑖 = 𝑔̃𝑖𝛽𝐾
𝛽 

𝐾̃𝑖 = 𝑔̃𝑖𝑗𝐾̃
𝑗 + 𝑔̃𝑖𝑗𝛽𝐾̃

𝑗𝛽  

= 𝑎𝑔𝑖𝑗𝐾
𝑗  

= 𝑎𝐾𝑖 

𝛼 = 𝑖𝛼     𝑖ç𝑖𝑛 

𝐾̃𝑖𝛼 = 𝑔̃𝑖𝛼𝑗𝐾
𝑗 + 𝑔̃𝑖𝛼𝑗𝛽𝐾

𝑗𝛽  

= 𝑏𝛿𝛼𝛽𝐺𝑖𝑗𝑋𝛽
𝑎𝛻𝑎𝐾

𝑗  

𝑐𝐾𝛼 = (
𝑎𝐾𝑖

 𝑏𝛿𝛼𝛽𝐺𝑖𝑗𝑋𝛽
𝑎𝛻𝑎𝐾

𝑗  
) 

şeklinde bulunur. 

Bulunan bileşenler (4.2) eşitliğinde kullanılarak 𝐾 vektör alanının dikey, yatay ve tam 

liftlerine göre rotasyonlarının bileşenleri aşağıdaki gibi hesaplanır. 

(𝑟𝑜𝑡𝐾̃)
𝛼𝛽
= 𝛻̃𝛼𝐾̃𝛽 − 𝛻̃𝛽𝐾̃𝛼     

𝐾𝑉  dikey liftinin rotasyonunun bileşenleri aşağıdaki hesaplamalarla elde edilir. 

1)𝛼 = 𝑖, 𝛽 = 𝑗 için  

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 = 𝛻̃𝑖𝐾̃𝑗 − 𝛻̃𝑗𝐾̃𝑖 

= 𝐸𝑖𝐾̃𝑗 − 𝛤̃𝑖𝑗
𝐴𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝐾̃𝑖 − 𝛤̃𝑗𝑖

𝐴𝐾̃𝐴) 

= 0 − 𝛤̃𝑖𝑗
𝑚𝐾̃𝑚 − 𝛤̃𝑖𝑗

𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏 + 𝛤̃𝑗𝑖
𝑚𝐾̃𝑚 + 𝛤̃𝑗𝑖

𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏  

= (
1

2
𝑅𝑖𝑗𝑎
  𝑚𝑥𝜏

𝑎) 𝑏𝛿𝜏𝛽𝐺𝑚ℎ𝐾
ℎ − (

1

2
𝑅𝑗𝑖𝑎
  𝑚𝑥𝜏

𝑎) 𝑏𝛿𝜏𝜎𝐺𝑚ℎ𝐾
ℎ 

= 𝑏𝛿𝜏𝜎𝑅𝑖𝑗𝑎
  𝑚𝑥𝜏

𝑎𝐺𝑚ℎ𝐾
ℎ 
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2)𝛼 = 𝑖𝛼, 𝛽 = 𝑗 için  

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝛼𝑗 = ∇̃𝑖𝛼𝐾𝑗 − ∇̃𝑗𝐾̃𝑖𝛼  

= 𝐸𝑖𝛼𝐾̃𝑗 − Γ̃𝑖𝛼𝑗
𝐴 𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝐾̃𝑖𝛼 − Γ̃𝑗𝑖𝛼

𝐴 𝐾̃𝐴) 

= 0 − Γ̃𝑖𝛼𝑗
𝑚 𝐾̃𝑚 − Γ̃𝑖𝛼𝑗

𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏 − [(𝜕𝑗 − 𝑥𝛽
𝑠Γ𝑗𝑠
 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑙 ) (𝑏𝛿

𝛼𝜎𝐺𝑖ℎ𝐾
ℎ) + Γ̃𝑗𝑖𝛼

𝑚 𝐾̃𝑚 + Γ̃𝑗𝑖𝛼
𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏] 

= −𝜕𝑗𝑏𝛿
𝛼𝜎𝐺𝑖ℎ𝐾

ℎ + 𝛿𝛼
𝜏Γ𝑗𝑖
𝑚(𝑏𝛿𝜏𝜎𝐺𝑚ℎ𝐾

ℎ) 

= −b𝛿𝛼𝜎[𝜕𝑗(𝐺𝑖ℎ𝐾
ℎ) + Γ𝑗𝑖

𝑚𝐺𝑚ℎ𝐾
ℎ] 

= −𝑏𝛿𝛼𝜎∇𝑗(𝐺𝑖ℎ𝐾
ℎ) 

3) 𝛼 = 𝑖, 𝛽 = 𝑗𝛽 için; 

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗𝛽 = ∇̃𝑖𝐾̃𝑗𝛽 − ∇̃𝑗𝛽𝐾̃𝑖 

= 𝐸𝑖𝐾̃𝑗𝛽 − Γ̃𝑖𝑗𝛽
𝐴 𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝛽𝐾̃𝑖 − Γ̃𝑗𝛽𝑖

 𝐴 𝐾̃𝐴) 

= (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑠𝛤𝑖𝑠

 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑙 ) (𝑏𝛿

𝛽𝜎𝐺𝑗ℎ𝐾
ℎ) − Γ̃𝑖𝑗𝛽

𝑚 𝐾̃𝑚 − Γ̃𝑖𝑗𝛽
𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏 − 0 + Γ̃𝑗𝛽𝑖

𝑚 𝐾̃𝑚 + Γ̃𝑗𝛽𝑖
𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏  

= 𝑏𝛿𝛼𝛽(𝜕𝑖𝐺𝑗ℎ𝐾
ℎ) − 𝛿𝛽

𝜏𝛤𝑖𝑗
𝑚(𝑏𝛿𝜏𝜎𝐺𝑚ℎ𝐾

ℎ) 

= 𝑏𝛿𝛼𝛾∇𝑖(𝐺𝑗ℎ𝐾
ℎ) 

4) 𝛼 = 𝑖𝛼, 𝛽 = 𝑗𝛽 için  

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝛼𝑗𝛽 = ∇̃𝑖𝛼𝐾̃𝑗𝛽 − ∇̃𝑗𝛽𝐾̃𝑖𝛼  

= 𝐸𝑖𝛼𝐾̃𝑗𝛽 − Γ̃𝑖𝛼𝑗𝛽
   𝐴 𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝛽𝐾̃𝑖𝛼 − Γ̃𝑗𝛽𝑖𝛼

   𝐴 𝐾̃𝐴) 

= 𝛿𝑖
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠 (𝑏𝛿

𝛽𝜎𝐺𝑗ℎ𝐾
ℎ) − 0 − (𝛿𝑗

𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑠 𝑏𝛿

𝛼𝜎𝐺𝑖ℎ𝐾
ℎ − 0) 

= 0 

𝑟𝑜𝑡 𝐾𝑉 = (
𝑏𝛿𝜏𝜎𝑅𝑖𝑗𝑎

  𝑚𝑥𝜏
𝑎𝐺𝑚ℎ𝐾

ℎ −𝑏𝛿𝛼𝜎∇𝑗(𝐺𝑖ℎ𝐾
ℎ)

𝑏𝛿𝛼𝛾∇𝑖(𝐺𝑗ℎ𝐾
ℎ) 0

)  
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𝐾𝐻  yatay liftinin bileşenleri aşağıdaki gibidir: 

1)𝛼 = 𝑖, 𝛽 = 𝑗  

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 = 𝛻̃𝑖𝐾̃𝑗 − 𝛻̃𝑗𝐾̃𝑖 

= 𝐸𝑖𝐾̃𝑗 − 𝛤̃𝑖𝑗
𝐴𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝐾̃𝑖 − 𝛤̃𝑗𝑖

𝐴𝐾̃𝐴) 

= (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑠𝛤𝑖𝑠

 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑙 )𝑎𝑔𝑗𝑖𝐾

𝑖 − 𝛤̃𝑖𝑗
𝑚𝐾̃𝑚 − 𝛤̃𝑖𝑗

𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏  

−((𝜕𝑗 − 𝑥𝛽
𝑠𝛤𝑗𝑠

 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑙 )𝑎𝑔𝑖𝑗𝐾

𝑗 − 𝛤̃𝑗𝑖
𝑚𝐾̃𝑚 − 𝛤̃𝑗𝑖

𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏) 

= 𝑎𝜕𝑖(𝑔𝑗𝑖𝐾
𝑖) − 𝛤𝑖𝑗

𝑚(𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾
𝑗) − 𝑎𝜕𝑗(𝑔𝑖𝑗𝐾

𝑗) − 𝛤𝑗𝑖
𝑚(𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗) 

= 𝑎(𝜕𝑖𝐾𝑗 − 𝛤𝑖𝑗
𝑚𝐾𝑚) − 𝑎(𝜕𝑗𝐾𝑖 − 𝛤𝑗𝑖

𝑚𝐾𝑚) 

= 𝑎(𝛻𝑖𝐾𝑗 − 𝛻𝑗𝐾𝑖) 

= 𝑎(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 

2) 𝛼 = 𝑖𝛼, 𝛽 = 𝑗 için  

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝛼𝑗 = 𝛻̃𝑖𝛼𝐾𝑗 − 𝛻̃𝑗𝐾̃𝑖𝛼  

= 𝐸𝑖𝛼𝐾̃𝑗 − 𝛤̃𝑖𝛼𝑗
𝐴 𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝐾̃𝑖𝛼 − 𝛤̃𝑗𝑖𝛼

𝐴 𝐾̃𝐴) 

= 𝛿𝑖
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠 (𝑎𝑔𝑗𝑖𝐾

𝑖) − 𝛤̃𝑖𝛼𝑗
𝑚 𝐾̃𝑚 − 0 − [(𝜕𝑗 − 𝑥𝛽

𝑠𝛤𝑗𝑠
 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑙 )0 − 𝛤̃𝑗𝑖𝛼

𝑚𝐾̃𝑚 − 0] 

= −
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑗
 𝑚 𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗 +
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑗
  𝑚𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗  

= 0 

3) 𝛼 = 𝑖, 𝛽 = 𝑗𝛽 için; 

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗𝛽 = 𝛻̃𝑖𝐾̃𝑗𝛽 − 𝛻̃𝑗𝛽𝐾̃𝑖 

= 𝐸𝑖𝐾̃𝑗𝛽 − 𝛤̃𝑖𝑗𝛽
𝐴 𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝛽𝐾̃𝑖 − 𝛤̃𝑗𝛽𝑖

 𝐴 𝐾̃𝐴) 

= (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑠𝛤𝑖𝑠

 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑙 )0 − 𝛤̃𝑖𝑗𝛽

𝑚 𝐾̃𝑚 − 0 − (𝛿𝑖
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠 𝑎𝑔𝑖𝑗𝐾

𝑗 − 𝛤̃𝑗𝛽𝑖
𝑚𝐾̃𝑚 − 𝛤̃𝑗𝛽𝑖

𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏) 

= −
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
 𝑚𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗 +
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
  𝑚𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗  
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= 0 

4) 𝛼 = 𝑖𝛼, 𝛽 = 𝑗𝛽 için  

= (𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝛼𝑗𝛽 = 𝛻̃𝑖𝛼𝐾̃𝑗𝛽 − 𝛻̃𝑗𝛽𝐾̃𝑖𝛼  

= 𝐸𝑖𝛼𝐾̃𝑗𝛽 − 𝛤̃𝑖𝛼𝑗𝛽
   𝐴 𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝛽𝐾̃𝑖𝛼 − 𝛤̃𝑗𝛽𝑖𝛼

   𝐴 𝐾̃𝐴) 

= 0 

𝑟𝑜𝑡𝐻𝐾 = (
𝑎(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 0

0 0
) 

Tanım 4.6.1: Bir 𝐾 vektör alanıyla bağlantılı 𝐾𝑗 1-formunun rotasyonu (𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 = 0   

ise 𝐾 vetör alanı kapalıdır denir. Burada 𝐾𝑗 = 𝑔𝑖𝑗𝐾
𝑖 ve (𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 = 𝜕𝑖𝐾𝑗 − 𝜕𝑗𝐾𝑖 = ∇𝑖𝐾𝑗 −

∇𝑗𝐾𝑖 = 0 şeklindedir (Mok, 1978). 

Önerme 4.61. 

𝐾𝐻  nin kapalı olması için 𝕄𝑛 deki 𝐾 vektör alanının kapalı ve 𝑎 ≠ 0 olması gerekir. 

𝐾𝐶  tam liftinin bileşenleri ise; 

1)𝛼 = 𝑖, 𝛽 = 𝑗   

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 = ∇̃𝑖𝐾̃𝑗 − ∇̃𝑗𝐾̃𝑖 

= 𝐸𝑖𝐾̃𝑗 − Γ̃𝑖𝑗
𝐴𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝐾̃𝑖 − Γ̃𝑗𝑖

𝐴𝐾̃𝐴) 

= (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑠𝛤𝑖𝑠

 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑙 )𝑎𝑔𝑗𝑖𝐾

𝑖 − Γ̃𝑖𝑗
𝑚𝐾̃𝑚 − Γ̃𝑖𝑗

𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏  

−((𝜕𝑗 − 𝑥𝛽
𝑠𝛤𝑗𝑠

 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑙 )𝑎𝑔𝑖𝑗𝐾

𝑗 − Γ̃𝑗𝑖
𝑚𝐾̃𝑚 − Γ̃𝑗𝑖

𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏) 

= 𝑎𝜕𝑖𝐾𝑗 − Γ𝑖𝑗
 𝑚𝑎𝐾𝑚 +

1

2
𝑅𝑖𝑗𝑎
  𝑚𝑥𝜏

𝑎(𝑏𝛿𝜏𝜎𝐺𝑚ℎ𝑋𝜎
𝑠∇𝑠𝐾

ℎ) 

−(𝑎𝜕𝑗𝐾𝑖−Γ𝑗𝑖
 𝑚𝑎𝐾𝑚 +

1

2
𝑅𝑗𝑖𝑎
  𝑚𝑥𝜏

𝑎(𝑏𝛿𝜏𝜎𝐺𝑚ℎ𝑥𝜎
𝑠∇𝑠𝐾

ℎ)) 

= 𝑎[𝜕𝑗𝐾𝑖 − Γ𝑗𝑖
 𝑚𝐾𝑚] − 𝑎[𝜕𝑗𝐾𝑖 − Γ𝑗𝑖

 𝑚𝐾𝑚] + 𝑏𝑅𝑖𝑗𝑎
  𝑚𝐺𝑚ℎ𝑥𝜏

𝑎𝑥𝜎
𝑠∇𝑠𝐾

ℎ  

= 𝑎∇𝑖𝐾𝑗 − 𝑎∇𝑗𝐾𝑖 + 𝑏𝑅𝑖𝑗𝑎
  𝑚𝐺𝑚ℎ𝑥𝜏

𝑎𝑥𝜎
𝑠∇𝑠𝐾

ℎ  

= 𝑎(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 + 𝑏𝑅𝑖𝑗𝑎
  𝑚𝐺𝑚ℎ𝑥𝜏

𝑎𝑥𝜎
𝑠∇𝑠𝐾

ℎ 
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= 𝑎(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 + 𝑏𝑅𝑖𝑗𝑎
  𝑚𝐺𝑚ℎ𝑥𝜏

𝑎𝑥𝜎
𝑠𝛻𝑠𝐾𝑚 

 

2) 𝛼 = 𝑖𝛼, 𝛽 = 𝑗 için  

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝛼𝑗 = ∇̃𝑖𝛼𝐾𝑗 − ∇̃𝑗𝐾̃𝑖𝛼  

= 𝐸𝑖𝛼𝐾̃𝑗 − Γ̃𝑖𝛼𝑗
𝐴 𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝐾̃𝑖𝛼 − Γ̃𝑗𝑖𝛼

𝐴 𝐾̃𝐴) 

= 𝛿𝑖
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠 (𝑎𝑔𝑗𝑖𝐾

𝑖) − Γ̃𝑖𝛼𝑗
𝑚 𝐾̃𝑚 − 0 

− [(𝜕𝑗 − 𝑥𝛽
𝑠Γ𝑗𝑠
 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑙 ) (𝑏𝛿

𝛼𝜎𝐺𝑖ℎ𝑥𝜎
𝑎∇𝑎𝐾

ℎ) − Γ̃𝑗𝑖𝛼
𝑚 𝐾̃𝑚 − Γ̃𝑗𝑖𝛼

𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏] 

= −
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑗
  𝑚𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠(𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗) − 𝑏𝛿𝛼𝜎𝑥𝜎
𝑎𝜕𝑗(𝐺𝑖ℎ∇𝑎𝐾

ℎ) + 𝑥𝛽
𝑠𝛤𝑗𝑠

 𝑙𝑏𝛿𝛼𝜎𝐺𝑖ℎ𝛿𝑙
𝑎𝛿𝛽

𝜎∇𝑎𝐾
ℎ 

+
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑗
  𝑚𝑥𝛼

𝑡 𝐽𝑖
𝑠(𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗) + 𝛿𝛼
𝜏Γ𝑗𝑖
 𝑚(𝑏𝛿𝜏𝜎𝐺𝑚ℎ𝑥𝜎

𝑎∇𝑎𝐾
ℎ) 

𝑠 = 𝑎 alalım; 

= −𝑏𝛿𝛼𝜎𝑥𝜎
𝑎[𝜕𝑗(𝐺𝑖ℎ∇𝑎𝐾

ℎ) − Γ𝑗𝑖
 𝑚𝐺𝑚ℎ∇𝑎𝐾

ℎ − Γ𝑗𝑎
 𝑙𝐺𝑖ℎ∇𝑎𝐾

ℎ] 

= −𝑏𝑥𝛼
𝑎[∇𝑗(𝐺𝑖ℎ𝛻𝑎𝐾

ℎ)] 

= −𝑏𝑥𝛼
𝑎𝐺𝑖ℎ[∇𝑗∇𝑎𝐾

ℎ] 

3) 𝛼 = 𝑖, 𝛽 = 𝑗𝛽 için; 

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗𝛽 = ∇̃𝑖𝐾̃𝑗𝛽 − ∇̃𝑗𝛽𝐾̃𝑖 

= 𝐸𝑖𝐾𝑗𝛽 − Γ̃𝑖𝑗𝛽
𝐴 𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝛽𝐾̃𝑖 − Γ̃𝑗𝛽𝑖

 𝐴 𝐾̃𝐴) 

= (𝜕𝑖 − 𝑥𝛼
𝑠Γ𝑖𝑠

 𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑙 ) (𝑏𝛿

𝛽𝜎𝐺𝑗ℎ𝑥𝜎
𝑎∇𝑎𝐾

ℎ) −
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
  𝑚𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠(𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗) 

−𝛿𝜏
𝛽
Γ𝑖𝑗
 𝑚𝑏𝛿𝜏𝜎𝐺𝑚ℎ𝑥𝜎

𝑎∇𝑎𝐾
ℎ − (𝛿𝑗

𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑠 𝑎𝑔𝑖𝑗𝐾

𝑗 −
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
  𝑚𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠(𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗) − 0) 

= 𝑏𝛿𝛽𝜎𝑥𝜎
𝑎𝜕𝑖(𝐺𝑗ℎ∇𝑎𝐾

ℎ) − 𝑥𝛼
𝑠𝛤𝑖𝑠

 𝑙 𝑏𝛿𝛽𝜎  𝐺𝑗ℎ𝛿𝑙
𝑎 𝛿𝛼

𝜎∇𝑎𝐾
ℎ − 𝛿𝜏

𝛽
Γ𝑖𝑗
𝑚𝑏𝛿𝜏𝜎𝐺𝑚ℎ𝑥𝜎

𝑎∇𝑎𝐾
ℎ       

−
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
 𝑚𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗 +
1

2

𝑏

𝑎
𝑅𝑡𝑠𝑖
  𝑚𝑥𝛽

𝑡 𝐽𝑗
𝑠𝑎𝑔𝑚𝑗𝐾

𝑗  

= 𝑏𝛿𝛽𝜎𝑥𝜎
𝑎[𝜕𝑖(𝐺𝑗ℎ∇𝑎𝐾

ℎ) − 𝛤𝑖𝑗
𝑚𝐺𝑚ℎ∇𝑎𝐾

ℎ − 𝛤𝑖𝑎
 𝑙𝐺𝑗ℎ∇𝑎𝐾

ℎ] 
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= 𝑏𝑥𝛽
𝑎[∇𝑖(𝐺𝑗ℎ𝛻𝑎𝐾

ℎ)] 

= 𝑏𝑥𝛽
𝑎𝐺𝑗ℎ[∇𝑖∇𝑎𝐾

ℎ] 

4) 𝛼 = 𝑖𝛼, 𝛽 = 𝑗𝛽 için  

(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝛼𝑗𝛽 = ∇̃𝑖𝛼𝐾̃𝑗𝛽 − ∇̃𝑗𝛽𝐾̃𝑖𝛼  

= 𝐸𝑖𝛼𝐾̃𝑗𝛽 − Γ̃𝑖𝛼𝑗𝛽
   𝐴 𝐾̃𝐴 − (𝐸𝑗𝛽𝐾̃𝑖𝛼 − Γ̃𝑗𝛽𝑖𝛼

   𝐴 𝐾̃𝐴) 

= 𝐸𝑖𝛼𝐾̃𝑗𝛽 − Γ̃𝑖𝛼𝑗𝛽
   𝑚 𝐾̃𝑚 − Γ̃𝑖𝛼𝑗𝛽

   𝑚𝜏𝐾̃𝑚𝜏 − 𝐸𝑗𝛽𝐾̃𝑖𝛼  

= 𝛿𝑖
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛼
𝑠 (𝑏𝛿

𝛽𝜎𝐺𝑗ℎ𝑥𝜎
𝑎∇𝑎𝐾

ℎ) − 0 − 𝛿𝑗
𝑠 𝜕

𝜕𝑥𝛽
𝑠 (𝑏𝛿

𝛼𝜎𝐺𝑖ℎ𝑥𝜎
𝑎∇𝑎𝐾

ℎ) 

= 𝛿𝑖
𝑠𝑏𝛿𝛽𝜎𝐺𝑗ℎ𝛿𝑠

𝑎𝛿𝜎
𝛼𝛻𝑎𝐾

ℎ − 𝛿𝑗
𝑠𝑏𝛿𝛼𝜎𝐺𝑖ℎ𝛿𝑠

𝑎𝛿𝜎
𝛽
𝛻𝑎𝐾

ℎ 

= 𝛿𝛽𝛼(𝐺𝑗ℎ𝛻𝑖𝐾
ℎ − 𝐺𝑖ℎ𝛻𝑗𝐾

ℎ) 

= 𝛿𝛽𝛼𝑏(𝑅𝑜𝑡𝐺𝐾)𝑖𝑗 

𝑟𝑜𝑡𝑐𝐾 = (
𝑎(𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 + 𝑏𝑅𝑖𝑗𝑎

  𝑚𝐺𝑚ℎ𝑥𝜏
𝑎𝑥𝜎

𝑠𝛻𝑠𝐾𝑚 −𝑏𝑥𝛼
𝑎𝐺𝑖ℎ[𝛻𝑗𝛻𝑎𝐾

ℎ]

𝑏𝑥𝛽
𝑎𝐺𝑗ℎ[∇𝑖∇𝑎𝐾

ℎ] 𝛿𝛽𝛼𝑏(𝑅𝑜𝑡𝐺𝐾)𝑖𝑗
) 

şeklindedir. 

Eğer (𝑟𝑜𝑡𝐾)𝑖𝑗 = 0 ve ∇𝑖∇𝑎𝐾
ℎ = 0 ise 𝑅𝑖𝑗𝑎

  𝑚𝛻𝑠𝐾𝑚 = 0 olur. Böylece aşağıdaki önermeyi 

verebiliriz. 

Önerme 4.6.2: 𝕄𝒏 üzerindeki 𝐾 vektör alanının 𝐹(𝕄𝒏) ye tam lifti 𝐾𝐶  nin kapalı olması 

için gerek ve yeter şart 𝐾 nın kapalı ve 𝐾 nın ikinci mertebeden kovaryant türevinin sıfır 

olmasıdır. 
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SONUÇ 

Bu tez çalışmasında ilk olarak, 𝐹(𝕄𝑛) çatı demette  adapte olmuş çatıya göre- kovaryant 

ve kontravaryant bileşenleri sırasıyla, 

 

𝑔̃𝑖𝑗 = (
𝑎𝑔𝑖𝑗 0

0 𝑏𝛿𝛼𝛽𝐺𝑖𝑗
) 

𝑔̃𝑖𝑗 = (

1

𝑎
𝑔𝑖𝑗 0

0
1

𝑏
𝛿𝛼𝛽𝐺

𝑖𝑗

) 

şeklinde olan twin metrikle bozulmuş  Sasaki-Mok metriği ve 

𝛤̃𝛾𝛽
𝛼 =

1

2
𝑔̃𝛼𝜀(𝐸𝛾𝑔̃𝜀𝛽 + 𝐸𝛽𝑔̃𝜀𝛾 − 𝐸𝜀𝑔̃𝛼𝛽) +

1

2
(𝛺𝛾𝛽

     𝛼 + 𝛺𝛾𝛽
𝛼 + 𝛺𝛽𝛾

     𝛼) 

eşitliği kullanılarak ∇̃  Riemann konneksiyonunun katsayıları hesaplanmıştır.  

İkinci olarak, 

𝑅̃𝛼𝛽𝛾
       𝜎 = 𝐸𝛼𝛤̃𝛽𝛾

  𝜎 − 𝐸𝛽𝛤̃𝛼𝛾
  𝜎 + 𝛤̃𝛼𝜀

  𝜎𝛤̃𝛽𝛾
  𝜎 − 𝛤̃𝛽𝜀

  𝜎𝛤̃𝛼𝛾
  𝜀 − 𝛺𝛾𝛽

   𝜀 𝛤̃𝜀𝛾
  𝜎 

eşitliği kullanılarak 𝐹(𝕄𝑛) de ∇̃ konneksiyonunun  𝑅̃ eğrilik tensörünün bileşenleri 

bulunmuştur. 

Üçüncü olarak, 𝐹(𝕄𝑛) de ∇̃ konneksiyonunun Ricci tensörünün bileşenleri 

bulunmuştur. 

Dördüncü olarak, 𝐹(𝕄𝑛)  de   ∇̃  konneksiyonun skaler eğriliği hesaplanmıştır. 

Beşinci olarak, 𝐹(𝕄𝑛) de K vektör alanının  yatay, dikey ve tam liftlerine göre  

diverjansları hesaplanmıştır. 

Altıncı olarak,  𝐹(𝕄𝑛) de yatay, dikey ve tam liftlerine göre   K  vektör alanı ile 

bağlantılı 𝐾𝑗 kovektör alanlarının rotasyonları hesaplanıp, 𝐾 vektör alanının liftlerinin kapalı 

olması için gerekli şartlar belirtilmiştir. 
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