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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

TWIN METRIKLE BOZULMUS SASAKi-MOK METRIiGINE SAHIP CATI
DEMETLERININ GEOMETRISI

Ayse TORUN
Danisman: Prof. Dr. Aydin GEZER

Amag: Bu ¢alismada cati demetler {izerinde twin metrikle bozulmus Sasaki-Mok metriginin
Levi-Civita konneksiyonunun geometrisini ¢alisilmas1 amaglanmustir.

Yontem: Bu ¢alisma, baz manifolddan gat1 demetlere lift edilmis geometrik objeler ile tensor
hesaplama methotlar1 kullanilarak gergeklestirilmistir.

Bulgular: Twin metrikle bozulmus Sasaki-Mok metrigine sahip ¢ati demette Levi-Civita
konneksiyonu tanimlanmustir. Levi-Civita konneksiyonun Riemann egrilik tensorii, Ricci
tensoril ve skaler egrilik tensorii hesaplanmistir. Bundan bagka baz manifold tizerinde alinan
bir vektor alaninin yatay, dikey ve tam liftinin rotasyonu ve diverjansi hesaplanmstir.

Sonu¢: Difarensiyel geometride demetler lizerinde yeni metriklerin tanimlanmasi ve
calisilmas1 6nemli bir konudur. Bu amagla c¢ati1 demetler iizerinde yeni bir metric tanimlanmasi
yeni caligmalar i¢in Onemli bir katki sunar. Cati demetler iizerinde yeni bir metric
tanimlanmistir. Bu metrigin geometrisi ile ilgili énemli sonuglar verilmistir. Baz manifold
tizerinden alinan bir vektor alaninin yatay dikey ve tam liftlerinin rotasyon ve diverjanslari
hesaplanmustir.

Agustos 2022, 44 sayfa

Anahtar Kelimeler: Cati1 demet, twin metrikle bozulmus Sasaki-Mok metrigi, adapte olmus

cati.



ABSTRACT

MASTER THESIS

GEOMETRY OF FRAME BUNDLES WITH SASAKI-MOK METRIC DEFORMED
BY TWIN METRIC

Ayse TORUN
Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Departman of Mathematics
Departman of Geometry
Supervisor: Prof. Dr. Aydin GEZER

Purpose: In this study, it is aimed to study the geometry of Sasaki-Mok metric deformed by
the twin metric on the frame bundle.

Method: This study is using the tensor calculation methods and geometric objects lifted from
the base manifold to the frame bundle.

Findings: The Levi-Civita connection of Sasaki-Mok metric deformed by the twin metric is
defined in the frame bundle. The Riemann curvature tensor, Ricci tensor and scalar curvature
tensor of the this metric are calculated. Also, the rotation and divergence of the horizontal,
vertical and complete lifts of a vector field on the base manifold are obtained.

Results: In differential geometry, to define and study new metrics on bundles is importent topic.
For this purpose, defining a new metric on frame bundles provides an important contribution
for new studies. A new metric has been defined on the frame bundles. Important results
regarding the geometry of this metric are given. The rotations and divergences of the horizontal,
vertical and complete lifts of a vector field on the base manifold are calculated.

August 2022, 44 pages

Keywords: Frame bundle, Sasaki-Mok metric deformed by twin metric, adapted frame.
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GIRIS

Manifold kavrami ilk olarak Riemann tarafindan “ylizeylerin yiiksek boyutlara

genislemesi” seklinde tanimlanmig ve “Mannigfaltigkeit” seklinde ifade edilmistir.

Manifold tizerindeki ¢esitli diferansiyel-geometrik yapilar, TM tanjant demet ve FM
cati demet tlizerindeki yapilarla yakindan iligkilidir. Bundan dolayr geometrik nesnelerin,
tanjant demetlere, tensér demetlere ve cati demetlere taginmasi ile ilgili pek c¢ok c¢alisma

yapilmigtir (Cordero and de Leon, 1983)

1958’de Sasaki, M iizerinde bir Riemann metriginden TM iizerinde bir Riemann
Mmetriginin nasil olusturulacagini gosterdi ve boylece TM nin diferansiyel geometrisinin
calismasini baslatti (Mok, 1978). O zamandan beri, konu kapsamli bir sekilde gelistirildi ve
daha yiiksek dereceden kotanjant ve tanjant demetlere kadar genisletildi (Mok,1978).

FM nin diferansiyel geometrisi ilgili ¢alismalar ¢ok daha sonra baslamistir (Mok,
1978). Altmislarda Okubo ile baslayan ¢alismalar, yetmislerde Mok ve ardindan seksenlerde
Cordero ve de Leon ile devam etti (Mok, 1978).

Birbirinden farkli diizgiin manifoldlar (diferansiyellenebilir manifold ) tizerindeki
geometrik yapilar arasindaki baglanti diferansiyel geometri i¢in c¢oziilmeye calisilan
problemdir. Diferansiyellenebilir M manifoldu {istiinde geometri yapmak igin bazi
diferansiyellenebilir elemanlarin baska diferansiyellenebilir manifoldlara tagimak gerekir.
Boylece M ile baska diferansiyellenebilir manifoldlarin geometrileri arasinda baglanti

saglanmis olur.

M manifoldunun her bir noktasindaki catilarin doniisiimiinii saglayan matrislerin
birlesimi ¢at1 demeti olusturur. Cat1 demetinin diferansiyel geometrisinin arastirilmasi tensor
alanlarinin ve tstiinde yer alan lineer konneksiyonlarin yapilandirilmasiyla baglar. Cebir ve

geometriden yararlanarak cat1 demetlerinin geometrisi incelenebilir.

Bu tezde FM c¢at1 demette Levi-Civita konneksiyonun tanimlanmasi, Riemann egrilik
tensori, Ricci tensorii ve skaler egrilik tensoriinlin hesaplanmasi ve bu tensorlerle ilgili bazi
Ozelliklerinin arastirilmast amaglanmistir. Ayni zamanda bu calismada ¢ati demette tensor

hesabinin daha kolay yapilmasina olanak saglayan adapte olmus cat1 kullanilacaktir.



Materyal ve yontem boliimiinde, cati demet, baz manifoldda tanimlanmis bazi
geometrik objelerin ¢ati demete liftleri, cati demette lineer konneksiyona adapte olmus cat1 ve

twin metrikle bozulmus Sasaki-Mok metrigi hakkinda bilgi verilmistir.

Arastirmalar ve bulgular boliimiinde ise twin metrikle bozulmus Sasaki-Mok metrigine
sahip cati demette Levi-Civita konneksiyonu tanimlanmistir. Levi-Civita konneksiyonun
Riemann egrilik tensorii, Ricci tensorii ve skaler egrilik tensorti hesaplanmistir. Bundan baska
baz manifold iizerinde alinan bir vektdr alaninin yatay, dikey ve tam liftinin rotasyon ve

diverjans hesaplanmaistir.



KURAMSAL TEMELLER

Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 2.1.1. : X bir kiime olsun. 7, X kiimesinin altkiimelerinin bir kiimesi olmak iizere

asagidaki sartlar saglaniyorsa (X, 7) ikilisine topolojik uzay denir.
)petveX €T,
2) 7 ailesinin keyfi sayida birlesimi 7 kiimesine aittir; {4;};¢;, A; € TiseU; A; €T

3) T ailesinin sonlu sayida kesisimi 7 kiimesine aittir; {4;};c;, J sonlu indis kiimesi i¢in,
A; € T ise N; A; € T (Sahin, 2022).

Tamm 2.1.2: (X,7) ve (X', t') iki topolojik uzay, f: X — X' bir bir fonksiyon olsun.
Eger X' kiimesindeki her agik kiimenin ters goriintiisii X kiimesinde bir agik kiime ise f

fonksiyonun siireklidir denir (Sahin, 2022).

Tammm: 2.1.3: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. B € t olmak fizere, (X, 7) topolojik
uzayin her bir elemani1 B altkiimesinin elemanlarinin birlesimi ise , B kiimesine topolojik uzayin

bazi1 adi verilir (Sahin, 2022).

Tamm 2.1.4: X bir topolojik uzay olsun. X uzayinin farkli tim x, y noktalarinin ayrik

ve acik birer komsulugu varsa, bu topolojik uzay Hausdorff uzay olarak adlandirilir (Sahin,

2022).

Tanim 2.1.5: f: X — X' bir fonksiyon olsun. Eger fonksiyonu birebir, orten, siirekli ve
terside stirekli ise, f fonksiyonuna homeomorfizma denir. Bu durumda X topolojik uzayr X'

uzayima homeomorfiktir denir (Sahin, 2022).

Tammm 2.1.6: M ikinci sayilabilir Hausdorff bir uzay olsun. Eger her p € M
icin, R™deki bir agik kiimeye homeomorfik olacak sekilde p noktasinin bir agik komsulugu U,
yani p noktasini igeren bir U € M agik kiimesi , W < R™ agik kiimesi ve @(U):U » W
homeomorfizmasi (birebir, orten, siirekli ve terside siirekli) varsa, M Hasusdorff uzayina bir
manifold denir. Manifoldun boyutu, boy(R™) = m oldugundan manifoldun boyutu m -olarak
ifade edilir (Sahin, 2022).

Tamim 2.1.7: M Hausdorf topolojik uzay olmak iizere herhangi U € M acik kiimesinin

V' © R™ bolgesinde



p:U-V

homeomorfizmine M de n boyutlu koordinat sistemi denir. Koordinat sistemi harita olarak da
adlandirilir. Burada U agik kiimesi ¢ koordinat sisteminin koordinat komsulugu veya koordinat
bolgesi olarak ifade edilir. Koordinat sistemi (U, @) seklinde gosterilebilir (Salimov ve
Magden, 2008).

@ bir homeomorfizma, p € U ise ¢@(p) = (p},...,p") olur. pt,...,p" sayilarina ¢

koordinat sisteminde p noktasinin koordinatlar1 denir (Salimov ve Magden, 2008).
Tamm 2.1.8: n —boyutlu bir manifoldu M,, ile gosterelim.

A ={(U, @,):a € I} kiimesi M,, ilizerindeki haritalarin bir ailesi olsun. Bu kiime

asagidaki sartlar saglarsa A’ya “C*-smifindan atlas” denir (Suhubi, 2008).
i) {U,} acik kiimeleri M,, manifoldunun agik ortiisiidiir.Yani
My, = UgerUa
dir.
ii) A daki herhangi iki harita C* smifindandur.

Tamm 2.1.9: {(U,, ¢,)} ve {(Uﬁ, (p/;)} , C* smifindan herhangi iki atlas verilmis olsun.
Bu atlaslarin  keyfi (U, ¢@,) Ve (U/;, (p/;) haritalar1 C¥ uzlasan ise yani
{(Uy, @q) }ve {(Uﬁ, (pﬁ) } atlaslarinin birlesimi C* sinifindan ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir (Salimov ve Magden, 2008).

UanUﬁ

Pap = Pp° Pa

V

Ppa = Pa °fP,8

Sekil 2.1. Differensiyellenebilir yap1



“Eger bir Ml manifoldu iizerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir manifold varsa M
manifolduna r.mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir. Diferensiyellenebilir yapinin
her bir haritasina M manifoldunun uyumlu haritas1 adi verilir. Eger atlas her mertebeden
diferensiyellenebiliyorsa M manifolduna C*-manifold veya kisaca diferensiyellenebilir
manifold adi verilir” (Sahin, 2022).

Tamm 2.1.10: X Hausdorff topolojik uzay iizerinde C¥ -atlaslarmin denklik sinifina
C*-yap1 denir (Salimov ve Magden, 2008).

Tanjant Vektorler ve Vektor Alanlar:

Tamm 2.2.1. M,,, n boyutlu bir manifold ve p € M,, noktasindaki diizgiin
fonksiyonlarin kiimesi C* (M, R) ve f € C*(M,, R) olsun.(U, ¢), p noktasindaki harita ise
) =L .., x") ERve p =@ 1(x1,..x™) olup

y=f@) =fle & x™) = gx', ..., x™)

elde edilir. Bu ifadede yer alan g fonksiyonu g = f o ¢! seklindedir.

of of

3l 1P = gy lew

n tane verilen ¢* € R sayilar igin,

L
k(=Y a2,
i=1

seklinde ifade edilen Kj,: C*(M,,, R) — R lineer fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon,

n
of
Ko =D ¢ gxly
i=1

l

seklinde olup bu sekildeki tiim fonksiyonlarmn kiimesi T,,( Ml,,) seklinde gosterilir (Karaman,
2016).

Tammm 2.2.2: n-boyutlu diizglin manifold M, olsun. M,, {izerindeki
diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C%°(M,, R) olsun. Bu durumda her f,g €
C*(M,, ,R)vea,b € Rigin,

1) K,(af + bg) = aK,f + bK,g

2) Kp(fg) = Kp(f)g + prg'



sartlarini saglayan K,:C*( M, ,R) - R doniisiimiine M, manifoldunun p noktasindaki

tanjant vektorii denir (Sahin, 2022).

M,, manifoldunun p noktasindaki tanjant vektdrlerinin kiimesi T,( M,,) ile gosterilir

(Sahin, 2022).

Tamm 2.2.3: M, n boyutlu bir manifold T, (M,,) ise manifoldun p noktasindaki
tanjant uzay1 olsun. “Her p € M noktasina T, (Ml,) uzayinda bir teget vektor karsilik getiren

K tiirevlenebilir doniisiimiine vektor alani denir” (Sahin, 2022). Boylece M, manifoldu

tizerinde bir vektor alant
K: My = Upen T, (M)
diferensiyellenebilir doniistimiidiir. Burada vektor alaninin diferensiyellenebilir olmasi, her
f € (M, ,R) igin
Kf: M,, » R
Kf(p) = Kp(f)

seklinde tanimli fonksiyonun her dereceden diferensiyellenebilir olmasidir. Tanjant
vektorlerinin birlesimi ile vektor alanlarini elde ederiz. Vektor alanlarinin kiimesi K (M,,)

seklinde gosterilir. Bir yerel haritada K vektor alani

K= Z ki
B axi
seklinde gosterilir (Sahin, 2022).

Tanim 2.2.4: Ml,, manifoldunun a noktasindaki dogal ¢atisi {(L) . (L) } dogal
a

ox1/ 4 oxn
bazidir.
Tensorler
Tensoriin tanimi
Tamm 23.1: X €B,j=1,..,q vektor ve &' €B;, i=1,..,p kovektor

degiskenlerinin

w = t(%y, Xg,, ., X EL, 62, ..., EP)

gercel degerli fonksiyonu inceleyelim. Bu fonksiyonun multilineer fonksiyon olabilmesi i¢in
her bir degiskene gore lineerlik sartin1 sagliyorsa, birinci vektor degiskenine gore lineerlik

sartin1 inceleyelim. A, 4 € R olmak iizere,



t(AX + py, Xy, . Xy, E1, 6%, ., EP)
= (%, %y, o, X, €1, 82, ., EP) + put (9, %y, ..., %y, 1,82, ..., EP)

biciminde gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen

—_—p
t:B, XB, X ..XB, XB,X..XB, =R
q

operatoriine B, uzaymda p dereceden kontravaryant, q dereceden kovaryant tensor adi verilir.
(p, q) semboliine ise tensoriin tipi denir. (p, 0) tipli tensore kontravaryant tensorler (p-kovektor
degiskenlerinin sayisi), (0, q) tipli tensorlere (q-vektor degiskenlerinin sayisi) ise kovaryant

tensorler denir. 4 € R sayisina (0,0) tipli tensor gibi bakabiliriz (Salimov ve Magden, 2008).
Tamm 2.3.2: “(0,2) tipli t(w;, w;) tensorii ele alinsin. A, u € R igin
t'(Wy, Wp) = At(Wy, W,) + pt(Wy, wy)
seklinde t' (W;, w,) tensorii verilsin. A ve u reel degerleri i¢in sonsuz sayida tensor elde edilir.

1 eg e . . o el e e .. . . . .
A = u = — olarak segilirse olusan yeni tensére t(w,, w,) tensoriiniin simetriklesmesi denir
2! 1, W2

ve Sim(t) ile gosterilir. Yani
1
Simt(Wy, w,) = 3 (t(Wa, W) + t(W,, W)
yazilir. Eger degiskenlerin sayis1 3 tane olursa bu t(w;, W,, W) tensoriiniin simetriklesmesi
Simt(Wy, Wy, ws)
= %(t(w1;@» Ws) + t(wy, Wi, wy) + t(Ws, wy,wy) + t(Wy, Ws, w,)
+ t(Ws, Wy, Wy) + t(Wy, Wy, W3))
bigiminde yazilir. Yine, t'(Wy, w,) = At(wqy, W,) + ut(w,, wy), A, u € R
bir digerini ise ,
1
o1 (t(VT/p W) — t(Wy, VT;1))

bigiminde segebiliriz. Buna karsilik gelen tensore ise t(W,, w,) tensoriiniin alternelestirilmesi

denir ve Altt(w,, w,) bigiminde gosterilir.

— — 1 — — — —
Altt(Wy, w,) = E(t(WLWz) - t(Wz'W1))

yazilir. Benzer olarak,



Altt(w;, Wy, Ws)

1 —_ — —> — - — — = — —_ - — —_ - —
= 31 (t(WLWZ; W3) + t(Wa, W3, W) + t(W3Wy, W,) — t(Wq, W3, Wy) — t(W3, Wy, Wy )

- t(WZr Wl’ W3))
seklinde yazilir” (Salimov ve Magden, 2008).
Tamim 2.3.3: “Simt = t(Altt = t) ise t tensorii simetrik (antisimetrik) tensor olarak
adlandirtlir” (Salimov ve Magden, 2008).
Tensor Diferensiyellenebilmesi

Tamm 2.4.1: Keyfi p € M, noktasinin sadece t,, € T; (p) tensoriinti nkarsilik geldigi
t:p > t, kuralina M, {izerinde (p,q) tipli tensér alam denir. Burada Tr? (p), pE M,

noktasindaki tensor uzayidir (Salimov ve Magden, 2008).

Tanim 2.4.2: Asagidaki sartlar1 saglayan D: T(M ,,) - T(M ,,) donistimiine T(M ,,)

cebirinin “tensor diferensiyellenmesi” denir (Salimov ve Magden, 2008).
1. D sabit katsayilara gore lineerdir, yani
D(at + bs) = aDt + bDs, Va,b € R
2. D tipi korur, yani D (qu( M n)) c T (M ,,) dir.
3. D(t®s) = Dt®s + tQ®Ds

4. D islemi tensorlerin konraksiyon islemi ile yer degistirebilir.

Lie Parantezi ve Lie Diferensiyeli

Tamim 2.5.1: M, C* smifinin manifold, M, manifoldunun bir U ag¢ik kiimesi

lizerinde K, S € T3 (M,,) ve f € C*(U, R) olmak iizere
(Kf) = K'0;f ve (Sf) = S/0;f
K(Sf) = K(S70;f) = S'(0:S70;f + S70%;f)
S(Kf) = S(K'0;f) = S/(9;K'0;f + K'0%;f)
bulunur. Bu ifadelerle
[K,S] = KS — SK = (K'9,S’ — S'0;K")9;

seklinde yeni bir vektor alani elde edilir.



KS — SK = [K, S]
seklinde tanimlanan vektor alaninin d; dogal catisi tiiriinden gosterimi
[K,S] = KS — SK = (K'9;S’ — S'0,K")9; (2.3)
seklindedir.

Tamim 2.5.2: M, tiirevlenebilir bir manifold ve K: M,, = T, M,, bu manifold iizerinde
integrali @(t,p) olan bir vektér alam1 olmak izere, tirevlenebilir bir f: M, - R

fonksiyonunun K vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevi

Le(F)p) = (o, pi) — f(p)

ile tanimlanir (Ozan , 2016).

Tanmm 2.5.3: Asagida verilen sartlar saglayan D = Ly, K € Ty (M,,) diferensiyelleme

islemine K vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevi denir (Salimov ve Magden, 2008).
1) Lxf = Kf,Vf € Tg (My),
2) LS = [K,S],Y K, S € TA(M,,)

Tanim 2.5.4: M,, manifoldu iizerinde diferensiyellenebilir K ve S vektor alanlari i¢in

[K ,S ] Lie parantezi
feC”( My, R),p €M, icin, [K,S],(f) = K, (S f) — Sp(Kf)
bigiminde tanimlanir.

Tanmim 2.5.5: 2.3 esitligi ile tanimlanan [K, S] vektor alanina K ve S vektor alanlarinin

Lie parantezi denir (Salimov ve Magden, 2008).
9; = 6¥a,, 0; = 6}"6;c vektor alanlari alinirsa (2.3) formiiliinden
[0.,9;] =0
oldugu goriiliir.

Lie parantezi asagidaki 6zelliklere sahiptir (Salimov ve Magden, 2008).

DIK,S+Z] = [K,S]+[S,Z], (Lineerlik)
2K, fS]=K(f)S + fIK,S], (Leibniz sart1)
3)[K,S] = —[S,K], (Antisimetriklik)



WK, [S,2]] + [S,[Z K]] + [Z,[K,S]] = 0 (Jacobi 6zdesligi)

Afin Konneksiyon - Kovaryant Tiirev

Tamm 2.6.1: M,, diizgiin manfold ve Ty de M,, de vektdr alanlarmin kiimesini

gostermek iizere, VK, S,Z € T} (M,) veV f,g € C*( M,, R) i¢in
V:To (M) - T (M)
(K,S) » V(K,S) = VgS

ifadesi  asagidaki  sartlarnn  sagladiginda V  donilisiimiine afin  veya lineer

konneksiyon; (M,,, V) ikilisine ise afin konneksiyonlu uzay denir (Hicks, 1971).
) ViksgsZ = fVgZ + gVsZ
i) Vi (S+2) = VS + ViZ
1) Vg (fS) = (Kf)S + fVkS

Tamm 2.6.2: V, C* smifindan n boyutlu bir manifold M,, manifoldu tizerinde bir afin

konneksiyon olmak iizere V K, S € Tg (M), V k € Tf (M,)veVf,g€C”(M,R) - igin,
D=Vg:T(M,) - T(M,, )

asagidaki sartlar1 saglayan diferensiyelleme isleminde Vg ya K vektor alani yoniindeki

kovaryant tiirev denir (Salimov ve Magden, 2008).
i.VfK+g5t = vat + gVSt
Burulma ve Egrilik Tensorleri

V, C* smifindan n boyutlu bir M, manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon olmak
tizere (V, M,,) afin konneksiyonlu uzayinda bulunan bir f € C*(U,R) fonksiyonun tam
diferensiyeli df = 9;fdx’ biciminde gosterilir ve 0;f = f; ifadesi f fonksiyonunun tam

diferensiyeli ile elde edilen bir kovektor (1-form) belirtir. Bu kovektoriin kovaryant tiirevi
Vifj = 0:f; — I fi
= 0;0;f — I} fi (2.4)

seklindedir. Siirekli fonksiyonlarda kismi tiirevler Schwarz teoremine gore yer degistirebildigi

i¢in 0;0;f=0;0;f yazilir. Buradan
Vifi = 0fi — L fi ve Vify = 0if; — I fie
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elde edilen kovaryant tiirevlerin farklari alinarak
Vifi = Vif; = 0;f; — Lf fi — (0ufj — Iif fi)
= (L = L) fi = TS 2.5)
elde edilir (Suhubi, 2008).

Tamm 2.7.1: V, C® siifindan n boyutlu bir M, manifoldu {izerinde bir afin
konneksiyon olmak iizere, kovaryant tiirevlerin farkindan elde edilen (2.5) esitligindeki (1,2)
tipli Ti’; :(I"lj‘ — I}{‘) tensoriine V konneksiyonunun burulma tensorii denir (Salimov ve Magden,
2008).

Ti’f’ = —lef
oldugu goriiliir. Bu tensériiniin invaryant formdaki ifadesi V K, S € T4 (M,,) igin
T(K,S) = VxkK — V4K — [K, S] (2.6)
seklinde yazilir. [K, S], Lie parantezidir (Salimov ve Magden, 2008).

Tanim 2.7.2: Burulmasi sifir olan uzaylara burulmasiz uzaylar denir. Burulmasiz

uzaylarda konneksiyon katsayilar1 simetrik olur.
Lf-Tf=0eoTk=0

seklindedir (Salimov & Magden, 2008). Bu da V konneksiyonunun simetrik olmasi anlamina
gelir. Burulma tensoriiniin (2.6) seklindeki invaryant hali kullanilarak burulmas: sifir olan

uzaylarda
[K,S] = VgS — VsK
ifadesi yazilir (Salimov ve Magden, 2008).

Tamim 2.7.3: V,C* smifindan n boyutlu M,, manifoldu {izerinde bir afin konneksiyon olsun.
V K,S,Z € T(M,,) olmak lizere;

R(K,S,Z) = VgVsZ — VsV Z — Viy 51 Z (2.7)

bi¢iminde gosterilen R tensoriine V nin egrilik tensorii denir (Salimov ve Magden,

2008).

K=20,S= aj, Z = 0y, alinarak egrilik tensoriiniin dogal ¢atidaki koordinatlarla ifadesini

Ryt = 0" — 0, + "I — ™I (2.8)

11



seklinde yazariz. R egrilik tensorline V nin Riemannian Christoffel tensorii de denir. (2.8)

esitligini koordinatlarla

Rij;cn = —R,-ul,"
veya
m __
Riije =0

seklinde yazilir. Bu da egrilik tensoriiniin ilk iki alt indise gore antisimetrik oldugunu gosterir.

Keyfi v = v'9; € T (M,,) vektoriiniin kovaryant tiirevi
Vvl = a,vt + Iiv*
seklindedir. (1,1) tipli V,v* kovaryant tiirevinin tekrar tiirevi almirsa
V, Vvt = 0, Vvt + I,LVv™ — [V, v
= 0,(0sv" + Iiv*) + 6L (0sv™ + Ty™v%) — LV v
= 07" + (0, e V" + [ (0,0") + L 0sv™ + L [0 — LMV
= 07v' + (0Tl + Lo ™ )v* + T (0,0") + L0sv™ — LVt (2.9)
ve benzer olarak
VoVt = 040" + (0T + G L V¥ + Lt (0s0) + [h 0™ — [Vt (2.10)
yazilir. (2.9) esitligini (2.8) esitliginden ¢ikararak
VYoot = VoV, = (0, Ty — 05l + LIl — e L )Jv* — (L Vv = [ Vv )
ifadesi elde edilir. Buradan
VpVgv' = R vk — S kvewt (2.11)

yazilir. (2.11) esitligine v' vektor alani igin Ricci 6zdesligi denir (Salimov ve Magden,
2008).

Yardimce1r Teorem 2.7.1: “V,C® smifindan n boyutlu M, manifoldu iizerinde
burulmasiz bir afin konneksiyon olsun. R, burulmasiz egrilik tensorii agagidaki esitlikleri saglar
. Bu sartlara 1. Bianchi ve 2. Bianchi (Bianchi-Padov) 6zdeslikleri denir” (Salimov veMagden,
2008).

1) Riji + Ryij + Ryl =0,
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2) ViRt + ViR + ViRt = 0.

Riemann Manifoldu

Tanmm 2.8.1: T} (M,,),C* sinifindan n boyutlu M, manifoldu iizerindeki vektdr

alanlar1 olsun.
g:To (M) X Ty (M) > C*( My, R)
seklinde tammlanan g bilineer formu v K, S € T3 (M,,) icin,
1) g(K,S) = g(5,K),
2)g(K,K) > 0veVKicing(K,K) =0 X =0

sartlarint saglayan g bilineer formuna Riemann metrigi denir. Riemann metrigi metrik tensor
olarakta adlandirilir. "( M, g) ¢ifti ise Riemann manifoldu olarak adlandirilir” (Yano and Kon
1984). Yukarida verilen pozitif tanimlilik sart1 yerine bu sarttan daha zayif olan, "Her B €
T4 (M,,) icin g(K,S) = 0 olmas1 K = 0 olmasin gerektirir.” seklinde tanimlanan g bilineer
formunun regiilerlik sart1 konulursa, ( Ml,,, g) ¢ifti yari-Riemann (pseudo-Riemann) manifoldu
olarak adlandirili (Kiihnel, 2005).

Regiilerlik sart1 koordinatlarla K = K'9; ve § = §/ d; igin,
9(K,S) = g(0;,0;))K'S' = g ;K'S) =0
seklinde ifade edilir. Her S/ icin g ; iK S/ = 0 oldugunda g ; iK t = 0 dir. Buifadede K‘ = 0
olmasi igin,
Det(g ;) #0
olmalidir. Burada ( gi j), gij tensoriintin matris gosterimidir.

Tamm 2.8.2: (M,,, g) bir Riemann manifold ve V bu manifold {izerinde tanimlanmis

bir lineer konneksiyon olsun.
Vg=0
oluyorsa V ya g ye gore metrik konneksiyon denir (Yano and Kon, 1984).

Teorem 2.8.1: (M,,, g) Riemann manifoldu tizerinde,
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)T(K,S)=VgS—VsK—[K,S]=0
i) Vy=0
Sartlarini saglayan bir tek metrik (afin) konneksiyon vardir.

Tamm 2.8.3: Yukarida (2.8.1) teoreminde anlatilan metrik konneksiyon Levi-Civita

veya Riemann konneksiyonu olarak adlandirilir (Yano and Kon, 1984).

Teorem 2.8.2: (M,,g) Riemann manifoldu ve bu manifoldun Levi-Civita
konneksiyonu V olsun. V K,S € T} (M,,) icin asagida verilen denklem gecerlidir (Salimov ve
Magden, 2008).

9(Z,[K,SD. (2.12)

(2.12) ifadesine Kozsul formiili denir. Bu ifade de K = 0;, § = 0; Z = 0), alinarak
1
I = gghk(aigjk + 0,91k — 09ij) (2.13)
yazilir. (2.13) ifadesi ile Levi-Civita konneksiyonunun katsayilari olan Fl-}]‘- bilesenlerini bulunur.

Tamim 2.8.4 : (M,,, g) Riemann manifoldu iizerinde tanimli Levi-Civita konneksiyonu

V nin egrilik tensorii V K, S, Z € T} (M,,) igin,
R(K,S,Z) = VVsZ = VsVsZ — Vg 51Z
ile tanimlanir. Bu tensdre Riemann egrilik tensorii ad1 verilir (Karaman, 2016).

Riemann egrilik tensoriiniin kovaryant tensorii indirilmesiyle (0,4) tipli bir kovaryant

tiirev elde edilir. Bu kovaryant tiirev,
R}k Gmi=Rijii
seklindedir (Karaman, 2016).

Teorem 2.8.3: Riemann egrilik tensorii R asagidaki ozelliklere sahiptir (Karakas,
2016).

1) Rijii = —Rjin,

2) Rijxi = —Rijik.

3) Rijki = Riuj

4) Riji + Rjxi + Riiji =0

5) ViR =0
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Tamm 2.8.5: : (1,3) tipli R; jlk egrilik tensorii ile tanimlanan,
C11( Rijlk) = lesc = Rji
tensoriline “Ricci egrilik tensori” ad1 verilir. Ricci egrilik tensorii simetriktir. Yani,
Rjk = Rkj
seklindedir (Kiihnel, 2005).

Tanmim 2.8.6: Ricci tensoriiniin tam kontraksiyonuyla olusan tensdre ricci tensoriiniin

skaler egriligi denir ve T semboliileyle gosterilir. T skaler egriligi
T = g/*Ry
seklindedir .

Anti- Kidhler Manifold

Tanim 2.9.1: M,, bir n = 2m boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olmak iize M,
tizerinde (1,1) tipli J afinoru igin J? = —I tensor alanina almost kompleks yapi, ( M,,,/)

ikilisine “hemen hemen kompleks manifold” denir.

Tamim 2.9.2: (Anti-Kihler Manifold) M,, bir n = 2m boyutlu diferensiyellenebilir bir
manifold ve F, M, {izerinde almost kompleks yap1 olmak iizere eger

Flgp = ijgik
ve
ViF/ =0

sartlar1 saglanirsa M, ye anti-Kahler manifoldu denir. Burada V Levi-Civita konneksiyonu, g

ise pseudo-Riemann metrigidir.
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MATERYAL VE METOT

Cati1 Demetleri
Tanmim 3.1.1:

M,, bir diferansiyellenebilir manifold ve (U, x*), M,, de bir koordinat sistemi olsun.
Burada U, M,, nin herhangi bir X noktasindaki koordinat komsulugudur. X€ M,, noktasindaki
tanjant uzayimiz T, M, olsun. x noktasindaki bir ¢at1 (K, ..., K,) sirali bazidir. F(M,,),
M,, nin herbir noktasindaki ¢atilarin bir kiimesi olsun. n: F(M,,) — M,, doniisiimiide
F(M,,) den M ye dogal projeksiyondur. Bu donisim F(M,,)
nin catilarini M nin noktalarina tasir. M,, deki (U, x;) koordinat sistemi i¢in F U =n"'( U)

d

seklindedir. x noktasinda K, catis1 K,=K} (( axi)) olarak tek bir sekilde ifade edilebilir. Yani
X

{FU,(x*,K%)} FM nin bir koordinat sistemidir. Bu sisteme F(M,), den M, ye indirgenmis
koordinat sistemi denir. Burada [K(;] matrisi tek degildir ve onun tersi [K{*] olarak yazilabilir

(Cordero , Dodson and Manuel de, 1989)

K, M, iizerinde vektor alan1 olmak tizere M, iizerindeki K vektor alaninin tam lifti,

yatay lifti ve dikey lifti sirasiyla;
‘K = K'0; + (KXo, k")o;,

K = K/(0; — I;KX0p,)

. . G . 0
'K =K'0; - K'TjpK¥ — K*=K*—
axh axtlx

seklinde tanimlanir (Cordero , Dodson and Manuel de, 1989).

Adapte Olmus Cati

Adapte olmus ¢ati, F(M,,) cati demeti iizerinde tensorlerle ilgili islemlerin daha

kullanilabilir bir sekilde yapilmasina olanak saglayan bir yapidir. F(M,,) de dogal ¢atiya gore,

K-=i(1(-:6-hi> (i=1,..,1n)
Paxt’ Tt T gxh

olarak alinirsa K vektor alaninin yatay lifti
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ve dikey lifti

.0 0
V Vi
aK:5aKl—., aK = )
= (o)

olacak sekilde vektor alanlari elde edilir. Bu vektor alanlar1 U, M manifoldunun koordinat bir

komsulugu olmak {izere FU da

(0 0 0 0
HKh = 5;1 <W—X)€lrygw> - HKh :m—xff}’gw
ve
Va _ 1
Ko = 0785y

seklinde ifade edilir. K vektor alaninin yatay ve dikey lifleri lineer bagimsizdir. K vektor

alaninin yatay ve dikey lifleri sirasiyla V nin yatay dagilimini ve F(M,,) nin dikey dagilimini

meydana getirir { He, | Vage h} kiimesine, V konneksiyonuna "adapte olmus ¢at1" denir.

Ei o HKh ) Ei = VaKh

a

olarak alindiginda adapte olmus ¢at1 {E;} = {E;, El-a} seklinde yazilir.

Adapte olmus ¢at1 F(M,,)’de su sekilde ifade edilir.

d
Eh —ah—x)?rﬁn—
*ox)

&5
E., = ,
" <_x)cfxrllla>

s 0
Eny = On oxy

[0
Eny = 6268%

Dogal catinin kobazindan adapte olmus ¢atinin kobazina gecisinde kullanilan dontistim

matrisi;
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seklindedir.

Dogal catidan adapte olmus ¢atiya gegerken kullanilan doniisiim matrisi ise;

4T 5,{. 0'
C O\ o7

seklinde olup

I ] 611 0 6Jk 0
A ]AK = xMT 5j _ xtrj 5251 6a6ié~f = 0 68261
a jmTk B kt“B%  “v% %k y Ok

elde edilir.

Cat1 demet FM de tanimlanan twin metrikle bozulmus olmus Sasaki-Mok metriginin

kovaryant ve kontravaryant bilesenleri asagidaki gibidir:
G, = <%’n’ j 0 )
Y 0 #6%G;

gij = 1
Burada g pseudo Riemann metrigi ve
G(K,S) = g(K,S) ve ]2 = —I
seklindedir.

Lemma 3.2.1: F(M,,) de adapte olmus catiya gore Lie parantezi agsagidaki 6zelliklere
sahiptir.

i, Ej] = =% Rijm Eny
|Eip Ej] = =S4T Eny
[El-a,Ejﬁ] = 0 (Okubo , 1966; Cordero , Dodson and Manuel de, 1989).

Burada R; j,fl’ , M;, nin egrilik tensoriiniin bilesenleridir.
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ARASTIRMA BULGULARI

Cat1 Demette Levi-Civita Konneksiyon Katsayilari

V, F(M,,) de Riemann konneksiyonu olsun. F(M,,) ¢ati demette adapte olmus ¢atiya

gore Riemann konneksiyonunun katsayilarini

1. ~ ~
Vo =59 (EyGep + EgGey — Eefap) +3 (2% + 255 + 0, (4.1)
formiilii yardimiyla hesaplanir (Mok, 1978). Burada

[Ey, Eg| = 0,57E, (4.2)

esitligi yardimiyla .Qyﬁ“ bilesenleri
1) £ “= [EiA; 4 - E;A; 414* ,

he he
= [EA; " — EjA; "A* , + [EA, = EjA; 1A

he
= [Ei6}" — E;6/]
= (),
0. = [EA A —EA 447
) ij [l j j ] A
= [E:id; " — EjA MAT, + [EA, "™ — EA, 14T,

= [Ei(x"L,7) — Ej(xTyn) ] 67 85

0
= (=xR0;Tjy + xET 86 Ty + x50, Ty, — x'T5, 8T, )5Z sk
= —Xq (al jm a] FLm + Fl}slr}in shr‘ifn)d‘?(sillc
= —xqg'R ijm 5y5h

— k.,m
= —RjjmXa
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3) 0,/ = [E, A — EA A"

= [Ei 4" — EjA,"[AS  + [EiaA]l'lT - EinahT] A,

d 0
(24

=0,

4) 'Qiaj = [EiaAj " Einah]Akyh + [E' A~ E]'A?;] Akyhr

la’]

8 9
= |(s¢ @)] (—xmh,) - (aj — xbT ax5> 5351167 5
= (876564} m) 587 84

— kv
= _l—}'i 60('

hy h
5) 0, % = [EiAjﬁh — Ej A; "AR, + [Eid;) " — Ejpd, JA  n,

tjg Jp°l

:()’
6)0 Y = [EA " —E A MAY +[EA " —E A 4%
)y, = [Eidyy — EjpAy TIA T, + [Eid; 7 — Ejpd; TIAT,

0 0
= <ai - Xctzrist (')xz) 6E6J'h - <5jcr axg> (—x?Fi?n) '6‘2'/6;:

= 8768765}, 67 65
— TkgY

7) 'Qiajlgk = [EiaAth - EjﬁAiah]Ak h

=0,
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ky

8)!21.(”. = [E A, " — Ej, A, "4,

la ][; I iy

9 9
=l<5 " )sﬁsh (506 )656]-"]6}’6,’1‘

=0

seklinde hesaplanir. Ayrica
Qyp =% Goplley’
olmak iizere 2% bilesenleri

D 0% = §%§,0,°

gkagajﬂaia + gka)‘gajﬂa)flT

hr
—g gh]-Qaz +gkaghr]'()al

=0,

k ~ ~
2) 0 i}/ = gkysgajnsia
= 7% Ginjl,;

he
a;

+"7 G 120,

=0,
~ka ~ ~ka ~ he
3) 2%, = §*Gnjp Qi + 5 Gn.jy Qi
1 kay, STf
= —g b6 Gh]( RalS )
b
= _Eé“t-ﬁgkaghm]]r'nRolishx‘L§
= _ERmSi Xﬁ]] ’
4 Qk]/ Fkvar 5 0 h‘r
) ijg In.jptayi

1
= 78,26 b. 87 Gy j(~Tia67)
= —G*Gp; T 85,
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6) Qki’ ~ky€g0'j'Q o

Elig

— ~kyay; & h
= g7 Gnjfq,i,

7) -Qkiaj,; = gkengB'QSiao- (¢e=a,0=hy)
= gkag Tnes Qalzf
— % g**b8™ Gy TS
_ 2 juag, rhabss
a J

b
:_g Ghjr 60(3:

8)~Q iaip gkyggoj/gﬂsig

_ sy s o e
- g v ghTJB‘Qalia
=0

bilesenleri hesaplanir. Bu bilesenler (4.1) esitliginde kullanilarak Levi-Civita konneksiyonun

katsayilari,
a_1~asE~ Eo.d E.G 1_(2“.(2“ 0,
vB =59 (EyGep + Egfey — EeJap) +§( vt Qg+ 0p))
kL perp ~ 5 5 1 k k k
DIj=53 (Eigej + Ejei — E: i) +§(-Qij + 0% +0%;)

1 1
= Egka(Eigaj + EjJai — EaJij) + E('Qij 05+ 05)

1 1 trs a trs a S a
= Eag <ai — XLt E) agaj + (aj — Xa I axg) agai — (6 xeTae Ep )agij]

1
= Egka(aigaj +0;9aj — 0a9ij)
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e ~ _ . _ 1 k k k
2) Fl.jy = Egkyg(Eiggj +Eigei — Esgij) + E(‘Qij "+ i);' +0 ]yl)
1
= _Ex]‘,/nR ijmk,

- 1 5 - 5 1
3) I, = Egkg (EigsjB t EjpJei — Esgijﬁ) + E(-Qijﬁk +05;, + 0" )

ijp Jjpi
b
= 315 Resis
fky_1~ky£(E~ +E §..—E.§ )+l(_() ky+_Qky +_Qky)
) ijg = 59 i9¢ejp T EjpYei eGijp) T 5\ *ijg ijg Jpi

1 9
~ Egkya’l ((ai — x50 M) (b6%Goj) +0 - 0)

1
kY k h oV
+§(rij5ﬁ — G*GyTLL5) +0)

11
— EE(sﬁcﬂw(balﬁ)(aiGa,—)

1 1
= 2 07 G**(TfyGrj + T Gan) +5 (rksy — G*aGyTl o))

1 1
—_ 5B B h k sV h gV
= E(sy GkaGthl-a + 56)/ GkaGahFl'j + E (F”6ﬁ - GkaGthL'aé"B)

1 1 1
= 5556ka5hjria + 5555ilfri}} — > GG,

GGy T} + S The)
= %5&{; + %ri’;(sg
= 84T,
=k 1 ~ke ~ ~ ~ 1 k k k
Dl =59 (EiyGej + Ejgein — Eefigy) + 5 (0, + 0%+ 025,.)
1b

=—55R ta) X5 I

K _ _ . N 1 k k k
6" = EngS(Eiaggj + EjJei, — EeJigj) + 5 (“Qiaj T+ )

11 d 1
=53 96" [(a,. — x4 a) W“Gail +5 (~T6Y — 6*GuTe7)
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1 1

= Eg]c}Gka(ajGai) + E(—r}’f‘sg — G* Gy, T 8Y)

= 1<S0‘c;’<a(r-ha  +ThG )+1(—r-’?5V — G*Gy I 5))
2 14 ja“hi jiYah 2 jitYa thtia®p

= 1(50‘(;’“1(; T +16“G’“‘G rh —lrkay —lckaa- rhest
2y hitja 2)/ ahtji 2 Jjiva 2 th*ia®p

1 1 1 1
= 557GkaGhil}Z + 55)(}1}"1? ) [jiba — 2 G**GinTiady

1 1
sk _ o~k ~ ~ . K K k
)iy = 59 € (Eiagejﬁ + EjJei, — Eegiajﬁ) + E(Qiaj/g + 25,5, t 0 j,;ia)

11 d
E —Eagka <<aa — x5 6xj) b5aﬁGij>

1/b b
+3 (agkaGhjrcﬁ'fSaﬁ + EgkaGhtiZSaﬁ)

b 1/b b

= —%6“39’“1(6(16”) + E(EgkaGth(?ldaﬁ + EgkaGhingaaﬁ>
b aB ,ka(Ts s

= - 2a § g (Faist + FajGis)

1/b b
+3 (EgkaGthcﬁfgaﬁ + EgkaGhtiilj'Saﬁ)

s = halinarak

b b b
= —%SaﬁgkaGh]r‘c?l - z(gaﬁgkaGthg;j + zgkaGh]FCZGQ‘B

b
+ %gkaGhirc?]aaB

=0,

Kk 1_, 5 N N 1 k k K
8L, =597 (Eiagsfﬁ + Eyfiei, ~ Eeigjg) + 2 (Qiaj,;y AR fy,aia)

1 d d d
= Egkyaﬂ I(&” ﬁ) b6* Gy + 6]-"@b6’1"‘6ai - <53 @) b5“BGijl
=0

seklinde elde edilir.
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Onerme 4.1: Adapte olmus catrya gore V konneksiyonunun [, § vp Katsayilar agagidaki gibidir.

_ _1bp k. art
Dk =1, STy = =32k wyxgli,
1 6 F
2)F SHTR ik i =
1 NIk, =0,
3) l]B x/?]] tsw
8) I =o,

K Vk lajp
Y —

4T, i =4 Fl i

Cati Demette Levi-Civita Konneksiyonun Egrilik Tensorii

Adapte olmus catiya gore V konneksiyonunun katsayilarinin bilesenleri f'yf;‘ olsun.

Ropy = Ealgl — Epled + Tuflpl — [p0Tus — 0, 5Ty

ifadesi ile V nin adapte olmus catida (1,3) tipli R egrilik tensériiniin bilesenlerini hesaplanir.

Egrilik tensoriiniin bilesenleri asagidaki gibidir:

1b 1 m,.a a 1b h.tys
- EaRtS] xr]m zRika Xt ( xTRl]a EaRtser]m
1
= lek (RtSJ lka - Rtsz jka )x‘g m + ERtsliclRl]le‘Lt'x‘Lq m

2) Riji = Ele, — Ty + Tl T, — Tt — 24°T,

1b
=5 [a x)/(RtSJ]k) xa LlRtSJ] St(s)(} - aj'x]s(RtS?]iz)]
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1 b 1 b
xﬁRtSL ]l6t6ﬁ]k + Flm (2 a tSj ]k> ( tSl )(511-},(7”

1b
= S xE[(OiRee] Vi + Resf QU = TR = (ORest Vi = Resh 0D + [ Rashi]

+Firr’11Rts;'n]l§ + I}km ts?]rsn I;m Rtsz ]k Rtsjl
1b
= S =X [(ORes V& + T Res] Jin = T Rusft ¥ = i Rad} I = (OjResl VI

m h:s a h S m hrs
4k Ntsi Jm t+ I;m RtSL ]k ]t RasJk + Flm Rtsj ]k + []"k tsi Im

F RtSL k F'katsj]f‘qn]

1b

= Eax]t/[a RtS] +T; ths;n FaRas}]l [; mRtTf?j Fir]nRts?n]]fn
1b t h h m a h m h m h
= Eax]/[athsi + F RtSL F Rast - F Rtml l—}'i Rtsm]
1b
= Eax]l;]k [V Rts;l V; RtSl
5 he _ hg hg hg hgs me hg = hgs me
3) Ry " = Tt — BTy + Tono T 4 Tno T — Tno Ty — T me )
_‘Qij‘€ ~£kh
d 1 d 1
(0 —xihi— 92 ) (— > R]kgxg) - <aj — x4 T3¢ @) (‘ ERikag)

1 1 1
+ ( 2 leZ Gk > (Sgrmill <_§Rjkglx1q> - (_ Engjn?aFiZl)
1
—(862T;m ( lea)

1 a 5B
X,B ]t Lka6l 6

1 wea 1
xo(a ]ka)+ xarlt jka515 + xa( lka 2

1 1
_Exalea jk (6UF . ( 2 sznxa) - (_Eijgxg> irl?
1
(501—‘ . ( alea)
1 h h m m hl..a
- _E [aiRjka + 1—‘iijka - F Rmka - 1—‘ik jma - T Rjkl ]xa
ima jattikl

1
+§[ajRik3+ijlea IRt — T Rimes — Tia Risel
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1
= _E (ViRij -V lea)xcn

= he he hg & hes mg hg & hg 7 Mg
4) Rl]ky Elrjk E]Fk + F F +Flm ij - ij F ijfrlky

Ef h
_*Qij ek

0
= (ai — “a )(5opjkh _ (aj — xjT% ME) (82T,

1 1b 1 1b
<_§lea )(E_RtS]m ’ k) + (66F1mh)(5]‘£rjkm - (_ 2 R]mgx )(2 RtSLm )E k)
—(67Tm) (67T"
1b
= 6](/7( ) + (_ lmaxfcfl) (E_Rtmmxt ) + 61qrimh6)fr}'km

1 1b
= (-3 Rmix ) (5.2 Resi™xb ) = (87T,) 85T
= 519(airjkh — Ty + Firﬁl}km - ijhrikm
(le}CLlRtS]m ]ngtSLm)xgx)tJli

— S0 h m h mY,.a,.tjys
=0 Rl]k+ (leaRst] ]maRtSL )xaxy]k

— SO h m h m\,.a.,tjys
=0 Rl]k (leaRst] R]maRtsz )xaxy]k

o h pm hpm a.trgs
=0 lek + (leaR]ts jmaR lts)xaxy]k'

P h Mg mes
T T = 04Tl = 0

1b
~2a [(0iResk”)x4J5 + Resit (05 )] + Resi' g (07)]

1b

1b
2 [I:;anSk Fh Rtsk + Fl;cnRtsm]xﬁ]] aRtsk Brm

1b
= _E [a Rtsk + 1—‘lrrlnRtsk 1-‘lrtansk 1-‘mRtmk FiTI?Rtsr}rlL]xl[gjf
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1b

=5z ViResi x5]3,
6) leﬁk Eilj'ﬁllz Ejﬁrlk + [;s ]Bk ]ﬁe[' ‘Ql]ﬁ ek
m_ 0 \(1b, 1b 1b )
= 5] axﬁ ( 24a Rygi y]m) _< Rtsmxﬁ]])< Rlp xy]k>
1bm het sBs 1 b\ hp m\,t.lysip
= _Eagj Ry 6m6y]k - Z(E) (Rtstlpi )xﬁxy]j]k
1b hsB 1 (b\* hp myt. lisiP
=33 JiR;si 6, — Z(E) ResmPRipi XpxyJ i)
he he hg |, ~ hg he = hg
7) RU,;k Ell;,gk Ej[g[;k + Fis Jpgk o I—j'/ge Ekg 'Qljﬁg[;k
i~ hg &~ hg i~ hor i hg s me i~ ho i~ he = me ho
:Eil}ﬁk _Ejp ik Tlm I;;;T"' im; I}ﬁk _I}erikm I;Bm-[[;k Ql}pgrek
9 1 4
- (25) (A e n
1 1 1b
2 6] lea 6196ﬁ ( 2 Rirr{laxél ) (EERtslrcnx/g]]S>
1 1b
= 2 le] 6ﬁ 45Rim2RtsITcnxgx[§]f'
~ hg he hg he
8) Ryjper = Eily 40 — Biglue” + 0T, — e Tul, — 01, T
=0,
= h = h o = = = = h ©mg
9) Rl ]ﬁk Ela[}ﬁk Ejﬁr‘l’ak + Fiamr}ﬁ F l—} 1—} Fi T;{l Fﬁm"—' lak
—.5; P
d (1b d /1b
= 6Lm ax (2 Rtskxﬁ]]> 6}'m Oxm (EERtsliclet]ls)

B

1b 1b

+ <§ERts£lnxgt]is) (EaRlp;cnx[lf]]p)
1b 1b

- [55 (Resmp)}) 5= (Ripic xal{ )]

1b 1/b
6B[Rlsk]] - stl?]is] + 4< > [Rts Rlpk ]xaxﬁ]L]p
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1/b\? »
_Z(E) [Rtstlpk ]xﬁxa] ]]

1b B hys hys 1b : h
2555(1 [Riest]} = RisJ7 ] t2\g [ResmRupic |6 x/?]l

1 /b\?
- Z (_) [Rts?anpk ]xﬁxa]p]] )

10) éiajﬁ]?y - Eiaf}'ﬁhky EJBFlaky + Fl F]Bky I:J'ﬁhf iagky B 'Qiajf? ~5’?y =0,
W) Ry ;0 = B = Bl + T T = T 0T h = 0, 5T = 0,
2Ry ;0 = Ei B = Bl + T, = T T, = Qi Ty = 0,
13) B 0 = B D0 — B + T~ LTS~ 0, T
= B 5t — By Byle + TR e + T — T el — 0o 1 — 0, T
= (5lt 0672) (_%Rjkgxg ) + (6 Br}lm 06 )O - f‘]mha ~ianlz — fjnﬁjﬁﬁé
= ; & Rjka 6;6q — (—%ijhaxfrl ) (%gRtslrcnx[gj]S>
=~ Rjki r6g - R]maRtsk x§x&Js,
14) Rla]ky Elaflk’;ﬂ ET, h,gy + 10T — T TS —Qiajfl’"'s,’j; =

3 . 3
15) Ry = Ei il — B b, + Tikli, — T, — 21 Tl

eky

d 1b
— h h
- (6lt axé) <2aRt51 ; k) + Fl ml—‘]k + Fl my r}k _Qla]ml"
b 1b 1b
2 85RO + (5 Rehntl? ) (5.2 R b7

2a

b u 1 /b\? W om
= 2a lS] 6 ]k _(E) xaxy l] Rtstlpj ’



1b 1b
= _Eaxotz[aj(Rtsl}cl]i) xﬁrjt tsk6l 6ﬁ]l] (EERtanx&]l,'o‘) ijm
1b b
_F]mh (EaRtschnxé]ls) + F m6T ( Rtskx‘r]m)

1b 1b
=5 %Gl (9Res) + Resic (9,7 )]+ x/z i Resk8{ 847 + 5~ Regmi" b}

1b 1b
- Rtskrh ; i A thsk k]m

2a 2a
1b t hrs s sm
= —Eaxa[GthSk]i +Rt5k( ]m _F]m]l )]
1b .00 n hp mys
+§Exa[rit Rlsk i Rtsm]z - Rtsk i +Rtskrji ]m]

s=m alinarak

b
= Eaxctzijtsﬁ]is-

Onerme 4.2.1: V nin Adapte olmus ¢atida R egrilik tensoriiniin bilesenleri asagidaki
gibidir.

m.,.t.,a

D h
1) Rijk l]k (RtS] tSl )xrxr m tskRL]a XXt m'

1b
2) Ruky = sz]t/]k[v RtSJ Vi RtSl

3) Rijk =73 (ViRij Lka)xa
D he _
4) Rijky - 6)9Rijrlé + " (le’clLRT]nts - ]ngnths)xgx)tfjliv
1b
5) leﬁk ~ 32 ViRtslélx[g]fa
1b 1 (b2

6) lelgky = _EZ] 15?65 Z(Z) Rts?anpgnx[E’x)l/]f]]f,

p he _1 h a.tys
7) Rijor” = le] 8 — leaRtsk XgXglj

D he _
8)Rij[;ky =0,

2
9) RI ],;k 355[}?1(5?]]? - Rksf}]is] +- (2) [Rtstlpk ]x xﬁ]l

1b ’ h ml,.t.lPys
_Z a [Rtstlpk ]xﬁxa]i]j'
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10) Ry j e,

he

IRy,

he

12)Ry e

~ hg
13) R,

14) R, 7

15) By ;i

16) R,

la]

seklindedir.

=0,
— 0,
— O,
1 1 b
- 2 jki 60 4a R]mﬁRtsk ngtgz]ls'
b
151 5a]k (g) xéx]l/]ls thstlpj ,
1b
_axéVthslicl]is

Cati Demette Twin Metrikle Bozulmus Sasaki-Mok Metriginin Ricci Tensorii

F(M,,) cati demette twin metrikle bozulmus Sasaki-Mok metriginin Ricci egrilik

tensoru

Rﬁy

seklindedir. Ricci tensoriiniin bilesenleri,

1) B=jv=k
~ ~ ~ = i,
Rix = Rgj = Ri]kl +R; i
= l]k (RtS] lka -
b m,.a ,tgys
4_ R]ma Ryg x7 x7];
= l]k (RtSJ ika )x'tt'
= ___(]m st} lkcrlnxlt'xg
o
2) R Jky R k - Rl]ky lajky
b
= Eaxy]k[ tSJ -V RtSl

1
m+§

. 1
+]iSRstIrcn jmtllxg Xf{) - E]m

|+o0

Reﬁy

i m,.t,ajys
RtskRija XeXttm +
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4qa

1
m,t,ajs
tSL jka )x‘rx‘l: mts Rtsle]a XeXt/m —

R;:,"R

ija

LR

jma

1
=R

2 ]kt6a

a .tgs
tsk xa xa]i

i a
sth‘rx‘r ’



1b .
= 5= % JiViRe;

1b
= Eaxf/ fii(vtst - Vthj)»

+R

3)ﬁjﬁk = stﬁi =R iajpk

i
ijgk
1b

= EEVL Rts,l;xf;]f +0

1b .
=37 Vi Resicxgpls,

R +R

=R lajpky

4)ﬁ ljﬁll(y

— &
Jgky ™ Teipky

1b, g 1B\,
= —Eastil(?f]i - Z(a) ResmRupt Xpxy]; ]

1/b ’ i m.t.1lysyP
= - Z E Rtstlpi xﬁxy]j]k
olarak bulunur.

Onerme 4.3.1: Ricci tensdriiniin bilesenleri asagidaki gibidir.

D 1b s i m.,t.a N m i.a .t 1 S m i t.a
D Rjx =R, — 1a (UsRsts Riyed xtx + J7 Ryl R X &) — E]mRija stk XXt
~ 1b
Z)Rjky = ngﬁ ]li(vtst - Vthj)'

3)R; =19v-R ExtJs
Jpk 2a it tskrpS o

2
HR; = 1) Rk TxpxL SR
Jpky 4\q tsmtipi “pAv) Ik

Cati Demette Twin Metrikle Bozulmus Sasaki-Mok Metriginin Skaler Egriligi

F(M,,) ¢ati demette twin metrikle bozulmus Sasaki-Mok metriginin skaler egriligi

5‘ = Rﬁ]/gﬂy

seklinde tanimlanir. Buradan twin metrikle bozulmus Sasaki-Mok metriginin skaler egriligi

G = RgyGP" = Ry g™ + Ry, "7 + Ry §7P" + Ry e, §7Fr
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1 . i
— k m.t.a - a.,.t
- Eg] [ jk T T (]m st] lkax‘rx‘r R}maRtskx x‘L’]l ) - ]m Ua sth‘r x‘r]

1b2R mtlspb5ij
_4 a [ stm pli xﬁ’x)’]f]k]a By

1 1b 1 ijrns _ l] ns
T2 T aaz g el O T gz RaniRes 6
=1(;_(20L+b) UGnS
a 4a2 am]
1 (2a + b)
= EO- TGllG]ansRam]Rtslk
1 (2a + b)
:EJ_T” RK ||G
seklinde elde edilir.

K Vektor Alaninin Diverjansi
Bir M,, Riemann manifoldu iizerinde K vektor alaninin diverjansi
divK = V;K
olarak tanimlanir.

F(M,,) iizerindeki bir K vektor alaninin diverjansi ise

divk = 7,K% = T, + ¥, Ki«
seklinde tanimlanir. K € M olmak iizere burada K vektor alaninin yerine sirasiyla K nin tam,
dikey ve yatay liftleri dikkate alinirsa

€K vektor alaninin diverjansi

EK'+ Fh K™ + [ K™ EK‘“+fl“Km+fl“ K™

igm

=(6 — x5

4 i i m 4 1b s | gm s 4 n i
is )K + I K <__Rt51xa]m> K™ + 6; s K )
ax;, 0xq

2

= 0;K' + I,' K™ + 658185 V,K*
= (1+n)VK!
seklinde bulunur
YK dikey liftinin diverjansi ise

div = 7,K® = B, + 7, Kie
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=0+ ﬁiaﬁia

= E R+ [ ‘aR™ + T, '« g™

igMmy

L0
:6i Kl+0

ox;
=0
seklindedir ve son olarak

HK vektor alanin diverjansi ise

ERR'+[iR4 + E, K + I, ‘a4

= ER' + [, R™ + [,L K™ + B, R'a + [ ‘e R™ + [ '@ K™

igMmg

sprr d i ipm S d
= ai—xal}sﬁ K +I—imK +6 B
a a

0
= 0,;K' + I}, K™
= V;K' = divK

seklinde bulunur.

Tamim 4.5.1: K vektor alaninin diverjanst divK=0 ise K vektor alan1 incompressible
vektor alani olarak adlandirilir. Yani (Ml,,, g) tizerindeki bir K vektor alan1 sonsuz kiigiik bir
doniistim olarak (M, g ) nin hacim elamanini degistirmiyorsa (invaryant birakiyorsa) K bir

incompressible (sikistirilmis) vektor alanidir (Mok, 1978).

Onerme 4.5.1: i. M, manifoldu iizerindeki bir K vektor alanin1 F (M,,) ye tam liftinin

incompressible olmasi i¢in K vektor alan1 incompressible olmalidir (n # —1).

ii. Ml,, manifoldu tizerindeki bir K vektor alanin1 F (M,,) ye yatay liftinin incompressible

olmasi i¢in K vektor alan1 M,, de incompressible olmalidir.

iii. Ml,, manifoldu tizerindeki bir K vektor alanim1 F(M,,) ye dikey lifti incompressible

vektor alanidir.

Rotasyon

Bir (M,,, g) Riemann manifoldu tizerindeki K vektor alaninin rotasyonu
(T'OtK)aﬁ = VaKﬁ - VﬁKa

olarak tanimlanir.

34



F(M,,) cat1 demette bir K vektor alanmin rotasyonu rotK

seklinde tanimlanir. Burada yer alan K, kovektor bilesenleri,
Ko = Japk®
esitligi kullanilarak sirastyla K vektor alaninin yatay, dikey ve tam liftlerine gore
asagidaki gibi hesaplanir.
1) "K vatay liftin ?K, kovektor bilesenleri asagidaki gibidir:
a =1 igin,
K = gigk®

K = iK' + §i; K'°

= agi,-Kf
= ak;
a =i, icin
Ko = GiupK?

seklindedir. Yani 7K bilesenleri

g, = (“93K1>

seklinde gosterilir.
2) YK dikey liftinin VK, kovektoriiniin bilesenleri;
a=i Ri = glﬁKB

K = g,k + gijﬁkjﬁ
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seklindedir. Yani “K bilesenleri

o= (st
a b§*FG; K

seklindedir.
€K liftinin “K, kovektoriiniin bilesenleri ise
a=i K = gipk®
K = iK' + §i; K'°

= agi,-Kf

= ak;
a =i, Icin
iy = GioiK + GigjgK'*

= b8P Gy XV, K

ak;
Ka =\ b8 G XSV K
seklinde bulunur.

Bulunan bilesenler (4.2) esitliginde kullanilarak K vektor alaninin dikey, yatay ve tam

liftlerine gore rotasyonlarinin bilesenleri asagidaki gibi hesaplanir.

(rOtR)aﬁ = 7akﬁ — 7[)’Ra

YK dikey liftinin rotasyonunun bilesenleri asagidaki hesaplamalarla elde edilir.

Da =i, =jigin

1 1
= (E Ri};‘xg) b6 G K™ — (E Rj{gxg) b8 G K"
= b8 R [px? G K"
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(TOtK)ia] = vlalg - vj iq
= Eial?j fii]KA (E]Kia - I:j?akA)

~ ~ =~ > a r K [ K
= 0~ IR — [ Ko, — Kaf ~ xgI¢ ) (b8 GinK™) + T Ko + T Ko,

Fi
axﬁ
= —ajbdaaGihKh + é‘;l—ﬁn(b(sro-GmhKh)

= —b8*[0;(GinK™) + [ G K"

= —b6V;(GyK™)

3a=1i, B=jpicin;

0 . U
= <ai — x5} W) (b8P7GjpK™) — T} Kon — ri’]’.‘;KmT =0+ K + 7K
a

= b6aﬁ(alGthh) - 65E;n(b6TJGmhKh)
= bS“VVi(Gthh)

4) a = iq, B = jpicin

(T'OtK)i jp = Wl'al(jﬁ - jﬁkla
= K, - [ 4K — (E,K, - T4 K)
alp igjg™tA g " la jpia A

s I b8% Gy KM —o)
N
axﬁ

ot Vi <b6mRi}Zx$GmhKh —baaffvj((;ihkh)>

b8V (GirK™) 0
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HK yatay liftinin bilesenleri asagidaki gibidir:
Da=ip=j

(rotK);; = V;K; — V;K;

= a0;(g9iK") — I;]"(agm;K’) — ad;(gi;K’) — [T (agm;K’)
= a(0;K; — I[;]'Km) — a(9;K; — I;"Kin)
— (7~ 7K)

= a(rotK);;

2)a =1iq,f =jigin

9 N Ao 0 g
= Sisﬁ(agjil(l) - GﬁKm —0- Kaj - xEI}Sl g) 0- I;;ZKm B Ol

1b i /
= =5 RExaS agmiK! + 5~ ReSjxe)fagm;K’

3)a=1p = jpicin;

i

(TOtK)ijﬁ = ‘Z'R:jﬁ - ﬁjﬁK

_ 72 A T 74 A
=ER -TAR, - (EjBKi —I}BiKA)

d . d S o

1b . b -
= =5 g RExpljagmiK) + 52 Reixg); agm; K
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=0

4) a =iy B = jp igin

= (TOtK)i jp = ﬁlal?}ﬁ - Vjﬁkia

— 74 A A
- Elal(]ﬁ - I—zajﬁKA - (EJBKla I}ﬂiaKA)
=0

roth K = (a(rotl{)ij 0>

0 0

Tamm 4.6.1: Bir K vektor alaniyla baglantili K; 1-formunun rotasyonu (rotK);; = 0
ise K vetdr alam kapalidir denir. Burada K; = g;;K' ve (rotK);; = 0;K; — 0;K; = V;K; —
V;K; = 0 seklindedir (Mok, 1978).

Onerme 4.61.
HK nin kapali olmasi i¢in M, deki K vektdr alaninin kapali ve a # 0 olmasi gerekir.
€K tam liftinin bilesenleri ise;

Da=ip=j

(rotK);; = V;K; — V;K;

1
= adiK; = T\"aKy, + 5 Rifox? (087 G X3VsK™)

1
— <a6jKi—I‘ﬁmaKm +5 Rijgx2 (b6 Grp x5V Kh)>

= a[0;K; — ;" K| — a[0;K; — T K| + BR;jaGrnxf x5V K"
= aV;K; — aV;K; + bR, [ Grpx?x5VK"

= a(rotK);; + bR, [ Gmpx?x5VK"
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= a(rotK);j + bR;jgGmpx7 x5 Vs K,

2) a =i, [ =]icin
(rOtK)iaj = viak v K

~

E; K —-T4AK

a la]

— (E;K,, - T4 K,)
S a i ~m
= §f 5= (ag;iK"') = [jRm — 0
a
sl a ao a h T
—1l9—x rjsaxﬁ (8% G x2V K™ — F]laK

b
= 5= R (agmiK') = b6“x§0;(GinVaK™) + 63 [ b6 Gin 5 67 VoK

b m j T0 h
+5 = ReSjxa)i (agmiKT) + &L (b8 Gmnx5VaK™)

s = a alalim;
= —b6%7x¢[0;(GinVoK™) = " Grup Vo K™ — T Gip Vo K|
= —bx2[V;(GinV,K™)]

= —bx3Gip[V;V.K"]

3)a=1p = jpicin;

= Eij, — T Ka — (EJBK ngikf“)
1b .
(a — x3T; ) (b6P7Gjpx3V, K" — ——Rt;'l‘xﬁjj (agm,;K’)

)
—8P T DS G xEV K™ — <5js

aXBS Sl ]

= b6P7x20;(GipVoK™) — xS b6P? Gy 57 SIV KM — 67 [/'b8™ G x 2V, K"

1 b
2 Rtrsnlx angK +5 2 tSL xﬁ]] agm]K

= b8PoxE[0,(GinVaK™) = [ GrmnVaK™ — [;2Gin VoK™
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= bx§|[Vi(GjnVuK")]
= bx§ G [V;V K"

4)a =iy B = jp igin

iap lajp ig
o M o _
= Eia1<jB - Fia%Km - Fla]lg Km’r EjﬁKia’
S Lo J ac h
—Slas(bS Ginx3VK") —0— ]as(bS Ginx2V,K™)

= §b8P7 Gy L SEV, K" — 8756 Gy 5865 VK"
= 8P (Gn VK" — G V;K"™)
= 5Bab(ROtGK)U
ot = a(rotK);j + bR;jqGmnxi x5 VsKy, _ngGih[VjVaKh]
bxg G ViV K"] 8P*b(RotsK);;
seklindedir.

Eger (rotK);; = 0 ve V.V, K" = 0ise R;jqVsKm = 0 olur. Béylece asagidaki dnermeyi
verebiliriz.
Onerme 4.6.2: M,, iizerindeki K vektor alanmin F(M,,) ye tam lifti “K nin kapali olmasi

icin gerek ve yeter sart K nin kapali ve K nin ikinci mertebeden kovaryant tiirevinin sifir

olmasidir.
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SONUC

Bu tez ¢calismasinda ilk olarak, F (M) ¢at1 demette adapte olmus gatiya gére- kovaryant

ve kontravaryant bilesenleri sirasiyla,

seklinde olan twin metrikle bozulmus Sasaki-Mok metrigi ve

W A y V.
b =5 3°(EyJep + Epdey = EeJap) +5 (2" + 2y + 0p,%)

esitligi kullamlarak V Riemann konneksiyonunun katsayilar1 hesaplanmistir.
Ikinci olarak,
Rogy = Ealpy — Eglayf + [ofTpy — [pd Ty — 2y 31y

esitligi kullanilarak F(M,,) de V konneksiyonunun R egrilik tensoriiniin bilesenleri

bulunmustur.

Ugiincii  olarak, F(M,,) de V konneksiyonunun Ricci tensériiniin  bilesenleri

bulunmustur.
Dérdiincii olarak, F(M,,) de V konneksiyonun skaler egriligi hesaplanmustir.

Besinci olarak, F(M,) de K vektér alaninin yatay, dikey ve tam liftlerine gore

diverjanslar1 hesaplanmistir.

Altinct olarak, F(M,,) de yatay, dikey ve tam liftlerine gore K vektor alani ile
baglantili K; kovektor alanlarinin rotasyonlar: hesaplanip, K vektor alaninim liftlerinin kapali

olmasi i¢in gerekli sartlar belirtilmistir.
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