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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

YARI ANALITiK YONTEMLERIN
HIiDROELEKTRIK SANTRALI DENGE BACASI
PROBLEMIi COZUMU ILE KIYASLANMASI

Kiirsat CANEVI

Karamanoglu Mehmetbey Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dah

Damisman: Prof.Dr. Galip OTURANC

Haziran, 2022, 55 sayfa

Hidroelektrik santraller alternatif enerji kaynaklar1 arasinda dnemli bir yere sahiptir.
Bu santrallerin su transfer sistemindeki ani basing degisimleri su darbesi adi verilen
bir kavrami ortaya ¢ikarmaktadir. Hidroelektrik santrallerinde su basincinin kontrol
altina alinmasi ve su darbesinin bu sistem iizerindeki elemanlara zarar vermemesi i¢in
genellikle denge bacasi ad1 verilen bir yap1 insa edilir. Denge bacasi barajin fiziksel
ozelliklerine gore insa edilir. Denge bacasinin tasariminda karsilagilan miithendislik
problemi, lineer olmayan ve analitik ¢oztimii elde edilemeyen bir diferansiyel denklem
sistemi ile ifade edilir. Bu tezde literatiirde mevcut olan ve bir baslangig deger
problemi olarak ifade edilmis denge bacasi probleminin, dort farkli niimerik yontemle
¢Ozliimiiniin bulunarak bu yontemlerin etkinliginin kiyaslanmasi amaclanmistir.
Kullanilan yontemler; diferansiyel doniisim yontemi, Adomian ayrigtirma yontemi,
varyasyonel iterasyon yontemi ve Runge-Kutta-Fehlberg yontemidir. Hesaplama
algoritmalarinin uygulanmasi i¢in Maple paket programi kullanilmistir. Her bir
yontemle elde edilen ¢ozlimlerin grafikleri de elde edilmistir. Ayrica tiim sayisal
sonuclar tablolar halinde sunulmustur. Elde edilen ¢6ziimlerin birbirlerine yakin ve
tutarli olduklar1 goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Denge bacasi, diferansiyel doniisiim yontemi, varyasyonel

iterasyon yontemi, Adomian ayristirma yontemi, Runge-Kutta yontemi, Runge-Kutta-
Fehlberg yontemi
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ABSTRACT

MsThesis

COMPARISON OF SEMI-ANALYTICAL METHODS
WITH SOLVING SURGE TANK PROBLEM

Kiirsat CANEVI

Karamanoglu Mehmetbey University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Galip OTURANC

June, 2022, 55 pages

Hydroelectric power plants have an important place among alternative energy sources.
Sudden pressure changes in the water transfer system in these power plants reveal a
concept called water hammer. In hydroelectric power plants, a structure called surge
tank is usually built in order to control the water pressure and to prevent the water
hammer from damaging the elements on this system. The surge tank is constructed
according to the physical characteristics of the dam. The engineering problem
encountered in the design of the surge tank is expressed by a nonlinear differential
equation system whose analytical solution cannot be obtained. In this thesis, it is aimed
to compare the effectiveness of four different numerical methods by finding the
solution of the surge tank problem, which is available in the literature and expressed
as an initial value problem. The methods those are used for calculations are differential
transform method, Adomian decomposition method, variational iteration method and
Runge-Kutta-Fehlberg method. Maple software was used for the execution of the
calculation algorithms. The graphs of the solutions were also obtained and also all
numerical results are presented in tables. It has been observed that the obtained
solutions are consistent with each other.

Keywords: Surge tank, differential transform method, variational iteration method,

Adomian decomposition method, Runge-Kutta method, Runge-Kutta-Fehlberg
method
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1. GIRIS

Matematik, fizik ve miihendislik alanindaki pek c¢ok problem diferansiyel
denklemlerle ifade edilmektedir. Bu denklemlerin bazilarinin analitik olarak
¢Ozlimiinii veren yontemler mevcut olsa da analitik ¢oziimiine ulasmanin miimkiin
olmadig: tiirden diferansiyel denklemlerle de sik sik karsilasilmaktadir. Problemi ifade
eden diferansiyel denklemlerin lineer olmamasi veya mevcut analitik yontemlerin
bilgisayar yardimiyla ¢dziime ulasmak icin uygun olmamasi sebeplerinden Gtiirii

nlimerik yontemler 6nem kazanmaktadir.

1980°li yillardan bu yana, analitik olarak ¢oziilemeyen diferansiyel denklemlerin
nimerik ¢oziimlerine ulasabilmek igin ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir. Bu
yontemlerden bazilar1 Adomian (1984) tarafindan tanmitilan Adomian ayristirma
yontemi, Zhou (1986) tarafindan tanitilan diferansiyel doniisiim yontemi ve He (1997)

tarafindan tanitilan varyasyonel iterasyon yontemidir.

1.1 Tezin Amaci

Hidroelektrik santralleri, alternatif enerji kaynaklari igerisinde 6nemli bir yere sahiptir.
Bu santrallerin barajlarindaki su transfer borularinda, tiirbin vanalarinin agma kapama
manevralari suyun akis hizinda ani degisimler meydana getirir. Bu ani hiz degisimi
sebebiyle basing dalgalanmalar1 olusmaktadir. Su darbesi ad1 verilen bu olgu, suyun
ilerledigi boruya veya boruyla ayni hatta bulunan diger elemanlara zarar
verebilmektedir. Su rezervuarindan tiirbinlere su tasiyan boru sisteminde tiirbin
vanasindan Once yerlestirilen ve su bacasi olarak adlandirilan bir yap1 sayesinde su

darbesinin Oniine ge¢ilebilmektedir.

Bu tezde, denge bacasi problemi tanitilip, bu problemi ifade eden lineer olmayan
diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimleri yar1 analitik yontemlerle arastirilacaktir.
Kullanilan yontemlerin algoritmalar1 Maple 2021 paket programi iizerinde yazilmis

kodlarla uygulanarak ¢6ziimler elde edilecektir. Problemin ¢6ziimiinde kullanilacak



yontemler, diferansiyel doniisiim yontemi, Adomian ayristirma yontemi, varyasyonel

iterasyon yontemi ve Runge-Kutta-Fehlberg yontemleridir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Bu kisimda, genel anlamda c¢alismaya yonelik literatiir arastirmasi sunulmustur.
Asagida verilen yontemlere iliskin daha genis bilgiye ¢esitli kaynaklardan ulagmak
miimkiindiir (Keskin ve Oturang, 2010). Calismada kullanacagimiz yontemler burada

literatiirden yararlanarak sunulmustur.

1.2.1 Diferansiyel doniisiim yontemi

Literatiirde lineer, lineer olmayan, adi tiirevli diferansiyel denklem seklinde ifade
edilen pek ¢ok problemin ¢oziimiinde basarili sonuglar veren diferansiyel dontisiim
metodu Zhou (1986) tarafindan tamitilmistir. Ilk kez kullanildig: bu ¢alismada elektrik
devre analizinde karsilasilan lineer ve lineer olmayan baslangi¢ deger problemleri
incelenmistir. Daha sonra lineer ve lineer olmayan baslangic deger problemleri igin

kapali seri ¢oziim formlar1 elde edilerek bu yontem gelistirilmistir (Chen ve Ho, 1999).

Verilen fonksiyonlarin ilgili tiirevlerinin sembolik hesaplamalarmin gerektigi Taylor
yonteminde biiyiik mertebeler igin yapilacak islemler olduk¢a zahmetlidir ve uzun siire
ugrastirir. Diferansiyel dontlisiim yontemi ise hesaplanacak kismin miktarini azaltir ve
pek c¢ok probleme kolayca uygulanabilmektedir. Bu ¢oziim yontemi, diferansiyel
denklem ve baslangic deger bilgisi kullanarak seri ¢oziimiiniin katsayilarini
hesaplamay1 kapsar. Hatta bu yontemin, diferansiyel denklemlerin Taylor serisi
¢Oziimiinii elde etmek i¢in bir iteratif islem olarak ele aldigi calismalar literatiirde

mevcuttur (Jang ve digerleri, 2001).

Diferansiyel donilisim yontemi, bir seri seklinde hemen hemen analitik ¢oziim
olusturur. Sonsuz seri kapatilabildiginde analitik ¢dziim fonksiyonu elde edilir. Bu
yontem ile diferansiyel denklemler cebirsel denklemlere doniistiiriilebilir. Elde edilen

denklemler de baz1 basit islemlerle sistematik bir sekilde kolayca ¢oziilebilir.



Bu yontemin doniisiim ve ters doniisiim fonksiyonlarinin tanimi asagida verilmistir.

Tek degiskenli u(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu U (k) olmak

tizere, u(x)’in tek boyutlu diferansiyel doniisiimii

dk
U(k) = % Iﬁu(x)l (1.1)

olarak tanimlanir.

U (k) doniisiim fonksiyonu olmak {izere, bu fonksiyonun diferansiyel ters dontisiim

fonksiyonu
u() = ) Uk (12)
k=0
biciminde tanimlanir. (1.2) esitliginde (1.1) ifadesi yazilarak
o 1] d*
- ) = k
u(x) = z 1 dxku(x)l X (1.3)
k=0 x=0

esitligi elde edilir.

1.2.2 Varyasyonel iterasyon yontemi

He (1997) tarafindan tanitilan varyasyonel iterasyon yontemi analitik ¢oziimlere hizla
yakinsayan c¢oziimler veren basarili bir yaklagimdir. Yontemin kullanilmasinda
gereken bilgisayar islem giiciiniin az olmas1 ve elde edilen niimerik sonuclarin hata
miktarinin az olmasi bu yontemin uygulamalarini arttirmistir. Gelistirilen bu yontem,
otonom diferansiyel denklemlere (He, 2000), lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlere (He, 2004), integro diferansiyel denklemlere uygulanmigtir (Wang ve He,
2007). Ayrica, Burger ve coupled Burger, Schrodinger-KdV, genellestirilmis KdV ve
s1g su denklemlerinin ¢6ziimlerinin arastiritlmasinda kullanilmistir (Abdou ve Soliman,

2005).

Varyasyonel iterasyon yontemi uygulanmasinda, L lineer operatorii, N lineer olmayan
operatorii ve g(x) ise homojenligi bozan terim olmak iizere, ¢oziim aranan

diferansiyel denklem,
Lu+ Nu = g(x) (1.4)

bi¢iminde ele alinir.



Varyasyonel iterasyon yontemine gore denklemin,

Uns1(X) = up(x) + f xﬂ{Lun(S) + Niin(s) — g(s)}ds (1.5)

bicimindeki varyasyon fonksiyonu olusturulur. Buradaki A degeri, Lagrange carpani
(Inokuti, 1978) olup varyasyon teorisinden hareketle Mathematica ve Maple gibi bazi
programlar kullanilarak hesaplanir. #i,, stnirlanmis varyasyon (He, 1999) olup 61i,, =
0 “‘dir. Bulunan A ¢arpanina gore varyasyon fonksiyonu yeniden diizenlenerek ¢oziimii
verecek olan fonksiyon i¢in rekiirans bagintisi elde edilmis olur. Baslangi¢c kosulu
olarak verilen fonksiyon u, olarak secilerek n > 0 i¢in u,, terimleri i¢in yaklagimlar

elde edilmis olur. Nihayetinde ¢6ziim fonksiyonu,

u = lim u, (1.6)

n—-oo

esitliginden elde edilir.

1.2.3 Adomian ayristirma yontemi

Adi diferansiyel denklemler i¢in bir bagska niimerik ¢oziim yontemi de Adomian
(1984) tarafindan tanitilan Adomian ayristirma yontemidir. Adomian, bu yontemi
Picard yoOnteminden tiiretmistir. Picard yonteminde kullanilan lineer olmayan
fonksiyonlarin yerine kendi ismiyle anilan Adomian polinomlarim1 kullanmis ve
ardigik integraller alarak yaklasik ¢6ziim elde etmistir. Adomian polinomlari lineer

olmayan fonksiyonlara karsilik gelen Taylor seri agilimindaki katsayilardir.

1.2.4 Runge-Kutta yontemi

Bir anlamda integrallerin yaklasik hesabina ait Simpson kuralina dayanan bu yontem
ilk olarak Runge (1895) tarafindan tanitilmis ve kullanildig: yillarda diger yontemlere
gore nispeten daha hassas sonuglar vermistir. Daha sonra Kutta (1901) bazi

degisiklikler yaparak yontemi daha iyi sonuglar verecek hale getirmistir.

Runge-Kutta tipi bagintilarin belirleyici 6zellikleri olarak; programlanmasinin basit
olmasi, kararlilik karakteristiklerinin olumlu olusu, karmasikliga yol agmadan adim
biiylikliiklerinin ~ degisebilir olmasi, ¢oziimiin basinda 6zel hesaplamalar

gerektirmeyisi sOylenebilir.

Runge-Kutta yontemi, degisik mertebelerden olusan bagintilar igerir. En c¢ok

kullanilan ve en etkin formiil dérdiincii mertebeden olan bagintilardir.



Vir1 = Vi + Wiky + wyk, + wiks + wiky)h

ki = f(ti,y:)

k, = f(t; + a1h, y; + by k. h)

ks = f(t; + ayh,y; + by ki h + by, ko h)

k, = f(t; + ash,y; + bs 1k h + b3 k,h + bssksh) 1.7)

bagintis1 kullanilarak

h
Vier = ¥i + (ky + 2ky + 2k3 + k4)g

ki = f(t,y)
h ke
ky = f(ti +5. +T)
h kh
ks = f(ti +§ryi +T)
k,=f(t; +h vy, + ksh) (1.8)

bulunur. Adi tiirevli diferansiyel denklem sistemlerinin ¢dziimii igin,
y' =fty.z); y(to) = yo

z' =gty z); z(ty) = zg (1.9)

sistemini g6z Oniine alirsak, bu denklem sisteminin ¢oziimiinii, dordiincii mertebe

Runge-Kutta yontemindeki formiillere benzer olarak

ki = f(te, Vi 2k) =l = gt Yir Z1)
h Rk, Rl h hk,  hl
kz :f<tk +E,yk +T,Zk +7)=>l2 :g<tk+5:yk +T,Zk +7>

h hk hl h hk hl
k3 =f(tk+z;yk+72,zk +Tz) $l3 =g(tk+;'yk+72;zk+72)

ks = f(ty + b, yi + hks, zi + hly) =1, = gty + b, yi + hks, z, + hly)  (1.10)

olmak tlzere
h
Yi+1 =Yk T g(lﬁ + 2k, + 2k3 + ky)

h
Ziy1 = Zg + g(ll +2l+ 23+ 1) (1.11)

seklinde verilir.






2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde literatiirde bilinen diferansiyel denklemler konusu ele alinacaktir.
Matematikte onemli yere sahip olan bu konu i¢in kolayca ¢ok sayida kaynaga erismek

miimkiindiir (Ross, 1984).

2.1 Adi Diferansiyel Denklemler

Bir bagimsiz degisken, bu degiskenin fonksiyonu ve bu fonksiyonun bazi tiirevleri
arasindaki bir bagintiya diferansiyel denklem adi verilir. x degiskeninin fonksiyonu

y(x) olmak iizere, n.mertebeden bir diferansiyel denklem su sekilde gosterilebilir:
Fx,v,y, . y™) =0 (2.1)
Denklemin n.mertebeden olabilmesi i¢in n.tiirevi denklemde goriilmelidir.

oF (2.2)
dy(n) #0

F fonksiyonu y,y’,y",...,y™ cinsinden lineer bir fonksiyon ise bu diferansiyel
denkleme lineer diferansiyel denklem denir. Eger lineer degilse lineer olmayan(non-

lineer) diferansiyel denklem denir.

Bir diferansiyel denklemin mertebesi o denklemde yer alan en yiiksek mertebeli

tiirevin mertebesidir.

Eger (2.1) denkleminde y,y’,y",...,y™ yerinde y = f(x) fonksiyonu ve bunun
OO, f (%), ..., f™W(x) tiirevleri konuldugunda denklem saglamyorsa y = f(x)
fonksiyonuna diferansiyel denklemin 6zel ¢dziimii denir. Ozel ¢oziimler denklemin

genel ¢oziimiindeki keyfi sabite 6zel degerler verilerek elde edilir.



2.2 Fonksiyon Aileleri ve Bunlarin Diferansiyel Denklemleri

Herhangi bir aralikta diferansiyellenebilen fonksiyonlarin ailesi belirli bir aralikta

degisen C parametresi yardimiyla

y=fx0)
seklinde gosterilebilir. Bu fonksiyon ailesi denklemi ve bu denklemin tiirevi alinarak

elde edilen

y' =2 f(5,0)
denklemi arasinda C parametresi yok edilirse x, y, y" arasinda
u(x,y,y’) =0
seklinde bir diferansiyel denklem elde edilmis olur. Baz1 6rnekler asagida verilmistir.

e Genel ikinci derecede egrilerin diferansiyel denklemi y"’ = 0 denklemidir.

Ciinkii bu tip egrilerin denklemi
y=c.x>+cx+c3

seklinde olup, arka arkaya {i¢ kez tiirev alindiginda

y'=2cx+¢c, > y'=2¢c;, 2 y" =0
keyfi sabit icermeyen y"’ = 0 denklemi elde edilir.
e Merkezi Ox ekseni iizerinde bulunan R yarigaplt dairelerin denklemi olan
(x—c)?+y>—R?=0

denkleminin ve bu denklemin bir kez tiirevi alindiginda elde edilen

2—c)+2yy'=0=> x—c=—-yy

denklemi arasinda keyfi sabit yok edilirse bu dairelerin diferansiyel denklemleri elde

edilmis olur:
y)2+y*=R*=0

e y=(lnx+C)x egri ailesinin diferansiyel denklemini bulmak igin bu
denklemde x degiskenine gore bir kez tiirev alinarak C sabiti ¢ekilir ve verilen

denklemde yerine yazilir.



y=1+Inx+C
C=y —1-Inx
y=y'x—x

2.3 Birinci Mertebeden ve Birinci Dereceden Diferansiyel Denklemler

Fx,y,y') =0 (2.3)

seklindeki bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii

f(x,y,€) =0 (2.4)

seklindedir. (2.4) denklemine (2.3) ile verilen diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii
denir. C’ye verilecek herhangi bir degere karsilik elde edilen ¢éziime 6zel ¢oziim
denir. Ayrica genel ¢ozlim tizerinden elde edilemeyen ancak (2.3) denklemini saglayan

¢oziimlere de tekil ¢oziim denir.

P(x), Q(y) fonksiyonlari ile verilen,
P(x)dx+Q(y)dy =0 (2.5)

diferansiyel denklemine degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklem denir ve C

keyfi sabit olmak iizere genel ¢6zliim su sekildedir:

f P(0)dx + f QOdy = C (2.6)

Degiskenlerine ayrilamayan baz1 denklemler degisken dontisiimleriyle degiskenlerine

ayrilabilen hale déniistiiriilebilir. Ornegin;

e yV=wlax+b)= {u=ax+b} = dyziw(u)du

e VYV =wl@y+b)> {u=ay+>h} = A dx

w(u)

o VYV =wlax+by+c)= {u=ax+by+c} = Z—Z=a+b%

du _
bw(u)+a




P(x,y),Q(x,y) fonksiyonlar1 x vey degiskenlerinin ayni dereceden homojen
fonksiyonlart ve homojenlik derecesi m ise,

P(Ax,Aly) = A™P(x,y)

Q(Ax, Ay) = AMQ(x,y)

olur. P(x,y) ve Q(x,y) ayni dereceden homojen fonksiyonlar olmak iizere
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 2.7)

denklemine homojen diferansiyel denklem denir. Bu denklemler y' = f G) sekline
getirilebilir. Bu tip denklemlerde u = y/x veya y = ux doniisiimleri uygulanarak
degiskenlerine ayrilabilen tipe indirgenir. Genel ¢6ziim i¢in hesaplanacak olan integral

icin u = y/x yazmak yeterlidir.

Eger, P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 seklinde verilen diferansiyel denklem igin,

aP  0Q 28
dy ox (28)
esitligi saglaniyorsa bu denkleme tam diferansiyel denklem denir. Bu halde,

ow

—=p 2.9
— = P(x,y) 29)
2 0t (2.10)
ay - Q x’y "

olacak sekilde bir w(x,y) fonksiyonu mevcuttur. Bu kismi tiirevler (2.8) denkleminde

yazilirsa

P 0 (6(») _ aax (6(») _0Q

ay ay\ox)  ox\gy) ~ox
saglanir. Boylece diferansiyel denklem,

09 e+ 9%y —dw =0
ax ayy_‘”_

seklinde yazilir. Genel ¢6ziim C keyfi sabit olmak tizere

w(x,y)=C

10



oldugu goriiliir. Coziim i¢in w(x,y) fonksiyonunu bulmak yeterlidir. Fonksiyonu

bulmak i¢in ilk olarak (1.9) denkleminin integrali alinir.

m%w=fm%wM+ﬂw=ﬂmw+ﬂw (2.11)

f(¥) ‘nin bulunmasi igin

dw(x,y) _ 0§ s
oy oy + ') =0(xy) (2.12)

esitligi kullanilir. Daha sonra buradan elde edilen f(y), w(x,y) =S(x,y) + f(¥)
denkleminde yerine yazilir ve w(x,y)=C genel ¢ozimi bulunur. w(x,y)
fonksiyonunu bulmak i¢in (2.9) denklemi yerine (2.10) denkleminde integral
alinabilir. Boylece (2.11) denkleminde S(x,y) + f(y) seklinde elde edilen ¢6ziim

adimi

wmw=fqmww+mm=nmw+mm (2.13)

halini alir. g(x) fonksiyonunu bulmak i¢in (2.12)’ye benzer sekilde ancak bu kez x

degikenine gore kismi tiirev alinir.

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0

seklindeki bir diferansiyel denklemde (2.8) sarti saglanmiyorsa bu denklem tam
diferansiyel denklem degildir. Ancak bu denklemle c¢arpilarak tam diferansiyel
denklem haline doniismesini saglayacak bir ¢(x,y) fonksiyonu bulunabilir. Bu

fonksiyona integrasyon ¢arpani denir.

@(x, y)P(x,y)dx + ¢(x,y)Q(x,y)dy = 0
denkleminde tam diferansiyel olma sart1 olan
0 (0P) = d

esitligi saglanir. Buradan,

do P dgp aQ do dp ~ 0Q 0P
6yP+0y(p_0xQ+6x(p :>P6y an_"’(ax dy

11



seklinde birinci mertebeden kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olup ¢6ziimiinii

bulmak zor oldugundan bazi 6zel halleri ile alinabilir.

Diferansiyel operatoriiniin ii¢ 6zelligi asagida verilmistir:

C;i—x(u(x) t av(x)) = %u(x) + a%v(x) (2.14)
d = i 2.15
a—()——u(x) (2.15)

n—1

(u(x)v(x)) = v(x) u(x) + ( ) v(x) —u(x) +
(2.16)

dnl n

+ (ni 1) dx-1 v(x) u(x) + u(x)—v(x)

12



3. YARI ANALITIK YONTEMLER

Bu boliimde, literatiir arastirmasinda sozlii gecen dort adet yontemin Ozellikleri
hakkinda detaylar verilecektir. Yontemlerin birer Ornek {izerinde ¢oziimi igin

uygulanan Maple program kodlar1 (Keskin ve Oturang, 2010) tarafindan verilmistir.

3.1 Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Bu boliimde literatiirde var olan diferansiyel doniisiim yontemi ve 6zellikleri hakkinda
bilgi verilecektir (Zhou, 1986), (Chen ve Ho, 1996), (Ayaz, 2003), (Kurnaz ve
Oturang, 2005).

Tek degiskene bagh diferansiyel denklemlerin ¢oOziimlerinin arastirilmasi igin

kullanilabilecek bir yontemdir.

3.1.1 Tek boyutlu diferansiyel doniisiim icin bazi islemler

Bu boliimde, w(x) doniisiimii bulunacak olan fonksiyon ve W (k) ise bu fonksiyonun
diferansiyel dontisim fonksiyonu olmak iizere, (1.1) ve (1.2) tamimlarindan
faydalanarak tek boyutlu diferansiyel doniisim igin bazi cebirsel islemler
verilecektir(Chen ve Ho, 1996), (Chen ve Liu, 1998), (Chen ve Ho, 1999), (Hassan,
2004), (Arikoglu ve Ozkol, 2005).

Teorem 3.1
Tek degiskenli u(x), v(x) ve w(x) fonksiyonlarini alalim. Eger
w(x) = u(x) £ v(x)
ise swrasiyla U(k),V (k) ve W(k) verilen fonksiyonlarn diferansiyel dontisiim
fonksiyonlart olmak {izere
W(k) =U(k) £V (k) (3.1)

esitligi saglanir.

13



Ispat:
1 1
ulx)=>Uk) = o [d - u(x)l ve v(x)=>V(k) = o [d - v(x)l
olmak tizere

w(x) = u(x) + v(x) ise W(k) = 114 (u(x) T V(x))l

k! |dxk =0
Diferansiyel operatoriiniin (2.14) 6zelliginden
W(k) = L[ —u(x) + d” v(x)l = lld—ku(x)l +— ! l v(x)l
k! |dxk L, K dxk .
U (k) V(k)
W(k)=U(k) £ V(k)
Teorem 3.2

Tek degiskenli u(x) ve v(x) fonksiyonlarini alalim ve ¢ € R olmak iizere eger

w(x) = cu(x)
ise sirastyla W (k) ve U(k) fonksiyonlart u(x) ve v(x) fonksiyonlarin doniistimleri
olmak iizere

W(k) = cU(k) (3.2)
esitligi gecerlidir.

Ispat:

u(x) fonksiyonunun doniisiimii

U(k) =— [—u(x)l

=0

oldugundan w(x) = cu(x) ise

W(k) = . [ cu(x)] olur. Diferansiyel operatoriiniin (2.14) 6zelliginden

W(k) =c— I—u(x)l = cU(k)
olarak bulunur.

Teorem 3.3

Tek degiskenli u(x) ve v(x) fonksiyonlarini alalim. Eger

d
w(x) = au(x)

14



ise sirastyla W (k) ve U(k) fonksiyonlar1 u(x) ve v(x) fonksiyonlarin diferansiyel

dontistimleri olmak iizere

W(k) = (k+ DUk + 1) (3.3)
esitligi saglanir.
Ispat:
k -
u(x)=>Uk) = %[ﬁu(x)]xzooldugunu biliyoruz. w(x) = d?;ix) ise

k
W(k) = % % (;—xu(x))] diferansiyel operatoriiniin (2.15) 6zelliginden
: x=0

1 dk+1

W) =+ [ — u(x)Lo

k+1
(k+ 1) ldx""r1
U(k+1)

= (k+ DUk + 1)

=(k+1)

u(x)]

x=0

Teorem 3.4

Tek degiskenli w(x) ve u(x) fonksiyonlarini alalim. r € N olmak tizere eger
T

dx” u(x)

ise sirastyla W (k) ve U (k) fonksiyonlari w(x) ve u(x) fonksiyonlarinin diferansiyel

w(x) =

doniisiimleri olmak {izere

(k+7)!
Wk) = (k+Dk+2) .. (k+ Uk +1) =—7—U(k+7)  (34)
esitligi gegerlidir.
Teorem 3.5

Tek degiskenli w(x), u(x) ve v(x) fonksiyonlarini alalim. r € N olmak iizere eger
w(x) = u(x).v(x) ise sirasiyla W(k),U (k) ve V(k) fonksiyonlari w(x),u(x) ve

v(x) fonksiyonlarinin diferansiyel doniisiimleri olmak tizere

k
W (k) = Z U)WV (k —1) (3.5)
r=0

esitligi gegerlidir.
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Ispat:
k)= 1 V(ik) = L[
ulx)=>U(k) = i [d - u(x)l ve v(x)=>V(k) = =l Wv(x)lxﬂ)

olmak tizere w(x) = u(x)v(x) ise W(k) = %[;—;{ (u(x)v(x))] =0olur. Diferansiyel

operatoriiniin (2.16) 6zelliginden

1[dF
W(k) = =l d—xk(u(x)v(x))l

x=0

1] k dk-1 kN d? k-2
=[P u(x)+< )— ()4 u(x)+<2> () 7o)
ko dkt d dx
4ot (k N 1)Wv(x)au(x) + u(x)ﬁv(x)] 4
1 k
W) = — v — u(x)l [ ) v(x) u(x)l
k\ d?
+E (2)de v )d k= 2”(")]
1 k! ak-1 dk
+E(k— D Idxk 1v(x) u(x)] o u(x)WU(X)Lzo
= L d® 1 k! [d dk-1
w( )_E Wu(x) v(x) » +E(k— 1)!lav(x)mu(x)lx=0 + ..
1 k! ak-1 1 dk
NGRS ldx" 95 ”(X)Lo i “(")W”(")LO

W (k) = UGV (0) + Uk — V(L) + -+ UV (k — 1) + UO)V (k)

k
- z UV (k —7)
r=0

Teorem 3.6
Tek degiskenli w(x) fonksiyonunu alalim. m € N olmak {izere eger
w(x) = x™
ise W (k) fonksiyonu w(x) fonksiyonun diferansiyel doniisiimii olmak tizere

1, k=m

W(k) =k —m) = {O, aksi halde

(3.6)

esitligi saglanir.
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ispat:

) ak
Oncelikle [ﬁ X m] ifadesinin esitini bulalim. Karsimiza ti¢ durum ¢ikmaktadir.
x=0

k <mise
dk
Fxml =mm-1).(m—k+1x™*,_o=0
x x=0
W) = — om0y
Tkifaxe ) TR
k =m ise
dm
— m] =mim—-1)..(m—-—m+ Dx™ ™), ., = m!
dx x=0
w( )_1[dm m] _1_1
Z ~ m!ldxm o m!
k>m ise
dk
ﬂxml =[mim—-1).(m—m+1)0],-o =0
x x=0
W(k)—1 i m —0—0
B CE e T

Bu ti¢ durum g6z oniine alinarak w(x) = x™ olmak lizere

1, k=m

W(k)=6(k—m)={0’ e

Baz1 fonksiyonlarin diferansiyel doniisim fonksiyonlari Cizelge 3.1°de yer

almaktadir(Keskin ve Oturang, 2010).
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Cizelge 3.1: Bazi fonksiyonlarin diferansiyel doniisiim fonksiyonlart.

Fonksiyon

Doniistim

2
w(x) = u(x) v ()

w(x) = au(x) av(x)

w(x) = u(x)v(x)s(x)

d2
w(x) = u(R)v() 7= s(x)

w(x) = a?*

w(x) = sinh(Ax)

w(x) = cosh(Ax)
w(x) = sin(ax + b)
w(x) = cos(ax + b)

w(x) = fxu(t)v(t)dt

k
W(k) = Z(k Dk =7+ DUV -7 +2)

r=0

k
W(k) = Z(r + D=7+ DU+ DV(k—7+1)

r=0

W(k)=Uk) ®V(k) ®S(k)
k k-r

_ Z ; U@EVOSk —r —t)

r=0

k_
_ (k—r—t+2)(k—r—-t+1)
Wy Z UMVE)S(k—r—t+2)

<

r=0t=0

Ak(In a)*
k!

w(k) =

Ak
W) =7 k tek ise
0, kciftise

0, k tek ise
W (k) =< A" .
K kciftise

Ww(k) = %Tsin (gk + b)

W(k) = C;{—I!{cos (gk + b)

Utk —1) @ V(k — 1)
k

W(k) =

18



3.1.2 Lineer olmayan fonksiyonun diferansiyel doniisiimii

Tek degiskenli u(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii U (k) olmak tizere, lineer
olmayan Nu(x)’in diferansiyel dontisimii (Nu(x) fonksiyonu u(x) fonksiyonunun

veya

1 [d¥Nu(x) 1
VO =3 Tar | T |aar

3.1.3 Nu(x) = u?(x) seklindeki fonksiyonun diferansiyel déniisiimii

Nu(x) = u?(x) olsun. u(x)’ in diferansiyel doniisim karsihgmm  u(x) =

Y7o U(k)x* oldugunu biliyoruz. Bu ifadeyi yerine yazarsak

Nu(x) = u?(x) = (Z U (k)x* ) = (U0)+UM)x +UR)x%+U3)x> + -++)?
k=0

Bu denklemi x degiskeninin kuvvetlerine gore diizenlersek
N(0) N(1) N(2)

Nu(x) = U2(0) + 20 (0)U(1) x + (2U(0)U(2) + U2(1)) x*

+(2U0)UQB) +2U(1)U(2)) x> + (2UO)U4) + 2U(1U3) + U(2)) x* + -+

N(3) N(4)

elde edilir. Buradan hareketle Nu(x) = u?(x) lineer olmayan fonksiyonuna karsilik

gelen diferansiyel doniistimiin karsilig

oo 2
1[d* 1] d*
x=0 =

ile tanimlanip
N(0) = U?(0)
N(1) =2U00)U(1)
N(2) =2U0(0)U(2) + U%(1)
N(@3) =2U00)U(3)+2U0(2)U(1)
N(4) =20(0)U(4) + 2U0(3)U(1) + U%(2)

seklinde bulunmus olur.
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Bu doniisiimiin Maple kodlar1 Cizelge 3.2 ile verilmistir (Keskin ve Oturang, 2010).

Cizelge 3.2: Nu(x)=u?(x) seklindeki lineer olmayan fonksiyonun diferansiyel
doniisiim kodlar1 ve ¢iktilari.

Kodlar Ciktilar
f1 :=add(a[k]*x"k, k=0 ..3); f1:=azx3+ax*>+a;x+a,
q :=collect(f12, x); q = a?x® + 2aza,x° + (2a,a3 + a2)x*

+ (2agas + 2a,a;)x3
+ (2aga, + a?)x?

+ 2apa,x + ad

for k from 0 to 3 do coeftayl(q, x=0, k) a?
end do; 2aya4
2aya, + a?

2apa3 + 2a4a,

3.1.4 Nu(x) = sin(u(x)) seklindeki fonksiyonun diferansiyel doniisiimii

Nu(x) = sin(u(x)) olsun. Doniisiim karsiligi
N(0) = sin(Y(0))
N(1) = cos(Y(0))Y (1)

N(2) = cos(Y(0))Y(2) — %sin(Y(O))Yz(l)

N(3) = cos(Y(0))Y(3) —sin(Y(0))Y(2)Y(1) — %COS(Y(O))Y3(1)

seklinde olur.

Bu doniisiimiin Maple kodlar1 Cizelge 3.3 ile verilmistir (Keskin ve Oturang, 2010).

20



Cizelge 3.3: Nu(x)=sin(u(x)) seklindeki lineer olmayan fonksiyonun diferansiyel
doniisiim kodlar1 ve ¢iktilari.

Kodlar Ciktilar
f1 :=add(a[k]*x"k, k=0 ..5); f1:=agx®+ asx* + azx3 + a,x? + a;x + a,
q :=collect(sin(f1), x); q = sin(asx® + ayx* + azx3 + a,x% + a;x + ap)
for k from 0 to 3 do coeftayl(q, sin(ag)
x=0, k) end do; a, cos(ay)

sin(a,) a?

> + cos(ay) (a,)

cos(ay) a3

cos(ay) az — sin(ag)a,a; — G

Lineer olmayan fonksiyonlar i¢in (Keskin ve Oturang, 2008) tarafindan verilen

doniistimler Cizelge 3.4 ile gosterilmistir.

Cizelge 3.4: Lineer olmayan fonksiyonlar i¢in diferansiyel doniisiim fonksiyonlari.

Fonksiyon Doniistim Karsiligt
Ny(x) = y™(x) N(0) =Y™(0)
N(1) = mY™1(0)Y(1)

N(2) = %m(m — DY™2(0)Y2(1) + mY™1(0)Y(2)

N@3) = %m(m — D(m - 2)Y™3(0)Y3(1)

+m(m — DY™2(0)Y(2)Y (1)
+my™-1(0)Y(3)
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Cizelge 3.4 (devami): Lineer olmayan fonksiyonlar i¢in diferansiyel doniisiim
fonksiyonlari.

Fonksiyon Doniistim Karsiligt

Ny(x) = cos(y(x)) N(0) = cos(Y(0))
N(1) = —sin(Y(0))Y (1)

N(2) = —sin(Y(0))Y(2) — %COS(Y(O))YZ(l)
N(3) = —sin(Y(0))Y(3)
— cos(Y(0))Y(2)Y (1)

1
+ a.<;in(y(0))y3(1)

Ny(x) = e¥® N(0) = e¥©®
N(1) =Y(1)e"®

N(2) = <Y(2) + %Y2(1)> eY(0

NQ3) = <Y(3) +Y(1)Y(2) +%Y3(1)> eY(©

Ny(x) #Maple Kodu
restart;
NF:=N(y(x)): #Fonksiyon
m:=5: #Mertebe
y[x]:=sum(y[b]*x"b, b=0..m):
NF[x]:=subs(y(x)=y[x],NF):
s:=expand(NF[x],x):
dt:=unapply(s,x):
for i from 0 to m do: n[i]:=((D@@1i)(dt)(0)/i}):
print(N[i1,n[i]);
od: #for ve od: arasi tek satirda yazilmali
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y'+9y=0; y(0)=-3; y'(0)=1 (3.7)

baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiinii DTM ile bulmak i¢in Maple kodlar1 Cizelge
3.5 ile verilmistir (Keskin ve Oturang, 2010).

Cizelge 3.5: (3.7) probleminin DTM ile ¢6ziimii i¢in Maple kodlari.

Kodlar Agiklama
restart; -
y[0] :=-3:y[1] := 1: #baglangic degerleri
m:=10: #mertebe

for k from 0 to 10 do y[k + 2] := -9*y[Kk]/((k + 1)*(k + #seri katsayilar

2)); end do: hesaplanir

s:=0: #cOzim denklemi

for k from 0 to 10 do s := s + y[k]*Xx"k; end do: olusturulur

print(s); #cozim ekrana
yazdirilir

Bu kodlara karsilik elde edilen ¢6ziim 11 terimli bir polinom olarak bulunmus olur.

Analitik ¢6zlimii olan,
1
y(x) = §sin(3x) — 3cos (3x)
ile kryaslamak i¢in Cizelge 3.6’daki kodlar ilave edilebilir.

Cizelge 3.6: (3.7) probleminde DTM ve analitik ¢6ziim kiyaslama kodlari.

Kodlar Aciklama
ode := diff(u(x), x $ 2) = -9*u(x): #denklem
ics :=u(0) =-3, D(u)(0) = 1: #baslangig sartlari
ds := dsolve({ics, ode}): #analitik ¢6zlim
plot([s, rhs(ds)], x =0 .. 0.1, color[red, blue], #sayisal ve analitik ¢6ziim
style = [line, line]); grafikleri
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Sekil 3.1°de goriilecegi tizere (3.7) probleminin analtik ¢éziimii ve DTM ile ¢6ziimii

ayni sonucu vermektedir.

-2.80

—2.951

-3.00-

Sekil 3.1 : (3.7) probleminin analitik ve DTM ile ¢6ziim grafikleri.
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3.2 Varyasyonel iterasyon Yéntemi

Bu yontemin uygulanmasinda ihtiya¢ duyulan integrasyon ¢arpani, bazi fonksiyonlar

icin Cizelge 3.7’de verilmistir (Keskin ve Oturang, 2010).

Cizelge 3.7: Bazi denklemler i¢cin Lagrange ¢arpanlari.

Denklem Lagrange ¢arpani
y =f(® A(s) = -1
y'=f® A(s)=s—t

y+y=£f@® A(s) = —e*"
Y =y =f@® A(s) = —e~s+

Varyasyonel iterasyon yontemi igin

y'=1+y%y(0)=0 (3.8)

denklemi tizerinde Maple program kodlar1 Cizelge 3.8 ile verilmistir (Keskin ve
Oturang, 2010).

Cizelge 3.8: (3.8) probleminin VIM ile ¢6ziim igin Maple kodlart.

Kodlar Agiklamalar

restart:

y[0]:=0: #baslangic deger

for k from 0 to 3 do y[k+1]:=y[Kk]-int(diff(y[K],t)-y[K]*2- #¢ozim adimlart

1,t=0..t); od:

print(Adim,k,Yaklasik Coziim,y[k]): #bulunan ¢6ziim
ekrana yazdirilir

with(plots): #analitik ve

fig1:=plot(tan(t),t=0..1,color=black,legend=Analitik ¢iziim): g’rlal}/fk‘figﬁ“m

fig2:=plot(y[K],t=0..1, color=red,legend=VIM ile ¢6ziim): olusturma

display({fig1,fig2}); #grafikleri
yazdirma
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Problemin VIM ile ¢6ziim ve analitik ¢oziim grafikleri Sekil 3.2°de birlikte

verilmigtir.

[]' N I ' I ! I B I H 1
0 02 04 06 0.8 1

|— VIMile coziim Analitifccaciim |

Sekil 3.2 : (3.8) probleminin analitik ve VIM ile ¢dziim grafikleri.

Lagrange ¢arpaninin,
y' =-y+y% y(0)=2 (3.9)

problemi igin bulunmasi Cizelge 3.9 ile verilen kodlarla yapilir (Keskin ve Oturang,
2010).
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Cizelge 3.9: (3.9) probleminin Lagrange ¢arpaninin bulunmasi i¢in Maple kodlari.

Kodlar

restart:

with(PDEtools):
linear_part:=diff(u(t),t): #lineer kisim
m:=1: #mertebe

equ[m]:=linear_part:

for h from m by -1 to 1 do a[h]:=coeff(equ[h],diff(u(t),t$h)): equ[h-1]:=equ[h]-
a[h]*diff(u(t),t$h):end do:

a[0]:=coeff(equ[0],u(t)):

for il from 1 by 1 to m+1 do b[i1]:=0:end do:
k:=m+1:

nl:=1:

for rl from 0 by 1 to m-1 do k:=k-1: n1:=n1*(-1); for r from 1 by 1 to k do
b[r]:=b[r]+a[r+r1]*n1*diff(lambda(s),s$(r1+1)):end do:end do:

for r2 from 1 by 1 to m+1 do b[r2]:=b[r2]+a[r2-1]*lambda(s):end do:
b[2]:=b[2]+1:

for r3 from 1 by 1 to m do b[r3]:end do:

for r4 from 2 by 1 to m+1 do b[r4]:=eval(b[r],s=t)=0;end do:
dsolve({seq(b[i],i=1..m+1)},lambda(s));

simplify(factor(%));
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3.3 Adomian Ayristirma Yontemi

Yontemi yapisal olarak tanitmak i¢in

Flu(®] =g() (3.10)

denklemi ele alimir. Bu denklemde u(t) bilinmeyen fonksiyonu, g(t) siirekli bir
fonksiyon ve F ise lineer ve lineer olmayan terimleri igeren nonlineer bir diferansiyel
operatorii gosterir. Lineer terim L+R seklinde ayristirilir. R lineer operatoriin geri
kalan kismi1 ve L ise yiiksek mertebeden ve tersi alinabilen bir diferansiyel operator

olmak iizere (3.10) denklemi
Lu+Ru+Nu=g (3.11)

seklinde verilebilir. Burada N lineer olmayan diferansiyel operatorii ve L de tersi
alinabilen bir operatdér oldugundan, (3.11) denkleminin her iki tarafina L™1 ters

operatorli uygulanirsa
L'u=L1'9g—L'Ru—L*Nu (3.12)
bulunur. Ayrisim yontemi, u(t) ‘nin ¢dzimiinii
z Un (3.13)
n=0

seklinde seri bigiminde hesaplar ve lineer olmayan Nu terimlerini de

Nu = z Ay (3.14)
n=0
biciminde ayristirir. Burada A, ‘ler ug,uq, ... ... ,U, ‘lere bagl olan ve Adomian

polinomlari olarak adlandirilan polinomlardir. u ve N,, ‘lar sirasiyla,

u= Z Ay
i=0
N(@u) =N (Z liul) = Z NA; (3.15)
i=0 i=0

olarak elde edilir. Burada A uygunluk i¢in alinan bir parametredir. A, ‘ler (3.15)

denkleminden,
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n

n!An :d_/ln

N <Z Anun>] (3.16)
A=0

n=0
ifadesiyle bulunur. (3.13) ve (3.14) ifadeleri (3.12)’de yerine yazilirsa,

i u,=60+L'g—L'R (i un> L™t (i An) (3.17)

elde edilir. Burada 8 = u(0) “dir. )5, U, serisinin terimleri indirgeme formiilii ile

uy=0+1L1g

u1 == _L_lRuO - L_lAO

Unty = —L'Rup — L7'A, ,n 20 (3.18)

seklinde yazilir. Boylece (3.11) ifadesinin dogru ¢oziimii seri bigiminde gosterilmis
olur. Fakat uygulamada Y:;_, u, serisinin tiim terimlerinin hesaplanmasi zordur. Bu

nedenle kesme serisinden itibaren yaklasik ¢6ziimi,

n = iun (3.19)

veya

P, =ug+uy

¢3=u0+u1+u2

Pni1=Uptu;+tu +--+u,,n=0 (320)

seklinde bulunur.

y' =y*=1 y(0)=0 (3.21)

denkleminin ADM ile ¢6ziimii igin Maple kodlar1 Cizelge 3.10 ile verilmistir.
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Cizelge 3.10: (3.21) probleminin ADM ile ¢ézlimii i¢in Maple kodlari.
Kodlar
restart;
NF = y(x)"2:
m := 2: #Adim sayisidir
y[X] := sum(y[b]*x™b, b =0 .. m):
NF[X] := subs(y(x) = y[x], NF):
s := expand(NF[x], x):

dt := unapply(s, x):

for i from 0 to m do a[i] := (D@@i)(dt)(0)/i!; print(A[i] = a[i]); end do:
y[0] :=0+int(1,t=0..1):

for k from 0 to m do y[k + 1] :=int(a[k], t =0 .. t); end do:

fonk :=0:

for k from 0 to m do fonk := fonk + y[k]; end do:

print(k adimdayaklasik ¢6ziim, fonk):

with(plots):

figl := plot(tan(t), t = 0 .. 1, color = black, style = line, legend = "Analitik C6z."):
fig2 := plot(fonk, t =0 .. 1, color =red, legend = "ADM ile C6zim"):
display(figl, fig2);

Bu kodlar uygulandiginda elde edilen ¢6ziim ve analatik ¢oziim grafigi Sekil 3.3 ile
verilmistir.

L T T ¥ 1
0 02 04 06 08 1
t

| —— Analitik Coz. ADM ile Cozimm |

Sekil 3.3 : (3.21) probleminin analitik ve ADM ile ¢dziim grafikleri.
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3.4 Runge-Kutta Yontemi

Fehlberg (1970) tarafindan uygulandigi haliyle Maple paket programi icinde bir

¢Ozlim yontemi olarak sunulan bu yontemin
2
(4—x2)y +4y =2+ 0)(y(x)" ;y(0) = -1 (3.22)
problemi i¢in kullanim1 Cizelge 3.11°deki kodlar ile verilmistir.

Cizelge 3.11: (3.22) probleminin RKF45 ile ¢6ziimii i¢in Maple kodlart.
Kodlar

restart:

dsysl := {(-x"2 + 4)*diff(y(x), X) + 4*y(X) = (2 + X)*y(x)"2, y(0) = -1}:
initl := {y(0) =-1}:

dsoll := dsolve(dsysl union initl, numeric, method = rkf45, range =0 .. 2):
with(plots):

odeplot(dsoll, [x, y(x), color = red]);

Programin ¢izdigi ¢6ziim grafigi de Sekil 3.4 ile verilmistir.

0

_[}_4 -

_[}_6 =t

_[}_8 -

_1-

Sekil 3.4 : (3.22) probleminin RKF45 ile ¢6ziim grafigi.
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4. DENGE BACASI PROBLEMININ YARI ANALITIK YONTEMLERLE
ELDE EDILEN COZUMLERI

Bu boliimde 6ncelikle hidroelektrik santralinde yer alan denge bacasinin bu sistemdeki
yeri ve inga edilmesinde karsilasilan miihendislik problemi verilecektir. Daha
sonrasinda bir diferansiyel denklem sistemi olarak ifade edilen bu problemin ¢éziimii,
diferansiyel donilisim yontemi, Adomian ayrisim yontemi, varyasyonel iterasyon

yontemi ve Runge-Kutta-Fehlberg yontemi ile arastirilacaktir.

4.1 Denge Bacasi Problemi

Bu boliimde ¢alismanin amaci dogrultusunda ¢éziimii elde edilecek olan denge bacasi

problemi tanitilmistir(Crandall, 1956).

Hidrolik bir tiirbine su getiren bir boru hatti Sekil 4.1°de ele alinmistir. Kararli
durumda vana agikken borudaki hiz V, ‘dir. Uzun boru hattindaki akigskan
stirtinmesinden dolay1 p, basinci p; basincindan daha azdir ve su bacasinda su
seviyesi tam olarak H yiiksekligine ¢ikmaz. Burada meydana gelen yiik kaybi
LV?
H =f—— 4.1
ile ifade edilir (Hunsaker ve Rightmire, 1947), (Rich, 1951). Burada f siirtiinme

faktorii g ise yercekimi ivmesidir.

Burada, t = 0 aninda aniden vananin kapanmasi ile yukarida anlatilan durumu ve

akabinde propagasyon problemi incelenecektir.
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Sekil 4.1 : Hidroelektrik santral su transfer sistemi.

Su bacasindaki su seviyesi, biitiin fazla kinetik enerji, akiskan siirtinmesi ile
kaybolana kadar yukar1 asag1 hareket edecektir. Birinci dalgada erisilen y degeri pratik

bakimdan onemlidir.

Yukar1 asag1 hareket etme siirecinin bagli oldugu fizik kanunlari akimin siirekliligi ve
Newton ikinci hareket kanunudur. Su basincindaki ani seviye y ve hiz dy/dt ise
stireklilik

nd’dy nD? v
4 dt 4 (4.2)

esitligini gerektirir. Burada V borudaki ani hizdir. Borudaki sivinin yavaglamasi
p» — p1 basing farkindan ve siirtiinmeden dolayidir. Eger p sivinin kiitle yogunlugu

1se Newton kanuna gore

nD? dV nD?
—pL—— (p, — 1) = + DL (4.3)

4 dt
yazilabilir. Burada T boru civarindaki kayma gerilmesidir. Su darbesinin yavasligindan
dolay1, p, — p; hidrolik yiiklerdeki y farkindan ileri gelen pgy statik basing farki ile
yaklasik olarak ifade edilebilir. Boru cidarindaki kayma gerilmesi T = fpV?/8 dir.

Bunlar (4.3) de yerine konulursa

LdV_ LV?2
9y fD > (4.4)

elde edilir. (4.2) ve (4.4) denklemleri y ve V degiskenleri i¢in simultane adi

diferansiyel denklemlerdir.
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Propagasyon problemi, t = 0 daki

9g=—f55= (4.5)

baslangi¢ sartlarini da saglayan ¢oziimler bulmaktan iberettir.
Asagidaki boyutsuz degiskenler kullanilarak boyutsuz bir formiilasyon elde edilebilir:

= f =l = 46
Vfam 29 TtV =20/ fv, (46)

Boylece (4.5) baslangig sartlar1 ve (4.2), (4.4) esas denklemleri

'x1=—1
x2=1

(dxy

a0

t>0 < dx, 2 (4.7)
T

halini alir. Burada, boyutsuz parametre

_g(2D0%\
o= Z(fdvo> (4.8)

olarak belirtilmistir.
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Bu ¢aligmanin odaginda olan ve (4.7) denklem sistemi ile verilen problemde 6 = 1

kabul edilerek elde edilen

x1:_1
x2=1

(dx;
—_— xZ
dt

t>0 < dx, (4.9

\dt

—X1 — X3

denklem sisteminin ¢ozlimleri arastirilacaktir.

4.2 Diferansiyel Doniisiim Yonteminin Uygulanmasi

Diferansiyel doniisiim yonteminin (4.9) baslangic deger problemi ile gosterilen denge
bacasi problemine uygulanmasi i¢in kullanilan Maple kodlart Cizelge 4.1°de

verilmigtir.

Cizelge 4.1: Denge bacasi probleminin DTM ile ¢dziim i¢in kullanilan Maple
kodlart.

Kodlar

restart:
y1[0] :=-1: y2[0] := 1:
m:=100:

for k from 0 to m do y1[k + 1] := y2[K]/(k + 1): y2[k + 1] := (-y1]K] -
sum(y2[r]*y2[k - r], r =0 .. k))/(k + 1): end do:

s1:=0:s2:=0:

for k from 0 to m do s1 :=s1 + y1[k]*x"k: s2 := s2 + y2[K]*x"k: end do:

print(sl): print(s2): #Adim ¢ok ise ekrani doldurmamasi igin bu iki kod atlanabilir.
for g from 0 by 0.05 to 1 do evalf[15](subs(x = ,s1)) end do;

for g from 0 to 1 by .05 do evalf[15]( subs(x=q,s2)) end do;

plot([sl, s2], x =0 .. 1, color[red, blue], legend = ["x1 DTM ¢oziimii", "x2 DTM

¢Ozimii"]);
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Bu kodlar uygulandiginda elde edilen grafik Sekil 4.2, ¢6ziim degerleri ise Cizelge 4.2

ile gosterilmistir.

1-

| x1 DTM coziimi %2 DTM cozimil |

Sekil 4.2 : Denge bacas1 probleminin DTM ile yaklasik ¢6ziim grafigi.
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Cizelge 4.2: Denge bacasi probleminin DTM ile yaklasik ¢oziimleri.

t

x1(t)

x2(t)

0
.05
10
15
.20
.25
.30
.35
40
45
.50
.55
.60
.65
.70
15
.80
.85
.90
95

1

-1
-0.950020320348868
-0.900158585241291
-0.850522228223087
-0.801208073887312
-0.752303259403008
-0.703886117410602
-0.656027009420721
-0.608789103276202
-0.562229091595942
-0.516397850598531
-0.471341040474416
-0.427099649686862
-0.383710486362194
-0.341206620383321
-0.299617780013107
-0.258970706912843
-0.219289473338398
-0.180595765133170
-0.142909133922470
-0.106247221671221

1
0.998790881188479
0.995320726949663
0.989811113087334
0.982464897919403
0.973466850749209
0.962984549871985
0.951169449751527
0.938158040180724
0.924073039641673
0.909024580900489
0.893111359476081
0.876421725452623
0.859034706613830
0.841020956490296
0.822443625006561
0.803359152319770
0.783817988427547
0.763865242411313
0.743541265949987
0.722882176127569
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4.3 Adomian Ayristirma Yonteminin Uygulanmasi

Adomian ayristirma yonteminin (4.9) baslangi¢ deger problemi ile gosterilen denge
bacasi problemine uygulanmasi i¢in kullanilan Maple program kodlar1 Cizelge 4.3’de

verilmistir.

Cizelge 4.3: Denge bacasi probleminin ADM ile ¢6ziim i¢in kullanilan Maple
kodlari.

Kodlar

restart:

NF := y(t)"2:

m := 6:

y[t] := sum(y[b]*t*b, b =0 .. m):

NF[y] := subs(y(t) = y[t], NF):

s := expand(NF[y], t):

dt := unapply(s, t):

for i from 0 to m do a[i] := (D@@i)(dt)(0)/i!: print(A[i] = a[i]): end do:
X[0] :=-1+int(1,t=0..1):

y[0] :=1+int(0,t=0..1):

for k from O to m do x[k + 1] := -1 + int(y[Kk], t =0 .. t): y[k + 1] := 1 + int(-y[K]"*2
- X[k], t=0..1): end do:

with(plots):

figl := plot(x[k], t = 0 .. 1, color = blue, style = line, legend = "x1 ADM ¢6zimii"):
fig2 := plot(y[k], t =0 .. 1, color =red, style = line, legend = "x2 ADM ¢6ziimii"):
for g from 0 by 0.05 to 1 do evalf[15](subs(t = g, x[k])): end do;

for g from 0 by 0.05 to 1 do evalf[15](subs(t = q, y[k])): end do;

display({fig1, fig2});
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Bu kodlar uygulandiginda elde edilen ¢oziim grafigi Sekil 4.3 ile, ¢éziim degerleri ise

Cizelge 4.4 ile verilmistir.

1-

| x1 ADM coziimi x2 ADM coziimil |

Sekil 4.3 : Denge bacasi probleminin ADM ile yaklasik ¢6ziim grafigi.
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Cizelge 4.4: Denge bacasi probleminin ADM ile yaklasik ¢oziimleri.

t

x1(t)

x2(8)

0
.05
10
15
.20
25
.30
.35
40
45
.50
.55
.60
.65
.70
15
.80
.85
.90
95

1

-1
-0.950020320348868
-0.900158585241272
-0.850522228222394
-0.801208073878586
-0.752303259341823
-0.703886117116899
-0.656027008339784
-0.608789100013168
-0.562229083162373
-0.516397831396051
-0.471341001207698
-0.427099576652400
-0.383710361896721
-0.341206425649566
-0.299617501717176
-0.258970349928809
-0.219289081504976
-0.180595452609756
-0.142909129383027
-0.106247927206731

1
0.998790881188480
0.995320726949650
0.989811113086570
0.982464897909980
0.973466850685320
0.962984549577860
0.951169448723980
0.938158037274130
0.924073032722260
0.909024566739180
0.893111334411080
0.876421687665090
0.859034661164970
0.841020924490630
0.822443658334960
0.803359355093610
0.783818545865580
0.763866456775180
0.743543597881250
0.722886287944110
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4.4 Varyasyonel iterasyon Yonteminin Uygulanmasi

Varyasyonel iterasyon yonteminin (4.9) baslangi¢ deger problemi ile gosterilen denge
bacasi problemine uygulanmasi i¢in kullanilan Maple kodlar1 Cizelge 4.5 ile
verilmistir. Burada A; =1, = —1 Lagrange c¢arpanlar1 kullanilarak ¢oziime

ulasilmstir.

Cizelge 4.5: Denge bacasi probleminin VIM ile ¢6ziimii i¢in kullanilan kodlar.
Kodlar

restart:
X[1][0] := -1:
X[2][0] := 1:
m:=7:

for k from 0 to m do

X[L][K + 1] := x[L][K] + int((-1)*(diff(x[LI[K], 1) - X[2][K]), t = O .. 1):

X[2][K + 1] := X[2][K] + int((-1)*(diff(x[2][K], t) + X[1][K] + X[2][K]*2), t= O .. t):
end do:

with(plots):

figl := plot(x[1][k], t =0 .. 1, color = blue, legend = "x1 VIM ¢dziimii"):

fig2 := plot(x[2][k], t =0 .. 1, color = red, legend = "x2 VIM¢dziimii"):
display({figL, fig2});

for g from 0 by 0.05 to 1 do evalf[15](subs(t = q, X[1][K])); end do;

for g from 0 by 0.05 to 1 do evalf[15](subs(t = q, X[2][K])); end do;
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Bu kodlar uygulandiginda elde edilen ¢oziim grafigi Sekil 4.4 ile, ¢oziim degerleri ise

tablo halinde Cizelge 4.6 ile verilmistir.

1_

Sekil 4.4 : Denge bacas1 probleminin VIM ile yaklasik ¢6ziim grafigi.

x2 VIMcozimi x1 VIM coziimil |
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Cizelge 4.6: Denge bacasi probleminin VIM ile yaklasik ¢oztiimleri

t

x1(t)

x2(t)

0
.05
10
15
.20
.25
.30
.35
40
45
.50
.55
.60
.65
.70
15
.80
.85
.90
95

1

-1
-0.950020320348868
-0.900158585241271
-0.850522228222400
-0.801208073878586
-0.752303259341813
-0.703886117116894
-0.656027008339786
-0.608789100013173
-0.562229083162357
-0.516397831396061
-0.471341001207690
-0.427099576652411
-0.383710361896700
-0.341206425649572
-0.299617501717167
-0.258970349928821
-0.219289081504980
-0.180595452609743
-0.142909129383047
-0.106247927206749

1
0.998790881188470
0.995320726949640
0.989811113086570
0.982464897909990
0.973466850685320
0.962984549577870
0.951169448723980
0.938158037274130
0.924073032722260
0.909024566739150
0.893111334411090
0.876421687665080
0.859034661164970
0.841020924490640
0.822443658334960
0.803359355093610
0.783818545865590
0.763866456775180
0.743543597881250
0.722886287944130
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4.5 Runge-Kutta-Fehlberg Yonteminin Uygulanmasi

Runge-Kutta-Fehlberg yonteminin (4.9) baslangi¢ deger problemi ile gosterilen denge
bacasi problemine uygulanmasi i¢in kullanilan Maple kodlar1 Cizelge 4.7 ile

verilmistir.

Cizelge 4.7: Denge bacasi probleminin RKF45 ile ¢6zlimii i¢in kullanilan kodlar.
Kodlar

restart:

dsys1 := {diff(x1(t), t) = x2(t), diff(x2(t), t) = -x1(t) - x2(t)"2, x1(0) = -1, x2(0) =
1}

initl := {x1(0) = -1, x2(0) = 1}:

dsoll := dsolve(dsysl union initl, numeric, method = rkf45, range =0 .. 1):
with(plots):

for g from 0 by 0.05 to 1 do dsol1(q): end do;

odeplot(dsoll, [[t, x1(t), color = blue], [t, X2(t), color = red]]);

Bu kodlar uygulandiginda elde edilen ¢oziim grafigi Sekil 4.5 ile, ¢oziim degerleri ise

tablo halinde Cizelge 4.8 ile verilmistir.
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_0_5 .

| %1 RKF45 coziimi %2 RKF45 coziimil |

Sekil 4.5 : Denge bacas1 probleminin RKF45 ile yaklasik ¢6ziim grafigi.
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Cizelge 4.8: Denge bacasi probleminin RKF45 ile yaklasik ¢oztimleri.

t

x1(t)

x2(8)

0
.05
10
15
.20
25
.30
.35
40
45
.50
.55
.60
.65
.70
15
.80
.85
.90
95

1

-1
-0.950020320488403
-0.900158651137040
-0.850522288138037
-0.801208101084884
-0.752303340819832
-0.703886181579279
-0.656027051147845
-0.608789191450155
-0.562229161038078
-0.516397899747668
-0.471341127533067
-0.427099722630276
-0.383710538687662
-0.341206702983327
-0.299617854959021
-0.258970760418445
-0.219289549757939
-0.180595839518595
-0.142909188026089
-0.106247292337712

1
0.998790881299406
0.995320802179370
0.989811188210914
0.982464917193271
0.973466963037912
0.962984623490116
0.951169466749572
0.938158155044822
0.924073103177451
0.909024583806395
0.893111450830977
0.876421774339811
0.859034692213251
0.841021014907688
0.822443658047400
0.803359122853020
0.783818013002297
0.763865257141036
0.743541226269680
0.722882173782271
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4.6 Kullanilan Yoéntemlerin Kiyaslanmasi

Denge bacasi problemine ait denklem sisteminin yaklasik ¢ozliimleri Cizelge 4.9 ve

Cizelge 4.10 ile bir arada gosterilmistir.

Cizelge 4.9: x,(t) denklemi i¢in dort farkli yontemle yaklasik ¢oziimler.

t ~x,(t) DTM ~x, (t) ADM ~x,(t) VIM ~x,(t) RKF45

0 -1 -1 -1 -1
.05 -0.950020320348868 -0.950020320348868 -0.950020320348868 -0.950020320488403
.10 -0.900158585241291 -0.900158585241272 -0.900158585241271 -0.900158651137040
.15 -0.850522228223087 -0.850522228222394 -0.850522228222400 -0.850522288138037
.20 -0.801208073887312 -0.801208073878586 -0.801208073878586 -0.801208101084884
.25 -0.752303259403008 -0.752303259341823 -0.752303259341813 -0.752303340819832
.30 -0.703886117410602 -0.703886117116899 -0.703886117116894 -0.703886181579279
.35 -0.656027009420721 -0.656027008339784 -0.656027008339786 -0.656027051147845
.40 -0.608789103276202 -0.608789100013168 -0.608789100013173 -0.608789191450155
45 -0.562229091595942 -0.562229083162373 -0.562229083162357 -0.562229161038078
.50 -0.516397850598531 -0.516397831396051 -0.516397831396061 -0.516397899747668
.55 -0.471341040474416 -0.471341001207698 -0.471341001207690 -0.471341127533067
.60 -0.427099649686862 -0.427099576652400 -0.427099576652411 -0.427099722630276
.65 -0.383710486362194 -0.383710361896721 -0.383710361896700 -0.383710538687662
.70  -0.341206620383321 -0.341206425649566 -0.341206425649572 -0.341206702983327
.75 -0.299617780013107 -0.299617501717176 -0.299617501717167 -0.299617854959021
.80 -0.258970706912843 -0.258970349928809 -0.258970349928821 -0.258970760418445
.85 -0.219289473338398 -0.219289081504976 -0.219289081504980 -0.219289549757939
.90 -0.180595765133170 -0.180595452609756 -0.180595452609743 -0.180595839518595
.95 -0.142909133922470 -0.142909129383027 -0.142909129383047 -0.142909188026089

1 -0.106247221671221 -0.106247927206731 -0.106247927206749 -0.106247292337712
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Cizelge 4.10: x,(t) denklemi i¢in dort farkli yontemle yaklasik ¢oziimler.

t x,(t) DTM ~x,(t) ADM ~x,(t) VIM ~x, (t) RKF45
0 1 1 1 1

.05 0.998790881188479 0.998790881188480  0.998790881188470  0.998790881299406
10 0.995320726949663 0.995320726949650  0.995320726949640  0.995320802179370
15 0.989811113087334 0.989811113086570  0.989811113086570  0.989811188210914
20 0.982464897919403  0.982464897909980  0.982464897909990  0.982464917193271
25 0.973466850749209 0.973466850685320  0.973466850685320  0.973466963037912
30 0.962984549871985 0.962984549577860  0.962984549577870  0.962984623490116
35 0.951169449751527 0.951169448723980  0.951169448723980  0.951169466749572
40 0.938158040180724 0.938158037274130  0.938158037274130  0.938158155044822
45 0.924073039641673 0.924073032722260  0.924073032722260  0.924073103177451
50 0.909024580900489  0.909024566739180  0.909024566739150  0.909024583806395
55 0.893111359476081 0.893111334411080  0.893111334411090  0.893111450830977
60 0.876421725452623 0.876421687665090  0.876421687665080  0.876421774339811
65 0.859034706613830 0.859034661164970  0.859034661164970  0.859034692213251
70 0.841020956490296  0.841020924490630  0.841020924490640  0.841021014907688
75 0.822443625006561 0.822443658334960  0.822443658334960  0.822443658047400
.80 0.803359152319770 0.803359355093610  0.803359355093610  0.803359122853020
.85 0.783817988427547 0.783818545865580  0.783818545865590  0.783818013002297
90 0.763865242411313 0.763866456775180  0.763866456775180  0.763865257141036
95 0.743541265949987 0.743543597881250  0.743543597881250  0.743541226269680
1 0.722882176127569 0.722886287944110  0.722886287944130  0.722882173782271
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada analitik ¢6ziimleri bulunamayan diferansiyel denklemler i¢in literatiirde
var olan dort farkli yontem tanitilmis ve bu yontemler bir miihendislik problemi
tizerinde uygulanarak sonuglarin kiyaslanmasi amag¢lanmistir. Coziilmesi amaglanan
problem, hidroelektrik santrallerinde karsilagilan su darbesi olaymin etkilerini telafi
etmek amaciyla insa edilen denge bacasindaki propagasyon problemidir. S6z konusu
problem (4.7) ile gosterilen bir baslangic deger problemi olup, buradaki boyutsuz
degisken 6 = 1 kabul edilerek (4.9) denklem sistemi seklinde ele alinarak ¢oziimii

arastirilmistir.

Coziimler; diferansiyel doniisiim yontemi, Adomian ayristirma yontemi, Varyasyonel
iterasyon yontemi ve Runge-Kutta-Fehlberg yontemi ile elde edilmistir. Baslangig
deger problemleri igin oldukga etkili bir ¢6ziim olan Runge-Kutta-Fehlberg yontemi
Maple programinda bir niimerik ¢6ziim segenegi olarak yer almaktadir. Diger iic

yontem i¢in (4.9) problemine 6zel yazilmis algoritmalar kullanilmistir.

Bu ¢aligma i¢in olusturulan kodlarin uygulanmasi sonucu olarak diferansiyel doniistim
yontemi, Adomian ayristirma yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemi i¢in polinom
seklinde birer ¢ozlim elde edilmistir. Elde edilen bu polinomlarin terim sayilarini tespit
etmek i¢in Maple programinda nops() komutu kullanilmigtir. Derecenin tespiti i¢inse
sort() komutu kullanilmistir. Bu {i¢ yontemle elde edilen ¢oziimlerin derece ve terim

sayisi bilgileri Cizelge 5.1 ile verilmistir.

Cizelge 5.1: DTM-ADM-VIM ¢o6ziimlerinin terim sayilar1 ve dereceleri

Yontemler x1(t) x,(t)

Terim sayis1 Derece Terim sayis1 Derece

DTM 100 100 100 100
ADM 95 96 190 191
VIM 95 96 190 191
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Daha sonra bu polinomlarin t = [0,1] i¢in 0,05 adim araliginda verdigi sonuglar
Runge-Kutta-Fehlberg yontemi ¢oziimleriyle birlikte Cizelge 4.9 ve Cizelge 4.10°da
bir arada verilmistir. Elde edilen bu sonuglarin birbirlerine ¢ok yakin olduklar

birbirlerine alternatif olarak kullanilabilecegi goriilmiistiir.

Diferansiyel doniisiim yontemi, Adomian ayristirma yontemi, varyasyonel iterasyon
yontemi i¢in yapilan denemelerde adim sayisinin artirilmasi ¢éziimlerdeki hassasiyeti
de arttirmistir. Ancak Adomian ayrigtirma yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemi
icin mertebe sayisinin arttirilmasi terim sayisinin ¢ok hizli bir sekilde artmasina ve
ornegin m = 10 mertebesi i¢in yapilan denemede Maple programinin ¢ok geg cevap
vermesi ve ¢Oziim grafigini ¢izememesi ile sonug¢lanmistir. Bu sebeple Adomian
ayrigim yontemi ve varyasyonel iterasyon yonteminin ayni terim sayisi ile ¢oziim
verecegi ve programin grafik c¢izmeyi basarabilecegi sekilde mertebe tercihi

yapilmistir.

Tim yontemler birbirleriyle tutarli ¢6ziimler sunmustur. Ayrica ydntemlerin
birbirlerine goére avantajli veya dezavantajli durumlar1 gdzlemlenmistir. Ornegin,
diferansiyel doniisiim yonteminin diger yontemlere daha yakin sonug verebilmesi igin
ADM veya VIM ¢oziimlerine kiyasla ¢ok daha fazla adimda uygulanmasi gerekmistir.
Ancak DTM uygulamas: bilgisayar giicliyle gergeklestirildigi icin bu durumun
olumsuz etkisi goriilmemistir. Varyasyonel iterasyon yonteminin, Lagrange
carpaninin tespit edilmesi zor olan baska problemler {izerinde uygulanmasinin bu
yontemin uygulanmasini zorlastirdigi ve dogru Lagrange ¢arpani olmadan tutarh
¢oziim elde edilemedigi goriilmiistiir. Ancak Lagrange carpani tespit edilebildigi
takdirde bu yontemin anlasilmasi ve programlanmasinin kolay oldugu goriilmiistiir.
(4.9) probleminde de Cizelge 3.7 ile verilen y' = f(t) bigimine karsilik gelen sekilde
yani A; = A, = —1 Lagrange carpanlar1 kullanilarak tutarli ¢6ziim elde edilmistir.
Runge-Kutta-Fehlberg yonteminin daha az mertebede uygulanan bir ydntem
olmasinin yani sira diger yontemlerin mertebelerinin artirilmasiyla elde edilen
cozliimlerin RKF45 ¢oziimiine yaklastigi goriilmiis ve Runge-Kutta-Fehlberg

yonteminin en etkili ¢6ziim oldugu sonucuna varilmstir.
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