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OZET

Doktora Tezi

Ozel Polinomlar Simifinin islemsel Matris Ozellikleri ve Gecikmeli Integro
Diferansiyel Denklemlere Uygulamalar:

Ulker BASAR

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Uygulamali Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Mehmet SEZER

Bu tez calismasinin amaci, fen bilimleri ve miihendislik gibi alanlarda
karsimiza ¢ikan fonksiyonel integro diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerini,
0zel polinom ailelerine dayali matris siralama metotlar1 kullanarak elde etmektir. Bu
metotlar, 6zel polinomlarin matris bagmtisindan, siralama noktalarindan ve temel
matris denklemlerinden olusmaktadir. Coziim siirecinde, denklemler ve kosullar
siralama noktalari ile birlikte matris formuna doniistiiriilerek, 6zel polinom ailelerinin
katsayilarina sahip cebirsel denklem sistemine indirgenir; sonra bu sistem ¢oziilerek
problemin yaklasik ¢6ziimiine ulasilir. Ayn1 zamanda, kalan (residual) fonksiyonla
baglantili hata analizi gergeklestirilir ve bazi agiklayict 6rnekler sunulur. Elde edilen
sonuglar tablo ve grafikler ile agiklanir; metotlarin uygulanabilirligi ve etkinligi
yorumlanir.

Calisma, bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, fonksiyonel integro
diferansiyel denklemlerin ve ¢6ziim yontemlerinin tarihi gelisimi, kullanim alanlar ile
ilgili genel bilgiler verilmekte, baz1 6zel polinom aileleri tanitilmakta ve tez
calismasinin amaci Vverilmektedir. Ikinci boliimde, bu denklemler ile ilgili temel
kavramlar, niimerik ¢6ziimleri i¢in kullanilan farkli yontemler ve hata analizleri ile
ilgili kaynak &zetleri bulunmaktadir. Ugiincii béliimde ise &zel polinomlara dayanan
siralama metotlari, matris bagintilari, ¢6ziim yontemleri ve hata analizleri
aciklanmaktadir. Dordiincii boliimde, farkli problem ¢esitleri i¢in niimerik ornekler
verilerek, sonuglar tablolar ve grafikler yardimiyla karsilastirillmaktadir. Son olarak,
besinci boliimde ise sonug ve Oneriler kismi yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Ozel polinom aileleri, fonksiyonel integro diferansiyel
denklemler, siralama noktalar1, matris siralama metodu, hata analizi.

2022, 133 sayfa



ABSTRACT

PhD Thesis

The Operational Matrix Properties of the Class of Special Polynomials and
Their Applications to Delay Integro Differential Equations

Ulker BASAR

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet SEZER

The aim of this thesis study is to obtain the approximate solutions of the delay
functional integro differential equations arising in science and engineering by using
matrix collocation methods based on the classes of special polynomials. These
methods are made up of the matrix relations of the polynomials, collocation points and
a fundamental matrix equation. In the method, equations and given conditions with the
collocation points are reduced to an algebraic system with the special polynomial
coefficients by putting them in the matrix forms; then, by solving this system, the
approximate solutions of the problem are obtained. Also, the error analysis related to
residual functions is performed and some illustrative examples are presented. The
obtained results are demonstrated by tables and graphics; the usability and efficiency
of the methods are interpreted.

The study consists of five parts. In the first part, the general development of
the functional integro differential equations and the family of special polynomials and
orthogonal polynomials solution methods, historical informations and fundamental
properties are given. Finally, in this chapter also the aim of the thesis work are given.
In the second part, basic concepts about these equations, different methods used for
their numerical solutions, resource summaries about the family of special polynomials
and error analysis are available. In the third part, special polynomials collocation
method, matrix relations, method of solution and error analysis are explained. In the
fourth section, numerical examples are given for each problem type and the results are
shown with the help of tables and graphs. Finally, in the fifth section, conclusions and
suggestions are included.

Keywords: Family of special polynomials, Functional integro differential equations,
Collocation points, Matrix collocation method, Error analysis.

2022, 133 pages



1. GIRIS

Bilindigi iizere giliniimiizde bilim, teknoloji ve sanayinin hizli gelisimi ile
birlikte karsilasilan dogal ve fiziksel olaylarin bilimsel olarak incelenmesi,
davraniglarinin yorumlanmasi olduk¢a zordur. Bu giigliigli yenebilmek adina giinliik
hayatimizda karsimiza c¢ikan dogal problemlerin yorumlanmasinda matematiksel
modellemelere bagvurulmaktadir [1]. Miihendislik, biyoloji, mekanik, endiistri, fizik
gibi bir¢ok farkli alanda karsilasilan bu problemler matematiksel olarak diferansiyel
ve integral denklemlerin bir araya gelmesiyle olusturulan integro diferansiyel
denklemler ile modellenebilmektedir [2]. Modellemelerde integro diferansiyel
denklemlerin sik sik kullanilmasinin sebebi ise bu denklemlerin alt yapisini olusturan
cesitli denklem formlarmma kolayca indirgenebilmesi ve igerisinde yer alan
diferansiyel-integral kisimlarin yapisinin, modelleme tiiriine ve amacina uygun olarak
gelistirilebilmesinden kaynaklanmaktadir. Modellemelerde kullanilan bu tip
denklemler i¢in temelde kullanilan analitik yontemler ¢6ziim sunamamakta ya da
yetersiz kalmaktadir. S6z konusu bu gelismelerle birlikte farkli yazarlar tarafindan
yeni hesaplamalara dayali farkli metotlar giiniimiizde de gelistirilmeye devam
etmektedir. Yiiksek mertebeden integro diferansiyel denklemler ve gecikmeli, integral,
fark gibi gesitli diferansiyel denklem formlarinin ¢6ziimii i¢in; Taylor [3], Dickson [4],
Bessel [5], Bernstein [6], Chebyshev [7], Legendre [8], Laguerre [9], Morgan-Voyce
[10] ve Hermite [11] polinomlarina dayali matris siralama metotlar1 gelistirilmistir.
Ayrica, inverse replacement [12], Adomian decomposition [13], variational iteration

[14], homotopy perturbation [15], Runge-Kutta [16] gibi metotlarda kullanilmaktadir.

Yukarida bahsedilen 6zel polinomlara dayali matris siralama metotlarinin,
problemlerin ¢6ziimiiniin elde edilmesinde literatiirde yer alan farkl tiirdeki ¢oziim
metotlar1 ile karsilastirildiginda oldukga verimli sonuglar verdikleri gdzlemlenmistir.
Esas olarak, 6zel polinomlara dayali matris siralama metodu ele alinan denklem
tirlerini bir matris denklem sistemine doniistirmeye dayanmaktadir. Elde edilen
matris denklemi, dogrusal denklemler i¢in bilinmeyen 06zel polinomlarin
katsayilarindan olusan bir matris denklem sistemine, dogrusal olmayan denklemlerde
ise siralama noktalar1 yardimiyla olusturulan dogrusal olmayan cebirsel denklem
sistemine karsilik gelmektedir. Bu sistemlerin ¢6ziimiinden bulunan 6zel polinomlarin

katsayilar1 araciligiyla, ele alinan denklem tiirlerinin (lineer diferansiyel denklemler,

1



lineer diferansiyel fark denklemleri, genellestirilmis pantograph denklemler,
gecikmeli homojen olmayan diferansiyel denklemler, Fredholm-Volterra integro
diferansiyel denklemler ve kismi diferansiyel denklemler gibi) 6zel polinomlarin seri

acilimina dayali yaklasik ¢oziimleri elde edilebilmektedir.

Bes boliimden olusan bu tez ¢alismasimin asil amaci, ele alinan yiiksek
mertebeden lineer fonksiyonel integro diferansiyel denklem siniflari i¢in Artan ve
Azalan faktoriyel fonksiyonlari, Stirling polinomlari, Shifted Legendre polinomlar1 ve
Genocchi polinomlar1 kullanilarak, matrislerin cebirsel islemlerine dayali bu
polinomlarin matris siralama metotlarini gelistirmektir. Calismanin birinci boliimiinde
tezin giris kismi, ikinci boliimiinde ise yiiksek mertebeden lineer fonksiyonel integro
diferansiyel denklemler, Artan ve Azalan faktoriyel fonksiyonlari, Stirling
polinomlar1, Shifted Legendre polinomlar1 ve son olarak Genocchi polinomlarina
iligkin genel tanimlar, teoremler ve aralarindaki énemli bagintilar yer almaktadir.
Ugiincii boliimde ise her bir diferansiyel denklem formuna uygun olarak gelistirilen
faktoriyel siralama metodu, Stirling siralama metodu, Shifted Legendre siralama
metodu ve Genocchi siralama metodu verilmistir. Dordiincii boliimde, bir onceki
boliimde Onerilen metotlarin isleyigini ve tutarliligini gostermek amaciyla temel
niimerik 6rneklere, tablolar ve grafikler ile desteklenerek yer verilmistir. Elde edilen
sonuglar tam ¢oziimler ile karsilastirilmus, farkli 6zel polinom aileleri kullanilarak test
edilmis, rezidiiel ve mutlak hata analizleri yapilmistir. Ayrica literatiirde yer alan diger
calismalar ile karsilastirilmasi yapilmistir. Besinci ve son boliimde ise bu ¢alismadan
elde edilen sonuglar tartisilmis, tezin literatiire neler kazandirdigi, gelecekte hangi tiir

calismalar ile desteklenebilecegi hakkinda fikirler okuyucuya sunulmustur.



2. GENEL BILGILER

2.1. Kaynak Ozetleri

Bu boliimde, yiiksek mertebeden lineer fonksiyonel diferansiyel denklemler
ile ilgili temel kavramlar verilmektedir. Bunun yaninda farkli tiirdeki diferansiyel
denklemlerin siniflandirilmasi ile ilgili de ayrintili bilgiler sunulmaktadir. Literatiirde
yer alan farkli diferansiyel denklem formlarinin ¢éziimii i¢in kullanilan birbirinden
farkli metotlar incelenir. Ayrica bu ¢alismada olduk¢a 6nemli bir yere sahip olan
yiiksek mertebeden lineer fonksiyonel integro diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii
bulmak i¢in kullanilacak olan Artan ve Azalan faktoriyel fonksiyonlari, Stirling
polinomlari, Shifted Legendre polinomlar1 ve Genocchi polinomlar ile ilgili temel
bagintilar ve teoremler hakkinda bu kisimda genis bilgiye yer verilmektedir. Tim
bunlarin disinda, diferansiyel denklem tiirlerinin tam ¢oziimleri ile 6zel polinomlara
dayali matris siralama metodunun uygulanmasi sonucunda elde edilen yaklasik
¢Oziimlerin karsilagtirilmasi agsamasinda kullanilacak olan hata analizi ile ilgili gerekli

bilgiler ve teoremlerde icerikte sunulmaktadir.
2.2. Diferansiyel Denklemler ve Céziimleri ile lgili Temel Kavramlar

Tamm 2.1. Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha ¢ok bagimsiz
degisken ve bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore tilirevlerini veya

diferansiyellerini i¢ceren bagmtiya “diferansiyel denklem” denir [17].

Tamm 2.2. Bir diferansiyel denklem iginde bulunan en yiiksek mertebeli
tiirevin mertebesine “diferansiyel denklemin mertebesi”; tirevlerine gore polinom
seklinde yazilabilen bir diferansiyel denklemde, en yiiksek mertebeli tiirevin

derecesine (yani kuvvetine) de “diferansiyel denklemin derecesi” denir [17].

Tamm 2.3. y bagimli ve X bagimsiz degiskenli n. mertebeden bir

F (x, A4 y(”)) =0
adi diferansiyel denklemi;

a,(x) y" +a,,(X) y" +..+3,(X)y' +a,(x)y =b(x) (2.1)
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seklinde ifade edilirse “lineer diferansiyel denklem” adimi alir ve ayrica (2.1)

diferansiyel denkleminde b(x)# 0 ise denkleme “homojen olmayan”, b(x)=0 ise

denkleme “homojen lineer diferansiyel denklem” denir. O halde n. mertebeden

homojen lineer diferansiyel denklemin genel formu su sekilde olur:

(n-1

a, (x)y™ +a,, (X)y" ™ +.ra (X)y +a,(x)y =0. (2.2)

Ayn1 zamanda (2.1) veya (2.2) denkleminde a,,a,,a,,...,a, katsayilari (veya

en az biri) X bagimsiz degiskenine bagl fonksiyonlarsa, diferansiyel denklem
“degisken katsayil1”’; katsayilarin timii sabitse “sabit katsayili lineer diferansiyel

denklem” adin1 alirlar [17].

Tanim 2.4. Denklem yapilarinda tiirev, integral, fark ve bunlarin cesitli
kombinasyonlarin1  bulunduran veya arglimanlarinda ilerleme, gecikme gibi

sapmalarin bulundugu denklemlere “fonksiyonel diferansiyel denklemler” denir [17].

Gecikmeli diferansiyel denklemler fonksiyonel diferansiyel denklemlerin
iginde yer alir. Genel olarak n. mertebeden t gecikmeli diferansiyel denklemin genel
hali,

y" (x)=F (x, y(X), Y (%), y(" Y (x),y(x=t),y'(x—t),..., y™ (x—t))

seklinde ifade edilir.

Ornegin, birinci mertebeden genel formdaki bir diferansiyel fark denklemi,
au'(x)+au’ (x—7)+bu(x)+bu(x—7)= f (x)
bi¢iminde tanimlansin. Eger, diferansiyel denklemde a, #0 ve a =0 ise “retarded
tipi”; 8, #0 ve a, #0 ise “neutral tipi”; 8, =0 ve a #0 ise “advanced tipi” olarak
tamimlanir. Ayrica, a,=a, =0 veya by =0, =0 durumlarinda diferansiyel denklem

“pure fark denklemi” olarak adlandirilir. a, =b; =0 veya a =b =0 durumlarinda

ise, diferansiyel denkleme “adi diferansiyel denkiem” denir [17].

Tanim 2.5. Genel formu



(0= 10044 Kt o, 3 - L2
a(x) "

seklinde olan n. mertebeden tiirevli, g(x) ve h(X) integral sinirlarina sahip bir
integro diferansiyel denklemde, A sabit bir parametre, K(x,t) iki degiskenli ve

integralin ¢ekirdegi olarak tanimlanan bilinen bir fonksiyon ve u (X) bilinmeyen bir

fonksiyon olmak tizere denkleme “integro diferansiyel denklem” denir. Burada 6zel

olarak, integralin siir degerleri g(x)=a ve h(x)=b sabit sayilar olacak sekilde

tanimlanirsa denkleme “Fredholm integro diferansiyel denklemi”; integralin sinir

degerlerinden en az biri bir degiskene bagl oldugu takdirde (g (X) =a ve h (X) =X
gibi) denkleme “Volterra integro diferansiyel denklemi’ denir. Her iki tipteki integral
formlarini igeren diferansiyel denklem ise “‘Volterra-Fredholm integro diferansiyel
denklemi” olarak adlandirilir. Bunlarin disinda, u(x) fonksiyonu sadece integralin
igerisinde yer aldig1 takdirde denklem “birinci tip”; u(x) fonksiyonu hem integralin

icinde hem de diginda yer alirsa denklem “ikinci tip” olarak tanimlanir [17].

Tanmm 2.6. X tek bagimsiz degisken, n bagimh degisken Yy,,Y,,..., Yy, Ve

bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren N adi diferansiyel

denklemden olusan sistem

B (X0 Y3 Yoo You Yoo Yo Yi)

-0
Fy (X, Y1 Yirees Yar Yoo Yos ¥i ) =0

Fo (X Yo Yoo Yo Viseens Yor Yo ) =0
seklinde tanimlanir. Bu denklem sistemlerine “adi diferansiyel denklem sistemi” denir

[17].
2.3. Faktoriyel Fonksiyonlari
2.3.1. Faktoriyel Fonksiyonlarinin Tarihcesi

Fransiz matematik¢i Louis Franois Antoine Arbogast (1759-1803), aritmetik

olarak degisim ile ilerleyen terimlerin sabit bir terim ile ifade edilmesinin faktoriyel
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ile tanimlanabilecegini ilk sunan kisidir. Ilerleyen zamanlarda ise Isvigreli
matematik¢i Leonard Euler (1707-1783) tam say1r olmayan sayilar i¢in geleneksel
integral formunu kullanarak faktoriyel fonksiyonunu genisletmis ve buldugu
fonksiyona Gama fonksiyonu adini vermistir. Burada kullanilan Gama fonksiyonuna
ikinci tiir Eulerian integrali de denilmektedir. Daha sonralar1 faktoriyel fonksiyonunun
Oneminin fark edilmesi ile birlikte matematik alaninda 6nemli isimler; Adrien Marie
Legendre (1752-1833), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Cristoph Gudermann
(1798-1852), Joseph Liouville (1809-1882), Karl Weierstrass (1815-1897), Charles
Hermite (1822-1901) ve daha nicesi bu alanda ¢alismislardir. Diger matematikgilerden
bagimsiz olarak ¢alisan James Stirling (1692-1770) bu ¢alismalarinin sonucunda n!
notasyonunu ilk kullanan matematik¢i olmustur. Giliniimiizde ¢ok yaygin olarak
kullanilan bu notasyonun ilk kim tarafindan ileri siriildiigli maalesef c¢ok

bilinmemektedir.

Faktoriyel fonksiyonlar1 analizin temelini olugturmasindan dolayi giinlimiizde
de oldukga ilgi ¢ekmektedir. Bu nedenle bir¢ok yazar tarafindan matematigin farklh
dallarinda farkli amaglar ile giniimizde de kullanilmaktadir. Faktoriyel
fonksiyonlarmin Stirling polinomlart ile olduk¢a yakin bir iligkisi bulunmaktadir. Bu
iliski nedeniyle farkli bir¢ok ©6zel polinom ailesi ile aralarinda baglantilar
kurulabilmektedir. Elde edilebilen bu iliskiler oriintiisii matematik literatiirii i¢in

oldukg¢a fazla 6nem arz etmektedir.

Sekil 2.1. Louis Frangois Antoine Arbogast (1759-1803)



2.3.2. Faktoriyel Fonksiyonlarimin Genel Ozellikleri

Tamm 2.7. m pozitif bir tamsay1 ve h bir rasyonel say1 olsun. x\™ asagidaki
sekilde tanimlanir [18]:
x™ — x(x— h)(x—2h)...(x—[m ~1] h), m=12,3,...

(m

Eger m=0 ise x™ =1 yani x” =1 olur. Ozel durumda x=m, h=1 alinrsa,

m™ = m(m—l)(m—2)...2.1= m!

(-m)

olur. m negatif bir tamsay1 olsun. O zaman X' su sekilde tanimlanir:

- ; - ~12.3
' (x+h)(x+2h)...(x+mh) (X+mh)(m)’ m=12,3,..

olur [18].

Ayrica x(™ fonksiyonlarin1 Euler Gama fonksiyonu yardimiyla da

tanimlayabiliriz. Faktoriyel fonksiyonlarinda m=1,2,3,... yazilirsa faktoriyel

polinomlari elde edilir ve bu polinomlarin katsayilari bize 1. ve 2. tiir Stirling sayilarini

verir [18]. (h =1 alalim.)

Ayrica faktoriyel fonksiyonu tamsayi olmayan sayilar i¢cin hesaplanirsa

Pochhammer polinomlar1 elde edilebilir [19].
2.3.3. Azalan Faktoriyel Fonksiyonu

Tamm 2.8. [20] xe] ve nel]l olmak iizere;

[(x=K)=x(x-1)(x~2)..(x-n+1), n>0 3

(%), =

, =0

seklinde tanimlanan

—~~ — =

x)D fonksiyonuna “Azalan faktoriyel fonksiyonu” denir. Azalan

faktoriyel fonksiyonu negatif tamsayilar igin su sekilde tanimlanir, ne]* olmak
uzere;
1
(x)., - -
= (x+1)(x+2)...(x+n)




Uyar12.1. h=1 i¢in x™ =(x) dir [20].

Ozellik 2.1. Azalan faktoriyel fonksiyonlari, ne[l olmak iizere;
Lo (%), = (x=n)(x),

ii. (x+1)D —(x)D = n(x)n;1
i (X)":(x—-n)!

iv. (n)H =n!

sirastyla verilen tiim bu temel 6zellikleri saglamaktadir [21].

Dordiincii dereceye kadar olan azalan faktoriyel fonksiyonlarinin acgik hali

sirastyla asagidaki gibi verilir:

4+ IIIIl 1
— (x)o
2 \ )
- \"\ _- {X:Ii

) p——— T

’ / - T (xk
-2} 7 1 — (xk
:__,-’ -
-4l / 1 — )
-2 -1 0 1 2 h

Sekil 2.2. Baz1 azalan faktoriyel fonksiyonlariin grafigi

2.3.4. Artan Faktoriyel Fonksiyonu

Tamim 2.9. [20] xe[J ve nel]l olmak iizere;



(X)ﬁ: g(x+k)=x(x+1)(x+2)...(x+n—1), n>0 2.4)

1 ,h=0

seklinde tanimlanan (X)n fonksiyonuna “Artan faktériyel fonksiyonu” denir. Artan

faktoriyel fonksiyonu negatif tamsayilar igin su sekilde tanimlanir, nel* olmak

lizere;

dir.

Uyan 2.2. (Murray, 1971) tarafindan artan faktoriyel fonksiyonlari ile 1. tiir

Stirling sayilar1 arasindaki iligkiyi gosteren baginti,

1 dn _
S,(nk) ~ (X)k |X=0

bigiminde verilmistir [18].

Ozellik 2.2. Artan faktoriyel fonksiyonlar1 ne[] olmak iizere asagida verilen

tiim ozellikleri saglar [21]:

i ()" =(x+n)(x)

i (x) -(x=1)" =n(x)""
i (X)uwz[xm_ljm'

(x=1)! n

Dordiincii dereceye kadar olan artan faktoriyel fonksiyonlarinin agik hali

sirastyla asagidaki gibi verilir:



. 4 I (x)'

/ / 7

2 /o (x)

L 5

0 — "~ — (%)

— 1

-2 -I 1 1 1 o {x}
-2 -1 0 1 2

Sekil 2.3. Bazi artan faktoriyel fonksiyonlarimin grafigi
2.4. Stirling Sayilari
2.4.1. Stirling Sayillarimin Tarihgesi

Bu bolimde binom katsayilarinin yakin akrabasi olarak bilinen Stirling
sayilarini tanitacagiz. Stirling sayilari literatiirde ilk kez Isko¢ matematikci James
Stirling (1692-1770) tarafindan kullanilmustir. Stirling sayilari, 1. tiir Stirling sayilari
ve 2. tiir Stirling sayilar1 olmak {izere ikiye ayrilmaktadir. James Stirling tarafindan
kesfedilen bu sayilarin 6zel polinom aileleri ile aralarinda oldukga yakin bir iliski
oldugu tespit edilmistir. Bu nedenle kombinatorik analizde ¢ok 6nemli bir yere sahiptir

ve kullanim alani olduk¢a genistir.

Bu sayilarin oldukca uzun bir gegmisleri olmasina ragmen sabit bir notasyon
sekilleri bulunmamaktadir. Bu konu iizerinde calisan birgok farkli matematikei,

birbirlerinden ¢ok farkli ifade bicimleri kullanmislardir. Ornegin, Sirp matematikgi

n
Jovan Karamata (1902-1967) 1. tiir Stirling sayilarini {k} ve 2. tlir Stirling sayilarini

n
ise { k} ile gosterirken, Amerikali matematik¢i Murray R. Spiegel (1923-1991) 1. tiir

Stirling sayilarimi s(n,k) ve 2. tir Stirling sayilarini ise S(n,k) ile gostermistir.
Bizde yapilan bu tez ¢alismast boyunca 1. tiir Stirling sayilarmi S, (n,k) ve 2. tiir

Stirling sayilarini ise S, (n, k) ifadelerini kullanarak temsil edecegiz.
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Sekil 2.4. James Stirling (1692-1770)

2.4.2. 1. Tiir Stirling Sayilar

Tanmm 2.10. n, k negatif olmayan tam sayilar ve k<n olmak iizere, n
elemanli bir kiime tizerinde tanimli k tane ayrik devirin ¢arpimindan olusan
permiitasyonlarin sayisina “I. tir Stirling sayilari” denir ve Sl(n,k) ile gosterilir

[18].

Tamm 2.11. 1. tiir Stirling sayilari Sl(n,k) asagidaki iirete¢ fonksiyonu

yardimiyla tanimlanir [18]:

(Iog G)) isl n k)L |t|<1

n=

Ozellik 2.3. Bu 1 tiir Stirling say1larin bazi 6zellikleri sirastyla,
i. k>nise S (nk)=0,

i. k=0,n=0ise S,(0,0)=1,
iii. n>0,k=0ise S (n0)=0,
iv. k=1ise S;(n1)=(n-1)!,

v. k=nise S (nn)=1
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Vi n>0 k=2 ise sl(n,z):@:M

olarak verilebilir [18].

2

Tablo 2.1. Tanim 2.10.'a gore 1. tiir Stirling sayilart

N1 s (n1)| S (n2)| S, (n3)] S, (n4)| S S,(n,6) | S,(n,7)| S,(n,8)
1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0
3 2 3 1 0 0 0 0 0
4 6 11 6 1 0 0 0 0
5 24 50 35 10 1 0 0 0
6] 120 274 225 85 1 1 0 0
7| 720 1764 1624 735 175 21 1 0
8 | 5040 | 13068 | 13132 6769 1960 322 28 1

Tammm 2.12. n, kK negatif olmayan tam sayilar olmak tizere (X)n, azalan

faktoriyel fonksiyonunun agilimindaki x*’li terimlerin katsayilarma “I. tiir Stirling

sayilart” denir. Matematiksel gdsterimi ise,

(9, =28, (n k)

seklinde olacaktir [18].

Tamim 2.13. 1. tiir Stirling sayilari S, (n, k) i¢in rekiirans bagintisi,
S,(n+Lk)+nS;(n,k)=S,(nk-1)

esitligi ile verilir [22].

Tanim 2.14. n, k negatif olmayan tam sayilar olmak iizere,

Zn:Sl(n,k)zn!

esitligi saglanir [20].

Tanim 2.15. n>1, k bir tamsay1 ve K <n igin,

12



ifadesi yazilir [23].

>S(n+1,k)=0

n
k=1

Tablo 2.2. Tanim 2.12.'ye gore 1. tiir Stirling sayilar

n|s(n1)] S (n2)| s(n3)|S(n4)| S (n5)| S (n6)| S, (n7)|S,(n8)
1] 1 0 0 0 0 0 0 0
2| 1 1 0 0 0 0 0 0
3| 2 -3 1 0 0 0 0 0
4] -6 11 -6 1 0 0 0 0
5| 24 -50 35 -10 1 0 0 0
6| -120 | 274 | -225 85 -15 1 0 0
7] 720 | 1764 | 1624 | -735 | 175 -21 1 0
8 | -5040 | 13068 | —13132| 6769 | —1960 | 322 -28 1

2.4.3. 2.Tiir Stirling Sayilari

Tamm 2.16. n, k negatif olmayan tam sayilar olmak iizere, n elemanli bir

kiimenin k tane ayrik ve bos olmayan alt kiimeye pargalanislarinin sayisina “2. tiir

Stirling sayilar1” denir ve S, (n, k) seklinde gosterilir [24].

Tamm 2.17. 2. tiir Stirling sayilar1 asagidaki iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir

[18]:

Tamim 2.18. 2. tiir Stirling sayilar1 S, (n, k) icin rekiirans bagntisi,
kS, (n,k)+S,(nk-1)=S,(n+1k)

denklemi ile verilir [22].

Ozellik 2.4. 2. tiir Stirling say1larinin baz1 temel 6zellikleri,

i. n=k=0ise S,(0,0)=1
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ii. n>0 k=0ise S,(n0)=0,
iii.  k=1ise S,(n1)=1,

iv. k=nise S,(nn)=1,

v. k>nise S,(nk)=0,

vi. k=n-1lise Sz(n,n—l):[g: n(n2—1)’

vii.  k=2ise S,(n,2)=2""-1

bagintilari ile sirasiyla verilebilir [22].

Tablo 2.3. Tanim 2.16'ya gore 2. tiir Stirling Sayilari

nis,(nl) S,(n2) S,(n3)| S,(n4) S,(n5)| S,(n6) S,(n,7) S,(n8)
1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0
3 1 3 1 0 0 0 0 0
4 1 li 6 1 0 0 0 0
5 1 15 25 10 1 0 0 0
6 1 31 90 65 15 1 0 0
7 1 63 301 350 140 21 1 0
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1
Tanim 2.19. n>1 i¢in,
Sz(n+1,n):n(n+1)
2
esitligi vardir [18].

Tanmm 2.20. 1<n <Kk igin 2. tiir Stirling sayilarinin agik formu,

k

s.(00=5 3 (V[ k-

olarak gosterilebilir [25].
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2.4.4. Faktoriyel Fonksiyonlar: ve Stirling Sayilar1 Arasindaki liski

n

e (x) =>.S,(nk) x*, buradaki S, (n,k) 1. tiir Stirling sayilaridar.

n =

LN

n

e x"=)5,(nk) (x)ﬁ, buradaki S, (n,k) 2. tiir Stirling sayilaridur.

k=1

Formiilde n yerine degerler vererek ilk 5 terimini yazalim bu fonksiyonlarin

katsayilar1 bize 1. ve 2. tiir Stirling sayilarin1 verecektir [18].

(x), =x x=(x)

(x),=x*-x Xt =(x)" +(x)

(X), = X ~3x + 2 x* = (x)*+3(x) +(x)

(x), =x* =6x* +11x* ~6x x4=(x)z+7(x)§+6(x)§+(x)

(x), =x* ~10x" +35x’ ~50x” + 24x X =(x)5 +15(x) +25(x)3 +10(x)2 +(x)l
Ornegin;

(x), =S,(51)x=5,(5,2)x* +5,(5,3)x° —S,(5,4) x" +5,(5,5) x°
faktoriyel fonksiyonu agilimindaki (x)5 ’in katsayilar1 ile yukaridaki fonksiyon

esitligindeki katsayilar karsilastirirsak;
S, (5,1) =24, S, (5, 2) =50, §; (5, 3) =35, S, (5, 4) =10, §; (5, 5) =1

olarak bulunur [26].
2.5. Stirling Polinomlari
2.5.1. Stirling Polinomlarmmin Tarihcesi

Stirling polinomlar1 bir¢ok ilging 6zellige sahiptir ve matematigin ¢ok sayida
farkli alt dalinda kullanilmaktadirlar. Ornegin, matematiksel fizik, istatistiksel fizik,
kombinatorik analiz ve sayilar teorisi v.b. Bu calismada yaklagim teorisi alaninda,
integro diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in gelistirilen matris siralama yontemini

olusturmak igin kullanilacaklardir.
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Birinci tiir ve ikinci tiir Stirling sayilari ilk kez James Stirling (1692-1770)
tarafindan kesfedilmis ve yillar gectikce de farkli yazarlar tarafindan calisilmaya
baglanmigtir.  Stirling polinomlari; Stirling sayilari, Bernoulli sayilart ve
genellestirilmis Bernoulli polinomlar1 ile olduk¢a yakin iliskilidir. Stirling
polinomlariin c¢esitli varyasyonlar1 literatiirde yer almaktadir. Stirling polinomlari,
Isador M. Sheffer tarafindan ilk kez kullanilan Sheffer dizisinin bir tiyesidir ve merkezi
binom katsayilar1 olarak da bazi kaynaklarda anilmaktadir. Ayrica Stirling
polinomlari, Norlund polinomlarinin (genellestirilmis Bernoulli polinomlarinin) 6zel
bir halidir. Stirling polinomlar1 ile Stirling sayilar1 ve genellestirilmis Bernoulli
polinomlar1 arasindaki bagintilar literatiirde sunulmustur. Umral calculus alaninda
detayli bir sekilde incelenen tiim Sheffer dizi 6rnekleri ile de aralarindaki bagintilar

incelemek miimkiindiir.
2.5.2. Stirling Polinomlarmmin Baz1 Ozellikleri
Tamm 2.21. Stirling polinomlarinin tirete¢ fonksiyonu;

(1—te-t jM -3, (X)L_k!

k=0

bagintisi ile verilir [25].

Ozellik 2.5. S, (X) Stirling polinomlari ve B (X) genellestirilmis Bernoulli

polinomlar1 (Norlund polinomlar1) arasindaki iliski,
Sk () =B (x+1)

esitligi ile verilir [25].

Ozellik 2.6. S, (X) Stirling polinomlarinin bazi temel 6zelliklert;

i. S (m)=>—<S(m+lm-n+1), m>n, mell,
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iii. S, (k)=kL,
iv. S.(0) =(—1)k B,, B, Bernoulli sayilari,

v.  S.(1)=(-1)" ((k-1)B, +kB,,), B, Bernoulli sayilari,

olarak verilebilir [27].

Ilk 6 Stirling polinomu 0<n<5 igin S, (x);

Sy (x)=1,
X+1
S, (X)=——",
(0=
3x% +5x+2
S, (x)=——""-—"—,
X%+ 2%% + X
S, (X) F—giy
15x* +30x% +5x* -18x -8
S, (X) = '
240
3x° +5x* —5x3 —13x* —6X
Ss (X) =
96
sirasiyla agik halleri verilmistir [27].
20/ ]
/
15) / ] — Sy(x)
10} = ] S1(x)
. Sy(x)
05t / — Si(x)
0.0 ;‘;;; — - — S4(x)
0 ’ | 1S
-2 -I1 0 1 2

Sekil 2.5. Baz1 Stirling polinomlari

Teorem 2.1. [28] n>0 igin S, (X) Stirling polinomlar1 agagidaki kapali form

ile hesaplanabilir:

S, (x)=(~1)" nt> { Sl(jJr—l’_k-Jrl)Zj:(—l)i(n_Jr_j]Sz(nH,i)}xk. (2.5)

17



Yukarida verilen ifadeyi kisaltirsak,

S, (x)=(-1)" n!Zn:Tnkxk, (n=0,1..,N, n>0)

k=0
burada kisaltma isleminde kullanilan T, ifadesinin agik hali,
S, j+1k+l ] .(n+1J
T, = n+i,i
“ ;:‘ (n +)! ; —j o (n+1.7)

olarak belirtilmistir.
2.6. Genocchi Polinomlar:

2.6.1. Genocchi Polinomlarmn Tarihgesi

Arastirmalara gére Genocchi polinomlari ve sayilarinin oldukga eski bir tarihi
bulunmaktadir. Bu 6zel polinomlar ailesinin ge¢misteki izlerine bakilirsa ilk olarak
Angelo Genocchi (1817-1889) tarafindan ileri siiriildiigii gozlemlenebilmektedir.
Gilintimiizde Genocchi sayilar1 ve polinomlari iizerine arastirmalar yapilan oldukga ilgi
cekici bir alan olarak goriilmektedir. Bu nedenle bir¢ok yazar tarafindan konu iizerinde
caligmalar yapilmaktadir. Genocchi sayilar1 ve polinomlar1 matematigin bir¢cok
dalinda kullanilmaktadir. Ornegin, sayilar teorisi, p-adic analitik sayilar teorisi, modiil

teorisi gibi.

Sekil 2.6. Angelo Genocchi (1817-1889)
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2.6.2. Genocchi Polinomlarinin Baz1 Ozellikleri

Tamm 2.22. t €[] olsun. Herhangi bir x karmasik sayis i¢in G, (x) Genocchi

polinomlari,

xt
(e +J -6, C <

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir [27].

Tamm 2.23. Genocchi sayilarinin tirete¢ fonksiyonu,

(e +1) Z.;; %

seklindedir [29].

Tamm 2.24. G, Genocchi sayilart ve G,(X) Genocchi polinomlar: olmak

G, (x)= [E)Gx (2.6)

tizere aralarindaki bagnti,

bigiminde verilebilir [30].

Ozellik 2.7. Genocchi polinomlarinin bazi temel dzellikleri sirasiyla,

. G, = 2(1— 2" ) B, burada B, Bernoulli sayilaridir.

. _IGn(x)Gm(x)dx=2((_%n:)!rﬂ men (MM 21)
i, %816, (), (n22)

v.  G,(t) =J.nGn_1(x)dx+Gn, (n>1)

vi. nel icin G,(1-x)=(-1)"" G, (x)
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bi¢iminde verilir [31].

Dérdiincii dereceye kadar olan Genocchi polinomlarinin agik hali sirasiyla,

olacak sekilde yazilir [31].

Ozellik 2.8. [31] Baz1 Genocchi sayilari, sirasiyla,

G, =1 G,=-1 G, =1 G, =-3, G, =17,
10 Fr -
5 I\'H #x'::/.
\"-. ;,.-"' / — Gy(x)
= ) — =7 Gy(x)
° e =< Ga(x)
7 — Gylx)
-5| / | — G5
."lr.
- -1 0 1 2

Sekil 2.7. Baz1 Genocchi polinomlarinin grafigi

2.7. Legendre Polinomlar:

2.7.1. Legendre Polinomlarimin Tarihcesi

Bu kisimda, ortogonal polinomlarin tiirevlenebilme, integrallenebilme ve
stireklilik gibi 6nemli 6zelliklere sahip olmasi nedeniyle, arastirmacilar, diferansiyel

ve integral denklem gibi denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bu polinomlar cinsinden
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arama yoluna gitmislerdir. Matematik bilimine ve kendisinden sonra gelen
matematikcilere olan dnemli katkilarindan dolay1 Fransiz matematik¢i Adrien Marie
Legendre’in (1752-1833) ismiyle anilan Legendre polinomlari da ortogonal
polinomlar ailesi igerisinde onemli bir yere sahiptir. Fransiz Matematik¢i Adrien
Marie Legendre’nin ilk olarak kullandig1i polinomlara kendisini onurlandirmak
amactyla Ingiliz matematik¢i Isaac Todhunter tarafindan Legendre polinomlari ismi
verilmistir. Legendre polinomlarimin temel o&zellikleri ve notasyonu da kendisi
tarafindan olusturulmustur. Bu boliimde, Legendre polinomlar1 ve bu polinomlarin

onemli Ozellikleri verilmistir.

Legendre polinomlart tekil Sturm-Liouville problemlerinin drnekleridir [32].
Ayrica sinir deger problemlerinin ¢éziimlerinin bulunmasinda ve akiskanlar dinamigi
hesaplamalarinda oldukg¢a genis ¢apli kullanilmaktadir [33]. Diger taraftan, Shifted
Legendre polinomlarina dayali niimerik metotlar lineer ve nonlineer neutral integro

diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasinda da oldukga etkilidir [34].

1994’14 yillarin baglarindan itibaren, Taylor matris ve Taylor siralama
metotlar1 lineer diferansiyel, integral, integro diferansiyel, fark, integro fark ve integro
diferansiyel denklem sistemlerinin ¢dziimlerini bulmak i¢in Sezer tarafindan

kullanilmaya baslanmistir [3, 35, 36].

Sekil 2.8. Adrien Marie Legendre (1752-1833)
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2.7.2. Legendre Polinomlarin Bazi Ozellikleri

Tamm 2.26. Legendre polinomlari, X’in keyfi reel veya kompleks degerleri
igin
1 d"
X)=
(%) 2"n!dx"

Rodrigues formiilii ile tanimlanir [37].

(x*-1)", n=012.. (2.8)

Burada n=0,1,2,3,4,5 olmak {izere, baz1 Legendre polinomlarinin agik hali

ve grafikleri;

L(
L(X)=x

Lz(x)=%(3x2—1),

>
~
I
[HEN

1.3
Ls(x)=§(5x —3x),

L4(x)=%(35x4—30x2 +3),

L, (x)= %(esxf’ —70x® +15x).

// 1 — Lolx)
J 3 Ly(x)
T Ly(x)
1 Lax)

— La(x)
1 — Lslx)

Sekil 2.9. Bazi1 Legendre polinomlar1
Ayrica Legendre polinomlari igin;

(X2 _1)n - Zn:(_l)k K !(nni k)!xz“k

k=0
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binom ag¢ilimi ve (2.8) ’in yardimiyla, [|n|], n’den kiiciik en biiylikk tamsayiy1

belirtmek tizere, n. dereceden Legendre polinomunun genel gosterimi,

‘ (2n—2k)! n-2k
L0931 g

_ %m(—l)k (Ej[zn _ijx”k, ~1<x<1

k=0 n

seklinde ifade edilir [37]. Legendre polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu,

1

w(x,t)= (1— 2xt +t2)7
biciminde olup iirete¢ fonksiyonu yardimiyla Legendre polinomunun temel 6zellikleri

elde edilir. Diger yandan,

=

NgE

w(x,t)=(1-2xt+t")2 =L (x) t"

I
o

n

seri agilim1 da mevcuttur. Ayrica Legendre polinomlari i¢in,

»13..(2n-1)

L, (1) =1L (_l) - (_1)n v Lon (0) = (_l) " o4 on Lonaa (O) =0

esitlikleri saglanir [37].
Ozellik 2.9. Legendre polinomlarinin temel zellikleri asagida siralanmustir:

I. Rekiirans bagintilart;

!
I‘n +1

(x)=xL,(x)=(n+1)L,(x), n=0,12,...

XL, (x)- Lo (x)=nL,(x), n=1,2,...
ile verilir [38].

ii. Legendre polinomlariin en 6nemli 6zelliklerinden biri, [—1, 1] araliginda

p(x) =1 agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olmalaridir. Burada,
{1, n= m}
5nm =
0,nzm

23



olarak tanimlanan Kronecker delta fonksiyonu yardimiyla,

‘th (X)L, (x)dx

biciminde yazilabildikleri i¢in ortogonaldirler [39].

2

= )
2n+1

nm

2.7.3. Shifted Legendre Polinomlar:

Burada [—1,1] araliginda ortogonal olan Ln(X) Legendre polinomlarina
X—2x—-1 donisiimii uygulanarak [0,1] araliginda ortogonallige sahip olan

P, (x)=L,(2x-1) Shifted Legendre polinomlar: elde edilir. Dolayistyla Legendre

polinomlar1 i¢in verilen ilk rekiirans bagintist Shifted Legendre polinomlari i¢in

(n+1)P,,(x)—(2n+1)(2x-1) P, (x)+nP,, (x)=0

ya da
2n+1)(2x-1 n
()= T p () Dp () n-123..
olarak bulunur. Shifted Legendre polinomlari,
n 1yk
b (x) =3 (cay I 0123, (2.9)

= (n—k)i(kY)’

genel gosterimine sahiptir.

Ayrica P,(1)=1 ve P,(0)=(-1)" olup n=0,1 2,3 degerleri igin baz1 Shifted

Legendre polinomlar: asagidaki sekildedir:

P(x) =1,
P,(x) =2x-1,
P,(X) = 6x* —6x +1,

P,(x) = 20x® - 30x* +12x - 1.
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20F :
150 /
10f ’f
/
5f 7 1 — Polx)
=0 = Py(x)
-5} / { — Pyx)
-10f / 1 — Pix)
15} /
-2 -1 0 1 2

Sekil 2.10. Baz1 Shifted Legendre polinomlari

Legendre polinomlarinda [-11] arahiginda var olan ortogonallik &zelligi
Shifted Legendre polinomlari igin [O, 1] araliginda mevcut olup

1

1
P P, (X)dx=——4,
’! m(x) n(x) X 2n+1 ™

bagintis1 ile verilir.
2.7.4. Genellestirilmis Shifted Legendre Polinomlar:
Klasik Legendre polinomlari,
n

]

L, (x) ZTKZ;(_l)k (:J[Zn_%jx“k, n=01..,N, —1<x<1

n
ile tanimlidir ve [—1, 1] araliginda ortogonaldir. Bu polinomlar ailesini [a, b] araliginda

ortogonal ve tanimli hale getirebilmemiz miimkiindiir. L, (X) Legendre polinomlari

*

ile [a,b] da tanimh P (X) genellestirilmis Shifted Legendre polinomlar1 arasindaki

baginti,
P (x)=L, (2"_—”} N=012,..
b-a
bagintis1 yardimiyla acgiklanabilmektedir [40]. Genellestirilmis Shifted Legendre

polinomlarini rekiirans bagintist yardimiyla da tiretmek miimkiindiir [40].

(n+1) p;ﬂ(x):(znu)[zx%;aj P (X)=NP", (), N=12.3,..

n
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2x—b-a

Kullanilan bu rekiirans bagintisinda baglangig kosullari, Py’ (x) =1, B'(x) = .
—a

olarak kullanilmaktadir. Yazilan bu polinomlar [a,b] araliginda ortogonaldirler.

Ortogonalliklerini gostermek i¢in

b b-a n
'[P,:(X)Pn*(x)dx: 2n+1"
a 0, m#n

bagintis1 kullanilabilmektedir [40].

2.8. Hata Analizi

Lineer fonksiyonel integro diferansiyel denklemlerin ¢dzliimlerinin
bulunabilmesi igin problem ve kosullarin incelenmesi, farkli niimerik metotlarin
uygulanmasi ve gercek ¢oziime en yakin ¢oziim yaklagiminin tespit edilmesi gerekir.
Bu arada elde edilen niimerik ¢dziimiin ger¢ek ¢ozliime en yakin ¢6ziim olabilmesi i¢in
iyilestirilmesi gerekir. Yapilan bu iyilestirme siirecine hata analizi adi verilir.
Boylelikle yapilan hata analizi sonucunda gergek ¢oziime en yakin ¢oziim elde

edilebilir ve yapilan hata miktar1 en aza indirgenebilir.

Rezidiiel Hata: Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan siralama
metotlarindan elde edilen yaklasik ¢6ziimiin problemde yerine yazilmasi sonucu elde
edilen hata tiirtidiir. Elde edilen bu hata tiirii problemin mutlak hatasindan ya da farkl
yontemlerle elde edilmis olan diger hata tiirlerinden daha kiiclik olabilmektedir.
Kullanilan bu hata tiirii ¢oziimiin ger¢ek ¢oziime en yakin hale getirilebilmesinde

olduk¢a 6nemli bir aragtir [36].

2.9. Tezin Amaci

Bu tez ¢aligmasinin amaci, Shifted Legendre polinomlari, Stirling polinomlari,
Genocchi polinomlar1 ve Artan-Azalan faktoriyel fonksiyonlar1 kullanilarak, yiiksek
mertebeden genellestirilmis lineer fonksiyonel integro diferansiyel denklemlerin, belli
baslangig, sinir ya da karisik kosullar altinda yaklasik ¢ézlimleri i¢in matris siralama
metotlarin1 gelistirmek, elde edilen ¢dziimleri hata analizi yaparak iyilestirmek,

dolayisiyla bu tiirdeki diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimiine en yakin ¢éziimlerini
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arastirmak ve hata tahminlerini yapmaktir. Ayrica, Shifted Legendre polinomlari,
Stirling polinomlari, Genocchi polinomlar1 ve Artan-Azalan faktoriyel fonksiyonlar
ile bu tiirdeki denklemlerin matris siralama metodu ile ¢oziilebilmesi i¢in gelistirilen

metotlarla literatiire 6zglin bir ¢calisma kazandirmaktir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Materyal

Bu ¢alismada; adi diferansiyel denklemler, yiiksek mertebeden Fredholm tipi
integro diferansiyel denklemler, yiiksek mertebeden lineer diferansiyel fark
denklemleri, oransal ve degisken gecikmeli pantograph tipindeki integro diferansiyel
denklemler gibi farkli simiftan denklemleri kapsayan ‘“‘genellestirilmis lineer
fonksiyonel integro diferansiyel denklemler sinifi” ile beraber bunlarin ¢oziim
yontemlerinde temel olusturan, Artan ve Azalan faktoriyel fonksiyonlari, Stirling
polinomlari, Genocchi polinomlari, Shifted Legendre polinomlar1 ve Taylor

polinomlar1 gibi, “dzel polinom ve fonksiyonlar” materyal olarak kullanilmaktadir.

Burada ele alinan problemler; bahsedilen 6zel polinom aileleri ve fonksiyonlari
ile birlikte siralama noktalarina dayali islemsel temel matris bagintilarin1 kullanarak,
verilen denklem ve kosullarin bir cebirsel matris denklemler sistemine
indirgenmesiyle ¢oziimiin hesaplanmasi esasina dayanmaktadir. Ayrica, elde edilen bu
cebirsel matris denklemler sistemlerinin ¢oztiimiiyle yaklasik ¢6ziimler elde edilmekte,
kalan fonksiyonlari (rezidiiel fonksiyonlari) ile de ortalama deger teoremine dayali
rezidiiel hata analizi yontemi uygulanabilmektedir. Boylece, ¢ozlimlerin dogrulugu ve
tutarlilig1 gosterilebilmekte, elde edilen sonuglar tablo ve grafiklerle desteklenerek,

tam ¢Oziime en yakin degerlerin bulunabildigi kanitlanmaktadir.

3.2. Yontem

3.2.1. Yiiksek Mertebeden Genellestirilmis Lineer Fonksiyonel Integro
Diferansiyel Denklemler I¢in Artan ve Azalan Faktoriyel

Fonksiyonlar: fle Matris Siralama Metodu

Calismanin bu kesiminde, yiliksek mertebeden genellestirilmis lineer
fonksiyonel integro diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinin bulunmasi
amaciyla gelistirilen artan ve azalan faktoriyel fonksiyonlarina dayali matris siralama

metodu olusturulmaktadir.
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Burada ele alinan yiiksek mertebeden genellestirilmis lineer fonksiyonel

integro diferansiyel denklem

éjZ_;ij(x): f(x)+§§lrs(x), -~

(max{ml,ms}zm, {x,t,urs(x),vrs(x)}e[a,b])

bigiminde tanimlanmaktadir. Denklemde,
e D,(x)=PR(x) y®) (hkj (X)) (fonksiyonel diferansiyel kisim)

Ves (%)
o I, (x)= _[ Krs(x,t)y(r)(grs (t))dt, (fonksiyonel integro diferansiyel kisim)

Urs (%)
olarak diisiiniilmiistiir. (3.1)de ele almnan lineer fonksiyonel integro diferansiyel

denklemin yaklasik ¢6zlimlerini bulmak i¢in kullanilan karisik kosullar

-1 L

Zaj,k,ly(k) (n)=4;; (J=12,..m, a<y,<y <..<y =b) (3.2)

1=0

3

F
Il
o

seklinde tanimlanmistir [34]. Burada, P, (x), h(x), 9,.(t) ve f(x) fonksiyonlar:
bilinen, [a,b] araliginda tanmimli, siirekli ve m. mertebeden tiirevlenebilen

fonksiyonlardir. Ayrica, a, by, 7, ve 4; Uygun olarak segilen sabitlerdir; y(x) ise

bulunmasi gereken bilinmeyen fonksiyondur. Bu yontem esas olarak, sirasiyla,
y(x)=y, (x)=>a,(x)"; (a<x<b) (3.3)
ve

y(X)= vy ()=, (x).; (a<x<h) (3.4)

formundaki sonlu artan ve azalan faktoriyel fonksiyon serilerine dayanmaktadir. Buna

gore, ¢oziimler, artan ve azalan faktoriyel fonksiyonlar cinsinden bulunmaktadir.

Burada, (X)" ve (x), n=01..N, swasiyla, artan ve azalan faktoriyel

fonksiyonlaridir; a ve a,, n=0,1,...,N bulunmasi gereken artan ve azalan faktoriyel

fonksiyonlarmin bilinmeyen katsayilaridir ve N ise N >m olacak sekilde segilen
herhangi bir pozitif tamsayidir. Ayrica, ¢coziim yonteminde kullanilacak olan siralama

noktalar1 asagidaki sekilde tanimlanabilir [3]:

X, :a+%i, i=0,1..,N (standart) (3.5)
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veya

X; =bL2a—b_Tacos(%'j, i=0,1...,N (Chebyshev-Lobatto). (3.6)

Yukarida verilen siralama noktalarindan istenilen biri kullanilarak (3.1) i¢cin
cebirsel matris denklem sistemleri elde edilebilecektir. Biz bu ¢alismamizda (3.5) ile

verilen standart siralama noktalarin1 kullanmayi tercih ettik.

3.2.1.1. Temel Matris Bagintilar:

Bu boliimde verilen (3.1) yuksek mertebeden genellestirilmis lineer
fonksiyonel integro diferansiyel denklem formunun her bir terimini matris formuna
getirecegiz. Ik olarak, (3.1) diferansiyel denkleminin, belirtilen (3.5) veya (3.6)
siralama noktalarina gore (3.3) ve (3.4) ile tanimlanan artan ve azalan faktoriyel

fonksiyonlarmin sonlu serisi formunda bir yaklasik ¢oziimii oldugu kabul edilecektir.

Bu yaklasik ¢ézlimlerin matris formlari;

y(x)=y, (X)=x(x) 4 (artan faktdriyel fonksiyonlari iin) (3.7)
ve

y(x)=yy (X)=x(X)A4 (azalan faktoriyel fonksiyonlar: igin) (3.8)
olarak tanimlanmaktadir. Buradaki matrisler,

200=[00" (0 e (0" ) 2(0=[(0, (0, o ()]
Ve
— — T T
a .. aN] : A=[@ a .. a_N]

seklinde gosterilir.

Simdi (2.3) ve (2.4) deki faktdriyel fonksiyonlar (X)ﬁ ve (x)_ ile beraber,

Kesim 2.4.4. deki faktoriyel fonksiyonlar1 ve Stirling sayilar1 arasindaki bagintilar

kullanarak (3.7) ve (3.8) ile tanimlanan x(x) ve x(X) matrislerinin en agik hallerini

asagidaki gibi yazabiliriz:
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(x)"] =

) ~7
(29

o
()
~—

veya kisaca

x(x)=X(x)S

ve
[x°1 [5,(0,0) 0 0
X! S,(1L,0)  S,(L1) 0

X2 | =| $,(2,0) S,(21) S,(22)

_x.NJ _sZ(N,O) SZ(N,l) sZ(N,z)

(] 5|

veya kisaca

0 x°
0 Na
0 X2
Sl(N,N)_ _xN_
()
3.9)
0 | _(X)g_
0 (%),
0 X),
S.(N.N) | (),
ze9)
(3.10)

Ayrica, artan ve azalan faktoriyel fonksiyonlariin 6zelliklerinden )_((k) (X) ve )_((k) (X)

matrisleri ve tiirevleri ile X® (x) matris formunun arasinda olusturulan rekiirans

bagintilar1 asagidaki gibi elde edilmektedir:

27 (x)=X% ()8 = X (x)B“S; (k=0,1,..,m)

ve

M (x)=xY(x)s" =X (x)B*S™; (k=0,1,...,m).

(3.11)

(3.12)

Ayni zamanda, Taylor polinomlarina dayali X (X) matrisi ile onun tiirevleri olan

X () (x) matrisi arasindaki bagnti,
X" (x)=X(x)B*, (k=0,1..,m)
ile verilir, burada verilen terimlerin matris formlari,

X(x):[l X X
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0 1 0 O 0]
0 2 0 0 1 0 0
0 0 0 3 0 0 1 0
B= B =
0 0 0 0 .. N 0 0 v 1w
(00 0 0 .. 0w

bigimindedir. ;_((x) artan faktoriyel fonksiyonu ve x(x) azalan faktoriyel

fonksiyonunun (3.9) ve (3.10) bagntilari ile verilen 6zelliklerinden yararlanarak, S

ve S matrislerinin asagidaki gibi oldugu goriilmektedir:

(5,000 0O 0 0
S,(L0)  S,(LY) 0 0

(5) =/ 5,(20) S, S,(22) 0 ,
SN0 S(ND SN2 . S(NN)
(5,000 0O 0 0
S,(L0)  S,(LY) 0 0

(8) =] 5,(20) S,21) S,(2.2) 0
SN0 S,(ND SN2 . S,(NN).

(N+1)x(N+1)

Dolayistyla, (3.7)-(3.13) bagmntilarini kullanarak, Yy, (X) ¢dziim fonksiyonunun

turevlerinin matris formlari;

yy (X)=X(x)SA (3.14)
ve
yu (X)=X(x)S7A (3.15)
ve tiirevlerinin matris formlari;
y¥ (x)= X" (x)SA= X (x)B*SA, (k=0,1,..) (3.16)
ve
y¥ (x)= XM (x)STA=X(x)B*S'A, (k=01,...) (3.17)

olarak elde edilir.
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Yiiksek mertebeden lineer fonksiyonel integro diferansiyel denklemleri

genellestirebilmek i¢in (3.16) ve (3.17) bagmtilarinda X — h, (X) yerine yazilirsa

k=0,1...,m i¢in problemin diferansiyel kisminda olusan yeni bagmntilar takiben

sirasiyla elde edilir:

Y (hy (%)) = X (hy (x))B*SA (3.18)
ve

7 (hki (X)) =X (hkj (X)) B“S™A (3.19)

Burada, X (hy(x)) matrisi

X(h () =[1 hy(x) () ... (hyO)"]
bigimindedir. Bdylece (3.1), (3.18) ve (3.19) bagmtilar kullanilarak, problemin
fonksiyonel diferansiyel kismi igin,
D (x) =Py (x)y“ (hy (x)) =P, (x) X (hy (x))B*SA (3.20)
ve
Dy () =Py (x)y" (g (x)) =Py (x) X (hy (x))B*S A
sonuglarma ulagilir. Ayrica (3.16) ve (3.17) bagmntlarinda t— g, (t) yerine

konulursa problemin integral kismi i¢in asagidaki matris bagintilari elde edilir:

Y (9, (1)) =X (9, (t))B"SA, (r=01..) (3.21)

ve

Y7 (9. (1) =X (g, (1))B'S™A, (r=0,1,...).

Boylece (3.1)-(3.2) probleminin integral kismi da (3.20) deki diferansiyel
kisim gibi genellestirilmis olur. Simdi, (3.1)-(3.2) probleminde tanimlanan

fonksiyonel integro diferansiyel denklemin integral parcasindaki K, (X,t) cekirdek

fonksiyonunun matris formu da Taylor agilimi kullanilarak asagidaki gibi ifade
edilebilir [36]:

1 ok"(0,0)
injl oxot!

K, (%,8) = X (K XT (1), K, =[K,"]; k" = ,(i,j=0,1...N).

33



Burada Krs:[kiﬂ ifadesi (0,0) noktasinda deger alan K, (x,t)

fonksiyonunun Taylor katsayilar matrisi olarak verilmektedir [36].

Verilen (3.1) denkleminin fonksiyonel integro diferansiyel kisminda, gekirdek

fonksiyonunun matris formu ile (3.21) matrisi yerine konularak,

VI'S ( X)

s (X) - j Ky (X’t) y(r) (grs (t))dt

uI'S (X)

[ XT(0)X (g, (1))dtB"SA
s(%)

elde edilir ve gerekli islemler yapilarak fonksiyonel integro kisiminin matris formu,
I (X) =X (X)KQ (x)B" SA (artan faktoriyel fonksiyonlari i¢in) (3.22)
ve
I, (X) = X (X) K, Q. (x)B'S™A (azalan faktdriyel fonksiyonlart i¢in)
bigiminde olusturulur. Burada, Q. (X) ifadesinin ac¢ik hali, asagidaki yol izlenerek

bulunmaktadir [4]:

1
o)
- I() t [1 g,. (1) (grs(t))NJdt
I'SX tN

Vis(X)

= [ |t"(9. (1) jit, (mn=01,..,N)

Urs(X)

34



000 900 . G (]

Vs (X) rs rs rs
mLi(x)]—[ J t”“(g,sa»“dt],Qm(x): W00 00 Gk

Urs (X)

qNO(X) q;;lsl(x) qNN (X) J(N+1)x(N+1)

Boylece (3.1) ile verilen genellestirilmis fonksiyonel integro diferansiyel

denklemde (3.20) ve (3.22) matris bagmtilar1 yerine konulursa,

i > Py (X)X (hy (X))BK§A—§i X (X)K Q. (X)B"SA = f(x)
ve

SR ()X (h, ()B S'A- 33 X (0K,.Q, (B S A= f (x)

k=0 j=0 r=0 s=0
matris denklemleri elde edilir. Daha sonra elde edilen bu denklemlerde (3.5) ile

tanimlanan siralama noktalar1 yerine konulursa, i =0,1,2,...,N i¢in, artan ve azalan

faktoriyel fonksiyonlariyla baglantili iki cebirsel matris denklemler sistemi

3SR, ()X (h, ()BSA- 33 X (%)K,.Q. (%)B'SA = f (x)

k=0 j=0 r=0 s=0

ve

My

ij (Xi)x (hkj (Xi ))Bkglé_ii X(Xi)KrsQrs(Xi)BrSlA: f (Xi)

j=0 r=0 s=0

>

k=0

[—

olarak elde edilir. Bu iki sistem asagidaki gibi iki matris denklemi olarak yazilabilir;

{iipijijk ii Q }g:&: F (3.23)

k=0 j=0 0s
ve
mm My My _
{Zzpijijk - ZXKrsQrsBr} 1A F. (324)
k=0 j=0 r=0 s=0

Ayni zamanda (3.23) ve (3.24) denklemlerine (artan ve azalan faktdriyel

fonksiyonlar1 i¢in) problemin temel matris denklemleri denir. Burada temel matris

denklemlerinde yer alan ifadelerin agik matris formlar1 asagidaki gibi tanimlanmustir:

ij:diag[aj(xo) ij(x1) ij(XN)]l
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)?:diag[X(Xo) X(x) .. X(XN)](N+1)><(N+1)2’

lZrs:diag[Krs Kis o KTS](N+1)2>((N+1)2’

_ , y -
X (hkj (Xo)) hkj (XO) hké (XO) hk,J\‘ (XO)

Xg=| 0 =1 h0e) hE) o B(x) ,
X (h. (x.))

ki |1 hy(xy) he(xy) .. hg (XN)_(N+1)><(N+1)
[0 1 0 0 0]
0 2 0 0
B= 0.0 0 g J , B =1 (birim matris)

L J(N+1)x(N+1)
Qrs (XO) f(XO)
Qrs _ Qrs(x1) 1 F - f (:Xl)
Qrs (XN) (N+1)2x(N+1) f (XN) (N+1)x1

3.2.1.2. Coziim Yontemi

Burada (3.1)-(3.2) denklemleri ile tamttigimiz problemimizi (3.23) ve
(3.24) bagmtlan ile artan ve azalan faktdriyel fonksiyonlar igin cebirsel matris

denklemler formuna déniistiirdiik. Simdi (3.23) ve (3.24) bagintilarini kisaca,

WZ:E@[W;E] (3.25)
ve

WA=

T
g
=<



kapal1 formlar1 olacak sekilde ifade edebiliriz [3]. (3.25) bagntisi ile verilen [WE}

e [Vl;E] arttirtlmis matrisleri yapilan islemler sonucunda elde edilir. Bu matrisleri

daha agik sekilde asagidaki gibi yazabiliriz;

I Wy, Wy, Wy, f_(xo)_ Woo  Wor - Wons i(xo)—
o Wy, W, Wi\ ; i_(Xl) Wo Wy Wy (%)
[W; F] =| Wy Wy Worns  F(X,) |, [—’E] = Wy Wy Wos o F(X)
[Who W Wiy f_(XN )_ Wno  Whgo oo Wi I(XN )_

Diger taraftan (3.2) ile belirtilen karisik kosullara karsilik gelen matris

formlari,

-1

3

L
a Y (rn)=4; (i=012,..m-1 a<y, <y <..<y_=h)

1=1

T
o

bagintis1 kullanilarak,

iamx (7)B"

k=0 I1=1

m-1 =il

3

J> I
g,

L
D a; X(7)B"SA=4

1=1

=~
I
o

seklinde elde edilirler. Elde edilen matris formlar1 kisaca, artan ve azalan faktoriyel

fonksiyonlar1 i¢in ayr ayri,
U,A=2; (j=012,.,m-1) (3.26)
ve

UA=4; (j=012,.,m-1)

bigiminde yazilirlar [3]. ( ) denklemi,

Ugo Uy, Ugn s A Uy Uy - Uy A

Uy Uy Uy 4 Uy U, o Uy 4

[Uj;ij]: Uy Uy Uy A |:Uj;'1j:|: Uy Upp v Upys 4
_Um—l,o Um—l,l ljm—l,N ’ j’m—l_ _gm—l,O gm—l,l !m—l,N ’ im—l_

arttirilmig matris formunda yazilabilirler [36].

Sonug olarak, (3.1)-(3.2) probleminin ¢ézlimiinii (3.3) artan faktoriyel

fonksiyonunun sonlu serisi ve (3.4) azalan faktdriyel fonksiyonunun sonlu serisi
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formunda bulmak igin, (3.25) arttirllmis matrislerinin son veya herhangi m satirmin

silinip yerine kosullara karsilik gelen (3.25) satir matrislerinin konulmastyla elde

edilmek istenen [V_VE} ve [Vj;E] arttirlmis matrisleri elde edilir. Elde edilen bu

matrisler acik olarak,

Woo Wo1 Won s f (%)
Wig Wiy Wiy s f(x)
[\ﬁ E]: Wy mo  Wnimi Wy _m.n f(Xy_m)
Ugo Uoy Uon Ao
U Uy, Uiy 4
L Um—l,O Um—l,l Um—l,N 7 m-1 |
Woo Wo, Won f(x)
Wi Wi, Win i(xl)
[ - lf:| _ Whimo  Winoma Wy mns &)
Uy Uy, Uy 4
U U, Uy 4
| YUnio  Ynas o Upans Ana i

bi¢giminde yazilirlar. Bu matrisler, artan ve azalan faktoriyel fonksiyonlarinin

katsayilarindan olusan, bilinmeyenlerin aTo,a_l,...,aM1 Ve 8;,4a,..,ay oldugu N

bilinmeyenli N tane denklemi iceren bir cebirsel denklem sistemine karsilik gelir.

-1 —

Eger rankW = rank [VV;E]: N+1 ya da W matrisinin tersi varsa, Z\:(W) F
yazilabilir. ~ Ayn1  sekilde azalan  faktoriyel  fonksiyonlart  i¢in  de

rankW =rank[W;F]=N+1 ya da W matrisinin tersi varsa, A=(W) F

yazilabilir [4]. Boylece faktoriyel fonksiyonlari igin A ve A matrisleri, yani

a_o,a,...,aN_l Ve 8y,8,,.., 8y bilinmeyen katsayilari, tek olarak elde edilir.

Dolayistyla, (3.1) yiiksek mertebeden lineer genellestirilmis fonksiyonel

integro diferansiyel denkleminin de (3.2) kangik kosullart altinda (3.3) artan
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faktoriyel fonksiyonu ve (3.4) azalan faktoriyel fonksiyonunun sonlu serisi formunda

tek bir ¢oziime sahip oldugu gézlemlenir.
3.21.3. Hata Analizi

Elde edilen ¢oziimlerin dogrulugu, rezidiiel hata analizi ad1 verilen bir teknik

kullanilarak kolayca kontrol edilebilir. (3.3) artan faktdriyel fonksiyonunun sonlu
serisi ve (3.4) azalan faktoriyel fonksiyonunun sonlu serisi, (3.1) -(3.2) probleminin

yaklagik ¢oziimleri oldugu igin, Y, (X) fonksiyonu ve tiirevleri, (3.1) denkleminde

yerine  konuldugunda  denklemi  yaklagik  olarak  saglamahdir;  yani

A
z
—~~
X
~
I
M=
O
—~
X
N
|
—
X
~
-
—_~
x
N—"
R
o

veya

Ry (%)<107, (k,, herhangi bir pozitif tam say1 )
olmalidir. Eger max10™ =10 (k herhangi bir pozitif tam say1) onceden
belirlenirse, bu durumda noktalarin her birinde Ry (X, ) farki dnceden belirlenen 107

’dan daha kii¢iik oluncaya kadar N kesme smirt arttirtlir. Eger N yeterince biyiik

oldugunda, Ry (X )— 0 olursa yapilan hata azalir [51].

Diger yandan, R, (X) ile tanimlanan rezidiiel hata fonksiyonu ve [a,b]
aralifinda |RN (x)| fonksiyonunun ortalama degeri yardimiyla ¢oziimiin dogrulugu

kontrol edilebilir ve hata tahmini yapilabilir. Ayn1 zamanda, Ortalama Deger Teoremi

kullanilarak, ortalama hatanin iist sinir1 K asagidaki gibi tahmin edilebilir:

b

IRN (x)dx

a

b

s!\RN (x)dx ve =(b-a)|R, (c)|, (a<c<b)

'ERN (x)dx

b

IRN (x)dx

a

b

=(b-a)[Ry (c) < IRy (x)jox

a
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D C— T

[Ru ()] e

Ru()s*———=Ru

Boylece rezidiiel fonksiyon ve Ortalama Deger Teoremi kullanilarak, hatanin
iist sinirt belirlenebilir ve elde edilen yaklasik ¢oziimiin verimliligi buradan
gozlemlenebilir [41]. Ayrica, niimerik sonuglarin dogrulugunu kanitlamak i¢in mutlak

hatalar,
Mutlak hata = |Uy, (X) = Uy, (X))

bi¢giminde bulunur.
Yakinsaklik Kriteri

Bu calismada segilen bazi niimerik model problemlerin rezidiiel
fonksiyonlarmi kullanarak, artan ve azalan faktoriyel fonksiyonlarna dayali

¢oziimlerin yakisakligini arastirdik. Etkili bir hata analizi uygulayabilmek i¢in ilk
olarak rezidiiel fonksiyonlar1 kullanarak ¢oziimleri iyilestirdik [42]. Ry (X) rezidiel
fonksiyonu kullanilarak artan ve azalan faktoriyel fonksiyonlarinin yakinsaklik
yaklagimi tanimlandi. R, (X) rezidiiel fonksiyonunun Taylor serisi formundaki

acilima;
N .
R, (X) =%’ + QX +..+0Q.x" => QX
i=0
seklinde yazilabilir. Burada

R,(x):[ab] >R yada R (x):[a+eb-e]>R;

¢ 1hmal edilebilir diizeyde kiigiik bir degerdir.

Teorem 3.1. Banach uzayinda rezidiiel fonksiyon serisi {Ry (X)}:zz yakinsaktir

ve Banach uzayinda § , 0<§ <1 araliginda bir sabit olmak iizere asagidaki esitsizligi

saglar;

R OOl <8, IR, ()
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Ispat 3.1. [42] Rezidiiel hata serisinin, {R,(x)}. , Banach uzayinda bir
Cauchy dizisi oldugunun gosterilmesi gereklidir. Bu nedenle, |R,, (x)| asagidaki gibi

yazilabilir;

ZN:Qixi

i=0

:XE[a,b]vXe[a+g,b—5]}

||RN+l<x>||=sup{

ssup{ZN:‘Qixi‘:XE[a,b] y XE[a+g,b_g]}

i=0

=R, (b))

buradan b noktasindaki esitsizlik yeniden yazilabilir,

[Re. (0] <3, (IR, (b))

Bu esitsizligi kullanarak,
|RN+1(b)| < |RN+1(b)_ RN (b)| = (§N _1)|RN (b)|
bagintisi elde edilir. Esitsizligi genellestirirsek,
|RN+1(b) - RN (b)| < (§N _l)|RN (b)| < (§N _1)2 |RN—1(b)| S.s (§N _1)N71|Rm (b)|
olur. YN,K €] ve N >K olacak sekilde
|RN (b)_ RK (b)| < |RN (b)_ RN—l (b)++ RK+1 (b)_ RK (b)|
< |RN (b)_ RNfl (b)| te +|RK+1 (b)_ RK (b)|
<(5,-1)" "R, (b)]+..+(5, 1) [R, (b)
1-(5, -
B 1_(§N _1)

bagintisi elde edilir. Eger §, <1 olursa, 0 zaman lim |R, (b)-R, (b)|=0 olur. Bdylece

(5, -1 IR, (b)]

{RN (X)}:::m bagintis1 Banach uzayinda bir Cauchy dizisi olur ve yakinsaktir.
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3.2.2 Yiiksek Mertebeden Genellestirilmis Lineer Fonksiyonel Integro
Diferansiyel Denklemler I¢in Stirling Polinomlar:1 fle Matris Siralama

Metodu

Calismanin bu kisiminda, karisik kosullar altinda incelenecek olan fonksiyonel
gecikmeli yiiksek mertebeden genellestirilmis lineer Volterra-Fredholm integro
diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin, Stirling polinomlarma dayali yeni bir
operasyonel (islemsel) matris siralama metodu gelistirilmistir. Bu yontem, siralama
noktalar1 araciligiyla bahsi gecen denklemleri lineer cebirsel matris denklemler
sistemine doniistiirmektedir. Sistemin katsayilar matrisi Stirling polinomlarina dayali
olarak olusturulmaktadir. Ayrica, olusturulan bu yontemin islerligini ve dogrulugunu
test etmek amaciyla bazi sayisal 6rnekler hata analizleri ile birlikte verilmistir. Bu
calisma icerisinde, bahsedilen diger 6zel polinom aileleri kullanilarak elde edilen
sonuclar, literatiirde daha Onceden yapilmig benzer c¢alismalardan goézlemlenen
sonuclarla karsilastirilmaktadir. Dahasi elde edilen niimerik sonuglar tablolar ve
grafikler yardimiyla agiklanmaktadir. Metodun dogrulugunu teyit etmek igin galisma

icerisinde hata analizine de ayrica yer verilmistir.

3.2.2.1. Problemin Tanitilmasi

Bu ¢alismada (3.1) bagintis1 ile tanimlanan, fonksiyonel gecikmeli yiiksek

mertebeden genellestirilmis lineer fonksiyonel integro diferansiyel denklemler

(advanced, neutral ya da retarded tipi) incelenmektedir. Burada Stirling polinomlarina

dayali matris bagintilar gelistirilmis olup, (3.1) tipt denklemlerin yaklasik ¢oziimleri

i¢in farkli bir teknik sunulmustur.

m m, D m; m, I |
kz_(;]_o +Z(;Z; -0 (3.27)
max { b=m, {x t, ug(x), v, (x)} e[a,b])

Bu denklemde,
D, (x)=PR;(x) y® (hkj ( X)) , (fonksiyonel diferansiyel kisim)

Vis (X)
ol (x) = J- K ( X, t )y(r) ( O (t )) dt, (fonksiyonel integral kisim)

Urs (%)
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ifadeleri kullanilmistir. Denklemin karisik kosullar,

m-1

(" (a) +b,y* (b)) = 4, (i=0L...m-1) (3.28)

k=0
olarak tamimlanmaktadir [41]. Bu problemde B, (x), hy (X), 0,(t) ve f (X) ;
a < x,t <b araliginda tanimly, stirekli ve bilinen fonksiyonlardir. y(x) fonksiyonu ise
bilinmeyen fonksiyondur ve ayrica a, , b, ve A katsayilari reel ya da kompleks uygun
secilmis sabitlerdir. Bu calismanin amaci, (3.27) — (3.28) bagintilar1 ile verilen

problemin ¢oziimiinii Stirling polinomuna dayali yeni bir islemsel matris siralama

metodu ile bulmaktir. Sonlu Stirling serisi asagidaki sekilde tanimlanmustir:
N
=>2a,5,(x), (a<x<b) (3.29)

burada S, (X) , n=0,12,...,N icin Stirling polinomlaridir. @, bulunmasi gereken
Stirling polinomunun katsayilaridir ve N, N > m kosulunu saglamak iizere secilmis
herhangi bir pozitif tamsayidir. Problem (3.27) - (3.28) ’in (3.29) bagmtist ile verilen
niimerik ¢dziimiinii bulmak i¢in, kullanilan siralama noktalari,

X; =a+%i, i=0,1,...,N (standart) (3.30)

ya da

= b+Ta_bTaC (mj (Chebyshev-Lobatto)

esitliklerinden biri olarak segilebilmektedir [41]. Bu c¢alismada (3.30) standart

siralama noktalar1 kullanilmaktadir.

3.2.2.2. Coziim Yontemi

Burada, (3.27)—(3.28) ile verilen problem, (3.29) formunda bir yaklasik
¢oziimiinii bulmak igin temel matris denklemine dénistiiriilir. Ik olarak, (3.27)
denkleminin yaklasik ¢oztiimiinii elde etmek amaciyla, [a, b] araliginda tanimli sonlu

Stirling polinomlari kullanilarak, ¢6ziim (3.29) formunda bulunmaktadir. Bu yaklasik
¢Ozlimiin matris formu,
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y(x)=yy (x)=S(x)A (3.31)
ile verilir. Burada S, (X) polinomunun ve katsayilarinin matris formlarini agik halde
yazabiliriz;

S(X)=[Se(x) S, (X) . Sy(X)]. A=[a, a .. a].

(2.5) ile tanimlanan Stirling polinomlarint kullanarak, i =0,1,2,...,N i¢in, S (X)’i

standart tabanli matris formuna doniistiirebiliriz:

S(x)=X(x)T. (3.32)

(3.32) yardimiyla Stirling polinomlarinin tiirevlerinin matris formu,

sY(x)= X" (x)T =X (x)B*T, (k=01,..,m) (3.33)

ile verilir. (3.33) ’te tiirevleri i¢in kullanilan matris formlarinin agik halleri,

X(=[1 x x* .. x"]
0 1 0 O 0]
0 2 0 0
O 0 0 3 ... 0
B= . (B® =1, yani birim matristir.)
0O 0 0 O N
0 0 0 0 0]
bi¢imindedir.
- (-1°0!T,, 0 0 0 0 |
D17,  (-DWT, 0 0 0
| GO, (DT, R, 0 0
(—1)33!T30 (—:|.)33!T31 (—1)33!T32 (—1)33!T33 0
(CDYNIT, ((DVNIT,, (“DVNIT,, (<D NIT,, ... (-DVNIT,,

(3.32)—(3.33) ’te bahsedilen T matris formunun olusturulmasinda kullanilan

T, elemanlarini, (2.5) bagmntisinda verilen S (x) Stirling polinomlarmin binom

acilim 6zelligine bagvurarak elde edebiliriz.
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(3.31) ve (3.32) bagmntilarindan,
Yy (X)=X(x)TA
elde edilir ve tiirevlerinin gosterimi de
Yo (x)= X" (x)TA= X (x) B'TA, (k=0,1...) (3.34)
esitligi ile verilir. (3.34) bagintisinda X — hy; (X) konulursa, k=0,1,...,m i¢in

asagidaki ifade elde edilir:

v (g (x)) = X (hy (x)) B'TA (3.35)

Burada Taylor polinomunun katsayilar matrisinin genellestirilmis hali agik

sekilde takiben verilmistir;

X(hy () =[2 Ry (x) (g (x)" o (R ()" ]

(3.27) ve (3.35)’de verilen matris bagntilari kullamlarak (3.36) matris esitligi
tanimlanabilir:

D (x) =Ry (x) y*(hy (x)) = By (x) X (hy (x)) B*TA. (3.36)

Ayrica (3.34) deki matris bagmtisinda t — g, (t) yazilirsa (3.27)—(3.28)

probleminin fonksiyonel integro diferansiyel kismi i¢in bir matris formu elde edilir;

Y7 (9, (1)) =X (9,(t))BTA, (r,s=0.1...). (3.37)
Simdi, I,,(x) denklemin integral kisminda yer alan K, (x,t) gekirdek fonksiyonunun
acik halini verelim [41]:

Krs(x,t):iikijx‘t",
i~0 j=0

- L K7(0,0)
Toitr axet!

 (1,j=01..,N)

K. (X,t) gekirdek fonksiyonunun matris formunu, Taylor polinomlarini kullanarak
asagidaki gibi yazabiliriz [41]:
Ky (%) =X (x)K X" (1).
(3.27) denkleminin fonksiyonel integro diferansiyel kismmin matris

denklemine doniistiiriilmiis halini (3.37) yardimiyla verelim:
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Vrs(x)

L.09= [ K (x)y" (g, ()t

UTS (X)

J() X (XK X" (1) X (9, (1) B'TAdt

Urs (%)

XK, [ XT(®X(g, @)BTAdL

Urs (X)

Yapilan kisaltma isleminden sonra matris formunun yeni hali;

1. (X) = X (x) K,.Qx (X)B'TA (3.38)

ile verilir. (3.38) ’de kullanilan kisaltmanin ag¢ik halini detaylica yazmak gerekirse,

Vrs(x)

Qu(= | XT(OX(g M)t
Ups (X)

1]

vern | 1

= [ 1 9.0 (9.0) - (9.®)" ot

t;\‘

Vrs(x)

= [ [t"(gs®)" Jdt, (mn=01..N)

U ()

[qu)]—[ [ [0, o) ] ,

Urs (X)
olur [41]; matris gosterimi ise,

gn() a0 gR(x) .. A ()]
Oo(¥) gy (%) ap(x) ... g (X)
Qu(¥)=[ax(¥) dn(x) aup(x) ... Gz (x)

O (X) |

Ox2 (X)

|y (X)

Oy (X)

Sonug olarak, (3.36) - (3.38) ile verilen bagintilarin yardimiyla temel matris

denklemini olusturabiliriz:

iZ P ()X (hy (x))BkTA—ii X (XK Q. (X)B'TA= f(X).
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Temel matris denkleminde X=X, (i=0,1..,N) olacak sekilde (3.30)

standart siralama noktalarini yerine koyarsak, bir cebirsel matris denklem sistemi elde

etmis oluruz.

m m m; My
DY P ()X (hy (x)BTA=>"> X(%)K, Qs (%)BTA= f(x)
k=0 j=0 r=0 s=0
ya da kisaca matris denkleminin kompakt hali
m - m m m
DD P X:B" =D > XK. Q,BITA=F. (3.39)
k=0 j=0 r=0 s=0

Denklem (3.39) da kullanilan matris formlari,

Py =diag| R (%) Py(x) Pi(%) - Ry(x)],

- X(hy (%)) |
X (g (%)
Xy =| X(hy (%)) |, X =diag[X(x,) X(x) X(X) ... X(xy)],
X (hy (%)
Q)| [ F0%)]
Qrs (%) (%)
IZrs = dlag [Krs Krs Krs Krs]’ Qrs = Qrs (XZ) ! F= f(xz)
| Qs (X)) L0

olarak belirlenmistir. (3.39) ile verilen bu temel matris denklemi kisaca WA=F ya

da [W; F] arttirilmig matrisi bigiminde 6zetlenebilir [41]. Burada [W ; F | *nin agik hali

ise,
WOO WOl W02 WON 7 f (XO)
WlO Wll W12 WlN ’ f (Xl)
W W W, W, (X
[W;F]: 20 21 22 2N. ( 2) (3.40)
WSO W31 W32 W3N 1 f (XS)
_WNO W Wiz o Wi f(XN )_

bi¢cimindedir. Bu sistem (N +1) tane lineer cebirsel denklemden olusmaktadir ve

burada a,,a,,...,a, bulunmasi istenen problemin bilinmeyen katsayilaridur.
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(3.28) karigik kosullarnin matris formu, kisaca, kompakt formda
U;A=J yada [U;4 ]

olarak yazilabilir; burada

m-

U, =3 (35" (a)+b,y" (6)) = 4, (i.k=0.1...m~1)

ya da daha agik hali ile

uOO uOl u02 R uON , ﬂ’O
ulO ull ulZ tce ulN ’ jﬂ.
[U P4 :I =| Uxp Up Up oo Uy A4 (3.41)
_um—l,O um—l,l um—1,2 um—l,N ’ ﬂ’mfl

bigiminde gosterilebilir [41].

Denklem (3.27) ‘nin (3.28) karisik kosullar1 altinda yaklasik ¢6ziimiinii elde
etmek i¢in (3.41) bagintist ile verilen matrisin son m satir1 (herhangi segilen m
satirida olabilir) (3.40) formunda belirtilen matrisin m satirinda yerine konularak
WA=F ya da kisaca [W;If] arttirllmig ¢oziim matrisi elde edilir [41]. Eger
rankW = rank[V\7 ; If] =N +1, kosulu saglaniyorsa o zaman matrisin tersi alinabilir
ve katsayilar matrisi A:(V\7 )_l F esitligi ile bulunabilir. Burada A matrisi

(8y,8,,...,a, bilinmeyen katsayilar matrisi) tek sekilde tanimlidir. Arttirilmis ¢oziim

matrisinin agik hali,

WOO WOl WOZ T WON ; f (XO)
WlO Wll W12 Tt WlN ; f (Xl)
WZ

0 W21 W22 W2N ; f (X2)

[ "7 : lf] _ WN—m,O WN—m,l WN—m,Z WN—m,N ; f (XN—m) (342)
Uoo Uos Up, Uon s Ay
Uso Uy U, Uy s 4
u20 u21 u22 uzN ’ lg
um—l,O um—1,1 um—1,2 um—l,N ’ ﬂ’m—l
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seklindedir [41].

(3.42) matrisinin ¢dziimii ile elde edilen katsayilar (3.27)-(3.28) probleminin

yaklasik ¢oziimii i¢in aranan katsayilardir. Bu nedenle, arzu edilen ¢6ziim bilinmeyen

katsayilarin tek sekilde elde edilmesinden dolay1 tektir. Sonu¢ olarak, (3.42)

bagintisindan elde edilen katsayilar1 yerine koyarsak, Stirling polinomlarina dayali

(3-29) gbziimii elde edilir. Eger det(W )=0 ya da rankW = rank|W;F | <N +1 ise
o zaman Ozel bir ¢oziim bulabiliriz; yoksa W = rank[V\7; lf] , durumunda ise ¢6ziim

bulunamaz [41].

3.2.3. Yiiksek Mertebeden Genellestirilmis Lineer Fonksiyonel integro
Diferansiyel Denklemler icin Genocchi Polinomlar1 ile Matris

Siralama Metodu

Diger polinom tabanli siralama yontemlerine farkli bir bakis acis1 kazandirmak
amacli bu calismamizda, Appell polinomlar ailesinin 6nemli bir {iyesi ve semi
ortogonal polinomlardan biri olan Genocchi polinomlar1 kullanilarak, Genocchi
siralama metodu gelistirilmigtir. Ayrica rezidiiel hata fonksiyonu yardimiyla
uygulanan hata analizinde 6nerilen yontemden elde edilen sonuglarin giivenirliligi ve
verimliligi goézlemlenmistir. Literatlir incelemesi yapildiginda yiiksek mertebeden
genellestirilmis fonksiyonel gecikmeli integro diferansiyel denklemlerin en genel
formunun ¢6zlimii i¢in kullanilan Genocchi siralama metodu, daha dnceden yapilan
caligmalara bir alternatif olusturmaktadir. Bu nedenle, ilk amacimiz yiiksek
mertebeden genellestirilmis fonksiyonel gecikmeli integro diferansiyel denklemlerin
en genel formunu tanitmak, ikinci amacimiz ise bu formdaki denklemlerin matris
siralama metodu ile ¢oziilebilmesi i¢in Genocchi polinomlari temel alinarak Genocchi
siralama metodunu olusturmaktir. Caligmamizda Onerilen teknigin islevinin
gosterilebilmesi i¢in dordiincii boliimde niimerik Ornekler verilmis, tablolar ve
grafikler ile bu ornekler aciklanmis, hata analizi yapilarak elde edilen sonuglar

tartisilmustir.
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3.2.3.1. Problemin Tanitilmasi

Bu calismada, (3.1) ve (3.27) denklemleri ile 6nceki kisimlarda tanitilan

yuksek mertebeden genellestirilmis fonksiyonel gecikmeli integro diferansiyel

denklemi;
m - m mg  my Vi (1)
ZZij(x)y(k)(hkj(x))z HCIEDIPIVM I Krv(x,t)y(r)(gw(t))dt,
k=0 j=0 F=0V=0  u (1) (3.43)
(a<xt<b)

olarak tekrar gbz oniine alinmig ve M = max {ml, m3} olmak tizere,

Zm:(aik y® (a)+b, y® (b)) =y;, (i=0,12,..,m-1) (3.44)

k=0

karisik kosullar1 altinda incelenmistir [41].

(3.43)—(3.44) probleminde Py (x), f(x), K, (xt), h;(x), 9, (t), uy (%)
ve V., (X) fonksiyonlart a<x,t<b  araliginda (a <u, (X) <V, (X) < b)

tamimlidirlar; A, uygun olarak secilmis bir sabit sayidir. Ayrica hkj(X) ve @, (t)

fonksiyonlart en genel yapida secilmis fonksiyonel gecikme terimleridirler. Bu

nedenle, bu fonksiyonlar1 asagidaki sekillerde se¢mek miimkiindiir [42]:

X) =X ve 0, (t) =1 fonksiyonlar1 igin standart form,

(

'hkj (X) =X—74 ve 0, (t) =1 - o,, fonksiyonlar1 igin sabit gecikmeli form,

°th- (X) =X-17 (X) ve g, (t) =t-o, (t) fonksiyonlar1 i¢in degisken gecikmeli form,
(

X) =X ve g, (t) = Bt fonksiyonlar1 i¢in oransal gecikmeli form.

Bundan dolayz, (3.43) bagmtis1 ile verilen denklemi gecikmeli, fark,

diferansiyel, integro diferansiyel ve integral denklemler gibi farkl tiirdeki diferansiyel

denklem formlarina déniistiirmek oldukc¢a kolaydir.

Bu kesimde (3.43) - (3.44) probleminin yaklagik ¢oztimleri,
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y(X)= Yy (X)=§yn6n(><) (3.45)

ile tamimlanan sonlu Genocchi serisi formunda arastirilmaktadir.

NOT: Burada Y,, (n =12,.,N; N el ), (3-45) ¢oziim fonksiyonunun bilinmeyen

katsayilaridir. Metot uygulanirken matrisler ve matrislerin kendi aralarindaki islemsel
iliskilerinde siralama noktalarina basvurulacaktir. Bu kesimde siralama noktalari

olarak

X, :a+[bl:l—aji, (i=12,.,N, a=x<..<X, =b). (3.46)

standart form kullanilmigtir [41]. Ayrica, siralama noktalari olarak (3.30) "da

tanimlanan Chebyshev-Lobatto noktalar1 da kullanilabilir.

3.2.3.2. Temel Matris Bagintilar1 ve C6ziim Yontemi

(3.43)—(3.44) problemini ¢6zmek i¢in Genocchi matris siralama metodu
uygulanacaktir. i1k olarak, (3.43) bagntisi ile verilen denklemi
D(x)=f (x)+1(x),
sekilde yazabiliriz. Burada D(x), (3.43) denkleminin fonksiyonel diferansiyel kismi
ve 1(x), (3.43) denkleminin fonksiyonel integro diferansiyel kismidr.

(3.43)-(3.44) probleminin (3.45) Genocchi polinom ¢oziimleri ile tiirevlerinin

matris formlari asagidaki sekildedir:
y(x) =y, (x)=G(x)Y,
G(x)=X(X)M = y(x)=X(x)MY (3.47)
ve (k=0,1,...) olmak iizere, (3.47) *nin tiirevlerinin matris formu;
y“ (x)= XY (x)my,
X®(x)= X (x)B* =y (x) = X (x) B*MY (3.48)

(3.48) ’de kullanilan matrislerin agik gosterimleri,
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0100 0
0020 - 0
5[0 003 0
0000 0 N-1
00000 0 |
o ]
,|e: 0 0 0
2 2
N 0 0
M™=| (3 3 3
I IC |G 0

NOT: M™ matrisinin olusumunda (2.7) bagmtis1 ile verilen Genocchi
polinomlarmin binom acilim 6zelligi kullanilmistir. Istenildigi takdirde, (2.6)

bagmntist da (2.7) yerine kullanilabilir.

Simdi, (3.43)-(344) bagmntilari ile verilen problemin fonksiyonel
diferansiyel kismi D(X) ve fonksiyonel integro diferansiyel kismi, 1 (X)’in en genel

haldeki matris formlari sirasiyla verilecektir. (3.48) denkleminde X — hy(x)
yazilirsa,
y" (h (x)) =X (hy (x))B*MY, (3.49)
elde edilir. Burada
Xy () =[L hy(x) B0 - R,
Benzer sekilde,

¥y (9, (t))=X (g, (t))B"MY. (3.50)
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(3.43) denkleminin fonksiyonel diferansiyel kismu olan D(X)’in matris denklemine

doniistiiriilmiis halini veren (3.49) bagintis1 ile (3.46) siralama noktalarini goz

Oniine alirsak, D ( X) ’in temel matris denklemi,

mm
D= P, X, B*MY (3.51)

 D(x,) ] Pi(x) O 0 ]
5o D0 | 5 | O Rix) 0 |
| D(xy) | 0 0 Ry (Xy)
X(0) | T n ) e

X, = (hkj'(xz) | kj(xz) hy (%)
X (hy (%)) | L2 MO0 h7 ()

(3.43)—(3.44) probleminin fonksiyonel integro diferansiyel kisminda yer alan

cekirdek fonksiyonu K|, (X,t) ‘nin matris formunda gosterimi,
N-1N-1
(x,t)= ¢ X't! = K, (x,t) = X (x)C,, X" (t), (3.52)

i=0 j=0

ile verilir. (3.52) *de verilen C,, fonksiyonunu agik halde yazarsak,

W1 o 1 0K (0,0) .
C :[c..],cij:i!j! EY  (i,j=012,..,N-1)

seklindedir [41]. (3.52)’yi (3.43) denkleminde yerine yazarsak, |(x)

fonksiyonunun her bir terimini matris formuna doniistiirmiis oluruz.

[1(x)]= S 4 X (X)C.Qu (X) BYMY. (3.53)

r=0 v=0
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(3.53) ’de yapilan kisaltma islemi ile ilgili detayli bilgiye,

Gpy (X ()
Q. (x)= j)xT(t) [ j t"gp, (t) dt}—[q ]

Upy (1)

(mn=012,.,N-1)

araciligryla ulasilabilir [42]. (3.46) bagintisi ile verilen siralama noktalarini (3.53)

*te yerine yazarsak, |(X)’in temel matris denklemini,

224; +(X)(Cw (G, ) B MY,
(3.54)

seklinde buluruz. (3.54) ’te yer alan matrislerin agik halleri,

1(x,) X (%) 0 0
1 1(x,) 7 0 X(.xz) 0 |
(%) g 000 X%y
C, 0 ] Q. (%) ]
Erv: 0 v ’ QN _ Qrvgxz)
L 0 0 0 C"V_(NZXNZ) _Qrv(XN )_(NZXN)

bigiminde gosterebiliriz. Ayrica, (3.51) ve (3.54) ile belirtilen matris formlarini goz

sniinde bulundurarak, (3.43)—(3.44) probleminin temel matris denklemini asagidaki

gibi elde ederiz:

{%mzp_xijk f“mzu( X)(Cw)(Q.)B }MY:F

=0 j=0 r=0 v=0

=

W

ya da
{D—f}Y =F.

| N

W
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N tane bilinmeyen {yl,yz,...,yN} katsayilart igin N tane cebirsel denklem

iceren bir denklem sistemine kars1 gelen bu temel matris denklemini, kisaca kompakt
formda,

WY =F yada [W ; F], (3.55)

olarak yazabiliriz [41]. Burada

F=[f(x) f(x) = f(x)]"

(3.43) ile (3.44) karisik kosullar1 arasindaki matris bagintisi,

UY =y, =[U;; »].(i=012,...m-1) (3.56)

ile verilir [41]. Detaylica karisik kosullarin matris formunu agiklamak gerekirse;

M2

U=[u, u, ... uy]=>[aX(a)+bX(b)B*MY .

=~
i}
o

(3.55) matrisinin M satir1 silinip yerine (3.56) ile verilen karisik kosul

matrisinin satirlar1 yazilirsa, arttirilmis sonu¢ matrisi,

Wiy Wi, Wig e Wiy, f(x,)
Wy W, Woz v Wy, f(x,)
Way Wa, Was oo Wy, f(x;)
[ o If] _ Wymi Waimz Waimz oo Waomns  F(Xaom) (3.57)
' Uoy Uoo Uos Uon » Vo
Uy, U, U3 Upy s 4
Uy Uy, Uys Upn s ¥,
| Un11 Una2 Upas oo Upgns Vina

seklinde elde edilir. (3.57)de rankW = rank[W;F | =N dir. Bu nedenle, Y
bilinmeyen ¢dziim polinomunun katsayilart matrisi, Y = (V\7 )’l F seklinde tek tirli

elde edilir [41]. Sonug¢ olarak, bu katsayilar (3.45) ¢oziim formunda yazilir ve

55



boylece (3.43)—(3.44) probleminin Genocchi polinomlarma dayah yaklasik ¢ozimii

elde edilir.

3.2.3.3. Hata Analizi

Genocchi matris siralama metodu uygulanarak elde edilen sonuglarin hata
analizleri rezidiiel hata fonksiyonu yardimiyla yapilabilmektedir [43]. (3.43) -(3.44)

ile verilen problemin Genocchi matris siralama metodu uygulanarak elde edilen
yaklasik ¢oziimlerinin kontrolii ve rezidual hata tahmini icin, Kesim 3.2.1.3. de

tanimlanan prosediir kullanilmaktadir.

Diger yandan, (3.45) bagmtisinda elde edilen Genocchi polinom ¢éziimiiniin

rezidiiel fonksiyona dayali hata tahmini ve iyilestirme teknigi de, asagida kisaca

Szetlenmistir:
Ry (0)=LLyw ()]~ 1 (%),
LYy (¥)]=D(x)=1(x) ve ey (X)=y(xX)— Yy (X) (hata fonksiyonu)
olmak iizere, hata denklemi

e (3)]=L[y(0]-L 3w ()] = R0 (x) 359

ve kars1 gelen

-1

m
Z[ajkeﬁ,k)(a)erjke,(\,k)(b)] =0 (3.59)

k=0

homojen kosullar (j=0,1...m-1) ile beraber hata problemi kurulur. Olusturulan

(3.58)—(3.59) hata problemi ¢oziilerck

e (X)= 2, ¥,G, (%), (3.60)

sonlu hata yaklasim serisi elde edilir. (3.60) ’da bahsedilen € (X) diizeltilmis

tahmini hata fonksiyonu olarak da adlandirilir.
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Iyilestirilmis Genocchi polinom ¢oziimii de Yy y (X)= Yy (X)+€y  (X);

N <M olur [43]. Rezidiiel hata fonksiyonu, rezidiiel diizeltme ve bunlarin teorisi ile

ilgili detayli bilgiye literatiirde yer alan [3-4] kaynaklarindan ulasilabilir.

Ayrica belirgin hata hesaplamalar1 5, Ve o, [42] kaynaginda belirtildigi gibi,

asagidaki sekilde tanimlanir:

N-1

Suy =\/NL_12eﬁ,l(xi) Ve o, = ZN:eﬁ (xi)/ ZN:yz(xi); (3.61)

burada X, X,,..., Xy (3.46) ’da verilen standart siralama noktalaridir. Rezidiiel hata

analizi uygulandiktan sonra diizeltilmis hatalar elde edilir.

3.2.4. lkinci Mertebeden Lineer Gecikmeli Neutral Integro Diferansiyel
Denklemler icin Shifted Legendre Polinomlar1 Ile Matris

Siralama Metodu
3.2.4.1. Problemin Tanitilmasi

Bu ¢alismada, ikinci mertebeden lineer neutral tipli fonksiyonel integro
diferansiyel denklemlerin degisken siirlar ve degisken gecikmeler igeren baslangic
kosullar1 altinda yaklasik ¢ozlimlerini bulmak i¢in sonlu Shifted Legendre serisi ve
siralama noktalar1 yardimiyla yeni bir islemsel matris siralama metodu sunulmustur.
Kullanilan bu yontem, Shifted Legendre polinomlar1 ve bunlarin tiirevlerini iceren
matris formlarmin kullanilmasina dayandirilmaktadir. Bundan dolayi, problemin

¢ozlimii bilinmeyen Shifted Legendre polinomlarinin katsayilari cinsinden yazilan bir
matris denkleminin ¢oziimiine doniistiiriilmiistiir ve elde edilen ¢oziimler [a,b]

araliginda taniml1 ortogonal Shifted Legendre polinomlar1 ya da Taylor polinomlar1
cinsinden elde edilmistir. Ayrica, ana denklemde uygulanan etkili bir rezidiiel hata
analizi teknigi kullanilarak da diferansiyel denklemin hatasi insaa edilmis ve Shifted
Legendre polinomlar1 yardimiyla uygulanan matris siralama metodu sonucunda elde
edilen yaklasik ¢oztimler diizeltilmistir. Bunun yani sira, Shifted Legendre polinomlar1
tiirlinden elde edilen diizeltilmis yaklasik ¢6ziimlerin mutlak hatalarinin bir {ist sinir1

verilmistir. Sonug olarak, kullanilan yontemin uygulanabilirligi ve etkinligini gérmek
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i¢cin bazi sayisal 6rnekler tablolar ve grafikler ile birlikte verilmistir ve boylece elde
edilen sonugclar tartigilmistir. Yapilan tiim niimerik hesaplamalar i¢in Mathematica ve

Matlab programlari kullanilmistir.

Bu c¢alismada, sonlu Shifted Legendre matris siralama metodu, degisken
gecikmeli ikinci mertebeden lineer neutral tipli fonksiyonel integro diferansiyel

denklemleri ¢c6zmek i¢in asagidaki formda verilmistir:

2 _ 2 v(x)
>Q, (x)y (x)+ DR, (x)y" (x=7(x))=F(x)+ j K(xt)y(t)dt.  (3.62)
j=0 k=0 u(x)
Bu denklem,
iak. y“(0)=4, (1=0.) (3.63)

baslangic kosullari altinda incelenmistir. Burada Q;(X), R (x), 7(x), F(x),
K (X,t), U(X) ve V(X) fonksiyonlar1 a < x,t <b araliginda tanimlidir. d; ve /11 ise

duruma uygun olarak segilmis sabitlerdir. (3.62) bagmtisinda verilen lineer

fonksiyonel integro diferansiyel denklem, degisken gecikmeli neutral diferansiyel
denklemin ve fonksiyonel smirlara sahip Volterra tipli integral denklemin bir

kombinasyonu bi¢iminde olusturulmustur.

Bu ¢alismadaki amacimiz Shifted Legendre polinomlarina dayali bir islemsel
matris siralama metodu gelistirmek ve (3.62)—(3.63) ile verilen problemimize

yaklasik bir niimerik ¢dziim sunmaktir. Bu ¢6ziimiin, Sonlu Shifted Legendre seri

formu,

y(x)= yN(x):ianPn*(x), a<x<b (3.64)

n=0

oldugu varsayilir. Burada &, n=0,1,..,N bilinmeyen katsayilar ve P, (X) ise Shifted

Legendre polinomlaridir. Shifted Legendre polinomlari (2.9) yardimiyla agagidaki

gibi tanimlanir [40]:

P (x)=L,(ax+A), a:z—xa, ,B:a—er, a<x<h. (3.65)
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Buarada L,(X), n=0,1,...,N igin W(X)=1 agirlik fonksiyonuna gére [—1,1]

araliginda ortogonal olan klasik Legendre polinomlarini temsil eder. Klasik Legendre

polinomlar1 asagida gosterilen bagint1 araciligiyla tiretilebilir [39]:

L,(x)= %%(—N (Ej[zn - ZKJx”-Zk, (n=0,1..,N, —1<x<1)

k=0 n

(3.66)
burada

n .
{n}_ > n cift say

2 nT—l , N tek say1

Calismanin bu bolimiinde, Taylor polinomlar1 ve Shifted Legendre
polinomlar1 arasinda kurulan matris bagintilar1 gosterilecektir ve calismanin diger
kisimlarinda bahsedilen matris siralama metodu modifiye edilerek, fonksiyonel
gecikmeli ikinci mertebeden lineer neutral integro diferansiyel denklemleri ¢6zmek

i¢cin kullanilacaktir.

3.2.4.2. Temel Matris Bagintilar1 ve Coziim Yontemi

Calismanin bu kesiminde, (3.62)—(3.63) bagntilar1 ile verilen ana problemin

ilgili matris formlar1 elde edilecektir. Bu nedenle, (3.64) bagintisi ile verilen yaklasik
¢Oztimii sonlu Shifted Legendre serisi tiiriinden

y(X)= ¥y (x)=P" (x) A (367)
matris formuna doniistiirebiliriz. Burada

P'(X)=[R() B .. Pi(x)]ve A=[a, a ... a,].

Ek olarak, (3.66) bagintisinda verilen Legendre polinomlarinin {ireteg
fonksiyonu kullanilarak [39], P’ ( X) matris formu asagidaki gibi elde edilebilir:

L(x)=X(x)D; X(x)=[1 x ... x"],
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P"(x) = L(ax+ B) = X (ax+ B)D = X(X)B(«, B) D; (3.68)

burada,
_ . 2 a+b
X(ax+ﬂ)_X(x)B(a,ﬂ),a=E,,Bz—b_a,
(0 0 20 1 0 ol 2 0 p2 N 0 oN
N e e W
0 o, 2) | N L ona
pJor (e o [V)er
B(a, p) = 0 0 (;]azﬁo (I;IjazﬁN—z ]
0 0 0 [Nj "p°
- N a ﬂ

N ’nin tek say1 degerleri igin;

(_2?0 @@ 0 0 0

NN
(-1 ? N +1 (-1)°(N)(2N
I | SR

ve N ’nin ¢ift say1 degerleri i¢in;
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Ayrica, (3.68) bagintisini (3.67)’de yerine koyarsak, yN(x) ¢Oziim

fonksiyonunun matris formunu asagidaki gibi elde edilir:
yu (X)=P"(x)A= X (x)B(a, ) DA (3.69)

ve (3.69) *un tiirevi

i) (x)= X (x) B*B(e, ) DA, (3.70)
B matrisi,
[0 1 0 0] 1 0 0]
0 0 2 0 0 1 0
B= : B°=/0 0 1 0
0 0O N :
10 0 0 0 | 0 0 0 1]
ile verilir [3].

Diger taraftan, fonksiyonel gecikme iceren kisminin matris formu, (3.70)

kullanilarak,
o) (x—7(x))= X (x—7(x))B*B(e, #) DA
= X (x)B(L-7(x))B*B(a, 8) DA (3.71)

ile verilir.

(3.71) bagintisinda ortaya ¢ikan gegis matrisi,
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(oj(—r(X))O (;)(—T(X)) é(—r(x))z [le(—r(x))N

0 @(—r(x))" i(—r(x))l Q‘J(_T(X))Nl

BL-r0N=| 0 ;(—T(X))0 EEJ(_T(X))N_Z
L (.) (.) (.) (E)(;T(X))O |

bicimindedir. Volterra integral kismin matris formu (3.52) ve (3.69) bagintilari

kullanilarak,

v(x)=V(jX)K(x,t)y(t)dt= j X (X)KXT (t) X (t)B(«, B) DAdt

=X(X)K|(X)B(a,,6’) DA (3.72)
elde edilir. Bahsi gecen (3.72) esitliginde kullanilan kisaltma isleminin agiklamast,

v(x)
10)= [ XTOX(t)dt=[r,,(x)]

u(x)

(V(X))p+q+l _(u(x))p+q+1
p+q+1

rpq(x): , (p,q=0,1,...,N)

biciminde yapilir ve integral kismin ¢ekirdek fonksiyonu (3.52) yardimiyla,

K=k, ]; k.. - 1 d"™K(0.,0)
min! ox"ot"
ile hesaplanmaktadir [4]. Sonu¢ olarak, (3.62)—(3.63) ile verilen ana

, (mn=0,1..,N)

problemimizdeki tiim fonksiyonlarin matris déniisiimleri olan (3.71) ve (3.72)
bagntilarini, (3.62) denkleminde yerine koyarsak, temel matris formumuzu asagidaki

bi¢cimde elde etmis oluruz:
{JZZ(;Q,- (X)X (x)B! +k22(;Rk(X)X(X)B(1,—T(t))Bk — X (X)KI (x)}B(a,ﬂ)DA: F(x).

(3.73)
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3.73) bagmtist ve (3.30)’da x =Bi, i=0,1..,N) ile verilen siralama
' N

noktalar1 kullanilarak, elde edilen matris denklem sistemini basitlestirebilir ve temel

matris denklemini,

2 2
{ZQJ.XB] +> RXB(r) - XKT}B(a,ﬂ) DA=F (3.74)
j=0 k=0
ya da kisaca kompakt formda,
WA=F < [W;F]

bi¢iminde Yyazabiliriz [41]. Co6ziime ulasmak i¢in kullanilan matrislerin agik

gdsterimleri,
X (%) F(X) 1(X) B —7(X,))

N X(f&) Fo F(f&) - |(?<1) B(r) = B(l,jf(xi)) |
X (.xN ) F (xN ) | (;<N ) B(L, —.r(xN )

Q, =diag[Q; (%) Q(x) - Q(x)]

R =diag[R, (%) R (%) .. R(x)].

X =diag[ X (%) X(%) ... X(x)].
K=diag[K K ... K],

sirastyla  olusturulabilir. Ayrica (3.63) baslangi¢ kosullarinda, (3.70) matris

bagintisini kullanilarak, baglangi¢ kosullarinin matris formu
1
Y a,X(0)B*B(a, f)DA=4, (1=0,1)
k=0
ya da kisaca
UA=1=[U;4] (3.75)
ile verilebilir [41]. Burada

U =Zl:ak,X(O)BkB(a,,8)D,
k=0



olmaktir. Sonug olarak, (3.75) bagmtst ile verilen kosul matrisini, (3.74) temel

matris denkleminde herhangi iki satirin silinip yerine baslangi¢ kosullarinin konulmasi

ile olusturulan arttirilmis sonug matrisini elde ederiz [41]:

[W;F]yada WA=F. (3.76)

Eger, rankW = rank[VV;lf] =N +1 ise, o zaman matrisin tersi alinabilir ve
A= (V\7 )7l F olur. Bu nedenle, bilinmeyen katsayilar matrisi olarak tanimlanan A

(burada katsayilar a,,a,,...,a, ) tek sekilde tanimlanabilir ve boylece (3.62) — (3.63)

ile verilen temel problemimizin Shifted Legendre polinomlarina dayali yaklasik

¢ozlimii tek sekilde belirlenebilir [4].

3.2.5. Yiiksek Mertebeden Genellestirilmis Gecikmeli Lineer
Fonksiyonel Integro Diferansiyel Denklem Sistemi i¢cin Stirling

Matris Siralama Metodu

Calismanin bu kesiminde, degisken katsayili lineer fonksiyonel diferansiyel
denklem sisteminin, baslangi¢ kosullar1 altinda yaklasik ¢oziimiinii bulmak icin
Stirling polinomlarina dayali bir matris siralama metodu onerilmektedir. Bu teknik,
lineer fonksiyonel diferansiyel denklem sistemini, sonlu Stirling serisi ve siralama
noktalar1 yardimiyla, bir matris denklemine doniistiirmektedir. Kullanilan metodun
sayisal ornekleri fizik, biyoloji, kimya, mekanik, ekonomi gibi bir¢ok farkli bilim
dalinda yer alan model problemlerde karsimiza ¢ikmaktadir [44]. Metodun
dogrulugunun ve gegerliliginin gosterilebilmesi i¢in farkli hata analizi yontemlerinden

biri kullanilmaktadir.

Yiiksek mertebeden degisken katsayili lineer fonksiyonel diferansiyel denklem

sisteminin genel formu

ki,ip“k Y\ (e x+ By ) =6 (x), (i=1,2...,3, 0<a<x<bh) (3.77)

seklinde ve baslangi¢ kosullari
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yW(a)=4, (i=12..3, k=01..,m-1) (3.78)

bigiminde ifade edili. Burada y\”(x)=y,(x), (j=12,..,J) bilinmeyen
fonksiyonlar olmak tizere, Pij(k)(x) ve gi(x), [a,b] araliginda tanmimli  ve
tirevlenebilen fonksiyonlar; A, «; Vve p; ise segilen uygun sabitlerdir. Bu
kesimdeki amag (3.78) ile verilen baslangi¢c kosullar1 altinda (3.77) denklem

sisteminin

Y;(x)=2> 2,8,(x), (i=12..9) (3.79)

n=0
ile tanimlanan sonlu Stirling seri ag¢ilimi bigiminde yaklasik ¢ozlimlerini arastirmaktir.

Burada a;,, (n=0,1,2,...,N) bilinmeyen ¢dziim polinomunun katsayilaridir ve (2.5)

bagmtisinda verilen S, (x), (n=0,1..,N) Stirling polinomlar1 [28], kisaca,

S, (x) = (—1)”n!Zn:Tnkx", (n=0,1..,N, n>0);

k=0

Ty = ZS(J+1K+DZ( )( ijjsz(nﬂ,i)

i (h+)! =

ile gosterilir.

Ayrica, (3.77)—(3.78) probleminin ilgili temel matris denklemlerinin

olusturulmasinda,
xr=a+b;—ar; (r=01..,N). (3.80)

ile tanimlanan siralama noktalar1 kullanilmaktadir [41].

3.2.5.1. Temel Matris Bagintilar1

Bu kesimde, dnce (3.77) denklem sisteminin (3.79) ile tanimlanan sonlu
Stirling serisi bigimindeki ¢dziimii matris formuna déniistiriiliir. Bu amagla (2.5)

bagmtisi kullanilarak S, (x) Stirling polinomlarmin matris formu
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S(x)=X(x)T (3.81)

olarak elde edilir. Burada,

S(x)=[S(x) S,(x) S,(x) ... Sy(],

X=[1 x x* .. x"]
- (-1)°0!T,, 0 0 0 0 |
DT,  (-D)MIT, 0 0 0
TT - (—1)22!T20 (—1)22!T21 (—1)22!T22 0 0
(—1)33!T30 (—1)33!T31 (—1)33!T32 (—ZI.)33!T33 0
(D"NITy, (-DVNITy, (-DYNITy, (-DVNITy, ... (-D"NIT,, |
olarak tanimlanmistir. Ayrica (3.79) ile verilen vy, (X) yaklasik ¢oziimleri
y;(x)=S(x)A, (i=12..,3) (3.82)

matris formuna doniistiiriiliir. Burada
3
A=la, a, a, .. aj
bilinmeyen ¢oziim katsayilart matrisidir. Sonra (3.81) ve (3.82) matris bagmtilari
kullanilarak,

y;(x)=X(x)TA, (3.83)

esitligi elde edilir. Ayrica X(k)(x) ve X (X) matrisleri arasinda

X" (x)=X(x)B" (3.84)
matris bagintist mevcuttur. Burada B matrisi,
01 0 0]
0 0 2 0
B|: & : )
- 0 -

ile tanimlidir [41]. (3.83) ve (3.84) bagntilarini birlikte kullanarak,
Y (x)= X (x)BTA,, (i=12...3). (3.85)
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bagmntis1 elde edilir. Diger yandan, (3.85) bagmtisinda X —>a X+, Yerine
yazilirsa,

W (eyx+ By ) = X (e x+ B, ) BTA;, (j=12,....9) (3.86)
matris bagmtist kurulur. Diger taraftan X (a;x+ ;) matrisi ile X (x) matrisi
arasindaki

X (apx+ By ) = X (%) B(a;. By ) (3.87)

bagintisinin oldugu iyi bilinmektedir [41]. Burada «; #0 ve g, =0 igin

a?k 0 0

a}k .. 0

B(a.0)=| 0 0 o} ... 0
0 0 0 i

veya a; #0 ve B, #0 i¢in

(0 1 2 N

Gl [p)aan [Jas - (§)as

1 2 N _

o (e [am o [} enr

Bla,,B. )= 2 N _

( ik Jk) 0 0 ) a?kﬂ;)k (Zjafkﬁjl\li 2
N

0 0 0 (Nja;\:{ﬁjok

ile ifade edilir. Sonug olarak, (3.87) bagntisini (3.86) denkleminde yerine yazarsak,
YW (e x+ By )= X (X) B, By ) BTA,, (i=12,..,3) (3.88)

matris bagintis1 elde edilir.

3.2.5.2. Coziim Yontemi

Ik olarak, (3.77) —(3.78) problemi icin onceki kisimda elde edilen (3.88)

bagintisi kullanilarak (i, 1=12,.., J) igin,
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$°P,(x) X (x)B(a. 5, )(B) TA=F (x). (389

matris denklemi kurulur. (3.89) ifadesinde verilen her bir terimin matris formunun

acik hali,
Pi(x) P3(x) ... P5(x) f.(x)

P.(X) = szl‘(X) szz.(x) = PZkJ'(X)  F(x)= szX) ’
PJkl.(x) Psz.(x) Pj‘j.(x) fjkx)

Y (X + By) X (X)B(ay, By )BTA

YO (x4 B) = ygk)(%k.XtBZk) d X(X)B(azkjﬂzk)BkTAz

k)

yJJ(k (ay X+ By) X(X)B(aJk'ﬂJk)BkTAJ

= X()B(e,. A)(B) TA

biciminde tanimlanir. Burada ek olarak kullanilan yardimci1 matrislerinde agik hali,

B(ay. Bu) 0 0
_ 0 B , 0
B(a,, ) = : (azt Ba) § .
0 0 ... Blay, By)
B 0 0 X(x) 0 0
_ k - 0 X 0
Bk = 0 B 0 , X(x)= .(X) :
0 O BX 0 0 X(x)
T O 0 A
_ |0 T 0
T= A
0O 0 ... T A
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seklinde verilir. (3.89) denkleminde, (3.80) ile tanimlanan esit aralikli siralama

noktalar1 yerine konulursa yapilan islem sonucunda asagida verilen matris denklem

sistemi

kipk X)X (%, )B(a,. 5,)(B)

TA=F(x), (r=021..,N) (3.90)

elde edilir. Ya da kisaca (3.90) denklem sistemine karsilik gelen temel matris

denklemi, kompakt formda,
> P XB(,. 4, )(B) TA=F (3.91)

seklinde olur. (3.91) bagintisinda verilen matrislerin agik halleri,

P(Xx) O .. 0 X(x) 0 ... 0
po=| o W 0 gl O X0 0
0 0 . R 0 0 .. X(q)

F (%) B(a,,f.)

= I:(:><1) Ba,. f) = B(at,ﬁk)

F(;<N) I§(ai;,,b’k)

seklindedir. Ayn1 zamanda, (3.91) temel matris denklemi, kisaca,
WA=F yada [W;F] (3.92)

seklinde yazilabilir [36]. (3.92) *de yapilan kisaltma islemi,

=3P X Bl A)B)T =[w,,], (p.a=12...3(N+D),

Ek olarak burada J(N +1) lineer cebirsel denklem ile J(N +1) bilinmeyen

¢oziim polinomunun katsayilarini iceren bir denklem sistemi elde ederiz. Diger

taraftan, (3.85) matris bagintisini kullanarak, (3.78) ’de verilen baslangig¢ kosullarinin

matris formu i¢in, j=12,...,d, k=0,1,...,m—1 olmak iizere,
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vl (a) X(@)B*T 0 0 A A
y: (@) | _ 0 X(a)B'T ... 0 Ay || Aae

ygk; (a) 6 6 X(ajBkT AJ /z;k
gosterimini elde ederiz. Kompakt formda gosterilirse,
UA=4 yada[U;4] (3.93)
biciminde yazilabilir.
(3.92) ile tanimlanan [W; F | matrisinin herhangi Jm satirimin yerine (3.93)

ile tanimlanan [Uk;ik] karisik kosullarin matris formu yazilarak, yeni [V\~/ ; lf:l
arttirilmig  matrisi  elde edilir. Eger W matrisi tersinir matris ise yani
rankW = rank[VV;lf] =J(N +1) kosulu saglaniyorsa, A:(W )71 FE yazlabilir.
Boylece, A katsayilar matrisi tek olarak belirlenir ve (3.79) ¢oziimii tek olarak

bulunmus olur [36].

3.2.5.3. Hata Analizi

Bu kisimda, (3.77)—(3.78) bagintilar1 ile verilen temel problemin Stirling

polinomlart yardimiyla bulunan yaklasik ¢oziimleri igin rezidiiel hata diizeltme
yontemi adi verilen bir hata tahmin teknigi sunulmustur. Boylece kullanilan bu

teknikle yaklasik ¢dziim iyilestirilebilir. i1k olarak, kullanilan bu ydntemin rezidiiel

fonksiyonu (3.94) ile tanimlanabilir:

Ry (X) =Ly (X) |- fi(x), (i=12,....k). (3.94)

(394)°te L[yy(x)]=f/(x) ve (3.77)-(3.78) probleminin (3.79) da
verilen  Stirling  polinomlar1  yardimiyla  bulunan  yaklasik  ¢oziimleri
yiN(X), i1=0,12,..,k seklinde verilmistir. Daha sonra Yjy (X) fonksiyonu ile

problem,
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> S ROV @y x+ ) = 1,00+ Ry (), 1 =120k

k=0 j

y9(@) = Ay, j=12,.,3, k=0,1,..,m-1

ile tanimlanmustir. Ayrica hata fonksiyonu e;, (x), (3.95) ile tamimlanir:

e (%)= Y; (%)= Y (%) (3.95)
burada y;(x), j=12,..k, (3.77)—(3.78) bagmtilar1 ile verilen problemin tam
¢oziimiidiir.

(3.77), (3.78),(3.91) ve (3.94) bagmntilart kullanilarak hata fonksiyonunun

olusturdugu diferansiyel denklem sistemi

Llew (x)]=LLyi (}) =L i (¥) ] =R (x)
elde edilir ve hata problemi,

J

33 PO (x)e% (e, X+ By ) =Ry (x), 1 =12,

k=0 j=1
(3.96)
el(a)=0, j=12,..,J, k=0,1,..,m-1

bi¢iminde olusturulmustur. Hata problemi (3.96) , ¢alismanin 3.2.3. kisminda verilen

yontem vasitastyla (3.60) *daki gibi elde edilebilir. Boylece, €, (X) fonksiyonu i¢in

€ m (X) yaklagimi (3.97) *de verilir.

M
en (X)=D.235,(x), M >N, j=12,..,J. (3.97)

n=0
Sonug olarak Yy v (X) =Yin (X)+ejN,M (X) ile gosterilen diizeltilmis Stirling
polinomlar: cinsinden ¢ozimii Yy (X) Ve € (X) polinomlart tiiriinden elde edilir.
Ek olarak €, (X)=Y;(X)- Y () ile hata fonksiyonunu, &, , (X) ile tahmin edilmis
hata fonksiyonunu ve Ej \ (X)=€y (X)=€pm (X)=Y;(X)=Yum(X) ile de

diizeltilmis hata fonksiyonunu gosterebiliriz [35].
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Calismanin bu bdliimiinde, calisma kapsaminda kullanilan metotlarin
dogrulugu, verimliligi ve etkileri arastirilmistir. Bu nedenle, farkli denklem formlari
icin Onerilen metotlar arastirma bulgularina dayandirilmis ve metotlarin isleyisi
orneklerle desteklenmistir. Problemlerin ¢oziimlerinin hesaplanmasinda, grafiklerin
cizilmesinde ve Kkarsilastirma tablolarinda yer alan bulgularin bulunmasinda
Mathematica ve MATLAB programlama dillerinden yardim alinmistir. Ornekler i¢in
gerekli hata analizleri yapilarak sonuclar iyilestirilmis, literatiirde yer alan farkl

¢Oziim teknikleri ile bu ¢alismada kullanilan metotlarin sonuglari karsilagtirilmistir.

4.1. Yiiksek Mertebeden Genellestirilmis Lineer Fonksiyonel Integro Diferansiyel
Denklemler icin Artan ve Azalan Faktoriyel Fonksiyonlarina Dayah Matris
Siralama Metodu ile Tlgili Niimerik Ornekler

Ornek 4.1.1. ikinci mertebeden lineer
y'(X)=xy(x)=2+x-x°
diferansiyel ~denkleminin, y(0)=-1,y'(0)=0 kosullart altindaki ¢dziimiinii
inceleyelim. Problemin tam ¢oziimii y = x* —1. Problemin matris formundaki genel

yapis,

> Ry (x) =1 (x)

2
k=0

ya da acik hali,

bi¢imindedir. Ayrica burada

P (X)==X, P(x)=0, P,(x)=1 f(x)=2+x-%°

seklindedir. N =2 i¢in artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali

y,0=a (x),

n=0

formundaki ¢ozlimler aranacaktir. N =2 i¢in siralama noktalari
1
X =0, x==,X=1
man=tonei
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olarak hesaplanir. Problemin temel matris denklemi;

2 —_
D PXB‘SA=F,

k=0
W = P,XB"S + P,XB*S

seklindedir. Burada;

R(x) 0 0 000 100
p=| 0 R o0 | RX=|0 ‘?1 0l rm=0 1 0f
0 0 PR(Kx) 0 6 1 00 1
) X(x,) 0 0 ) X 0
X=| 0 X(x) o0 ,X(x):[ ! X(XJ,
0 X (X,)

5,000 0 0
S"=|S,10) S, 0 |=
S(2,0) S,(21) S,(22)

seklindedir. Probleme karsilik gelen [VV; E] matrisi;

O 0 2 2 O 0 2 2
We| L U] 1) rpy | 1171
2 4 8 8 2 4 8 8
-1 -1 0 2 -1 -1 0 2

olup kosullara karsilik gelen matris;
y(0)=-1= X (0)SA=-1, y'(0)= X (0)BSA=0,
[1 0 0]JA=-1 [0 1 1]A=0
seklindedir. Boylece probleme ait kosul matrisi;

— = 100 -1
U }“"]{0 11 o}

olarak elde edilir. Boylece probleme ait arttirilmis matris;
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00 2 2
[VV, lf}:1oo; 1
011 O

seklindedir. Bu matrise karsilik gelen lineer cebirsel denklemin ¢oziilmesiyle
bilinmeyen katsayilar matrisi A=[-1 -1 1]T olarak bulunur. Katsayilar1 sonlu
kesilmis artan faktoriyel polinomlari ile birlikte ¢6ziim formunda yerine yazildiginda

¥,(X) yaklagik ¢dziimii y,(X)=-1+x" olarak elde edilir. Bdylece tam ¢dziime

ulagilir.

Ornek 4.1.2. Omek 4.1.1.’de tanimlanan lineer diferansiyel denkleminin

y(O) =-1ve y’(O) = 0 baslangig kosullar1 altinda, azalan faktoriyel fonksiyonlarina

dayal1

yz(x :z |

n=0

formundaki ¢oziimiinii arastiralim. N =2 i¢in siralama noktalari

{XO:O, XI:%, X, :1}

olarak hesaplanir. Problemin temel matris denklemi,
{Poxsog1 + PZXBZ§’1}A: F

seklindedir. Burada,

5,000 0 0 100
s'=|s,1,0) S,4) 0 |=/0 1 0},
5,200 S,21) S,(22)| |0 1 1
100 100
S=|0 1 1|, S*=|0 1 1
001 00 1

O 0 2 2
W F]= -1 1 1319
- 2 4 8 8
-1 -1 2, 2
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olup, kosullara karsilik gelen matris;

1 0 O
y©O=-1=[1 0 0][0 1 ~1|A=[1],[Uy k]=[t 0 0; -1],
0 0 1
010
y'(O)=O:>[1 0 0] 0 0 2|A=]0], [Ql; Ll]z[o 1 -1 0]

0 0O

1 0 0 -1

[—J —J] {0 1 -1 0}

seklindedir. Boylece probleme ait arttirilmis matris;

1 0 0 -1

W:Fl=|0 1 -1 0

-1 -1 20 2

olarak elde edilir. Bu matrise karsilik gelen lineer cebirsel denklemin ¢6ziilmesiyle

azalan faktoriyel fonksiyonlarina dayali bilinmeyen katsayilar matrisi A = [—1 1 1]T

olur ve kesilmis ¢6ziim serisinde yerine yazildiginda yz(x) yaklasik ¢Oziimii

¥,(X)=-1+ x* olarak elde edilir. Bdylece tam ¢éziime ulastlir.

Ornek 4.1.3. Ikinci mertebeden degisken katsayili fonksiyonel gecikmeli

Volterra tipi integro diferansiyel denkleminin,

X+1
y'(x) -y (X —x)+y(x*) = £ (x)+ J' 2te™ y'(t*)dt; (0<x<2),
f(x)=-2e""x(x+1)(2x +1)+e*(1-2(x -1)x)+ X" —=x* +1
y(O) = y'(O) =—1 baslangi¢ kosullar1 altindaki ¢oziimiinii inceleyelim. Problemin

tam ¢ozimi y(x) = x> —x -1 dir. N =2 icin azalan faktériyel fonksiyonlarina dayal

2
Y (%)= ¥y (x) =22, (%), = ¥, (%) = X (x)S A
n=0
formundaki ¢6zlimler aranacaktir. N =2 i¢in siralama noktalari

{%=0,%=1x,=2}

olarak hesaplanir. Problemin matris denklemi agik bir sekilde asagidaki gibi yazilir;
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Poo (X) y" (hoo (X))+ Po (X) y" (hlo (X))+ Py (X) y"? (hzo (X))

= £ (x)+ [ Kig (xt)y" (g, (1) )l

Uyo

burada
Po (X)=1 Py (X)==€", Py (X)=1, hy(x)=x, hy(X)=x*=X, hy(x)=X,
Uy (X) =X, Vig (X) = x+1, Ky (X)=2te™, g, (1) =t?

seklinde olup, problemin temel matris denklemi;

X (Mo (%))] Tx©7 L 0 0
Xoo =| X (o (%)) |=| X@® |=|1 1 1],
X (ho(x,))| LX(@] [1 4 16
X (h(0)] T1 0 0
Xp=| X(he(1))|=[1 0 0|, Xp=[1 1 1
x(hm(z) 1 2 4
100 < 0 0 1 0
P,=/0 1 0|,P,=| 0 —€ 0 [,Py,=|0 1
001 0 0 -¢ 0 1
0 2 0 Ko, 0 0
Ko=[km]=[0 0 0 Ky=l 0 K, 0
0 20 0 0 Ky,
X©0) 0 0 100000000
X=[ 0 X@® 0 [=(0001 1100 0f
0 0 X@| |000000O0124

010 5,(0,0) S,(L0) S,(20)] [1 0 0O
B=[0 0 2|,8s=| 0 s@l) S, |=l0 1 1],
000 0 0 S(22| |00 1
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32 113
Qu(0)
— 1 1 1 3 15 63
Qlo: Qlo(l) leo(O): E Z g ’Qlo(l): E Z E )
Qo 111 73 127
13 5 7] 13 5 7 ]
, 1 2w
3 5 2
Q10(2)= g 6745 % , F= e—12et+1
2 4
Q 2_11 2059 -3e“—-60e" +13
'3 5 7 |

olarak hesaplanan matrislerdir. Probleme karsilik gelen W matrisi;
W = (P X B + Py XoB + PooX B ~ X KuoQ,0B} S

) >
=W=|1 1-e 4—¢
1 19-¢* 222-5¢?

Burada probleme karsilik gelen [Vl;E] matrisi;

1 -2 -1 : 2
W;E]=|1 1-e 4-e : e—12et+1
1 19-e®> 222-5¢%*: —3e?-60e*+13

olup verilen kosullara karsilik gelen genisletilmis matris ise;

y(O):—1:>X(0)§A:—1:>[1 0 0; —1],
y’(O):—1:>X(O)B§A:—1:>[0 11 —1]
ya da agik hali,
[U ',1}—1 0 0 -1
SR S A B |

seklindedir. Boylece probleme ait genisletilmis matris;

1 -2 -1 2
(WE]=1 0 0 -1
01 1 -1

bigiminde olacaktir. Bu sistemin ¢oziimiiyle bilinmeyen katsayilar matrisi A ;
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A=[-1 2 1]
olarak bulunur. Y, (X) tam ¢oziimii
¥,(X)=X(X)SA=y,(x)=x"-x-1

olarak hesaplanmis olur.

Benzer sekilde N =2 i¢in artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali

Y(x)2 v, (x)= Y& (x) (0 X2 N =2)= y, (x)= X ()OS A

=0

>

formundaki ¢oziimler aranacaktir. Problemin temel matris denklemi;

2 0 1 0 _ - - -
{Z ijxijk—ZZXKrSQrSB'}SAzF:>WA=F@[W;F}
k=0 j=0 r=0 s=0
seklindedir. Burada
w :{PooxooBO + P X B+ onxzoBz - XKlo(jloB}g’
S,(0,00 S,(L0) S,(2,0) 100
S= 0 Sl S,(2)|=|0 1 1],
0 0 S,(2,2) 0 01

olarak hesaplanan matrislerdir. Probleme karsilik gelen [W; E] matrisi;

1 -2 3 : 2
[W;E]z 1 1-e 2+e :  e-12'+1
1 19-e* 194-3e*: -3e?-60e*+13

olup verilen kosullara karsilik gelen genisletilmis kosul matrisi ise;

y(0)=-1= X (0)SA=-1=[1 0 0; -1],
y(0)=-1= X(0)BSA=-1=[0 1 -1 -]
ya da acik hali
[[I-'}-]-— 10 0; -1
PUT0 1 - a1

seklindedir. Boylece probleme ait genisletilmis sonu¢ matrisi;

1 -2 3 2
[V\7 : If} =1 0 0 -1
O 1 -1 -1
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bigiminde olacaktir. Bu sistemin ¢6ziimiiyle elde edilen bilinmeyen katsayilar matrisi

A=[-1 0 1

olarak bulunur. Y, (X) tam ¢Oziimii Y, (X) = x* —x -1 olarak hesaplanmis olur.

Ornek 4.1.4. Burada Ornek 4.1.3.’deki problemi, 0<x<2 araliginda
f(X):eX e +1 olacak sekilde y( ) y(0)=1 baslangi¢c kosullart altindaki

¢6ziimiinii inceleyelim. Problemin tam ¢oziimii ise y(X)=¢" dir. Ornek 4.1.3.’deki

problemin N =2 i¢in azalan faktoriyel fonksiyonlarina dayali

=y, (x :ia ), = ¥, (x)=X(x)SA, (0=x<2)

n

formundaki ¢ézlimleri aranacaktir. Probleme karsilik gelen [Vl; E] matrisi,

1 -2 -1 : 2—e
WA=F <[W;F]=|1 1-e 4-e . e—e*+1
1 19-e®> 222-5e*: e*—-e°+1

olup, buradaki matrislerin agik hali,

1 -2 1 £(0) 2_¢
W=1 1-e 4-e |, F=| Q1) |=| e-€’+1
1 19-¢° 222-5¢ f(2)| |e*—e’+1

bicimindedir. Verilen problemin baslangi¢ kosullarina karsilik gelen kosul matrisi ise,
y(O):1:>X(O)§A:1:>[1 0 O 1],
y’(O):1:> X(O)B§A:1:>[0 11 1]

ya da kompakt formu,

[U " J 1 00 1
PR 1 1
seklindedir. Boylece probleme ait genisletilmis sonu¢ matrisi,
1 -2 -1 2-e
(W:E]=[1 0 0 1
0 1 1 1
biciminde olacaktir. Bu sistemin ¢ozlimiiyle, bilinmeyen katsayilar matrisi

A=[1 e-2 3—¢]
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olarak bulunur. Sonug olarak, Y, (X) yaklasik ¢oziimi
¥,(X)=X(X)SA=y,(X)=1+x+(3-e)x’

elde edilir.

Ayn1 yontemi kullanarak N =2 i¢in artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali

y(x) =y, (x)= nZi;a_n(x)n (0<x<2)=y,(X)= X(X)SA

formundaki ¢oziimler aranacaktir. Burada polinomun katsayilar matrisi

5,(0,00 S,(L0) S,(20)] [1 0 0

S= 0 S,(11) S,21)|=0 1 1
0 0 S,(2,2) 0 01
bicimindedir. Probleme karsilik gelen ¢6ziim matrisi,
1 -2 3 ; 2—e
WK:EQ[W;E]: 1 1-e 2+e ; e—e'+1

1 19-¢* 194-3¢°; e*-e’+1
olup verilen baslangi¢ kosullarina karsilik gelen kosul matrisi ise,
y(0)=1= X(0)SA=1=[1 0 0; 1],
y(0)=1= X(0)BSA=1=[0 1 -1 1]

ya da kompakt formu,

— — 1 0 0 1
U5 )=
01 -1, 1
seklindedir. Boylece probleme ait genisletilmis matris,
1 -2 3 2-e
[VV; IEJ =1 0 0 1
0 1 -1 1
biciminde olacaktir. Bu matris denklem sisteminin ¢6ziimiiyle, bilinmeyen katsayilar
matrisi,
A=[1 4-e 3—e]
olarak bulunur. Artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali Y, (X) yaklagik ¢oziimii,
Y,(X)=1+x+(3-€)x’
bi¢iminde elde edilir.
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Ornek 4.1.5. Birinci mertebeden sabit katsayil1, fonksiyonel sinirli, gecikmeli
Volterra tipi
y'(x)-y(x-1)= I y(t)dt, (0<x<1),
x-1

integro diferansiyel denkleminin, y(O) =1 baslangi¢ kosulu altinda ¢oziimlerini
arayacagiz. Problemin tam ¢oziimii ise y(x) =e” dir. Burada f(x)=0 ve N=2 igin

sirastyla azalan ve artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali

y(x) 2 y,(x) :ZZ: , (0<x<1)

n=0 -

ve
Y(X) = ¥, (x) = Za "(0sx<1)

formunda ¢6ziimlerini arayalim. Ayrica N =2 i¢in siralama noktalari

{Xo =0, x, =%, X, =1}

seklinde olup, problemin temel matris denklemi,

Voo

Poo (%)Y (P (X)) + R () ¥ (o (%)) = £ (%) + | Koo (x,)y'” (9o (1)l

Uoo

formundadir. Burada, a¢ik hali

Po (X)==1 Py (X)=1 Py (x)=1 hy(x)=x-1, hy(x)=
Uge (X) =X =1, Voo (X) =%, Kgo (X, 1) =1, ggq (1) =t

Problemin azalan faktoriyel fonksiyonlarina dayali temel matrisin diizenlenmis hali,
1 0 & _
25::2: F)kJXkJE3 :E::E: m(?rs fi Ei
olarak bulunur. Probleme karsilik gelen [Vl; E] matrisi,

2 5/2 7/6; 0
[W;F]=|-2 3/2 13/6; 0
-2 1/2 13/6; 0

iken artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali temel matris denklemi ve [Vv, E] matrisi,

{lezolpijijk‘ZO:ZO: K:sQiB }_ A=F

k=0 j=0 r=0s=0
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2 5/2 -23/6: 0
[v_v;E]z 2 3/2 -5/6: 0
2 1/2 7/6 : 0

bicimindedir. Problemin kosullara karsilik gelen kosul matrisleri ise,
y(0)=1= X(0)SA=1=[1 0 0; 1]
ve
y(0)=1= X(0)SA=1=[1 0 0; 1]
bicimindedir. Boylece probleme ait azalan faktoriyel fonksiyonlarina dayali

genisletilmis sonu¢ matrisi

2 5/2 7/6; 0
[WiE]=| -2 3/2 13/6; 0
1 0 O 1

olup sistemin yaklasik ¢oziimiine karsilik gelen A bilinmeyen katsayilar matrisi

A=[1 12/11 6/11]

olarak hesaplanir. Problemin artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali genisletilmis

sonug¢ matrisi,
-2 5/2 -23/6; O
\WiF|=|2 32 -5/6; 0
1 0 O ;o1
olup sistemin yaklasik ¢dziimiine karsilik gelen A bilinmeyen katsayilar matrisi,

A=[1 18/11 6/11]

olarak hesaplanir. Boylece N=2 icin sirasiyla azalan ve artan faktoriyel

fonksiyonlarina dayali yaklasik ¢oziimler,
Y,(X)=x(x)A=X(x)S4=1+12/11x+6/11x*
ve
Y, (X)=72(x)A=X(X)SA=1+12/11x+6/11x*

hesaplanmis olur. Benzer sekilde ayni problemi N >2ig¢in de hesaplayarak yaklagik

¢oziimler elde edilebilir.
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Ornek 4.1.6. ikinci mertebeden fonksiyonel gecikmeli degisken katsayili
Y (X)=xy (X =x)+y(x*) = f (x)+3iy(t)dt
f(x)=x"-2x"+2x*-1
Fredholm tipi integro diferansiyel denklemin y(0)=-1 ve y'(0)=0 baslangig

kosullar1 altindaki ¢Ozliimiinii inceleyelim. Yukarida bahsedilen problemin tam
¢Ozliimii ise y(x) =x*+1 dir. N=2 icin azalan faktoriyel fonksiyonlarina dayali
2
y z -n :'> y2 ) X (X)§A
n=0

formundaki ¢oziimler aranacaktir. N =2 i¢in siralama noktalari

{x =0, x1_2 2:1}

olarak hesaplanir. Problemin temel matris formu,

Poo (%) y* (hoo (X))+ Po (X) y? (hlo (X))+ Po (X) y® (hzo (X))

= f(x)+ I Koo(x’t)y(O)(goo (t))dt

Uoo

| -

seklindedir. Burada,

P (X)=1 Py (X) ==X, Py (X) =1 hey (X) =%, g (X)=Xx* =X, hyy (X) =X,
Ugo (X) =0, vy (X) =1 Ky (X,t) =2te™, Yoo (t) =t

olarak elde edilir. Problemin temel matris denklemi,

{ii P, X ;B" —ZZYKrsQ,SB*}g/_A:E:wA:E@[_;E];

=0 j=0 r=0s=0

=

seklindedir. Burada gerekli islemler yapilirsa W matrisi,

w ={PooxooBO + P X0B + F)zoxzoB2 _YK_OOQ_OOBO}§

o 305
2 2
we|lo I 8
- 4 16
o 37
L 2 2

olarak elde edilir. Burada,
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10 0 "
S==|0 1 -1)E=|-F
00 1 0

-2 _§ § |
2 2
[ 'F]: -2 _Z @ : _E
- 4 16 " 16
-2 _§ Z . 0
L 2 2 i

olup, verilen baslangic kosullarina karsilik gelen kosul matrisi,

y(0)=1= X (0)SA=-1=[L 0 ©; 1],

y'(0)=0= X (0)BSA=0=[0 1 -1 0]

ya da genisletilmis kosul matrisi,

100 -1
[Q";M{o 11 —J

seklindedir. Boylece probleme ait genisletilmis sonu¢ matrisi,

__2 3 s _1_
2 2

(W:E]=|1 0 o0 1
1 -1 O

bi¢ciminde olacaktir. Bu sistemin ¢oziimilyle, azalan faktdriyel polinomuna dayali

bilinmeyen katsayilar matrisi

A=[1 1 1
olarak bulunur. Sonug olarak Y, (X) tam ¢oziimii
Y,(X) = X(X)SA=y, (X) =x*+1

olarak hesaplanmis olur.

Benzer sekilde, N =2 i¢in artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali
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2 _ —_
y() =y () =>a,(x)", (0<x<1)= y,(X) = X(X)SA
n=0
formundaki ¢oziimler aranacaktir. Problemin temel matris denklemi;

{iipijk,.sk 33 XK.0., }—A:E:m:f@[\nﬂ

k=0 j=0 =0 s=0

seklindedir. Burada

W :{PooxooBo + I:)10 X10 B + onxzoBZ - >ZIZoo(joo BO}§ )
100
S—|0 1 1|,
00 1

olarak ele alinmistir. Probleme karsilik gelen [VV; E] matrisi;

i) _§ _l ; -1

2 2
_ 707 11
WiF]=12 -7 % 5
-2 _§ l’ 0

C 2 2

olup, verilen baslangi¢ kosullarina karsilik gelen kosul matrisleri;

y(0)=1= X (0)SA=-1=[1 0 0; 1],

y'(0)=0= X (0)BSA=0=[0 1 1 0],
ya da genisletilmis kosul matrisi;

[U;:l]:{l 0 0 1}

011 O

bicimindedir. Boylece probleme ait genisletilmis ¢6ziim matrisi;

N
I\J

wE)-

= o

bigiminde olacaktir. Bu matris denklem sisteminin ¢Oziimiiyle, artan faktoriyel

fonksiyonlarina dayali bilinmeyen katsayilar matrisi

A=[1 -1 1]
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olarak bulunur. vy, (X) , tam ¢dziimii Y, (X) = X2 +1 hesaplanmis olur.

Ornek 4.1.7. Burada Ornek 4.1.4.de verilen problemin, 0 < x < % araliginda,
f(x)=e*-e*"+1
olacak sekilde y(O) = y’(O) =1 baslangi¢ kosullar1 altinda ¢6ziimlerini arayacagiz.

Problemin tam ¢6ziimii ise Y ( X) =e” dir. N =2 icin azalan faktoriyel fonksiyonlarina

)

dayali

N |-

ZZ: n 3Y2 ) X(X)§A, (OSXS

n=0

formundaki ¢6ziimleri aranacaktir. N =2 igin siralama noktalari

1 1
{XOZO' X1:Z’ XZZE}

olarak hesaplanir. Problemin temel matris denklemi;

{iipk,xk,Bk 3> XK }SA=E:>V1A=E©[V1;E]

k=0 j=0 r=0 s=0

seklindedir. Burada;

olup, probleme karsilik gelen [Vl; E] matrisi;

1 -2 -1 ; 2—-e
W;E]=|1 —3—2—4e —%—g“e o 1+4e -6
1 —%—\/E —%—% e ; l+e-¢’

olup kosullara karsilik gelen matris;
y(0)=1= X (0)SA=1=1 0 0; 1]
ve
y'(0)=1= X(0)BSA=1=[0 1 L 1]
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bi¢iminde elde edilir. Sonug olarak kosul matrisi,

1 00 1
[UJ’&J] {0 1 1; ]}

olarak bulunur. Bdylece probleme ait arttirilmis matris;
1 -2 -1 2-e
[W:E]=[1 0 0o 1
0 1 1 1
olarak elde edilir. Bu matrise karsilik gelen lineer cebirsel denklemin ¢oziilmesiyle

bilinmeyen katsayilar matrisi

A=[1 e-2 3—e];

olarak bulunur. Sonug olarak N =2 i¢in Y, (X) yaklasik ¢oziimii

¥, (X)=X(x)SA=1+x+(3-€)x* =1+ x+0.2817181715409549x"

seklinde bulunur. Azalan faktoriyel fonksiyonlarma dayali yaklasik c¢oziimler

N =3,4,5 i¢in asagidaki gibi hesaplanmistir;
A (X) =1+ x+0.5957433041553974x° + 0.31402513261444315x°,

¥, () =1+1.0000000000000004x + 0.543786942380469x" +
0.22671219528274839x° + 0.035356575556762214x",

¥s (X) =1+1.0000000000000075x + 0.49428312966114785x” +
0.16041039806044544x°® + 0.036571796198957875x" + 0.01558276386080765x°

Benzer sekilde N =2 igin artan faktdriyel fonksiyonlarina dayali

=Y a(x) = y,(x)= X (x)S A

n=0

formundaki ¢oziimleri aranacaktir. Burada
$(0,0) -S,(1,0) S,(2,0) 10 0
S = 0 SLY -S5(21|=|0 1 -1
0 0 S,(2,2) 0 0 1
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matrisi kullanilmistir. Probleme karsilik gelen [W; E] matrisi,

1 -2 3 ; 2—-e
o 43 17 11
WA=F Fl=]1 ——-{e —+=de ; 1+ie-+/¢
<[W:F] 2 5t #¥fe et
1 ] _%g@ - trde-et

olup kosullara karsilik gelen matris;
y(0)=1= X (0)S"A=1=[1 0 0; 1]
ve
y'(0)=1= X (0)BS"A=1=[0 1 -IL 1]

ya da kisaca kosul matrisi,

0 1 -1 1
olarak elde edilir. Boylece probleme ait arttirilmis sonug matrisi;
1 -2 3 2-e
[VV . IEJ =1 0 0 1
0 1 -1 1

biciminde elde edilir. Bu matrise karsilik gelen lineer cebirsel denklemin ¢6ziilmesiyle

bilinmeyen katsayilar matrisi

~ T

A=[1 4-e 3-—¢]
olarak bulunur. Katsayilari ¢éziim serisinde yerine yazildiginda Y,(X) yaklasik

¢Oziimiine

Y2 ()= X(x) BS A=1+x+ (83—e)x? =1+ x+0.2817181715409549x"

ulagilir. Burada N =3,4,5 icin artan faktoriyel fonksiyonlarma dayali yaklasik

¢Oziimler asagidaki gibi bulunmustur:

¥s(X) =1+x+0.5957433041553981x" +0.3140251326144428x°,
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¥, (X) =1+0.9999999999999972x + 0.5437869423804604 x> +
0.2267121952827308x° + 0.03535657555676802X",

¥s (x) =1+1.0000000000000202x + 0.49428312966114263x” +
0.16041039806045695x° +0.03657179619894591x* + 0.015582763860805832x"

olarak bulunur. Faktoriyel fonksiyonlarina dayali matris siralama metodu ile elde
edilen yaklasik ¢oziimler ile problemin tam ¢ozliimii Sekil 4.1. de karsilastirilmistir.
Sekil 4.1. den goriilecegi lizere problemin tam ¢oziimii ile karsilastirildiginda, azalan
faktoriyel polinomlarina dayali matris siralama metodu ile elde edilen yaklagik
coziimler, artan faktoriyel polinomlarina dayali matris siralama metodu ile elde edilen

yaklagik ¢oziimlerden daha yakin sonuglar vermistir.

18 _ m— Exact solution *.,' i
¥ Falling factorial (N=13} *,ip'
[ o

1.8 F s Rising factorial (N=13) g N
[ p

Sekil 4.1. Ornek 4.1.7. ‘nin tam ve yaklasik ¢dziimlerinin karsilastirilmas:

Omek 4.1.7. probleminin faktdriyel polinomlarina dayali matris siralama
metodu ile farkli N degerleri i¢in elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin mutlak hatalari
Tablo 4.1. de kiyaslanmistir. Tablo 4.1. den gortilebilecegi tizere N =15 i¢in azalan
faktoriyel fonksiyonlarina dayali matris siralama metodu ile elde edilen mutlak hata,
artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali matris siralama metodu ile elde edilen mutlak

hatadan daha kiigiiktiir.
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Tablo 4.1. Ornek 4.1.7. icin mutlak hatalar

Azalan faktoriyel fonksiyonlari Artan faktoriyel fonksiyonlari

N=9 N=11 N=13 N=15 N=9 N=11 N=13 N=15

0.1 9.98E-07 1.48E-07 1.70E-08 2.63E-10 9.98E-07 1.48E-07 3.52E-08 7.96E-09

0.2 4.45E-06 6.61E-07 7.63E-08 1.17E-09 4.45E-06 6.63E-07 1.57E-07 3.55E-08

0.3 1.11E-05 1.65E-06 1.90E-07 2.93E-09 1.11E-05 1.65E-06 3.92E-07 8.86E-08

0.4 2.16E-05 3.21E-06 3.70E-07 5.71E-09 2.16E-05 3.22E-06 7.64E-07 1.72E-07

0.5 3.66E-05 5.43E-06 6.27E-07 9.66E-09 3.66E-05 5.44E-06 1.29E-06 2.92E-07

Sekil 4.2. de farkli N degerleri icin azalan faktdriyel fonksiyonlarina dayali
matris siralama metodu ile elde edilen mutlak hatalar ve artan faktoriyel
fonksiyonlarmma dayali matris siralama metodu ile elde edilen mutlak hatalar
karsilastirilmistir. Sekil 4.2. den goriilebilecegi iizere N degerleri arttikca elde edilen

sonuglar iyilesmektedir.

2.110_5 -I T .d'. T T | -F T T
f ]
ol ; £ ] N=3 (Risin

1.5x10 R L. (SRR ST '-., ...................... . = Q:l
- [ : : 4 5 | A N=9 (Falling)
b N A J ] == N=11 (Rising)
E 1.110 r ....................... . ...... j ........... . ..................... : H=11 [Fﬂ”lng:l
2 : f ] N=13 (Rising)

L L J : : 1
63 40T [ B TS O AN WS- i N=13 (Falling)
[ -4 : 1 | ===== N=15 (Rising)

H B : J— .uI"_
__.------- o  N=15 (Falling)

0 M A H\NMUWWIEbQGQ pqcpachquwﬂr

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x

Sekil 4.2. Ornek 4.1.7. icin mutlak hatalar
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Niimerik ¢ozlimler i¢in yakinsaklik kriteri kullanilarak x < {o, ﬂ icin asagidaki

1
RN+1 E

sekilde hata analizi yapilabilir:

ol 2 oo

Rnia (lj‘ <8y
2

Azalan faktoriyel fonksiyonlarina dayali elde edilen yaklasik ¢oziimler igin

Fa) Pl ) (o) [ o) ) ()
LIRGIRGE RGIRGT R G RGTRG R

||RN+1(x>||=sup{

ve

rezidiiel hata dizisi asagidaki sekilde hesaplanabilir:

(o) ) Fla) ) [a) 2)

N =

Rll
RlO

Gl ()
Nele) ) Fla) 2]

Sy = {0.003679, 0.958115, 0.304495,..., 0.419787, 0.267641, 0.205494, 0.614928, 0.197109, 0.079913,...}

)
Burada, {RN()} serisi RNﬂ(lj‘ggN
2 N=2 2

araliginda saglamaktadir. Bu nedenle, rezidiiel hata fonksiyonu serisi yakinsaktir.

R (%)‘ esitsizligini 05 <1

Benzer sekilde, artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali elde edilen yaklasik

¢oziimlerin rezidiiel hata fonksiyonlar1 dizisi agagidaki gibi elde edilmektedir:

o) [ol) [e) [el) [ ) )
o) Felo) o) el ) ) )

Sy = {0.003679, 0.958115, 0.304495,...,0.419780, 0.268240, 0.121547, 0.999998, 0.606195, 0.369613,...}

[3XY

Bu nedenle, 0 < § <1 oldugu i¢in rezidiiel hata fonksiyon dizisi yakinsaktir.
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Ornek 4.1.8. Dordiincii mertebeden lineer fonksiyonel Volterra tipi integro
diferansiyel denklemini,

2cos(x)
@ (x) + sin(x) y"[ x - — - h ;
y'(x)+sin(x)y [x—mj—cos(x)y(x)— f(x)+ I e ty(t—ﬁ]dt,

cos(x)

x>0 i¢in y(O) =1, y’(O) =0, y"(O) =-1 ve y"'(O) =0 baslangi¢c kosullar1 altinda

¢Oziimiinii arastiralim. Burada

f (x)=cos(x)—cos® (x)—sin(x)cos(ﬁ— x)

Lot gy (i - cos(x)) - cos(i - cos(x))
2 100 100

_ L grroos(pgeost) (cos(i — ZCos(x)j —sin [i = ZCOS(X)D
2 100 100

bi¢imindedir ve problemin tam ¢6ziimii ise y(x) e COS(X) dir. Problemin temel matris

denklemi,

P

20 (X) Y (oo (X)) + Pog (X) ¥ (e (X)) + Po (X) Y (D (%))
— 1 (X)+ | Ko (%)Y (00 (1))t

biciminde agik halde yazilabilir. Burada

Po(X)=—c0s(X), Py (X)=sin(x), Py(X)=1, hy(x)=x, hzo(x)zx_%,

o (X) = X, o (X) =C08(X) , veo (X) =2€0(X), Ko (X,1) =€, goo(t):t_ﬁ.

Calismanin 3.2.1. kisminda yer verilen metot takip edilirse farkli N degerleri
icin yaklasik ¢Ozlimlere ulasilabilir. Problemin azalan faktoriyel fonksiyonlarina

dayali matris siralama metodu i¢in temel matris denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

W = { I:)ooxooBO + onxzoB2 + Py X 40B* _YK_OOQ_OOBO}§ :

Problemin artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali matris siralama metodu igin

temel matris denklemi agagidaki gibi yazilabilir:

W = {Pog X 0oB® + Py X 5oB? + Py X 1oB* = X K,QpoB} S™ -
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Sekil 4.3.te Ornek 4.1.8.’de verilen problemin tam ¢dziimii ile elde edilen
yaklagik coziimleri karsilastirilmistir. Sekil 4.3.°ten goriilebilecegi lizere artan
faktoriyel fonksiyonlarina dayali elde edilen yaklasik ¢oziimler, azalan faktoriyel
fonksiyonlarina dayali elde edilen yaklasik ¢oziimlerden, tam ¢éziime daha yakin bir

sonu¢ vermektedir.

1.0 :élh-l-q..-
ol
nal
"] L
; -
0.7 H
r . b
0el: Exact solution \\
N ,
: Falling factorial (N=13) \",
L: *,
s Rising factorial (N=13} ‘\
0.5: e
o z il T I
12 B 4 3
®

Sekil 4.3. Ornek 4.1.8.”in tam ve yaklasik ¢oziimlerinin kiyaslanmas1

Tablo 4.2. de faktoriyel fonksiyonlarina dayali matris siralama metodu
kullanilarak elde edilen mutlak hatalar ile Mott matris siralama metodu yardimiyla
elde edilen mutlak hatalar karsilastiriimistir [60]. Tablo 4.2. den goriilebilecegi lizere
faktoriyel fonksiyonlarina dayali elde edilen sonuglar Mott matris siralama metoduna

dayal1 sonuclardan daha iyi sonu¢ vermistir.

Tablo 4.2. Ornek 4.1.8. icin mutlak hatalar

Azalan faktoriyel Artan faktoriyel Mott matris

X fonksiyonlari fonksiyonlari siralama metodu
N=9 N=11 N=12 N=9 N=11 N=12 N=9 [60]
0.2 7.53E-09 1.35E-11 9.11E-12 7.53E-09 1.35E-11 9.08E-12 9.16E-09
0.4 1.23E-07 2.17E-10 1.49E-10 1.23E-07 2.16E-10 1.49E-10 1.50E-07
0.6 6.30E-07 1.07E-09 7.68E-10 6.30E-07 1.07E-09 7.66E-10 7.66E-07
0.8 1.97E-06 3.26E-09 2.42E-09 1.97E-06 3.26E-09 2.41E-09 2.40E-06
1 4.71E-06 7.56E-09 5.78E-09 4.71E-06 7.55E-09 5.76E-09 5.71E-06
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Sekil 4.4. te farkli N degerleri i¢in artan ve azalan faktoriyel fonksiyonlarina

dayal1 matris siralama metodu ile elde edilen mutlak hatalar karsilagtirilmigtir.

~10
G.x10 [ ﬁ f_
5.x107 10
I N=12 (Rising)
5 4 x10710 A N=12 (Falling)
S wk w=ue= N=13 (Rising)
g 3.x10710f
g g [ N=13 {Falling)
Z2 xw-'“i N=14 (Rising)
N=14 (Falling)
1.x10°10 [ ; ; ; | | ===== N=15(Rising)
[ : a7 : : :
: AT s : : - H
[ : L : : : o N=15(Falling)
0 [anaaassstb 0 G088 8 000600000000R0099200
0 I o o o
12 & 4 3

Sekil 4.4. Ornek 4.1.8. icin mutlak hatalar

Omnek 4.1.8. igin faktoriyel fonksiyonlarma dayali matris siralama metodu ile

elde edilen yaklasik c¢oziimlerin yakinsaklig Xe[o,%:l araliginda asagidaki gibi

sefn e {adcc[o - (3)

hesaplanmaistir:

||RN+1(x)||=sup{

N .
> ox
-0

ve

Azalan faktoriyel fonksiyonlarina dayali matris siralama metodu ile elde edilen

yaklagik ¢6ziimlerin rezidiiel hata dizisi asagidaki gibi hesaplanmistir:

Sy ={..., 0.112078, 0.024348, 0.032571, 0.849287,...}
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Bu nedenle, o <5, <1 oldugu i¢in rezidiiel hata fonksiyonu yakinsaktir.

Benzer sekilde, artan faktoriyel fonksiyonlarina dayali yaklasik ¢oziimlerin

rezidiiel hata dizisi asagidaki gibi hesaplanmistir:

| R ) (B (5

L RGTRGTRGTRGT

§\ = {..., 0.112066, 0.024397, 0.175996, 0.181868, ...}

Boylece, o0<s, <1 olur. Rezidiiel hata fonksiyonular dizisi bir Cauchy

dizisidir ve bu nedenle yakinsaktir.

Ornek 4.1.9. Birinci mertebeden degisken sinirly,
y'(x)-y(x-1)= I y(t)dt, x>0
x-1
gecikmeli lineer Volterra tipi integro diferansiyel denkleminin, y(0) =1 baslangic

kosulu altinda yaklasik ¢ézlimlerini inceleyecegiz. Problemin tam ¢oziimii Y ( X) =€

dir. Burada f(x)=0 olmak iizere N=2 icin swrasiyla azalan faktoriyel

fonksiyonlarina dayal

y(x) = y,(x) :ZZ: , (0<x<1)

n=0 -

formunda ¢6ziimler arayacagiz. Problemin siralama noktalart N =2 igin

{Xo =0, X1=%1 X, :1}

olarak hesaplanmistir. Problemin temel matris denkleminin agik hali,

Voo

Poo (X) y(O)(hOO(X))+ Po (%) y(l)(hm(x)) = f(x)+ _[ KOO(X,t)y(O)(gOO (t))dt

Uoo

burada

Poo(x):_li I::10()():11 on(x):1' hOO(X):X—l, hw(x):
Uge (X) =X =1, Vgo (X) =X, Ko (X,1) =1, ggo (1) =

seklindedir. Boylece problemin temel matris denkleminin kompakt formu,
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bigimindedir. Probleme karsilik gelen [W ; F | matrisi;

-2 5/2 -23/6; 0
[W;E]=|-2 3/2 -5/6; 0
-2 1/2 7/6; O
formundadir. Probleme ait kosullara karsilik gelen kosul matrisi,
y(0)=1= X(0)§A:1:>[1 0 O 1]
seklindedir. Probleme ait arttirilmis sonu¢ matrisi,
-2 5/2 -23/6; 0
(W:E]=|-2 3/2 -5/6; O
1 0 0 ; 1
olarak hesaplanmistir. Burada arttirilmis sonu¢ matrisi [VlE] ye karsilik gelen
lineer cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle bilinmeyen katsayilar matrisi,

A=[1 1/6 6/11]

olarak hesaplanir.

N =2,3,4,5,6,7,8 i¢in elde edilen azalan faktoriyel fonksiyonlarina dayali

yaklagik ¢oziimler asagida sirasiyla verilmistir:

¥, (x)= 0.54545454545454545454545454545455X° +
1.0909090909090909090909090909091x +1,

yS(X) =0.19367854741089441829186281102892x° +
0.53261600537995965030262273032952x" +
0.98722259583053127101546738399462x +1,

¥, (x) =0.050080859721425217799572225989879x" +

0.17528300902498826229850279096458x° +

0.49141843601648494965830246752569x> +
0.99848714069591527987897125567322x +1,
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Ys(X) = 0.01024802570717183239357161994576X° +
0.043554109255481220086547722303294 " +
0.16379761088630844997893198922156x° +

0.49997555418867983129116439044992x" +
1.000878383903426233070277362458x +1,

Yo (X) =0.0017332924365300022423452830366841x° +

0.0086664621824835193913960651457273x° +
0.040924960306224727676904784345879x" +
0.16670902948298171354635233143426x° +

0.5003912283069980419802913473859x” +
0.99991280120743662729321243887171x +1,

Y, (X) = 0.00025024689039570598017916958077933x" +
0.0014389196181400001612986361276825x° +
0.00818217956912376925262750382295x%" +
0.041687333512079398063852192501955x%* +
0.16678937749958324841467738330891x° +

0.49993843674603677200950213599384x” +
0.99997589452639248659010506870004x +1,

Y (X) = 0.000031531893177463190375796331377245x%° +
0.00020495730173116102163996532503631x" +
0.0013634259005523790924101906751886 x° +
0.0083392002474042051230179034559953x° +
0.041696953237101311558828083125849x" +
0.16664622350884622010601041064426x° +

0.49999248218649758828237630869928X> +
1.0000075199840439330294800113208x +1.
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Mutlak Hata
S
W :‘ —_—
“u
L
)
)
]
.
L
‘ .
]
»
.
.
]

109 ]
—o— le,(x)|
—a— e ()l | |
le,(x)i
-—le 0l
leg(x)l
i (e, (X)) |
leg(x)l
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Zaman (x)

Sekil 4.5. Ornek 4.1.9.’un mutlak hatalar

N =2,3,4,5,6,7,8 i¢in problemin rezidiiel hatalar1 sirasiyla asagidaki sekilde

hesaplanmuistir:

R, (x) = 0.090909090909090909090909090909091,

R; (x) = 0.010759919300605245460659045057162,
R,(x)=0.00073034587093745109291042829568574

R (x) = 0.000051923330248340379688976042871218,

R; (x) = 0.0000026111474831928157904124633757549
R, (x) = 0.00000013311872011068968621973273607006,,
R, (x) =0.0000000052871741967132002460093089167361.
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Rezidiel Hata
S
————

|

L
B I R (0
107 l l —— |R:m|
— IR0l
[ IRy
—A— IR,
(GX0]

\l \xf v \! i

) l | L | 1 1 | 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Zaman (t)

Sekil 4.6. Ornek 4.1.9.’un rezidiiel hatalari

Ornek 4.1.9.’un diizeltilmis mutlak hatasini1 bulmak i¢in hata denklemi

& (X)—g(x-1)= Jx.es(t)dt, x>0, e(0)=0.

x—1
formunda yazilir. Gerekli hesaplamalar M = 9 i¢in yapildiginda, diizeltilmis mutlak

hatalar1 Sekil 4.7. de ve diizeltilmis ¢6ziim,

Yo (X) = 0.0000035254369778016429276502538558979x° +

0.000025559413313151460434946397881628x° +
0.00019474771738112375067913766002459x" +
0.0013900828490019941827387627703017 x° +
0.0083392723378694624535579129606449x° +
0.04166133709871196292044356890294x* +
0.16666437358524642829487802386801x° +

0.50000377727188031809039687591162x +
0.99999991432150556018237735032839x +1

olarak bulunur.
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Mutlak Hata
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R 8 e |
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[ N .
af —e—le,01 ||
E —a—le,(x)| |3
L leyt0l ]
B —— o) |3
E leg(x)l
E —a—le, () |3
CXCE

—e— e o (x|

-12 | | | | | | 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Zaman (x)

Sekil 4.7. Ornek 4.1.9.’un diizeltilmis mutlak hatalar

4.2. Yiiksek Mertebeden Genellestirilmis Lineer Fonksiyonel Integro
Diferansiyel Denklemler I¢in Stirling Polinomlarina Dayali Matris

Siralama Metodu ile Iigili Ornekler

Ornek 4.2.1. [61] Birinci mertebeden degisken katsayil degisken gecikmeli
y'(x)=3x—x*+x*y(x)— y(x - x2)+ xy(x —x? —1), (0<x<1)
diferansiyel denkleminin y (0) =-1 baslangi¢ kosulu altindaki ¢oziimlerini Stirling

polinomlarina dayali matris siralama metodu ile arayalim. Burada problemin tam

¢Ozimi y(X) = X—1 dir. Denklemin genel formu
2528, (8" (1, ()= £
seklindedir. Burada bilinen fonksiyonlar
Py (X) ==X, Py(X) =1, Py (X) =1, Py, (X) ==X, heo (X) =X, hyy(X) =X,
he (X) =X = X* =1, hy; (X) =x=x%, f (x) =3x - x*
olarak goriilmektedir. N=2 igin Stirling seri ¢6ziimiinii bulmak tiizere siralama

noktalarmni,

X, :a+[bl:l—aji, (i :0,1,2):>{x0 =0, XF%’ X, :1}
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olarak belirleriz. Bu siralanma noktalarii1 kullanarak, verilen prosediire gore,
problemin temel matris denklemi

1 2

> D P X B TA=F

k=0 j=0

olarak kurulur. Gerekli islemlerden sonra matris bagintilarinin agik halleri,

g 0 010 Lo o 0 o1 0
F: Z ’P00= 0 —Z 0 ,P10=P01=8 g.) S,Pozz 0 _E O y
2 0 0 1 0 0 -1
1]
X (0 > 3
0 1 S -
B=/0 0 ’X10_X(_j:1——a-r=0——,
N 2 2 4 2 12
X 11 00 X
. 4 |
10 0 10 0 1 -1 1
11 1 3 9
i R e I T KR T
111 10 0 1 -1 1

olarak elde edilir. Yukarida agik halleri verilen matrisleri, temel matris denkleminde

yerine yazarsak ve diizenlersek,
‘.

1 1 — 0

12
[W-F]_EZ%-E
’ 4 8 128 4
1 2 §; 2

12

arttirtlmis matrisini elde ederiz. Diger yandan, baslangi¢ kosulunun matris formu ise
11

uid-1 3 %

biciminde elde edilir. Sonu¢ matrisi ve kosul matrisi géz Oniine alinarak, yeni

arttirilmis sonug matris formu,
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11 1; 0
12
[W;F ]=|1 i
2 6
1 2 ﬁ;
i 12

olarak bulunur. Bu matris denklem sistemi ¢oziiliirse bilinmeyen katsayilar matrisi
A=[-2 2 0]

olur. Sonug olarak, N =2 i¢in;

Y2 (X) - iansn (X) =-25,(x) +25,(x) =x-1

n=0

¢Oziimii elde edilir ki bu ¢6ziim de problemin tam ¢oziimiidiir.

Ornek 4.2.2. Birinci mertebeden degisken katsayili ve degisken gecikmeli
1
y' (X)—x*y(x)+ y(x— xz)— xy(x— X2 —1) = %+3x— x? +Iy(t)dt, (0<xt<1)
0

lineer Fredholm integro diferansiyel denkleminin, y(O) = -1 baslangi¢ kosulu altinda,
N=2 icin Stirling polinomlarina dayali matris siralama metodu ile ¢oziimiini
arastiralim. Probleminin tam ¢6zimii y(x) =X-1dir. Burada N =2 igin Stirling seri

¢Ozlimiinii bulmak iizere siralama noktalarini

X, :a+[bN—aji, (i :0,1,2):>{x0 =0, XF%’ X, :1}

olarak belirleriz. Problemin temel matris denklemi;

YKrSQ_rSBf}TAz F; WA=F <[W;F]

k=0 j=0 r=0 s=
olarak kurulur. Gelistirilen yonteme gore gerekli islemler yapildiginda, temel matris

denkleminin arttirilmis matris formu,

o 1 11

4 8 2

[W'F]— _E 1 _g- Z
’ 4 8 384" 4
o 5 %5
i 4 24" 2|

ile probleme ait baslangi¢ kosulunun arttirilmis matris formu,
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N |-

1. —1},
3]

birlestirilerek, problemin yeni arttirilmis sonug¢ matrisi,

[Uo:ﬂo]{l

o 111
4 8 2
[~;If}:1 11,
2 6
o 5 .S
L 4 24 2|

olarak elde edilir. Bdylece, bu arttirllmis sonu¢ matrisinin ¢éziimii bize Stirling
polinomunun A=[-2 2 O]T katsayilar matrisini verir. Dolayisiyla Stirling

polinomuna dayali ¢6ziim

n

>
Il N
o

¥o(X) =2 a,S,(X)=Y,(x)=-2S,(x)+2S,(x)

veya
y,(X)=x-1

olarak olarak elde edilir.

Ornek 4.2.3. ikinci mertebeden fonksiyonel sinirli gecikmeli
(x2 +1) y"(0.2x)+xy'(x—=1)=(x=1) y(x+2)+y(x) =

. (%u}
f(x)+2jxy'(t)dt+ I (xt2+tx2)y”(t)dt, (0<x,t<1)

0
lineer Fredholm-Volterra integro diferansiyel denklemini, y(O):—l ve y'(l):3
baslangic kosullar1 altinda Stirling polinomlarina dayali matris siralama metodu ile

_ x' 5, 14x .
¢ozelim. Burada f(X)=-—-—-Xx —?Jrﬁ olarak ele alindi. Oncelikle

<
=2
—
>
N—
Il
D
QD
=l
w
>
—_
basd
~

n=0
ile taniml1 sonlu Stirling serisi formunda diigiiniildii. Temel matris denklemindeki

ifadeler,

Poo(x)zl’ POl(X)=—(X—1), PlO(X):X’ PZO(X)=X2+1’

103



Vo (X) :§+1, Ko (1) =X, Ky (X,1) = xt? +1x

1
seklinde verilmistir. N =2 icin siralama noktalari {XO =0, x, = E, X, =1} seklinde

diisliniilerek, Stirling matris siralama metodu uygulandi. Problemin temel matris

denklemi agikea,

{PooXooB® + Pyt Xy B + Pg X, B' + Py X 50B” = X K0 Qyo B! — X K, Q,,B* | TA=F

bi¢iminde yazilir. Gerekli islemler yapildiktan sonra matrislerin agik halleri,

Lo o 100 000 100
1 1 5
P00=81(1),P01=050,P10 0 2 0 Py=|0 o 0],
000 001 00 2
1 0 O 1 2 4 1 -1 1 1 0 O
11 5 25 11 11
Xp=[1 = |, Xu=[1 = 22|, Xp=[1 -2 =], X,=|1 = —|,
00 5 4 01 2 4 Lo 2 4% 10 100
11 1 1 3 9 1 0 O 11i
5 25|
NS
ig 100022000 00 0
T=/0 2 Z[,X=/0001 = =00 0[,K,=[10 0],
2 12 2 4 2 0 0
00 L 000000111
i 4 ]
1 1/2 1/3
Qo=|1/2 1/3 1/4|,F=[6 37/12 -5/2]
1/3 1/4 1/5
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00000O0O0T OO 1 1/2 1/3
001000000 1/2 1/3 1/4
010000000 1/3 1/4 1/5
00000O0GO0T OO 5/4 25/32  125/192
Ky=[0 0 0 00 1 00 0|, Q,=| 25/32 125/192 625/1024 |,
000010000 125/192 625/1024 625/1024
00000O0O0T OO 312 9/8 9/8
00000O0O0O01 9/8 9/8 81/64
000000010 | 9/8 81/64  243/160 |

olarak elde edilir. Baslangi¢ kosullar1 kullanilarak kosullarin matris formu,

y(O):—l:[Uo;—l]:[l

1 1

2

—1} ve

1]
2

N |-

/(1) -3 [U;4]-|

olur. Sonu¢ matrisi ve kosullarin matris formlar1 goz oniine alinarak arttirilmis matris

formu,
2 2 8/3 6
[N;If]zl 1 1; -1
2 6

0 1/2 11/12; 3

olarak bulunur. Bu matris denklem sistemi ¢oziiliirse bilinmeyen katsayilar matrisi

)
A:[—l —4 4}
3

2
yz(x):ZanSn (X)=-1+x+x"

n=0

olur. Dolayisiyla, N =2 igin,

¢Oziimii elde edilir ki bu ¢6ziim de problemin tam ¢ézliimiidiir. Benzer sekilde N >2

secilmesi durumunda da kullanilan ayni1 yontemle tam ¢6ziim elde edilebilir.

Ornek 4.2.4. Birinci mertebeden degisken katsayil1 ve degisken gecikmeli
y' (x)—x?y(x)+ y(x—xz): X—x°
lineer fonksiyonel diferansiyel denklemini, y(0)=-1 baslangi¢ kosulu altindaki

¢Oziimiinii inceleyelim.
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Problemin tam ¢ozimii y(x) =X-1 dir. N =2 i¢in Stirling polinomlarina dayali

Yz(X)=ZzlanSn(x), 0<x<1

n=0

formundaki ¢ozlimler aranacaktir. N =2 igin siralama noktalari

{XO:O, xlzé,xzzl}

olarak hesaplanir. Problemin temel matris denklemini kurmak igin, 6nce genel hali ve

terimlerin agik formlart,

seklinde yazilir. Burada, bilinen terimler

POO(X):—XZ, Plo(x)zl’ POl(X):l’

Moo (X) =X, hy (X) =X, hy, (X)=x=x*, f (x) =x=x°
bigiminde yazilabilir. Problemin temel matris formu,

y(x)=S(x)A=X(x)TA,

y ()= X (X)BTA, (k=0,12,...m), y* (h;(x)) = X (h, (x)) B“TA,
X0 =1 by (x) (n, () o (g (x)"]
>

1
k=0 j=0

P, X B*TA=F,

{PooXgoB® + Py X, B + P, X, B TA=F,

seklindedir. Burada,

X(0)| [1 0 0 X(0)] [1 0
Xom| X(3)| <1 L 2| x| x(2)]<2 1 L
2 2 4 4 4 16
x| (11 X()| [1 0 0
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X(0) | [1 00 P,(0) O o 1o o o
X,=|x[L)=ls L L po=| 0 PRy2) 0 |=|0 -1/4 0],
10 2 2 4 00 00

x| 111 0 o P[0 0o -1

P,(0) 0 01100
P,=Po=| 0 P,(1/2) 0 |=/0 1 o]
0 o P,1)| [0 0 1
11
2 6 £(0)| [o
T={o 1 3,F=f[1j=§
2 12 2)| |8
00 f@ ] Lo
L 4

seklindedir. Probleme karsilik gelen [W ; F] matrisi;

1

[EEN

[W;iF]=

o Ml w
©O o|©
O wlw o

olup, kosullara karsilik gelen matris;

11
y(0) =—1=[U,; %]{1 L

|
|
H
(I

seklindedir. Boylece probleme ait arttirilmis matris;

11 l; 0
12
[~;|5J: p L 1; -1
2 6
0 0 1; 0
i 4 ]

olarak elde edilir. Bu matrise karsilik gelen lineer cebirsel denklemin ¢6ziilmesiyle
A=[-2 2 0]T katsayilar matrisi belirlenir; Y, (X)=X-1 ¢oziimii bulunur ki bu

¢ozlim ayn1 zamanda problemin tam ¢oziimiidiir.
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4.3. Yiiksek Mertebeden Genellestirilmis Lineer Fonksiyonel Integro
Diferansiyel Denklemler icin Genocchi Polinomlarina Dayah Matris

Siralama Metodu {le Tlgili Ornekler

Ornek 4.3.1. Birinci mertebeden degisken katsayili fonksiyonel gecikmeli
y'(x)+(x+1)y'(e*)+e'y(x)—xy(e"~1)=4+5x—e
diferansiyel denklemini, y(O) = -1 baslangi¢ kosulu altindaki ¢6ziimiinii inceleyelim.

Burada problemin tam ¢6zimii y(x) =2X-1 dir. N=2 i¢in Genocchi polinomlarina

dayali
y(x)=> a,G,(x)= y(x)=G(x)Y = X (x)MY

formundaki ¢6zlimler aranacaktir. N =2 igin siralama noktalari

1
{xlzo, X, =E,x3 :1}

olarak hesaplanir. Problemin genel formu,

220 (0 (3 ()=
seklindedir. Burada bilinen fonksiyonlar acikea,
Po(X) =€, Py (X) =1, Py (X) ==X, Py(X)=x+1, hyy(x) =X, hy(x) =X,
ho(X)=€* =1, h,(x)=e*, f (x)=4+5x—¢e"
bi¢ciminde yazilabilir. Problemin temel matris denklemi,

{PooXgoB® + Py X;B" + Py X, B® + P, X, B MY = F

seklindedir. Burada,

120 0010 10 0 100
P,=|0 e? o,P01=O_? 0|,P,=|0 1 0[,P,=|0 3 0f,
0 0 e 0 o0 00 1 00 2
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X(0)] 1 0 0 x| |10 0
1 1 1 1 1 1Y
X, = x(—j =1 = =], Xyu= X(ez—lj =1 (ez—lj Lez—l] ,
2 2 4
x@ /] 1 | X(e=) | |1 (e-1) (e-1) |
3
XO0)| 1 00 L 1 0 f (0) 1
Xogo = x(lj 11 2 Yim=lo 2 3|,F- f(lj =|4+=>—e2
2 2 4 0 0 3 2
X (1) 111 f(2) 9-e

! 3 0 : 3
4] (34) (2843, (24
| (e-1)  (9-e) (-9+21e-3¢) ;  (9-e) |

olup, verilen kosula karsilik gelen genisletilmis matris ise,
y0)=-1=[U,; 4]=[1 -1 0; —1]
biciminde olacaktir. Boylece probleme ait genisletilmis matris

1 3 0 ; 3
[(Wi:F]=] 1 -1 o0 |
(e-1) (9-e) (-9+21e-3¢*); (9-e)
olarak hesaplanir. Bu sistemin ¢ézlimiiyle bilinmeyen Genochi katsayilar matrisi

Y=[0 1 0]
seklinde bulunur. Bdylece, Genocchi polinomlarina dayali ¢6ziim yz(X)=2X—1

olarak elde edilir. Bu da verilen problemin tam ¢oztimiidiir.

Ornek 4.3.2. Birinci mertebeden degisken katsayili fonksiyonel gecikmeli

Volterra tipi,
x—In(x+1)

Y (X)=x*y(x)+y(x—x*)=(x-x*)e™ + J y(t)dt
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integro diferansiyel denkleminin y(O)=1 baslangi¢ kosulu altindaki ¢6ziimlerini

arayacagiz. Burada N=3 i¢cin 0<x<1 araliginda siralama noktalar
{X1 =0, X, =%, Xy =1} olup, problemin tam ¢dziimii de y(x)=e™ dir. N=3 icin
Genocchi polinomlaria dayali

y(x)=> y,G,(x), 0<x<1

formundaki ¢oziimler aranacaktir. Cozliimiin bulunmasi i¢in gerekli birkag matris

denkleminin formu,

y(x)=G(x)Y = X (x)MY; y*(x) = X (x) B*MY,

1 -1 0
=[1 x X],Y=[y, ¥, y].M=j0 2 -3
0 0 3

olarak hesaplanmistir. Problemin temel denkleminin agik hali,

lei R (x)y(k)(hkj X)) +ZO‘,ZO:7WSVJ. K (X, t)y ((t))dt,

k=0 j=0 r=0 s=0 Ups

Voo

Zl:POj (X)y(o)(hoj' (X))+ P (x)y(l)(hlj (X)) = f(X)+%g J. Koo (%)Y (t)dt
(%)Y (o (%)) + Py (%) y" (Mo (X)) +Pow (x) y" (ho: (x))+ P (%) y" (ha (%))
= f (x)+xoovjo Koo (x,1)y"® (t)dt

Uoo

S'U

Burada bilinen fonksiyonlar,
Po(X)==%*, By (X)=1, Py (X) =1, hyy (X) =X, hg (X) =X, hy, (X) =x-x%,

F(X)=(X=X*)e™ Kop (X,) =1, Uy (X) =X = X7, Voo (X) =X =In(X+1), Gy (t) =t
seklinde bulunmustur. Problemin temel matris denklemi,

(PapX5oB® + Py X1oB + Py X ;B =1y XC,QpB° ) MY =F,

W = ( PooxooBo + P10X10Bl + I:)01X01BO — oo )ZCOOQOOBO) M
seklindedir. Burada,
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Po=| 0 Py(/2) 0 |[=|0 -1/4 0|,
0 0 Po(1)| [0 0 -1
[P, (0) 0 0 ] [1 0 0]
Po=| 0 Pg(1/2) 0 |[=|0 1 0},
i 0 0 P:LO(]-)_ _0 1]
P, (0) 0 0 ] [1 0 0]
Py, = 0 P01(1/2) 0 |= 1 :
0 0 P.(1)| [0 0 1
X (hoo (O)) 1 0 0 X (hoo (0)) 1 0 0
Xoo=| X (hyo(112)) |=|1 112 1/4], Xo=| X(hy(1/2))|=|1 1/2 1/4],
X(ho(@) | 112 1 X(ho@) | 1211
1 0 0 X(0) 0 0
Xu=|1 1/4 1/16|,X=| 0 X(1/2) 0 |,
1 0 0 0 0 X (1)
100 Co, 0 O
Co=[c"]. ¢’ =1 (1,i=012)=Cp=/0 0 0|,Cu=| 0 Cy O
000 0 0 Cg

m-+n+1

(x—ln(x+1))m+n+l ~(x-x?)

00 _ ~
G (X) = e , (mn=012)

Quo (O) f (0) L 071 1 -1 O

Qu =| Qu(1/2)|, F = f(1/2):ze7,M=0 > _3

Qoo(l) f(l) 0 0 0 3

111



olarak matrisler hesaplanmistir. Probleme karsilik gelen [W ; F] matrisi,

1 1 -3; 0

-t
[W;F]=| 0.9054651081 1.398098046 —0.440564574; %ez

—0.3068528194 0.2126941666 3.112345131, 0

olup, verilen kosula karsilik gelen kosul matrisi ise,
y(0)=1=X(0)MY =1=[U;; 4 |=[1 -1 0; 1]
seklindedir. Boylece problem ait genisletilmis matris
1 1 -3 0
(W;F = 1 -1 0; 1
—0.3068528194 0.2126941666 3.112345131, O
biciminde olacaktir. Bu matris sisteminin ¢6ziimiiyle bilinmeyen katsayilar matrisi
bulunur ve problemin yaklasik ¢oziimii

¥, (x)= 0.39599816235606666303681322460761x” — X +1

seklinde hesaplanmis olur.

N =3,4,5,6 degerleri i¢in problemin yaklasik ¢oziimleri asagidaki gibi

hesaplanmis; mutlak hatalar da Sekil 4.12 de gosterilmistir.

A (X) =-0.12081780051791024543916819311562x° +

0.4860230027071027747442855115878x" —
0.99999999999999986122212192185543x +
0.99999999999999991673327315311326,

¥, (X)= 0.02886114684326103116407402637833x" —

0.15937472629194573275901447573233x° +
0.49858805240113508727706204126662X> —
0.99999999999999989244714448943796 X +
0.99999999999999980571097069059761,
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Mutlak Hata

0.1

¥s (x) =-0.0056230868393107129570712698907187x" +
0.03946002815066533195558634572464x" —
0.16585773527122456456883714537298x° +

0.49988801547059724423183874053578x° —
1.000000000000000040766001685455x +
1.0000000000000000011926223897341,

¥ (X) =0.00092058233066127562573346954089004X° —
0.0078401585999677673196987803816427x° +
0.041404429552202234323353413625313x" —
0.16659740262518681319084054570645x° +

0.49999264070448598518917743271928x° —
0.99999999999999997609334209669463x +
0.99999999999999998341170676097178

0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7
Zaman (x)

Sekil 4.8. Ornek 4.3.2.’nin mutlak hatalar
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4.4. ikinci Mertebeden Lineer Gecikmeli Neutral Integro Diferansiyel
Denklemler icin Shifted Legendre Polinomlarina Dayali Matris
Siralama Metodu {le Tlgili Ornekler

Ornek 4.4.1. Birinci mertebeden degisken katsayili ve degisken gecikmeli
y'(X) =Xy (X)+y(x=x*)=xy(x—x* =1) =3x - x*, (0<x<1)
diferansiyel denkleminin y(O) = -1 baslangi¢ kosulu altindaki ¢6ziimlerini Shifted

Legendre polinomlarina dayali matris siralama metodu ile arayalim. Burada problemin

tam ¢Oziimii y(x) =x-1 dir. Ilk olarak, hesaplanacak yaklasik ¢dziimii,

D~
QD

5

59,

—
>

SN

Y(X) =Y, (X) =

n=0
sonlu Shifted Legendre serisine dayali olarak tanimlanmigtir. Denklemin ¢6ziimiinde

kullanilacak siralama noktalari, N =2 i¢in

{XO:O,xlzé,xzzl}

olacak bigimde secilmistir. Gerekli islemler yapilarak problemin temel matris
denklemi

1 1 J—
{ZQJ.XB] +ZRkXB(rk)}B(2,—1) DA=F
j=0 k=0
veya kisaca

WA=F < [W;F]

seklinde olusturulur. burada [W X F] matrisi

1 1 -5 0
4 4 16 4|
1 5 -5 2

olarak hesaplanilir. Problemin kosul matris formu;
[Uoik]=[1 -1 3 -]
bi¢iminde elde edilir. Bu kosul matrisi, bulunan arttirilmis matrisinde yerine yazilirsa,

yeni [V\7 ; If] sonug arttirilmis matrisi,
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1 1 -5 0
[W;ﬁ]: 1 -1 L -1
1 5 -5 2

formunda bulunur. Arttirilmig yeni sonug matris formu ¢oziilerek bilinmeyen Shifted

Legendre katsayilarinin matris formu

T
2 2

biciminde elde edilir. Bulunan bilinmeyen ¢6ziim polinomunun katsayilari, Shifted

Legendre polinomlar1 yardimiyla bizi Y, (X) = X —1 ¢6ziimiine ulastirir ki bu ¢oziim

problemin aranan tam ¢éztiimudiir.

Ornek 4.4.2. Tkinci mertebeden linear neutral tipi

Y'(X) + Y(X) = X3y (X + X*) + xy'(X + x*) = 3x +1+3_[ y@)dt, (0<x,t<2)

x=1
integro diferansiyel denklemini, y(0)=0, y’(0)=0 baslangi¢c kosullar1 altindaki

¢Oziimiinii inceleyelim. Burada f(x) =3x+1 olmak iizere problemin tam ¢ozlimii

y(x) = x*dir. N =2 icin Shifted Legendre polinomlarima dayali

2
Y(x) = y,(9) =3 2P (x)
n=0
formundaki ¢6zlimler aranacaktir. N =2 igin siralama noktalari
{%=0,x=1x,=2}
olarak hesaplanir. Problemin temel matris denklemi,

{inXBj +ZZI R XB(r) - iﬁ}B(a,ﬂ)DA: F
j=0 k=0

seklindedir. Burada gerekli islemler yapildiginda probleme karsilik gelen [W;F]

matrisi,
-2 Z -5 1
2
WiF]=|2 2 2 4
2 2
-2 E 10; 7
. 2 i
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olup, verilen kosullara karsilik gelen genisletilmis matris ise,
[Uo;)“o]:[l -1 1 0]’
[Usz]=[0 1 -3 0]

seklindedir. Boylece probleme ait genisletilmis sonug matrisi,

_—2 Z -5: 1_

2
[W;If]z 1 -1 1 0
0 1 -3 0

biciminde olacaktir. Bu sistemin ¢dzlimiiyle, bilinmeyen katsayilar matrisi

T
SRS
3 3

olarak bulunur. Béylece problemin tam ¢dziimii olan, Y,(X) = X’ hesaplanmis olur.

Ornek 4.4.3. Birinci mertebeden degisken katsayili lineer fonksiyonel Volterra
tipi integro diferansiyel denkleminin,

y’(x)+e2y(x+g] —1-¢* —I y(t)dt

0
0<x<1 araliginda, y(0)=1 baslangig kosulu altindaki ¢oziimiinii inceleyecegiz.
Problemin tam ¢oziimii ise y(X)=e*dir. Burada bilinen fonksiyonlar,

X

Q. (X)=1, Qy(x)=0,Ry(x)=¢€2, 1(x)==, g(x)=1-€"",
a=0,b=1 K(xt)=-1,u(x)=0, v(x)=x

seklindedir. Problemin Shifted-Legendre polinomlarina dayali ¢oziimii,

y(x)=> a,P(x)=P (x)A=X(x)B(c,p)DA

n=0

formundadir. Burada N =2,a=0, b=1,
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_ 1
1 -1 1 10 =
B(oc,B):B(Z,—l): 0 2 -4,D={0 1 0|,
0 0 4 00 3
L 2 |
_ 1
1 -1 17 % 5o
B(2,—1).D= 0O 2 -4|/|0 1 0 |=0 2 -6
0O 0 14 0 0 3 0 0 6
L 2 |
matrisleri hesaplanmistir. N =2 igin problemin siralama noktalar1
{%=0,x=1/2,x,=1}
seklindedir. Probleme ait temel matris denklemi,
(QXB* + R,XB(1)B° - XKI' )B(2,-1)D = F;
bicimindedir. Burada matrisler,
1 0 O 1 0 O
Q,=|0 O,X=1%%,R0=Oe% 0|,
111 0 0 e
ox X2
1000 0 0O0O0TO 1 — —
11 X 2 4 40
)Z=0001——000,B(1,—=01x,K=OO
2 4 2 0 0 1 0 0
0 000O0OOT111
EEEE
B(1,7(0 1 - =
(12(0)) Lo o 4 16
— 1 1 1
B(r): B| 11| = ,B(l,O): 01 0,B|L=|=/0 1 =
2 00 1 4 2
B(1+(1) 0 0 1
¥
1 Xp+q+1
8(1’5):8 cl) i x):[rpq ],rpq p+q+l :p,g=0,1.2
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0 0O
1(0)=[1,4(0)], 1, (0)=0; p,g=012; 1(0)=|0 0 0],
0 0O
EE
7 Pratt 2 8 24
1 1 1 2 1 1 1 1
I —|=|Tr - !r - | = ; ’ :01112;| — = = - - |
(2) {pq(ZH pq(Z) p+qg+1 P (2) 8 24 064
11 1
124 64 160 |
1 11
2 3
ppratt 1 11
1(1)=(r_ (1), r. (1)= :p,g=012;1(1)=|= = =],
111
13 4 5]
1(0) Y o 1 1 -5
T= '(lj K=lo k o w~-|893 1617 638 |
2 0 0 K 338 676 3975
1(1) 1968 3936 1552
L 743 743 103 |
f(0) 0
F= f(lj..l—e}é
2 1 et
f(1)
olarak hesaplanmislardir. Problemde verilen kosula karsilik gelen genisletilmis kosul
matrisi ise,
1 -1 1 1 -1 1
y(O)=X(O)O 2 —6 :1:>[1 0 0]0 2 —6 :1:>[1 -1 1 1]
0 0 © 0 0 6

seklindedir. Boylece probleme ait genisletilmis matris,

1 1 -5 0

i |80 1L 68, oy
338 676 3975
1 11 1
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biciminde olacaktir. Bu sistemin ¢oziimiiyle, bilinmeyen katsayilar matrisi bulunur ve
N =2 i¢in yaklasik ¢oziim,
Y, (X)=0.39540x" - x+1
olarak hesaplanir. N =3,4,5 i¢in yaklasik ¢oziimler;
¥ (x)=-0.11816x" +0.48464x" — X +1,
y, (x) =0.02776x" —0.15818x’ +0.49828x" — X +1,

¥s (X)=-0.00532x" +0.03896x" —0.16560%° + 0.49984x" — x +1

olarak bulunur. Problemin Shifted-Legendre polinomlarina dayali matris siralama
metodu ile bulunan yaklagik ¢6ziimleri iizerinde rezidiiel hata analizi islemi yapilirsa,

elde edilen rezidiiel fonksiyonlar

R, =0.07086, R, =0.00792, R, =0.00066, R, =5.296.10°°

olarak hesaplanmistir. M =6 igin diizeltilmis ¢6zlim ise,

X

e.‘;'(X)ﬁtezes(xvtgjzl—eX —'Ies (t)t, &(0) =0,

Y56 (X) =0.00086x° —0.00770x° +0.04130x"* —0.16656 x> +0.49999x* — x +1

olarak bulunur.
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4.5.  Yiiksek Mertebeden Genellestirilmis Gecikmeli Lineer Fonksiyonel
integro Diferansiyel Denklem Sistemi I¢in Stirling Matris Siralama

Metodu ile Tlgili Niimerik Ornekler

Ornek 4.5.1. Birinci mertebeden gecikmeli
Y1 (%)= i (x=1)+ ¥, (x-1) =4-x
Y, (X)+2y, (x=1)+y,(x-1)=5x—6
diferansiyel denklem sisteminin Y,(0)=-1 y,(0)=0 baslangic kosullar1 altinda
¢oziimlerini Stirling polinomlart cinsinden arastiralim. Problemin tam ¢6ziimii
y,(X)=2x-1 ve Y, (X) = X dir. Burada sistemin genel yapist;
1 2 v v .

ZZ Pij (X)YJ( )(aij+ﬂkj) = f,(x), (' :1’2)

k=0 j-1
ya da agik hali ile,

.Pl(;(x) yl(O) (X + By) + Fig (x) y§0) (X + By) +
Plll(x) yl(l) (a X+ By) + Pllz (X) yél) (ayX+ By) = f,(X)

* 2(1()() y1(0) (X + By) + Pzg(x) y§0) (X + By) +
1(X) yl(l) (a X+ By) + lez(x)y(l) (ayX+ ;) = f,(x)

seklindedir. Burada bilinen fonksiyonlar,
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Plg(x) =-1 a,=1 B,=-1 Plg(x) =1, ay =1, By=-1
Plll(x) =1 o, =1 B, =0, Pﬁ(x) =2, oy =1, B, =-1,
onz (X) =1 ay, =1 f,,=—-1 P212(X) =1 a, =1 S, =0,

f,(x)=4-x, f,(x)=5x-6

olarak tanimlanir. N =2 i¢in problemin ¢oziimiinii
2
yZ (X) = Z anSn (X)’
n=0

kesilmis Stirling serisi formunda arayalim. Ayrica N=2 i¢in a=0, b=1 olmak

{xo =0, XI:%, xzzl}

seklinde olup, problemin temel matris denklemi,

1
2P
k=0

uzere siralama noktalari

x*§(ak,5k)(§)k?A= F,

= =\0= oS =
W =P, X B(0t,B,)(B) T+P, X B(a,,B,)(B) T
bi¢imindedir. Burada,

PO 0 0

_ 1 P“(x) PY(X)

P = 0 P|= 0 _| ' 12

k (ZJ R {Pzﬂx) Pﬂx)}’
0 0 P

-1 1 10 . — — X 0
o Gy o B o 5]

B(a, By) 0 }: |:B(17_1) 0 :|
) )

B(GO’ﬁO) = |: 0 B(aonBZO 0 B(]-! _1)
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L RAL LI
0 B(ctyy, Byy) 0 B(L0)
_l L1
1 -1 1 100 2 6
BL-)={0 1 -2|, B(L0)=/0 1 0|, T=|0 % %
00 1 001 )
00 =
L 4
F(0)
ke, e lefl x| - [T o
(B) =diag[B* B* ... B], F= F(Ej ,F(X)—LZ(X)]T{O T}’
F@)

olarak hesaplanan matrislerdir. Problemin temel matris denklemine karsi gelen

[W;F] matrisi,

-1 l i 1 0 O 4
2 12
2 0 0 1 1 i; —6
2 12
T
w Flo| 4 48 T4 a8 2
, 11,3 u 7
2 24 4 16 2
4 2 6
2 1 l 1 E; -1
L 3 12 ]

olarak bulunur. Problemin kosullarina karsilik gelen matris,

%,(0) = X(O)TA = 4,, ¥,(0) = X(0)T4, = 4,

1 1 1 1
[1 2 a}’*:‘l’ [1 2 E}Az:o’

seklinde hesaplanir. Kapali matris formu ise

1%%000;—1

Us )= 11
000 1= = 0

2 6

bicimindedir. Bdylece probleme ait genisletilmis matris,
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12210 0 4
2 12
2 00122 6
2 12
1%%000;—1
Wi Fl= 11
0001 =5 0
2 6
—1O§111;3
4 = 2 6
201 211 B4
I 3 12

olup, sistemin tam ¢oziimiine karsilik gelen bilinmeyen katsayilar matrisleri ise
A=[-3 40, A=[120
olarak hesaplanmistir. Boylece N =2 igin sistemin ¢dziimii ¥,(X)=2x-1 ve Y, (X) =X

tam ¢ozumii sistemin ¢6ziimii olarak elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Yiiksek mertebeden lineer genellestirilmis fonksiyonel gecikmeli integro
diferansiyel denklemler son donemlerde olduke¢a ilgi gdren bir c¢alisma alan
olmasindan dolay1 birgok matematik¢i, fizik¢i ve miihendisler gibi farkli bilim
dallarindan arastirmacilar tarafindan derinlemesine arastirilan bir ¢alisma alan1 haline
gelmistir. Bu formdaki denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek, niimerik bir
sonu¢ bulmak ¢ogu zaman olduk¢a zordur ya da miimkiin degildir. Bu nedenle bu
tipteki denklemlerin ger¢ek ¢oOziimlerini elde etmek yerine niimerik metotlarla

yaklasik ¢oziimlerinin bulunmasina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu ama¢ dogrultusunda yaptigimiz bu calismada karisik kosullar altinda
incelenen yiiksek mertebeden lineer genellestirilmis fonksiyonel integro diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerinin bulunmasi i¢in sonlu artan veya azalan faktoriyel
fonksiyonlart serisi, Stirling serisi, Shifted Legendre serisi ve Genocchi serisi ile
siralama noktalarina dayali “Faktoriyel matris siralama metodu”, “Stirling matris
siralama metodu”, “Shifted-Legendre matris siralama metodu” ve son olarak
“Genocchi matris siralama metodu” adi verilen bes farkli polinom tabanli yaklasim
teknigi gelistirilmistir. Elde edilen sonuglar metodun, gercek hayat problemleri
tizerinde dogru ve etkili bir bicimde uygulanabildigini gostermistir. Ayrica, yontemin
islerligini ve sonuclarmin dogrulugunu gdstermek i¢in kalan fonksiyonuna ve
Ortalama Deger Teoremine, rezidiiel hata fonksiyonuna ve rezidiiel diizeltme
fonksiyonuna dayali hata tahminleri yapilmistir. Tablolardan ve grafiklerden, hata
tahminleri ile beraber sunulan yontemin verimliligi g6zlemlenebilmistir. Bu arada
matris siralama metodu ile ilgili 6rneklerde bulunan tam ¢oziimlerin veya farkli
degerler i¢in bulunan yaklasik ¢6ziimlerin sonuglar1 tablo ve grafikler de ayrica
belirtilmis ve tartisilmistir. Bu uygulamalara baglh olarak farkli degerler i¢in bulunan
yaklasik ¢oziimlerin grafikleri gergcek ¢oziimlerle birlikte karsilastirilarak ¢izilmistir.
Bu grafiklerden ¢ogunlukla ¢ozlimlerin kesme sinirt yeterince arttirildiginda tam
¢ozlime daha cok yaklastigi yani yaklasik ¢Oziimiin tam ¢6ziime yakinsadigi
gbzlemlenmistir. Ancak kesme smirinin artmasi ile birlikte matris boyutlarinin da
oldukca yliksek oranda artmasi ve bdylelikle yaklasik ¢oziimiin hesaplanmasinda
kullanilan bilgisayar programlarinin isletim sistemlerinin yavaglamasi, yaklasik

¢Ozlimiin bulunma siiresinin uzamasi gibi bir takim sorunlar ortaya ¢ikmistir. Ayrica,
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problemin kesin ¢6ziimii bilinmedigi durumlarda bile, elde edilen ¢oziimiin hata {ist
siirt yaklasik olarak kalan fonksiyonu aracilifiyla tahmin edilebilmekte ve gergek
¢ozlime ¢ok yakin yaklasik ¢oziimler ve araligi sunulabilmektedir. Diger taraftan,
yapilan bu ¢calismada gergek hayat problemlerinin incelenmesiyle elde edilen yaklasik
¢Oziimlerin sayisal degerleri ile gercek ¢oziimlerin karsilastirilmalarindan, onerilen
yontemin oldukc¢a gecerli oldugu ve temel bilgisayar programlama dilleri ile birlikte

uyumlu bir sekilde ¢alistigi gozlemlenmistir.

Sonug olarak, sunulan bes farkli polinom ailesine dayali matris siralama
metodunun uygulanabilirligi goriilmiis, bilgisayarlar araciligiyla elde edilen sonuglar
ile karsilastirildiginda yontemin dogrulugundan emin olunmustur. Buna gére onerilen
yontemin yiiksek mertebeden lineer fonksiyonel integro diferansiyel denklemler basta
olmak {izere farkli diferansiyel denklem formlarinin yaklasik ¢oziimleri ig¢in de
yapilacak bazi1 diizenlemeler ile etkili bir yontem olarak ortaya konulabilecegi

kanaatine varilmistir.

Matris siralama yonteminin diger niimerik yontemlere kiyasla olduk¢a 6nemli
avantajlart bulunmaktadir. Farkli polinom ailelerine bagl matris siralama yontemi,
literatiirde kullanilan iteratif yontemlerden farkli olarak bilgisayar programlarinda
kullanilan algoritmalarin dogrudan ve net kodlamalarla kullanilabildigi veri
depolamasi1 gerektirmeyen bir yontemdir. Boylelikle, cogu gercek hayat probleminin

hesaplanma siirecinde diger yontemlere gore islem kolaylig1 avantaji saglamaktadir.

Yapilan ¢aligmalar sonucunda, fen ve miihendislik alanlarinda karsilasilan
dogal ve fiziki problemlerin ¢oziimiinde kullanilan tiim niimerik ¢6ziim yontemleri
disinda, alternatif bir yontem olarak sunulmustur. Sunulan polinomlara dayali matris
siralama yontemi, fen ve miihendislikte baska bir kullanim olanagi ile birlikte
aragtirmacilara da farkli bir yontem se¢gme imkani saglamaktadir. Ayn1 zamanda
degisik uygulama alanlarinda karsilasilan gercek hayat problemlerinin ¢ézlimiinde,
¢Ozlimiin polinomlar araciligiyla ifade edilebilmesi arastirmacilara kolaylik
saglamaktadir. Bu acidan da kullanilan bu yontemler bilim ve teknolojiye getirecegi

farkli bakis agilar1 ve yenilikler agisindan oldukg¢a 6nemlidir.
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Bu alanda bundan sonrasi i¢in yapilmasi planlanan caligmalar, farkl
diferansiyel denklem tiirlerini (kismi fonksiyonel integro diferansiyel denklemler,
lineer olmayan fonksiyonel integro diferansiyel denklemler gibi) iceren dogal ve fiziki
problemlerin ele alinip, ¢oziilmesi ve incelenmesiyle devam edecektir. Uygulanan bu
niimerik yaklasim yontemi ile de bunlarin miihendislik, fizik, biyoloji, ekonomi gibi
farkli bilim dallarinda ¢esitli modellere ve gercek hayat problemlerine
uygulanilabilirligi arastirilacaktir. Tez calismasinin tamamlanmasi ile birlikte elde
edilen sonuglar literatiirde uygulanan diger 6zel polinomlara dayali matris siralama
yontemlerine bir alternatif olusturarak, elde edilen sonuglarin karsilastirilabilmesine

imkan saglamustir.
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