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ÖZET 

NAVİER-STOKES ZAMAN RAHATLAMA MODELİNİN EULER 

AYRIKLAŞTIRMASI İLE ELDE EDİLEN SONLU ELEMANLAR ÇÖZÜMÜ 

ÜZERİNE 

 

Meryem ÖZBUNAR 

 

Yüksek Lisans Tezi 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Osman Raşit IŞIK 

Ekim 2017, 81 sayfa 

 

Bu çalışmada Navier Stokes denklemine (NSE) κ(u- ) terimi eklenerek elde edilen 

NSE-TRM modeli ele alınmıştır. Modelin nümerik çözümü için Işık (2013) 

tarafından verilen  Backward Euler (BE) zaman adımlı metoda dayanan algoritma ile 

çözümler elde edilmiştir. Elde edilen çözümlerin kararlılık ve yakınsaklık analizleri 

yapılmıştır. Yapılan analizler sonucunda, algoritma ile elde edilen çözümlerin 

koşulsuz kararlı olduğu ispatlanmıştır. Ayrıca, bazı yakınsama özellikleri 

varsayılarak, çözümün yakınsak olduğu ve mertebesinin O(Δt+κδ) olduğu 

ispatlanmıştır. NSE nin BE ile çözümünün olduğu bir örnek için κ değerleri arttıkça 

hatanın azaldığı gözlemlenmiştir. Ayrıca, NSE nin BE ile elde edilen çözmün ıraksak 

olduğu bir örnek için Algoritma ile yakınsak çözümler elde edilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Navier-Stokes Denklemleri, Backward-Euler Metodu, Sonlu  

                         Elemanlar, NSE Zaman Rahatlama Modeli,  Zaman Filtreli   

                                  Düzgünleştirme  
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ABSTRACT 

FINITE ELEMENT SOLUTION OF NAVIER-STOKES TIME 

RELAXATION MODEL EULER TİME DISCRETIZATION 
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Master of Science (M. Sc.) 
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Department of Mathematics 

Supervisor: Assoc Prof. Dr. Osman Raşit IŞIK 

                                                 October 2017, 81 pages 

 

In this study, we consider NSE-TRM model that is obtained by adding the term κ(u-

) into Navier-Stokes equations (NSE). By using the Algorithm, which was given by 

Işık (2013), depends on backward-Euler (BE) time step metod, we get the numerical 

solution of NSE-TRM. The stability and convergence analyzes of the solution 

obtained by the Algorithm are constructed. As a result of the analyzes, it is proven 

that the solution obtained by the Algorithm is unconditionally stable. On the other 

hand, we prove that the solution is convergent and is of order O(Δt+κδ) under the 

assumption of some convergence features. We applied the Algorithm to some test 

problems and found that the numerical results are consistent with the theoretical 

results as we expected. For an example where the NSE is solved with BE, it is 

observed that as the κ values increase, the error decreases. Furthermore, we get 

convergent solutions for an example by the Algorithm where as the solution of NSE 

obtained by BE diverges. 

 

Keywords: Navier Stokes equations,Backward-Euler Method, Finite Element 

                    Method, NSE Time Relaxation Model, Time Filtering Regülarization  
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1.GİRİŞ 

1.1 Navier-Stokes Denklemleri 

Navier Stokes denklemi (NSE) akışkanlar mekaniğinin önem teşkil eden 

denklemlerinden birisidir. Bu denklem üçü hız bileşenleri, biri ise basınç bileşeni 

olmak üzere dört bilinmeyeni olan ikinci mertebeden lineer olmayan bir kısmi 

diferansiyel denklemdir (Recebli, Özkaymak, 2013). Bu denklemler; akışkan içinde 

bulunan birim kütleye etki eden momentum (ivmelenme) değişimlerinin, sürtünme 

kayıplarına ve basınç değişimlerine neden olan viskoz kuvvetlerin toplamına eşit 

olduğunu söyler. NSE enerji, toplam kütle ve momentumun üretimini, iç üretimini ve 

birikimini tanımlayan diferansiyel denklem olarak bilinmektedir (Peker, Helvacı, 

2003). Ω⊂ℝ𝑑  d=2, 3 boştan farklı, açık, bağlantılı bir alt küme ve ∂Ω, Ω 'nın sınırı; 

0≤T<∞ olmak üzere [0,T) zaman aralığı ve t∈[0,T) olsun. Bu durumda NSE, d=2, 3 

için  

𝑢𝑡 + 𝑢. ∇u − νΔu + ∇p  =  f, x ∈ Ω, 0 ≤ t < T            (1.1) 

                    ∇ ⋅ u  =  0, x ∈ Ω , 0 ≤ t < T,      

                    u = 0, ∂Ω  , 0 ≤ t < T, x = (x1, x2, … 𝑥𝑑) ∈ Ω      

                        𝑢(0)   =  u₀                                                                  (1.2) 

     

ile tanımlanır.Denklemdeki  -ν△u=-ν(D₁²+D₂²+...+𝐷𝑑 
2  terimi sıvı partüküllerindeki 

sürtünme katsayısı ve ∇p=(D1, D2, … Dd )p basınç fonksiyonunun gradiyentidir. 

 

 



u(t, x) → Akı̧s hızı

p(t, x) → Basınç fonksiyonu

f(t, x) → Dı̧s kuvvet

ν → Pozitif sabit viskozite katsayısı

div =
d∑
i=1

∂

∂xi
Diverjans operatörü

4 =
d∑
i=1

∂2

∂x2
i

Laplace operatörü

∇ = (D1,D2 , . . . , Dd) = (
∂

∂x1

,
∂

∂x2

, . . . ,
∂

∂xd
) Gradiyent

(1.1) denklem sistemi en genel halde, (d+1) bilinmeyen fonksiyon (p, u1, u2,..., ud)

ve (d+1) deği̧sken (t, x1, x2, ..., xd) içeren (d+1) diferansiyel denklemden oluşur.

u | ∂Ω= 0 (1.3)

Burada u0 ifadesi t = 0 anındaki başlangıç hız anlamına gelir ve

u0(0, x) = u0(x),∀x ∈ Ω için (1.4)

olarak yazılır (Sohr, 2001).

Buradaki (1.1) ile gösterilen denklem Newton yasalarına göre güç korunumunu

göstermektedir ve ikinci denklem ise homojen sıkı̧stırılamaz akı̧skanın koşulunu

göstermektedir. ut zaman yönünde türevi temsil eder (Sohr, 2001).

Navier Stokes denklemi ismini Fransız Navier ve İngiliz Stokes’dan almı̧stır. 1840

’lıyıllarda bu denklemlerin temel korunum yasalarıve birinci derece yaklaşımları

bulunmuştur. Poisson (1845) ve Saint Venant (1843) NSE nin sürekli türevleri

için çalı̧smalar gerçekleştirmi̧slerdir. 1934 yılında Jean Leray NSE nin zayıf

çözümlerini matematiksel olarak tanıtmı̧s ve varyasyonel formda zayıf çözüm-

ler olduğunu test fonksiyonlarıile çarpıp integre ederek ispatlamı̧stır (Layton,

2008).

2



Son yıllarda, NSE nin nümerik çözümleri üzerine birçok çalı̧sma yapılmı̧stır.

Kaya ve Riviere (2004), denge durumunda NSE nin nümerik çözümü için bir

"iki ağlıstabilizasyon metodu" kullanmı̧slardır. Bu metot geni̧s ölçeklerde bir

avantaja sahip olup geni̧s reynold sayılarında NSE nin çözümü için güçlü ve

etkin bir metotdur. Bu metotda elde edilen çözümün kararlılık ve hata ana

lizlerini incelemi̧slerdir. Kaya ve Riviere (2003), süreksiz polinom yaklaşımını

kullanarak bir metot (alt ağ (subgrid) stabilizasyon metodu) vermi̧sler, yarı

ayrık ve tam ayrık sonlu elemanlar çözümü için kararlılık ve yakınsaklık ana

lizlerini incelemi̧slerdir. Yaptıklarıanaliz sonucunda vermi̧s olduklarıtam ayrık

iki algoritmanın bir tanesinin mertebesinin birinci mertebe ve diğerinin mer-

tebesinin ikinci mertebe olduğunu ispatlamı̧slardır. Kaya, Layton ve Riviere

(2005), alt ağ stabilizasyon metodu ve hata düzeltme metotlarınıkullanarak al-

goritmalar vermi̧stir. Bu algoritma ile çok iyi ve etkili yakınsama özelliklerine

sahip çözümler elde etmi̧slerdir. Layton (2008), Crank-Nicolson zaman adımı

metodu kullanarak NSE nin FEM çözümünü elde etmi̧s ve çözümünün kararlılık

ve hata analizini incelemi̧stir.

NSE nümerik çözülerek türbülanslı akı̧slar elde edilir ve elde edilen nümerik

çözümler doğrudan nümerik simülasyon (DNS) olarak adlandırılır. Re Reynolds

sayısıdır ve 3d türbülanslıakı̧slar için DNS uzaydaki mesh (ağ) noktalarının her

bir zaman adımı için O(Re
9
4 ) olmasınıgerektirir. Bu hesaplamalar ekonomik

değildir hatta bazen mümkün olmayabilir (Moin, Mahesh, 1998). Bu yüzden,

düşük hesaplama maliyetli yakınsak çözümler elde etmek için farklı yöntem-

ler geli̧stirilmi̧stir. Geli̧stirilen yöntemlerden birisi de düzgünleştirme (regüla

rizasyon) metodudur.Layton, Mays, Neda ve Trenchea (2011), NSE nin BDF2

zaman ayrıklaştırılmasıiçin modüler regülarizasyon analizini yaptılar. Bu çalı̧sma

ile BDF2 zaman ayrıklaştırılmasının Crank-Nicolson’dan daha iyi kararlılık özel-

liklerine sahip olduğu gösterilmi̧stir. NSE $−model bu metoda örnek ve
rilebilir. Layton, Manica, Neda ve Rebholz, (2008) NSE $−modeli kullan-
mı̧slardır. Bu çalı̧smada $−model için trapezoid kuralızaman ayrıklaştırmasını
kullanarak yakınsamanın mertebesinin 2 olduğunu göstermi̧slerdir. Bir başka

düzgünleştirme metodu NSE α−modelidir. Layton, Manica, Neda ve Rebholz,
(2008) NSE α−modeli kullanmı̧slardır. Connor (2010) NSE α−modelin tanımını
yapmı̧s ve sonlu elemanlar ayrıklaştırmasıüzerine çalı̧smı̧stır. Zaman rahatlama

modelleri de bir düzgünleştirme metodu olup NSE ye zaman rahatlama terimi

eklenerek elde edilir (Neda, 2010; Vincent, Layton, Neda, 2007; Stolz, Adams,

Kleiser, 2001; Adams, Stolz, 2001; Rosenau, 1989; Schochet, Tadmor, 1992).
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Amaç NSE çözmek yerine nümerik simülasyon için daha nitelikli özellikler içeren

bir sistem çözmektir. Bunun için Layton, Pruett ve Rebholz (2010), NSE ’ye

geçici bir κ(u − −u) terimini ekleyerek üssel dalgaların gücünü azaltarak akı̧sı

düzgünleştirmi̧slerdir. Böylece;

∂u

∂t
+ u · ∇u− ν∆u+∇p+ κ(u− −u) = f(x, t) (1.5)

∇ · u = 0

denklemini elde etmi̧slerdir. Burada
−
u, u nun zaman filtresi olup

−
ut =

u− −u
δ

(1.6)

−
u(x, 0) = u(x, 0)

diferansiyel denklemi ile tanımlanır. u, t den bağımsız ise u = u olacaktır. NSE

ye ”κ(u − −u)” teriminin eklenmesiyle daha kararlı ve yakınsak çözümler elde

etmi̧slerdir. I̧sık (2013) tarafından (1.5) için Backward Euler (BE) ile verilen

bir algoritma tanıtılmı̧stır. Yaptı̆gıçalı̧smada κ ve δ artmasıdurumunda spin-

up zamanının azaldı̆gınıve çözümün denge durumuna (steady-state) daha hızlı

yakınsadı̆gınıispatlamı̧stır.

Layton ve Takhirov (2015), çözümlemesi yetersiz olan akı̧slar için duvara adapteli

doğrusal olmayan filtreler kullanarak yeni yöntemler bulmuşlardır. Jiang, Kaya

ve Layton (2014) istatistiksel türbülans viskozite modelini üzerine çalı̧smalar

yapmı̧slar ve parametreleştirmi̧slerdir. Takhirov, Neda ve Waters (2015) bir

zaman rahatlama metodunu vermi̧slerdir. Bu çalı̧smada Stolz, Adams ve Kleiser

tarafından getirilen ve sonrasında denklemlerinde geli̧stirilen zaman ayrıklaştırma

modelini geni̧sleten bir yöntem kullanmı̧slardır. NSE ye ”κu∗” terimini ekleyerek

∂u

∂t
+ u · ∇u− ν∆u+∇p+ κu∗ = f(x, t), x ∈ Ω , 0 ≤ t < T, (1.7)

∇ · u = 0, x ∈ Ω , 0 ≤ t < T,

u = 0 , ∂Ω , 0 ≤ t < T,

denklemini elde etmi̧sler ve burada u∗ =
−
u − u için Layton, Pruett ve Rebholz

(2010) tarafından geli̧stirilen geçici filtreyi kullanmı̧slardır. Yaptıkları analiz
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sonucunda verilen metodun koşullu kararlılık altında yakınsak olduğunu ispat-

lamı̧slardır. Jiang, Mohebujjaman, Rebholz ve Trenchea (2015) NSE nin ikinci

mertebe zaman adımımetodlarıyla bir düzgünleştirme modeli için bir çalı̧sma

yapmı̧slardır.

Sonlu elemanlar yöntemi, en genel anlamda parçadan bütüne gitme prensi

bine dayanmaktadır. Sonlu eleman; iki veya üç boyutlu yapıların bir parçasıdır.

Bu yöntemin ilk uygulama alanı gerilme analizidir. Sonrasında ise ısıanalizi,

akı̧skan analizi, elektrik analizi gibi alanlarda kullanılmı̧stır. Courant (1940)

yaptı̆gı bir çalı̧smada burulma problemlerini araştırmak için parçalı polinom

interpalasyonunu üçgensel alt bölgeler (elemanlar) üzerinde kullanmı̧stır. Courant,

Ritz’in sayısal analiz ve varyasyonlar yönteminde minimum potansiyel enerji

ilkesini kullanarak problemleri formüle etti ve sonlu elemanlar yönteminin ilk

uygulayıcılarından oldu. Courant’tan sonra sonlu elemanlar yöntemleri uzay

mühendisliğinde kullanılmaya başlanmı̧stır. Boeing’in 1950 de uçak kanatlarını

modellemek için üçgen gerilim elemanlarıkullanmasıyla başlamı̧stır. Yöntemin

ana fikrini oluşturan ilk makale 1956 yılında Turner ve arkadaşları tarafın-

dan yayınlanmı̧stır. 1960’larda araştırmacılar sonlu elemanlar yöntemini diğer

mühendislik alanlarında kullanmaya başlamı̧slardır. Zienkiewicz ve Cheung (1967)

tamamen sonlu elemanlarıanlatan bir kitap yazmı̧slardır. Clough düzlem prob-

lemlerinde sonlu elemanlar kullanımıüzerinde çalı̧stı. Navier Stokes denklem-

lerinin ilk sonlu elemanlar çözümü Taylor ve Hood tarafından 1973’de yapılmı̧stır

(Davies, 2011).

Bu çalı̧smada BE metodu kullanılarak I̧sık (2013) tarafından ve-

rilen algoritma ile elde edilen çözümlerin kararlılı̆gıve yakınsaklı̆gıincelenmi̧stir.

Bu algoritma ile elde edilen çözümlerin koşulsuz kararlıolduğu, yakınsak ve mer-

tebenin O(κδ + ∆t) olduğu ispatlanmı̧stır.

Bu tez çalı̧smasıaşağıdaki sıraya uygun olarak yazılmı̧stır.

İkinci bölümde, adi diferansiyel denklemler, Cauchy problemi, diferansiyel denk

lemlerde kararlılık tanımı, diferansiyel denklemlerde well posed ve ill posed du-

rumlarıverilmi̧stir. Adi diferansiyel denklemlerin nümerik çözümleri için açık

ve kapalımetotlar ve bu metotların bazıözellikleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, kısmi diferansiyel denklemler (KDD) ve KDD nin nümerik

çözümleri için temel tanımlar, eliptik denklemler, Hilbert uzayı, Sobolev

uzayları hakkında genel bilgiler, gerekli tanım, teorem ve lemmalar

verilmi̧stir. L∞(Ω) ve Lp(Ω) uzayları, zamana bağlı NSE, NSE nin zayıf
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ve güçlü formülasyonlarıverilmi̧stir. Sonlu elemanlar yöntemi (FEM), X1
h ve

X2
h uzayları hakkında genel bilgiler verilmi̧stir. Kararlılık ve hata analizleri

için Cauchy-Schwarz eşitsizliği, Hölder eşitsizliği, Poincare eşitsizliği, Poincare-

Friedrichs eşitsizliği, Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi koşulu (LBBh), Trace eşit-

sizliği, Ladyzhenskaya eşitsizlikleri, Young eşitsizliği, Gronwall lemma, ayrık

Gronwall lemma (1. versiyon), ayrık Gronwall lemma (2. versiyon), bilineer

form ve güçlü çözüm tanımı verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, NSE ye κ(u−−u) terimi eklenerek Layton (2010) tarafından

verilen NSE-TRM verilmi̧stir. NSETRM nin I̧sık (2013) tarafından verilen za-

man adımında BE metodu kullanılarak oluşturulmuş Algoritma 4.1.1 verilmi̧stir.

Bu algoritma ile elde edilen çözümlerin koşulsuz kararlıolduğu, yakınsak ve mer-

tebenin O(κδ + ∆t) olduğu ispatlanmı̧stır.

Beşinci bölümde, Algoritma 4.1.1 farklıörneklere uygulanmı̧s ve sonuçlar çizel-

gelerde gösterilmi̧stir. Test sonuçlarında, metodun mertebesi, teoriden bek-

lediğimiz gibi O(κδ+ ∆t) olmuştur. Bununla birlikte çözümün yakınsak olduğu

bir örnek için Algoritma 4.1.1 uygulanmı̧s ve κ artarken daha tutarlıçözümler

elde edilmi̧stir. Ayrıca Algoritma 4.1.1 ile elde edilen çözümlerin κ ≥ 1 için

yakınsak olduğu gözlemlenmi̧stir.

Son bölümde de bulunan sonuçlar özetlenmi̧stir.
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2.KAYNAK ÖZETLERİ 

2.1 Adi Diferansiyel Denklemler 

Bilinmeyen fonksiyon tek bir değişkene bağımlı ise, diferansiyel denkleme adi  

diferansiyel denklem denir (Çağlayan, Çelebi, 2002).  

2.1.1 Cauchy problemi  

Cauchy problemi verilen uygun başlangıç koşullarında bir diferansiyel denklemin 

çözümünün bulunması problemidir. t₀∈I⊂ℝ birinci mertebeden adi diferansiyel 

denklem için Cauchy problemi,  

𝑦(1) = 𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑡 ∈ 𝐼  

                                                             𝑦0 = 𝑦(𝑡0 )                         (2.8) 

 

denklemini sağlayan y∈C¹(I) fonksiyonu bulmaktır. Burada f(t,y) fonksiyonu,  

S=I×(-∞, ∞) üzerinde tanımlı her iki değişkene göre sürekli  gerçel değerli bir 

fonksiyondur. Eğer f  fonksiyonu t ye göre sürekliyse (2.8) 'nin çözümü 

 

                                     y(t) − y(t₀) = ∫ f(τ, y(τ))dτ         (2.9)                             

 

integral denklemi (2.9) denklemini sağlar. 

    Tersine; y fonksiyonu (2.9) ile tanımlı ise I da süreklidir ve y(t₀)=y₀ dır. y 

fonksiyonu f(⋅, y(⋅)) nin ilkeli olduğundan y∈C¹(I)  ve 𝑦(1) =f(t, y) sağlanır 

(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000). 

 

 



2.1.2. Diferansiyel denklemlerde kararlılık

Tanım 2.1.1. (Liapunov Anlamında Kararlılık) δ0 ∈ R, I sınırlı aralı̆gı
üzerinde sürekli (2.8) den pertürbasyon ile elde edilmi̧s,

zp(t) = f(t, z(t)) + δ(t), t ∈ I
z(t0) = y0 + δ0

problemini ele alalım. Eğer |δ0| < ε, |δ(t)| < ε ve ∀t ∈ I şartını sağlayan

∀(δ0, δ(t)) pertürbasyonu ve ∃C > 0 için |z(t)− y(t)| < Cε şartı sağlanırsa

(2.8) Cauchy problemi Liapunov anlamında kararlıdır. Burada C genellikle t0,

y0 ve f ye bağlıolup ε bağlıdeğildir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Örnek 2.1.2. Tam çözümü y(x) = 1 olan [0, b] de

yp(x) = −y(x) + 1

y(0) = 1

diferansiyel denklemini ele alalım.

zp(x) = −z(x) + 1, 0 ≤ x ≤ b olup z(x) = 1 + εe−x çözümüne sahiptir.

y(x)− z(x) = −εe−x ve |y(x)− z(x)| = |−εe−x| ≤ ε olur ve denklem Liapunov

anlamında kararlıdır (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Tanım 2.1.3. (Asimptotik Kararlılık) Eğer I sınırlı aralı̆gında (2.8)

problemi Liapunov anlamında kararlıve

t→∞ iken |z(t)− y(t)| → 0 ise

denklem asimptotik kararlıdır denir. (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Örnek 2.1.4. Tam çözümü y(x) = 1 olan ve yp(x) = −y(x) + 1 ve

0 ≤ x ≤ b, y(0) = 1 diferansiyel denklemi Liapunov anlamında kararlıdır.

Asimptotik kararlılı̆gınıinceleyelim.

t→∞ iken
∣∣1 + εe−t − 1

∣∣ =
∣∣εe−t∣∣→ 0

olur, o halde problem asimptotik kararlıdır.
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2.1.3. Diferansiyel denklemlerde iyi konulmuş (well-posed) ve kötü
konulmuş (ill posed) problemler.

(2.8) problemi için aşağıdaki ifadeler sağlanırsa iyi konulmuş (well posed) denir.

i)(2.8) tek çözüme sahiptir

ii) ∀ε > 0 için ∃k(ε) sabiti vardır öyle ki

|ε0| < ε ve |δ(t)| < ε, [a, b] olmak üzere (2.10)

zp = f(t, z) + δ(t), a ≤ t ≤ b, z(a) = α + ε0 (2.11)

problemi tek çözüme sahiptir ve |z(t)− y(t)| < εk(ε) olur (Quarteroni, Sacco,

Saleri, 2000).

Cauchy probleminin kararlı olması durumu onun iyi konulmuş (well posed)

olmasına eşdeğerdir. Eğer kararlı değilse kötü konulmuş (ill-posed) olmasına

eşdeğerdir (Atkinson, 1988).

Tanım 2.1.5. (Lipschitz Şartı) D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, -∞ < y < ∞}
olmak üzere f : D → R sürekli fonksiyon olsun. Eğer

‖f(x, y1)− f(x, y2)‖ ≤ L ‖y1 − y2‖

olacak şekilde L > 0 varsa f Lipschitz şartınısağlar (Quarteroni, Sacco, Saleri,

2000).

Teorem 2.1.6. D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, −∞ < y < ∞} olsun. Eğer f
fonksiyonu D de y deği̧skenine göre sürekli ve Lipschitz şartını sağlıyor ise

başlangıç değer probleminin iyi konulmuştur (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

9



2.1.4. Varlık ve teklik teoremi

D = {(x, y) | |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b } konveks bölgesi üzerinde (2.8) Cauchy
problemini ele alalım. Eğer f(t, y), D bölgesi üzerinde sürekli ise ve bu bölgede

Lipschitz şartınısağlıyorsa bu taktirde (t0, y0) noktasınıiçine alan bir alt bölgede

(2.8) Cauchy probleminin çözümü vardır ve tektir. Bu bölge

max
(ζ,τ)∈D

|f(ζ, τ)| ≤M,h = min(a,
b

M
)

olmak üzere D0 = {(x, y) | |x− x0| ≤ h, |y − y0| ≤ b } dir (Brock, Malliaris,
1989; Carroll, 2002).

2.2. Adi Diferansiyel Denklemlerin Nümerik Çözümleri (Zaman Adımlı
Metotlar)

2.2.1. Zaman adımlımetotlar

yp = f(t, y), t > t0, y(t0) = y0 (2.12)

Cauchy problemini ele alalım. Burada f : [t0,∞) × Rd → Rd bir fonksiyon,

y0 ∈ Rd bir vektör, t bağımsız deği̧sken, y(t) bağımlıdeği̧skendir (Quarteroni,

Sacco, Saleri, 2000).

Euler metot (2.12) diferansiyel denklemi incelenirse, y nin t0 noktasındaki

değerini ve y fonksiyonunun eğimini bilmekteyiz. y nin herhangi bir değerini

hesaplamak için temel yaklaşım olan bir interpolasyon kullanılabilir. İnterpo-

lasyon; elde var olan bilinen noktalardan yola çıkarak bu noktalar arasında farklı

bir yerde ve değeri bilinmeyen bir noktadaki olasıdeğeri tahmin etmeye yarayan

yöntemlerin tümüne verilen isimdir. Yani; y ∈ [t0, t0 + h] olmak üzere y(t)

değerini f(t, y(t)) ' f(t0, y(t0)) yaparak ve (2.12) denkleminin iki tarafının

integralini alarak;
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  y(t) − y(t₀) = ∫ f(τ, y(τ))dτ 

  𝑦(𝑡) ≃ 𝑦(𝑡₀) + (𝑡 − 𝑡₀)𝑓(𝑡₀, 𝑦(𝑡₀))        (2.13) 

elde edilir. Verilen h>0 ve t₀,  𝑡₀, 𝑡₁ = 𝑡₀ + ℎ, 𝑡₂ = 𝑡₁ + ℎ, … , 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + ℎ =  𝑡₀ +

𝑛ℎdizisinde h büyüklüğündeki adımlarla ilerleyerek, y(𝑡𝑛) ifadesinin yaklaşık 

değerini n=0,1,2,… için 𝑦𝑛 ile gösterelim. Böylece t=𝑡𝑛 için (2.13) eşitliği; y(t₀)=y₀, 

y(t₁)=y₁ ise aşağıdaki gibi elde edilecektir  

           y(t₁)=y(t₀)+hf(t₀,y(t₀)). 

Benzer işlemler y₁, y₂,…, 𝑦𝑛  için yapılırsa 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑡𝑛, 𝑦𝑛), 𝑛 = 0, 1,2, …        (2.14) 

Euler (forward-Euler) metot olarak adlandırılan plan elde edilir (Quarteroni, Sacco, 

Saleri, 2000).  

2.2.2 Açık metot 

Bir bilinmeyenin birden fazla bilinenle çözüldüğü metotlardır. Bulunan zaman 

değerlerinden faydalanarak bir sonraki zaman değeri hesaplanır. Böylelikle istenilen 

zamana ulaşıncaya kadar bu işlem tekrarlanır. Yani 𝑦𝑛+1 terimi herbir adımda k≤n 

için 𝑦𝑘 terimleri ile doğrudan hesaplanabiliyorsa bu metoda açık metot denir 

(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).  

2.2.3 Kapalı metot 

Birden fazla bilinmeyenin bir ya da daha fazla bilinenle çözüldüğü metotlardır. Yani 

𝑦𝑛+1  terimi herbir adımda k≤n için 𝑦𝑘  terimleri ile doğrudan hesaplanamıyorsa 

kapalı metot denir ( Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000). 

 

 



Tanım 2.2.1. Cauchy probleminin çözümü için verilen bir nümerik metod ∀n ≥
0 için yn+1 ifadesi sadece yn e bağlıise tek adımlıbir metod olarak adlandırılır

(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

2.2.4. Açık ve kapalımetotların avantajlarıve dezavantajları

Kapalımetotlar hesaplama bakımından açık metotlara göre daha zahmetli ve

zaman isteyen yöntemdir. Açık yöntemle kıyaslandı̆gında bu kötü bir özellik

gibi görünse de kapalıyöntemlerin tutarlılık özellikleri, kapalıyöntemleri tercih

sebebi yapmaktadır (Strang, 2007). Açık metodun kararlılı̆gıiçin zaman adım

boyutunun çok küçük olmasıgerekir, ancak bazıkapalımetotlar koşulsuz karar-

lıdır ve kararlılık için zaman adımına kısıtlama getirmeye gerek duyar. Kapalı

metotlarda, dezavantaj ise her bir zaman adımında daha karmaşık bir cebirsel

sistemin çözülmesi gerekebilir. Açık metodun avantajı, basit ve hızlıçözüm ver-

mesidir, dezavantajıise yanlızca çok küçük zaman adımlarıiçin kararlıçözümler

üretir ve kararlılık genelde bir koşula bağlıdır (Butcher, 2008).

Tanım 2.2.2. (Sıfır (Zero) Kararlılık) (2.8) Cauchy problemi için (2.14) tek
adımlımetodu, eğer ∃h0 > 0, ∃C > 0 ve ∀h ∈ (0, h0], 0 ≤ n ≤ Nh için zhn, u

h
n

sırasıyla

zhn+1 = zhn + h
[
Φ(tn, z

h
n, f(tn, z

h
n); h) + δn+1

]
, z0 = y0 + δ0

uhn+1 = uhn + h
[
Φ(tn, u

h
n, f(tn, u

h
n); h)

]
, y0 = u0

denkleminin çözümleri olmak üzere

|δk| ≤ ε, 0 ≤ k ≤ Nh =⇒
∣∣zhn − uhn∣∣ ≤ Cε

şartısağlanırsa Cauchy problemi sıfır kararlıdır (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Zaman adımlımetotlar için mutlak kararlılık tanımıaşağıdaki test problemi için

olacaktır.

Test Problemi:

yp(t) = λy(t), t > 0

y(0) = 1, λ ∈ C, y(t) = eλt tam çözümü (2.15)
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Tanım 2.2.3. (Mutlak (Absolute) Kararlılık) tn → ∞ için yn sınırlı

kalıyorsa nümerik metot mutlak kararlıdenir.

tn →∞ için | yn| → 0

ise mutlak (absolute) kararlıdır (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Problemin mutlak kararlıolduğu bölgeye mutlak kararlılık bölgesi denir

A = {z = hλ ∈ C | tn →∞ için |yn| → 0 }

(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Tanım 2.2.4. Herhangi bir tek adımlıaçık

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, fn;h), 0 ≤ n ≤ Nh − 1

metot için yn = y(tn) yerine yazılarak

yn+1 = yn + hΦ(tn, yn, fn;h) + εn+1, 0 ≤ n ≤ Nh − 1

olmak üzere

εn+1 = hτn+1(h)

ifadedeki τn+1(h), tn+1 deki yerel kesme hatası(LTE) olarak adlandırılır. Global

kesme hatasıda

τn(h) = max |τn+1(h)|
0≤n≤Nh−1

olarak tanımlanır (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).
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Tanım 2.2.5. Verilen herhangi bir

yn+1 = Φ(tn, h, yn), 0 ≤ n ≤ Nh − 1

zaman adımlımetot için

y(tn+1)− Φ(tn,h, y(tn)) = Chp+1, 0 ≤ t ≤ Nh − 1

ise metodun mertebesi p dir denir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Tanım 2.2.6. (Yakınsaklık) Nümerik metod yakısaktır eğer

N →∞⇒ ‖u− uN‖ → 0.

Başka bir ifadeyle u(g)→ uN(gN) ancak ve ancak

(∀ε > 0)(∃N0 = N0(ε) > 0)(∃δ = δ(N0, ε))

(∀N > N0)(∀gN)(‖g − gN‖ < δ ⇒ ‖u(g)− uN(gN)‖ < ε)

Nümerik bir metodun yakınsak olduğunu doğrudan göstermek kolay olmayabilir.

Bunun yerine, metodun tutarlılık (consistency) ve kararlılık (stabilite) özellik-

lerinin sağlandı̆gı, yakınsaklık yerine gösterilebilir (Quarteroni, 2009).

Tanım 2.2.7. (Tutarlılık) Eğer (2.8) Cauchy problemi için

lim
h→0

τ(h) = 0

oluyorsa nümerik metot tutarlıdır denir (Quarteroni, 2009).

Tutarlı+Kararlı⇒ Y akınsak

Teorem 2.2.8. (2.14) ile verilen Euler metot yakınsaktır.

Kanıt: Teoremi f nin analitik olmasıdurumunda ispatlayalım. Verilen herhangi
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bir h > 0 için hatayı

en+1 = yn+1 − un+1

ile gösterelim. Taylor açılımıile

y(tn+1) = y(tn + h) (2.16)

= y(tn) + hyp(tn) +
h2

2
ypp(tn) + . . .

= y(tn) + hf(tn, yn) +O(h2)

elde edilir. y sürekli diferansiyellenebilir olduğundan O(h2) terimi herhangi bir

normda ve ∀h > 0 için düzgün olarak sınırlandırılabilir

(2.16) ifadesinden (2.14) ifadesi çıkarılırsa;

en+1 = en + h [f(tn, y(tn) + en)− f(tn, y(tn))] +O(h2)

elde edilir.Taraf tarafa norm alınarak, üçgen eşitsizliği ve Lipschitz şartıkul-

lanılarak M = max
ξ∈I
|ypp(ξ)| olmak üzere aşağıdaki ifade elde edilir.

|en+1| ≤ |en|+ hL |en|+Mh2

≤ (1 + hL) |en|+Mh2,∀n ≥ 0

veya

|en+1| ≤
M

L
h((1 + hL)n+1 − 1).

hL > 0 olduğundan (1 + hL) ≤ ehL ve (1 + hL)n+1 ≤ e(n+1)hL elde edilir.

Böylece lim
h→0,∀n≥0

|en+1| = 0 olacaktır.

Backward Euler (BE) metot Euler metotta
∫
f(t, y)dt integralinin f nin

tn yerine tn+1 de interpolasyon polinomu alınarak nümerik olarak hesaplanırsa,

yn+1 = yn + hf(tn+1, yn+1), n = 0, 1, 2, . . .

metodu elde edilir. Kapalıolan bu metot BE metot olarak adlandırılır.
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Backward-Euler metotun mertebesi 1 dir. Gerçekten,

y(tn+1)− y(tn) = O(h2) = O(hp+1), p = 1

(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Örnek 2.2.9. BE metodun mutlak kararlılık bölgesini bulalım

yn+1 − yn = hλ yn+1, y0 = 1

yn+1 =
1

(1− hλ)n+1
y0, yn =

1

(1− hλ)n
y0 (2.17)

olacaktır. Burada

| yn| =
∣∣(1− hλ)−n

∣∣→ 0⇔ |(1− hλ)| > 1

elde edilir. Bu da merkezi (1, 0) da olan birim çemberin dı̧sında kalan bölge olup

Şekil 1 de verilmi̧stir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Örnek 2.2.10. Forward-Euler metodun mutlak kararlılık bölgesini bulalım

yn+1 = (1 + hλ) yn = (1 + hλ)n+1

olacaktır.

| yn| = |(1 + hλ)n| → 0⇔ |(1 + hλ)| < 1

ile sağlanır. Bu da

C− = {z ∈ C | Re(z) < 0} olmak üzere

hλ ∈ C−, 0 < h <
−2 Reλ

|λ|2
(2.18)
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için geçerli olup bölge Şekil 1 de verilmi̧stir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Şekil 1: FE nin mutlak kararlılık

bölgesi BE nin mutlak kararlılık bölgesi

2.2.5. Trapezoid kuralı(Crank-Nicolson metot)

Cauchy probleminin (2.9) de verilen integral denklem formunda,
∫
f(t, y)dt in-

tegraline f nin tn ve tn+1 in orta noktasındaki interpolasyon polinomu yazılarak

integral alınırsa trapezoid kuralıelde edilir.

y(t)
∼
= y(tn) +

1

2
(t− tn)[f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))] (2.19)

(2.19) ile verilen metodun mertebesini bulmak için gerçek çözümü (2.19) de

yazarak, y(tn+1) i tn civarında Taylor serisine açalım. Bu durumda,

y(tn+1)− y(tn)− 1

2
h[f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))]

= [y(tn) + hyp(tn) +
h2

2
yq(tn) +

h3

3!
yqp(tn) +O(h4)]− y(tn)

−1

2
h[yp(tn) + yp(tn) + hypp(tn) +

h2

2
ypq(tn) +

h3

3!
ypv(tn) +O(h4)]

=

(
h3

6
− h3

4

)
yqp(tn) +O(h4) = O(h3)
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Yani trapezoid metodunun mertebesi 2 olarak elde edilir (Quarteroni, Sacco,

Saleri, 2000).

2.2.6. θ− metot

FE metot, trapezoid metot ve BE metodu sırasıile θ = 1, θ = 1
2
ve θ = 0 için

veren

yn+1 = yn + h[θf(tn, yn) + (1− θ)f(tn+1, yn+1)], n = 0, 1, 2, . . . (2.20)

denklemini ele alalım. (2.20) denklemini kullanarak ∀θ ∈ [0, 1] için bir zaman

adımlımetot elde ederiz. Bu metot θ− metot olarak isimlendirilir.

y(tn+1) = y(tn) + h[θf(tn, y(tn)) + (1− θ)f(tn+1, y(tn+1))]

[y(tn) + hyp(tn) +
h2

2
yq(tn) +

h3

3!
yqp(tn) +O(h4)] (2.21)

= y(tn) + h[θyp(tn)] + h(1− θ)[yp(tn) + hypp(tn) +
h2

2
ypq(tn)]

= h2

(
θ − 1

2

)
yq(tn) +

h3

2

(
θ − 2

3

)
ypq(tn) +O(h4)

elde edilir. θ− metodun sadece θ = 1
2
için mertebisi 2 dir. Diğer θ değerleri için

mertebe 1 olur (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

2.2.7. İmplicit midpoint kuralı

Trapezoid metoda benzer bir şekilde eğer ortalamayı t yerine f nin içinde

yaparsak

yn+1 = yn + h[f(tn +
h

2
,
yn + yn+1

2
)]

implicit midpoint kuralıelde ederiz (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).
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2.2.8. Heun metot

Trapezoid kuralında f(tn+1, yn+1) yerine f(tn+1, yn + hf(tn, yn)) alınarak elde

edilen metotdur (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

yn+1 = yn +
1

2
h[f(tn, yn) + f(tn+1, yn + hf(tn, yn))]
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1 Kısmi Diferansiyel Denklemler 

Kısmi diferansiyel denklem (KDD), çok değişkenli bilinmeyen fonksiyonun bir 

 veya daha çok kısmi türevlerini içeren denklemdir. u bağımsız değişkenli bir 

fonksiyon; örneğin u=u(x, y, z, t) olsun. u nun  x e göre kısmi türevi, 
∂u

∂x
= lim

h→0

u(x + h, y, z, t) − u(x, y, z, t

h
         (3.21) 

 

limiti ile tanımlanır ve 𝑢𝑥 =
𝜕u

∂x
, 𝑢𝑦 =

𝜕u

∂y
, 𝑢𝑥𝑥 =

𝜕2u

∂x2
,… dir. Eğer u nun m. mertebeye 

kadar kısmi türevleri Ω bölgesinde sürekli ise u fonksiyonu  𝐶𝑚 (Ω) sınıfındadır. u 

bağımsız değişkenli bir fonksiyonu içeren en genel kısmı diferansiyel denklem: 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡;  𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦, 𝑢𝑧 , 𝑢𝑡, 𝑢𝑥𝑥, … ) = 0   (3.22) 

 

  ile gösterilebilir. Kısmi diferansiyel denklemler mertebe, lineerlik, homojenlik           

gibi özelliklerine göre sınıflandırılır. 

     (3.22) denkleminde mertebe, denklemde bulunan en yüksek mertebeli türevin 

mertebesidir (Duchateau, Zachmann, 1988). Bir kısmi diferansiyel denklemde 

bağımlı değişken ve onun kısmi türevleri birinci dereceden, denklemde çarpım 

halinde olmuyorsa, bu denkleme lineer kısmı diferansiyel denklem denir. Eğer (3.22) 

denklemi u 'dan bağımsız hiç bir terim içermiyorsa  kısmi diferansiyel denklem 

homojendir denir (Quarteroni, 2009). 

   En yüksek mertebeden türeve göre lineer olan kısmi türevli diferansiyel denkleme 

    quasilineer diferansiyel denklem denir. İkinci mertebeden iki bağımsız değişkenli           

quasilineer denklem 

𝑎𝑢𝑥𝑥 + 2𝑏𝑢𝑥𝑦 + 𝑐𝑢𝑦𝑦 = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦)              (3.23) 

 

 



şeklinde yazılabilir. Burada x, y bağımsız deği̧sken ve u bağımlı deği̧skendir.

Eğer,

ac− b2 > 0 ise (3.24) denklemi eliptiktir.

ac− b2 = 0 ise (3.24) denklemi paraboliktir.

ac− b2 < 0 ise (3.24) denklemi hiperboliktir.

(Quarteroni, 2009).

3.2. Eliptik Denklemler

3.2.1. Poisson denklemi

Ω ⊂ R2, f = f(x) fonksiyon ve ∆ iki boyutta Laplace operatörü

∆u =
2∑
i=1

∂2u

∂x2
i

olmak üzere Poisson denklemi aşağıdaki şekilde ifade edilir.

−∆u = −
(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

)
= f, (x1, x2) ∈ Ω (3.25)

(3.25) eliptik, lineer ve ikinci mertebe homojen olmayan bir denklemdir. Eğer

f = 0 ise (3.25) denklemine Laplace denklemi denir. Sınır koşullarıüç şekilde

verilir:

Sınır şartıu cinsinden veriliyorsa buna Dirichlet sınır koşulu denir.

u = g, (x1, x2) ∈ ∂Ω (3.26)

Eğer g = 0 ise homojendir.
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Eğer koşul u nun gradiyenti şeklinde verilirse

∇u � n =
∂u

∂n
= h, (x1, x2) ∈ ∂Ω (3.27)

Neumann sınır koşulu denir. Burada n, ∂Ω ’da dı̧s birim normal vektör ve
∂u

∂n
normal türevdir. Eğer h = 0 ise homojendir.

Karı̧sık Sınır Koşullar,

∂Ω = ΓD ∪ ΓN ,
◦

ΓD ∩
◦

ΓN = ∅ olmak üzere (3.28){ u = g, (x1, x2) ∈ ΓD
∂u

∂n
= h, (x1, x2) ∈ ΓN

}

ile verilir. Eğer g = 0 ve f ∈ C(
−
Ω) ise (3.26), (3.27) denklemi regüler (düzgün)

bir çözüme sahip olmayabilir (Quarteroni, 2009).

3.3. Kısmi Diferansiyel Denklemlerin Nümerik Çözümleri

Sınır koşullarının keyfi fonksiyonlara bağlı olması KDD lerin analitik olarak

çözümlerinin nadir olarak elde edilmesi ile sonuçlanır. Böylelikle verilen bir kısmi

diferansiyel denklemin çözümlerinin hesaplama eksikliklerinden dolayı, çözüm-

ler ile ilgili çalı̧smalar çözümlerin varlı̆gı, regüler olup olmadıklarıve tekliğinin

araştırılmasıile sınırlıkalmı̧stır. Bundan dolayıu tam çözümünün bir uN yak-

laşık çözümünü, u−uN hatasının uygun bir normda hesaplanmasına olanak vere-
cek şekilde nümerik metodların bulunmasıbüyük önem taşımaktadır. N ≥ 1

(pozitif tamsayı) sayısıyaklaşım probleminin boyutunu göstersin.

P (u, g) = 0 KDD nin tam çözümü

↓ (nümerik metotlar)
PN(uN , gN) = 0 KDD nin yaklaşık çözümü

olarak verilebilir. Burada gN , g veri kümesinin dayandı̆gıbir yaklaşımı, PN yak-
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laşık problemi karakterize eden yeni fonksiyonel bir bağıntıolsun. Tam çözüm

u = u(g) ve yaklaşık çözüm de uN = uN(gN) ile gösterilmi̧stir (Quarteroni,

2009).

3.4. Hilbert UzayıL2(Ω) ve H1(Ω)

Tanım 3.4.1. (L2(Ω) fonksiyonları) Ω ⊂ Rd açık ve sınırlıbir bölge olmak
üzere L2(Ω), tüm Lebesgue ölçülebilir fonksiyonların kümesidir.

L2(Ω) = {p : Ω→ R :
∫
Ω

|p|2 dx <∞}

L2(Ω) üzerinde norm;

‖p‖ =
√

(p, p) =

[ ∫
Ω

|p|2 dx
] 1
2

L2(Ω) üzerinde iç çarpım;

(p, q) =
∫
Ω

p(x)q(x)dx, q : Ω→ R

olarak tanımlanır (Layton, 2008).

Bu çalı̧smada, aksi belirtilmedikçe (�, �) ve ‖�‖ ile sırasıyla L2(Ω) da tanımlıiç

çarpım ve norm kastedilecektir.

L2(Ω)d uzayıL2(Ω) dan hareketle;

L2(Ω)d = {v = (v1, . . . , vd) : Ω→ Rd, vj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , d}

ve L2(Ω)d da norm

‖v‖ = ‖v‖L2(Ω)d =
[
‖v1‖2 + ‖v2‖2 + . . .+ ‖vd‖2] 12

ile tanımlanır (Layton, 2008).
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Örnek 3.4.2. v = (tanx, cotx, x, x2, 1)→ R ve Ω = (0, π
4
) olmak üzere

‖v‖L2(Ω)d =
[
‖tanx‖2 + ‖cotx‖2 + ‖x‖2 + ‖x2‖2

+ ‖1‖2
] 1
2

=



 π
4∫
0

tan2(x)dx

2

+

π
4∫
0

cot2(x)dx

2

+

π
4∫
0

x2dx

2

+

π
4∫
0

x4dx

2

+

π
4∫
0

12dx

2



1
2

=

(tan(x)− x)2 + (− cot(x)− x)2 +

(
x3

3

)2

+

(
x5

5

)2

+ (x)2

π
4

|
0

 1
2

=

(
(1− π

4
)2 + (−1− π

4
)2 +

(
π3

192

)2

+

(
π5

5120

)2

+ (
π

4
)2

) 1
2

=

(
2 +

3π2

16
+

π6

(192)2
+

π10

(5120)2

) 1
2

Örnek 3.4.3.

p(x), q(x) : (0, π
4
)→ R

p(x) = tan(x), q(x) = cot(x)

olmak üzere

(p, q)L2 =

π
4∫
0

tan(x) cot(x)dx

 = x

π
4

|
0

=
π

4

‖p‖L2 =

√√√√π
4∫
0

tan2(x)dx =

√√√√π
4∫
0

(tan2(x) + 1− 1)dx

=

√√√√
(tan(x)− x)

π
4

|
0

=
√

(1− π
4
)

Tanım 3.4.4. (Tensör) Ω da bir d-tensör, L2(Ω)d×d = {V = (Vij) : i, j =

1, . . . , d, Vij ∈ L2(Ω)} ile tanımlanır. V bir tensör olmak üzere (‖V ‖ < ∞) V

üzerinde norm ve iç çarpım sırasıyla
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‖V ‖ =

[
d∑

i, j=1

‖Vij‖2

] 1
2

,

(S, T ) =
∫
Ω

d∑
i, j=1

Sij(x)Tij(x)dx, S, T ∈ L2(Ω)d×d

ile tanımlanır (Layton, 2008).

Tanım 3.4.5. Hız ve basınç uzayları (X,Q) olmak üzere

X = { u : Ω→ Rd, u ∈ L2(Ω), ∇u ∈ L2(Ω) ve u = 0 ∂Ω ’da

Q = {q : Ω→ R, q ∈ L2(Ω) ve
∫
Ω

qdx = 0}

ile tanımlanır. u ∈ C1(Ω), ∂Ω üzerinde sıfır olan bir fonksiyon olsun. X üzerinde

tanımlınorm ve iç çarpım sırayla

‖v‖X =
√

(v, v)X

(u, v)X = (u, v) + (∇u,∇v) =
∫
Ω

(uv +∇u �∇v)dx

ile tanımlanır (Layton, 2008).

Örnek 3.4.6.

u, v : (1, 2)→ R2

u = (x, 1 + x2), v = (x3, x2 − 1)

olmak üzere
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              (𝑢, 𝑣)𝑋 = ∫((𝑥, 1 + 𝑥2) · (𝑥3, 𝑥2 − 1) + (1,2𝑥) · (3𝑥2, 2𝑥))𝑑𝑥 

                            = ∫(2𝑥4 − 1 + 7𝑥2)𝑑𝑥 

                           =
2𝑥⁵

5
− 𝑥 +

7𝑥³

3
∣1
2 

                =
64

5
− 2 +

56

3
− (

2

5
− 1 +

7

3
)  =

416

15
 

       ‖𝑣‖𝑋 = √∫((3𝑥², 2𝑥) · (3𝑥², 2𝑥) + (𝑥³, 𝑥² − 1) · (𝑥³, 𝑥² − 1))𝑑𝑥 

                 = √∫((10𝑥⁴ + 2𝑥² + 𝑥⁶ + 1)𝑑𝑥) 

                = √2𝑥⁵ +
2𝑥³

3
+

𝑥⁷

7
+ 𝑥 ∣1

2 

               = √(64 +
16

3
+

128

7
− (3 +

2

3
+

1

7
))   = √

1760
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Tanım 3.4.7.  α=(α₁,α₂,...,α𝑛) negatif olmayan tamsayılar, Ω⊂ ℝ𝑛 olmak üzere 

f:Ω→ℝ fonksiyonu verilsin. Dαf fonksiyonu 

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂x₁α₁ ∂x₂α₂. . . ∂x𝑛
α𝑛

 

olarak tanımlanır. Burada |α|=α₁+α₂+...+𝛼𝑛 dir. Bu gösterim multi-index notasyonu 

olarak adlandırılır (Quarteroni, 2009). 

Tanım 3.4.8. (Distribution Anlamında Zayıf Türev) Ω⊂ℝ𝑛 ve T∈𝐷(1)(Ω): 

D(Ω)→ℝ olsun. T nin distribution anlamında zayıf türevi 
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
, 

<
∂T

∂xi
, φ >= −< T,

∂φ

∂xi
>, ∀φ ∈ D(Ω), i = 1, ⋯ , n 

ile tanımlanır. Benzer biçimde, α=(α₁, α₂,⋯,𝛼𝑛) çoklu indeks gösterimi ile  



DαT

< DαT, φ >= (−1)|α| < T,Dαφ >,∀φ ∈ D(Ω)

ile verilir (Quarteroni, 2009).

α ∈ Ω keyfi nokta olsun. α noktasıile ili̧skili Dirac delta fonksiyonu aşağıdaki

şekilde tanımlıbir δα distributiondır.

〈δα, φ〉 = φ(α), ∀φ ∈ D(Ω). (3.29)

Örnek 3.4.9. Ω = R ve κ[a,b](x) karakteristik fonksiyon olarak tanımlayalım

κ[a,b](x) =

{
1 , x ∈ [a, b]

0 , d. y.
(3.30)

fn(x) =
n

2
κ

[−
1

n
,
1

n
]

(x) olduğunu düşünelim. Dirac deltanın olduğunu doğrula-

maya çalı̧salım.

〈Tfn , φ〉 =

∫
R

φ(x)fn(x)dx =
n

2

1

n∫
−

1

n

φ(x)dx =
n

2
[φ(

1

n
)− φ(− 1

n
)] (3.31)

φ nin ilkeli Φ dir. h =
1

n
olarak alırsak

〈Tfn , φ〉 =
[Φ(h)− Φ(−h)]

2h
. (3.32)

n −→∞, h −→ 0 olduğunda türevin tanımından

Φ(h)− Φ(−h)

2h
−→ Φ

′
(0). (3.33)
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Φ
′
= φ olduğundan

〈Tfn , φ〉 −→ φ(0) = 〈δ0, φ〉 (3.34)

δ0 distributiondır (Quarteroni, 2009).

3.5. Sobolev Uzayları

k ∈ Z+ ve Ω ⊂ Rn açık küme olsun. Ω ’da k mertebeli Hk(Ω) Sobolev uzayı

Hk(Ω) = {f ∈ L2(Ω) : ∀α ve |α| ≤ k için Dαf ∈ L2(Ω)}

olarak tanımlanır. Sobolev uzayının tanımından ∀k ≥ 0 için Hk+1(Ω) ⊂ Hk(Ω)

olur. L2 uzayıH0(Ω) ifadesi ile de gösterilir (Quarteroni, 2009).

Hk(Ω) Sobolev uzaylarıaşağıdaki iç çarpım ile bir Hilbert uzayıdır.

< f, g >=
∑
|α|≤k

∫
Ω

(Dαf)(Dαg)dΩ

Hk(Ω) üzerinde norm ve yarınorm sırası ile aşağıdaki gibi tanımlanır (Quar-

teroni, 2009):

‖f‖Hk(Ω) =
√
< f, f >k =

√√√√∑
|α|≤k

∫
Ω

(Dαf)2dΩ

|f |Hk(Ω) =
√
< f, f >k =

√√√√∑
|α|=k

∫
Ω

(Dαf)2dΩ

Örnek 3.5.1.

f : [0, 1]→ R
f(x) = x2 + 1
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olmak üzere

‖f‖H1(Ω) =

√
1∫
0

(x4 + 2x2 + 1)dx+
1∫
0

4x2dx

=

√
x5

5
+

6x3

3
+ x

1

|
0

=

√(
1

5
+ 3

)
=

√
16

5

Örnek 3.5.2.

f : [−3, 3]→ R
f(x) = e3x+5

olmak üzere

‖f‖H1(Ω) =

√
3∫
−3

e6x+10dx+
3∫
−3

9e6x+10dx

=

√
3∫
−3

10e6x+10dx

=

√
10

6
e6x+10

3

|
−3

=

√
10

6
e28 − 10

6
e−8

3.6. L∞(Ω) ve Lp(Ω) Uzayları(1≤ p ≤ ∞)

L2(Ω) uzayı aşağıdaki şekilde geni̧sletilebilir: 1 ≤ p ≤ ∞ için ölçülebilir

fonksiyonların denklik sınıflarının uzayınıaşağıdaki şekilde tanımlayabiliriz.

Lp(Ω) = {v : Ω→ R :

∫
Ω

|v|p dΩ <∞},
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olup Lp(Ω) üzerinde norm

‖v‖Lp(Ω) =

 ∫
Ω

|v|p dΩ


1
p

ile tanımlanır. L1
loc(Ω) uzayıda

L1
loc(Ω) = {f : Ω→ R, ∀K ⊂ Ω kompakt kümesi için f\K ∈ L1(K)}.

ile tanımlanır. p =∞ olduğu durumda L∞(Ω) fonksiyonlar uzayıüzerinde norm

aşağıdaki şekilde tanımlanır:

‖v‖L∞(Ω) = inf{Ω da C ∈ R : |v(x)| ≤ C}.
= sup{Ω da |v(x)|}.

1 ≤ p ≤ ∞ için ‖·‖Lp(Ω) normu ile L
p(Ω) uzaylarıBanach uzayıdır.

Hölder eşitsizliği, 1 ≤ p ≤ ∞, v ∈ Lp(Ω) ve w ∈ Lp
p
(Ω) ve 1

p
+ 1

pp
= 1 için

vw ∈ L1(Ω) ve∫
Ω

|v(x)w(x)| dΩ ≤ ‖v‖Lp(Ω) ‖w‖Lpp (Ω)

ile verilir. Her lineer ve sürekli ϕ : Lp(Ω)→ R formu Lpp(Ω) uzayının bir elemanı

ile eşlenebilir. Yani teklikle bir g ∈ Lpp(Ω) vardır öyleki ∀f ∈ Lp(Ω) için

ϕ(f) =

∫
Ω

f(x)g(x)dΩ

dır. p = 2, pp = 2 için Hölder eşitsizliği Cauchy-Schwarz eşitsizliği olarak bilinir

ve
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                   (v, w)L²(Ω) ≤ ‖v‖L²(Ω)‖w‖L²(Ω), ∀v, w ∈ L²(Ω) 

formunu alır. Ayrıca, 

 ‖vw‖L²(Ω) ≤ ‖v‖L⁴(Ω)‖w‖L⁴(Ω), ∀v, w ∈ L²(Ω) 

 

 eşitsizliği sağlanır. Eğer Ω⊂ℝnbir bölge ise 1≤p≤q≤∞ 

 

 Lp(Ω) ⊂  Lq(Ω) ⊂  L¹(Ω) ⊂ Lloc
1 (Ω) 

sağlanır. Eğer Ω sınırsız ise ∀p≥1 için 

Lp(Ω) ⊂  Lloc
1 (Ω) 

ifadesi daima sağlanır (Quarteroni, 2009). 

3.7 Zamana Bağlı Navier Stokes Denklemleri 

Ω⊂ℝd, d∈{2, 3}  açık, bağlantılı ve boştan farklı bir küme f(x,t) dış kuvvet, u(x,t) 

akışkan hızı ve p(x,t) basınç fonksiyonları sırasıyla 

 

u: Ω × [0, T] →  ℝd , p: Ω × [0, T] → ℝ, f ∈ L²(Ω) 

olmak üzere Navier-Stokes denklemleri (NSE), 

 

ut+u⋅∇u-νΔu+∇p  = f, x∈ Ω, 0<t ≤T,                   (3.35) 

                                                      ∇⋅u = 0, x∈ Ω, 0<t ≤T, 

          u  = 0 ,  ∂Ω   üzerinde 0<t ≤T, 

                                          u(x,0)  = u₀(x), x∈ Ω 

 



ile verilir ve genellikle kullanılan normalizasyon şartı
∫

Ω
p(x, t)dx = 0, 0 ≤ t ≤ T

olarak alınır (Layton, 2008).

Navier Stokes Denklemlerini matematiksel olarak anlayabilmek için zayıf form

notasyonu önemlidir. Zayıf form kavramıLeray (1934) tarafından verilmi̧stir.

(u, p) zamana bağlı NSE nin düzgün çözümleri olmak üzere momentum

denklemini u ile çarpıp Ω bölgesinde integre edersek;

1

2
‖u(t)‖2 +

t∫
0

v
∥∥∇u(tp)

∥∥2
dt

p
=

1

2
‖u0‖2 +

t∫
0

(f(t
p
), u(tp))dt

p

elde edilir. Bu eşitlik enerji eşitliği olarak adlandırılır. Enerji eşitliğinin fiziksel

yorumu aşağıdaki gibidir:

Kinetik enerji(t) + [0, t] üzerindeki toplam enerji=İlk Kinetik enerji

+Toplam güç giri̧si
(Layton,

2008).

3.8. Navier Stokes Denklemlerinin Zayıf Formülasyonu

(3.35) sisteminin zayıf formülasyonu için (3.35) sistemindeki ilk denklemi v ∈ V
test fonksiyonu ile çarpıp Ω bölgesi üzerinde integre edersek;

∫
Ω

ut · vdΩ +

∫
Ω

(u · ∇)u · vdΩ−
∫
Ω

ν∆u · vdΩ +

∫
Ω

∇p · vdΩ =

∫
Ω

f · vdΩ

olur. Green formülü kullanılarak

−
∫
Ω

ν∆u · vdΩ =

∫
Ω

v∇u · ∇vdΩ−
∫
∂Ω

v
∂u

∂x
· vdγ

∫
Ω

∇p · vdΩ = −
∫
Ω

p · div vdΩ +

∫
∂Ω

pv · ndγ

eşitlikleri yukarıda ifadede yerine yazılırsa
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 ∫ 𝑢𝑡 ⋅ 𝑣𝑑𝛺
𝛺

+ ∫ (𝑢 ⋅ 𝛻)𝑢 ⋅ 𝑣𝑑𝛺 + ∫ 𝑣𝛻𝑢 ⋅ 𝛻𝑣𝑑𝛺 − ∫ 𝑝 ⋅ 𝑑𝑖𝑣 𝑣𝑑𝛺
𝛺𝛺𝛺

= ∫ 𝑓.
𝛺

𝑣𝑑𝛺 + ∫ (𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑝𝑛) ⋅ 𝑣𝑑𝛾

𝜕𝛺

 

elde edilir. (3.35) sisteminin ikinci terimi q∈Q ile çarpılıp  Ω bölgesi üzerinden 

integre edilirse; 

∫ 𝑞 ⋅ 𝛻𝑢𝑑𝛺 = 0, ∀𝑞 ∈ 𝑄 

elde edilir 

 ∫ 𝑢𝑡 ⋅ 𝑣𝑑𝛺
𝛺

+ ∫ (𝑢 ⋅ 𝛻)𝑢 ⋅ 𝑣𝑑𝛺 + ∫ 𝑣𝛻𝑢 ⋅ 𝛻𝑣𝑑𝛺 − ∫ 𝑝 ⋅ 𝑑𝑖𝑣 𝑣𝑑𝛺
𝛺𝛺𝛺

= ∫ 𝑓.
𝛺

𝑣𝑑𝛺 + ∫ 𝜓 ⋅ 𝑣𝑑𝛾, ∀𝑣 ∈ 𝑉,
Γ𝑁

    ∫ 𝑞 ⋅ 𝛻𝑢𝑑𝛺 = 0, ∀𝑞 ∈ 𝑄
𝛺

 

 (Quarteroni, 2009). 

Tanım 3.8.1. (u, p), NSE 'nin güçlü bir çözümüdür eğer u∈L²(0,T;X)∩𝐿∞(0,T;L²(Ω)) 

ve aşağıdaki koşullar sağlanırsa: 

1) u: [0,T]→X türevlenebilir, 𝑢𝑡: (0,T]→𝑋∗  integrallenebilir ve p: 

(0,T]→Q  sürekli, 

2) ∀t′∈(0,T], (u,p)∈ (X,Q )için aşağıdaki şartları sağlanır. 

             ∫ [(𝑢𝑡 , 𝑣) + (𝑢. 𝛻𝑢, 𝑣) + 𝑣(△ 𝑢, 𝑣) − (𝑝, 𝛻𝑣)]
𝑡′

0

𝑑𝑡′ = ∫ (𝑓, 𝑣)𝑑𝑡′
𝑡′

0

 

             ∀v∈ L²(0,T;H₀ ¹(Ω))∩𝐿∞(0,T;L²(Ω))   ve  

              ∫ 𝑞 ⋅ 𝛻𝑢𝑑𝑡′ = 0,
𝑡′

0
∀q∈ L₀ ²(0,T;L²(Ω)) 

3) u₀ ∈V  ve t→0 iken ∥u(t)-u₀ ∥→0   

4) u∈L⁴ (0,T;X) (Layton, 2008). 



Tanım 3.8.2. u0 ∈ H(Ω), f ∈ L2(Ω × (0, T )) olmak üzere

u(x, t) : Ω × [0, T ] → Rd ölçülebilir fonksiyonu NSE ’nin zayıf çözümüdür

eğer;

1)u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H(Ω)) ve

2)u aşağıdaki denklemi sağlar:

(u(T ), φ(T )) +

T∫
0

−
(
u,

∂φ

∂t

)
+ v(∇u, ∇φ) + (u · ∇u, φ)dt

=

T∫
0

(f, φ)dt+ (u(0), φ(0)),∀φ ∈ DT (3.36)

DT = {φ(x, t) ∈ C∞(Ω× [0, T ]) : φ(x, t) ∈ D(Ω), 0 ≤ t ≤ T}

3)∀t ∈ [0, T ] için (Leray enerji eşitsizliği)

1

2
‖u(t)‖2 +

t∫
0

v
∥∥∇u(tp)

∥∥2
dt

p
=

1

2
‖u0‖2 +

t∫
0

(f(t
p
), u(tp))dt

p

4) lim
t→→∞

‖u(t)− u0‖ = 0 (Layton, 2008).

3.9. Sonlu Elemanlar Metodu

Sonlu elemanlar yöntemi, birçok mühendislik problemlerine kabul görebilecek bir

yaklaşımla çözüm arayan sayısal bir çözüm yöntemidir. Bu yöntemin

matematiksel temeli çok önceden bilinmesine kaŗsın bu yöntemlerin etkin kul-

lanılmalarıçok hızlıve hafızalıbilgisayarların kullanılmasıyla mümkün olmuş-

tur. Sonlu elemanlar metodu günümüzde aktif olarak kullanılarak diğer nümerik

metotlardan daha iyi sonuçlar sağladı̆gıiçin tercih edilmektedir (Gök, Demirci,

2009). "Günümüzde deği̧sen malzeme özellikleri (örneğin kompozit malzemeler)

karmaşık sınır koşullarıve karmaşık geometrileri nedeniyle analitik çözüm yön-

temleri ile çözülebilecek problemlerin sayısı azdır. Bu nedenle sayısal çözüm
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yöntemlerinin kullanılması kaçınılmazdır. Verilen problemin analitik çözümü

mümkünse bu çözüm yolu tercih edilmelidir. Sonlu elemanlar (FEM), sınır el-

emanları(BEM), sonlu farklar (FDM) vb. gibi yöntemler sayısal çözüm yön-

temleridir (Bircan, 2005). Bir problemin sonlu elemanlar metoduyla yaklaşık

çözümlerinin oluşturulmasıiçin i̧slem adımlarıaşağıdaki şekilde verilmi̧stir;

1. İncelenecek olan olay için kullanılacak bir matematiksel model hazırlanır veya

hazır olarak alınır.

2. Ele alınmı̧s olan matematiksel modele ait bir V uzayıtanımlanır ve varyasy-

onel formülasyon kurulur.

3. Elde edilen çözüm bölgesi alt bölgelere ayrıklaştırılır. Ayrıklaştırma, sonlu

eleman ağı(mesh) olarak da adlandırılabilir. Çözüm bölgesinin geometrisine uy-

gun olacak şekilde elemanlar seçilir. Çözüm için her bir sonlu eleman polinom

olarak kabul edilir.

4. Her bir sonlu eleman için seçilen bu cisimler varyasyonel formülasyonda yerine

yazılarak, her bir sonlu elemana ait Kij şeklinde cebrik denklem takımıoluştu-

rulur. Bu denklemlerin uygun şekilde birleştirilmesiyle lineer denklem sistemi

k.µ = f

elde edilir. Burada k katsayılar matrisidir ve stiffnes matrisi ve µ bilinmeyenleri

içeren vektördür

5. Elde edilen denklem sistemine sınır koşullarıda dahil edilir.

Sonlu elemanlar yöntemi, geometrisi karmaşık problemlere uygulanabilir. Bölge,

alt bölgelere ayrılabilir ve çözümde deği̧sik sonlu elemanlar kullanılabilir. Gerek-

tiğinde bazıalt bölgelerde daha hassas çözümler yapılabilir. Sonlu elemanlar

yöntemi karmaşık kısıtlamaların üstesinden gelerek belirsiz yapıları kolaylıkla

çözümleyebilir.

Sonlu elemanlar yönteminin başlıca dezavantajlarıaşağıdaki gibi sıralanabilir:

Elde edilen sonucun doğruluğu verilerin doğruluğuna bağlıdır. Metot uygu-

lanırken bir bilgisayar programına gereksinim duyulmaktadır. Kabul gören doğru

sonucun oluşturulabilmesi için bölgenin ayrıklaştırılması deneyim ister. Elde

edilen sonuçların doğruluğunun bilinen matematiksel ve fiziksel gerçeklerle test

edilmesi gerekir (Bircan, 2005)."
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3.10. Bir Boyutta Sonlu Elemanlar Metodu

Ω = (a, b) olmak üzere bu alt kısımda, H1(Ω) için h a bağlıyaklaşımlar oluştu-

racağız. (a, b) ’nin bir τh parçalanı̧sıaşağıdaki gibi verilsin:

a = x0 < x1 < . . . < xN < xN+1 = b

Kj = (xj−1, xj)

hj = xj − xj−1

h = maxhj
j

.

H1(a, b)’deki elemanlar sürekli olduklarından, aşağıdaki parçalıpolinom uzayını

tanımlayabiliriz.

Xr
h = {vh ∈ C0(Ω) : vh\Kj ∈ Pr, ∀Kj ∈ τh}, r = 1, 2, . . .

Yani Xr
h uzayları, H1(a, b)’nın sonlu nokta dı̧sında diferansiyellenebilir

fonksiyonlardan oluşan tüm alt uzaylarıdır.

Xr
h uzayıiçin bir {ϕi} bazınıseçelim. Bu bazı, bir baz elemanının destekleyeni

(support) sadece sonlu sayıda diğer baz elemanlarıyla kesi̧simleri boş olacak

şekilde seçmek, stiffness matrisin bir çok elemanını sıfır yapacağından uygun

olacaktır. Ayrıca baz elemanının Lagrangian olması, bazdaki bir vh elemanının

açılımındaki katsayıların, özel seçilmi̧s noktalardaki vh’ın değerine eşit olacağın-

dan kullanı̧slıdır (Quarteroni, 2009).

3.10.1. X1
h uzayı

X1
h uzayıparçalılineer fonksiyonlardan oluşur.

X1
h = {vh ∈ C0[0, 1] : vh\Kj ∈ P1}

Tek olarak bir vh elemanınıbelirlemek için gerekli olan vh’ın değerlerine serbest-
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lik derecesi (degree of freedom) denir ve X1
h uzayıiçin bu sayı, N + 2 olup (0, 1)

in parçalanı̧sındaki köşe sayısına eşittir. Karakteristik Lagrangian bazı,

{ϕi ∈ X1
h : ϕi(xj) = δij, i, j = 0, 1, . . . , N + 1}

ile verilir. Tanım olarak ise ϕi;

ϕi(x) =


x− xi−1

xi − xi−1

, xi−1 ≤ x ≤ xi,

xi+1 − x
xi+1 − xi

, xi ≤ x ≤ xi+1,

0 , d. y.

(3.37)

dir. ϕi ’nin destekleyeni, i 6= 0, N + 1 için [xi−1, xi] ∪ [xi, xi+1] olduğundan

stiffness matris tridiagonal matristir, j /∈ {i− 1, i , i+ 1} için aij = 0. (a, b) ’nin

(xi, xi+1) alt aralı̆gında (generic aralı̆gı) ϕi ler,

φ : [0, 1]→ [xi, xi+1 ]

x = φ(ξ) = xi + ξ(xi+1 − xi)

fonksiyonu ile (0, 1) den elde edilir. [0, 1] aralı̆gında ϕ̂0 ve ϕ̂1fonksiyonları

ϕ̂0(ξ) = 1− ξ
ϕ̂1(ξ) = ξ

olarak tanımlanırsa, [xi, xi+1] ’de ϕi ve ϕi+1 fonksiyonları

ξ(x) =
x− xi
xi+1 − xi

olduğundan
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𝜙𝑖(𝑥)   =  𝜙₀̂(𝜉(𝑥)) 

𝜙𝑖+1(𝑥)  =  𝜙1̂(𝜉(𝑥)) 

ile verilir (Quarteroni, 2009). 

3.10.2 𝑿𝒉𝟐 uzayı 

𝑋ℎ
2  uzayı derecesi 2 olan parçalı polinomlardan oluşur. 

𝑋ℎ
2 = {𝑣ℎ ∈ 𝐶⁰[0, 1]: 𝑣ℎ\𝐾𝑗 ∈ 𝑃₁} 

∀𝑣ℎ∈𝑋ℎ
2  elemanını belirlemek için üç farklı noktada aldığı değerlerin bilinmesi 

gerekir. Sürekliliği garanti etmek için bu noktalardan ikisi uç noktalar ve bir tanesi 

de orta nokta olmalıdır. 𝑋ℎ
2  için Lagrangian baz 

{𝜙𝑖 ∈ 𝑋ℎ
2: 𝜙𝑖(𝑥𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0,1, … ,2𝑁 + 2} 

kümesidir. 𝜙𝑖 baz fonksiyonları i çift için, 

𝜙𝑖(𝑥) = {

(𝑥𝑖+1 − 𝑥)(𝑥 − 𝑥𝑖−1)

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 )(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)
, 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+1,

0                 , 𝑑. 𝑦

 

ve i tek için 

𝜙𝑖(𝑥) =

{
  
 

  
 

 
(𝑥 − 𝑥𝑖−1)(𝑥 − 𝑥𝑖−2 )

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−2 )
, 𝑥𝑖−2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖−1

(𝑥𝑖+1 − 𝑥)(𝑥𝑖+2 − 𝑥 )

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)(𝑥𝑖+2 − 𝑥𝑖 )
, 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+2  

0                              , 𝑑. 𝑦
           

 

ile tanımlanır. Stiffness matris pentadiagonal matristir. 𝜙𝑖 ler baloncuk (bubble) 

fonksiyonları 
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𝜙̂₀(𝜉)   =  (1 − 𝜉)(1 − 2𝜉) 

𝜙̂₁(𝜉)   =  4𝜉(1 − 𝜉) 

𝜙̂₂(𝜉)   =  𝜉(2𝜉 − 1) 

     

[0, 1] aralığında çizilip referans aralığına taşınarak elde edilir (Quarteroni, 2009). 

    Sonlu elemanlar metodunun güçlü ve zayıf formülasyon yaklaşımları sırasıyla 

aşağıdaki gibidir: 

 

𝑢𝑛 → 𝑢 𝑜𝑙𝑚𝑎𝑠𝚤, 𝑦𝑎𝑛𝑖 𝑙𝑖𝑚 lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 𝑢 (𝑔üç𝑙ü 𝑓𝑜𝑟𝑚) 

 

ve  <𝑢𝑛, f>→<u, f> olması yani lim
𝑛→∞

< 𝑓| 𝑢𝑛 >=< 𝑓|𝑢 >, ∀f (zayıf form.) 

 

Tanım 3.10.1. (Bilineer Form) ∀α, β∈ℝ ve u, v, w∈X , a(⋅,⋅): X×X→ℝ formu 

 

𝑎(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣,𝑤) = 𝛼𝑎(𝑢,𝑤) + 𝛽(𝑣,𝑤) 

𝑎(𝑢, 𝛼𝑣 + 𝛽𝑤) = 𝛼𝑎(𝑢,𝑤) + 𝛽(𝑢,𝑤)  

 

şartını sağlarsa a(⋅,⋅) ya bilineer form denir (Layton, 2008). 

 

Tanım 3.10.2. a₁>0 sabiti ∀u, v∈X  için 

 

𝑎(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑎₁‖𝑢‖𝑋‖𝑣‖𝑋 

 

şartı sağlanırsa a formuna sürekli form denir (Layton, 2008). 

 

Tanım 3.10.3. ∃α>0 ve ∀u,v∈X için 

 

𝑎(𝑢, 𝑢) ≥ 𝛼‖𝑢‖𝑋
2  

 

sağlanırsa a 'ya coercive denir (Layton, 2008). 

 



Teorem 3.10.4. (Lax-Milgram Varlık-Teklik Teoremi) X Hilbert uzayı

a(·, ·) : X × X → R sürekli ve coercive bilineer form, F : X → R lineer

fonksiyonel sürekli ise,

a(u, v) = F (v), ∀v ∈ X (3.38)

koşulunu sağlayan u ∈ X için problemin tek bir çözümü vardır (Layton, 2008).

3.10.3. 1 boyutta homojen dirichlet problemi

Ω = (0, 1) olsun. 1- boyutta homojen Dirichlet problemini

−uq(x) = f(x), 0 < x < 1 (3.39)

u(0) = 0, u(1) = 0

ele alalım. Güçlü formül, ikinci mertebe diferansiyellenebilirlik şartıiçerdiği için

uygulamada çözümleri içermede genelde yetersizdir. Bunun yerine, u çözümünün

türev mertebesine sahip ve güçlü formülasyona alternatif bir formülasyona ihtiyaç

duyulur (Quarteroni, 2009). İkinci mertebe problemi birinci mertebe integral

formuna indiren formülasyona problemin zayıf formülasyonu denir. (3.39)

denkleminin her iki tarafını test fonksiyonu v ∈ X ile çarpıp varyonel

formülasyonu oluşturalım;

−uqv = fv (3.40)

−
1∫
0

uqvdx =
1∫
0

fvdx

Kısmi integrasyon ile (3.40) ile sol tarafı

−
1∫
0

uqvdx =
1∫
0

upvpdx− [upv]10 (3.41)
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olur ve aralı̆gın uçlarında v sıfır ise denklem

1∫
0

upvpdx =
1∫
0

fvdx (3.42)

haline dönüşür. Böylece V test fonksiyonlarıuzayıv(0) = v(1) = 0 olacak şekilde

seçilmelidir. Formülün anlamlıolması için upvp ∈ L(0, 1) olmalıdır. Çünkü u

türevi olmayan bir fonksiyondu. Bu durumda a(., .) : V × V −→ R sürekli ve
coercive bir bilineer form, F : V −→ R sürekli lineer bir fonksiyonel (F (v) =

〈F, v〉, a(u, v) = 〈up, vp〉) olmak üzere

a(u, v) = F (v), ∀v ∈ X (3.43)

denklemi elde edilir. Oluşan bilineer form a(u, v) sürekli ve coercivedir (Layton,

2008).

Galerkin yaklaşımı, sonlu boyutlu bir Xh ⊂ X uzayının seçilmesiyle oluşturulur.

(3.43) problemi için Galerkin yaklaşımı,

a(uh, vh) = F (vh), ∀vh ∈ Xh

denklemini sağlayan uh ∈ Xh bulmaktır (Layton, 2008).

Teorem 3.10.5. a(·, ·) : X × X → R sürekli ve coercive bilineer form,

F : X → R sınırlı lineer fonksiyon. Xh ⊂ X sonlu boyutlu bir alt uzay ol-

sun. Eğer uh ∈ Xh,

a(uh, vh) = F (vh), ∀vh ∈ Xh (3.44)

denkleminin çözümü (Galerkin yaklaşımı ile elde edilen çözüm) ise
∥∥u− uh∥∥

hatası

∥∥u− uh∥∥
X
≤ (1 +

a1

a0

) inf
vh∈Xh

∥∥u− uh∥∥
X

41



eşitsizliği sağlar. Burada a1, a0 pozitif sabitlerdir (Layton, 2008).

Teorem 3.10.6. (Hölder Eşitsizliği): 1 ≤ p, q < ∞, 1
p

+ 1
q

= 1 koşullarını

sağlayan iki sayıolsun. Bu durumda x = (xi) ∈ lp, y = (yi) ∈ lp için;

∞∑
i=1

|xiyi| ≤
( ∞∑

i=1

|xi|p
) 1

p
( ∞∑

i=1

|yi|q
) 1

q

eşitsizliği gerçeklenir. Özel olarak p = 2, q = 2 için elde edilen.

∞∑
i=1

|xiyi| ≤
( ∞∑

i=1

|xi|2
) 1

2
( ∞∑

i=1

|yi|2
) 1

2

eşitsizliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliği denir (Kreyszig, 1978).

Teorem 3.10.7. (Poincarė-Friedrichs Eşitsizliği)

X = {v ∈ L2(Ω) : ∇v ∈ L2(Ω) ve v|Γ = 0} olsun. Bu durumda

‖v‖ ≤ CPF ‖∇v‖ , ∀v ∈ X

olacak şekilde ∃C = CPF > 0 sabiti vardır (Layton, 2008).

Kanıt: Ω = (a, b) olduğunda ispatıverelim.

v(x) =

x∫
a

vp(t)dt böylece v(x)2 =

 x∫
a

vp(t)dt

2

olmak üzere Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak

v(x)2 =

(
x∫
a

1 · vp(t)dt
)2

≤
((

x∫
a

12dt

) 1
2
(
x∫
a

vp(t)2dt

) 1
2

)2

≤ (b− a) ‖vp‖2

elde edilir. Bu eşitsizlik aşağıdaki ifadeye uygulanırsa
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‖v‖2 =

b∫
a

v(x)2dx ≤
b∫
a

(b− a)
∥∥vp∥∥2

dx ≤ (b− a)2
∥∥vp∥∥2

olur. Burada C =
√
a− b pozitif bir sabittir. Eğer Ω = (a, b) × (c, d) şek

linde bir bölge Γ0 = ∂Ω ise

v(x, y)2 =

 x∫
a

∂v

∂x
(t, y)dt

2

≤ . . . ≤ (b− a)

∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥2

elde edilir (Layton, 2008).

Condition 3.10.8. (Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi koşulu (LBBh koşu
lu)) (vh, qh) ∈ (Xh, Qh) olmak üzere

inf
qh∈Qh

sup
vh∈Xh

(qh, ∇ · vh)
‖∇vh‖ ‖qh‖ ≥ βh > 0

koşuluna LBBh koşulu denir. Başka bir ifade ile, LBBh koşulu aşağıdaki şekilde

de verilebilir (Layton, 2008).

βh
∥∥qh∥∥ ≤ sup

vh∈Xh

(qh, ∇ · vh)
‖∇vh‖

Teorem 3.10.9. (İz (Trace) Eşitsizliği) ∂Ω Lipschitz sürekli bir fonksiyon

olsun. u ∈ L2(Ω), ∇u ∈ L2(Ω) ise u |∂Ω∈ L2(Ω) dir ve

‖u‖L2(∂Ω) ≤ C
[
‖u‖2 + ‖∇u‖2] 12 = C ‖u‖X

‖u‖L2(∂Ω) ≤ C ‖u‖
1
2
X ‖u‖

1
2

eşitsizliği sağlanır (Layton, 2008).

Teorem 3.10.10. (Ladyzhenskaya Eşitsizlikleri) ∀u : Rd → Rd tanımlıbir
vektör fonksiyonu kompakt destekleyene sahip ve ‖u‖Lp <∞ ise
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i) ‖u‖L4(R2) ≤ 2
1
4 ‖u‖

1
2

L2(R2) ‖∇u‖
1
2

L2(R2) , (d = 2)

ii) ‖u‖L4(R3) ≤
4

3
√

3
‖u‖

1
4 ‖∇u‖

1
4 , (d = 3)

iii) ‖u‖L6(R3) ≤
2√
3
‖∇u‖ , (d = 3).

eşitsizlikleri gerçeklenir (Layton, 2008).

Örnek 3.10.11. u : (0, 1)→ R2

u = (x2, x3)

olmak üzere Ladyzhenskaya eşitsizliklerinden (i) nin sağladı̆gınıgösterelim

‖u‖L4(R2) =

(
1∫
0

(x2 · x3)4dx

) 1
4

=

(
1∫
0

(x20dx

) 1
4

=

(
x21

21

1

|
0

) 1
4

=

(
1

21

) 1
4

(3.45)

‖u‖
1
2

L2(R2) =

((
1∫
0

(x2 · x3)2dx

) 1
2

) 1
2

=

(
1∫
0

(x10dx

) 1
4

=

(
x11

11

1

|
0

) 1
4

=

(
1

11

) 1
4

(3.46)

‖∇u‖
1
2

L2(R2) =

((
1∫
0

(2x · 3x2)2dx

) 1
2

) 1
2

=

(
1∫
0

(36x6dx

) 1
4

=

(
36x7

7

1

|
0

) 1
4

=

(
36

7

) 1
4

(3.47)

(3.45), (3.46) ve (3.47) denklemlerini Ladyzhenskaya eşitsizliklerinden (i) de

yerine yazarsak
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(
1

21
)

1
4
≤ 2

1
4 (

1

11
)

1
4
(
36

7
)

1
4
= (

72

77
)

1
4
 

eşitsizlik sağlanmış olur. 

 

Teorem 3.10.12. (Young Eşitsizliği) p>1, 1
p 
+

1

q
= 1ve α, β>0 olmak üzere 

𝛼𝛽 ≤
𝛼𝑝

𝑝
+
𝛽𝑞

𝑞
 

eşitsizliği sağlanır (Kreyszig, 1978). 

  Özel olarak p, q=2 olarak seçilirse; 

𝛼𝛽 ≤
𝛼2

𝑝
+
𝛽2

𝑞
 

olur. 

 

Sonuç 3.10.13. Young  eşitsizliği genel olarak aşağıdaki formlarda karşımıza çıkar 

(Layton, 2008); 

                          𝛼𝛽 =  √2𝜀𝛼 𝛽

√2𝜀
≤

(√2𝜀𝛼)
2

2
+

𝛽2

√2𝜀

2
 , ∀ε>0 

𝛼𝛽 ≤  𝜀𝛼2 +
 𝛽2

4𝜀
, ∀ε > 0 

Lemma 3.10.14. u, v, w ∈X için 

∫ |𝑢||𝑣||𝑤|𝑑𝑥
𝛺

≤ ‖𝑢‖𝐿𝑝‖𝑣‖𝐿𝑞‖𝑤‖𝐿𝑟 

dir. 1≤p, q, r≤∞ ve 
1

p 
+

1

q
+
1

r
= 1  olmak üzere ∃C=C(Ω) sabiti vardır öyle ki; 

|∫ 𝑢 ⋅ 𝛻𝑣 ⋅ 𝑤𝑑𝑥
Ω

| ≤ 𝐶‖𝛻𝑢‖‖𝛻𝑣‖‖𝛻𝑤‖ 

|∫ 𝑢 ⋅ 𝛻𝑣 ⋅ 𝑤𝑑𝑥
Ω

| ≤ 𝐶‖𝑢‖
1
2‖𝛻𝑢‖

1
2‖𝛻𝑣‖‖𝛻𝑤‖ 



eşitsizlikleri gerçeklenir (Layton, 2008).

Örnek 3.10.15. w, v, u : [0, 1]→ R

u = x, v = x2, w = x3

ve p = q = 4, r = 2 için

‖u‖L4(R) =

 1∫
0

(x)4dx


1
4

=

(
1

5

) 1
4

(3.48)

‖v‖L4(R) =

 1∫
0

(x2)4dx


1
4

=

(
1

9

) 1
4

(3.49)

‖w‖L2(R) =

 1∫
0

(x3)2dx


1
2

=

(
1

7

) 1
2

(3.50)

1∫
0

(x · x2 · x3)dx = 1
7
≤ C ‖u‖L4(R) ‖v‖L4(R) ‖w‖L2(R)

1
7
≤
(

1

5

) 1
4 (

1

9

) 1
4 (

1
7

) 12 (3.51)

1 ≤ p, q, r ≤ ∞ için gerçeklenir 1
4

+ 1
4

+ 1
2

= 1 olmak üzere C = C(Ω) sabiti

vardır öyle ki;

‖∇u‖L4(R) =

 1∫
0

(1)4dx


1
4

= (1)
1
4 = 1 (3.52)

‖u‖
1
2

L4(R) =


 1∫

0

(x)4dx


1
4


1
2

=

(
1

5

) 1
8

(3.53)
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‖𝛻𝑢‖
L⁴(ℝ)

1

2 =((∫ 141

0
𝑑𝑥)

1

4
)

1

2

= (∫ 1
1

0
𝑑𝑥)

1

8=1                                  (3.54) 

‖𝛻𝑢‖L⁴(ℝ)=(∫ (2𝑥)41

0
𝑑𝑥)

1

4
= (

16

5
)

1

4                                                  (3.55) 

‖𝛻𝑤‖L2(ℝ)=(∫ (3𝑥2)21

0
𝑑𝑥)

1

2
= (

9

5
)

1

2                                                 (3.56) 

| ∫ 𝑥 ⋅ 2𝑥 ⋅ 𝑥³𝑑𝑥
1

0

| =
2

6
 

2

6
≤ 𝐶1 . 1. (

16

5
)

1

4 . (9

5
)

1

2              

2

6
≤ 𝐶2 (

1

5
)

1

8 .1. (16

5
)

1

4 . (9

5
)

1

2                                        

𝐶1 ≥
1

3
 . 1

(
16

5
)

1
4 (

9

5
)

1
2    

 ve 𝐶2 ≥
1

3
 . 1

(
16

5
)

1
4 (

9

5
)

1
2  (

1

5
)

1
8  

 seçilerek eşitlikler gerçeklenir. 

Lemma 3.10.16. (Gronwall Lemma) A∈L¹(t₀,T) negatif olmayan bir fonksiyon, g 

ve ϕ [t₀,T] üzerinde sürekli iki pozitif foksiyon olsun. Eğer ϕ fonksiyonu 

𝜙(𝑡) ≤ 𝑔(𝑡) + ∫ 𝐴(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

𝑡₀

 ∀𝑡 ∈ [𝑡₀, 𝑇] 

şartını sağlar ise 

𝜙(𝑡) ≤ 𝑒𝑥𝑝 (∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

𝑡₀

) 𝑔(𝑡) ∀𝑡 ∈ [𝑡₀, 𝑇] 

eşitsizliği sağlanır (Quarteroni, 2009). 

 

Teorem 3.10.17. (Ayrık Gronwall (1. versiyon )) Δt, B, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛,  𝑐𝑛, 𝑑𝑛  

 

 



negatif olmayan tamsayılar ve

an + ∆t

l∑
n=0

bn ≤ ∆t

l−1∑
n=0

dnan + ∆t

l∑
n=0

cn +B, l ≥ 0

olsun. Bu durumda ∆t > 0 için,

an + ∆t
l∑

n=0

bn ≤ exp

(
∆t

l−1∑
n=0

dn

)(
∆t

l∑
n=0

cn +B

)
, l ≥ 0

eşitsizliği sağlanır (Layton, 2008).

Teorem 3.10.18. (Ayrık Gronwall (2. versiyon ))∆t, H, an, bn, cn, dn
negatif olmayan tamsayılar ve

an + ∆t
l∑

n=0

bn ≤ ∆t
l∑

n=0

dnan + ∆t
l∑

n=0

cn +H, l ≥ 0

olsun. Varsayalım ki ∀n için ∆tdn < 1 olsun. Bu durumda

an + ∆t
l∑

n=0

bn ≤ exp

(
∆t

l−1∑
n=0

dn
1−∆tdn

)(
∆t

l∑
n=0

cn +B

)
, l ≥ 0

eşitsizliği sağlanır (Layton, 2008).

3.11. Diferansiyel Filtreler

Diferansiyel filtreler geni̧s girdap similasyonlarında (large eddy simulation) çok

kullanılır. Diferansiyel filtreler basit, oldukça kolay ve güçlü sonuçlar verir.

Germano (1986)’nun çalı̧smalarıile diferansiyel filtreler başlamı̧stır. Diferansiyel

filtre ile filtreleme aynızamanda en eliptik tekil pertürbasyon problemlerinden

biridir. Filtrelenmi̧s hızlar önemli sınır noktalarına sahip olmalıdır. Periyodik

sınır koşullarında, 2π periyodik dağılımında O(δ) uzunluk ölçekleri üzerinde w

sıfır ortalamalıalan olarak gösterilir. Stokes problemlerinin

−δ2 ∆w + w +∇π = w,∇w = 0,

∫
Ω

w = 0
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2π periyonunda bir çözümüdür. Burada π sabittir ve basınç kaybolur. Dolayısı

ile periyodik durumda w ∈ L2(Ω), w ortalamasıw ∈ L2(Ω) ve ∇w ∈ L2(Ω)

olamak üzere

−δ2 ∆w + w = w

bir çözümdür. Diferansiyel filtre tanımıCauchy problemi ve periyodik sınır

koşulları için korunur. Stokes problemlerine uyarlamak için φ ∈ L2(Ω),∇φ ∈
L2(Ω), φ ∈ L2(Ω) ve ∇φ ∈ L2(Ω) olmak üzere φ ile gösterilen ortalaması ile

verilen çözüm

−δ2 {∆φ+∇λ}+ φ = φ,

∇ · φ = ∇φ
φ = φ, ∂Ω üzerinde

Genellikle diferansiyel filtreleme ortalamanın birçok özelliğini içerir: pürüzsüz

olan pozitif yarı sonlu bir operatörü tanımlar, yüksek frekanslarızayıflatır ve

δ −→ 0 olarak yakınsar yani φ −→ φ, δ −→ 0 olarak gösterilir. Filtrelemenin

matematiksel temelinin çoğu, filtreleme operatörünün Fourier dönüşümüne veya

Fourier serisi altındaki transfer fonksiyonuna dayandı̆gıifade edilir.

Periyodik durumda

−δ2 ∆w + w = w

w periyodik çözüm olur. Filtrelenmi̧s fonksiyon gerçek fonksiyonun iyi bir yak-

laşımıdır (Layton, Rebholz, 2010).

Örnek 3.11.1. u = 1 + sinx, u(0) = 1 fonksiyonunun u ifadesi ile verilen u nun

diferansiyel filtresidir. ūt =
(u− ū)

δ
, t > 0

ū(x, 0) = u(x, 0).
(3.57)

şeklinde ifade edilir. Burada δ = 0.1 alınırsa diferansiyel filtre aşağıdaki denklem

ile gösterilir ūt + 1
0.1
ū =

1 + sin x

0.1
ū(x, 0) = u(x, 0) = 1.

(3.58)
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Burada diferansiyel denklem çözülerek u = (
sin( x

0.1
)− cos( x

0.1
) + 1

2
) + e

−(
x

0.1
)

olur. u ve u ın grafikleri aşağıdaki gibidir.

Şekil 2: u fonksiyonunun grafĭgi

Şekil 3: u fonksiyonunun grafĭgi

3.11.1. Regülarizasyon

Uygulamada düşük hesaplamamaliyetli yakınsak çözümler elde etmek için geli̧stir-

ilen yöntemlerden birisi düzgünleştirme (regülarizasyon) yöntemidir. Burada

amaç çözümdeki büyük sapmalarıönlemektir (Çağlar, 2010; Layton, Monica,

Neda, Rebholz, 2010).

Layton ve Neda (2007) NSE’ye κ(u−GNu) zaman rahatlama terimi eklemi̧slerdir

öyleki;
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{
𝑢𝑡 + 𝑢 ⋅ 𝛻𝑢 − 𝜈𝛥𝑢 + 𝛻𝑝 + 𝜅(𝑢 − 𝐺𝑁𝑢̅) = 𝑓

𝛻 ⋅ 𝑢 = 0.
              (3.59) 

burada 𝐺𝑁 , N. Van Cittert yaklaşım operatörüdür ve 𝑢̅ 

−𝛿2𝛥𝑢 + 𝑢 = 𝑢 𝑖𝑛 𝛺                                                         (3.60) 

denkleminin çözümüdür. L²(Ω×(0,T))'de O(δ)→0  iken κ→∞ olduğu gösterilmiştir. 

Layton, Ervin ve Neda (2007) Crank-Nicolson zaman ayrıklaştırmasını kullanarak 

sonlu elemanlar metodu çözümlerini, (3.59) nin kararlılık ve yakınsaklığı ile (3.59) 

nin çözümlerini karşılaştırarak sonuçlar verdiler. 

3.11.2 Parçalı polinom yaklaşımı 

I=(a, b) olsun. ∀v∈C⁰(I ) nin 𝜏ℎ parçalanışına göre belirli 𝑋ℎ
1 uzayındaki ∏ℎ

1  v 

interpolantı, 

 

∏ℎ
1  𝑣(𝑥𝑖) = 𝑣(𝑥𝑖), 𝑖 = 0, ⋯ , 𝑁 + 1 𝑝𝑎𝑟ç𝑎𝑙𝑎𝑛𝚤ş𝑡𝑎𝑘𝑖 ∀𝑥𝑖  𝑛𝑜𝑘𝑡𝑎𝑠𝚤 𝑖ç𝑖𝑛   (3.61) 

 

ile verilir. ∏ℎ
1  𝑣(𝑥𝑖) polinomu, 𝑋ℎ

1 uzayının Lagrangian bazı {𝜙𝑖} kullanılarak 

aşağıdaki gibi yazılabilir. 

 

∏ℎ
1 𝑣(𝑥) = ∑𝑣(𝑥𝑖)𝜙𝑖(𝑥)                (3.62) 

 

     𝑣 'yi ∏ℎ
1  𝑣 interpolantına götüren ∏ℎ

1 : C⁰(I )→ 𝑋ℎ
1 operatöre interpolasyon 

operatörü denir. 

    Benzer bir ifade ile, r≥1 için ∏ℎ
𝑟 : C⁰(I )→𝑋ℎ

𝑟operatörleri tanımlanabilir. Burada 

∏𝐾𝑗

𝑟  lokal interpolasyon operatörünü, yani v elemanını  𝐾𝑗∈𝜏ℎ 'ın r+1 noktada 

interpalasyon yapan ∏𝐾𝑗

𝑟 ∈𝑃𝑟(𝐾𝑗) polinomu ∏ℎ
𝑟 𝑣 ∈ 𝑋ℎ

𝑟  interpalasyon fonksiyonu 

yardımı ile 

 



∏r

h
v \Kj =

∏r

Kj

(v \Kj), ∀Kj ∈ τh (3.63)

olarak tanımlanır.

Teorem 3.11.2. v ∈ Hr+1(Ω) , r ≥ 1 ve
∏r

h v ∈ Xr
h interpolasyon fonksiyonu

olmak üzere bu durumda hata∣∣∣v −∏r

h
v
∣∣∣
Hk(Ω)

≤ Ck,rh
r+1−k |v|Hr+1(Ω) , k = 0, 1 (3.64)

eşitsizliği ile sınırlıdır. BuradaCk,r sabiti h ve v’den bağımsızdır (H0(Ω) = L2(Ω)

olduğundan |·|H0(Ω) = ‖·‖L2(Ω) dır.) (Quarteroni,2009).

a(·, ·) simetrik form olmak üzere dik izdüşüm operatörü∏r

1,h
: V → V h , ∀w ∈ V

a
(∏r

1,h
w − w, vh

)
= 0 , ∀vh ∈ V h

olarak tanımlanır. e = u − uh hata terimi
∏r

1,h operatörü yardımıyla parçalı

polinom uzayında ve onun ortogonal polinom uzayında

∥∥u(t)− uh
∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥u(t)−

∏r

1,h
u(t)

∥∥∥
L2(Ω)

+
∥∥∥∏r

1,h
u(t)− uh

∥∥∥
L2(Ω)

olacak şekilde iki parça ayrılarak ele alınır. Birinci terimdeki hata sınırıTeorem

34’ten elde edilebilir. Toplam hatayı bulmak için eşitsizliğin sağ tarafındaki

ikinci terim sınırlandırılmaya çalı̧sılır (Quarteroni, 2009).

Teorem 3.11.3. (H1(Ω) normunda hata) Ω = I = (a, b) ve u ∈ V, (3.64) in tam
çözümü, uh, u nun derecesi r olan sonlu elemanlar metodu ile yaklaşık çözümü

Vh = Xr
h ∩ V için (3.44) problemin çözümü ve r ≤ p için u ∈ Hp+1(I) olsun.Bu

durumda aşağıdaki ön hata tahmini sağlanır,

|u− uh|V ≤
M

α
Chr |u|Hr+1(I) (3.65)

burada C sabiti h ve u dan bağımsızdır (Quarteroni, 2009).
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4. ARAŞTIRMA  BULGULARI 

4.1 Navier-Stokes Zaman Rahatlama Modelinin NSETRM Backward Euler 

Zaman Ayrıklaştırması 

 Bu kesimde (1.5) ile verilen NSETRM nin BE ile elde edilmiş Işık (2013) tarafından 

verilen algoritma ele alınacak ve bu algoritma ile elde edilen çözümün kararlılığı ve 

yakınsaklığı incelenecektir. k=Δt>0 zaman adımı, 𝑡𝑗 = 𝑗𝑘 olmak üzere 𝑢𝑗
ℎ(𝑥) ≅

𝑢(𝑥, 𝑡𝑗) ve 𝑝𝑗
ℎ(𝑥) ≅ 𝑝(𝑥, 𝑡𝑗) ile gösterilecektir. 

 

Algoritma 4.1.1. 𝑢̅, u nun diferansiyel filtresi, Δt zaman adımı olmak üzere ∀n=1, 2, 

…, M-1 için (𝑢𝑛+1
ℎ , 𝑝𝑛+1

ℎ )∈𝑋ℎ×𝑄ℎ bul öyle ki aşağıdaki eşitlikler sağlansın. 

(
𝑢𝑛+1

ℎ −𝑢𝑛
ℎ

Δt 
, 𝜐ℎ)+𝑏∗ (𝑢𝑛+1

ℎ , 𝑢𝑛+1
ℎ 𝜐ℎ) + 𝜐(∇𝑢𝑛+1

ℎ , ∇𝜐ℎ) − (𝑝𝑛+1
ℎ , ∇. 𝜐ℎ) +

              𝜅(𝑢𝑛+1
ℎ − 𝑢𝑛+1

ℎ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝜐ℎ) = (𝑓𝑛+1, 𝜐ℎ)                                           (4.65)  

                       (∇. 𝑢𝑛+1
ℎ , 𝑞ℎ) = 0, ∀𝑞ℎ ∈ 𝑄ℎ.  

                           𝑢𝑛+1
ℎ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ −𝑢𝑛

ℎ̅̅ ̅̅

Δt 
=

𝑢𝑛+1
ℎ −𝑢𝑛+1

ℎ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

δ
                                  (4.66) 

 

(4.66) kullanılarak 𝑢𝑛+1
ℎ̅̅ ̅̅ ̅̅  fonksiyonu 

 𝑢𝑛+1
ℎ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (

1

1 +
𝛿

Δt 

) (𝑢𝑛+1
ℎ +

𝛿

Δt 
 𝑢𝑛

ℎ̅̅ ̅̅ ). 

 

eşitliği ile bulunabileceğinden (4.65) da her bir zaman adımında bilinmeyen 

sadece 𝑢𝑛+1
ℎ dir. 

 



4.1.1. Kararlılık analizi

Bu alt kesimde, Algoritma (4.68) ile elde edilen çözümlerin kararlılık analizi

yapılacaktır.

Teorem 4.1.2. b∗ : X ×X ×X −→ R,

b∗ (u, v, w) =
1

2
(u.∇v, w)− 1

2
(u.∇w, v)

olmak üzere

b∗ (u, v, v) = 0

dır (Layton,2008).

Lemma 4.1.3. Algoritma (4.66) ile her bir zaman adımında elde edilen uhn

( n = 0, 1, . . . ,M) çözümü koşulsuz kararlıdır ve aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:

M−1∑
n=0

[∥∥uhn+1 − uhn
∥∥2

+ 2ν∆t
∥∥∇uhn∥∥2

+ δκ (2δ + 1)
∥∥ūhn+1 − ūhn

∥∥2
]

+
∥∥uhM∥∥2

+ κδ
∥∥ūhn+1

∥∥2
(4.68)

≤ (1 + κδ)
∥∥uh0∥∥2

+ 2∆t
M−1∑
n=0

‖fn+1‖2
∗ .

Kanıt: vh = uhn+1 seçilirse (4.66) eşitliği(
uhn+1 − uhn

∆t
, uhn+1

)
+ b∗

(
uhn+1, u

h
n+1, u

h
n+1

)
+ ν

(
∇uhn+1,∇uhn+1

)
(4.69)

−
(
phn+1,∇.uhn+1

)
+ κ

(
uhn+1 − ūhn+1, u

h
n+1

)
=
(
fn+1, u

h
n+1

)
olacaktır. (4.69) de trilineer terim ve

(
phn+1,∇.uhn+1

)
terimi sıfır olduğundan

(4.69) denklemi

(
uhn+1 − uhn

∆t
, uhn+1

)
+ ν

(
∇uhn+1,∇uhn+1

)
+ κ

(
uhn+1 − ūhn+1, u

h
n+1

)
=
(
fn+1, u

h
n+1

)
(4.70)

formuna indirgenir. (4.70) denkleminde uhn+1 = ūhn+1 + δ
ūhn+1 − ūhn

∆t
eşitliği 3.
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terimde yerine yazılırsa aşağıdaki denklem elde edilir(
uhn+1 − uhn

∆t
, uhn+1

)
+ ν

(
∇uhn+1,∇uhn+1

)
+ κ

(
δ

∆t
ūhn+1 −

δ

∆t
ūhn, ū

h
n+1

)
(4.71)

+κ

(
δ

∆t
ūhn+1 −

δ

∆t
ūhn,

δ

∆t
ūhn+1 −

δ

∆t
ūhn

)
= (fn+1, un+1)

(uhn, u
h
n+1) =

∥∥uhn+1

∥∥2
+
∥∥uhn∥∥2 −

∥∥uhn+1 − uhn
∥∥2

2
(4.72)

(
ūhn+1 − ūhn, ūhn+1

)
=

∥∥ūhn+1 − ūhn
∥∥2

+
∥∥ūhn+1

∥∥2 −
∥∥ūhn∥∥2

2

eşitlikleri kullanılarak ve denklem 2∆t ile çarpılılarak (4.73) denklemi elde edilir.

∥∥uhn+1

∥∥2 −
∥∥uhn∥∥2

+
∥∥uhn+1 − uhn

∥∥2
+ 2∆tν

∥∥∇uhn+1

∥∥2
(4.73)

+δκ(2δ + 1)
∥∥ūhn+1 − ūhn

∥∥2
+ δκ

∥∥ūhn+1

∥∥2 − δκ
∥∥ūhn∥∥2

= 2∆t (fn+1, un+1)

Bu denklem n = 0, 1, . . . ,M − 1 ’e kadar toplam alınırsa aşağıdaki ifade elde

edilir

M−1∑
n=0

∥∥uhn+1

∥∥2 −
M−1∑
n=0

∥∥uhn∥∥2
+

M−1∑
n=0

∥∥uhn+1 − uhn
∥∥2

+ 2∆tν
M−1∑
n=0

∥∥∇uhn+1

∥∥2

(4.74)

+δκ(2δ + 1)

M−1∑
n=0

∥∥ūhn+1 − ūhn
∥∥2

+ δκ

M−1∑
n=0

∥∥ūhn+1

∥∥2 − δκ
M−1∑
n=0

∥∥ūhn∥∥2

=

M−1∑
n=0

2∆t (fn+1, un+1) (4.75)

(4.74) denklemi düzenlenip Cauchy Schwarz ve Young eşitsizlikleri uygulanarak
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‖𝑢𝑀
ℎ ‖²+∑ [‖𝑢𝑛+1

ℎ − 𝑢𝑛
ℎ‖² +𝑀−1

𝑛=0 2νΔt‖∇𝑢𝑛
ℎ‖²+                           (4.76) 

δκ(2δ+1)‖𝑢𝑛+1
ℎ -𝑢𝑛

ℎ‖²]+κδ‖𝑢̅𝑀
ℎ ‖²≤(1+κδ)‖𝑢0

ℎ‖²+2Δt∑ ‖𝑓𝑛+1 ‖∗
2𝑀−1

𝑛=0 . 

 

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanmış olur.  

 

4.1.2. Hata analizi 

 

    Bu kesimde, NSETRM nin BE ile elde edilen çözümün hata analizi yapılacaktır. 

    1≤p≤∞ için aşağıdaki normları tanımlayalım 

 

‖|𝑣|‖∞,𝑘 ∶ = max
0≤𝑛≤𝑀

‖𝑣ⁿ‖𝑘 , 

‖|𝑣|‖𝑝,𝑘 ∶ = (∑ ‖𝑣ⁿ‖𝑘
𝑝

𝑀

𝑛=0

𝛥𝑡)

1
𝑝

 

u fonksiyonunun aşağıdaki yakınsama özelliklerini sağladığını varsayalım 

 

𝑖𝑛𝑓v∈𝑋ℎ‖u − v‖ ≤ Cℎ𝑘+1‖𝑢‖𝑘+1,  u ∈ 𝐻𝑘+1(Ω)𝑑 

𝑖𝑛𝑓v∈𝑋ℎ‖u − v‖1 ≤ Cℎ𝑘‖𝑢‖𝑘+1,  u ∈ 𝐻𝑘+1(Ω)𝑑 

𝑖𝑛𝑓q∈𝑄ℎ‖p − r‖ ≤ Cℎ𝑆+1‖𝑝‖𝑠+1,  p ∈ 𝐻𝑠+1(Ω)𝑑 

 

Lemma 4.1.4. (Tutarlılık (Consistency) Error) Δt>0 sabit bir reel sayı, u, 

u∈L²(0,T;L²(Ω)) yeterince düzgün olmak üzere 

‖
u̅(tn+1 ) − u̅(tn )

Δt
‖² ≤ C(Δt)⁻¹ ∫ ‖u̅t‖²dt

tⁿ⁺¹

tⁿ

 



∥∥∥∥u(tn+1)− u(tn)

∆t
− ut(tn+1)

∥∥∥∥2

≤ C∆t

tn+1∫
tn

‖utt‖2 dt.

eşitlikleri sağlanır.

Kanıt: ∥∥∥∥ ū(tn+1)− ū(tn)

∆t

∥∥∥∥2

=
1

(∆t)2

∆t

tn+1∫
tn

ū2
tdt


≤ 1

(∆t)

tn+1∫
tn

∣∣∣−ut∣∣∣2 dt


≤ 1

∆t
‖ut‖2 = C (∆t)−1

tn+1∫
tn

‖ūt‖2 dt

ve ∥∥∥∥u(tn+1)− u(tn)

∆t
− ut(tn+1)

∥∥∥∥2

=
1

(∆t)2

tn+1∫
tn

(t− tn+1)2

2
|utt|2 dt


≤ 1

(∆t)2

(∆t)3

6

tn+1∫
tn

|utt|2 dt


≤ (∆t)

6
‖utt‖2 = C∆t

tn+1∫
tn

‖utt‖2 dt.

Durum 4.1.5. Hata analizinde aşağıdaki adımlar izlenecektir.

1. Hata, bir parçasıV h ta diğer parçası(V h)⊥ olacak şekilde iki parçaya ayrılır.

u− uh = (u− vh)− (uh − vh) = η − φh

2.φh terimleri, η terimleri, η̄ terimleri ve φ̄h terimleri ayrıayrıele alınır. ‖∇η‖
ve ‖∇η̄‖ terimleri yardımıyla

∥∥∇φh∥∥ ve∥∥∥∇φ̄h∥∥∥ terimleri için bir üst sınır elde
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edilir.

3.Kuadratik nonlineer terimler için aşağıdaki eşitlik kullanılabilir:

aa− bb = aa− ab+ ab− bb
a(a− b) + (a− b)b

4.Sağ taraftaki η, η̄, φh ve φ̄h terimleri için standart eşitsizlikler uygulanır. φh

ve φ̄h terimleri sol tarafın η, η̄ koşullarına dahil etmek için küçük veri koşulu

(small data condition) kullanılır.

5.Üçgen eşitsizliği, Cauchy Schwarz ve Young eşitsizlikleri kullanılır.

6. vh ∈ V h üzerinden infimum alınır (Layton, 2008).

Teorem 4.1.6. (u(t), p(t)) NSE nin güçlü çözümü olsun. Bu durumda bir C =

C(u, p) > 0 sabiti vardır öyleki

∥∥u− uh∥∥∞,0 ≤ F (∆t, κ, δ, h) + Chk+1 ‖|u|‖∞,k+1

eşitsizliği sağlanır. Burada,

F (∆t, κ, δ, h) = Chk ‖|ū|‖2,k+1 + Chk+1/2
(
‖|ū|‖2

4,k+1 + ‖∇u‖2
4,0

)
+Chk

(
‖ |u| ‖2

4,k+1 + v−1/2((1 + δχ)1/2 ‖u0‖+ ‖f‖2,∗

)
+Chs+1

(
‖|p|‖2,s+1

)
+ C∆t ‖utt‖2,0 + C (κδ) ‖ūt‖2,0

olur.

Kanıt: Aşağıdaki iki eşitliği birbirinden çıkaralım(
un+1 − un

∆t
, vh
)

+ b∗
(
un+1, un+1, v

h
)

+ ν
(
∇un+1,∇vh

)
−
(
pn+1,∇ · vh

)
+ κδ

(
ūn+1 − ūn

∆t
, vh
)

=
(
fn+1, v

h
)

+

(
un+1 − un

∆t
− ut(tn+1), vh

)
+ κδ

(
ūn+1 − ūn

∆t
, vh
)

58



ve (
uhn+1 − uhn

∆t
, vh
)

+ b∗
(
uhn+1, u

h
n+1, v

h
)

+ ν
(
∇uhn+1,∇vh

)
+
(
phn+1,∇ · vh

)
+κδ

(
ūhn+1 − ūhn

∆t
, vh
)

=
(
fn+1, v

h
)
.

Bu durumda,

(
en+1 − en

∆t
, vh
)

+b∗
(
un+1, un+1, v

h
)
−b∗

(
uhn+1, u

h
n+1, v

h
)
+ν
(
∇en+1,∇vh

)
+κδ

(
ēhn+1 − ēhn

∆t
, vh
)

=
(
pn+1,∇ · vh

)
+ τ(un+1, ūn+1, v

h) (4.77)

eşitliği elde edilir. Burada en+1 = un+1 − uhn+1, ēn+1 = ūn+1 − ūhn+1 ve

τ(un+1, pn+1, v
h) =

(
un+1 − un

∆t
− ut(tn+1) + κδ

ūn+1 − ūn
∆t

, vh
)
.

Eğer en+1 = ēn+1 + δ
ēn+1 − ēn

∆t
=

(
1 +

δ

∆t

)
ēn+1−

δ

∆t
ēn, S1 = 1 +

δ

∆t
= 1 +S2

ifadeleri 4.77 de yazılırsa denklem elde edilir.(
S1ēn+1 − (S1 + S2)ēn − S2ēn−1

∆t
, vh
)

+ b∗
(
un+1, un+1, v

h
)

−b∗
(
uhn+1, u

h
n+1, v

h
)

+ ν
(
∇(S1ēn+1 − S2ēn),∇vh

)
+κδ

(
ēhn+1 − ēhn

∆t
, vh
)

=
(
pn+1,∇ · vh

)
+ τ(un+1, ūn+1, v

h)

İlk olarak trilineer terimleri düzenlersek;

b∗
(
un+1, un+1, v

h
)
− b∗

(
uhn+1, u

h
n+1, v

h
)

= b∗
(
un+1, un+1, v

h
)
− b∗

(
uhn+1, un+1, v

h
)

+b∗
(
uhn+1, un+1, v

h
)
− b∗

(
uhn+1, u

h
n+1, v

h
)

= b∗
(
en+1, un+1, v

h
)

+ b∗
(
uhn+1, en+1, v

h
)

= b∗
(
S1ēn+1 − S2ēn, S1ūn+1 − S2ūn, v

h
)

+b∗
(
S1ū

h
n+1 − S2ū

h
n, S1ēn+1 − S2ēn, v

h
)

59



olur. Hatayıbir parçasıV h da, diğer parçası(V h)⊥ de olacak şekilde iki ayıralım.

ēn =
(
ūn − Ūn

)
−
(
ūhn − Ūn

)
:= η̄n − φ̄

h
n, φ̄

h
n ∈ V h

an+1 = S1φ̄
h
n+1 − S2φ̄

h
n, bn+1 = S1η̄n+1 − S2η̄n tanımlarsak;(

an+1 − an, vh
)

+ ν∆t
(
∇an+1,∇vh

)
+∆tb∗

(
S1ū

h
n+1 − S2ū

h
n, an+1, v

h
)

+ ∆tb∗
(
an+1, S1ūn+1 − S2ūn, v

h
)

+κδ
(
φ̄
h
n+1 − φ̄

h
n, v

h
)

= ∆t
(
pn+1,∇ · vh

)
+
(
bn+1 − bn, vh

)
+∆tb∗

(
bn+1, S1ūn+1 − S2ūn, v

h
)

+ ∆tb∗
(
S1ū

h
n+1 − S2ū

h
n, bn+1, v

h
)

+ν∆t
(
∇bn+1,∇vh

)
+ κδ

(
η̄n+1 − η̄n, vh

)
+ ∆tτ(un+1, ūn+1, v

h)

elde edilir. vh = an+1 olarak seçilirse, qh ∈ V h için
(
qh,∇.an+1

)
= 0 kullanılarak

aşağıdaki denklem elde edilir.

‖an+1‖2 − ‖an‖2 + ‖an+1 − an‖2

2
+ ∆tb∗ (an+1, S1ūn+1 − S2ūn, an+1)

(4.78)

+ν∆t ‖∇an+1‖2 + κδ

(
S2 +

1

2

)∥∥∥φ̄hn+1 − φ̄
h
n

∥∥∥2

+ κδ

∥∥∥φ̄hn+1

∥∥∥2

−
∥∥∥φ̄hn∥∥∥2

2

= ∆t
(
pn+1 − qh,∇ · an+1

)
+ (bn+1 − bn, an+1) (4.79)

+∆tb∗ (bn+1, S1ūn+1 − S2ūn, an+1) + ∆tb∗
(
S1ū

h
n+1 − S2ū

h
n, bn+1, an+1

)
(4.80)

+ν∆t (∇bn+1,∇an+1) + κδ
(
η̄n+1 − η̄n, an+1

)
+ ∆tτ(un+1, ūn+1, an+1).

Sağ taraftaki terimleri ele alalım.
(
bn+1 − bn, ahn+1

)
= 0 ve(

η̄n+1 − η̄n, an+1

)
= 0 dır. Böylece (4.78) denklemi aşağıdaki denklem ha-

line gelir

‖an+1‖2 − ‖an‖2 + ‖an+1 − an‖2

2
+ ν∆t ‖∇an+1‖2

+κδ
(
S2 + 1

2

) ∥∥∥φ̄hn+1 − φ̄
h
n

∥∥∥2

+ κδ

∥∥∥φ̄hn+1

∥∥∥2

−
∥∥∥φ̄hn∥∥∥2

2
= ∆t

(
pn+1 − qh,∇ · an+1

)
+ ∆tb∗ (bn+1, S1ūn+1 − S2ūn, an+1)

+∆tb∗
(
S1ū

h
n+1 − S2ū

h
n, bn+1, an+1

)
+ ν∆t (∇bn+1,∇an+1)

+∆tτ(un+1, ūn+1, an+1)−∆tb∗ (an+1, S1ūn+1 − S2ūn, an+1) .

(4.81)
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Sırasıyla Cauchy—Schwarz ve Young eşitsizlikleri sağ taraftaki terimlere uygu-

lanırsa aşağıdaki üst sınırlar elde edilir.

∆tν (∇bn+1,∇an+1) ≤ ∆tν ‖∇bn+1‖ ‖∇an+1‖

≤ ∆tν

10
‖∇an+1‖2 + C∆t ‖∇bn+1‖2 ,

∆t
(
pn+1 − qh,∇ · an+1

)
≤ ∆t

∥∥pn+1 − qh
∥∥ ‖∇an+1‖

≤ ∆tν

10
‖∇an+1‖2 + C∆t

∥∥pn+1 − qh
∥∥2
,

∆tb∗ (an+1, S1ūn+1 − S2ūn, an+1) ≤ ∆tν

10
‖∇an+1‖2

+C∆tν−3 ‖an+1‖2 ‖∇un+1‖4

∆tb∗
(
S1ū

h
n+1 − S2ū

h
n, bn+1, an+1

)
≤ ∆tν

10
‖∇an+1‖2

+C∆t ‖bn+1‖ ‖∇bn+1‖
∥∥∇uhn+1

∥∥2

∆tb∗ (bn+1, S1ūn+1 − S2ūn, an+1) ≤ ∆tν

10
‖∇an+1‖2

+C∆t ‖un+1‖ ‖∇un+1‖ ‖∇bn+1‖2

Bulunan sınırlar (4.81) denkleminde yerine yazılırsa,

‖an+1‖2 − ‖an‖2 + ‖an+1 − an‖2

2
+ ν∆t ‖∇an+1‖2

+κδ

(
S2 +

1

2

)∥∥∥φ̄hn+1 − φ̄
h
n

∥∥∥2

+ κδ

∥∥∥φ̄hn+1

∥∥∥2

−
∥∥∥φ̄hn∥∥∥2

2

≤ ∆tν

10
‖∇an+1‖2 + C∆t ‖∇bn+1‖2 +

∆tν

10
‖∇an+1‖2 +

∆tν

10
‖∇an+1‖2

+C∆tν−3 ‖an+1‖2 ‖∇un+1‖4 +
∆tν

10
‖∇an+1‖2 + C∆t

∥∥pn+1 − qh
∥∥2

+C∆t ‖bn+1‖ ‖∇bn+1‖
∥∥∇uhn+1

∥∥2
+ ∆tτ(un+1, ūn+1, an+1) (4.82)

+
∆tν

10
‖∇an+1‖2 + C∆t ‖un+1‖ ‖∇un+1‖ ‖∇bn+1‖2 (4.83)
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eşitsizliği elde edilir.

n = 0, 1, . . . ,M − 1 toplam alınarak ve
(∥∥∥φ̄h0∥∥∥ = 0 varsayımıile

)
aşağıdaki eşit-

sizlik elde edilir

‖aM‖2 +
M−1∑
n=0

‖an+1 − an‖2 + ∆tv

M−1∑
n=0

‖∇an+1‖2

+κδ
∥∥∥φ̄hM∥∥∥2

+ 2κδ

(
S2 +

1

2

)M−1∑
n=0

∥∥∥φ̄hn+1 − φ̄
h
n

∥∥∥2

≤ C∆tν−3

M−1∑
n=0

‖an+1‖2 ‖∇un+1‖4 + C∆t
M−1∑
n=0

‖∇bn+1‖2

+C∆t

M−1∑
n=0

‖bn+1‖ ‖∇bn+1‖ ‖∇un+1‖2 + C∆t

M−1∑
n=0

∥∥uhn+1

∥∥∥∥∇uhn+1

∥∥ ‖∇bn+1‖2

(4.84)

+∆tν−1

M−1∑
n=0

C
∥∥pn+1 − qh

∥∥2
+ ∆t

M−1∑
n=0

C |τ(un+1, ūn+1, an+1)|+ ‖a1‖ .

M−1∑
n=0

‖∇bn+1‖2 terimini sınırlandıralım

C∆t
M−1∑
n=0

‖∇bn+1‖2 ≤ C∆t
M∑
n=0

‖∇bn‖2 ≤ C∆t
M∑
n=0

h2k |ūn|2k+1

≤ Ch2k ‖|ū|‖2
2,k+1 .

elde edilir. Benzer şekilde
M−1∑
n=0

‖bn+1‖ ‖∇bn+1‖ ‖∇un+1‖2 terimini sınırlayarak

aşağıdaki ifade elde edilir.

C∆t
M−1∑
n=0

‖bn+1‖ ‖∇bn+1‖ ‖∇un+1‖2 ≤ C∆th2k+1

M∑
n=0

|ūn|2k+1 ‖∇un‖
2

≤ Cν−1h2k+1
(
‖|ū|‖4

4,k+1 + ‖∇u‖4
4,0

)
.

C∆t
M−1∑
n=0

∥∥uhn+1

∥∥∥∥∇uhn+1

∥∥ ‖∇bn+1‖2 için (4.1.3) kullanılarak aşağıdaki üst sınır
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elde edilir:

C∆t
M−1∑
n=0

∥∥uhn+1

∥∥∥∥∇uhn+1

∥∥ ‖∇bn+1‖2

≤ C∆t

M−1∑
n=0

∥∥∇uhn+1

∥∥2 ‖∇bn+1‖2

≤ C∆th2k

M−1∑
n=0

|ūn+1|2k+1

∥∥∇uhn+1

∥∥2

≤ Ch2k

(
∆t

M∑
n=0

|ūn|4k+1 + ∆t

M∑
n=0

∥∥∇uhn+1

∥∥2

)
≤ Ch2k

(
‖ |u| ‖4

4,k+1 + v−1((1 + δχ) ‖u0‖2 + ‖f‖2
2,∗

)
.

(4.84) basınç terimi için,

C∆t
M−1∑
n=0

∥∥pn+1 − qh
∥∥2 ≤ Ch2s+2∆t

M−1∑
n=0

‖p(tn+1)‖2
s+1

≤ Ch2s+2
(
‖|p|‖2

2,s+1

)
.
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C∆t
M−1∑
n=0

|τ(un+1, ūn+1, an+1)| tutarlılık (Consistency) hata terimi için

C∆t

M−1∑
n=0

|τ(un+1, ūn+1, an+1)| = C∆t

M−1∑
n=0

∣∣∣∣(un+1 − un
∆t

− ut(tn+1), an+1

)∣∣∣∣
+C∆t

M−1∑
n=0

∣∣∣∣(κδ ūn+1 − ūn
∆t

, an+1

)∣∣∣∣
≤ C∆t

M−1∑
n=0

∥∥ahn+1

∥∥2

+C∆t
M−1∑
n=0

∥∥∥∥un+1 − un
∆t

− ut(tn+1)

∥∥∥∥2

+C∆t
M−1∑
n=0

∥∥∥∥κδ ūn+1 − ūn
∆t

∥∥∥∥2

≤ C∆t
M−1∑
n=0

∥∥ahn+1

∥∥2
+ C∆t2

M−1∑
n=0

‖utt‖2

+Cκ2δ2
M−1∑
n=0

‖ūt‖2 dt

= C∆t
M−1∑
n=0

∥∥ahn+1

∥∥2
+ C∆t2 ‖utt‖2

2,0 + C (κδ)2 ‖ūt‖2
2,0 .

Elde edilen üst sınırlar (4.84) denkleminde yerine yazılarak

‖aM‖2 +
M−1∑
n=0

‖an+1 − an‖2 + ∆tv
M−1∑
n=0

‖∇an+1‖2

+κδ
∥∥∥φ̄hM∥∥∥2

+ 2κδ

(
S2 +

1

2

)M−1∑
n=0

∥∥∥φ̄hn+1 − φ̄
h
n

∥∥∥2

≤ ∆t
M−1∑
n=0

C
(
1 + ν−3 ‖∇un+1‖4) ∥∥ahn+1

∥∥2
+ Ch2k ‖|ū|‖2

2,k+1

+Cν−1h2k+1
(
‖|ū|‖4

4,k+1 + ‖∇u‖4
4,0

)
+Ch2k

(
‖ |u| ‖4

4,k+1 + v−1((1 + δκ) ‖u0‖2 + ‖f‖2
2,∗

)
+Cν−1h2s+2

(
‖|p|‖2

2,s+1

)
+ C∆t2 ‖utt‖2

2,0 + C (κδ)2 ‖ūt‖2
2,0

olur. Ayrık Gronwall lemma kullanılarak, ∆t < (1 + Cν−3‖∇u‖4
∞,0)−1 için
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aşağıdaki gibi üst sınır elde edilir.

‖aM‖2 +

M−1∑
n=0

‖an+1 − an‖2 + ∆tv
M−1∑
n=0

‖∇an+1‖2

+κδ
∥∥∥φ̄hM∥∥∥2

+ 2κδ

(
S2 +

1

2

)M−1∑
n=0

∥∥∥φ̄hn+1 − φ̄
h
n

∥∥∥2

≤ Ch2k ‖|ū|‖2
2,k+1 + Ch2k+1

(
‖|ū|‖4

4,k+1 + ‖∇u‖4
4,0

)
+Ch2k

(
‖ |u| ‖4

4,k+1 + v−1((1 + δκ) ‖u0‖2 + ‖f‖2
2,∗

)
+Ch2s+2

(
‖|p|‖2

2,s+1

)
+ C∆t2 ‖utt‖2

2,0 + C (κδ)2 ‖ūt‖2
2,0 .

Üçgen eşitsizliği kullanılarak ‖en‖ ≤ ‖ηn‖+
∥∥φhn∥∥ = ‖ηn‖+ ‖an‖ istenilen sonuç

elde edilir.
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5. Örnekler 

 Bu kesimde, NSETRM nin Algoritma 4.1.1 kullanılarak sonlu elemanlar metodu 

(FEM) çözümleri elde edilecektir. Bütün hesaplamalarda Freefem++ programı 

kullanılmıştır (Hecht, 2013). Tolerans 1.0e⁻⁶ olarak seçilmiştir. 

 

 Örnek 5.0.7. Ω=(0,1)×(0,1) karesel bölgesinde no-slip sınır koşulları ile verilen 

NSE yi ele alalım. f=0 ve u nun sınırda tam çözüme eşit olması durumunda çözüm 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒−2𝑣𝑡(− cos(𝑥) sin(𝑦) , cos(𝑦) sin(𝑥)). 

 ile verilir (Hritz, 2010). v=1, T=1 ve h=
1

40
 olmak üzere ve farklı κ,δ ve Δt ler  için 

Algoritma 4.1.1 uygulanmıştır. Burada v viskozite, T final time ve h ağ (mesh) 

boyutu olmak üzere sonuçlar κ ve δ nın κδ≤Δt olacak şekilde farklı değerleri için 

elde edilen sonuçlar Çizelge 5.1.-Çizelge 5.9. verilmiştir. Bununla birlikte κδ=√Δt ve 

κδ=1 olacak şekilde üç farklı κ, δ seçimi için çözümler elde edilmiştir ve Çizelge 

5.10.-Çizelge 5.12 de verilmiştir. Çizelgelerden κδ≤Δt olduğunda yakınsama 

mertebesi Teorem 4.1.6 dan beklediğimiz gibi 1 olarak elde edilmiştir. κδ=√Δt 

olduğu durumunda yakınsama mertebesi 0.5 ve κδ=1 olduğunda yakınsama 

mertebesinin sıfır olduğu gözlenmiş olup Teorem 4.1.6 ile tutarlıdır. 

 

 

Çizelge 5.1.  Örnek 5.0.7 için mutlak hatalar ve mertebe sonuçları (NSE nin) 

 

 



Çizelge 5.2. Örnek 5.0.7 için κ = 1 ve δ = ∆t kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

6.5611e− 4 4.9791e− 3
1
10

2.7157e− 4 1.2725 2.0603e− 3 1.2729
1
20

1.2040e− 4 1.1733 9.1376e− 4 1.1729
1
40

5.7030e− 5 1.0781 4.3286e− 4 1.0778
1
80

2.7800e− 5 1.0365 2.1102e− 4 1.0364

Çizelge 5.3. Örnek 5.0.7 için κ = ∆t ve δ = ∆t kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

3.321e− 4 2.5198e− 3
1
10

1.3205e− 4 1.3304 1.0021e− 3 1.3302
1
20

5.9432e− 5 1.1517 4.5109e− 4 1.1515
1
40

2.8351e− 5 1.0677 2.1520e− 4 1.0677
1
80

1.3862e− 5 1.0297 1.0522e− 4 1.0321

Çizelge 5.4. Örnek 5.0.7 için κ = ∆t2 ve δ = ∆t kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

2.6750e− 4 2.0294e− 3
1
10

1.1816e− 4 1.1787 8.9673e− 4 1.1783
1
20

5.6390e− 5 1.0670 4.2800e− 4 1.0670
1
40

2.7635e− 5 1.0289 2.0976e− 4 1.0288
1
80

1.3688e− 5 1.0134 1.0390e− 4 1.0134

Çizelge 5.5. Örnek 5.0.7 için κ = ∆t ve δ = 1 kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

5.9930e− 4 4.5545e− 3
1
10

2.9376e− 4 1.0285 2.2327e− 3 1.0284
1
20

1.457e− 4 1.0116 1.1074e− 3 1.0115
1
40

7.2589e− 5 1.0051 5.5174e− 4 1.0051
1
80

3.6234e− 5 1.0023 2.7541e− 4 1.0037

Çizelge 5.6. Örnek 5.0.7 için κ = 1
∆t ve δ = ∆t2 kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

5.5507e− 4 4.2083e− 3
1
10

2.4105e− 4 1.2033 1.8287e− 3 1.2023
1
20

1.139e− 4 1.0809 8.6476e− 4 1.0804
1
40

5.5556e− 5 1.0363 4.2167e− 4 1.0361
1
80

2.7447e− 5 1.0172 2.0834e− 4 1.0171
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Çizelge 5.7. Örnek 5.0.7 için κ = ∆t2 ve δ = 1
∆t kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

3.6600e− 4 2.7798e− 3
1
10

1.4756e− 4 1.3105 1.1206e− 3 1.3106
1
20

6.4248e− 5 1.1995 4.8784e− 4 1.1997
1
40

2.965e− 5 1.1152 2.2515e− 4 1.1154
1
80

1.4200e− 5 1.0623 1.0780e− 4 1.0624

Çizelge 5.8. Örnek 5.0.7 için κ = ∆t2 ve δ = 1 kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

3.2104e− 4 2.4371e− 3
1
10

1.3435e− 4 1.2567 1.0199e− 3 1.2567
1
20

6.0706e− 5 1.1460 4.6083e− 4 1.1460
1
40

2.8741e− 5 1.0786 2.1818e− 4 1.0786
1
80

1.3968e− 5 1.0409 1.0603e− 4 1.0410

.

Çizelge 5.9. Örnek 5.0.7 için κ = ∆t2 ve δ = 0.1 kullanılarak hatalar ve yakınsama
sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

2.5830e− 4 1.9596e− 3
1
10

1.1816e− 4 1.1282 8.9673e− 4 1.1277
1
20

5.6592e− 5 1.0620 4.2954e− 4 1.0618
1
40

2.7704e− 5 1.0304 2.1029e− 4 1.0304
1
80

1.3707e− 5 1.0186 1.0405e− 4 1.0150

Çizelge 5.10. Örnek 5.0.7 için δ =
√

∆t ve κ = 1 kullanılarak hatalar ve yakınsama
sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

7.2512e− 5 2.52201e− 3
1
10

6.20084e− 5 0.2256 2.1808e− 3 0.2096
1
20

4.87198e− 5 0.3478 1.75172e− 3 0.3160
1
40

3.87532e− 5 0.3300 1.46271e− 3 0.2600
1
80

2.95986e− 5 0.3886 1.20707e− 3 0.2770

Çizelge 5.11. Örnek 5.0.7 için κ = 1 ve δ = 1 kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

1.0205e− 4 3.4279e− 3
1
10

1.0462e− 4 0.3328 3.4727e− 3 0.018
1
20

1.0006e− 4 0.0641 3.2826e− 3 0.0812
1
40

1.0385e− 4 0.0536 3.3981e− 3 0.0499
1
80

1.0731e− 4 0.0473 3.5111e− 3 0.0472
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Çizelge 5.12.  Örnek 5.0.7 için κ =
1

2
 ve δ=2 kullanılarak mutlak hatalar ve yakınsama sonuçları  

 

 

Örnek 5.0.8. Ω=(0,1)×(0,1) karesel bölgesinde no-slip sınır koşulları ve Örnek 

5.0.7 nin genel halini ele alalım. f=0 için (u,p) tam çözümü 

 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)   =  𝑒−2𝑁²𝜋²𝑣𝑡(−𝑐𝑜𝑠(𝑁𝜋𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑁𝜋𝑦), 𝑠𝑖𝑛(𝑁𝜋𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑁𝜋𝑦)), 

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡)   =  −
1

4
𝑐𝑜𝑠(2𝑁𝜋𝑥)𝑐𝑜𝑠(2𝑁𝜋𝑦)𝑒−2𝑁²𝜋²𝑣𝑡 

ile verilir (Berselli, 2005; Connors, 2010; Işık, 2013). N=2, v=0.01, T=1 ve h=
1

40
 

olarak seçilmiş ve κδ≤Δt  olacak şekilde κ ve δ farklı değerleri için sonuçlar Çizelge 

5.13.- Çizelge 5.21. verilmiştir. κδ=√(𝛥𝑡)  ve κδ=1 olacak şekilde κ, δ seçimi için 

çözümler elde edilmiştir. Sonuçlar Çizelge 5.22- Çizelge 5.24. ile verilmiştir.  

Çizelge 5.13.  Örnek 5.0.8 için mutlak hatalar ve mertebe sonuçları (NSE nin) 

 

 

 



Çizelge 5.14. Örnek 5.0.8 için κ = 1 ve δ = ∆t kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

3.9453e− 2 3.19901e− 1
1
10

2.2520e− 2 0.8089 1.80659e− 1 0.8243
1
20

1.2054e− 2 0.9016 9.59413e− 2 0.9130
1
40

6.2359e− 3 0.9508 4.94807e− 2 0.9552
1
80

3.17167e− 3 0.9753 2.52707e− 2 0.9693

Çizelge 5.15. Örnek 5.0.8 için κ = ∆t ve δ = ∆t kullanılarak hatalar ve yakınsama
sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

1.9462e− 2 1.5492e− 1
1
10

8.7328e− 3 1.1561 6.9170e− 2 1.1633
1
20

4.0341e− 3 1.1141 3.2006e− 2 1.1117
1
40

1.9247e− 3 1.0675 1.5538e− 2 1.0424
1
80

9.3844e− 4 1.0362 8.1226e− 3 0.9358

Çizelge 5.16. Örnek 5.0.8 için κ = ∆t2 ve δ = ∆t kullanılarak hatalar ve yakınsama
sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

1.4959e− 2 1.1834e− 1
1
10

7.2524e− 3 1.0444 5.7318e− 2 1.0459
1
20

3.6176e− 3 1.0033 2.8715e− 2 0.9971
1
40

1.8148e− 3 0.9952 1.4690e− 2 0.9668
1
80

9.1025e− 4 0.9954 7.9205e− 3 0.8911

Çizelge 5.17. Örnek 5.0.8 için κ = ∆t ve δ = 1 kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

2.8278e− 2 2.2956e− 1
1
10

1.4723e− 2 0.9415 1.1959e− 1 0.9407
1
20

7.5152e− 3 0.9701 6.1128e− 2 0.9681
1
40

3.7970e− 3 0.9849 3.1026e− 2 0.9783
1
80

1.9086e− 3 0.9923 1.5865e− 2 0.9676

Çizelge 5.18. Örnek 5.0.8 için κ = 1
∆t ve δ = ∆t2 kullanılarak hatalar ve yakınsama

sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

4.2470e− 2 3.4187e− 1
1
10

2.3374e− 2 0.8615 1.8619e− 1 0.8766
1
20

1.2272e− 2 0.9294 9.7262e− 2 0.9368
1
40

6.2906e− 3 0.9640 4.9801e− 2 0.9656
1
80

1.9086e− 3 1.7206 1.5865e− 2 1.6502
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Çizelge 5.19. Örnek 5.0.8 için κ = ∆t2 ve δ = 1
∆t kullanılarak hatalar ve yakınsama

sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

1.8028e− 2 1.4419e− 1
1
10

8.1900e− 3 1.1382 6.5196e− 2 1.1450
1
20

3.8750e− 3 1.0796 3.0863e− 2 1.0788
1
40

1.8821e− 3 1.0418 1.5240e− 2 1.0179
1
80

9.2745e− 4 1.0209 8.0511e− 3 0.9205

Çizelge 5.20. Örnek 5.0.8 için κ = ∆t2 ve δ = 0.1 kullanılarak hatalar ve yakınsama
sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

1.4434e− 2 1.1405e− 1
1
10

7.2524e− 3 0.9929 5.7318e− 2 0.9925
1
20

3.6382e− 3 0.9952 2.8880e− 2 0.9888
1
40

1.8227e− 3 0.9971 1.4753e− 2 0.9690
1
80

9.1261e− 4 0.9979 7.9376e− 3 0.8942

Çizelge 5.21. Örnek 5.0.8 için κ = ∆t2 ve δ = 1 kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

1.6838e− 2 1.3405e− 1
1
10

7.8694e− 3 1.0973 6.2455e− 2 1.1018
1
20

3.7939e− 3 1.0524 30172e− 2 1.0495
1
40

1.8618e− 3 1.0269 1.5071e− 2 1.0013
1
80

9.2239e− 4 1.0132 8.0117e− 3 0.9115

Çizelge 5.22. Örnek 5.0.8 için δ =
√

∆t ve κ = 1 kullanılarak hatalar ve yakınsama
sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

5.61705e− 2 4.65427e− 1
1
10

4.36418e− 2 0.3640 3.60824e− 1 0.3672
1
20

3.24278e− 2 0.4284 2.68362e− 1 0.4270
1
40

2.48767e− 2 0.3823 2.03291e− 1 0.4005
1
80

1.86618e− 2 0.4146 1.50678e− 1 0.4319

Çizelge 5.23. Örnek 5.0.8 için δ = 1 ve κ = 1 kullanılarak hatalar ve yakınsama sonuçları

∆t ‖u− uh‖ Yakınsama Mertebesi ‖∇u−∇uh‖ Yakınsama Mertebesi
1
5

7.22944e− 2 6.11583e− 1
1
10

6.7572e− 2 0.0973 5.7749e− 1 0.0827
1
20

6.18862e− 2 0.1267 5.35975e− 1 0.1158
1
40

6.23272e− 2 0.0102 5.39851e− 1 0.0104
1
80

6.33671e− 2 0.0240 5.47884e− 1 0.0213
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Çizelge 5.24.  Örnek 5.0.8 için κ =
1

2
 ve δ=2 kullanılarak mutlak hatalar ve yakınsama sonuçları  

 

 

Örnek 5.0.9. Ω=(0,1)×(0,1) karesel bölgesinde no-slip sınır koşulları ile verilen 

NSE yi ele alalım. f=0 ve u nun sınırda tam çözüme eşit olması durumunda çözüm 

 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒−2𝑣𝑡(−𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝑦), 𝑐𝑜𝑠(𝑦)𝑠𝑖𝑛(𝑥)). 

. 

 ile verilir(Hritz, 2010). v=1, T=1 ve h=
1

40
 olmak üzere ve farklı κ lar Algoritma 

4.1.1 uygulanmıştır. Burada v viskozite, T final time ve h ağ (mesh) boyutu olmak 

üzere κ nın farklı değerleri için sonuçlar  Çizelge 5.25 ile verilmiştir. 

    

  κ değerleri arttıkça hataların azaldığı gözlemlenmiştir. 

 

Çizelge 5.25.  Örnek 5.0.9 için Δt=0.1, 𝛿 = 0.1 𝑣𝑒 ν =  0.001 kullanılarak hatalar 
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Örnek 5.0.10. Birim çember üzerinde aşağıdaki değerler ile verilen yaklaşımın 

sınırda sıfır olduğu NSE yi ele alalım (Köseoğlu, 2011). 

ν =  0.001, 

f  =  (−2y, 2x), t ∈ (0,5] 

u₀ =  (−y, x) 

Δt  =  0.1, h ≃
π

50
 

 

 

       problemin tam çözümü bilinmediğinden sonuçlar sadece denge hataları    

hesaplanarak test edilecektir. 

𝐷𝑒𝑛𝑔𝑒 (𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑖𝑢𝑚) ℎ𝑎𝑡𝑎𝑠𝚤 = ‖
𝑢𝑛+1

ℎ − 𝑢𝑛
ℎ

𝛥𝑡
‖ 

 

Δt=0.1 ve h≃
π

50
  ile elde edilen test sonuçları Çizelge 5.26. ile verilmiştir. Çizelgede 

görüldüğü gibi κ=0 için çözüm patlamış (blow up), κ≠0 olduğu durumda κ 

arttırılarak BE için daha iyi sonuç elde edilmiştir. 

 

                     Çizelge 5.26.  Örnek 5.0.10 için BE metodun 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑖𝑏𝑟𝑖𝑢𝑚 hataları Δt=0.1, 

                                                  𝛿 = 0.1 𝑣𝑒 ν =  0.001 
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6. TARTIŞMA VE SONUÇLAR 

Bu tezde NSE ye " 𝜅 = 𝑢 − 𝑢̅ " eklenmesiyle elde edilmiş NSETRM nin Euler 

zaman ayrıklaştırması kullanılarak elde edilen bir algoritmanın (Algoritma 4.1.1) 

FEM çözümleri incelenmiştir. Bu algoritma ile elde edilen sonlu elemanlar 

çözümünün kararlılık ve hata analizi yapılmıştır. Algoritma 4.1.1 ile elde edilen FEM 

çözümlerinin koşulsuz kararlı olduğu Lemma 4.1.3 de ispatlanmıştır. 

    Daha sonra, Algoritma 4.1.1 ile elde edilen çözümlerin hata analizi yapılmıştır. 

Hata analizi sonunda FEM çözümlerinin yakınsak ve mertebenin δ  ve κ ya göre 

değiştiği, yani O(κδ+Δt) olduğu ispatlanmıştır. κδ≤Δt olduğu durumda modelin 

yakınsama oranı O(h+Δt) olduğu bulunmuş yakınsama mertebesinin 1 olduğu 

Teorem 4.1.6 de ispatlanmıştır. 

    Son kısımda verilen algoritma seçilen bazı problemlere uygulanmıştır. Δt,δ  ve κ 

nın Algoritma 4.1.1 ile elde edilen çözümleri nasıl etkilediğini göstermek için, farklı 

δ  ve κ değerlerinde bulunan sonuçlar tabloda verilmiştir. Algoritma 4.1.1 ile elde 

edilen çözümlerin hatası Örnek 5.0.7 için Çizelge 5.1.- Çizelge 5.9. hız vektörü için 

ve Örnek 5.0.8 için Çizelge 5.13.- Çizelge 5.18. hız vektörü için verilmiş ve 

yakınsama mertebesi 1 olarak (Teorem 4.1.6 beklediğimiz gibi) elde edilmiştir. 

Örnek 5.0.7 için Çizelge 5.10. dan ve Örnek 5.0.8 için Çizelge 5.22. den κδ=√Δt 

olduğu durumda yakınsama mertebesi 0.5 olarak elde edilmiştir. Örnek 5.0.7 için 

Çizelge 5.11.- Çizelge 5.12. den ve Örnek 5.0.8 için Çizelge 5.23.- Çizelge 5.24. ten 

κδ=1 olduğunda yakınsama mertebesi 0 olarak elde edilmiştir. Bu sonuçlar Teorem 

4.1.6 ile örtüşmektedir. Örnek 5.0.9 da farklı κ değerleri için Algoritma 4.1.1 

uygulanmış, elde edilen sonuçlarda κ değerleri arttıkça hataların azaldığı 

gözlemlenmiştir. Son olarak Algoritma 4.1.1 ile  BE çözümü ıraksak olan bir 

probleme uygulanmış ve elde edilen çözümler Çizelge 5.25. da verilmiştir. Çizelge 

5.25. dan κ≥1 değerleri için yakınsak sonuçlar bulunmuştur. 
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