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OZET

NAViER-STOKE.S ZAMAN RAHATLAMA MODELININ EULER
AYRIKLASTIRMASI iLE ELDE EDILEN SONLU ELEMANLAR COZUMU
UZERINE
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Danisman: Dog. Dr. Osman Rasit ISIK
Ekim 2017, 81 sayfa

Bu calismada Navier Stokes denklemine (NSE) «(u-it) terimi eklenerek elde edilen

NSE-TRM modeli ele alinmistir. Modelin niimerik ¢6ziimii i¢in Isik (2013)
tarafindan verilen Backward Euler (BE) zaman adimli metoda dayanan algoritma ile
coziimler elde edilmistir. Elde edilen ¢ozlimlerin kararlilik ve yakinsaklik analizleri
yapitlmistir. Yapilan analizler sonucunda, algoritma ile elde edilen ¢oziimlerin
kosulsuz kararli oldugu ispatlanmistir. Ayrica, bazi yakinsama Ozellikleri
varsayilarak, ¢Ozlimiin yakisak oldugu ve mertebesinin O(At+kd) oldugu
ispatlanmistir. NSE nin BE ile ¢oziimiiniin oldugu bir 6rnek i¢in k degerleri arttikca
hatanin azaldig1 gézlemlenmistir. Ayrica, NSE nin BE ile elde edilen ¢6zmiin iraksak
oldugu bir 6rnek i¢in Algoritma ile yakinsak ¢oziimler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Navier-Stokes Denklemleri, Backward-Euler Metodu, Sonlu
Elemanlar, NSE Zaman Rahatlama Modeli, Zaman Filtreli
Diizgiinlestirme



ABSTRACT

FINITE ELEMENT SOLUTION OF NAVIER-STOKES TIME
RELAXATION MODEL EULER TiME DISCRETIZATION
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Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc Prof. Dr. Osman Rasit ISIK
October 2017, 81 pages

In this study, we consider NSE-TRM model that is obtained by adding the term «(u-
i) into Navier-Stokes equations (NSE). By using the Algorithm, which was given by

Isik (2013), depends on backward-Euler (BE) time step metod, we get the numerical
solution of NSE-TRM. The stability and convergence analyzes of the solution
obtained by the Algorithm are constructed. As a result of the analyzes, it is proven
that the solution obtained by the Algorithm is unconditionally stable. On the other
hand, we prove that the solution is convergent and is of order O(At+xd) under the
assumption of some convergence features. We applied the Algorithm to some test
problems and found that the numerical results are consistent with the theoretical
results as we expected. For an example where the NSE is solved with BE, it is
observed that as the k values increase, the error decreases. Furthermore, we get
convergent solutions for an example by the Algorithm where as the solution of NSE
obtained by BE diverges.

Keywords: Navier Stokes equations,Backward-Euler Method, Finite Element
Method, NSE Time Relaxation Model, Time Filtering Regiilarization
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1.GIRIS

1.1 Navier-Stokes Denklemleri

Navier Stokes denklemi (NSE) akiskanlar mekaniginin 6nem teskil eden
denklemlerinden birisidir. Bu denklem {i¢li hiz bilesenleri, biri ise basing bileseni
olmak {izere dort bilinmeyeni olan ikinci mertebeden lineer olmayan bir kismi
diferansiyel denklemdir (Recebli, Ozkaymak, 2013). Bu denklemler; akiskan iginde
bulunan birim kiitleye etki eden momentum (ivmelenme) degisimlerinin, siirtiinme
kayiplarina ve basing degisimlerine neden olan viskoz kuvvetlerin toplamina esit
oldugunu soyler. NSE enerji, toplam kiitle ve momentumun Gretimini, i¢ tretimini ve
birikimini tanimlayan diferansiyel denklem olarak bilinmektedir (Peker, Helvaci,
2003). QcR4 d=2, 3 bostan farkli, acik, baglantili bir alt kiime ve 6Q, Q 'nin smurt;
0<T<w olmak iizere [0,T) zaman aralig1 ve t€[0,T) olsun. Bu durumda NSE, d=2, 3
icin
U +u.Vu—vAu+Vp = fx€Q,0<t<T (1.1
V-u =0xe,0<5t<T,

u=0,00,0<t<Tx=(x4L,x%..x5) €EQ

u(0) = up (1.2)

ile tanimlanir.Denklemdeki -vAU=-v(D>+D2*+...+D3 terimi siv1 partiikiillerindeki

slirtlinme katsayist ve Vp=(D4, D5, ... Dq )p basing fonksiyonunun gradiyentidir.



u(t, r) — Akis iz

p(t, z) — Basing fonksiyonu
ft, z) — D1s kuvvet
v — Porzitif sabit viskozite katsayisi
d 0
div="> Diverjans operatorti
i—107;
d 92
A = 92 Laplace operatorii
i=10T;

Gradiyent

(1.1) denklem sistemi en genel halde, (d+1) bilinmeyen fonksiyon (p, u1, us,., uq)
ve (d+1) degisken (t, z1, xa, ..., x4) iceren (d+1) diferansiyel denklemden olusur.

u|opo=0 (1.3)

Burada ug ifadesi ¢ = 0 anindaki baglangi¢ hiz anlamina gelir ve

up(0, ) = up(x), Vo € Q i¢in (1.4)

olarak yazilir (Sohr, 2001).

Buradaki (1.1) ile gosterilen denklem Newton yasalarina gore gii¢ korunumunu
gostermektedir ve ikinci denklem ise homojen sikigtirilamaz akiskanin kogulunu

gostermektedir. u; zaman yoniinde tiirevi temsil eder (Sohr, 2001).

Navier Stokes denklemi ismini Fransiz Navier ve Ingiliz Stokes’dan almistir. 1840
'I1 yillarda bu denklemlerin temel korunum yasalari ve birinci derece yaklagimlari
bulunmustur. Poisson (1845) ve Saint Venant (1843) NSE nin siirekli tiirevleri
icin galigmalar gerceklegtirmiglerdir. 1934 yilinda Jean Leray NSE nin zayif
¢oziimlerini matematiksel olarak tanitmig ve varyasyonel formda zayif ¢oziim-
ler oldugunu test fonksiyonlar ile ¢arpip integre ederek ispatlamigtir (Layton,
2008).



Son yillarda, NSE nin niimerik coziimleri iizerine bir¢ok calisma yapilmigtir.
Kaya ve Riviere (2004), denge durumunda NSE nin niimerik ¢oziimii i¢in bir
"iki agl stabilizasyon metodu" kullanmiglardir. Bu metot genis 6lceklerde bir
avantaja sahip olup genis reynold sayilarinda NSE nin ¢oziimii i¢in giiglii ve
etkin bir metotdur. Bu metotda elde edilen ¢oziimiin kararlilik ve hata ana
lizlerini incelemiglerdir. Kaya ve Riviere (2003), siireksiz polinom yaklagimin
kullanarak bir metot (alt ag (subgrid) stabilizasyon metodu) vermigler, yari
ayrik ve tam ayrik sonlu elemanlar ¢oziimii i¢in kararhilik ve yakinsaklik ana
lizlerini incelemislerdir. Yaptiklar1 analiz sonucunda vermis olduklar: tam ayrik
iki algoritmanin bir tanesinin mertebesinin birinci mertebe ve digerinin mer-
tebesinin ikinci mertebe oldugunu ispatlamiglardir. Kaya, Layton ve Riviere
(2005), alt ag stabilizasyon metodu ve hata diizeltme metotlarin kullanarak al-
goritmalar vermistir. Bu algoritma ile ¢ok iyi ve etkili yakinsama ¢zelliklerine
sahip ¢oziimler elde etmiglerdir. Layton (2008), Crank-Nicolson zaman adimi
metodu kullanarak NSE nin FEM ¢6ziimiinii elde etmis ve ¢oziimiiniin kararlilik

ve hata analizini incelemistir.

NSE niimerik ¢oziilerek tiirbiilansh akiglar elde edilir ve elde edilen niimerik
¢oziimler dogrudan niimerik simiilasyon (DNS) olarak adlandirilir. Re Reynolds
sayisidir ve 3d tiirbiilansh akiglar igin DNS uzaydaki mesh (ag) noktalarimin her
bir zaman adimi i¢in O(Re%) olmasini gerektirir. Bu hesaplamalar ekonomik
degildir hatta bazen miimkiin olmayabilir (Moin, Mahesh, 1998). Bu yiizden,
diisiik hesaplama maliyetli yakinsak ¢oziimler elde etmek icin farkli yontem-
ler geligtirilmistir. Gelistirilen yontemlerden birisi de diizgiinlestirme (regiila
rizasyon) metodudur.Layton, Mays, Neda ve Trenchea (2011), NSE nin BDF2
zaman ayriklastirilmasi i¢in modiiler regiilarizasyon analizini yaptilar. Bu calisma
ile BDF2 zaman ayriklagtirilmasinin Crank-Nicolson’dan daha iyi kararhilik 6zel-
liklerine sahip oldugu gosterilmistir. NSE w—model bu metoda 6rnek ve
rilebilir. Layton, Manica, Neda ve Rebholz, (2008) NSE w—modeli kullan-
miglardir. Bu calismada ww—model icin trapezoid kural zaman ayriklagtirmasim
kullanarak yakinsamanin mertebesinin 2 oldugunu gostermislerdir. Bir bagka
diizgiinlegtirme metodu NSE a—modelidir. Layton, Manica, Neda ve Rebholz,
(2008) NSE av—modeli kullanmiglardir. Connor (2010) NSE a—modelin tanimini
yapmig ve sonlu elemanlar ayriklagtirmasi iizerine ¢caligmigtir. Zaman rahatlama
modelleri de bir diizgiinlestirme metodu olup NSE ye zaman rahatlama terimi
eklenerek elde edilir (Neda, 2010; Vincent, Layton, Neda, 2007; Stolz, Adams,
Kleiser, 2001; Adams, Stolz, 2001; Rosenau, 1989; Schochet, Tadmor, 1992).



Amag NSE ¢o6zmek yerine niimerik simiilasyon i¢in daha nitelikli 6zellikler igeren
bir sistem ¢ézmektir. Bunun i¢in Layton, Pruett ve Rebholz (2010), NSE ’ye
gegici bir x(u — u) terimini ekleyerek iissel dalgalarin giiciinii azaltarak akist
diizgiinlestirmislerdir. Boylece;
ou _
E—Fu-Vu—yAu—l—Vp—l—n(u—u) = f(x,t) (1.5)
Veu = 0

denklemini elde etmiglerdir. Burada u, v nun zaman filtresi olup

w = “g“ (1.6)

uw(x,0) = wu(z,0)

diferansiyel denklemi ile tanimlanir. u, ¢ den bagimsiz ise u = u olacaktir. NSE
ye k(u — u)” teriminin eklenmesiyle daha kararh ve yakinsak coziimler elde
etmiglerdir. Isik (2013) tarafindan (1.5) i¢in Backward Euler (BE) ile verilen
bir algoritma tanitilmigtir. Yaptigi calismada x ve § artmasi durumunda spin-
up zamanimin azaldigimi ve ¢oziimiin denge durumuna (steady-state) daha hizh

yakinsadigini ispatlamigtir.

Layton ve Takhirov (2015), ¢oziimlemesi yetersiz olan akiglar i¢in duvara adapteli
dogrusal olmayan filtreler kullanarak yeni yontemler bulmuslardir. Jiang, Kaya
ve Layton (2014) istatistiksel tiirbiilans viskozite modelini iizerine galigmalar
yapmuglar ve parametrelestirmiglerdir. Takhirov, Neda ve Waters (2015) bir
zaman rahatlama metodunu vermiglerdir. Bu ¢alismada Stolz, Adams ve Kleiser
tarafindan getirilen ve sonrasinda denklemlerinde gelistirilen zaman ayriklagtirma

modelini genisleten bir yontem kullanmiglardir. NSE ye ~sku*” terimini ekleyerek

%%—U-Vu—yAu—i—Vp—l—mu* = flz,t),z€eQ,0<t<T, (1.7)

ot
Veu = 0, 2€eQ,0<t<T,
u = 0,00, 0<t<T,

denklemini elde etmisler ve burada u* = u — u icin Layton, Pruett ve Rebholz

(2010) tarafindan geligtirilen gecici filtreyi kullanmiglardir. Yaptiklar: analiz



sonucunda verilen metodun kosullu kararlhilik altinda yakinsak oldugunu ispat-
lamiglardir. Jiang, Mohebujjaman, Rebholz ve Trenchea (2015) NSE nin ikinci
mertebe zaman adimi metodlariyla bir diizgiinlestirme modeli i¢in bir calisma

yapmislardir.

Sonlu elemanlar yontemi, en genel anlamda pargadan biitiine gitme prensi
bine dayanmaktadir. Sonlu eleman; iki veya ii¢ boyutlu yapilarin bir parcasidir.
Bu yontemin ilk uygulama alan1 gerilme analizidir. Sonrasinda ise 1s1 analizi,
akigkan analizi, elektrik analizi gibi alanlarda kullanmilmigtir. Courant (1940)
yaptigl bir calismada burulma problemlerini arastirmak i¢in parcali polinom
interpalasyonunu ii¢gensel alt bolgeler (elemanlar) iizerinde kullanmigtir. Courant,
Ritz’in sayisal analiz ve varyasyonlar yonteminde minimum potansiyel enerji
ilkesini kullanarak problemleri formiile etti ve sonlu elemanlar yonteminin ilk
uygulayicilarindan oldu. Courant’tan sonra sonlu elemanlar yéntemleri uzay
miihendisliginde kullanilmaya baglanmigtir. Boeing’in 1950 de ucak kanatlarini
modellemek i¢in tiggen gerilim elemanlar1 kullanmasiyla baglamigtir. Yontemin
ana fikrini olugturan ilk makale 1956 yilinda Turner ve arkadasglar1 tarafin-
dan yaymlanmigtir. 1960’larda arastirmacilar sonlu elemanlar yontemini diger
miihendislik alanlarinda kullanmaya baglamiglardir. Zienkiewicz ve Cheung (1967)
tamamen sonlu elemanlar1 anlatan bir kitap yazmiglardir. Clough diizlem prob-
lemlerinde sonlu elemanlar kullanimi iizerinde ¢alisti. Navier Stokes denklem-
lerinin ilk sonlu elemanlar ¢oziimii Taylor ve Hood tarafindan 1973’de yapilmistir
(Davies, 2011).

Bu c¢aligmada BE metodu kullamilarak Itk (2013) tarafindan ve-
rilen algoritma ile elde edilen ¢oziimlerin kararlhilhigi ve yakinsakligi incelenmistir.
Bu algoritma ile elde edilen ¢oziimlerin kogulsuz kararl oldugu, yakinsak ve mer-

tebenin O(k0 + At) oldugu ispatlanmigtir.
Bu tez calismasi agagidaki siraya uygun olarak yazilmigtir.

Ikinci boliimde, adi diferansiyel denklemler, Cauchy problemi, diferansiyel denk
lemlerde kararhilik tanimi, diferansiyel denklemlerde well posed ve ill posed du-
rumlart verilmistir. Adi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in agik

ve kapali metotlar ve bu metotlarin baz 6zellikleri verilmistir.

Ugtincii boliimde, kismi diferansiyel denklemler (KDD) ve KDD nin niimerik
¢oziimleri icin temel tanimlar, eliptik denklemler, Hilbert uzayi, Sobolev
uzaylar1 hakkinda genel bilgiler, gerekli tanim, teorem ve lemmalar

verilmigtir. L>®°(Q) ve LP(Q) wuzaylary, zamana bagh NSE, NSE nin zayif



ve giiglii formiilasyonlar1 verilmigtir. Sonlu elemanlar yontemi (FEM), X} ve
X? uzaylarn hakkinda genel bilgiler verilmistir. Kararlilk ve hata analizleri
icin Cauchy-Schwarz esitsizligi, Holder esitsizligi, Poincare esitsizligi, Poincare-
Friedrichs esitsizligi, Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi kogulu (LBB"), Trace esit-
sizligi, Ladyzhenskaya esitsizlikleri, Young esitsizligi, Gronwall lemma, ayrik
Gronwall lemma (1. versiyon), ayrik Gronwall lemma (2. versiyon), bilineer

form ve giiclii ¢oziim tanimi verilmigtir.

Dérdiincii boliimde, NSE ye k(u—u) terimi eklenerek Layton (2010) tarafindan
verilen NSE-TRM verilmistir. NSETRM nin Isik (2013) tarafindan verilen za-
man adiminda BE metodu kullanilarak olugturulmus Algoritma 4.1.1 verilmistir.
Bu algoritma ile elde edilen ¢oziimlerin kosulsuz kararl oldugu, yakinsak ve mer-

tebenin O(k0 + At) oldugu ispatlanmigtir.

Besinci boliimde, Algoritma 4.1.1 farkli 6rneklere uygulanmis ve sonuglar cizel-
gelerde gosterilmigtir. Test sonuclarinda, metodun mertebesi, teoriden bek-
ledigimiz gibi O(kd + At) olmustur. Bununla birlikte ¢ziimiin yakinsak oldugu
bir 6rnek igin Algoritma 4.1.1 uygulanmig ve x artarken daha tutarh ¢oziimler
elde edilmigtir. Ayrica Algoritma 4.1.1 ile elde edilen ¢oziimlerin £ > 1 igin

yakinsak oldugu gozlemlenmistir.

Son boliimde de bulunan sonuclar 6zetlenmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

2.1 Adi Diferansiyel Denklemler

Bilinmeyen fonksiyon tek bir degiskene bagimli ise, diferansiyel denkleme adi
diferansiyel denklem denir (Caglayan, Celebi, 2002).

2.1.1 Cauchy problemi

Cauchy problemi verilen uygun baslangi¢c kosullarinda bir diferansiyel denklemin
¢oziimiiniin bulunmasi problemidir. to€lCR birinci mertebeden adi diferansiyel

denklem i¢in Cauchy problemi,

yY =ft,y)tel
Yo =Y(to) (2.8)

denklemini saglayan yeC'(I) fonksiyonu bulmaktir. Burada f(t,y) fonksiyonu,
S=Ix(-0, o) tlizerinde taniml her iki degiskene gore siirekli gercel degerli bir

fonksiyondur. Eger f fonksiyonu t ye gore siirekliyse (2.8) 'nin ¢oziimii

y(®) —y(to) = [ f(ry(D)dt  (2.9)

integral denklemi (2.9) denklemini saglar.

Tersine; y fonksiyonu (2.9) ile tamimhi ise I da siireklidir ve y(to)=yo dir. y
fonksiyonu f(-, y(-)) nin ilkeli oldugundan yeCi(l) ve y® =ft, y) saglanir
(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).



2.1.2. Diferansiyel denklemlerde kararlilik

Tanim 2.1.1. (Liapunov Anlaminda Kararhlik) 6, € R, I sinirh araligi

iizerinde siirekli (2.8) den pertiirbasyon ile elde edilmis,

2'(t) = f(t, 2(t))+6(t), tel
z(to) = Yo + do

problemini ele alahm. Eger |§y] < €, [6(t)] < € ve Vt € [ sartin saglayan
V(do, 0(t)) pertiirbasyonu ve 3C'° > 0 igin |2(t) — y(t)| < Ce sart1 saglanirsa
(2.8) Cauchy problemi Liapunov anlaminda kararhidir. Burada C genellikle ¢,
yo ve f ye bagh olup e bagh degildir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Ornek 2.1.2. Tam ¢oziimii y(z) = 1 olan [0, 5] de

diferansiyel denklemini ele alalim.

2(x) = —z(x) + 1,0 <z < bolup z(z) =1+ e~ ¢ozlimiine sahiptir.

y(x) — z(x) = —ee™™ ve |y(z) — z(z)| = |—ee*| < € olur ve denklem Liapunov

anlaminda kararhdir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Tanim 2.1.3. (Asimptotik Kararlilhik) Eger I smurh arahgmda (2.8)

problemi Liapunov anlaminda kararl ve

t — oo iken |z(t) — y(t)| — 0 ise

denklem asimptotik kararlidir denir. (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Ornek 2.1.4. Tam coziimii y(r) = 1 olan ve y'(z) = —y(z) + 1 ve
0 <z < b, y(0) = 1 diferansiyel denklemi Liapunov anlaminda kararhidir.

Asimptotik kararliligini inceleyelim.

t — oo iken |1—|—66_t — 1| = ‘se_t} — 0

olur, o halde problem asimptotik kararlidir.



2.1.3. Diferansiyel denklemlerde iyi konulmus (well-posed) ve kotii

konulmus (ill posed) problemler.

(2.8) problemi i¢in agagidaki ifadeler saglanirsa iyi konulmus (well posed) denir.
1)(2.8) tek ¢oziime sahiptir

i1) Ve > 0 igin Jk(e) sabiti vardir dyle ki

leo] < e ve |0(t)| <e, [a,b] olmak iizere (2.10)

2'=f(t,z) +0(t),a <t <b, z(a) =a+¢eg (2.11)

problemi tek ¢oziime sahiptir ve |z(t) — y(t)| < €k(e) olur (Quarteroni, Sacco,
Saleri, 2000).

Cauchy probleminin kararli olmasi durumu onun iyi konulmus (well posed)
olmasina egdegerdir. Eger kararli degilse kotii konulmug (ill-posed) olmasima
esdegerdir (Atkinson, 1988).

Tanim 2.1.5. (Lipschitz Sart1) D = {(z,y) | a < 2 < b, -00 < y < o0}

olmak tizere f : D — R siirekli fonksiyon olsun. Eger

1/ (2, 51) = f (@, y2)ll < Lllyr — vl

olacak gekilde L > 0 varsa f Lipschitz sartim saglar (Quarteroni, Sacco, Saleri,
2000).

Teorem 2.1.6. D = {(z,y) | a <z < b, —00 < y < oo} olsun. Eger f
fonksiyonu D de y degiskenine gore siirekli ve Lipschitz sartim1 sagliyor ise

baslangi¢ deger probleminin iyi konulmustur (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).



2.1.4. Varlik ve teklik teoremi

D ={(z,y) | |z — xo| < a,|y —yo| < b } konveks bolgesi iizerinde (2.8) Cauchy
problemini ele alalim. Eger f(t,v), D bolgesi tizerinde siirekli ise ve bu bolgede
Lipschitz sartini sagliyorsa bu taktirde (o, yo) noktasini igine alan bir alt bslgede

(2.8) Cauchy probleminin ¢oziimii vardir ve tektir. Bu bolge

b
< M,h = mi —
Dnax [f(C7)| < M, h = min(a, 37)
olmak iizere Dy = {(z,y) | |z — xo| < h, |y —yo| < b } dir (Brock, Malliaris,
1989; Carroll, 2002).

2.2. Adi Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziimleri (Zaman Adimlh
Metotlar)

2.2.1. Zaman adimli metotlar

y = f(t,y),t > to, y(to) = Yo (2.12)

Cauchy problemini ele alalm. Burada f : [tg,00) x R? — R? bir fonksiyon,
yo € RY bir vektor, ¢t bagimsiz degisken, y(t) bagimli degiskendir (Quarteroni,
Sacco, Saleri, 2000).

Euler metot (2.12) diferansiyel denklemi incelenirse, y nin ¢, noktasimdaki
degerini ve y fonksiyonunun egimini bilmekteyiz. y nin herhangi bir degerini
hesaplamak icin temel yaklagim olan bir interpolasyon kullamilabilir. Interpo-
lasyon; elde var olan bilinen noktalardan yola ¢ikarak bu noktalar arasinda farkh
bir yerde ve degeri bilinmeyen bir noktadaki olasi degeri tahmin etmeye yarayan
yontemlerin tiimiine verilen isimdir. Yani; y € [to, to + h| olmak iizere y(t)
degerini f(t, y(t)) ~ f(to, y(to)) yaparak ve (2.12) denkleminin iki tarafinin

integralini alarak;
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y(®) —y(to) = [ f(r,y(D)dr

y() = y(to) + (t —to)f(toy(to))  (2.13)

elde edilir. Verilen h>0 ve to, to,t; =to+ h,t; =t;+h, ...ty =t, +h = to+
nhdizisinde h biyiikliiglindeki adimlarla ilerleyerek, y(t,) ifadesinin yaklasik
degerini n=0,1,2,... i¢in y, ile gdsterelim. Bdylece t=t,, i¢in (2.13) esitligi; y(to)=yo,
y(t1)=y: ise asagidaki gibi elde edilecektir

y(t1)=y(to)+hf(to,y(to)).

Benzer islemler yi, y2,..., ¥, i¢in yapilirsa

Vo1 = Yo+ Af(t,yn),n=10,12,..  (2.14)

Euler (forward-Euler) metot olarak adlandirilan plan elde edilir (Quarteroni, Sacco,
Saleri, 2000).

2.2.2 Acik metot

Bir bilinmeyenin birden fazla bilinenle ¢6ziildiigii metotlardir. Bulunan zaman
degerlerinden faydalanarak bir sonraki zaman degeri hesaplanir. Boylelikle istenilen
zamana ulasincaya kadar bu islem tekrarlanir. Yani y,, 4 terimi herbir adimda k<n
icin yj terimleri ile dogrudan hesaplanabiliyorsa bu metoda agik metot denir

(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

2.2.3 Kapal metot

Birden fazla bilinmeyenin bir ya da daha fazla bilinenle ¢6ziildiigli metotlardir. Yani
Yn+1 terimi herbir adimda k<n i¢in y; terimleri ile dogrudan hesaplanamiyorsa

kapali metot denir ( Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).
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Tanmim 2.2.1. Cauchy probleminin ¢éziimii i¢in verilen bir niimerik metod Vn >
0 i¢in y,,41 ifadesi sadece y,, e bagh ise tek adiml bir metod olarak adlandirilir
(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

2.2.4. Acgik ve kapali metotlarin avantajlar1 ve dezavantajlar:

Kapali metotlar hesaplama bakimindan agik metotlara gére daha zahmetli ve
zaman isteyen yontemdir. Acik yontemle kiyaslandiginda bu kotii bir ozellik
gibi goriinse de kapali yontemlerin tutarhilik 6zellikleri, kapali yontemleri tercih
sebebi yapmaktadir (Strang, 2007). Agik metodun kararlihig: i¢in zaman adim
boyutunun ¢ok kiigiik olmas1 gerekir, ancak bazi kapali metotlar kogulsuz karar-
hidir ve kararlilik i¢in zaman adimina kisitlama getirmeye gerek duyar. Kapal
metotlarda, dezavantaj ise her bir zaman adiminda daha karmagik bir cebirsel
sistemin c¢oziilmesi gerekebilir. Agik metodun avantaji, basit ve hizh ¢oziim ver-
mesidir, dezavantaji ise yanlizca ¢ok kiigiik zaman adimlar icin kararl ¢oziimler
iiretir ve kararlilik genelde bir kogula baghdir (Butcher, 2008).

Tamim 2.2.2. (Sifir (Zero) Kararhlik) (2.8) Cauchy problemi igin (2.14) tek
adiml metodu, eger 3hg > 0, IC > 0 ve Vh € (0, hgl, 0 < n < Ny, icin 2", ul

n

sirasiyla

Zerl = Z’Z + h [@(tn, ZZ? f(tTh ZZ)? h) + 6n+1] y 20 = Yo + 50
U’?Hrl = UZ +h |:¢<tn7 ufw (tn’uh)’ h)} y Yo = Uo

denkleminin ¢ziimleri olmak iizere
|0k| < e, OSkSNh:>|zZ—uZ| < (Ce

sart1 saglanirsa Cauchy problemi sifir kararhdir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Zaman adimli metotlar i¢cin mutlak kararlilik tanimi asagidaki test problemi i¢in

olacaktir.

Test Problemi:

y(t) = My(t),t>0
y(0) = 1, A€ C, y(t) = e tam ¢oziimii (2.15)

12



Tanim 2.2.3. (Mutlak (Absolute) Kararlilik) ¢, — oo igin y, sk

kaliyorsa niimerik metot mutlak kararli denir.

tp, — o0 i¢in |y,| — 0

ise mutlak (absolute) kararhdir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Problemin mutlak kararli oldugu bolgeye mutlak kararhilik bolgesi denir

A={z=h\eC|t, — oo igin |y,| — 0}

(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Tamim 2.2.4. Herhangi bir tek adiml acik

Yn+1 = Vn 4 hq)(tnv yn7fn7h)70 S n S Nh -1

metot i¢in y,, = y(t,) yerine yazlarak

Yn+1 = Yn + hq)(tnayna fn7 h) + €n+170 <n< Nh —1

olmak iizere

En+1 = h7n+1(h)

ifadedeki 7,,11(h), t,+1 deki yerel kesme hatasi (LTE) olarak adlandirihir. Global

kesme hatasi da

Tn(h) = max |7,41(h)]
0<n<Nj,—1

olarak tanmimmlamr (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).
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Tanmim 2.2.5. Verilen herhangi bir

Yns1 = P(tn, hyyn),0 <n < N — 1

zaman adimli metot icin

Y(tns1) — O(tn h, y(tn)) = CRPPLO<t < N, — 1

ise metodun mertebesi p dir denir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Tanim 2.2.6. (Yakmsaklik) Niimerik metod yakisaktir eger
N — o0 = |lu—uy| — 0.
Bagka bir ifadeyle u(g) — un(gn) ancak ve ancak

(Ve > 0)(Ny = No(e) > 0)(36 = 5(Np, ¢))
(YN > No)(Van)(llg — gnll <6 = |lulg) — un(gn)ll <€)

Niimerik bir metodun yakinsak oldugunu dogrudan gostermek kolay olmayabilir.
Bunun yerine, metodun tutarhlik (consistency) ve kararlilik (stabilite) ozellik-

lerinin saglandigi, yakinsaklik yerine gosterilebilir (Quarteroni, 2009).

Tanim 2.2.7. (Tutarhilik) Eger (2.8) Cauchy problemi i¢in
lim7(h) =0

h—0

oluyorsa niimerik metot tutarlidir denir (Quarteroni, 2009).

Tutarly + Kararly = Yakinsak
Teorem 2.2.8. (2.14) ile verilen Euler metot yakinsaktir.

Kanat: Teoremi f nin analitik olmasi durumunda ispatlayalim. Verilen herhangi
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bir A > 0 i¢in hatay1

Cn+1 = Yn+1 — Up+1

ile gosterelim. Taylor agilimi ile

Y(tni1) = yltn+h) (2.16)

2

= yltn) +hy'(tn) + 5y () + .

= y(tn) +hf(tn, yn) + O(hQ)

elde edilir. y siirekli diferansiyellenebilir oldugundan O(h?) terimi herhangi bir

normda ve Vh > 0 igin diizgiin olarak siirlandirilabilir

(2.16) ifadesinden (2.14) ifadesi ¢ikarilirsa;

ent1 = en + A [f(tn, Y(tn) + €n) = f(tn, y(ta))] + O(h?)

elde edilir.Taraf tarafa norm alinarak, iiggen esitsizligi ve Lipschitz sarti kul-

lanilarak M = i ly"(€)| olmak iizere agagidaki ifade elde edilir.
€

lenta| < |6n|+hL|€n|+Mh2
< (14 hL)|e,| + Mh?* ¥n >0
veya

M
ensal < ZR((1+RL)" 1),

hL > 0 oldugundan (1 + hL) < e ve (1 4+ hL)"*! < (DRl elde edilir.

Boy'leC(eh_)10171Vr111 0 lent1] =0 olacaktir. O

Backward Euler (BE) metot Euler metotta / f(t,y)dt integralinin f nin

t, yerine t,.1 de interpolasyon polinomu alinarak niimerik olarak hesaplanirsa,

Yn+1 :yn+hf<tn+layn+l)a TLIO, 1727-"

metodu elde edilir. Kapali olan bu metot BE metot olarak adlandirilir.
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Backward-Euler metotun mertebesi 1 dir. Gergekten,

Y(tns1) = y(ta) = O(h*) = O(W"*),p =1

(Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Ornek 2.2.9. BE metodun mutlak kararlihk bslgesini bulalim

YTL+1 - Yn = h/\ Yn+17 yO = ]-
B 1 B 1
YTL-i-l - (1 . hA)nJ’_l YO7 YTL - (1 . h)\)n YO

(2.17)
olacaktir. Burada

|vul = |1 =R\ = 0& |(1—hA)| > 1

elde edilir. Bu da merkezi (1,0) da olan birim gemberin diginda kalan bolge olup
Sekil 1 de verilmigtir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Ornek 2.2.10. Forward-Euler metodun mutlak kararlihk bolgesini bulahm

Vi1 = (L+ RNy, = (14 hA)"T!

olacaktir.

Iy, =|1+RhN)" - 0<& [(1+hN)] <1

ile saglanir. Bu da

C™ ={z € C| Re(z) < 0} olmak {izere

—2Re A

PAEC, 0<h<——7—
Al

(2.18)
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icin gegerli olup bolge Sekil 1 de verilmigtir (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

< Hackwar: kuler
15
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Sekil 1: FE nin mutlak kararlilik
bolgesi BE nin mutlak kararlilik bolgesi

2.2.5. Trapezoid kurali (Crank-Nicolson metot)

Cauchy probleminin (2.9) de verilen integral denklem formunda, / f(t,y)dt in-

tegraline f nint, vet,,; in orta noktasindaki interpolasyon polinomu yazilarak
integral alinirsa trapezoid kurali elde edilir.

N 1

y(tn) + _(t - tn)[f(tm y<tn)) + f(tn+17 y<tn+1)>] (2'19>

y(t) 5

(2.19) ile verilen metodun mertebesini bulmak igin gergek ¢oziimii (2.19) de

yazarak, y(t,+1) 1t, civarinda Taylor serisine acalim. Bu durumda,

Y(tasr) — y(tn) — HLF (b y(t)) + Fburn, y(tasn))]

2
= k) () + )+ ) + 00 - ot
(1) (0 + R (1) )+ ) + O]
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Yani trapezoid metodunun mertebesi 2 olarak elde edilir (Quarteroni, Sacco,
Saleri, 2000).

2.2.6. 60— metot

1

FE metot, trapezoid metot ve BE metodu sirasiile § = 1, 6 =

ve § = 0 igin

veren

Yn+1 = Un + h[ef(tm yn) + (1 - e)f(thrl: ynJrl)]a n = 07 17 27 e (220)

denklemini ele alahm. (2.20) denklemini kullanarak V6 € [0, 1] i¢in bir zaman

adiml metot elde ederiz. Bu metot 6— metot olarak isimlendirilir.

Y(tnr1) = y(tn) +h0f(tn, y(tn)) + (1 = 0) f(tni1, y(tni1))]

Wit + by () + i (6) + Sy ) OB @21
= Y0+ B ()] + AL D) (1) + by () + (0,

— B2 (9 _ %) y'(t,) + %3 <6 — ;) y"(tn) + O(h")

elde edilir. #— metodun sadece 6 = % i¢in mertebisi 2 dir. Diger 6 degerleri igin

mertebe 1 olur (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

2.2.7. Implicit midpoint kural

Trapezoid metoda benzer bir sekilde eger ortalamay1 ¢ yerine [ nin iginde

yaparsak

E UYn + Yn+1 )]

n = Yn h ty )
Y1 = Yo+ AL (B + 5 i

implicit midpoint kurah elde ederiz (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).
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2.2.8. Heun metot

Trapezoid kuralinda f(t,41,Yns1) yerine f(tni1,yn + hf(tn,yn)) alinarak elde

edilen metotdur (Quarteroni, Sacco, Saleri, 2000).

Ynt+1 = Yn + %h[f(tna yn) + f(tn+1> Yn + h,f(tn, yn))]
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Kismi Diferansiyel Denklemler

Kismi diferansiyel denklem (KDD), ¢ok degiskenli bilinmeyen fonksiyonun bir
veya daha cok kismi tiirevlerini igeren denklemdir. u bagimsiz degiskenli bir
fonksiyon; 6rnegin u=u(x, y, z, t) olsun. u nun x e gore kismi tiirevi,

du . ux+hyzt)—uxyzt
— = lim
0x h-0 h

(3.21)

b -, - ou ou d%u ; <
limiti ile tanimlanir ve u, = oWy = 5y Y = g dir. Eger u nun m. mertebeye

kadar kismi tiirevleri Q bolgesinde siirekli ise u fonksiyonu C™ (Q) sinifindadir. u

bagimsiz degiskenli bir fonksiyonu igeren en genel kismi diferansiyel denklem:
F(x,y,2,t; U, Uy, Uy, Uy, Up, Uyy, ..) = 0 (3.22)

ile gosterilebilir. Kismi diferansiyel denklemler mertebe, lineerlik, homojenlik
gibi Ozelliklerine gore siniflandirilir.

(3.22) denkleminde mertebe, denklemde bulunan en yiiksek mertebeli turevin
mertebesidir (Duchateau, Zachmann, 1988). Bir kismi diferansiyel denklemde
bagimli degisken ve onun kismi tiirevleri birinci dereceden, denklemde carpim
halinde olmuyorsa, bu denkleme lineer kismi1 diferansiyel denklem denir. Eger (3.22)
denklemi u 'dan bagimsiz hi¢ bir terim igermiyorsa kismi diferansiyel denklem
homojendir denir (Quarteroni, 2009).

En yiiksek mertebeden tiireve gore lineer olan kismi tiirevli diferansiyel denkleme
quasilineer diferansiyel denklem denir. ikinci mertebeden iki bagimsiz degiskenli

quasilineer denklem

AUy + 2bUyy + CUyy, = F(x, v, ux,uy) (3.23)
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seklinde yazilabilir. Burada z,y bagimsiz degisken ve u bagimli degiskendir.

Eger,

ac—b* > 0ise (3.24) denklemi eliptiktir.
ac—b* = 0ise (3.24) denklemi paraboliktir.
ac—b* < 0ise (3.24) denklemi hiperboliktir.

(Quarteroni, 2009).

3.2. Eliptik Denklemler

3.2.1. Poisson denklemi

Q C R?, f = f(z) fonksiyon ve A iki boyutta Laplace operatorii

olmak tizere Poisson denklemi agagidaki sekilde ifade edilir.

v 0*u
—Au = — (a_l’% +8_J}%> = f,(:l?l,l'Q) cQ

(3.25)

(3.25) eliptik, lineer ve ikinci mertebe homojen olmayan bir denklemdir. Eger

f =0 ise (3.25) denklemine Laplace denklemi denir. Simir kogullar ii¢ sekilde

verilir:

Sinir sart1 u cinsinden veriliyorsa buna Dirichlet sinir kogulu denir.

u =g, (x1,x2) € 0N

Eger g = 0 ise homojendir.
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Eger kosul u nun gradiyenti geklinde verilirse

0
Vu.n= % = h, (x1,25) € 0 (3.27)
. . ) du
Neumann sinir kogulu denir. Burada n, 02 ’da dig birim normal vektor ve n
n
normal tiirevdir. Eger A = 0 ise homojendir.
Karigik Sinir Kogullar,
00 = T'pUTDN,I'pNTy =0 olmak iizere (3.28)
{ u=g,(z1,72) €'p }
ou
a—n = h, (331,(132) el'y

ile verilir. Eger g=0ve f € C (52) ise (3.26), (3.27) denklemi regiiler (diizgiin)

bir ¢oziime sahip olmayabilir (Quarteroni, 2009).

3.3. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Co6ziimleri

Siir kogullarinin keyfi fonksiyonlara bagl olmasi KDD lerin analitik olarak
¢oziimlerinin nadir olarak elde edilmesi ile sonuglanir. Boylelikle verilen bir kismi
diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin hesaplama eksikliklerinden dolayi, ¢oziim-
ler ile ilgili cahismalar ¢oziimlerin varligi, regiiler olup olmadiklar: ve tekliginin
aragtirilmasi ile sinirh kalmigtir. Bundan dolayr v tam ¢oziimiiniin bir uy yak-
lagik ¢oziimiinii, u—u hatasinin uygun bir normda hesaplanmasina olanak vere-
cek sekilde niimerik metodlarin bulunmasi biiyiik énem tagimaktadir. N > 1

(pozitif tamsay1) sayisi yaklagim probleminin boyutunu gostersin.

P(u, g) =0 KDD nin tam ¢oziimii
| (ntimerik metotlar)

Py (uy, gn) = 0 KDD nin yaklagik ¢oziimii

olarak verilebilir. Burada gy, ¢g veri kiimesinin dayandig1 bir yaklagimi, Py yak-
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lagik problemi karakterize eden yeni fonksiyonel bir baginti olsun. Tam ¢oziim
u = u(g) ve yaklagik ¢oziim de uy = uy(gy) ile gosterilmigtir (Quarteroni,

2009).

3.4. Hilbert Uzay1 L?(Q) ve H'(Q)

Tamim 3.4.1. (L?(Q) fonksiyonlar1) Q C R? agik ve siirh bir bolge olmak

tizere L%(Q), tiim Lebesgue 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesidir.

XQ)={p:Q—R: J]p|2dx<oo}

L*(Q) iizerinde norm;

1
2

Il = v/ (p. p) = {lel%}
L?(9) tizerinde i¢ garpim;

(p,q) = gp(ﬂﬁ)q(:):)dx, q:2—-R

olarak tanimlanir (Layton, 2008).

Bu galismada, aksi belirtilmedikge (s, ») ve ||| ile sirasiyla L?(Q2) da tammb ig

carpim ve norm kastedilecektir.

L2(2)4 uzay1 L?(2) dan hareketle;

L2Q) = {v=(vy, ..., 00) : Q= RL v, € L2(Q), j=1,..., d}

ve L?(Q)? da norm

1

2 2 213

[l = 1Vl pog@ye = [lonl™ + lloall* + - . + [lval ] ®
ile tanimlanir (Layton, 2008).
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Ornek 3.4.2. v = (tanz,cot z, 2, 2%, 1) — R ve Q = (0, 7) olmak tizere

1
2 2 2 2 202
ol aqpe = |lIban @] + lleot | + o> + 221" + 1)1

s 2 s 2 s 2\ 2
4 4 4
[tan®(z)dx | + | [cot?*(x)dx | + | [a?dx

0 0 0

= 2 - 2
1

atde | + | [1%dx
0

+

O — 3

N[

w| &,
~
[\&]
+
7 N
o 7,
~
[\&]
+
O
(3]
o—3

= | (tan(z) — x)? + (— cot(z) — z)* + (—

(e ) ) )

372 70 710
— (o2
( LSTIRNGT P (5120)2)

N

Ornek 3.4.3.

p(z),q(z) : (0,F) — R
p(xz) = tan(z), q(z) = cot(x)

olmak {izere

(p, )12 = Ztan(az) cot(z)dx | =z I: %
Ipll 2 = Ztan2(fc)dfc = z(tan2(a¢) +1—1)ds
= 4| (tan(z) — z) I =/1-7)

Tanim 3.4.4. (Tensoér) 0 da bir d-tensor, L2(Q)™4 = {V = (V;;) : 4, j
1,...,d, Vi € L*(Q)} ile tammlamr. V bir tensor olmak iizere (||[V| < oo) V'

iizerinde norm ve i¢ ¢arpim sirasiyla
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N

VIl =

I

d
vl

i, j=1

d
> Sij(@)Tij(x)dx, S, T € LA(Q)™

i, j=1

(51)=J

ile tanmimlanir (Layton, 2008).

Tanim 3.4.5. Hiz ve basing uzaylar1 (X, (Q)) olmak iizere

X={u:Q—RY ueL*Q), Vue L*Q) ve u=0 09 'da
Q={q:Q—R, ge L*(Q) ve [qdz =0}
0

ile tamimlanir. u € C'(Q), OQ tizerinde sifir olan bir fonksiyon olsun. X iizerinde

tanimli norm ve i¢ ¢arpim sirayla

lvllx = v/ (v,v)x
(u,v)x = (u,v) + (Vu, Vo) = [(uv+ Vu.Vv)dz
7
ile tamimlanir (Layton, 2008).

Ornek 3.4.6.

u,v: (1,2) — R?

u=(z,1+2%),v=(232%-1)

olmak tizere
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(w,v)x = f((x, 1+x%) - (x%,x% = 1) + (1,2x) - (3x2,2x) )dx

= f(2x4 — 1+ 7x?)dx

2x° 7%

=5 Txth
64 56 2 7 416
=?—2+T(§‘ +§) 15

lvilx = \/J.((sz, 2x) - (3x%,2x) + (3, x* — 1) - (o, x* — 1))dx

= \/]((1095‘ + 2x% 4+ x° + 1)dx)

¢ 2x° x7 5
= (2x +T+7+X|1

_ 64+16+128 (3+2+1) _ [1760
B 3 7 3 7)) | 21

Tanmmm 3.4.7. o=(0u,02,...,0,,) negatif olmayan tamsayilar, Qc R"™ olmak Uzere

f:Q—R fonksiyonu verilsin. D*f fonksiyonu

014f(x)

0%1% 0X,%. .. 0Xp, ™

DEf(x) =

olarak tanmimlanir. Burada |oj=outoz+t...+a,, dir. Bu gosterim multi-index notasyonu
olarak adlandirilir (Quarteroni, 2009).

Tamim 3.4.8. (Distribution Anlaminda Zayif Tirev) QcR" ve TeDM(Q):

D(Q)—R olsun. T nin distribution anlaminda zay1f tiirevi a—;,
i

<6T >= <Ta(p>\7’ eD(0),i=1
aXi’(P - ’aXi ) (p ()11_ ) ln

ile tanimlanir. Benzer bigimde, a=(ou, 0z,:-,a,) ¢oKlu indeks gosterimi ile
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DT

< DT, ¢ >= (—1)l*l < T, D% >, ¥ € D(Q)

ile verilir (Quarteroni, 2009).

a € Q keyfi nokta olsun. « noktasi ile iligkili Dirac delta fonksiyonu asagidaki
sekilde taniml bir §, distributiondir.

(0a, @) = d(a), V¢ € D(Q). (3.29)

Ornek 3.4.9. Q =R ve #q,)(7) karakteristik fonksiyon olarak tanimlayalim

)1z €ab]
) () —{ 0. d (3.30)
fule) = 5% 11

() oldugunu diigiinelim. Dirac deltanin oldugunu dogrula-
]

[
n

maya ¢aligalim.

Ty, 6) = / 6(2) folx)de

R

\3“_;
<
—~
=
QU
S

. e XYY

SRS

1
¢ nin ilkeli ® dir. h = — olarak alirsak
n

7, o 1200 = 2]

.32
o (3.32)
n — o0, h — 0 oldugunda tiirevin tanimindan
®(h) — P(—h /
() 5 (=h) — ®(0) (3.33)
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' = ¢ oldugundan

(T},,9) — ¢(0) = (do, 9) (3.34)

¢ distributiondir (Quarteroni, 2009).

3.5. Sobolev Uzaylar1

k € ZT ve Q C R™ agik kiime olsun. €2 ’da k mertebeli H*(2) Sobolev uzay1
H*(Q) = {f € L*(Q) : Va ve |a| <k i¢in D*f € L*(Q)}

olarak tammmlamir. Sobolev uzaymin tammindan Yk > 0 igin H*"1(Q) C H*(Q)
olur. L? uzayr H°() ifadesi ile de gosterilir (Quarteroni, 2009).

H*(Q2) Sobolev uzaylar1 agagidaki i¢ ¢arpim ile bir Hilbert uzayidir.

<fg>=Y / (D° £)(D° g)dS2

|| <K Q

H*(Q) tizerinde norm ve yari norm sirasi ile agagidaki gibi tanimlanir (Quar-
teroni, 2009):

[l = V<[ f>r= Z/(Do‘f)QdQ

|| <K [¢)

| flimy = V< F fr= Z/D"‘ f)2dQ

Ornek 3.5.1.

f:00,1] = R
flx)=2%+1
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olmak {izere

1 1
1) = \/f(:c4 + 222 + 1)dx + [4a?dx
0

6x 1
= ——I——+:E|
0
-1—3 \/1
5
Ornek 3.5.2.
f:[-33—R

f(l‘) — 631’-‘1-5

olmak {izere

||f||H1 \/f €6z 10y 4 f966w+10dx

f 10e62+10
\/ -3

3
— 1O€6$+10 |

6

\/Ee%; _ —6 8

3.6. L>(Q) ve L?(Q2) Uzaylar1 (1< p < o)

L%(Q) uzay1 asagidaki sekilde genigletilebilir: 1 < p < oo igin olgiilebilir

fonksiyonlarin denklik simiflarinin uzayim asagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

P ={v:Q—-R: /‘U|de<OO},
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olup L7(£) iizerinde norm

P

ol oy = / o] d
Q

ile tammlanir. L}, .(Q) uzay1 da

L,.(Q)={f:Q— R, YK C Q kompakt kiimesi i¢cin f\K € L'(K)}.

ile tanimlanir. p = oo oldugu durumda L>(2) fonksiyonlar uzay: iizerinde norm

asagidaki sekilde tanimlanir:

[0y = mf{QdaCeR:|v(z)] <C}
= sup{Q da |v(x)|}.

1 <p<ooigin |- Lo(n Dormu ile L7 (Q) uzaylar1 Banach uzayidir.
Holder esitsizligi, 1 < p < oo,v € LP(Q) ve w € LP(Q) ve § + - = 1 igin
vw € L) ve

/|v(ffc)w(x)|dQ < vl ooy 1wl o 0
Q

ile verilir. Her lineer ve siirekli ¢ : LP(Q2) — R formu L? () uzaymn bir eleman
ile eglenebilir. Yani teklikle bir g € L? () vardir 6yleki Vf € LP(Q) igin

o(f) = / F(2)g()d
Q

dir. p = 2,p = 2 igin Holder esitsizligi Cauchy-Schwarz esitsizligi olarak bilinir

ve
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Wiz < VI lIwlliz ), Vv, w € L2(Q)

formunu alir. Ayrica,

IvwilLzay < IVILs) 1wl YV, W € L2(Q)

esitsizligi saglanir. Eger QCR"bir bolge ise 1<p<q<oo

LP(Q) c Li(Q) c LY(Q) c L}, .(Q)
saglanir. Eger Q smirsiz ise Vp=>1 igin
LP(Q) € Lioc()

ifadesi daima saglanir (Quarteroni, 2009).

3.7 Zamana Bagh Navier Stokes Denklemleri

QcRY, de{2, 3} agcik, baglantili ve bostan farkli bir kiime f(x,t) dis kuvvet, u(x,t)

akigkan hiz1 ve p(x,t) basing fonksiyonlari sirastyla

wQx[0,T]-» RY, p:Qx][0,T] > R,feL*Q)

olmak tizere Navier-Stokes denklemleri (NSE),

u,+u-Vu-vAu+Vp =f, xe Q, 0<t <T, (3.35)
V-u=0,xeQ, 0<t<T,
u =0, 0Q Uzerinde 0<t <T,

u(x,0) =uo(x), X€ Q
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ile verilir ve genellikle kullamlan normalizasyon sart1 [, p(z,t)de = 0,0 <t < T
olarak alimir (Layton, 2008).

Navier Stokes Denklemlerini matematiksel olarak anlayabilmek igin zayif form
notasyonu ¢nemlidir. Zayif form kavrami Leray (1934) tarafindan verilmigtir.
(u,p) zamana bagli NSE nin diizgiin ¢oziimleri olmak iizere momentum

denklemini u ile carpip €2 bolgesinde integre edersek;

t t

3 I+ [ol|9u)|dt = luol + [ (5(0). ute)ar

0 0

elde edilir. Bu esitlik enerji esitligi olarak adlandirilir. Enerji esitliginin fiziksel

yorumu agagidaki gibidir:

Kinetik enerji(t) + [0, ] tizerindeki toplam enerji=Ilk Kinetik enerji (Layt
ayton,
+Toplam gii¢ girisi y

2008).

3.8. Navier Stokes Denklemlerinin Zayif Formiilasyonu

(3.35) sisteminin zayif formiilasyonu i¢in (3.35) sistemindeki ilk denklemi v € V

test fonksiyonu ile carpip €2 bolgesi iizerinde integre edersek;

/ut-’udﬂ—l—/(u-V)u-de—/uAu~de+/Vp-de:/f - vdf)
Q 0 Q 0

Q

olur. Green formiilii kullanilarak

—/uAu-de = /vVu-Vde—/v%md’y
x

Q Q o0
/Vp-de = —/p-div de+/pv-nd7
Q Q Elo)

egitlikleri yukarida ifadede yerine yazilirsa

32



fut-vdﬂ+f (u-V)u-vd[z+f vVu'Vvd.(Z—f p - div vdQ
0 0 0 0

[ e (5
= Y Vz——pn)-vay
0 an \ 0x

elde edilir. (3.35) sisteminin ikinci terimi qeQ ile carpilip Q bdlgesi ilizerinden

integre edilirse;
fq-Vud =0,vqg€Q

elde edilir

]ut-vdﬂ+f (u-V)u-vd!)+j vVu-Vvd!)—j p - div vdQ
0 0 0 0

=L f.val!2+fF

(Quarteroni, 2009).

Y- vdy,Vv eV, f q-Vud2 =0,vqeQ
0

N

Tanmim 3.8.1. (u, p), NSE 'nin giiglii bir ¢6ziimiidiir eger ueL2(0,T;X)NL (0, T;L*(Q2))

ve asagidaki kosullar saglanirsa:

1) u: [0,T]—X tiirevlenebilir, u;: (0,T]—X* integrallenebilir ve p:
(0,T]—Q siirekli,
2) Vt'e(0,T], (u,p)€ (X,Q )igin asagidaki sartlar1 saglanir.

tr tr

f [(ug, v) + (w.Vu,v) + v(A u,v) — (p, V)] dt' = f (f,v)dt'
0 0

WVE L2(0,T:Ho (Q)NL2(0,T:L(Q)) ve

[)'q - vudt’ = 0,Yg€ Lo 2(0,T;L(Q))

3) Up EV ve t—0 iken [lu(t)-uo I—0
4) uelL* (0,T;X) (Layton, 2008).
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Tanim 3.8.2. vy, € H(Q), f € L*Q x (0,7)) olmak iizere
u(z, t) : Q x [0, T] — R? slgiilebilir fonksiyonu NSE ’'nin zayif ¢oziimiidiir

eger;

Du € L*(0,T;V) N L®(0,T; H(Q)) ve

2)u agagidaki denklemi saglar:
y 0
(), or)+ [ = (1 52 ) +o(Tu, 90)+ (- T, ot
0

- / (f. $)dt + (u(0), $(0)),¥¢ € Dy (3.36)

Dr = {o(z, t) € C®(Q x [0,T]) : ¢(z, t) € D(Q), 0 <t < T}

3)Vt € [0, T igin (Leray enerji esitsizligi)

t t

3 IO+ [o[9u)|f = luol + [ (7(0), ute)at

4) lim ||u(t) — uo|| = 0 (Layton, 2008).

t——00

3.9. Sonlu Elemanlar Metodu

Sonlu elemanlar yontemi, birgok miihendislik problemlerine kabul gorebilecek bir
yaklagimla coziim arayan sayisal bir coziim yontemidir. Bu yontemin
matematiksel temeli ¢ok énceden bilinmesine karsin bu yontemlerin etkin kul-
lanilmalar1 ¢ok hizli ve hafizali bilgisayarlarin kullanilmasiyla miimkiin olmus-
tur. Sonlu elemanlar metodu giiniimiizde aktif olarak kullanilarak diger niimerik
metotlardan daha iyi sonuglar sagladigi icin tercih edilmektedir (Gok, Demirci,
2009). "Giiniimiizde degisen malzeme ozellikleri (6rnegin kompozit malzemeler)
karmasik sinir kogullar: ve karmasik geometrileri nedeniyle analitik ¢oziim yon-

temleri ile ¢oziilebilecek problemlerin sayisi azdir. Bu nedenle sayisal ¢oziim
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yontemlerinin kullanilmasi1 kacinilmazdir. Verilen problemin analitik ¢oziimii
miimkiinse bu ¢oziim yolu tercih edilmelidir. Sonlu elemanlar (FEM), smr el-
emanlar1 (BEM), sonlu farklar (FDM) vb. gibi yontemler sayisal ¢oziim yon-
temleridir (Bircan, 2005). Bir problemin sonlu elemanlar metoduyla yaklagik

¢oziimlerinin olugturulmasi icin iglem adimlar1 agagidaki gsekilde verilmistir;

1. Incelenecek olan olay icin kullanilacak bir matematiksel model hazirlanir veya

hazir olarak alinir.

2. Ele alinmis olan matematiksel modele ait bir V uzay: tanmimlanir ve varyasy-

onel formiilasyon kurulur.

3. Elde edilen ¢oziim bolgesi alt bolgelere ayriklagtirilir. Ayriklagtirma, sonlu
eleman ag1(mesh) olarak da adlandirilabilir. C6ziim bolgesinin geometrisine uy-
gun olacak sekilde elemanlar secilir. Coziim i¢in her bir sonlu eleman polinom
olarak kabul edilir.

4. Her bir sonlu eleman igin secilen bu cisimler varyasyonel formiilasyonda yerine
yazilarak, her bir sonlu elemana ait K;; seklinde cebrik denklem takimi olustu-

rulur. Bu denklemlerin uygun sekilde birlegtirilmesiyle lineer denklem sistemi

kp=7f

elde edilir. Burada k katsayilar matrisidir ve stiffnes matrisi ve p bilinmeyenleri

iceren vektordiir
5. Elde edilen denklem sistemine sinir kogullar1 da dahil edilir.

Sonlu elemanlar yontemi, geometrisi karmagik problemlere uygulanabilir. Bolge,
alt bolgelere ayrilabilir ve ¢coziimde degisik sonlu elemanlar kullanilabilir. Gerek-
tiginde baz1 alt bolgelerde daha hassas ¢oziimler yapilabilir. Sonlu elemanlar
yontemi karmagik kisitlamalarin {istesinden gelerek belirsiz yapilar1 kolaylikla
¢oztimleyebilir.

Sonlu elemanlar yonteminin baglica dezavantajlari agagidaki gibi siralanabilir:
Elde edilen sonucun dogrulugu verilerin dogruluguna baghdir. Metot uygu-
lanirken bir bilgisayar programina gereksinim duyulmaktadir. Kabul goren dogru
sonucun olusturulabilmesi i¢in bolgenin ayriklagtirilmasi deneyim ister. Elde

edilen sonuglarin dogrulugunun bilinen matematiksel ve fiziksel gergeklerle test

edilmesi gerekir (Bircan, 2005)."
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3.10. Bir Boyutta Sonlu Elemanlar Metodu

Q) = (a,b) olmak iizere bu alt kisimda, H'(Q) icin h a bagh yaklagimlar olugtu-

racagiz. (a,b) 'nin bir 7, parcalanmig1 agagidaki gibi verilsin:

a = 1‘0<$1<...<$N<$N+1:b
K; = (zj, ;)
hj = Tj — Tj-1

h = maxhj.
J

H'(a,b)’deki elemanlar siirekli olduklarindan, asagidaki pargali polinom uzayimi

tanimlayabiliriz.

X;Z{UhECO(Q>ZUh\KjEPT, VKJ'ET}Z}, r=1, 2,...

Yani X} uzaylari, H'(a,b)’min sonlu nokta diginda diferansiyellenebilir

fonksiyonlardan olusan tiim alt uzaylaridir.

X} uzay igin bir {,;} bazim segelim. Bu bazi, bir baz elemaninin destekleyeni
(support) sadece sonlu sayida diger baz elemanlariyla kesigimleri bog olacak
sekilde se¢mek, stiffness matrisin bir ¢ok elemanini sifir yapacagindan uygun
olacaktir. Ayrica baz elemaninin Lagrangian olmasi, bazdaki bir v, elemaninin
acilimindaki katsayilarin, 6zel secilmis noktalardaki v;,'in degerine esit olacagin-
dan kullamghdir (Quarteroni, 2009).

3.10.1. X} uzayi

X} uzay1 parcal lineer fonksiyonlardan olusur.

Xfll = {Uh & C()[O, 1] : Uh\Kj S Pl}

Tek olarak bir v;, elemanini belirlemek icin gerekli olan v;,’1n degerlerine serbest-
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lik derecesi (degree of freedom) denir ve X} uzay1 igin bu say1, N + 2 olup (0, 1)

in parcalanigindaki kose sayisina esittir. Karakteristik Lagrangian bazi,

{902 GX’%@Z(I]> :51]>Zaj:071a7N+1}

ile verilir. Tanim olarak ise ¢;;

T — Ti—1
—, i1 <o <y,
Ty — Xj—1
Tiy1 — T
(Pz(x) = L, r, <z < Tit1, (337>
Tit1 — T4
0 , d. y.

dir. ¢; 'nin destekleyeni, i # 0, N + 1 igin [x;_1, x;] U [2;, z;41] oldugundan
stiffness matris tridiagonal matristir, j ¢ {i — 1,4,7+ 1} i¢in a;; = 0. (a,b) 'nin

(x;, z541) alt arahiginda (generic arahigi) ¢, ler,

¢ : [0, 1] = [mTiy1 |
xXr

= ¢(&) =z + &(vi1 — 7)

fonksiyonu ile (0, 1) den elde edilir. [0, 1] araliginda @, ve @, fonksiyonlar

@0(5) = 1-¢
@1(5) = ¢

olarak tanimlanirsa, [z;, ;1] 'de ¢; ve ¢, fonksiyonlar:

f(z) = —

Tiy1 — T4

oldugundan
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di(x) = Po(§(x))
Pis1(x) = ()

ile verilir (Quarteroni, 2009).

3.10.2 X% uzay

X? uzay1 derecesi 2 olan parcgali polinomlardan olusur.
X}Zl = {Uh € CO[O, 1]:vh\1<j € Pl}
Vv,€XZ elemanm belirlemek igin {i¢ farkli noktada aldigi degerlerin bilinmesi

gerekir. Siirekliligi garanti etmek icin bu noktalardan ikisi u¢ noktalar ve bir tanesi

de orta nokta olmalidir. X7 icin Lagrangian baz
(i € X2:i(x;) = 6y,1,j = 0,1,...,2N + 2}
kilimesidir. ¢p; baz fonksiyonlari i ¢ift igin,
(X1 — x) (X — X;-1)

() = § (xip1 —x) (6 — x3-1)°
0 , d.y

Xi—-1 S X = Xitq,

ve i tek icin

(= x-)(x — x;_5)
(g = x;-1) C6; — x;-2)

¢d;(x) = (X471 — %) (Xjy2 — X)
(i1 — x) (X402 — %)
0 , d.y

Xi—p S X < Xj_q

’xi S x S xi+2

\

ile tanimlanir. Stiffness matris pentadiagonal matristir. ¢; ler baloncuk (bubble)

fonksiyonlar1
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Po(§) = (1—8)(1-29)
$1(§) = 4(1-9)
$2(§) =$2¢-1)
[0, 1] araliginda ¢izilip referans araligina tasinarak elde edilir (Quarteroni, 2009).
Sonlu elemanlar metodunun giiclii ve zayif formiilasyon yaklagimlari sirasiyla

asagidaki gibidir:

U, — uolmast, yani lim lim u, = u (gig¢li form)
n—>00
ve <u,, >—<u, £>olmasi yani lim < f|u, >=< f|u >, Vf (zayif form.)
n—->oo

Tamm 3.10.1. (Bilineer Form) Va, BER ve u, v, weX, a(+,): XxX—R formu

a(au + fv,w) = aa(u,w) + (v,w)
a(u,av + pw) = aa(u,w) + f(u,w)

sartin1 saglarsa a(-,-) ya bilineer form denir (Layton, 2008).
Tanim 3.10.2. a;>0 sabiti Vu, v€X icin
a(u,v) < arljullx|lvilx
sart1 saglanirsa a formuna siirekli form denir (Layton, 2008).
Tamim 3.10.3. Jo>0 ve Yu,veX igin
a(uu) = allullk

saglanirsa a 'ya coercive denir (Layton, 2008).
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Teorem 3.10.4. (Lax-Milgram Varlik-Teklik Teoremi) X Hilbert uzay:
a(+,©) + X x X — R siirekli ve coercive bilineer form, F : X — R lineer

fonksiyonel siirekli ise,

a(u,v) = F(v), Vv € X (3.38)

kogulunu saglayan u € X i¢in problemin tek bir ¢dziimii vardir (Layton, 2008).

3.10.3. 1 boyutta homojen dirichlet problemi

2 = (0, 1) olsun. 1- boyutta homojen Dirichlet problemini

—u'(z) = f(z),0<z<l1 (3.39)
w(0) = 0,u(l)=0

ele alalim. Giiclii formiil, ikinci mertebe diferansiyellenebilirlik sart1 igerdigi icin
uygulamada ¢oziimleri icermede genelde yetersizdir. Bunun yerine, v ¢oziimiiniin
tiirev mertebesine sahip ve giiclii formiilasyona alternatif bir formiilasyona ihtiyag
duyulur (Quarteroni, 2009). Ikinci mertebe problemi birinci mertebe integral
formuna indiren formiilasyona problemin zayif formiilasyonu denir. (3.39)
denkleminin her iki tarafini test fonksiyonu v € X ile carpip varyonel

formiilasyonu olusturalim;

—u'v = fu (3.40)

1
—[u'vdx = [ fodx
0

Kismi integrasyon ile (3.40) ile sol tarafi
1 1
— [u'vdz = [u'v'dz — [u'v]) (3.41)
0 0
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olur ve araligin uclarinda v sifir ise denklem

ju‘v‘daz = }fvda: (3.42)
0 0

haline doniigiir. Boylece V' test fonksiyonlar1 uzay1 v(0) = v(1) = 0 olacak gekilde
segilmelidir. Formiiliin anlamli olmasi igin u'v' € L(0, 1) olmahdir. Ciinkii u
tiirevi olmayan bir fonksiyondu. Bu durumda af(.,.) : V' x V — R siirekli ve
coercive bir bilineer form, F' : V' — R siirekli lineer bir fonksiyonel (F'(v) =

(F,v), a(u,v) = (u',v')) olmak lizere

a(u,v) = F(v),Yv € X (3.43)

denklemi elde edilir. Olusan bilineer form a(u, v) siirekli ve coercivedir (Layton,
2008).

Galerkin yaklagimi, sonlu boyutlu bir X* € X uzaymin secilmesiyle olusturulur.

(3.43) problemi igin Galerkin yaklagimu,

a(u,o") = F(u"), Vo' € X"

denklemini saglayan u" € X" bulmaktir (Layton, 2008).

Teorem 3.10.5. a(-, -) : X x X — R siirekli ve coercive bilineer form,
F : X — R smurh lineer fonksiyon. X" C X sonlu boyutlu bir alt uzay ol-

sun. Eger u" € X",

a(u”, v") = F("), Vo € X" (3.44)

denkleminin ¢oziimii (Galerkin yaklagimi ile elde edilen ¢oziim) ise ||u - uhH

hatas:

a .
Ju— il < 0+ 2 ng flu— o
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esitsizligi saglar. Burada a;, ag pozitif sabitlerdir (Layton, 2008).

Teorem 3.10.6. (Holder Esitsizligi): 1 < p,q < oo,% + % = 1 kosullarini

saglayan iki say1 olsun. Bu durumda = = (x;) € 1P, y = (y;) € I? igin;

(i:; yiq)é

esitsizligi gerceklenir. Ozel olarak p = 2, ¢ = 2 icin elde edilen.

1
o] 00 00 2
i—1 i=1 i=1

esitsizlige Cauchy-Schwarz egitsizligi denir (Kreyszig, 1978).

D =

Z |z < (Z |$i|p)
i—1 i—1

D=

Teorem 3.10.7. (Poincaré-Friedrichs Esitsizligi)

X ={ve*9Q):Vve L*) ve v|r = 0} olsun. Bu durumda
lv]] < Cpr ||V, Yv e X

olacak gekilde 3C' = Cpp > 0 sabiti vardir (Layton, 2008).

Kanat: Q = (a, b) oldugunda ispat1 verelim.

T T 2

v(x) = / v'(t)dt boylece v(r)* = / V' (t)dt

a a

olmak tizere Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

o (froom)'< (o) o)’}
<

b—a) [[v'[|”

elde edilir. Bu esitsizlik asagidaki ifadeye uygulanirsa
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b b

= fotwrar < [o-a i <00 o

a a

olur. Burada C' = +/a — b pozitif bir sabittir. Eger Q@ = (a,b) x (¢, d) sek
linde bir bolge I'y = 012 ise

v(z, y)? = | @(t )dt < <(b—a) ov 2
Y= ox Y - Ox
elde edilir (Layton, 2008). O

Condition 3.10.8. (Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi kogulu (LBB" kosu
lu)) (v", ¢") € (X", Q") olmak {izere

h b
inf sup (L V)

> " >0
deQrynexn VOl |||

kosuluna LBB” kosulu denir. Bagka bir ifade ile, LBB" kosulu asagidaki sekilde
de verilebilir (Layton, 2008).

h h (qh> V'Uh)
Pl = e =g

Teorem 3.10.9. (iz (Trace) Esitsizligi) 09 Lipschitz siirekli bir fonksiyon
olsun. u € L?(Q), Vu € L*(Q) ise u |po€ L*(Q) dir ve

1
2 213
lull 2a0) < € [llull” + IVullP]* = C Jully

1 1
[ull 1250y < Cllull% [[ull®

esitsizligi saglanir (Layton, 2008).

Teorem 3.10.10. (Ladyzhenskaya Esitsizlikleri) Vu : R? — R? tanimh bir

vektor fonksiyonu kompakt destekleyene sahip ve |lul|;, < oo ise
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IN

. 1 1 1
i) ||u||L4(R2) 24 ||U||22(R2) ||Vu||z2(R2) ,(d=2)

A

.. 4 1 1
i) Jull pagsy < ﬁHUH‘*IIVUH‘*,(d:?’)

IN

2
i) HUHL6(R3) ﬁ |Vull, (d = 3).

esitsizlikleri gergeklenir (Layton, 2008).

Ornek 3.10.11. u: (0, 1) — R?

u = (22, 2°)

olmak iizere Ladyzhenskaya esitsizliklerinden () nin sagladigini gosterelim

& ; (3.45)
= (5r)) = (&)
ey = ((f - ) ;>; - (fure) (3.46)
~(w)) = (n)
||VU||%2(R2) = ((Z(zx- 3332)%6);)é - (Z<36$6dx)Li (3.47)

3627 1\ (36)"
(7)) - (%)
(3.45), (3.46) ve (3.47) denklemlerini Ladyzhenskaya egitsizliklerinden (i) de

yerine yazarsak
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esitsizlik saglanmais olur.

Teorem 3.10.12. (Young Esitsizligi) p>1, pi + i = 1ve a, >0 olmak iizere

a?  Ba
af < —+—
p q

esitsizligi saglanir (Kreyszig, 1978).

Ozel olarak p, =2 olarak segilirse;

0{2 ﬁZ
af < —+—
P q

olur.

Sonug 3.10.13. Young esitsizligi genel olarak asagidaki formlarda karsimiza ¢ikar
(Layton, 2008);

2

2 B

— B
aﬁ—@am_ >

BZ
aff < ea’? +—,Ve>0
B 4e

Lemma 3.10.14. u, v, w €Xigin

j lullvllwldx < [[ullpl[v]iLalwllr
0

dir. 1<p, g, r<co ve pl + é += =1 olmak izere 3C=C(Q) sabiti vardir 5yle ki;

|f u-Vv-wdx| < C||Vull[|Vv]|[|Vw]|
Q

1 1
If u-Vv-wdx | < Cllullz|IVull2||Vv|[[|Vw]]
Q
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esitsizlikleri gergeklenir (Layton, 2008).

Ornek 3.10.15. w,v,u: [0, 1] — R

u=zx,v=a’w=a>

vep=q=4,r=2icin

4

() o
[ ( / lde | = (é) Z (3.49)
[l 2 gy (/ Nda | = G) (3.50)

(x -a? - 2d)dr = <0 ||u||L4 R) ||U||L4(R) ||w||L2(R)

() () e

1 <p,q r<ooicin gerceklenir ;11 + ;11 -+ % = 1 olmak iizere C' = C(f2) sabiti
vardir oyle ki;

1
uwm(/@ﬂm
0

N
—

N|=

ST

IS

1

IVl = | [t | =t =1 (352)

0

1 1
1 1\3
2 _ 4 _ [ =
il = | | [rae) | =(3) (3.53)
0

=
N
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1
1 1

||\7u||f4(R):<( f1 dx)%f = (f; 1dx)*=1 (3.54)

IVullisey=(J, (22)* dx)% = (%)% (3.55)

Pl = Gx2 ) = (2 (356)

1 2

3
|fx-2x-x dx|=—
0 6

1 1

e (9 ()

1 1 1
C1 Zg.l—veCZZE. T T

(27 Q (L) OF ()

Lemma 3.10.16. (Gronwall Lemma) A€L!(to,T) negatif olmayan bir fonksiyon, g

secilerek esitlikler gerceklenir.

N| =

ve ¢ [to, T] tizerinde siirekli iki pozitif foksiyon olsun. Eger ¢ fonksiyonu

t

H(O) < g(O) + ft ACOGR)dx Vt € [to,T]

0

sartin1 saglar ise

P(t) < exp (ftA(x)dx> g(t) vVt € [to, T]
t

0

esitsizligi saglanir (Quarteroni, 2009).

Teorem 3.10.17. (Ayrik Gronwall (1. versiyon )) At, B, a,,, b,,, ¢,, d,
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negatif olmayan tamsayilar ve

-1

an~|—Ath <AtZd an+Athn+B 1>0

olsun. Bu durumda At > 0 igin,
-1 I
an+Ath < exp <At2d ) (Athn+B> >0
n=0 n=0 n=0
esitsizligi saglanir (Layton, 2008).

Teorem 3.10.18. (Ayrik Gronwall (2. versiyon ))At, H, a,, b,, ¢,, d,

negatif olmayan tamsayilar ve
l ! 1
an—{—Athn < AtZdnan+Athn+H, [>0
n=0 n=0 n=0

olsun. Varsayalim ki Vn icin Atd,, < 1 olsun. Bu durumda

an+Ath < exp <Atzl—dAtd ) (AtzanrB) 1>0

n=0

esitsizligi saglanir (Layton, 2008).

3.11. Diferansiyel Filtreler

Diferansiyel filtreler genis girdap similasyonlarinda (large eddy simulation) ¢ok
kullanilir. Diferansiyel filtreler basit, oldukca kolay ve giiclii sonuglar verir.
Germano (1986)'nun galigmalari ile diferansiyel filtreler baglamigtir. Diferansiyel
filtre ile filtreleme ayni zamanda en eliptik tekil pertiirbasyon problemlerinden
biridir. Filtrelenmis hizlar 6nemli sinir noktalarina sahip olmahdir. Periyodik
siur kogullarinda, 27 periyodik dagilminda O(9) uzunluk 6lgekleri iizerinde w

sifir ortalamali alan olarak gosterilir. Stokes problemlerinin

—5? Aw+w+v7r=w,vw:0,/w:0
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27 periyonunda bir ¢oziimiidiir. Burada 7 sabittir ve basing kaybolur. Dolayisi
ile periyodik durumda w € L*(Q),w ortalamasi w € L*() ve Vw € L*(Q)

olamak iizere
— P AT+T=w

bir ¢oziimdiir. Diferansiyel filtre tanimi Cauchy problemi ve periyodik sinir
kosullar i¢in korunur. Stokes problemlerine uyarlamak igin ¢ € L*(Q),V¢ €
L3(Q), ¢ € L*(Q) ve V¢ € L*(Q) olmak iizere ¢ ile gosterilen ortalamasi ile

verilen ¢oziim

—0? {AP+ VA + ¢ = o,
V-¢=Vo
¢ = ¢, 0N iizerinde

Genellikle diferansiyel filtreleme ortalamanin bircok 6zelligini igerir: piiriizsiiz
olan pozitif yar1 sonlu bir operatorii tamimlar, yiiksek frekanslari zayiflatir ve
§ — 0 olarak yakinsar yani ¢ — ¢, § — 0 olarak gosterilir. Filtrelemenin
matematiksel temelinin ¢ogu, filtreleme operatoriiniin Fourier doniigiimiine veya

Fourier serisi altindaki transfer fonksiyonuna dayandig: ifade edilir.

Periyodik durumda
— AT+ W =w

w periyodik ¢oziim olur. Filtrelenmis fonksiyon gergek fonksiyonun iyi bir yak-
lagimidir (Layton, Rebholz, 2010).

Ornek 3.11.1. u = 1 +sinz, u(0) = 1 fonksiyonunun % ifadesi ile verilen u nun

diferansiyel filtresidir.

u
= t

Ut S s >0

(x,0) = u(z,0).

(3.57)

N

seklinde ifade edilir. Burada 6 = 0.1 alinirsa diferansiyel filtre agagidaki denklem

ile gosterilir

0.1 (3.58)
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sin(55) — cos(g5) + 1 (=)
5 :

Burada diferansiyel denklem c¢oziilerek v = (

olur. u ve w 1n grafikleri asagidaki gibidir.

2
1/\
o

o 1 2 3 4

Sekil 2: u fonksiyonunun grafigi

ATATVAVATATATATS

o
oW U UL U ¥ ULV % Vg

Sekil 3: w fonksiyonunun grafigi

3.11.1. Regiilarizasyon

Uygulamada diisiik hesaplama maliyetli yakinsak ¢oziimler elde etmek igin geligtir-
ilen yontemlerden birisi diizgiinlegtirme (regiilarizasyon) yontemidir. Burada
amag ¢oziimdeki biiyiik sapmalar1 énlemektir (Caglar, 2010; Layton, Monica,
Neda, Rebholz, 2010).

Layton ve Neda (2007) NSE’ye k(u—Gnu) zaman rahatlama terimi eklemiglerdir
oyleki;
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{ut+u-|7u—vAu+l7p+K(u—GNa)=f (3.59)
V-u=0. '
burada Gy , N. Van Cittert yaklasim operatoriidiir ve U
-8 Au+u=uinf (3.60)

denkleminin ¢oziimiidiir. L>(Qx(0,T))'de O(6)—0 iken k—oo oldugu gosterilmistir.
Layton, Ervin ve Neda (2007) Crank-Nicolson zaman ayriklastirmasini kullanarak
sonlu elemanlar metodu ¢oziimlerini, (3.59) nin kararlilik ve yakinsaklig: ile (3.59)

nin ¢ozlimlerini karsilastirarak sonuclar verdiler.

3.11.2 Parcali polinom yaklasim

I=(a, b) olsun. YveC°(I ) nin t), parcalamisina gére belirli X} uzayindaki []; v

interpolanti,

15 v(x) = v(x;),i =0,--,N + 1 parcalamistaki Vx; noktast i¢cin (3.61)

ile verilir. []} v(x;) polinomu, X} uzaymin Lagrangian baz1 {¢;} kullanilarak

asagidaki gibi yazilabilir.

[Thv(x) = Zv(x)é;(x) (3.62)

v 'yi [[} v interpolantma gotiiren [[h: C°(I )— Xi operatére interpolasyon

operatori denir.

Benzer bir ifade ile, r>1 i¢in []}: C°(I )— X} operatorleri tanimlanabilir. Burada
HQJ. lokal interpolasyon operatorinii, yani v elemanmimi K;€t, 'n r+1 noktada
interpalasyon yapan H,r(jePr(Kj) polinomu [];v € X; interpalasyon fonksiyonu

yardimi ile
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H;U \K = HK (v \Kj), VK €7 (3.63)

olarak tanimlanir.

Teorem 3.11.2. v € H™(Q) , r > 1 ve [} v € X] interpolasyon fonksiyonu

olmak tizere bu durumda hata
r r+1—k
=11, U’me < Cr 7 o] iy + k= 0,1 (3.64)

esitsizligi ile simirhdir. Burada Cy . sabiti h ve v’den bagimsizdir (H°(Q) = L*(Q)
oldugundan || o) = [|*[| 12(q) dir.) (Quarteroni,2009).

a(-,-) simetrik form olmak tizere dik izdiigiim operatorii

olarak tammlamr. e = u — u” hata terimi [[], operatorii yardimiyla parcal

polinom uzayinda ve onun ortogonal polinom uzayinda

) = |z < [u) =TT, , w0

L2(2) * HHIh ult) - uh‘

olacak gekilde iki parca ayrilarak ele alinir. Birinci terimdeki hata sinir1 Teorem

L2(92)

34’ten elde edilebilir. Toplam hatay1 bulmak icin esitsizligin sag tarafindaki

ikinci terim simirlandirilmaya galisihr (Quarteroni, 2009).

Teorem 3.11.3. (H'(Q) normunda hata) Q = I = (a, b) ve u € V, (3.64) in tam
¢Ozimii, uy, u nun derecesi r olan sonlu elemanlar metodu ile yaklagik ¢oziimii
Vi, = X7 NV igin (3.44) problemin ¢oziimii ve r < p igin u € HP*(I) olsun.Bu

durumda agagidaki 6n hata tahmini saglanir,

M
[u—uply < gChT |U|Hr+1(1) (3.65)

burada C' sabiti h ve u dan bagimsizdir (Quarteroni, 2009).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Navier-Stokes Zaman Rahatlama Modelinin NSETRM Backward Euler

Zaman Ayriklastirmasi

Bu kesimde (1.5) ile verilen NSETRM nin BE ile elde edilmis Isik (2013) tarafindan
verilen algoritma ele alinacak ve bu algoritma ile elde edilen ¢oziimiin kararlilig1 ve

yakinsakligi incelenecektir. k=At>0 zaman adim, t; = jk olmak Uzere u}‘(x) =

u(x, t;) ve pft(x) = p(x, t;) ile gosterilecektir.

Algoritma 4.1.1. u, u nun diferansiyel filtresi, At zaman adimi1 olmak tizere ¥n=1, 2,

..., M-1icin (ul,,, pi, ) )EX"xQ™ bul dyle ki asagidaki esitlikler saglansin.

ult,  —ult
(BB 1Yt (ufy gt 07) + 0(Vilyy, V) = (Pl V.0%) +
K(u’q“ - u1i11+1'vh) = (fn+1rvh) (4.65)

(V.ul',1,q") = 0,vq" € Q™.

u¢1+1_u2 _ u2+1‘u¢1+1
= (4.66)
At 1)

(4.66) kullamilarak u” ; fonksiyonu

1 d —
Uy = 5 (ugﬂ + At uﬁ)
1+ At

esitligi ile bulunabileceginden (4.65) da her bir zaman adiminda bilinmeyen

sadece ul', ,dir.
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4.1.1. Kararhlik analizi

Bu alt kesimde, Algoritma (4.68) ile elde edilen ¢oziimlerin kararhlhk analizi

yapilacaktir.

Teorem 4.1.2. b*: X x X x X — R,

. 1 1

b (u, v, w) = §(u.Vv,w) - E(u.Vw,v)
olmak tizere

b* (u,v,v) =0

dir (Layton,2008).

Lemma 4.1.3. Algoritma (4.66) ile her bir zaman adiminda elde edilen u"
(n=0,1,..., M) ¢oziimii kogulsuz kararhidir ve agagidaki esitsizlik saglanir:
M-1
S by — ub]l* + 20t [ Ful]f* + or (28 + 1) [, — ]
n=0
+ ||l |” + w0 || @l (4.68)

M-1
< (L+r0) [Juf]® + 288 3 (1 fusll?
n=0

Kamt: v" = u" | segilirse (4.66) esitligi

At

- (pZHa V-“ZH) T K (UZH - aerlauZJrl ) - (f”+17“1]}b+1)

Up 1 = Un .
<Lau2+1> +0 (uﬁ—i-l’ UZH?UZH ) +v (VUZHa VUZH) (4.69)

olacaktir. (4.69) de trilineer terim ve (p,,,V.u", ) terimi sifir oldugundan
(4.69) denklemi

h h
ul L —u
n+1 n o h h h h —h h
<—ft ’un+1> v ( Vi, 1, CUn+1) K (“n+1 = Upy1y Uy )

= (fn+17 UZH)
(4.70)

~h ~h
5un+1 - Uy,

At

formuna indirgenir. (4.70) denkleminde u,, = @, + esitligi 3.
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terimde yerine yazilirsa agagidaki denklem elde edilir

uh, | —ul 5 5 .
(HTa n+1) +v (Vun+l7vun+1> + KR <At Z+1 At“ﬁa“ﬁﬂ)

(4.71)
) 0 ) 0
+K (EEZH - Eﬂ,’; EEZH - Eﬂﬁ) = (fat1s tng1)
iy = Ll il = ok =l
O e L e
S T Y 8 W

esitlikleri kullanilarak ve denklem 2At ile garpililarak (4.73) denklemi elde edilir.

ol = P+ s = o 2000 [l (473
+6k(20 + 1) |Jal,, — afLHZ + 6k H@’;HH? — 0K ||EZ||2 = 2At (fry1, Uns1)

Bu denklem n = 0,1,..., M — 1 ’e kadar toplam alinirsa agsagidaki ifade elde

edilir
M—-1 ) M—-1 ) M-1 ) M—-1 )
D el = 3l + 3 My = wnll” + 2880 3 [[ V|
n=0 n=0 n=0 n=0
(4.74)
M-1 M-1 M-1
+0K(20 +1) Z [ =@ ]” 4 0w D [l | = 6n 3 ]l
. n=0 n=0
Z fn—l—l; un+1 (475)

n=0

(4.74) denklemi diizenlenip Cauchy Schwarz ve Young esitsizlikleri uygulanarak
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Il 124+ M= ([l — ul||? +2vad a2+ (4.76)

Or(20+ DIl -ul12 +icolai 12<(1+ k) B 1P+ 2465120 || frorn 112

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
4.1.2. Hata analizi

Bu kesimde, NSETRM nin BE ile elde edilen ¢oziimiin hata analizi yapilacaktir.

1<p=oo i¢in agagidaki normlari tanimlayalim

Pyp— n
ol = max [0l

L
M P
o1l = (Z ||v“||’,3At)
n=0

u fonksiyonunun asagidaki yakinsama ozelliklerini sagladigini varsayalim

infoexnllu— vl < CR“*jullg4q, u € HH(Q)?
infoexnllu=vily < Ch*|ull4q, u € H*H(Q)*

inf qeqnrllp = rll < Ch¥*Ipllss1, p € HF1(Q)?

Lemma 4.1.4. (Tutarhilik (Consistency) Error) At>0 sabit bir reel sayi, u,

uelL?(0,T;L*(Q)) yeterince diizgiin olmak {izere

tn+1

—tl'l+1 _—tl'l
RO U 2 o ag f a2t
At tn
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u(t™) —u(t")
At

w(t™)

esitlikleri saglanir.

tn+1

<0At/ el .

Kanat:
(tn—i-l) (tn)
At
1 tn+1
= B At [ updt
tn
A
S — ue | dt
<@/
tn
1
< ol = o an /wwnﬁ
ve
utn—H —Utn 2
) ) oy
1 t”“(t tni1)?
- @ /‘—G?Lﬁmﬁdt
n +1
oo
T (At)?
gntl
At
< %nuﬁy\?:cm/ e | .

Durum 4.1.5. Hata analizinde asagidaki adimlar izlenecektir.

1. Hata, bir parcas1 V" ta diger pargas1 (V") olacak sekilde iki parcaya ayrilr.

u— = (= oh) — (o) = - o

2.¢" terimleri, n terimleri, 7 terimleri ve ;ﬁh terimleri ayr1 ayri ele alimir. || V||

ve || V7| terimleri yardimiyla ||V¢hH veHVfbh‘
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edilir.
3.Kuadratik nonlineer terimler icin agagidaki esitlik kullanilabilir:

aa —bb = aa—ab+4 ab— bb
a(a —b) + (a —b)b

4.Sag taraftaki 7,7, ¢" ve g_bh terimleri icin standart esitsizlikler uygulamr. ¢"
ve (ﬁh terimleri sol tarafin 7,7 kosullarina dahil etmek igin kiigiik veri kogulu

(small data condition) kullanilir.
5.Ucgen esitsizligi, Cauchy Schwarz ve Young esitsizlikleri kullanilir.

6. v" € V" tizerinden infimum alinir (Layton, 2008).

Teorem 4.1.6. (u(t),p(t)) NSE nin giiglii ¢6ziimii olsun. Bu durumda bir C' =
C(u,p) > 0 sabiti vardir syleki

Hu - uhHOQO < F(At,k,0,h) + ChFH! |||U|Hook+1

esitsizligi saglanir. Burada,
_ —112 2
F(At, 5,0, 8) = CB [l sy + CRH (1313 40 + 1Vl )

OB (I s + 21+ 002 [Tl + 111, )

FOW (ol ) + OA [l + C () 17l
olur.

Kanit: Asagidaki iki esitligi birbirinden ¢ikaralim

At

= (s ) 8 () = (o)

Un, — Up n 'L_Ln - an
+ (HT — (¢ +1),vh) + Ko <+1T,vh)

(M, Uh) + b* (un-‘rl) Un+1, Uh) tv (VUyH—l, V’Uh)
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ve

h _ ,h
(un+1At un ) Uh) + b* (UZ+1, U’Z+17 Uh) +v (vuz+1, V’Uh) -+ (pZJrl? V . ,Uh)

alb . —ah
+K0 (—nHAt n,vh> = (fn+1,vh).

Bu durumda,

<en+1A; €n, , Uh> +b* (Un+17 Unpt1s Uh) bt (uZH’ UZH: Uh) Ty (V6n+1, Vvh)

er,, —ée
+K0 (—HTa 'Uh) = (pn-‘rb V.- Uh) + T(un-‘rb Up41, 'Uh) (477)

esitligi elde edilir. Burada e,+1 = u,11 — uz 415 Enpl = Upqr — a,’; 41 Ve

Up4+1 — Up n Upt1 — Up,
T(un-i-lapn-i-lavh) = (HT - Ut(t +1) + /15+1T,Uh) .
E Al €, 0\ _ o _ )
Egeren+1:én+1+5ﬂT: 1+E €n+1—E€n,51:1+E:1+SQ

ifadeleri 4.77 de yazilirsa denklem elde edilir.

S1€nt+1 — (S1+ S2)€, — S2€p—1
At

—b* (ul,,ul ") + v (V(Si8ns1 — Sa8,), VO©)

h * h
U ) +b (unJrlaunJrl;U )

EZH—éZ h h i h
+rK0 T’U = (pn-‘rhv v ) +T(un+17un+17v )

Ik olarak trilineer terimleri diizenlersek:

b* (Un+1a Un+1, Uh) — b (UZH, UZHa 'Uh)

=b* (Un+17 Uni1, Uh) — b (uZH, Upi1, vh)
0% (ul s 1y tngr, 0") = b (ulq,ul g 0")
=b" (en+1,un+1, vh) + b* (uzﬂ, en+1,vh)
= b* (S18n11 — So€n, Sillns1 — Sally, V")

+b* (St — Sptilh, Sieni1 — Saép, v")
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olur. Hatay1 bir pargas1 V" da, diger pargasi (V")* de olacak sekilde iki ayiralim.

e, = (u, —U,) — (a} - U,) =10, — b, ¢, V"
Api1 = Sl@ZH - 52@,2, br1 = S17,41 — So7), tammlarsak;
(anH — ay,, vh) + v At (VanH, Vvh)
—f-Atb* (Slﬂ2+1 — SQ’QZ, Apt1, ’Uh) —+ Atb* (an+1, Slan—l—l — Sgﬂn, Uh)
_Hid (éﬁ—i—l - 77};7 Uh) = At (pn-‘rlv ' Uh) + (bn-i-l - bna Uh)
FALY* (b1, Sillng1 — Salin, V") + AtD* (S1a],y — Sotif, by, v")

+v At (Van, Vvh) + Ko (7_7n+1 — s Uh) + AT (Upg 1, U1, V™)

elde edilir. v" = a,,1; olarak secilirse, ¢" € V" icin (qh, V.an+1) = (0 kullanilarak

agsagidaki denklem elde edilir.

lansall” = llanl® + lanss = an]®

+ AtV* (apg1, S1lipt1 — Salin, Gni1)

2
(4.78)
—h 2 —nll2
9 1 —h —nl2 ‘gbn-i-lH _)gbn
+v At ||V6Ln+1|| + Ko SQ + 5 ‘ ¢n+1 - an + Ko 2
= At (pn-l—l - qha V- an+1) + (bn—i—l - bru an—i—l) (479>
+Atb* (bn+17 Slﬂn-i-l — Sgﬂn, Cln+1) + Atb* (Slaﬁ—kl — Sgﬂf;, bn+1, an+1)
(4.80)

—H/At (Vbn+1> Van+1) + ) (ﬁnJrl - 77”, CLn_H) + AtT(Un_H, ﬂn+1, CLn+1).

Sag taraftaki terimleri ele alalim. (bn+1 — by, aﬁ +1) = 0 ve

(7‘7n 41— ﬁn,anH) = 0 dir. Boylece (4.78) denklemi asagidaki denklem ha-

line gelir
2 2 2
a, — ||@n||” + ||Gnr1 — Qy
lanal” = llanl” + lann = anll” ) 7pyg, 2
—h 12 |-
. _ -h 2 ’¢n+1 Cbn
+8 (S3+3) [ dna = on| +x ; (481)

= At (pn+1 —q¢" V- @n+1) + AtD* (bnt1, Siliny1 — Solin, Gni1)
FAL* (Syal ., — Saul, boyr, apg1) + VAL (Vbygr, Vagi1)

~|—At7'(un+1, ﬂn+1, an+1) — Atb* (an+1, Slﬂn+1 — Sgan, an+1> .
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Sirasiyla Cauchy—Schwarz ve Young esitsizlikleri sag taraftaki terimlere uygu-

lanirsa asagidaki iist sinirlar elde edilir.

Atv (Vbyi1, Vany) < At ||[Vb || [[Van|]
Atu
< |!Van+1H + CAL Vb,
At (ppyr —¢". V- any1) < At||pos — qh” Va1
Atu
<
" _ _ Atv
Atb (an+1, SlunJrl - S2un> anJrl) < 1_0 Hvan+1H2

+CAW™ (a1 | [Vt |

Aty
Atb* (Slaﬁ+1 = 52627 bn+17 an+1) S T Hvan—o—ln2

+ OO |l |Vbasa | |V |

o _ _ Atv
Atb (anrla SlunJrl d SQUna anJrl) S 10 HvanJrl H2
+OA [t g1 | |V || [ Vo]

Bulunan sinirlar (4.81) denkleminde yerine yazilirsa,

lansal® = llal® + lan — anl’

VA [Vay

2
w2 a2
1 “n —nll2 ‘ ¢n+l ‘ ¢n

8 (S2+ 5 ]%1—% 4 kb 5

Atl/ Aty Atl/
< — IIVan+1|| + CAt | Vbyia|® + =— o IVa i1l + =2 ||Van+1||

3 Atv

FOMY™ a P [Vt | + T HV%HN +0Aﬂwm¢—qu
_'_CAt ”bn+1H HVbn+1H HVUZJrl H + AtT(un+1, /U/n+1, an+1) (482)

Atu

IIVan+1H + OO [t || |Vt || [V || (4.83)
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esitsizligi elde edilir.
n=0,1,..., M —1 toplam alinarak ve (Hg_bg H = 0 varsayimi ile) agagidaki esit-
sizlik elde edilir

M-1 M-1
lasel? + 3 llanes = aull® + Ato Y [ Vanal?
n=0 n=0

“h |2 1\ = || -nl|?
s+ (5) £ -
n=0

M-1 M-1

< A S flawa I [V I + CAE S Vb P
n=0 n=0

M-1 M-1
FOAE S Bt | Vbl [Vt P+ CAE S [ful | [ Ve[| [ |
n=0 n=0
(4.84)
M-1 ) M-1
_'_Atyil Z C Hanrl F qhH + At Z C |T(un+17an+17 an+1)| + HCL1|| :
n=0 n=0
M—1 )
> IVbaia]|” terimini sinirlandiralim
n=0
M-1 M M
CALY || Vbyt|? < CAEY || Vba|* < CALY " b |y,
n=0 n=0 n=0

_ 2
< Ch* H’u|H2k+1

M-1
elde edilir. Benzer sekilde 3 [bns1 |l |[VOnsall [[Vtinga|| terimini smirlayarak

agsagidaki ifade elde edilir.

M-—1 M
CALY  bnsa | I Vhnsa | [ Vg < CAPY " | [} [V
n=0 n=0

_ 14 4
< Cy th¥Ht <|||u|||4,k+1 + ||Vu||470> :

M—
CAt Zl ||ui§+1|| ||Vu2+1H | Vb,i1]]? icin (4.1.3) kullamlarak agagidaki tist smir
n=0
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elde edilir:

IN

IN

<

<

M-1

CALY [ | [Vt || 1 V0o |
n=0

M-1
CALY [Vl | 90|
n:%w_l
CAth* Z [ ||V“Z+1H2
nzgw u
e (303 o+ 03 i)
n=0 n=0

O (1111 s + 07 ((1+ 53) ol + 112,

(4.84) basing terimi igin,

M-1 M—1
2 S
CALY lpuss — "7 < CR*2ALD " Ip(tasn)|2,,
n=0 n=0
s 2
< Cn 2 (1lpll ) -
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M—1
CAt > |7(Upy1, Unt1, angr)| tutarhlik (Consistency) hata terimi igin

n=0
(Un+1 - ut(tn+1)v an+1) ‘
n=0
un+1 77/
+CAt k6——" a,
| ()|

M-1 )

CAty |
n=0

M-1

+CAt Z

n=0
M-1

+CAt Z

n=0

M-1 ) M-1
ALY [P+ CAR S [lugl
nZOIM_1 n=0
+CR20% Y |l dt

Mfln:O

= CAt Z Ha2+1H2 + CAE? HuttHg,o +C (k0)” HatHg,O '

n=0

M-1

M—
CAt Z |T(un+17 an—i—l; an+1)| = Z
=0
M—

IN

2
Un41 — Un

At Uy (t’l’b-i-l)

_ _ 2

Up4+1 — Up

pontl  m
At

IN

Elde edilen iist sinirlar (4.84) denkleminde yerine yazilarak

M-1

M-1
lasel? + 3" llanes = anll® + Ato Y [Vapal?
n=0

n=0
o o+ 208 (524 5 )Z)

n+l n
M-1 9
< At Z C(1+v? ||Vun+1||4) an ||+ CR** |||a|||§k+1
n=0

_ —14 4
40wl + 19l
4O (| [ -+ v (1 600 [0l + 1712

—1,92s 2 2 2= 12
th2ere 2,541 ? tt112,0 t112,0
+COv R ([l + CAE [luglly o + C (k6)™ [ ae]

olur. Ayrik Gronwall lemma kullamlarak, At < (1 4+ Cv=3||Vul|%, )" icin
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asagidaki gibi {ist sinir elde edilir.

M-1 M-1
lasel? + 3" llanes = anll® + Ato Y [ Vanal?
n=0 n=0

“h ||? 1) = || —n |2
+18 S]]+ 205 (52 * 5) ) AR
n=0

e a4
< ORI+ OHH (Il + [Vl
O (|l [ + 07 (24 05) [l 11715,

01277 (11,1 ) + OO g + € (n0) il

Uggen esitsizligi kullanilarak [|e,|| < [|n,[| + ||#L]| = 17, + [la. | istenilen sonug
elde edilir. 0
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5. Ornekler

Bu kesimde, NSETRM nin Algoritma 4.1.1 kullanilarak sonlu elemanlar metodu
(FEM) c¢oziimleri elde edilecektir. Biitiin hesaplamalarda Freefem++ programi

kullanilmistir (Hecht, 2013). Tolerans 1.0e™¢ olarak secilmistir.

Ornek 5.0.7. Q=(0,1)x(0,1) karesel bolgesinde no-slip smir kosullar1 ile verilen

NSE yi ele alalim. f=0 ve u nun simirda tam ¢6zlime esit olmas1 durumunda ¢6ziim
u(x,y,t) = e 2"*(— cos(x) sin(y), cos(y) sin(x)).

ile verilir (Hritz, 2010). v=1, T=1 ve h=4—10 olmak tizere ve farkli k,0 ve At ler igin
Algoritma 4.1.1 uygulanmistir. Burada v viskozite, T final time ve h ag (mesh)
boyutu olmak iizere sonuglar k ve 6 nin K0<At olacak sekilde farkli degerleri icin
elde edilen sonuglar Cizelge 5.1.-Cizelge 5.9. verilmistir. Bununla birlikte k8=v/At ve
k0=1 olacak sekilde ii¢ farkli x, 6 se¢imi i¢in ¢dzlimler elde edilmistir ve Cizelge
5.10.-Cizelge 5.12 de verilmistir. Cizelgelerden k6<At oldugunda yakinsama
mertebesi Teorem 4.1.6 dan bekledigimiz gibi 1 olarak elde edilmistir. k&=vAt
oldugu durumunda yakinsama mertebesi 0.5 ve ké=1 oldugunda yakinsama

mertebesinin sifir oldugu gozlenmis olup Teorem 4.1.6 ile tutarlidir.

Cizelge 5.1. Ornek 5.0.7 icin mutlak hatalar ve mertebe sonuglar1 (NSE nin)

At w— up| Yakinsama Mertebesi  ||Vu — V|| Yakinsama Mertebesi
= 25136e —4 1.9069¢ — 3

% 1.1662¢ — 4 1.1078 8.8503e — 4 1.1074

% 56230e — 5 1.0523 42679 — 4 1.0521

% 2.7616e — 5 1.0258 2.0962¢ — 4 1.0256

% 1.3348¢ — 5 1.0488 1.0132e — 4 1.0487

66



Cizelge 5.2. Ornek 5.0.7 icin k = 1 ve § = At kullanilarak hatalar ve yakinsama sonuclari
At |lu—wup|  Yakimsama Mertebesi ||Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi

= 6.561le — 4 4.9791e — 3

1io 2.7157e — 4 1.2725 2.0603e — 3 1.2729

2% 1.2040e — 4 1.1733 9.1376e — 4 1.1729

% 5.7030e — 5 1.0781 4.3286e — 4 1.0778

% 2.7800e — 5 1.0365 2.1102e — 4 1.0364
Cizelge 5.3. Ornek 5.0.7 icin k = At ve § = At kullanilarak hatalar ve yakinsama sonuclar
At ||lu—wup|  Yakmsama Mertebesi ||[Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi

: 3.32le—4 2.5198¢ — 3

1—10 1.3205e — 4 1.3304 1.0021e — 3 1.3302

2—10 5.9432e — 5 1.1517 4.5109e — 4 1.1515

5 2.83b5le—5 1.0677 2.1520e — 4 1.0677

& 1.3862¢ —5 1.0297 1.0522¢ — 4 1.0321

Cizelge 5.4. Ornek 5.0.7 icin & = At? ve § = At kullanilarak hatalar ve yakinsama sonuclar

At |lu—wup|  Yakisama Mertebesi ||Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
:  2.6750c —4 2.0294e — 3
1% 1.1816e — 4 1.1787 8.9673e — 4 1.1783
% 5.6390e — 5 1.0670 4.2800e — 4 1.0670
% 2.7635¢ — 5 1.0289 2.0976e — 4 1.0288
2 1.3688¢ —5 1.0134 1.0390e — 4 1.0134
Qizelge 5.5. Ornek 5.0.7 i¢in k = At ve § = 1 kullanilarak hatalar ve yakinsama sonuglari
At ||lu—wup|  Yakmsama Mertebesi ||[Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
= 5.9930e —4 4.5545¢ — 3
1—10 2.9376e — 4 1.0285 2.2327e — 3 1.0284
2—10 1.457e — 4 1.0116 1.1074e — 3 1.0115
% 7.258%¢ — 5 1.0051 2.5174e — 4 1.0051
% 3.6234e — 5 1.0023 2.7541e — 4 1.0037
Cizelge 5.6. Ornek 5.0.7 icin x = Ait ve § = At? kullanilarak hatalar ve yakinsama sonuclari
At |lu—wup|  Yakisama Mertebesi ||Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
£ 5.5507e —4 4.2083¢ — 3
% 2.4105e — 4 1.2033 1.8287¢ — 3 1.2023
2—10 1.139¢ — 4 1.0809 8.6476e — 4 1.0804
% 9.5556e — 5 1.0363 4.2167e¢ — 4 1.0361
& 2.744Te — 5 1.0172 2.0834e — 4 1.0171

@]
=]
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Cizelge 5.7. Ornek 5.0.7icinx = At? ve § = ﬁ kullanilarak hatalar ve yakinsama sonuglari

At ||lu—wup||  Yakmsama Mertebesi ||[Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
= 3.6600e — 4 2.7798¢ — 3

1io 1.4756e — 4 1.3105 1.1206e — 3 1.3106

5 6.4248¢ — 5 1.1995 4.8784¢ — 4 1.1997

4% 2.965e — 5 1.1152 2.2515e — 4 1.1154

L 1.4200e — 5 1.0623 1.0780e — 4 1.0624

Cizelge 5.8. Ornek 5.0.7 icin © = At? ve § = 1 kullanilarak hatalar ve yakinsama sonuclari

At |lu—wup|  Yakinsama Mertebesi ||Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
+ 3.2104e —4 2.4371e — 3

75 1.3435¢ — 4 1.2567 1.0199¢ — 3 1.2567

55 6.0706e — 5 1.1460 4.6083¢ — 4 1.1460

5 2.874le—5 1.0786 2.1818¢ — 4 1.0786

4 1.3968¢ — 5 1.0409 1.0603e — 4 1.0410

Cizelge 5.9. Ornek 5.0.7 icin k = At? ve § = 0.1 kullanlarak hatalar ve yakinsama
sonuglari

At ||lu—wup|  Yakinsama Mertebesi ||[Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
% 2.5830e — 4 1.9596e — 3

1—10 1.1816e — 4 1.1282 8.9673e — 4 1.1277

2—10 5.6592e — 5 1.0620 4.2954e — 4 1.0618

% 2.7704e — 5 1.0304 2.1029¢ — 4 1.0304

% 1.3707e — 5 1.0186 1.0405e — 4 1.0150

Cizelge 5.10. Ornek 5.0.7 icin § = VAt ve k = 1 kullamlarak hatalar ve yakinsama
sonuglari

At |lu—uy||  Yakinsama Mertebesi ||[Vu — Vuy|  Yakinsama Mertebesi
= 7.2512e —5 2.52201e — 3

1—?0 6.20084e — 5 0.2256 2.1808e — 3 0.2096

2% 4.87198e — 5 0.3478 1.75172¢ — 3 0.3160

ﬁ 3.87532e — 5 0.3300 1.46271e — 3 0.2600

% 2.95986¢e — 5 0.3886 1.20707e — 3 0.2770

Cizelge 5.11. Ornek 5.0.7 icin x = 1 ve § = 1 kullanilarak hatalar ve yakimsama sonuglar:

At |lu—wup|  Yakisama Mertebesi ||Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
£ 1.0205¢ —4 3.427% — 3

1—10 1.0462¢ — 4 0.3328 3.4727e — 3 0.018

55 1.0006e — 4 0.0641 3.2826e — 3 0.0812

% 1.0385¢ — 4 0.0536 3.3981e — 3 0.0499

L 1.0731e — 4 0.0473 3.5111e — 3 0.0472

<]
=]

68



Cizelge 5.12. Ornek 5.0.7 i¢in k = % ve 6=2 kullanilarak mutlak hatalar ve yakinsama sonuglari

At |l —w| Yakinsama Mertebes:  |[WVu — Vi, | Yakinsama Mertebes:
L 6.6793e —5 2.3247e — 3
% 6.7686e — 5 0.0191 2.3265e — 3 0.0011
55 6.3840e —5 0.0843 2.1745e — 3 0.0974
& 6.6295e — 5 0.0545 2247e — 3 0.0473
= 6.8669¢ —5 0.0508 2.3225e — 3 0.0478

Ornek 5.0.8. Q=(0,1)x(0,1) karesel bolgesinde no-slip sinir kosullari ve Ornek

5.0.7 nin genel halini ele alalim. f=0 i¢in (u,p) tam ¢6ziimii

u(x,y,t) = e 2N TV (_cos(Nmx)sin(Nmy), sin(Nmx)cos(NTy)),
1 P72
p(x,y,t) = —Zcos(ZNnx)cos(ZNny)e_ZN U
ile verilir (Berselli, 2005; Connors, 2010; Isik, 2013). N=2, v=0.01, T=1 ve h=4—10
olarak secilmis ve kd<At olacak sekilde k ve & farkli degerleri i¢in sonuglar Cizelge
5.13.- Cizelge 5.21. verilmistir. k0=,/(4t) ve kd6=1 olacak sekilde «k, 6 secimi i¢in
cOziimler elde edilmistir. Sonuglar Cizelge 5.22- Cizelge 5.24. ile verilmistir.

Cizelge 5.13. Ornek 5.0.8 icin mutlak hatalar ve mertebe sonuglar1 (NSE nin)

At lu —wup||  Yakinsama Mertebest ||[Vu — Vu,|| Yakinsama Mertebes:
: 1.3804e —2 1.0899e — 1
L T.086e—3 0.9618 5.5993e —2 0.9608
;1—0 3.5957e — 3 0.9787 2.8542e —2 0.9721
= 18119¢ —3 0.9887 1.4669e —2 0.9602
L 00980 — 4 0.9937 79179 — 3 0.8895
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Cizelge 5.14. Ornek 5.0.8 icin k = 1 ve § = At kullanilarak hatalar ve yakinsama sonuclari

At |lu—uy||  Yakinsama Mertebesi ||[Vu — Vuy|  Yakinsama Mertebesi
= 3.9453e — 2 3.19901e — 1

1i0 2.2520e — 2 0.8089 1.80659¢ — 1 0.8243

2% 1.2054e — 2 0.9016 9.59413e — 2 0.9130

ﬁ 6.2359¢e — 3 0.9508 4.94807e — 2 0.9552

% 3.17167e — 3 0.9753 2.52707e — 2 0.9693

Cizelge 5.15. Ornek 5.0.8 icin k = At ve § = At kullanmlarak hatalar ve yakinsama
sonuglari

At ||lu—wup|  Yakmsama Mertebesi ||[Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
+ 1.9462¢ — 2 1.5492¢ — 1

& 8.7328¢ —3 1.1561 6.9170e — 2 1.1633

2—10 4.0341e — 3 1.1141 3.2006e — 2 1.1117

% 1.9247e¢ — 3 1.0675 1.5538e — 2 1.0424

L 9.3844e — 4 1.0362 8.1226e — 3 0.9358

oo
=]

Cizelge 5.16. Ornek 5.0.8 icin © = At? ve § = At kullanilarak hatalar ve yakinsama
sonuglari

At |lu—wup|  Yakisama Mertebesi ||Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
= 1.4959¢ — 2 1.1834¢ — 1

1% 7.2524e — 3 1.0444 5.7318e — 2 1.0459

2% 3.6176e — 3 1.0033 2.8715e — 2 0.9971

4—10 1.8148e — 3 0.9952 1.4690e — 2 0.9668

L 9.1025¢ — 4 0.9954 7.9205e — 3 0.8911

0]
=]

Cizelge 5.17. Ornek 5.0.8 icin k = At ve § = 1 kullamilarak hatalar ve yakinsama sonuclar:

At ||lu—wupl|  Yakmsama Mertebesi ||[Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
% 2.8278¢ — 2 2.2956e — 1

1—10 1.4723e — 2 0.9415 1.1959%¢ — 1 0.9407

2—10 7.5152e — 3 0.9701 6.1128¢ — 2 0.9681

% 3.7970e — 3 0.9849 3.1026e — 2 0.9783

L 1.9086e — 3 0.9923 1.5865e — 2 0.9676

[co
=)

Cizelge 5.18. Ornek 5.0.8 i¢in xk = ﬁ ve § = At? kullamilarak hatalar ve yakinsama

sonuglari

At |lu—wup|  Yakinsama Mertebesi ||Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
+ 4.2470e — 2 3.4187e — 1

% 2.3374e — 2 0.8615 1.8619¢ — 1 0.8766

2—10 1.2272e — 2 0.9294 9.7262¢ — 2 0.9368

% 6.2906e — 3 0.9640 4.9801e — 2 0.9656

L 1.9086e — 3 1.7206 1.5865e — 2 1.6502

@]
=]
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Cizelge 5.19. Ornek 5.0.8 icin k = At? ve § = ﬁ kullanilarak hatalar ve yakinsama
sonugclari

At ||lu—wup|  Yakmsama Mertebesi ||[Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
: 1.8028¢ —2 1.4419¢ — 1

1—10 8.1900e — 3 1.1382 6.5196e — 2 1.1450

2—10 3.8750e — 3 1.0796 3.0863e — 2 1.0788

% 1.8821e — 3 1.0418 1.5240e — 2 1.0179

% 9.2745e — 4 1.0209 8.0511e — 3 0.9205

Cizelge 5.20. Ornek 5.0.8 icin k = At? ve § = 0.1 kullamlarak hatalar ve yakimsama
sonuglari

At |lu—wup|  Yakimsama Mertebesi ||Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
= 1.4434e -2 1.1405¢ — 1

1io 7.2524e — 3 0.9929 0.7318e — 2 0.9925

2% 3.6382e — 3 0.9952 2.8880e — 2 0.9888

4—10 1.8227e — 3 0.9971 1.4753e — 2 0.9690

L 9.126le — 4 0.9979 7.9376e — 3 0.8942

(oo
(=]

Cizelge 5.21. Ornek 5.0.8 icin & = At? ve § = 1 kullamlarak hatalar ve yakimsama sonuclar

At |lu—wup|  Yakisama Mertebesi ||Vu — Vuy| Yakinsama Mertebesi
+ 1.6838¢ —2 1.3405¢ — 1

& 7.8694e — 3 1.0973 6.2455¢ — 2 1.1018

5% 3.7939% — 3 1.0524 30172¢ — 2 1.0495

& 1.8618¢ — 3 1.0269 1.5071e — 2 1.0013

& 9.2239¢ — 4 1.0132 8.0117¢ — 3 0.9115

<]
=]

Cizelge 5.22. Ornek 5.0.8 icin § = VAt ve k = 1 kullamlarak hatalar ve yakinsama
sonuglari

At |lu—uy||  Yakinsama Mertebesi ||[Vu — Vuy|  Yakinsama Mertebesi
= 5.61705e — 2 4.65427e — 1

1io 4.36418e — 2 0.3640 3.60824e — 1 0.3672

2i0 3.24278e — 2 0.4284 2.68362¢ — 1 0.4270

ﬁ 2.48767e — 2 0.3823 2.03291e — 1 0.4005

L 1.86618¢ — 2 0.4146 1.50678e — 1 0.4319

0]
=]

Cizelge 5.23. Ornek 5.0.8 icin § = 1 ve x = 1 kullanilarak hatalar ve yakinsama sonuclar

At |lu—wuy||  Yakinsama Mertebesi ||Vu — Vuy|  Yakimsama Mertebesi
T 7.22944e —2 6.11583¢ — 1

1—10 6.7572¢ — 2 0.0973 0.7749¢ — 1 0.0827

2—10 6.18862¢ — 2 0.1267 2.35975¢e — 1 0.1158

% 6.23272e — 2 0.0102 5.39851e — 1 0.0104

L 6.33671e — 2 0.0240 0.47884e — 1 0.0213

<]
=]
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Cizelge 5.24. Ornek 5.0.8 icin k = % ve 6=2 kullanilarak mutlak hatalar ve yakinsama sonuglari

At uw—uy||  Yakinsama Mertebesi |[Vu — Vug| Yalinsama Mertebesi
> 420250e —2 366745 — 1

% 474865¢ —2 0.1457 401727 — 1 0.1314

57 4.17642¢ —2 0.1852 3.58737e — 1 0.1632

ﬁ 414618 —2 0.0103 3.56834e — 1 0.0007

L 410508 —2 0.0169 3.60704e — 1 0.0159

4]
=]

Ornek 5.0.9. Q=(0,1)x(0,1) karesel bolgesinde no-slip smir kosullar1 ile verilen

NSE yi ele alalim. =0 ve u nun sinirda tam ¢éziime esit olmasi durumunda ¢6ziim

u(x,y,t) = e 2" (—cos(x)sin(y), cos(y)sin(x)).

ile verilir(Hritz, 2010). v=1, T=1 ve h:% olmak tizere ve farkli x lar Algoritma

4.1.1 uygulanmistir. Burada v viskozite, T final time ve h ag (mesh) boyutu olmak

iizere k nin farkli degerleri i¢in sonuglar Cizelge 5.25 ile verilmistir.

k degerleri arttik¢a hatalarin azaldig1 gozlemlenmistir.

Cizelge 5.25. Ornek 5.0.9 icin At=0.1, § = 0.1 ve v = 0.001 kullanilarak hatalar

# [Jte — 2eg || WV — Vg

0 2.34463e-4  5.93548e-2
10—F 2.34463e-4  5.93548e-2
10— 2. 34463e-4  5.93548e-2
10—* 2.34463e-4  5.93548e-2

1 1.22661e-4  3.04022e-2
10  3.87795e-6 1.21227e-3
10*  6.34992e-5 1.23931e-5
10° 4.7720e-8 8.4086e-T
10  8.50647e-0 1.49784e-7
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Ornek 5.0.10. Birim ¢ember iizerinde asagidaki degerler ile verilen yaklagimin

sinirda sifir oldugu NSE yi ele alalim (Koseoglu, 2011).

v = 0.001,
f = (—2y,2x),t € (0,5]
U = (—y,X)
At = 0Lh=~—
)|

problemin tam ¢oziimii bilinmediginden sonuclar sadece denge hatalari

hesaplanarak test edilecektir.

ul, —ul
Denge (equilibrium) hatast = || % I

At=0.1 ve hZ% ile elde edilen test sonuglar1 Cizelge 5.26. ile verilmistir. Cizelgede

goriildiigii gibi k=0 i¢in ¢dzlim patlamis (blow up), xk#0 oldugu durumda «

arttirilarak BE i¢in daha iyi sonug elde edilmistir.

Cizelge 5.26. Ornek 5.0.10 i¢in BE metodun equilibrium hatalar1 At=0.1,
6=0.1vev = 0.001

= 13
Thyy g —— Ty

= Nt
0 blow up
10—¢ blow uap
10—+ blow wup
10—= blow up
1 blow up
102 F.2072e-2
10 4 3159%e-6
10° 4 3315e-10
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6. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu tezde NSE ye " k =u —u " eklenmesiyle elde edilmis NSETRM nin Euler
zaman ayriklagtirmasi kullanilarak elde edilen bir algoritmanin (Algoritma 4.1.1)
FEM c¢o6ziimleri incelenmistir. Bu algoritma ile elde edilen sonlu elemanlar
¢Ozliimiiniin kararlilik ve hata analizi yapilmistir. Algoritma 4.1.1 ile elde edilen FEM

¢Oziimlerinin kosulsuz kararli oldugu Lemma 4.1.3 de ispatlanmistir.

Daha sonra, Algoritma 4.1.1 ile elde edilen ¢éziimlerin hata analizi yapilmistir.
Hata analizi sonunda FEM ¢o6ziimlerinin yakinsak ve mertebenin & ve x ya gore
degistigi, yani O(kd+At) oldugu ispatlanmistir. k6<At oldugu durumda modelin
yakinsama orant O(h+At) oldugu bulunmus yakinsama mertebesinin 1 oldugu

Teorem 4.1.6 de ispatlanmustir.

Son kisimda verilen algoritma secilen bazi problemlere uygulanmistir. At,d ve K
nin Algoritma 4.1.1 ile elde edilen ¢éztimleri nasil etkiledigini gostermek icin, farkl
0 ve k degerlerinde bulunan sonuclar tabloda verilmistir. Algoritma 4.1.1 ile elde
edilen ¢dziimlerin hatast Ornek 5.0.7 igin Cizelge 5.1.- Cizelge 5.9. hiz vektdrii igin
ve Ornek 5.0.8 icin Cizelge 5.13.- Cizelge 5.18. hiz vektdrii icin verilmis ve

yakinsama mertebesi 1 olarak (Teorem 4.1.6 bekledigimiz gibi) elde edilmistir.

Ornek 5.0.7 i¢in Cizelge 5.10. dan ve Ornek 5.0.8 igin Cizelge 5.22. den kd=+At
oldugu durumda yakinsama mertebesi 0.5 olarak elde edilmistir. Ornek 5.0.7 igin
Cizelge 5.11.- Cizelge 5.12. den ve Ornek 5.0.8 icin Cizelge 5.23.- Cizelge 5.24. ten
k0=1 oldugunda yakinsama mertebesi 0 olarak elde edilmistir. Bu sonuglar Teorem
4.1.6 ile ortiismektedir. Ornek 5.0.9 da farkli x degerleri igin Algoritma 4.1.1
uygulanmig, elde edilen sonuglarda « degerleri arttikca hatalarin azaldig
gozlemlenmistir. Son olarak Algoritma 4.1.1 ile BE ¢6ziimii 1raksak olan bir
probleme uygulanmis ve elde edilen ¢oziimler Cizelge 5.25. da verilmistir. Cizelge

5.25. dan «>1 degerleri i¢in yakinsak sonuglar bulunmustur.

74



KAYNAKLAR

Adams, N.A. Stolz, S. (2001) Deconvolution methods for subgrid-scale
approximation in LES, Modern Simulation Strategies for Turbulent Flow, R.
T. Edwards.

Atkinson (1988) An Introduction To Numerical Analysis, Second Edition,Wiley,
663.

Berselli, L.C. (2005) On the large eddy simulation of the Taylor-Green vortex, J.
Math. Fluid Mech., 7, 164.191.

Bircan (2005) Kanca Traverslerinin Parametrik Tasarimlari Gerilme Analizleri ve
Prototip Uretim Yontemlerinin Incelenmesi Yiiksek Lisans Tezi, 64.

Brock W.A, Malliaris A.G (1989) Diferential Equations, Stability and Chaos in
Dynamic Economics, Elsevier Science Publishers, Amsterdam.

Butcher, J.C. (2008) Numerical Methods For Ordinary Differential Equations,
Second Edition, Wiley, New Zeland, 463.

Carroll J. (2002) Numerical Solution of ODE Initial VValue Problems,Outline Lecture
Notes, MS202-Numerical Analysis Il.

Connors, J. (2010) Convergence analysis and computational testing of the finite
element discretization of the Navier Stokes alpha model, Numer. Meth. Part.
D. E., 26, 1328.1350.

Courant, R. (1943) Variational methods for the solution of problems of equilibrium
and vibrations. Bull. Am. Math. Soc., 49, 1.23.

Caglayan, Celebi (2002) Kismi Diferansiyel Denklemler, 3. Baski, Dora Yayincilik.

75



Caglar, A. (2010) Convergence analysis of the Navier Stokes alpha model,
Numerical Methods for Partial Differential Equations, 26, 1154-1167.

Davies, A.J. (2011) The Finite Element Method An Introduction with Partial
Differential Equations, Second Edition, Oxford, 297.

Duchateau Ph.D. , David W.Zachmann (1988) Partial Diferential Equastions, 240.

Ervin, V.J., Layton, W.J., Neda, M. (2007) Numerical analysis of a higher order time
relaxation model of fuids, Int. J. Numer. Anal. Model. 648.670.

Gok, H. Ibrahim Demirci, Gok (2009) Application Of Finite Elements Method On
Industrial,5. Uluslararasi ileri Teknolojiler Sempozyumu (IATS'09), Karabiik,
Tlrkiye.

Hecht, F., Pironneau, O. (2013) FreeFem++ webpage: http://www.freefem.org.

Hritz, S, M. (2010) Phenomenology and computations of a regularization of the NSE
related to a non-Newtonian fluid flow model, MSc thesis, University of
Pittsburgh, Pittsburgh. 50.

Isik, O.R. (2013) Spin up problem and accelerating convergence to steady state,
Appl. Math. Modell. 37 (5), 3242-3253.

Jiang, N., Mohebujjaman, M., Rebholz, L, G., Trenchea, C. (2015) Analysis Of
AFamily Of Regularization Methods For Navier-Stokes Equations. Technical
Report, TR-MATH 03-14, University of Pittsburgh.

Jiang, S. Kaya, W. Layton (2014) Analysis Of Model Variance For Ensemble Based
Turbulence Modeling, Technical Report, TR-MATH 14-09, University of
Pittsburgh.

Koseoglu, A. (2011) The Navier-Stokes Voight Model and Convergence to
Equilibrium and Statistical Equilibrium..MS thesis, Department of Zematics,
University of Pittsburgh, Pittsburgh.

76



Kreyszig, E. (1978) Introductory functional analysis with applications, p.
.1.Functional analysis. I. ISBN 0-471-50731-8.

Kaya, S. ,Riviere, B. (2003) Analysis of a discontinuous Galerkin and eddy viscosity
method for Navier Stokes equations. Technical Report, TR-MATH 03-14,
University of Pitts.

Kaya, B. Riviere (2003) Analysis of a discontinuous Galerkin and eddy viscosity
method for Navier-Stokes, TR-MATH 03-14, University of Pitts.

Kaya, B. Riviere (2004) A two-grid stabilization method for solving the steady-state
Navier-Stokes equations, TR-MATH 04-06, University of Pitts.

Kaya, W. Layton, B. Riviere (2005) Subgrid stabilized defect correction methods for
the Navier-Stokes equations, TR-MATH 05-01, University of Pitts.

Layton, W. J. ,Neda, M. (2007) Truncation of scales by time relaxation, Journal of
Mathematical Analysis and Applications,325, 788.807.

Layton, W. J. (2008) Introduction to the Numerical Analysis of Imcompressible
Viscous Flows, Siam.

Layton, W. J. ,Monika, C. ,Neda, M. ,Rebholz, L. (2010) Numerical analysis and
computational comparisons of the NS-alpha and NS-omega regularizations,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 199, 916-931.

Layton, W. J. ,Pruett, C. D. ,Rebholz, L. G. (2010) Temporally regularized direct
numerical simulation, Applied Mathematics and Computation 216,
3728.3738.

Layton, A. Takhirov (2012) A Test of a Modular, Wall Adapted Nonlinear Filter
Model for Underresolved Flows, TR-MATH 12-11.

Layton, (2012) The Interior Of Van Cittert Deconvolut<on Of Diferential Filters Is
Optimal,Department Of Mathematics University Of Pittsburgh, PA 15260,
USA, Tr-Math 12-01.

77



Layton, W. J. ,Mays, N. ,Neda, M. ,Trenchea, C. (2011). Numerical analysis of
modular regularization methods for the BDF2 time discretization of the
Navier-Stokes equations . ESAIM: Mathematical Modelling and Numerical
Analysis, 48, pp 765-793. d0i:10.1051/m2an/2013120.

Layton, J. Connors (2008), On The Accuract Of The Finite Element Metod Plus
Time Relaxation, Tr- Math 8-19.

Layton, Rebholz (2010), Approximate Deconvolution Models Of Turbulence
Analysis, Phenomenology and Numerical Analysis, Is Optimal,Department
Of Mathematics University Of Pittsburgh, USA, 184.

Leray, J. (1934). Sur lesmouvements dune liquide visqueux emplissant lespace, Acta
Math 63, 193248.

Moin, P. ,Mahesh, K. (1998) Direct Numerical Simulation: A Tool in Turbulence
Research. Annual Review in Fluid Mech., 30:53978.

Neda, M. (2010) Discontinuous Time Relaxation Method for the TimeDependent
Navier-Stokes Equations, Advances in Numerical Analysis, Volume 2010,
d0i:10.1155, 419021.

Peker, Helvaci, S,. S,. (2003) Akiskanlar Mekanigi, 93. Cilt, Literatlir Yayincilik,
Turkiye, 767.

Recebli, Ozkaymak (2013) Akiskanlar Mekanigi, Seckin Yayincilik, Tiirkiye, 94.

Rosenau, P. (1989) Extending hydrodynamics via the regularization of the Chapman-
Enskog expansion, Phys. Rev. A 40, 7193.

Strang, G.(2007). ComputationalScienceandEngineering, Wellesley-Cambridge
Press.

78



Schochet, S.,Tadmor, E.(1992) The regularized Chapman.Enskog expansion for
scalar conservation laws, Arch. Ration. Mech. Anal. 119, 95.

Shan, L. ,Layton, W. J. ,Zheng, H. (2013) Numerical analysis of modular VMS
methods with nonlinear eddy viscosity for the Navier-Stokes equations, Int.J.
Numer. Anal. Model., 10, 943-971.

Sohr, H. (2001) The Navier Stokes Equations an Elementary Functional Analytic
Approach, Birkhauser, 367.

Stolz, S., Adams, N. A. Kleiser, L. (2001) An approximate deconvolution model for
large eddy simulation with application to wall-bounded ows, Phys. Fluids 13,
997.

Stolz, S., Adams, N. A. [Kleiser, L. (2001) The approximate deconvolution model
for LES of compressible ows and its application to shock-turbulentboundary
layer interaction, Phys. Fluids 13, 2985.

Takhirov, (2013) Exact Solution of the Stochastic Navier-Stokes Equations,
Department of Mathematics, University of Pittsburgh, Pittsburgh, PA, 15260,
USA.

Takhirov, A., Neda, M., Waters, J. (2015) Time relaxation algorithm for flow
ensembles. Numer. Methods Partial Differential Eq., 32, 757.777.

Taylor, C. and Hood, P. (1973) A numerical solution of the NavierStokes equations
using the nite element technique. Comput. Fluids, 1, 73100.

Turner, M.J., Clough, R.W., Martin, H.C.and Topp, L.T.(1956) Stiffness and
deflection analysis of complex structures. J. Aeron. Sci., 23, 80523.

Turner, M. J., Dill, E. H., Martin, H. C. and Melosh, R. J. (1960) Large deflections of
structures subjected to heating and external loads. J. Aeron. Sci., 27, 97107.

Vincent, J. E. ,Layton, W. J. ,Neda, M. (2007) Numerical analysis of a higher order
time relaxation model of fluids, Int. J. Numer. Anal. Mod., 4, 648.670.

79



Quarteroni, A., Sacco, R., Saleri, F.(2000) Numerical Mathematics, Springer, 654.

Quarteroni, A., Sacco, R., Saleri, F.(2007) Numerical Mathematics, Springer, 668.

Quarteroni, A. (2009) Numerical Models for Differential Problems, Springer,
Milano, 601.

Quarteroni, A. (2014) Numerical Models for Differential Problems, Modeling,
Simulation and Applications (MS&A), vol. 8.Springer-Verlag: Italia, Milano,
668.

Zienkiewicz, O.C. (1995). Origins, milestones and direction of the FEM-a personal
view. Arch. Comput. Methods Eng., 2, 1.48.

80



Kisisel Bilgiler

OZGECMIS

Ad Soyad : Meryem OZBUNAR
Uyruk :T.C.
Dogum Yeri ve Tarihi  : Afyon 07/12/1990
Medeni Hali : Bekar
Telefon : 0541 336 83 85
E-posta : meryem_ozbunar@hotmail.com
Egitim
Alinan Derece Aldig1 Kurum/ Universite Mezuniyet Yili
Lise Havva Ozisbakan Lisesi 2009
Lisans Mugla Sitkt Kogman Universitesi 2013
Yabanci Dil(ler)
Dil(ingilizce, vs.) Baslangic Orta Tleri
Yazma X
Konusma X
Anlama X
Okuma X

81




	1.pdf
	201801231421.pdf
	3.pdf

