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1. GIRIS

Gergek veriler alinarak yapilan tahmin ve modelleme problemlerinde, verinin genellikle
tek bir kanuna sahip oldugu sdylenir. Ancak ne var ki, bu elde edilen verilerin ya ayni
dagilim ailesinin bir karmasi ya da kirli veriler olarak ortaya ¢ikmasi muhtemeldir.
Ornegin, iki farkli risk tasiyan ayni hastaliga sahip bireylerin yasam zamanlar1 veya belirli
bir birimde hastanede yatis yapan hastalarin hastanede kalma siireleri, belirli 6zellikleri
g0z Oniine alinan evli ¢iftlerin ilk ¢ocuklarina sahip oluncaya kadar gegen stire, giinliik
yagan yagmurun siddeti (m? ye diisen yagis miktar), su¢lunun ayn1 sucu (sugun tiiriine
gore) isleyinceye kadar gecirdigi zaman, farkli sosyo kiiltiire sahip giftlerin bosanma
stireleri, farkli kalitelerde ama ayni isleve sahip pargalarin ilk bozuluncaya kadar

sistemdeki yasam zamanlar1 karma iistel dagilim ile modellenebilir.

Karma dagilimlarda parametre tahmini yapilirken iki dezavantaj ortaya cikmaktadir.
Bunlardan ilki, ne kadar fazla karma dagilim varsayimina gidilirse tahmini yapilacak
parametre sayist da bir o kadar artmaktadir. Bu da ¢ogu zaman dogrusal olmayan
denklemlerin algoritmalar ile bilgisayar ortaminda ¢dziilebilme problemini ortaya
cikarmaktadir. Dolayisi ile bdyle bir arastirmaya girilirken ya var olan algoritmalar ile ya
da yeni bir algoritma ile problemi ¢éziime ulastirmak gerekecegini unutmamak gerekir.
Ikincisi, birbirine yakin 6lgcek parametresine sahip iki karma dagilimdan olusan modelde
sanki bir dagilimmug gibi bir sonug ¢ikabilir. Bu durumda, parametreler iizerinde gerekli
ve probleme uygun kosullar konularak bu dezavantaji gormezden gelmek miimkiin
olabilir. Bu sorunu 6rnekle anlatmak gerekirse, biri 8 yil digeri 10 yil dayanan ayni1 giice
sahip ampullerden olusan bir kutuyu habersizce satin alan kisi, ampullerin dayanma
siirelerini  belirlemek isteyebilir. Bu durumda kisi dayanma siirelerinin farkli iki
dagilimdan geldigini belirleyemeyebilir ¢iinkii i¢ i¢e girmis iki dagilimi birbirinden ayirt
etmek zordur. Karma dagilimlarin tek bir dagilim olarak algilandigi duruma iligkin
giinliik hayattan verilebilecek bir¢ok 6rnek ile yukarida bahsedilen 6rnek ¢ogaltilabilir.
Karma dagilimlarda parametre tahminlerinde karsilagilabilecek sorunlara iligkin verilen
ornege ilaveten, sonlu karma dagilimlarin literatiirde bulunan uygulama alanlarma

bakildiginda da oldukg¢a genis bir alana sahip oldugu goriilmektedir. Yapilan literatiir



taramasi1 sonucunda elde edilen tek boyutlu ve karma dagilimlara iliskin bazi ¢aligmalara

bu boliimde yer verilmektedir.

Chu ve Ke (2012), karma Weibull dagilimlarinin parametreleri i¢in en ¢ok olabilirlik ve
en kiiclik kareler yontemlerini karsilastirmis ve en kiigiik kareler yonteminin en ¢ok
olabilirlik yontemine gore veri boyutu kiiciik oldugunda daha iyi sonug¢ verdigini

belirtmislerdir.

Weinberg ve Finch (2012), Pareto dagiliminin yiiksek ¢oziintirlikli deniz gozetleme
radarlarinin sinyal isleme siirecinin modellenmesinde 6nemli rol oynadigi diistincesiyle,

pareto dagiliminin karmasinin da bu modelleme i¢in etkili olacagini ileri stirmiislerdir.

Petersen (2000), Pareto dagiliminin parametrelerini tahmin etmek i¢in korelasyon (iliski)

katsayilarina dayal bir yontem kullanmastir.

Rosa ve Figueiredo (2010), ¢alismalarinda iki farkli Weibull ailesine sahip olan kirilgan
materyallerin (cam, seramik vs.) hangi aileden geldiklerini belirlemek ig¢in en ¢ok

olabilirlik yontemi yardimiyla parametre tahmini yapmislardir.

Suhaila vd. (2011), Peninsular, Malezya Bolgesi’ndeki ana istasyonlardan alinan yagis
oranlarina en uygun modellemeyi saglayan dagilimin karma lognormal dagilim oldugunu

ileri stirmiislerdir.

Suhaila ve Jemain (2007) ise Peninsular, Malezya Bolgesi’ndeki yagis oranlarini
modellemede optimal modeli elde edebilmek icin karma gamma, karma Weibull ve
karma iistel ile bu dagilimlarin tek boyutlularini 6nermislerdir. Calismalarinin sonucunda
ise uyum 1yiligi testine gore karmalarin daha iyi sonu¢ verdigini, karmalarin arasinda ise

en uygun dagilimin karma Weibull dagilim1 oldugunu belirtmislerdir.

Chiodo (2012), gii¢ (power) istatistikleriyle iliskili riizgar hizlarin1t modellerken karma
Weibull dagilimindan faydalanmisgtir.



Hung ve Chang (2011), karma Weibull dagilimimnin parametre tahmin siirecinde 6nemli
olanin bilesen sayisinin belirlenmesi oldugunu sdylemis ve bu sayiyr belirlemede
kullanilan momentler yontemi ve bulanik kiimeleme algoritmasinin bir diizenlemesi olan

iki farkli yontemi ele almiglardir.

Coroller vd. (2006), bakteri hiicrelerinin dayanikliligint Weibull dagiliminin karmalari ile

modellemislerdir.

Anup vd. (2011), yiiksek voltaj izolasyon giivenilirligini hem Weibull dagilimini hem de

Weibull karmalarini kullanarak degerlendirmislerdir.

Nagode ve Fajdiga (2000), karma dagilimlarin bilinmeyen parametrelerinin tahmin
edilmesi zor oldugundan, parametrelerin kabaca tahmin edilebilmesi i¢in hem grafik

yontemini hem de optimizasyon tekniklerini i¢eren bir algoritma dnermislerdir.

Yukarida deginilen ¢alismalara ek olarak, literatiir taramasi sonucunda karma istel
dagilimin genellikle tip alaninda hasta gruplarini analiz etmekte, yasam zamanlarini
belirlemede, hastalarin hastanede kalma siirelerini elde etmede ve bazi maliyetlerin veya
gereksinimlerin belirlenmesinde, ekonomi alaninda issizligin ve risk durumundaki
kayiplarin  incelenmesinde, meteoroloji alaninda giinliik yagis miktarlarinin
modellenmesinde, bunlarin disinda ise 6zellikle makine ve pargalarinin bozulma veya

yasam zamanlariin incelenmesinde kullanildig1 goriilmektedir.

T1p alanindaki uygulamalardan bazilar1 sunlardir:

Thomas (1966), sinir hiicrelerinin bosalma zamaninin dagilim modeli igin karma istel
kullanmigtir. Suchndran ve Lachenbruch (1974), gebe kalma zamanlar1 ile ilgili
calismalarinda karma {istellerin parametre tahmininde en ¢ok olabilirlik yontemini
kullanmislardir. Hougaard (1984) ve Aalen (1988), bireyler ya da gruplar arasinda yasam
uzunluklarindaki farkliliklart test etmek i¢in karma iistel dagilimdan yararlanmislardir

(Erol 1995). Marshall vd. (2004), C-ph modelini gesitli hasta alt gruplarini ve farkli



hastalik asamasindakilerin beklenen maliyetini 6nceden tahmin edebilmek i¢in yagh

hastalarin kalis siirelerini ele alarak karma iistel dagilimi kullanmislardir.

Taylor vd. (1999), hastalarin yatak kullanim gereksinimleri belirleyebilmek i¢in Markov
modeli gelistirmis ve bu modeli kurarken ele alinan hastalarin ne kadar siireyle hastanede
kaldig1 bilinmediginden bes degiskenli karma iistel dagilimi kullanmislardir. Harrison
(2001), hastanede yatili kalan hastalarin kalma siirelerinin en iyi iki ya da {i¢ bilesenli
karma {iistel dagilim ile modellenebilecegini vurgulamistir. Ayrica, Harrison (2001)
hastalarin taburcu olma siirelerine gore hasta gruplarini tige ayirmis ve iki farkli hastanede
kalmakta olan hastalarin kalma siirelerini karma iistel dagilim ile modellemistir. Prodan
ve Prodan, (2001), hasta bakim zamanlarini karma istel dagilim ile modellemis ve
calismalarinin sonunda kurduklari model ile hem yash hastalarin hem de hastane
yoneticilerinin  hastane kaynaklarint optimal sekilde kullanmalarini saglamayi
amaglamiglardir. Marshall vd. (2005) ile Vasilakis ve Marshall (2005) c¢alismalarinda
hastalarin hastanede kalma siirelerini kosullu ve kosulsuz karma tistel dagilim yardimiyla

incelenmislerdir.

Ekonomi alanindaki uygulamalardan baglicalar1 sunlardir:

Blossfeld vd. (1989), Hackman (1991), ekonomide issizlik siiresi verilerini modellerken
karma tistel dagilimlarindan faydalanmislardir (Mosler ve Seidel 2001). Keatinge (1999),
caligmasinda karma iistel dagilimin aktiierler agisindan kullanimin1 saglamak amaciyla

riskte kayiplar iizerine egilmis ve bu kayiplarin modellenmesi ile ilgilenmistir.

Meteoroloji alanindaki uygulamalardan bazilari ise su sekildedir:

Wilks (1998), sulak alanlara yakin olan yerlerde kiigiik miktarlardaki yagislari
modellemede karma {istel dagilimin gamma dagilimmna goére daha uygun oldugunu
soylemistir. Wan vd. (2005), karma iistel dagilimin yaz aylarindaki yagislar
modellemede iyi sonu¢ verdigini, gamma dagiliminin ise Kanada’da kis aylarindaki

yagislart modellemede daha uygun oldugunu belirtmislerdir. Li vd. (2013), yirmi dort



hava istasyonu ve iki havzadan alinan veriler ile giinliik yagis miktarlarini modellemeye
calismiglar ve yagis miktarlarin1i modellerken ortalama, varyans ve ug deger istatistikleri
ile siklik dagilimimi kullanmiglardir. Calisma sonunda, yagis miktarlarinin dagilim
fonksiyonunun parametre sayisi ile iliskili oldugu ve ii¢ parametreli karma tistel dagilimin
yagis miktarlarin1t modellemede en iyi modellemeyi sagladigi belirtilmistir. Fadhilah vd.
(2007), Wilayah Persekutan bolgesindeki saatlik yagis miktarinin modellenmesi igin en
1yl dagilimi belirlemeye calismislar ve karma tistel dagilimin en iyi modellemeyi yapan

dagilim oldugu sonucuna ulagmislardir.

Karma iistel dagilim ile yapilan diger ¢alismalarin bazilari ise su sekildedir:

Davis (1952), servis otobiisii bozulma zamanlar1 uygulamasinda normal ve dstel
dagilimlar1; Merdenhull ve Harder (1958), verici-alici kullanim siireleri uygulamasinda

karma iistel dagilimin parametre tahmininde en ¢ok olabilirlik yontemini kullanmislardir.

Everitt ve Hand (1981), valf kullanma siiresi uygulamasinda karma {istel dagilimlarda en

cok olabilirlik yontemini kullanmiglardir.

Rider (1961), iki bilesenli karma iistel dagilimmn parametrelerini momentler yontemini

kullanarak tahmin etmistir.

Perlstein vd. (2001), yasam dagilimlar1 karma tistel tarafindan modellenen bir tiriin partisi
icin optimal bozulma siirelerini belirlemek istemislerdir. Kullandiklar1 yontemde
bozulma siirelerini ve garanti kapsam siirecindeki maliyetleri yansitan toplam beklenen
maliyet fonksiyonun hatalarini en aza indirgemeye calismislardir. Bu beklenen maliyet
fonksiyonu, karma istel dagilim fonksiyonu ile bu dagilima iligkin parametreler

kullanilarak olusturulmustur.

Wu vd. (2007), optimal bozulma siirelerini ve tamir edilemeyen {irlinler igin garanti

stiresini belirlemek amaciyla bir maliyet modeli olusturmaya ¢alismislardir. Caligmada



ele alinan tiriinlerin bozulma zamanlari hem karma iistel hem de karma Weibull dagilim

ile modellenmistir.

Mendoza-Rosas ve Cruz-Rayna (2009), farkli volkanik patlama olasiliklar1 tarafindan
karakterize edilen karma iistel dagilimlar1 kullanarak bir sonraki patlamalarin kiimiilatif

sayilarini belirlemeye caligsmiglardir.

Calisma asagidaki gibi diizenlenmistir.

Ikinci béliimde, genel olarak sonlu karma dagilimlar ile ilgili baz1 temel kavramlar, sonlu
karma dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonu, parametre kiimesi, sonlu karma
dagilimlarda belirlenememe sorunu ile ¢alismanin konusunu olusturan iki bilesenli karma

tistel dagilim anlatilacaktir.

Ugiincii boliimde, sonlu karma dagilimlarin parametre tahmin yontemlerinden olan
momentler, en ¢ok olabilirlik ve en kiiglik kareler yontemleri ile en ¢ok olabilirlik
yonteminin niimerik ¢6ziim yollarindan olan EM Algoritmast ve Newton-Raphson

yontemine deginilecektir.

Dérdiincii bolimde, tiglincii bolimde ele alinan parametre tahmin yontemleri iki bilesenli

karma tistel dagilim igin ayrica incelenecektir.

Besinci boliimde, yapilan simiilasyon c¢alismasi sonuglarina yer verilecek ve ayrica
momentler, en ¢ok olabilirlik ve en kiigiik kareler yontemlerinin parametre tahminindeki

basarisi ki-kare test istatistigine gore karsilagtirilacaktir.

Altinct boliimde, simiilasyon calismasina ek olarak literatiirde sik¢a karsilasilan veri
setlerinin iki bilesenli karma iistel dagilim ile modellenmesiyle elde edilen sonuclara yer
verilecektir. Ayrica yine ayni boliimde ¢alisma icin toplanan gergek veri setine iliskin

modelleme sonuglariin degerlendirilmesi de yapilacaktir.

Yedinci boliimde ise simiilasyon ve yapilan modelleme ¢aligmalari sonucunda elde edilen

bulgulara yer verilecektir.



2. SONLU KARMA DAGILIMLAR iLE iLGILi TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde genel olarak sonlu karma dagilimlara iliskin temel kavramlardan

bahsedilerek bazi 6zelliklere yer verilmistir.

2.1 Sonlu Karma Dagilim ve Olasilik Yogunluk Fonksiyonlar:

© = 0 verilmisken X; = x;, X, = xp,..., X, = x,, goOzlemine dayali olarak f (£|Q)

kosullu olasilik (yogunluk) fonksiyonu gbz Oniine alinsin. Burada, 6 (k x 1) boyutlu
rasgele parametre vektoriinii gostermektedir. H(6), 6 parametre vektoriiniin ortak

dagilim fonksiyonunu gostermek iizere;

f(x)=[f(x]6) dH(®) 2.1)

esitligi ile belirlenen f yogunluk fonksiyonuna karma yogunluk fonksiyonu, bu sekilde
elde edilen dagilima da karma dagilim denir. Bu durumda H (Q ) karisim dagilimini ifade

etmektedir. Burada f (g | ) kosullu olastlik yogunluk fonksiyonu keyfi se¢imli degildir.
Oyle ki f(x]8),

{f(6):0 €0 c R¥} 2.2)

gibi parametrik bir olasilik yogunluk fonksiyonlari sinifina aittir.

Bu tanima gore f(x), (k + n) boyutlu ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun marjinal

olasilik yogunluk fonksiyonu olarak gortilebilir.

Ozel olarak 0’nin sonlu sayida degerleri 8,,6,, ..., 8, i¢in H (Q) kesikli degerler aliyorsa

yukaridaki integral, toplam ile ifade edilebilen sonlu bir karma dagilimi vermektedir.

f(x) =X H:(6) f(x]6) (2.3)



Burada fi, f5, ..., f fonksiyonlart X’in deger aldigi D, destek kiimesi {izerinde birer
olasilik yogunluk fonksiyonudur. 84, 8,, ..., 8,’ler sirastyla fi, f5, ..., f, bilesen olasilik
yogunluk fonksiyonlari ile ilgili parametre vektorleridir ve bunlar karma dagilimin da

parametrelerinden bir kismi olup genellikle,

01
6 =02 (2.4)
6,

vektorii ile gosterilir. Karigim oranlart H;(6;) yada a; > 0, i=1,2,....r; »7_; a;=1 olmak

lizere karisim oranlarina ait vektor,

a; =| @ (2.5)

r
P = lal (2.6)

dir. Bilesen sayisini belirten parametre r € {1,2, ... } olmak iizere bu parametre biliniyorsa

karma dagilimin parametre vektorii asagidaki gibi olur.

o~ &

Karma dagilimda bilesen olasilik (yogunluk) fonksiyonlari olan f3, f5, ..., f; ayn1 dagilim

ailesinin elemani ise karma dagilim,
f(x ®)= Xz @i fi(x; 6)) (2.8)

bi¢iminde yazilir.



F;,F,, ...,F. bilesen olasilik (yogunluk) fonksiyonlarina karsilik gelen dagilim

fonksiyonlarini gostersin. Bu durumda karma dagilimin dagilim fonksiyonu,

F(x, @) = Xi_, @; Fi(x; 6)) 2.9)

dir.

Karma dagilimlarda bilesen dagilimlarin var olmalar1 halinde momentleri,
mj, = [ xfi(x8)dx i=12,..,1j=12,.. (2.10)

olmak iizere karma dagilimin momentleri,
m; =E(X) =Xl a;m, (2.11)

dir. Eger bilesen dagilimlarina ait moment ¢ikaran fonksiyon varsa, karma dagilimin da

moment ¢ikaran fonksiyonu vardir ve
M) = [ e¥fi(x8)dx, —h<t<h (2.12)

olmak iizere

M(t) = Xi=q a; M;(t) (2.13)
seklindedir.
2.2 Sonlu Karma Dagilimlarda Parametre Kiimesi

Sonlu karma dagilima sahip bir X rasgele degiskeninin veya rasgele vektoriiniin olasilik

yogunluk fonksiyonu



f) = Tioya; fi(x:6;) (2.14)

dir. Burada r bilesen sayisini, ; karisim oranlarini gostermektedir. aq, @y, ..., a,_1 (o, =
1—Y"-!a;) parametreleri ve sirasiyla ny,n,, ..., n,. boyutlu olan 64, 6,, ..., 6, bilesen
yogunluklarinin parametreleri bilinmediginde, (2.6) esitliginde verilen parametre
vektoriip = 1+ r — 1 + )i, n; boyutludur. Yani bilinmeyen parametre sayisi p’ye esit
ve parametre kiimesi Q (® € ) p boyutlu standart vektér uzaymin bir alt kiimesidir.

(L € RP)

Eger 04, 0,, ..., 8, vektorlerinin bazilar1 ayn1 parametre vektorii iceriyorsa, & parametre
vektoriniin boyutu p =1+ 7 — 1+ XI_;n; seklinde belirlenemez. Bu durumda ayni

olan parametreler sadece bir kez yazilip, @ vektoriiniin boyutu belirlenmelidir.

Karma dagilima iliskin bilesen sayist biliniyorsa ve 64,6, ...,0, vektorleri ayn
parametre igermiyorsa parametre vektori p =r —1+ )i_;n; boyutludur. Karma
oranlar1 (;) bilindiginde parametre vektorii p= Y;/_; n; boyutludur. Bilesen sayis1 (1) ve
bilesen yogunluklarinin parametreleri bilindiginde bilinmeyen parametreler a4, a5, ..., @,
olup parametre vektorii p =7 — 1 boyutludur. Bilesen yogunluklar1 aynm1 dagilim

ailesinin elemanlar1 yani i = 1,2, ..., 7 igin,

ieF={(_,Y):Yer c rR™} (2.15)

oldugunda 6; € I' ;i = 1,2, ..., r olmak lizere );/_; m; = r X m seklinde elde edilir.

Ornegin, ayn1 olmayan iki iistel dagilimdan olusan bir karma dagilim igin,

1

flx®) =afi(x0) + (1 - a)fp(x;0,) =a 91 e 4 (1-a) Ql e 0
1 2

10



ae(0,1),0; > 0 (i = 1,2), x > 0 seklindedir. Burada parametre vektorii ti¢ boyutlu olup,
parametre kiimesi R3’{in bir alt kiimesidir yani bilinmeyen parametre sayisi 3’tiir.

Parametre vektoril;

a
6
6,

P = € Q =[0,1] X [0, 0] x [0,00] € R3

seklindedir. Karma iistel dagilima benzer olarak ayni olmayan iki Bernoulli dagilimdan

olusan bir karma dagilim igin,

fx®@)=apf 1-p)**+ (1 —-a)p 1 —p)"*x =01

seklindedir. Burada parametre vektorii yine ii¢ boyutlu olup, parametre kiimesi R3’iin bir

alt kiimesidir yani bilinmeyen parametre sayis1 3’tiir. Parametre vektorii

a

P1
P2

b= € 0=1[0,1] x[0,1] x [0,1] € R3

seklindedir.

Yukarida verilen karma dagilim 6rneklerinden farkli olarak ayni olmayan iki Weibull

dagiliminin karmasindan olusan bir karma dagilim i¢in,

Tlxrl -1

_X~NT To—1
flx; @) =«a o e(31)1+(1—a)ﬁ—,228 B2
1 1

ae(0,1), x >0, g; >0 ve t; > 0 (i = 1,2)seklindedir. Burada ise parametre vektorii
bes boyutlu olup, parametre kiimesi R°’iin bir alt kiimesidir yani bilinmeyen parametre

say1st 5’tir. Parametre vektort;

11



®=|72|€q=1[0,1] x [0,] x [0,0] X [0,] x [0,0] c RS

olarak gosterilir.

Sonlu karma dagilimda parametreler ii¢ gruba ayrilir. Birincisi sadece sonlu karmalarin
bilesen sayisimi gosteren r’leri, ikincisi karisim oranlart H;(6;)’leri igerir. (Calisma
boyunca karisim oranlan a; ile ifade edilecektir.) Ucgiinciisii ise karma dagilimin

bilesenlerinin parametre vektoriinii (6;) igermektedir.

Bu ii¢ grup icinde parametre tahmini i¢in yontemler bulunmaktadir. Ancak burada bazi
karma dagilim tiirleri i¢in parametre tahminini karmasiklastiran temel zorluklardan

bahsetmek gerekir.

2.3 Sonlu Karma Dagilimlardaki Temel Sorunlar
2.3.1 Belirlenebilirlik (Identifiability)

Belli bir dagilim fonksiyonlar1 sinifina ait bir dagilimin tek olarak belirlenebilmesidir.

Bilesen dagilimlart ayn1 parametrik aileden gelen bir karma dagilim g6z 6niine alinsin.

G ={G(x|6),0 € 0,x € R™} karma dagilimi olusturan n boyutlu dagilim fonksiyonunun
bir sinifi (ailesi) olsun. G sinifindan elde edilen sonlu karmalarin simifi uygun dagilim

fonksiyonlarmin siifi F ile belirlenecektir.

F={F(x):F(x) =Y, a;G(x6;),; > 0,%_;a; = 1,G(.,6;) € G biitiini = 1,2,...,7,x € R"}

Oyle ki bu smif, G sinifinin konveks bir kabugudur. G sinifindan alian Gy, G, ..., G,’lerin

farkli elemanlar oldugu varsayilacaktir.

12



Bu durumda F’nin belirlenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul F’nin elemanlarinin

farkli olmasidir.
Tamm 2.1 (Identifiability) : F ve F, F smifinin iki eleman1 olmak iizere,
F=35-10aG; (2.16)
ve
F= Z;zldjﬁj (2.17)

seklinde yazilabilsin. F = F olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart v = 7 ve a; = a;, G = Gj

j=1,2,..,rdir. O zaman F belirlenebilirdir. (Yakowitz ve Spragins 1968)

ORNEK 2.1U (0,%) =aU(0,a)+ (1 —a)U(0,1 — a) seklinde iki bilesenli diizgiin

dagilim karmasi verilsin.

me(Y) a0 (Y

dir. Burada, 2x’1 olusturabilecek birbirinden farkli ¢cok sayida a degeri bulunabilir. Bu

durum belirlenememe sorununu ortaya ¢gikarmaktadir.

ORNEK 2.2 (Everitt, 1981) Karma oram é olan (—1,1) araligindaki diizgiin dagilim ile

karma orani é olan (—2,2) araligindaki diizgiin dagilimin bir karmasi ele alinsin. O halde,
F(x)~§ U(-1,1) + g U(-2,2)

seklindedir. (Burada U(a, b), araligi (a, b) olan diizgiin dagilimdir.) Burada,

13



1<x+1) 2(x+2>_2x+3
2 =

le
IA
=
IA

N W

olarak yazilir.

Simdi karma orani % olan (—2,1) araligindaki diizgiin dagilim ile karma orani % olan

(—1,2) araligindaki diizgiin dagilimin bir karmasi ele alinsin ve dagilim fonksiyonu,
F()~3 U(=2,1) +5 U(-12)

olarak verilsin. O halde,

(x+2) 1(x+1)=2x+3 B

Fx) =
V=53 3

"2

seklinde yazilir. Goriildiigii tizere iki farkli karma oranlarina sahip diizgiin dagilim i¢in
dagilim fonksiyonlar1 ayni ¢ikmaktadir. Bu durum belirlenememe sorununa yol
acmaktadir. Yani farkli karmalar i¢in birden fazla ¢6zlim ortaya ¢ikmaktadir ve parametre

tahmini zorlagmaktadir.
ORNEK 2.3 iki bilesenli Bernoulli karmast,
g1 =apf A-—p)'*+A-a)pi 1—-p)""* x=01

seklinde verilsin. Bu karma dagilim i¢in a = i, p1 = g, P = golarak verilsin. Bu

durumda,

20 -6+ ()61

14



®=(3)()+ () 6) =z
913 =\3)\5) " \4)9) T 15
olur.
Ug bilesenli Bernoulli karmasi,
g1 =a;pf A =p)' ™ +ayp; A—p)" ™ +azp3 (1-p3)'%, x=01

. g 9 . 1 2 5
seklinde verilsin. Bu karma dagilim i¢in a; = 3 X2=5, Q3= Ve P =5, P =

8 34 oy -
P3¢ olarak verilsin. Bu durumda,

w0~ 00 B O -2
0= 00 O - O -3

seklinde bulunur. Her iki karma dagilim i¢in bulunan olasilik fonksiyonu degerleri ayn1

oldugundan belirlenememe sorunu ortaya ¢ikmaktadir.

ORNEK 2.4 iki bilesenli iki farkli Bernoulli karmalari,
G =apf (1-p)'" "+ A -a)pi (1-p)" 7 x =01

g2 =apf 1—p) ' *+1-a)ps 1 —p)* % x=01

15



.. 25 1 3 . 1 1 1
g1(x) i¢cin « =g P1 =55 P2 =7 Ve g2(x) icin « = Pi=5 2= olarak
verilsin. Bu durumda,
=) ) G3) ) () G) x=os
91 =126)\20/) \20 26) \8) \8) *TY
X 1-x 3 1-x

00=()6) @ () G G) x=o

0 -+ () -
=@ RO -
- ()0) - (-
0= 0)0)+ () -

olarak elde edilir. Iki bilesenli iki farkli Bernoulli karmalari i¢in farkli & ve i = 1,2 i¢in
p;oranlar1 ele alinarak bulunan olasilik fonksiyonu degerleri ayni olmaktadir. Bu durum

belirlenememe sorunu olarak karsimiza ¢ikar.
2.4 iki Bilesenli Karma Ustel Dagihm

Iki bilesenli karma iistel dagilimm (2MED) olasilik yogunluk fonksiyonu,
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fOa,01,0,) = afi(x;01) + (1 — a)fz(x; 0,)

1

1 —xi 1 —x—
—e 1 +(1—-a) e (2.18)
2

=a
61

ae(0,1), 6; >0(i=12), x>0 seklinde tanimhdir. Benzer bi¢cimde dagilim

fonksiyonu,

F(x;a,0,,60,) = aF,(x;0,) + (1 — a)F,(x; 6,)
= a(l—e_xeil>+(1—a)(1—e_xé) (2.19)

Yasam fonksiyonu,

S(x; a,01,0;) = aS;1(x; 601) + (1 — a)S,(x; 6,)

1

1
—ae H1+(l—a)e oz (2.20)
ve bozulma oran1 fonksiyonu,

ahq(x)S1(x;01)+ (1—a)hy(x)S,(x;6;)

h(x; a’ 91’ 92) = aSl(x;91)+(1—a)Sz(x;92)

aS;(x; 0) (1—a)S,(x;0,)

= () aS;(x;6,) + (1 — a)S,(x; 6,) + ha() a$i(x;61) + (1 = a)S,(x; 6,)

= h,(x)w;(x; a,6,,0,) + h, (X)w,(x; a,64,0,) (2.21)
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seklinde tanimlanir. Burada h;(x) = ei w; + w, = 1°dir.

2.4.1 iki bilesenli karma iistel dagihm i¢in gorsel 6rnekler

2MED’e iliskin cesitli parametre degerleri i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu, yasam
fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu grafikleri asagida gosterilmektedir (Sekil 2.1-
2.14).

18 T T T T T

16 .

14 i

12 .

Sekil 2.1 ki bilesenli karma iistel dagilimin histogran (8, = 10 (koyu gizgi ile) 8, = 1 ve a = 0,4)
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20 T T T T T T

18 el
16 !

14 ,

12 el

Sekil 2.2 iki bilesenli karma iistel dagilimin histogranm (8, = 10 (koyu ¢izgi ile) 8, = 1 ve a = 0,6)

30 T T T T T T T T T

25 !

15 el

10 !

Sekil 2.3 ki bilesenli karma iistel dagilimin histogrami (8, = 10 (koyu ¢izgi ile) 8, = 1 ve a = 0,8)
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Sekil 2.4 8, = 10 ve 8, = 1 iken farkli & degerleri igin iki bilesenli karma tistel dagilimin olasilik
yogunluk fonksiyonlari

Sekil 2.5 6; = 10 ve 8, = 1 iken farkli a degerleri i¢in iki bilesenli karma iistel dagilimin dagilim
fonksiyonlar1
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a=0.4
a=0.6
a=0.8

Sekil 2.6 8; = 10 ve 8, = 1 iken farkli a degerleri i¢in iki bilesenli karma iistel dagilimin yagam
fonksiyonlar1

Sekil 2.7 8; = 10 ve 8, = 1 iken farkli a degerleri i¢in iki bilesenli karma {istel dagilimin bozulma oran
fonksiyonlari

21



2 ! : : : : :
20 ]
s | ]
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0 [1 —1

0 05 1 15 2 25 3 35

Sekil 2.8 ki bilesenli karma iistel dagilimin histogrami (8; = 0.8 (koyu ¢izgi ile) 8, = 0.3 ve a = 0,4)

35 T T T T T T T T T

25 .

20 .

15 B

10 I

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Sekil 2.9 ki bilesenli karma {istel dagilimin histogranu (6; = 0.8 (koyu ¢izgi ile) 8, = 0.3 ve a = 0,6)
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25 5

15 5

10 5

[ ——{ 1

0 0.5 1 15 2 25 3 35

Sekil 2.10 iki bilesenli karma iistel dagilimin histogrami (8, = 0.8 (koyu ¢izgi ile) 8, = 0.3 ve a = 0,8)

0,=0.8, 6,=0.3 iken farkli o degerleri igin olasilik yogunluk fonksiyonu

2.5 T T T T T T T T T
I 0=0.4
— a=06
5 0=0.8
2 T
‘L‘}*‘
151 || .
‘\‘\
|\ .
\
\
0.5[- N B
AN
NN
0 r r r r T e — N 2

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Sekil 2.11 6, = 0.8 ve 6, = 0.3 iken farkli & degerleri i¢in iki bilesenli karma iistel dagilimin olasilik
yogunluk fonksiyonlart
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Sekil 2.12 8, = 0.8 ve 8, = 0.3 iken farkli & degerleri i¢in iki bilesenli karma tstel dagilimin dagilim
fonksiyonlari

Sekil 2.13 8, = 0.8 ve 8, = 0.3 iken farkli @ degerleri igin iki bilesenli karma iistel dagilimin yagam
fonksiyonlar1
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91=0.8, 92=0.3 iken farkli o deg@erleri icin bozulma oran fonksiyonu
2.8 T T T T T 9 9 L L
""""""""" a=0.4
2.6 o=0.6 |

2.4 .

2.2 N

1.8~ \ .

1:4- \

Sekil 2.14 8, = 0.8 ve 6, = 0.3 iken farkl a degerleri i¢in iki bilesenli karma tistel dagilimin bozulma
oran fonksiyonlari

Verilen gorsel orneklerde ¢izdirilen histogramlara bakildiginda, olgek parametreleri
arasindaki mesafe arttikca Olgek parametresi daha kiiciik olan dagilimin parametlerini
tahmin etmek zorlagmaktadir. Ornegin, 8; = 10 ve 8, = 1 iken farkli a degerleri igin
cizdirilen histogramlar incelendiginde, a degerleri arttikca 8, 6l¢ek parametresine sahip
tistel dagilim 6, Olgek parametresine sahip iistel dagilimin daha ¢ok igine girmektedir.
Yani, ortalamalar birbirinden uzak se¢ildiginde iki farkli ortalamaya sahip karma istel
dagilim sanki tek bir dagilimmus gibi algilanabilmekte ve a degerleri arttik¢a da karma
dagilimin Olgek parametresi daha biiyiik olan tek boyutlu iistel dagilimdan geldigi

anlagilabilmektedir.

Ortalamalar birbirine yaklastik¢a iki farkli ortalamaya sahip karma istel dagilim icin
cizdirilen histogramlar i¢in de yukarida yapilan yoruma benzer bir yorum yapilabilir.
Birbirine yakin 6l¢ek parametrelerine sahip bu iki tistel dagilimi birbirinden ayirt etmek
a degerleri arttik¢a daha da zorlasmaktadir. S6z konusu bu durum, gercek hayatta tistel
dagilim ile modellenmeye calisilan bir problemde aslinda iki farkli ortalamaya sahip
olaylarin sanki tek boyutlu istel dagilimdan geliyormus gibi algilanmasina ve

modellemede yanlis bir yol izlenmesine sebep olabilmektedir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde genel olarak sonlu karma dagilimlarin parametre tahmin yontemlerinden
bahsedilecektir. Bunlar momentler yontemi, en c¢ok olabilirlik yontemi ve en kiiciik
kareler yontemidir. Calismada, en ¢ok olabilirlik yonteminde tahmin ediciler i¢in analitik
ifadeler elde edilemediginde Expectation-Maximization (EM) Algoritmas: ve Newton-

Raphson yonteminden faydalanilmistir.

3.1 Momentler Yontemi
Momentler yontemi (MOM), karma dagilimlarin parametrelerinin hesaplanmasinda en
cok kullanilan yontemlerden biridir. Bunun nedeni, en ¢ok olabilirlik yontemi oldukca

uzun ve karmasik ¢ozlimler gerektirirken, momentler yonteminde parametre tahmini

yapilirken daha basit yontemlerin kullanilmasidir.

Bilinmeyen k tane parametre vektorii oldugu varsayilirsa momentler yonteminde ilk k
tane kitle momenti 6rneklem momentlerine esitlenir ve elde edilen denklem sisteminin
¢Ozliimii parametrelerin tahminini verir. Bu tahminler, 6rneklem momentlerinin bir
fonksiyonu olarak elde edilir. Orneklem momentleri kitle momentlerinin tutarli bir

tahmini oldugundan, parametre tahminleri de genellikle tutarli olacaktir.

Herhangi bir karma dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fO) = ai fi(x; 0)* azf2(x5 Op)F.. .+ ar (x5 6;) 3.1)

seklinde tanimlansin.

Burada,
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0=(0, 0 .. 6x)Tved = olmak iizere;

CYPHCYE

®=1a06:a,i=12,..,176; = = {61,605, ...,6x } (3.2)

S

SR
@

dir.

Yi—1 a;=1 olmak tizere 64, 0,, ..., 0, Ve ay, @, ..., a,_4 parametrelerini tahmin etmek i¢in
oncelikle kitle momentleri 6rneklem momentlerine esitlenir. k parametre sayisi, r bilesen
(karma) sayis1 olmak lizere r X k + r — 1 tane moment denklemi ve ham moment yazilir

(Xi=1 @;=1 kosulu yoksa r X k + r tane denklem yazilir).

X1, X5, ..., Xy Orneklemi ele alindiginda a4, ay, ..., @, Ve 64,6,, ..., 6, parametrelerini

tahmin etmek i¢in olusturulan denklem sistemi E [X J ] < oo olmak lizere;
EX|=-3n, X! j=12,.,rxk+r—1 (3.3)

bicimindedir. Burada E [Xj ] , J- kitle momentini ve % X l] , j. orneklem momentini

gostermektedir.
&=1-Yi5) & 3.4)

Tahmin ediciler genellikle analitik yolla elde edilemediginden denklem sisteminde

orneklem momentinin degeri yazilarak niimerik yolla parametrelerin ¢6zlimii elde edilir.
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3.2 En Cok Olabilirlik Yontemi

En ¢ok olabilirlik yontemi (ML), olabilirlik fonksiyonunu maksimize eden parametre

degerini bularak dagilimin parametrelerini tahmin eden bir yontemdir.

x = {x1, x5, ..., X} olasilik yogunluk fonksiyonu f (£|Q) olan birbirinden bagimsiz ve
ayni dagilimli gézlemler olsun. 8 = (64, 0,, ..., 8;) bu dagilima iligkin parametre kiimesi

olmak Gizere 6 parametrelerinin olabilirlik fonksiyonu,

L(0]x) =TT, £(x:]0) (3.5)

dir. Buradan,

9 = argmax L(8]x) (3.6)

d boyutlu 8 = (04, 6, ..., 84) parametresi i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi genellikle
olabilirlik fonksiyonunun logaritmasinin bilinmeyen parametrelere gore ayri ayr1 kismi
tiirevlerinin sifira esitlenmesi ile olusturulan olabilirlik denklem sistemlerinin ¢6ziilmesi
ile elde edilir. Bu denklem sistemleri genelde lineer olmayan ifadeleri igerdigi icin
analitik ¢ozlime sahip degildir. Bu nedenle olabilirlik denklemlerinin ¢6ziimii igin

adimsal yontemler kullanilir.

3.2.1 EM Algoritmasi

EM algoritmasi, olabilirlik fonksiyonunun tiirevinin alinmasinin ve dogrudan maksimize
edilmesinin zor oldugu ve olabilirlik fonksiyonunun kapali ¢6ziim formlarinin mevcut
olmadigr durumlarda kullanilan adimsal bir yontemdir. EM algoritmasinin her
yinelemesinde, E (expectation) adimi1 ve M (maximization) adimi olarak adlandirilan iki

adim bulunmaktadir. Bu yiizden bu algoritma EM algoritmasi olarak adlandirilir.
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EM algoritmast Dempster vd. tarafindan 1977 yilinda ortaya c¢ikarilmis ve en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisinin yinelemeli yolla hesaplanmasinda kullanilmistir. Bu
algoritma verilen veri setinin eksik veya veri setinde kayip gozlemlerin bulundugu
durumlarda istatistiksel ¢ikarim yapabilmek i¢in kullanilmaktadir. EM algoritmasi, tam
veri verildiginde en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin karmasikligini1 daha basit diizeye
indirgediginden daha kullanighdir. Temel diisiince, verilen tam olmayan veri problemini,
en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin hesaplanmasinin daha kolay oldugu tam veri problemi
ile iliskilendirmektir. Ornegin, secilen tam veri problemi en ¢ok olabilirlik tahmin
edicisine kapal1 bir ¢6ziim formu saglayabilir veya standart bilgisayar programlart ile en

cok olabilirlik tahmin edicisinin hesabini kolaylastirabilir.

Parametrenin bazi baslangi¢ degerleri icin EM algoritmasi ¢ok yavas yakinsamasina
ragmen bu durumun iistesinden rasgele baslangi¢ degerleri ile baglanmasiyla gelinebilir
ve en kiiglik adim sayisini saglayan baslangi¢ degerlerinden biri en iyisi olarak alinir.
Uygulamada en yaygini, adimlara karsilik gelen logaritmasi alinan olabilirlik (log-
likelihood) fonksiyonunun grafigindeki artislarin gézlenereck yakinsama durumuna

bakilmasidir.

Dempster vd. (1977), EM algoritmasinin her adiminin yakinsayana kadar tam olmayan
veriye iliskin log-likelihood fonksiyonunun kesin olarak artacagini gostermislerdir.
Yakinsama orani lineerdir ve bu oran gézlenen verinin bilgi oranina baglidir. Newton-
Raphson yontemine kiyasla EM algoritmasi her adimla birlikte log-likelihood degerlerini
arttirmada kararlidir ve neredeyse herhangi bir baslangi¢ noktasinda yerel maksimum
noktasina yakinsar (Dennis ve Schnabel 1983). Ayrica EM algoritmasi, her adimda
olabilirlik esitliklerine iligkin Jacobian matrisinin hesaplanmasini gerektirmediginden

daha az hesaplanma maliyetine sahiptir.

Tamim 3.1 Sonlu karma yogunluklari,

f((x]®) = X5-1 a; f;(x]6)) (37)
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olarak tanimlansin.

Her bir f;(x|6;) yogunluk fonksiyonu igin 3._; @;=1 ve a; > 0 dir. Burada ;, j. bilesen

yogunluguna ( fi (g |9j)) ait verinin olasilig1 olarak diisiiniilebilir. Parametre vektori,

0= ((Xl, az, ..., Ak, 91, 92""’91() (38)

dir. X, x ={xq,%,,...,x,} © uzaymda 6 parametrelerine sahip dagilimdan iretilen
gozlenen veriye iliskin bir rasgele degisken olsun. y = (y4, ¥, ..., ¥n) g0zlenemeyen
veya kayip veriyi gostermek tizere z = (x, y) ise tam olan veri setini gostersin. Z rasgele

degiskeninin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(z10) = f(x, y|6) = f(ylx, 0)f (x]6) (3.9)

olup, tam veriye ait olabilirlik fonksiyonu,

L(01z) = [Tiz1 f (z:16) =Tz f (i, i16) (3.10)

dir. Kayip bilgi olan y bilinmediginden, (3.10) esitligi x ve 6 verildiginde y’nin bir
fonksiyonu olarak disiiniilebilir. L(6]|x) ise tam olmayan verinin olabilirlik

fonksiyonudur.

E Adimi: EM algoritmasinin ilk adim1 olan E adimi, gézlenen veri X ve parametrelerin
mevecut degeri 8™ verildiginde gozlenemeyen veriler Y’lere iliskin log L(0]x,y)

fonksiyonunun beklenen degerinin bulunmasina yoneliktir.

Q(6,6/) = E,[log L((81x,y))] = [log(L(8lx,y)) f(y|x, 6™ )dy (3.11)

(™) m. adimda beklenen degeri hesaplamak i¢in kullamlan 6’nin mevcut degerini

gostermektedir.
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E adimindaki ana diisiince, X ve 8™ ‘in verilen sabitler oldugu ve Y’nin f (y|x, pm )

marjinal dagilima sahip bir rasgele degisken oldugudur.

M Adimi: EM algoritmasinin ikinci adimi olan M adimu, (3.11) esitligindeki ifadenin

0’ya gore maksimize edilmesidir.

8m*D) = grgmax Q(6,0™) (3.12)

e(M+1) @ uzayindan segilirse,

Q(atm+D, g > (6,8(™), her 6 € O icin (3.13)

0™ baslangi¢ degeri ve X verildiginde, EM algoritmas1 E adimu ile baslar ve M adim1
ile devam eder. Bu iki adim, tam olmayan veriye iliskin log-likelihood fonksiyonun bir
sonraki adim ile bir 6nceki adimdaki degerleri arasindaki fark € gibi bir sayidan daha

kiigiik oluncaya kadar devam ettirilir.

L(60™D|x) — L(6M|x) < ¢ (3.14)

Aslinda EM algoritmasi, verilen tam olmayan verinin olabilirlik fonksiyonu olan L(6]x)’i
tam verinin olabilirlik fonksiyonu olan L(6|z) agisindan yeniden diizenler, bu iki
fonksiyon arasindaki iligkiden faydalanir ve tam veri problemi i¢in EM algoritmasindaki
daha basit hesaplamalara dayali olarak bir en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi elde eder. Baz1
durumlarda 6rnegin, Normal ve Poisson dagilimlarinin karmalarinda M adim1 her zaman
analitik ¢6ziime sahiptir. Bu ylizden EM algoritmasinin uygulamasi kolaydir ve en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisinin kapali formu elde edilebilir. Karma istel dagilimlarda ise M
adimi genellikle analitik ¢6zlime sahip olmadigindan, ML tahminlerinin hesaplanmasinda

niimerik yollar tercih edilir (Ren 2011).

EM tahmini, hi¢gbir zaman daha kotiisiiniin olmayacagini garanti eder. Genellikle yontem,

P(x|6)’nin bir tepe noktas1 oldugunu soyler, fakat P(x|8) birden fazla tepeye sahipse
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EM, olabilirligin mutlak maksimum noktasint bulamayabilir. Uygulamada, EM
algoritmasin1 ¢oklu rasgele baslangic noktalar1 ile baslatmak yaygindir ve en biiyiik

olabilirlige sahip olan 6, en son tahmin degeri olarak segilir (Gupta ve Chen 2010).

3.2.1.1 EM algoritmasinin karma dagilimlarda genel isleyisi

x = (x4, X3, .., X,) gOzlem verilerinden elde edilen f(x|0) igin log-likelihood

fonksiyonu;
log( L(1X)) = log(ITi-, f (x:1©)) = T, log (They @ fi(xl6)))  (3.15)

Gortldiigii tizere log(L o|x )), karma yogunluklarinin toplaminin logaritma fonksiyonu
seklindedir. Burada genel en c¢ok olabilirlik islemlerini kullanarak maksimizasyon
yapilmasi oldukg¢a zordur. EM algoritmasini uygulayabilmek i¢in 6ncelikle kayip bilginin
y=0wnY2 Yo ¥i € (1,2,...,k), i =1,2,..,n olarak gosterilmesi gerekir. Eger i.
veri yani x;, j. bilesenin yogunluk fonksiyonuna fj(£|0j),j =12,.., kaitise y; =j

olarak gosterilir.

Tam veri i¢in log-likelihood fonksiyonu;

log(L(@IX,Y)) = log(f (X,Y10)) = Xi; log(f (vi|x:, 6,,) (3.16)

.

Bagslangic degeri 00 = ( ) e a}({o); 91(0), e 9,50)) ve X verildiginde marjinal olasilik

yogunluk fonksiyonu hesaplanabilir.

f(r|x,0©) =T, f(yilx:, 0©) (3.17)

Burada,
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©) ©)
1 @0 _ foixi,0©) £(xi]yi, %) r(v:|0)
(il 0©) = L2 ) (3.18)

dir. (3.7) esitliginden,

f(x:|0©@) = £, a; £;(x:] 6 (3.19)
ve

f(il0©®) = a3 (3.20)
elde edilir. (3.19) ve (3.20) esitlikleri (3.18) esitliginde kullanildiginda (3.17) esitligi,

flx; y.‘ @(0) a(o)
,E — )(g; (3.21)
Zj:laffj(xi|6i )

f(Y|X,(§)(°)) = H?=1f(3’i|xi» 0® ) =1,

seklinde olur.

Buradan E adima,

Q(0,6) = E(Y|X’ o) log (L(©1X, 1))

= Yyer log(L(O1X, ) f(v|X,0©)
= Z§1=1 "'Z;c/n:l 2i=1log( ayifyi(xi|9yi))f(ylx' 9(0))

= Y S log(aifi (x| ) 2K —y . ZE 1 8y f (v]X,09)  (3.22)
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(3.22) esitliginde,

1, j=y
Sy = {0, Jd_dyl (3.23)
ve
f(y]x%,0©) = T2y £ (3]x, 0@ ) (3.24)
oldugundan,
k k
=D Y Supaf (71%.69)
y1=1 ynp=1
k
= 2 5oyz>1_[f(yz|xz»®(°))
y1=1 yn=1
k k k kK n
=2 2 20 2 | ] rGuke o) £l o)
y1=1 Yi-1=1Yi41= Yn=1z=1,z#i
- Hz 1,z#1 [Hf]zzlf(yzlxz:e(o))] f(]lxu G)(O))
1
= f(j|x:, 0@) (3.25)
dir.
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(3.22) esitligi,

0(6,6©) = ZZlog (a,(x:18)) £ (il 0©)

j=1i=

k n
= ZZlog(a])fmxl, 0©®) + ZZ log f](xl|9 )) £(j|x:, @)

j=1i=1 j=1li=

= G(a;) + R(6)) (3.26)

olarak diizenlenebilir.

G(aj) ve R(6;) bagimsizdir ve M adiminda «; ve 6;’e gore ayri ayri Q(G,G(m))
maksimize edilir. G (aj)’nin maksimizasyonu Z;‘;la] = 1 kisitina bagli oldugundan

Langrange ¢arpanlari yontemi kullanilir.

k

A(aj,)l) = G(aj) +1 Za] -

=¥k D log(a)f(j|x:, 0©) + A(Thoy a; — 1) (3.27)

0
;72= 1 X —(J|x“ ) +Yk =0 (3.28)
=i —1=0 (3.29)

(3.28) esitliginin her iki tarafi a; ile garpilirsa,
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Z?:l Z?=1f(j|xi'®(0)) + Z?=1/1aj =0 (3.30)

Y (%, 09) + ;) = 0 (3.31)
=1 Z?=1f(j|xi'®(0)) +4)=0 (3.32)
elde edilir.

% £(j|x, ©@) = 1 oldugundan (3.32) esitligi,
r,1421=0
=% (3.33)
seklinde bulunur.

Diger bir yandan (3.31) esitligi,

n
Zf(jlxi, @(0)) + /10:] =0
i=1

n ofj .’@(0)
o = — 2= U |f‘ ) (3.34)

dir.

A=— % oldugundan (3.34) esitligindeki karma yogunlugu agirhigi,

a; ==-3", f(jlx, 0@) (3.35)

n
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f (j |xi,(§)(°)), x; ve parametrenin mevcut degeri 0 verildiginde y; = j. bilesenin

marjinal yogunluk fonksiyonunu verir.

16"
sl w%ri(xi]6.")

f(lxi, 09) = J=12, ..k (3.36)

Ote yandan 6 = (6,,...,0;) parametrelerini tahmin etmek icin R(6;) maksimize

fonksiyonu gereklidir.

R(§;) = Zj-y Xty log(f; (i |0 D f (%, 0) j = 1.2, .. k (3.37)
' og(f(Xi|6;) ..
612599,’) = 25“=12?=1%g|])f (j|x,0@) =0 (3.38)

Genellikle (3.38) esitliginin hesabi bilesen yogunluklarinin hesabi olan fj(xl-|9j)’ye
baglidir ve 6, ...,0, parametrelerinin davranigina gore tahmin edilmelidir. En iyi
durumda, her bir bilesenin yogunlugu iyi bilinen bir dagilimdan gelir ve olasilik yogunluk
fonksiyonunun basit analitik bir formu olarak kargimiza ¢ikar. Bu formda 6;’nin kapali
hali dogrudan elde edilir. Fakat baz1 durumlarda bilesen yogunluklari ¢ok karmasik
oldugundan (3.38) esitligini ¢ozmek i¢in genellikle niimerik yontemlerin kullanilmasi

gerekir.

3.2.1.2 EM algoritmasinn isleyisine 6rnekler

A. Oyuncak Ornegi (Gupta ve Chen 2010)

n sayidaki ¢ocuk icinde n adet oyuncak bulunan 4 farkli kutudan birini seciyor. Y =
[Y: Y, Y5 Y, |7 olmak iizere Y;,i = 1,2,3,4 i. kutuyu secen cocuklarin sayisin1 gostersin.
Y’nin rasgele histogrami “multinomial dagilim” olarak dagilir. Multinomial ¢cocuk sayisi

(neN) ve ¢ocuklarin segecegi 4 farkli kutuyu segme olasiligi olmak iizere iki parametreye
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sahiptir. Burada p = (p1,p2,P3,P4) € [0,1]* ve ps+ pa+p3+p, =1 dir. p; (i =

1,2,3,4), i. kutunun herhangi bir ¢ocuk tarafindan secilmesi olasiligidir.

n!

_ : Y3, .
_3’1!3’2!}’3!)’4! Pa

foiw (%) pY'p*p3"p;

Her bir ¢ocugun oyuncagi se¢me olasiliklart aynidir ve higbir ¢ocuk kararsiz degildir.
Yani her ¢ocugun oyuncaklardan birini sectigi biliniyorken, oyuncagin hangi olasilikla
secildigi bilinmemektedir. Bu bilinmeyen olasilik 8 parametresi ile gosterilmektedir.
Burada 6 parametresi her bir gocuk i¢in aynmidir ve 8 € [0,1] dir. Bu gizli parametreye

gore oyuncaklarin her bir ¢ocuk tarafindan secilmesi olasiliklari,

1

1 1 1 1 1t
T_|2,.29 Z(1_— 21 -
[P1 P2 P3 P4l —[2+49 4(1 0) 4(1 0) 49] ,0 €[0,1]

dir.

Buna gore 0 verildiginde Y = (Y; Y, Y3 Y,) rasgele vektoriiniin olasilik fonksiyonu,

P( |9)_ n! <1+19)3’1(1—0)3’2(1—9)3’3(9)3’4
2 = iy lysl ! \2 7 4 4 4 4

seklindedir.

Bu 6rnek i¢in log (fylp (3_/)) fonksiyonu dogrudan maksimize edilebilir, fakat burada

ama¢ EM algoritmasimi1 kullanarak 6’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulmaktir.
EM algoritmasin1 kullanabilmek i¢in tam veri olan X’in ne oldugunu belirlemek
gerekmektedir. Burada X su sekilde belirlenmistir. Icinde yine n tane oyuncak bulunan 1

numarali kutunun ¢ocuklarin se¢gimine sunuldugunu diisiinelim ve bu kutunun seg¢ilmesi
olasiliginin da bastan % oldugu biliniyor olsun. Buna gore 1,1,2,3,4 kutularinin se¢ilmesi

olasiligini sirasiyla;
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L1y ace La-e 19]Tee[o1]
2 4 4 4 4 ’ ’

vektoriiyle ve i. kutudan segilen oyuncak sayisini da X; ile gosterelim. Buna gore Y

rasgele vektorii asagidaki gibi ifade edilebilir.

Y =T(X) =

X1+ X, X3 X4 Xs
~—————

1 nolu kutudan segilen oyuncak sayisi

P(xl6) = 5 (B (@) ()™

EM algoritmasi i¢in Q fonksiyonunun maksimize edilmesi gerekmektedir.

Q(m+1) — argmaXQ(ele(m)) = argmax Ele o(m) [log(P()_(le)]
0€[0,1] oe01]

Yukaridaki esitligi ¢6zmek icin sadece 8’ya bagli olan log (P(§|6)) ifadesine ihtiyag
vardir. Ciinkii diger terimler ilgilenilen 6 iizerinden maksimize edilmesiyle iliskisizdir.

Boylece P(g |9) esitliginin logaritmas1 alinir ve 8’ya bagl olmayan diger terimler goz

ardi edilirse,

6™+ = argmax EX|y g [(X2 + X5)logh + (X3 + X4)log(1 — 6)]
fe[o,1] =

= argmax Eylyomm (X2) + Eypy, gom) (Xs5)] l0g8 + [Ey), gom (X3) + Ey|), gom) (X4)] log(1 — 6)
Soqy Xl Xly Xly Xly.

Yukaridaki maksimizasyon problemini ¢ézmek ig¢in tam veri olan X’lerin, tam veri

olmayan Y’ler {izerinden kosullandirilmasinin beklenen degerine ihtiyag vardir.

E adima,

39



P(X; =x1,X =%, 0, Xs = x5|X1 + Xy = 1, X3 =2, Xa = Y3, X5 = Vs )

_ PXy =x1,X; =y1 —x1, X3 = Y2, X4 = 3, X5 = Yu)
PX1+ X, =y1,X3=Y,,X4 = Y3, X5 = Y4)

n! (1\¥176\Y17%1 119 y2+Y3 9\V4

_ xll(yl—xl)!y2!y3!y4!\5) (Z) ( 4 ) (Z)

- nl (1 onY1,1-0\YV21tY3 /g\V4
smavaraats) () G)
y1'y2'y3lyai\2 4

4
X1 0 \Y1—X1
T oxl(yg—x !\ 1,8 1.0
1!(y1—x1) 2+4 2+4

1
Y,0)~Bi —
Y,0)~Binom (yl, 1+2>

2

4

N | =

(%

1

(Xz Z,9)~Binom v, 1— —2

1+ >

T
E(X|y,0) = 2 o
gozlenmis

seklindedir.
M adima,

g (m
Q(olo™) = ()’1m + }’4> log 8 + (y, + y3) log(1 - 6™™)

D iyt x) s (gt x) = 0
dg — R TXIgT T g T =
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—0(xy +x3+x4+x5)+x,+x5=0

g (m)
x2-|—x5 _y12+0(m)+y4
2

9(m+1)=
2
nThzre TN yem

olarak elde edilir. Bu ifade, Excel yardimiyla baslangi¢ degeri 6(®) = 0,5 ve ¢ = 107°
alarak ¢ozdiiriilmiis ve cizelge 3.1’de adim adim elde edilen ¢oziimler verilmistir.

Burada Y;: i. kutuyu segen ¢ocuklarin sayisini gostermektedir. (i = 1,2,3,4)

Cizelge 3.1 Oyuncak 6rnegi icin EM algoritmast ile elde edilen parametre degerleri

Y1 =5Y2=2y3=4y,=1
i 0w LogL® LogL® — LogL®V
0 0,5 -2,408239965
1 0,25 -1,686170184 0,722069781
2 0,1985 -1,595840249 0,090329934
3 0,18748 -1,579601664 0,016238586
4 0,185092 -1,576246719 0,003354945
5 0,184573 -1,575525913 0,000720806
6 0,18446 -1,575369623 0,00015629
7 0,184436 -1,575335666 0,000034
8 0,18443 -1,575328285 0,00000738
9 0,184429 -1,575326681 0,0000016

Cizelge 3.1°de 10. adim ile 9. adimdaki olabilirlik fonksiyonu degerleri arasindaki farkin
€ =107° degerinden kiiciik oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla ele alman 6(® = 0,5
baslangi¢ degeri icin EM algoritmas1 yontemi ile elde edilen ¢oziim 6 = 0,184429 =

0,18 olarak 10. iterasyonda bulunmustur.

B. Bir Goriintiideki Nesneleri Algilama Problemi (Moon 1996)

Bir goriintiide ii¢ farkli nesne bulunmaktadir. Bunlar koyu yuvarlak nesneler, koyu kare

nesneler ve parlak nesnelerdir. Burada,
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x,: Koyu yuvarlak nesnelerin sayisini,

x,: Koyu kare nesnelerin sayisini,

x3: Parlak nesnelerin sayisini,

n: Toplam nesne sayisin1 (x; + x, + x3) gostermektedir.

Goriintii i¢in kullanilan sensoriin koyu veya parlak nesneleri saptama olasilig1 bilgisine
sahibiz. Ancak sensoriin yuvarlak veya kare nesneleri saptama olasiligi hakkinda bir

bilgiye sahip degiliz.

n!

——— D'y Pt P s =1
xs!

PXi=x,X, =x,,X3 =%x3) =
(1 1 2 2 3 3) x1!x2

Probleme kolaylik olmasi bakimindan sensdriin koyu yuvarlak nesneyi saptamasi

olasiligi, tiim miimkiin durumlar {Koyu yuvarlak, Koyu kare, Parlak yuvarlak, Parlak

kare} gboz Oniine alinarak p, =i olarak belirlensin. p; =i ve pi+ py+p3 =1
oldugundan p, + p; = % diir.
n!
P(Xy =21, X; = x5, X5 = x3) = X

ﬁ Py Dy p3’, (¥ + Xy + X3 =1;p 4+ Py +p3 = 1)
1|x2|x3|

X1 + x5 + x3 = n esitligi bilindiginden x; = n — ((x4 + x;) esitligi kullanilirsa,

n!

- plr(1 - + n—X1-X2
X1, (1 — x; — x,)! P1 P2 1=+ p2))

olur. Bu problem i¢in,
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Y; : Koyu nesnelerin sayisini,

Y,: Parlak nesnelerin sayisini,

gostermek lizere y; = x4 + x5 V€ y, = x3 seklindedir. Buradan,

n!

_ _ _ 0 _ : X1 Y1—X1_ N-y
PXi=x,X;=y1 —x,X3=n—y,) = X! (v —x)! (n— y)! pi'py 'py Tt
elde edilir.
p1 = %, P2 = pTH, p3 = ZTTP olarak alindiginda,
n! 1\*1 p+ 1\Y17*1 /2 —p n-=yi
xl!(yl—xl)!(n—yl)!(z ( ) ( 4 )

P(Xi=x4|Y1 =y,) =

+2 Y1 +2 X1 +2 Y1—x1
(p4 ) _ (PT) (pT) olarak yazilirsa,

1 X1 p+1 Y1—X1
_ oy — ! Z Z
P(Xl_x1|Y1_y1)_xl!(yl_xl)! pl_z p1_2

-()Ga) (=)

olarak elde edilir.

X,~ Binom (yl, 12) ya da X;~ Binom (yp e )

pt pP1tD2
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Benzer sekilde,

X,~ Binom (yl, 1- p—iz) ya da X;~ Binom (yl, 1- pffpz)

oldugu agiktir.
E adimu,
EX Y1 =yu,p) =y - = %L
p+2 p1 + D2
EX,|Y, = y1,p) = ylg : ; = ylﬁ
M adimui,

n
logL = log (X1:X2,X3) *x1logps + x;logp, + X310

= log (xl:;:,x3) +xlog;+ xlog (pTH) +x3log (Zij)

=x,(2—p)—x3(1+p)=0

=—p(x, +x3)+2x,—x3=0

L 2Xy; — X3
P=—"" "
x2+X3
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X, yerine E adimindaki beklenen deger yazilirsa,

2P (1)l -
p= 1
v (1-7575) + 72

_ 2 @+D-@+2)y2 _  (k+1)
y1(+1)+(p+2)y:

_ p® (2y1-y2)+2(r1-v2) — pk+1)
p® (y1+y2)+(¥1+2Y2)

Bir goriintiideki nesneleri algilama problemi igin verilen teorik ifadeler, Excel yardimiyla
baslangi¢ degeri p(®=1 ve £ = 10~2 alinarak ¢ozdiiriilmiis ve Cizelge 3.2°de elde edilen

degerler gosterilmistir.

Cizelge 3.2 Bir goriintiideki nesneleri algilama problemi i¢cin EM algoritmasi ile elde
edilen parametre degerleri

y1=10,y, =5,x1 =6,x, =4ve x3=5
1 1 1

P1= Z'Pz = E’p3 =2
i p® LogL® LogL® — LogL(~D
0 p®=1 630622,1732 -
1 p® =0,714286 630622,4512 LogL® — LogL® = 0,2779
2 | p® =0,674419 630622,4766 LogL® — LogL™ = 0,0254
3 | p® =0,667954 | 630622,4804 LogL® — LogL® = 0,0098
4 | p® =0,666881 630622,4811 LogL™ — LogL® = 0,007

Cizelge 3.2°de 4. adim ile 3. adimdaki olabilirlik fonksiyonu degerleri arasindaki farkin
e =10"% degerinden kiiciik oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla ele alinan p©®=1
baslangi¢ degeri i¢in EM algoritmasi yontemi ile elde edilen ¢6ziim p = 0,666881 olarak

bulunmustur.
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3.2.2 Newton-Raphson Yontemi

n bilinmeyenli n tane lineer olmayan denklem sistemi,

fl(xl,xz, ...,xn) = 0

fZ(xll le ---;xn) = O

fTL(XIPXZr ---;xn) = 0

olarak verilsin. Bu sistem f (g) =0 seklinde yazilabilir. Burada x bagimsiz

degiskenlerden ve f, f;(x) fonksiyonlarndan olusan bir vektordiir.

=
Il

o

fn(xl' X2y ae rxn)

|:f1(x1'x2.' "'rxn)] f1(£)

RIS

Newton Raphson yontemi ile lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in Jacobian

matrisine ihtiya¢ vardir. Burada Jacobian matrisi asagidaki gibi gosterilmektedir.

[4

J = Oufof) |40
0(xq, X, vy Xp) ld)cn
x,

X = x baslangic noktas1 olarak alindiginda,

hesaplanir.

Xnt1 = Xn —J

46
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Burada yakinsama kriteri,
|§n+1 - &nl <€
olarak alinabilir. Burada € yeterince kii¢iik se¢imli pozitif bir sayidir.

Newton Raphson yonteminin zorluklarindan biri % (i,j = 1,2, ...,n) fonksiyonlarinin
]

her birinin Jacobian matrisinin i¢inde tanimli olmasinin gereckmesidir. Esitlikler ve
bilinmeyenler arttik¢a, Jacobian matrisindeki ifadelerin sayisi artmakta ve ¢oziim elde

etmek zorlagmaktadir.
3.3 En Kiig¢iik Kareler Yontemi

En kiiciik kareler yontemi (LS), deneysel (ampirik) dagilim F ile parametrik dagilm F

arasinda bir regresyon iliskisinin oldugu diisiincesine dayanir. Oyle ki, Xy S X(z) <

< Xy sirali gozlemlerine kargin F (x(l-)) = ﬁ (i=1,2,..,n) ampirik dagilim

fonksiyonu g6z oniine alinarak,

Q(@) = Zina(F (xay) = F(xay; ©))* (3.39)
ifadesini minimum yapan @ parametre vektorii belirlenmeye ¢alisilir.
3.4 Kolmogorov-Smirnov Testi
Kolmogrov-Smirnov (KS) testi, ele alinan bir 6rneklemin herhangi ya da belirli bir
dagilimdan gelip gelmediginin incelenmesinde kullanilan bir testtir. KS, ele alinan

orneklemin deneysel dagilimi (ﬁ (X)) ile Hy, varsayimi altinda tanimlanan teorik

dagilimin (F X )) birbirine uygunlugunu test etmek i¢in kullanilir.
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Dimax = maksimum|F X)-FX )| degeri, belirlenen anlamlilik diizeyi (a) ig¢in

hesaplanan D kritik degerleri ile karsilagtirilir. Eger,

1. Diax < D(q) ise 6rneklem F gibi bir dagilimdan gelmektedir.

2. Dmax = D(q) ise 6rneklemin alindig1 kitleyi F temsil etmemektedir.

Bu calismada KS testi, 6. boliimde incelenen veri setlerinin modellenmesinde iki bilesenli

karma tistel dagilimin ne kadar basarilt oldugunu belirlemek i¢in kullanilmigtir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, ¢alismada ele alinan 2MED igin momentler, en ¢ok olabilirlik ve en kii¢iik

kareler yontemleri ile EM algoritmasi

bahsedilecektir.

4.1 iki Bilesenli Karma Ustel Dagilim i¢cin Momentler Yontemi

(2.18) esitliginde 6rneklem momentleri kitle momentlerine esitlenirse,

X xi
m1 - L

—ab6,+(1—a)0,

n

2
m, =22 =20 0,2 +2(1 — @) 6,>

n

my =24 =60 6,° + 6(1 - @) 6,°
Esitlikler diizenlendiginde,

m=ab;+(1—a)b,

= a0+ (1-a)6,’

Z=a0’+(1-a)6,’

ve Newton Raphson yontemlerinden

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

dir (Rider 1961, A¢ikgoz 2007, Yilmaz ve Buyum 2014, Yilmaz vd. 2014, Yilmaz ve

Buyum 2015).
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4.1.1 ki bilesenli karma iistel dagiim parametreleri icin o biliniyorken moment

tahmin edicileri

(4.4) esitligi yoluyla elde edilen,

61 — ml_(l_a)HZ

a

(4.7) esitligi (4.5) esitliginde yerine yazilirsa,

0 parametresi i¢in moment tahmin edicileri elde edilir.

6, > 6, durumunda,

olmalidir.

6, = 0 olup olmadig1 kontrol edilirse,

(4.11) esitliginin her iki tarafi (1 — ) ile ¢arpilirsa;
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m?2(l—a) = a% — amy? (4.12)

m? > a=l (4.13)

oldugundan 6, icin tahmin degeri negatif degerli degildir. Burada ¢6ziimii elde edebilmek

icin agagida verilen iki kosulun varsayimi gereklidir.

Her ne kadar teorik olarak bu ifadeler pozitif olsa da simiilasyon yapildiginda sonuglar
tersi durum olarak c¢ikabilmektedir. S6z konusu kosullarin, simiilasyon sonucunda

saglanip saglanmadigina iliskin 6rnekler 5. boliimde incelenecektir.

4.1.2 Iki bilesenli karma iistel dagilim parametreleri icin a bilinmiyorken moment
tahmin edicileri

Yukarida elde edilen (4.4), (4.5) ve (4.6) esitlikleri kullanilarak,

% = % (6, +6;) —6,6,m, (4.14)

% = m1(91 + 92) - 0192 (415)

esitlikleri elde edilir.

0, + 0, = z; ve 6,0, = z, kabulii altinda (4.14) ve (4.15) esitlikleri birlikte ¢oziiliirse,

ms _m1m2
6 2
Z1 = m (4 16)
—2-m?
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ve
Z = ——% (4.17)

elde edilir.

Bulunan z; ve z, degerleri, tanim1 geregi her zaman pozitif olmalidir. 8, ve 6, nin pozitif

olmasi i¢in z; Ve z, ‘nin pozitif olmasi yeterlidir. Buna gore,

ms mimy
6

- m - m m
i. 72>m% ise —2>==2 ve —2my > (55)?

mp
> m32 elde edilir.

mq

. 1
Bu ¢ kosul diizenlenirse — >
My Mz,

ms mim,
6

. m - m m
ii. 72<m% ise =2 < == ve —2my < (5H)?

m;

: . 1 .
Gerektirmeleri sonucu — < < m3/2 elde edilir.
my Mz, /6

mq

Karma istel dagilimin parametrelerini kolaylikla tahmin edebilmek igin bir esitlige daha
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu esitlik, 8; — 8, = im seklindedir. Eger basta, 6, >
0, bilgisi varsa pozitif kisim ¢6ziim i¢in alinabilir. Buna gore, 6; + 6, = z;ve 8, — 0, =
\/m esitliklerinden ¢6ziime gidilir. Burada bir kosulun daha geldigine dikkat
edilmelidir. Bu da karekok ifadesindeki z? — 4z,’nin pozitif tammli olmasidir.
Yukaridaki (i) ve (ii) kosullarmin bunun i¢in yeterli olup olmadigina bakilacaktir.
Ayrica z, Ve z, arasinda 6rneklem momentleri agisindan bir iliski mevcuttur. Bu iliski,

mz_ma
mi -G’

Z; =mqyz; + Tz, (418)

2 M
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seklindedir. Buradan,
Z, = myz, — 2 (4.19)
dir.

z2 — 4z, = (z; — 2my)% + 4(% —my?) (4.20)

olup (i) durumunda yani % > m? oldugunda z? — 4z, > 0 dur. (ii) durumunda ise yani

mpz

% < m? oldugunda (z; — 2m,)? — 4(m,? y ifadesi z,’in konveks bir fonksiyonu

olup z;* = 2m, de minimuma sahiptir ve bu deger negatif isaretlidir. Dolayisiyla (ii)

kosulu tek basina yeterli degildir. (ii) kosuluna ek olarak reel ¢oziim olabilmesi i¢in z7 >

4z, olmalidir. Ayrica (ii) kosulu saglansa bile m? — % =a(l-a)(0; —6,)?

oldugundan (ii) ve z{ > 4z, kosullar1 karma parametrelerinin araligini garanti edemez
(Cizelge 4.1, 4.2) (Yilmaz ve Buyum 2015).

Bu kosullar altinda (6; > 6, durumunda),

i+ ,22—42 oz ,22—42
B =——vel = —— (4.21)

2
(4.21) esitligindeki ifadeler (4.4) esitliginde yerine konuldugunda,
m1—§;

Q=7 (4.22)

olarak elde edilir.
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Yukarida verilen kosullarin gerekliligi, 6; = 5,0, =3 ve a = 0,6 olan iki bilesenli
karma iistel dagilimdan iretilen 50 birimlik iki 6rneklem yardimiyla ¢izelge 4.1- 4.2°de
aciklanmistir (Yilmaz ve Buyum 2015).

Cizelge 4.1 iki bilesenli karma iistel dagilimdan iiretilen veri setleri (6; = 5,6, = 3 ve
a = 0,6)

Veri Seti 1
8,31 7,8 4,17 3,42| 20,06 1,1| 9,67 0,04| 0,13 4,41
6,97 3,67 0,18 8,28| 1365| 7,97| 6,72| 1599 0,27 5,32
1,39 0,11| 20,95 4,42 0,35 04| 0,63 3,86| 7,26 1,3
8,4 7,73 9,92 0,01 0,61 1,27| 2,64 2,61 4,21 3,2
5,54 7,11 0,48 0,27 485| 482 3,23 7,63| 0,12 8,35
Veri Seti 2
2,97 | 17,44 1,19 0,91 0,18 1,35 4,39 6,89 3,55 0,34
1,29 0,12 1,18 0,71 4,52 5,24 5,98 0,61 3,25 8,02
4,57 7,17 4,6 0,99 4,38 1,45 8,04 | 15,94 2,93 | 14,54
4,21 4,29 3,28 | 12,66 0,56 6,49 3,63 | 11,44 49 7,38
3,62 3,62 3,75 0,14 0,76 9,4 3,12 0,97 12,3 | 10,58

Cizelge 4.2 Veri setlerine iliskin hesaplanan degerler

1 my mz/z

m, mz/z m3/6
Veri Seti 1 0,20 0,21 0,23 | 18,81 70,16 | 73,05 |13,68| 5,13 -0,01
Veri Seti 2 0,21 0,23 0,26 | 8,76 | 21,47 | -9,17 - - -

Y

Zq Zy Z% — 4z, 01 02

Cizelge 4.1-4.2 incelendiginde, (ii) kosulunun her iki veri seti i¢in de saglandig
goriilmektedir. Veri seti 1 icin, (ii) kosulunun yam sira z? — 4z, > 0 kosulu da
saglanmasimna ragmen 6; Vve 6, parametrelerine ilisgkin tahmin degerleri
hesaplanabiliyorken o parametresine iligskin hesaplanan tahmin degeri (0,1) araliginda
elde edilememektedir. Veri seti 2 igin ise z? — 4z, ifadesi negatif oldugundan

parametrelere iligkin tahmin degerleri hesaplanamamaktadir.

4.2 iki Bilesenli Karma Ustel Dagilim i¢in En Cok Olabilirlik Yéntemi

2MED’e iliskin logaritmik olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibidir.
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logL =¥, log [ 2 a; eiiexp(—xj/ei] (4.23)

Maksimizasyon problemini ¢0zebilmek icin Langrange carpanlart yoOntemi

kullanilacaktir.
1
i = 1,2 i¢in (4.24)’de verilen fonksiyonun «;’ye gore tiirevi alinip sifira esitlenirse,

Lexp(-)
dlogL 0; 0
= Y —1=0 (4.25)

=1 Qi e_iexp(_xj/ei)

1 Xj
57 5,5%P(=5) 2
= j= 1 =
TSR i gexp(-x;/0)

elde edilir. (4.25) esitliginin her iki tarafi a; ile ¢arpilip i indisi izerinden toplam alinirsa,

1 Xj
a; —exp(—=
n 2 i5,°*P(75)

=1 =1 1
J ! L g_ieXp(_xj/ei)

= Aa; (4.26)

olup, n = A bulunur. X; = x; gézlenmisken x; nin i. bilesene ait olmasi olasilig1 Bayes

kuralina gore;

1
aie_iexp(_xj/ei)

P(il) = 5

1
T=1 Qi yiexp(—xj/é’i)

(4.27)

olarak ifade edilirse
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&, = H=r) (4.28)

bi¢iminde elde edilir. (4.24) esitliginin 6; ye gore tiirevi sifira esitlenirse,

5 exp( )+ 2 exof )
dlogL Zn 0;° P 0 6; 6, P 9;

00; Z?:l iexp( xj/6:) =0 (429)
_ g Z—:<;%> exp(—z—i) - g—zexp( xj/0i) _o
- A=t Sq @i gexp(-x;/6) -
| exp(—— - xp(——)]
/=4 SEia gexp(- x,/el)
X X X
[aie—éexp<—6—i)] 1an [“ie_lieXp<_6_]i)]
2] 122 1 eexp( x]/Bl) ; j=12§=1ai &exp(—xj/Hi) B
YR
_ i n x. aie—texp(_%> _ 91'2?:1 P(l‘x]) _ 0
g |4U=1Y 0;Y% a; giiexp(—xj/ei) 0; B
[ 1]
*j
_1f1)sm 5x0(7) . U
= elrl! j=1%j Y2 a; o exp( x]/B) lZ P(llxj) J
L P(tx)) J

[ (X1 P(ilx) — 0 2= P(i|xj)}] =0
-1 P(ilx) = 6, 271 P(ilx)) (430)
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0, = w (i) ,i=(1,2) (4.31)

elde edilir. P(2|xj) =1- P(1|x]-) oldugu hatirlanirsa,

B = = 271 % P(ilx)) (4.32)
0, = ﬁ "X (1 - P(i|xj)) (4.33)

esitlikleri ile yeniden yazilabilir.

4.2.1 iki bilesenli karma iistel dagilim icin EM algoritmasi
EM algoritmasi i¢in asagidaki adimlar izlenir;

1. Bagslangi¢ degerleri girilir. (ai(o) , Hi(o)), (i=12)

2. P(ilxj): x; verilmigken i. karma bilesene ait olma olasilig1 hesaplanir.

1 Xj
a;qexpl—4.
SN G )

1
i=1% g exp(—x;/6;)
3. k. adimda &;’nin alacagi deger,

5 (k) _ 2:11'1=1P(i|xj)
==

seklinde hesaplanir.
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4. k. Adimda 8, nin alacag deger,

n

" 1 TN
8% = nar zxjp(qxj),l =12

j=1
olarak elde edilir.

5. @&; ve ; bulunduktan sonra logL fonksiyonunda yerine konulur ve fonksiyonun degeri

bulunur. Yeterince kiigiik secimli € > 0 sayisi i¢in,
logL® — logL®*=V < ¢

ise k. adimdaki degerler parametre tahminleri olarak kullanilir. Degilse Adim 2-5

yinelenir.
4.2.2 ML’nin sayisal ¢oziimii icin Newton Raphson Yontemi

Iki bilesenli karma iistel dagilimm parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmini icin

Newton Raphson uygulanirken (4.25) ve (4.29) esitlikleri kullanilsin.

1 Xj
5,5P(=5)

= oot _ ym —21=0 4.34
fl aai 2]:1 ?=1 a giieXp(_xj/ei) ( ' )
_ % ey A W ) I Y
P i ST MO i SR (4.35)
2 26, j=1 z a eilexp(—xj/el) '

fo = 208t _ym 02 2 0 2=0 (4.36)

=y g
20, J=1 T2, @i g-exp(=x;/62)
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olarak tanimlansin. Burada,

ah  df afayT

a(Mm+1) am da db;, db, £, (W)
(m+1) M| _|%2 42 4f (m)
61(m+1) Bl(m) | qe oo d92| L0
0, 0, afs dfs | Lfs(P0

lda d91 d@ZJ

p(m+1) w(m)

[a 2h 4 1
da dO; db, fl(lp(m))

pom+D) = ypom) _ |22 % 2_;‘2| £, (W (4.37)
[% afs %J fa(ptm
da d91 d92

seklindedir. (4.37) esitligi € > 0 sayist igin,
1P(m+1) _ LI_J(m) <¢
saglanincaya kadar devam ettirilir.

Newton-Raphson yonteminin avantaji hizli yakinsamasidir. Dezavantaji ise,
parametrelerin sayist fazla oldugunda Hessian (H) matrisinin tersinin bulunmasinin
zorlagmasi ve yakinsamanin olmamasi durumunda H matrisinin negatif tanimli olmasidir

(Acikgoz 2007).
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4.3 iki Bilesenli Karma Ustel Dagilim i¢cin En Kiiciik Kareler Yontemi

(3.39) denklemi ele alindiginda,

n

0(@6:,0,) = Y (F(x) — F(xi 61,6,

i=1

ifadesini minimum yapan (a,6,0,) parametre vektorii belirlenmeye caligilir. Bu

optimizasyon probleminin ¢6ziimii igin olusacak denklem sistemi asagidaki gibidir.

n

0Q_N i -xXog: ~x0g; 07 ~xX0g:
32" 31 ¢ l1—e W0 |-(1-a)|1—e Z 1—e "W —qg(l-—e ™01 )]|=0
i=1 i

i=1

n
0Q ; Xy X X)) —xa-
a=,1<n+1‘“<1‘e )= (1- eon) e )0
i=

n
6Q i _x(i)i —X(-)i (1 - Q)X(i) —X(-)i
—662:'1<n+1—a<1—e 91)—(1—a)<1—e ‘92) Te Y62 | =0
iz

Tirev alindiktan sonra gelen ifadeler parametreye bagli oldugundan ¢oziimlerin elde

edilmesi zordur. Bu nedenle niimerik yollara bagvurulmasi gerekmektedir.
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5. SIMULASYON CALISMASI

Bu kisimda, oncelikle 2. boliimde bahsedilen 2MED’in parametrelerini 4. boliimde
bahsedilen MOM ile tahmin etmek i¢in bir ¢alisma yapilmistir. Burada, 2MED ile tiretilen
40 gozlem ile parametre degerleri birbirine ¢ok yakin, yakin, uzak ve ¢ok uzak olacak
sekilde secilerek ve karma oranlari her bir durum i¢in degistirilerek tahmin degerleri elde
edilmeye c¢alisilmistir. Ardindan, c¢alismada kullanilan yontemlerden hangisinin
parametre tahmininde daha basarili oldugunu belirleyebilmek adina farkli drneklem
bliytikliikleri i¢in simiilasyon ¢alismasi yapilmis ve hata kareler ortalamasi kare kokiine
(RMSE) gore karsilastirilmistir. Son olarak ise 2MED’e iliskin {iretilen veri setleri
yardimiyla parametre tahmin yontemleri Ki-Kare test istatistigine (y2) gore de

karsilastirilmistir.

Gergek parametre degerleri 8; = 10,0, = 2 ve @ = 0.625 olan iki bilesenli karma iistel

dagilima iligkin tiretilen 40 gézlem degeri cizelge 5.1°de gdsterilmistir.

Cizelge 5.1 iki bilesenli karma iistel dagilima iliskin iiretilen veri seti (8, = 10,0, = 2
ve a = 0.625)

Gozlem 1 2 3 4 5 6 7 8

12,86489 | 42,2078 3,56824 1,3881 5,61233 | 12,9275 2,64424 7,75514

Gozlem 9 10 11 12 13 14 15 16

0,18203 7,64203 | 12,57203 | 13,30899 | 4,68376 | 5,13972 | 1,524725 | 19,490471

Gozlem 17 18 19 20 21 22 23 24

0,34141 14,9511 3,49333 22,20045 | 16,3012 | 4,77239 9,87521 1,17522

Gozlem 25 26 27 28 29 30 31 32

13,4103 0,21239 | 1,469521 | 2,551901 | 3,09831 | 2,50784 | 0,35569 2,831374

Gozlem 33 34 35 36 37 38 39 40

1,44689 0,14629 | 2,262833 | 1,835730 | 2,28646 | 3,73205 0,55653 0,321897
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Cizelge 5.2 MOM yo6ntemine gore veri setine iliskin hesaplanan degerler

m, = 6,641205

M2/, = 55,13087

M3/ = 4789396

z; = 10,23143 z, = 12,81817 7% — 4z, = 53,40951
o . 1 mq m2/2
Hesaplanan degerlere gore —= 0,150575 > ) =0,120463 > Ly =0,11511
1 2 6

oranlar monoton azalmaktadir ve hesaplanan z? — 4z, degeri de pozitif bulunmustur.
Buna gore parametrelere iliskin bulunan momentler tahmin degerleri ¢izelge5.3’te

gosterilmistir.

Cizelge 5.3 MOM parametre tahminleri

0, 0, a
8,769806 1,461625 0,708737

Gergek parametre degerleri 6; = 3,6, = 1ve a = 0.25 olan iki bilesenli karma {istel

dagilima iliskin tiretilen 40 gézlem degeri cizelge 5.4’de gdsterilmistir.

Cizelge 5.4 iki bilesenli karma iistel dagilima iligkin iiretilen veri seti (6; = 3,8, = 1 ve

a = 0.25)
Gozlem 1 2 3 4 5 6 7 8
5,061923 | 3,134541 | 0,374841 | 1,186258 | 0,225059 | 0,432430 | 0,889591 | 0,814989
Gozlem 9 10 11 12 13 14 15 16
0,473359 | 0,831586 | 2,024277 | 3,483752 | 1,462756 | 1,111760 | 0,681885 | 0,469722
Gozlem 17 18 19 20 21 22 23 24
1,994411 | 0,271994 | 1,002189 | 0,161800 | 0,192510 | 3,317741 | 1,615871 | 1,443968
Gozlem 25 26 27 28 29 30 31 32
1,266431 | 1,654376 | 1,712446 | 0,800673 | 0,428703 | 0,856390 | 0,171051 | 1,468401
Gozlem 33 34 35 36 37 38 39 40
0,246106 | 1,564676 | 2,390933 | 0,706507 | 2,738291 | 0,082804 | 1,403125 | 0,640586
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Cizelge 5.5 MOM yo6ntemine gore veri setine iliskin hesaplanan degerler

my = 1,269768 M2/, =1,379362 M3/ =1,374409
z; = 1,618641 z, = 0,675936 2% — 4z, = —0,08375
o .. 1 mq mz/z
Hesaplanan degerlere gore —= 0,787546 < oy 0,920547 < ey =
1 2 6

1,003604 oranlar monoton artmaktadir. Hesaplanan z7 — 4z, degeri de negatif

bulundugundan parametrelere iliskin momentler tahmin degerleri bulunamaz.

Gergek parametre degerleri 6; = 3,6, = 1 ve o = 0.875 olan iki bilesenli karma {istel

dagilima iliskin tiretilen 40 gozlem degeri ¢izelge 5.6’da gosterilmistir.

Cizelge 5.6 iki bilesenli karma iistel dagilima iliskin iiretilen veri seti (8; = 3,0, = 1 ve
a = 0.875)

Gozlem 1 2 3 4 5 6 7 8

4,909768 | 0,019572 | 4,632858 | 2,885890 | 1,837935 | 7,826508 | 4,929157 | 4,682977

Gozlem 9 10 11 12 13 14 15 16

1,828228 | 3,192809 | 0,706325 |2,070339 | 2,466611 | 0,655215 | 8,157723 | 0,030919

Gozlem 17 18 19 20 21 22 23 24

0,715494 | 7,574199 | 2,563539 | 0,467320 | 3,358953 | 1,714827 | 5,491864 | 5,305492

Gozlem 25 26 27 28 29 30 31 32

0,253987 | 7,220071 | 1,241766 | 7,841088 | 0,952321 | 0,696135 | 1,906388 | 1,579058

Gozlem 33 34 35 36 37 38 39 40

3,241651 | 10,624864 | 13,972618 | 0,811134 | 0,106486 | 0,232001 | 0,006565 | 0,787242

Cizelge 5.7 MOM yontemine gore veri setine iligkin hesaplanan degerler

m, = 3,237447 M2/, =10,45069 M3/ =30,00261

z, = 126,1035 z, = 397,8026 z? — 4z, = 14310,87
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mz/z

m? = 0,348326

oranlar monoton artmaktadir ve hesaplanan z? — 4z, degeri de pozitiftir. Buna gore

my
m2/2

Hesaplanan degerlere gore mi = 0,308885 < = 0,309783 <

1

bulunan parametrelere iliskin momentler tahmin degerleri ¢izelge 5.8’de gosterilmistir.

Cizelge 5.8 MOM parametre tahminleri

0, 09, a
122,8658 3,237701 -2,1E-06

Bulunan & degeri sifira ¢ok yakin bir say1 oldugundan sifir olarak alinabilir.

Gergek parametre degerleri 8; = 8,0, = 2ve a = 0.75 olan iki bilesenli karma {istel

dagilima iligkin iiretilen 40 gézlem degeri cizelge 5.9°da gdsterilmistir.

Cizelge 5.9 iki bilesenli karma iistel dagilima iliskin iiretilen veri seti (8; = 8,0, = 2 ve
a = 0.75)

Gozlem 1 2 3 4 5 6 7 8
6,79597 | 6,009654 | 7,582794 | 0,927202 | 3,770922 | 1,270207 | 5,677586 | 6,443097
Gozlem 9 10 11 12 13 14 15 16
5,46821 | 1,645385 | 0,875803 | 7,693685 | 11,98617 | 2,819228 | 7,094189 | 5,665031
Gozlem 17 18 19 20 21 22 23 24
11,2263 | 0,554910 | 1,692423 | 26,27425 | 4,430198 | 0,579792 | 0,418201 | 3,890905
Gozlem 25 26 27 28 29 30 31 32
7,68553 | 7,681584 | 0,766614 | 3,133094 | 8,534752 | 4,721206 | 0,000610 | 0,172748
Gozlem 33 34 35 36 37 38 39 40
0,03620 | 0,170272 | 0,378444 | 0,142074 | 0,009538 | 0,319463 | 0,968253 | 0,247881

Cizelge 5.10 MOM yontemine gore veri setine iligkin hesaplanan degerler

m, = 4,144009 M2/, = 20,45744

m; 2 2 m;
> my = 3,284631555 mi — CI? = 1,829729
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a biliniyorken hesaplanan degerlere gore % —m? > 0vem? — a% > 0 ‘dir. Gerekli

varsayimlarin saglanmasi ile parametrelere iliskin momentler tahmin degerleri gizelge

5.11°de gosterilmistir.

Cizelge 5.11 MOM parametre tahminleri

0, 0
5,190373 1,004918

Gergek parametre degerleri 6; = 8,0, = 0.2 ve a = 0.75 olan iki bilesenli karma tistel

dagilima iligkin tiretilen 40 gézlem degeri cizelge 5.12°de gosterilmistir.

Cizelge 5.12 Iki bilesenli karma iistel dagilima iliskin iiretilen veri seti (8; = 8,6, = 0.2
ve a = 0.75)

Gozlem 1 2 3 4 5 6 7 8

6,697942 | 3,040823 | 2,197411 | 2,062255 | 6,074840 | 1,857751 |2,397243| 0,801930

Gozlem 9 10 11 12 13 14 15 16

17,057478 | 0,365596 | 11,944127 | 2,979266 | 2,594966 |15,964862 | 3,033553 | 6,338430

Gozlem 17 18 19 20 21 22 23 24
1,514699 |8,935777 | 6,601960 |4,314849|10,610713 | 53,577037 | 0,494656 | 14,305303

Gozlem 25 26 27 28 29 30 31 32

8,905008 | 7,284671 | 11,602462 | 5,592612 | 1,900948 | 1,962300 |0,001637 | 0,003627

Gozlem 33 34 35 36 37 38 39 40

0,121345 | 0,030972 | 0,214845 |0,081814 | 1,103640 | 0,001216 |0,049279 | 0,298058

Cizelge 5.13 MOM yontemine gore veri setine iligkin hesaplanan degerler

my =5,622948 ™2/, = 56,28718
m m
72 — m? = 24,66963579 m2 — a72 = —10,59784079

a biliniyorken hesaplanan degerlere gore % —m? > 0 fakat m? — a% < 0’dir. Gerekli

her iki varsayim saglanmadigindan 6; parametresine iliskin momentler tahmin degeri
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bulunabilirken 6, parametresine iliskin bulunan tahmin degeri negatif ¢ikmaktadir.

Dolayisiyla 68, parametresine ilisgkin moment tahmin degeri bulunmamaktadir.

Cizelge 5.14 MOM parametre tahminleri

6,

0,

8,490562

-2,97

99

Gergek parametre degerleri 6; = 8,0, = 0.2 ve a = 0.75 olan iki bilesenli karma tistel

dagilima iligkin iiretilen 40 gozlem degeri ¢izelge 5.15’de gosterilmistir.

Cizelge 5.15 Iki bilesenli karma iistel dagilima iliskin iiretilen veri seti (8; = 8,6, = 0.2

ve a = 0.75)
Gozlem |, 2 3 4 5 6 7 8
Sayisi
1,721916 | 2,62334 | 0,08212 |7,103111| 10,16608 | 6,121808 | 0,816772 | 2,855012
Gozlem | g 10 11 12 13 14 15 16
Sayisi
6,709390 | 6,41851 | 7,85017 |15,38088 | 11,053559 | 0,803342 | 3,976450 |14,367029
Gozlem | 5 18 19 20 21 22 23 24
Sayis1
2,010768 |9,116160 | 2,643298 | 9,478706 | 4,522808 |10,398749 | 14,780736 | 3,146373
Gozlem | o 26 27 28 29 30 31 32
Sayisi
12,301143 | 9,367208 | 2,808201 | 2,234863 | 8,997216 | 1,357151 | 0,187364 | 0,018661
Gozlem | o4 34 35 36 37 38 39 40
Sayis1
0,246946 |0,030527 | 0,428232 | 0,012476 | 0,196581 | 0,037457 | 0,449495 | 0,067872
Cizelge 5.16 MOM yontemine gore veri setine iligkin hesaplanan degerler
m; 2 2 mZ
- = m] = —0,55854521 my — aT = 6,232341
a biliniyorken her iki parametreye iliskin tahmin edicinin

hesaplanmasinda \/ﬁ (% —m2) ifadesi kullanilmaktadir. Dolayisiyla burada % —
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m? < 0 oldugundan  kokiin  i¢i  negatif c¢ikmakta ve tahmin  degerleri

hesaplanamamaktadir.

Asagida 2MED parametrelerini MOM, LS ve ML ile tahmin etmek i¢in karma dagilimin
parametrelerine birbirinden uzak ve yakin olacak sekilde degerler verilmis, karma
oraninin da diisiik ve yiiksek degerleri ile birlikte simiilasyon calismasi yapilmistir.
Tahmin yontemlerini karsilastirmada RMSE 6lgiitii kullanilmis ve varsayilan parametre
degerlerine gore hangi yontemin daha iyi oldugu tartisilmistir. Bu amacla, calismada
baslangi¢ degerleri kullanilarak 2MED parametrelerini ML ile tahmin ederken EM
algoritmasi kullanilmis ve ii¢ yontem igin tahminde bulunan bir MATLAB programi

yazilmstir.

Cizelge 5.17-5.19 ‘da sirasiyla n = 20,40 ve 100 i¢cin r = 1000 tekrarli simiilasyon ile
MOM, LS ve ML ile elde edilen parametre tahminlerini ve RMSE (parantez iginde)

degerlerini gostermektedir.

r anL—ao:)2
RMSE,, = /2—k=1(";k @)

(0 — 6,)?
RMSEQiz\/ ‘—1(: 2 (i =1,2)
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Cizelge 5.17 MOM, LS ve ML yontemi ile elde edilen parametre tahminleri ve RMSE
degerleri (n=20)

Parametre(a) Parametre(6,) Parametre(0,)
n a 0,,0,
MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE
10,1) 0.4625 0.3647 0.3003 8.4145 9.2826 11.4051 0.4954 1.1427 1.2969
' (0.1426) | (0.1872) | (0.2008) | (4.6951) | (1.1427) | (6.8530) | (0.6383) | (0.5926) | (0.7033)
3.2) 0.5401 0.4325 0.2651 4.3930 2.1643 5.6647 0.8923 2.5654 1.5223
' (0.2698) | (0.2023) | (0.2057) | (5.8288) | (2.2265) | (4.0266) | (1.2924) | (1.0045) | (0.7017)
0.4
(0.8,0.3) 0.5447 0.3309 0.2578 0.8555 1.0895 1.3284 0.1627 0.3008 0.3070
R (0.2425) | (0.2193) | (0.2130) | (0.3478) | (0.6238) | (0.8833) | (0.1864) | (0.1321) | (0.1148)
20.3) 0.4828 0.3813 0.2806 1.8345 2.1906 2.7446 0.1585 0.3228 0.3768
e (0.1739) | (0.1919) | (0.2194) | (0.8435) | (1.1948) | (1.7256) | (0.1907) | (0.1408) | (0.1943)
10.1) 0.4805 0.4198 0.3501 9.1633 9.7134 11.5160 0.5539 1.1657 1.3455
' (0.1337) | (0.1945) | (0.2133) | (4.1289) | (4.7509) | (6.1693) | (0.6487) | (0.6979) | (0.8206)
3.2) 0.5154 0.4663 0.2509 4.1841 2.2936 5.5906 1.0145 2.8228 1.6019
' (0.2519) | (0.2165) | (0.2394) | (3.1600) | (2.2260) | (3.7153) | (1.2397) | (1.3209) | (0.6488)
0.45
(0.8,0.3) 0.5579 0.3597 0.2794 0.8840 1.1000 1.3055 0.1742 0.3088 0.3136
e (0.2219) | (0.2375) | (0.2442) | (0.4225) | (0.6347) | (0.8269) | (0.1862) | (0.1361) | (0.1291)
2,0.3) 0.5141 0.4092 0.3130 1.8588 2.1969 2.6617 0.1504 0.3151 0.3809
e (0.1656) | (0.2097) | (0.2311) | (0.8432) | (1.1056) | (1.6853) | (0.1893) | (0.1426) | (0.2064)
10.) 0.5125 0.4984 0.4213 10.8430 10.4300 12.6346 0.7921 1.2564 1.5240
y (0.1400) | (0.2030) | (0.2438) | (4.7665) | (4.4257) | (7.7415) | (0.7677) | (0.9401) | (1.1800)
32) 0.5493 0.5274 0.2928 4.2534 2.4867 5.7381 1.0350 2.9481 1.6447
' (0.2352) | (0.2097) | (0.3113) | (2.8430) | (2.2190) | (3.9369) | (1.2343) | (1.3930) | (0.7050)
20 | 0.55
(0.8,0.3) 0.5535 0.3807 0.2905 0.9730 1.0841 1.3628 0.1779 0.3206 0.3258
O (0.2066) | (0.2894) | (0.3178) | (0.8963) | (0.6281) | (0.9096) | (0.1812) | (0.1432) | (0.1331)
2.0.3) 0.5393 0.4847 0.3661 2.0816 2.2707 2.7509 0.1823 0.3225 0.4189
i (0.1437) | (0.2028) | (0.2724) | (0.9202) | (1.0618) | (1.7501) | (0.1949) | (0.1447) | (0.2357)
(10.) 0.5086 0.5491 0.4382 11.4268 10.1646 13.2679 0.9186 1.2650 1.6227
' (0.1617) | (0.1990) | (0.2749) | (4.6431) | (4.3182) | (7.6480) | (0.8052) | (0.9742) | (1.3183)
32) 0.5546 0.5602 0.2814 4.4386 2.3480 5.8883 1.0419 3.0442 1.6909
' (0.2420) | (0.2292) | (0.3569) | (4.7308) | (2.1323) | (4.0774) | (1.2171) | (1.4537) | (0.6355)
0.6
(0.8,0.3) 0.5721 0.4628 0.3003 1.0116 1.0589 1.4331 0.1896 0.3181 0.3581
R (0.2141) | (0.2802) | (0.3511) | (0.7135) | (0.5701) | (0.9933) | (0.1946) | (0.1555) | (0.1571)
2.0.3) 0.5302 0.5620 0.3770 2.2633 2.1002 2.9244 0.2380 0.3223 0.4643
e (0.1660) | (0.2017) | (0.3136) | (0.9923) | (0.9257) | (1.8077) | (0.1965) | (0.1605) | (0.3127)
(10.) 0.5665 0.7203 0.5421 13.5847 10.7144 4.5558 1.9439 1.4611 2.2906
' (0.2929) | (0.2350) | (0.3815) | (9.5814) | (3.6990) | (8.6339) | (1.9996) | (1.3164) | (2.4606)
32) 0.5333 0.7607 0.3217 4.6819 2.3791 6.0489 1.1302 2.7658 1.7129
i (0.3613) | (0.3013) | (0.5289) | (4.1073) | (1.8516) | (4.2563) | (1.1925) | (1.4160) | (0.7607)
0.8
08.0.3) 0.5653 0.5772 0.3215 1.2354 1.0467 1.5699 0.2413 0.3701 0.4088
R (0.3265) | (0.3752) | (0.5238) | (1.4786) | (0.5469) | (1.1134) | (0.2025) | (0.1690) | (0.1967)
20.3) 0.5708 0.7702 0.4546 2.8412 2.0134 3.3869 0.4438 0.3260 0.6487
e (0.2930) | (0.1915) | (0.4464) | (4.2704) | (0.6805) | (2.4684) | (0.3942) | (0.1842) | (0.5623)
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Cizelge 5.18 MOM, LS ve ML yo6ntemi ile elde edilen parametre tahminleri ve RMSE
degerleri (n=40)

Parametre(a) Parametre(6,) Parametre(6,)
n a 0,,0,

MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE
(10,1) 0.4209 0.3851 0.3576 9.8812 10.5911 10.6526 0.6770 1.0347 1.1048
' (0.1247) | (0.1463) | (0.1393) | (4.0102) | (4.2156) | (4.3323) | (0.6136) | (0.4179) | (0.4269)
32 0.4700 0.4303 0.2693 4.6190 2.0270 5.3505 1.2812 2.8956 1.6942
@2 (0.2928) | (0.2114) | (0.2254) | (4.5694) | (1.8010) | (3.5081) | (1.0284) | (1.2125) | (0.6026)

0.4
080.3) 0.4952 0.3133 0.2850 0.9739 1.0367 1.2060 0.2015 0.3177 0.3079
e (0.2586) | (0.2081) | (0.2182) | (1.6556) | (0.6197) | (0.7415) | (0.1606) | (0.1179) | (0.1060)
2,0.3) 0.4818 0.3798 0.3496 1.8767 2.3354 2.2609 0.1792 0.3150 0.3368
e (0.1635) | (0.1620) | (0.1622) | (0.7605) | (1.0374) | (0.9677) | (0.1757) | (0.1167) | (0.1347)
(10.1) 0.4573 0.4467 0.4130 10.1397 10.4304 10.6740 0.7441 1.0313 1.1358
' (0.1206) | (0.1441) | (0.1435) | (3.4468) | (3.8550) | (4.0548) | (0.6220) | (0.4679) | (0.4836)
3.2 0.4900 0.4885 0.2870 4.4075 1.9637 5.2814 1.2414 3.1104 1.6909
1 (0.2907) | (0.2180) | (0.2558) | (3.3746) | (1.7483) | (3.4724) | (1.0560) | (1.4070) | (0.6180)

0.45
(0.8,0.3) 0.5174 0.3611 0.3086 0.9510 0.9926 1.1941 0.2054 0.3211 0.3144
e (0.2430) | (0.2197) | (0.2424) | (1.0251) | (0.5763) | (0.7109) | (0.1656) | (0.1289) | (0.1160)
2.0.3) 0.4795 0.4262 0.3738 2.0650 2.2980 2.4165 0.2100 0.3158 0.3554
" (0.1527) | (0.1728) | (0.1850) | (0.8259) | (1.0004) | (1.2273) | (0.1778) | (0.1243) | (0.1669)
(10,1) 0.4863 0.5387 0.4851 11.2129 10.0337 11.1192 1.0537 1.0820 1.2386
! (0.1502) | (0.1456) | (0.1789) | (3.9174) | (3.3989) | (4.0967) | (0.7872) | (0.6652) | (0.7405)
(.2) 0.4976 0.5328 0.2967 4.1961 1.9796 5.5654 1.2492 3.3292 1.7088
' (0.2807) | (0.2273) | (0.3289) | (2.2543) | (1.6510) | (3.6826) | (1.0613) | (1.6620) | (0.6197)

40 0.55
(0.8,0.3) 0.5209 0.4067 0.3247 1.0052 1.0145 1.2960 0.2240 0.3326 0.3352
e (0.2386) | (0.2615) | (0.3058) | (1.1430) | (0.5595) | (0.8441) | (0.1639) | (0.1382) | (0.1270)
203) 0.5107 0.5291 0.4321 2.2757 2.1739 2.5727 0.2708 0.3232 0.4036
= (0.1666) | (0.1588) | (0.2286) | (0.8701) | (0.8088) | (1.3259) | (0.1949) | (0.1315) | (0.2358)
(10.1) 0.5136 0.5782 0.5260 11.5982 10.1415 11.2830 1.2071 1.1155 1.3164
' (0.1760) | (0.1482) | (0.1906) | (4.6758) | (3.2686) | (4.5995) | (0.9461) | (0.7196) | (0.9412)
32 0.4828 0.5621 0.3114 4.6543 2.1445 5.4112 1.3545 3.4537 1.7569
@2 (0.3064) | (0.2537) | (0.3622) | (4.3766) | (1.6745) | (3.3611) | (1.0122) | (1.7732) | (0.6476)

0.6
080.3) 0.5353 0.4138 0.3347 0.9928 1.0378 1.3013 0.2299 0.3461 0.3459
o (0.2436) | (0.3018) | (0.3407) | (0.5692) | (0.5713) | (0.8330) | (0.1673) | (0.1496) | (0.1410)
203) 0.5416 0.5740 0.4660 2.2438 2.1022 2.5026 0.2924 0.3227 0.4222
" (0.1723) | (0.1581) | (0.2421) | (0.8041) | (0.6974) | (1.1846) | (0.2210) | (0.1400) | (0.2715)
(10,1) 0.5672 0.7403 0.6357 13.2325 10.6499 12.9491 2.4717 1.6332 1.9853
' (0.3003) | (0.1718) | (0.2873) | (5.3936) | (3.0394) | (6.7095) | (2.4027) | (1.4367) | (2.0799)
32) 0.5019 0.6815 0.3352 4.9972 2.3517 5.7884 1.4097 4.3959 1.8413
' (0.4136) | (0.3387) | (0.5249) | (5.5706) | (1.6363) | (3.8574) | (1.0538) | (2.5369) | (0.6725)

0.8
(0.8,0.3) 0.5356 0.6248 0.4092 1.2209 1.0463 1.3741 0.3091 0.3521 0.3886
o (0.3721) | (0.3649) | (0.4788) | (1.5974) | (0.5144) | (0.8830) | (0.2051) | (0.1806) | (0.2079)
203) 0.5722 0.7879 0.5481 2.7554 1.9914 2.7426 0.5524 0.3151 0.5947
e (0.3135) | (0.1634) | (0.3681) | (3.0496) | (0.5278) | (1.4304) | (0.5064) | (0.1746) | (0.5166)
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Cizelge 5.19 MOM, LS ve ML yontemi ile elde edilen parametre tahminleri ve RMSE
degerleri (n=100)

Parametre(a) Parametre(6,) Parametre(6,)
n a 6,0

voz MOM LSE MLE MOM LSE MLE MOM LSE MLE
(10,1) 0.4161 0.3950 0.3878 10.2227 10.3790 10.1511 0.7951 1.0186 1.0392
' (0.1202) | (0.0990) | (0.0863) | (3.2827) | (2.8106) | (2.1438) | (0.6147) | (0.2716) | (0.2399)
3.2) 0.4426 0.1311 0.3016 5.1873 6.6436 4.8456 1.4715 2.0268 1.7849
' (0.3216) | (0.3192) | (0.2353) | (8.1030) | (3.8600) | (2.9139) | (0.8937) | (0.4634) | (0.5149)

0.4
080.3) 0.5063 0.3164 0.3472 0.8530 0.7893 1.0330 0.2185 0.3448 0.2959
G (0.2610) | (0.2221) | (0.2132) | (0.5232) | (0.5495) | (0.5275) | (0.1435) | (0.1236) | (0.0958)
2,0.3) 0.4525 0.3863 0.3806 1.9895 2.2465 2.1081 0.2149 0.3071 0.3127
e (0.1515) | (0.1272) | (0.1107) | (0.6476) | (0.7779) | (0.5309) | (0.1648) | (0.0806) | (0.0806)
(10,1) 0.4444 0.4580 0.4378 10.5008 9.9054 10.1262 0.9045 0.9864 1.0531
' (0.1245) | (0.1009) | (0.0908) | (3.1014) | (2.4765) | (2.0331) | (0.6686) | (0.3167) | (0.2794)
3.2) 0.4597 0.1446 0.3216 5.6133 6.5766 5.0017 1.4602 2.0228 1.7660
: (0.3246) | (0.3630) | (0.2638) | (8.9101) | (3.8193) | (3.3464) | (0.9092) | (0.5014) | (0.5551)

0.45
0.8,0.3) 0.5335 0.3254 0.3677 0.8437 0.8076 1.0335 0.2203 0.3608 0.3074
e (0.2550) | (0.2518) | (0.2245) | (0.3131) | (0.5592) | (0.5114) | (0.1471) | (0.1304) | (0.0972)
2,0.3) 0.4813 0.4473 0.4283 2.0221 2.1395 2.0974 0.2320 0.3017 0.3177
o (0.1433) | (0.1297) | (0.1168) | (0.5954) | (0.6759) | (0.5075) | (0.1737) | (0.0933) | (0.0968)
104 0.4915 0.5422 0.5264 11.1286 10.0351 10.2925 1.1523 1.0075 1.0611
(101) (0.1440) | (0.0945) | (0.0959) | (3.1865) | (2.2258) | (1.9281) | (0.8599) | (0.3693) | (0.3499)
3.2) 0.4609 0.1428 0.3593 4.9482 6.6834 4.9308 1.5128 2.0826 1.7860
' (0.3292) | (0.4551) | (0.3098) | (5.8862) | (3.9064) | (3.2019) | (0.8885) | (0.5470) | (0.5937)

100 | 0.55
(0.8,0.3) 0.5307 0.4147 0.3964 0.9685 0.8961 1.0793 0.2479 0.3552 0.3267
O (0.2494) | (0.2649) | (0.2675) | (1.6934) | (0.5068) | (0.5486) | (0.1498) | (0.1329) | (0.1176)
203) 0.5189 0.5300 0.5054 2.1596 2.0981 2.1376 0.2900 0.3143 0.3376
e (0.1535) | (0.1221) | (0.1347) | (0.6283) | (0.5375) | (0.5283) | (0.2030) | (0.1051) | (0.1296)
(10.1) 0.5259 0.5950 0.5762 11.2773 10.0218 10.3418 1.3062 1.0390 1.1177
’ (0.1618) | (0.1002) | (0.1056) | (3.1413) | (2.1005) | (1.9035) | (1.0354) | (0.4103) | (0.4446)
32) 0.4693 0.1608 0.3710 4.7091 6.6691 4.9936 1.5205 2.0962 1.7398
' (0.3477) | (0.4930) | (0.3505) | (4.0436) | (3.9343) | (3.2977) | (0.9224) | (0.6033) | (0.6726)

0.6
(0.8,0.3) 0.5428 0.4798 0.4307 0.9876 0.9418 1.0937 0.2634 0.3445 0.3314
O (0.2531) | (0.2693) | (0.2922) | (0.8397) | (0.4940) | (0.5536) | (0.1582) | (0.1376) | (0.1356)
2.0.3) 0.5477 05804 0.5500 2.2033 2.0775 2.1517 0.3179 0.3172 0.3482
e (0.1610) | (0.1249) | (0.1460) | (0.6083) | (0.4538) | (0.4949) | (0.2172) | (0.1092) | (0.1527)
(10.1) 0.6083 0.7678 0.7353 12.1512 10.2851 10.8005 2.5468 1.2415 1.3926
' (0.2669) | (0.1198) | (0.1673) | (3.6631) | (1.7799) | (2.3219) | (2.3293) | (0.9560) | (1.2081)
3.2) 0.4689 0.1886 0.4674 5.5492 6.6697 4.9904 1.6638 2.1943 1.7202
' (0.4647) | (0.6708) | (0.4531) | (7.8306) | (3.9898) | (3.1741) | (0.9073) | (0.8081) | (0.8026)

0.8
080.3) 0.5063 0.6668 0.4882 1.2956 1.0138 1.2197 0.3611 0.3518 0.3708
S (0.4148) | (0.3396) | (0.4279) | (3.7787) | (0.4934) | (0.7392) | (0.2151) | (0.1840) | (0.1986)
2.0.3) 0.5852 0.7919 0.6709 2.5030 1.9868 2.3514 0.5974 0.3062 0.4543
e (0.3076) | (0.1117) | (0.2519) | (0.9819) | (0.3277) | (0.8764) | (0.4930) | (0.1544) | (0.3688)
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Simiilasyon calismasi sonucunda kii¢iik 6rneklemler (n = 20 ve n = 40) i¢in tahminler
incelendiginde, ortalamalar birbirinden uzaklastikca MOM ve LS, RMSE o6lgiitiine gore
daha iyi tahminler vermektedir. Ortalamalar birbirine yakin oldugunda LS, diger iki

yontemden daha giiclii iken, ML 2. bilesen ortalamalarini (6,) daha iyi tahmin etmistir.

Biiyiik orneklem (n = 100) icin elde edilen tahminlere bakildiginda ML’nin diger
yontemler icinde RMSE 6lg¢iitiine gore en iyisi oldugu goriilmektedir. Diger iki yonteme

bakildiginda LS, MOM’a gore daha iyi tahminler vermektedir.

Yapilan simiilasyon sonucunda, RMSE 6l¢iitiine gore karsilastirilan ti¢ tahmin edici
yontemi, ¢esitli parametre degerlerine gore tiretilen veri setleri gruplandirilarak Ki-Kare

test istatistigi (y2) olgiitiine gore de karsilastirilmustir.

Ik olarak, 8; = 2,0, = 0.3 ve a = 0.625 olan iki bilesenli karma iistel dagilima iliskin

iretilen 200 gozlem degeri ¢izelge 5.20°de verilmistir.

Cizelge 5.20 Iki bilesenli karma iistel dagilima iliskin iiretilen veri seti (8; = 2,68, = 0.3
a = 0.625 ve n=200)

1,4284 0,0743 0,0548 0,8096 0,7858 0,9552 0,051 4,2071 2,7108 3,7647
4,2131 2,1437 0,7531 6,1499 0,6565 5,2991 1,2189 1,1571 0,578 0,8714
3,9505 2,0297 1,1602 0,125 0,2466 1,6125 0,1299 1,0445 0,8101 0,5574
0,0572 1,5761 0,4856 1,0254 0,2114 3,1629 1,7963 0,6663 0,2192 0,7282
2,2415 0,6743 0,7867 1,6519 0,4099 2,803 1,958 1,1528 1,8419 0,8385
0,3682 5,6113 3,617 2,3965 1,2327 3,8413 2,2132 1,4193 0,2382 1,6594
2,7051 0,97%4 1,5798 0,0691 1,1715 1,1523 1,5784 0,5084 1,8836 1,5558
2,9508 1,1186 0,7975 5,7657 3,7612 1,664 0,2927 0,1929 1,3194 1,1619
0,5314 4,5902 1,0702 0,1268 1,6391 0,3494 1,1816 1,0932 1,6246 1,8257
2,0408 2,6931 1,6907 2,4243 4,2538 0,6951 0,484 1,8634 3,0221 3,3301

2,633 3,9516 0,2084 1,9563 2,657 1,6587 7,2911 0,7712 3,0455 0,231
0,9931 2,2018 0,6668 2,1781 2,2669 1,2009 1,1858 2,8418 3,7395 2,0412
13,4535 0,7144 2,4936 0,5448 1,3688 4,7687 3,2373 0,3123 1,185 0,4393
0,7085 0,2756 0,0689 0,8713 0,0391 0,0668 0,1004 0,2509 0,0744 0,6041
0,3749 0,0329 0,1798 0,1651 0,1955 0,0491 0,0206 0,4728 0,7891 0,0629
0,0438 0,0271 0,0813 0,3766 0,1227 0,2825 0,1485 0,0982 0,0976 0,0455
0,1682 0,1774 0,279 0,06 0,0214 0,1566 0,189%4 0,109 0,3176 0,2557
0,0938 0,253 0,0169 0,1046 1,2473 0,765 0,2078 0,1447 0,0261 0,2049
0,7468 0,1979 0,1265 0,3006 0,2698 0,2722 0,4526 0,2528 0,0814 0,1315
0,4435 0,2731 0,0286 0,2447 1,0217 0,02 0,0951 0,1832 0,1655 0,1313

Cizelge 5.20°de verilen veri setine iliskin MOM, ML ve LS tahmin edicileri ile bu

degerler kullanilarak hesaplanan y? degerleri ise gizelge 5.21°de gosterilmektedir.
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Cizelge 5.21 MOM, ML ve LS yontemi ile elde edilen parametre tahminleri ve
(x?) degerleri (8; = 2,0, = 0.3 a = 0.625 ve n=200)

MOM MLE LSE
0, 0, a 0, 0, a 0, 0, a
2,2510 | 0,3389 | 0,77 | 1,6187 | 0,1820 | 0,7586 | 1,6046 | 0,1693 | 0,7675
x: =291 x>=0,51 x>=1,85

Cizelge 5.21°de elde edilen y? degerleri « = 0,05 anlamlilik diizeyindeki tablo degeri
)(3,95;2 = 5,99 ile karsilastirildiginda, bulunan her {i¢ y? degeri tablo degerinden kiigiik
oldugundan bu degerlerin anlamli oldugu, yani ele alinan veri setinin 2MED’e uygun
oldugu sonucuna ulasiimaktadir. Ayrica her ii¢ tahmin edici yontemi kendi aralarmda y?
degerlerine gore karsilastinldiginda ise, x4,z = 0,51 < yZ¢z = 1,85 < xZom = 2,91
oldugundan, ML’nin MOM ve LS’ye gore daha etkili oldugu sdylenebilir.

6, = 10,6, = 2ve a = 0.625 olan iki bilesenli karma tistel dagilima iligkin tiretilen 200

gozlem degeri ¢izelge 5.22°de verilmistir.

Cizelge 5.22 iki bilesenli karma iistel dagilima iliskin iiretilen veri seti (8; = 10,6, = 2
a = 0.625 ve n=200)

57,7936 | 54,4102 | 51,7556 | 47,2001 | 37,2856 | 35,1769 | 28,6799 | 26,9736 | 25,6422 | 24,6924
24,6545 | 20,7593 | 20,2031 | 19,7963 | 19,5662 | 19,4954 | 18,5346 | 17,4781 | 17,416 | 17,2713
17,0463 | 16,9539 | 15,4519 | 15,0645 | 14,8439 | 14,7199 | 13,7039 | 13,4428 | 13,2689 | 12,7917
12,7358 | 12,7214 | 12,6161 | 12,4706 | 12,3965 | 12,0793 | 12,0743 11,69 11,2075 | 10,9849
9,6924 9,3166 9,1813 9,1325 8,9205 8,8245 8,6511 8,5782 8,4639 8,3601
8,2554 8,2056 8,1415 7,7276 7,1542 6,9695 6,9181 6,4964 6,3973 6,1368
6,1066 6,1056 6,0804 6,0534 5,8039 5,6909 5,6388 5,6368 5,4594 5,3367
5,3176 5,2185 5,1474 5,0015 4,9623 4,9451 4,9227 4,8382 4,734 4,6998
4,6984 4,4212 4,3008 4,2239 4,185 4,0394 4,0309 3,9874 3,9806 3,9251
3,7583 3,6285 3,5307 3,4687 3,453 3,3653 3,327 3,2544 3,2205 3,1824
3,0788 3,0039 2,9934 2,9278 2,912 2,8511 2,8342 2,7728 2,5542 2,418

2,4054 2,2697 2,2053 2,1408 2,14 2,1078 2,079 2,0336 1,9792 1,9724
1,9374 1,9267 1,9079 1,8898 1,8029 1,7927 1,7497 1,7373 1,7352 1,6723
1,6566 1,6549 1,6281 1,5953 1,5472 1,5143 1,5139 1,513 1,4986 1,4874
1,4587 1,4281 1,3872 1,3787 1,3774 1,3671 1,3568 1,3257 1,2927 1,2921
1,2797 1,2658 1,2536 1,2077 1,204 1,1894 1,176 1,1693 1,1648 1,1195
1,1179 1,1149 1,075 1,0698 1,063 1,017 0,9971 0,9961 0,9927 0,9224
0,8776 0,8659 0,7986 0,7346 0,7228 0,6801 0,6724 0,6049 0,5935 0,5794
0,5363 0,516 0,4483 0,4081 0,4021 0,3694 0,3646 0,3589 0,3172 0,3125
0,2661 0,2608 0,2398 0,2134 0,2112 0,2055 0,1341 0,128 0,0829 0,0825

Cizelge 5.22’de verilen veri setine iliskin MOM, ML ve LS tahmin edicileri ile bu

degerler kullanilarak hesaplanan y? degerleri ise gizelge 5.23’te gosterilmektedir.
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Cizelge 5.23 MOM, ML ve LS yontemi ile elde edilen parametre tahminleri ve
(x?) degerleri (8, = 10,6, = 2, a = 0.625 ve n=200)

MOM MLE LSE
8, 9, Z 8, 2, & 2, 2, 7
11,8824 | 2,4036 | 0,4484 | 11,8988 | 2,6428 | 0,4333 | 12,3744 | 2,6664 | 0,4162
X>=0,43 X2 =0,74 Y% =0,60

Buradan, tahmin edici yontemleri igin cizelge 5.23’te elde edilen y? degerleri a =
0,05 anlamlilik diizeyindeki tablo degeri olan x§ os., = 5,99 ile karsilagtirildiginda,
yukaridaki drnege benzer olarak bulunan her ii¢ y? degeri tablo degerinden kiigiik
oldugundan bu degerlerin anlamli oldugu, dolayisiyla ele alinan veri setinin 2MED’e
uygun oldugu sonucuna ulasilmaktadir. Ayrica her ti¢ tahmin edici yontemi kendi
aralarinda y? degerlerine gore karsilastinldiginda ise, x%oy = 0,43 < X255 =
0,60 < x%,,z = 0,74 oldugundan, MOM, LS ve ML’ye gére parametreleri tahmin

etmede daha etkindir.

Sonolarak 8; = 1,0, = 3 ve a = 0.4 olan iki bilesenli karma tistel dagilima iliskin

tiretilen 200 gozlem degeri gizelge 5.24°te verilmistir.

Cizelge 5.24 ki bilesenli karma iistel dagilima iliskin iiretilen veri seti (6; = 1,6, = 3
a = 0.4 ve n=200)

1,4254 | 0,1912 0,2545 | 2,2131 | 0,6076 | 0,3275 | 0,9833 | 0,0504 | 0,183 | 0,3808
6,9083 | 0,4052 2,123 0,7055 | 0,1005 | 0,2091 | 0,6325 | 0,8258 | 0,7371 | 0,5693
0,5634 | 1,1416 0,6587 | 0,2072 | 0,1228 | 1,3749 | 1,3463 | 0,3192 | 0,3885 | 0,2217
0,096 | 2,5576 0,4742 | 0,3616 | 0,2908 | 1,1424 | 2,116 | 2,9219 | 0,1126 | 0,5205
0,823 | 0,1322 0,7845 | 0,3035 | 0,0468 | 0,2758 | 0,7964 | 5,0982 | 0,828 1,2349
0,0654 | 0,2894 0,5472 | 2,8947 | 0,9267 | 0,7167 | 0,024 | 6,3203 | 3,2436 | 1,4191
0,2255 | 2,9133 2,1754 | 1,3976 | 0,496 0,0097 | 0,469 | 1,0306 | 0,1618 | 1,2903
0,2208 | 3,363 2,0924 | 2,8304 | 0,5257 | 4,609 | 1,613 | 2,0198 1,286 | 3,5924
0,396 | 0,4377 2,0141 | 7,9683 | 0,2413 | 25217 | 1,8128 | 2,1003 | 1,9991 | 2,3568
4,6364 | 1,9061 2,009 | 4,6354 | 5,8397 | 45471 | 1,3865 | 6,1771 | 2,1493 | 0,0733
4,2456 | 0,6189 | 18,3063 | 2,9121 | 4,2408 | 0,0553 | 3,7822 | 3,0806 | 7,4313 | 0,9081
5,7764 1,338 0,7335 | 2,2893 | 0,3658 | 0,2313 | 0,2725 | 2,831 0,604 | 7,3954
8,7787 | 6,3896 29174 | 89955 | 1,4328 | 0,069 | 0,6467 | 7,192 5,0238 | 3,1066
0,7047 | 0,1665 1,4589 | 58029 | 1,9771 | 4,4546 | 0,6273 | 0,9931 | 6,9491 | 1,3515
2,0987 | 1,7349 8,0742 | 3,7285 | 2,9965 | 0,1914 | 3,7886 | 4,7749 | 8,7661 | 2,443
1,7029 | 2,9716 0,1938 | 4,2701 | 3,0925 | 6,6205 | 2,5278 | 4,0277 6,074 1,2822
3,5322 | 0,3691 4,258 3,7041 | 2,7697 | 1,7128 | 3,9301 | 5,0838 | 10,2673 | 5,3293
1,8304 | 0,3308 2,4443 | 6,0761 | 11,5557 | 3,7336 | 4,7893 | 3,5682 | 0,3295 | 0,4256
1,511 | 14,6756 | 0,1665 | 6,5338 | 1,4695 | 0,7412 | 0,0213 | 2,1916 | 0,6325 | 2,0138
3,3079 | 0,8591 1,8606 | 0,9737 | 5,164 | 0,1229 | 0,6375 | 0,3634 | 12,8504 | 0,1501
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Cizelge 5.24°te verilen veri setine iliskin MOM, ML ve LS tahmin edicileri ile bu degerler

kullanilarak hesaplanan y? degerleri ise cizelge 5.25°de gosterilmektedir.

Cizelge 5.25 MOM, ML ve LS yontemi ile elde edilen parametre tahminleri ve
(x?) degerleri (8, = 1,0, = 3, a = 0.4 ve n=200)

MOM MLE LSE
0, 0, a 0, 0, a 0, 0, a
05186 | 2,9349 | 0,1983 | 0,4163 | 2,9313 | 0,1890 | 0,3853 | 2,9796 | 0,1887
x*=0,91 x> =0,91 Y% =0,83

Buradan, tahmin edici yontemleri i¢in cizelge 5.25°te elde edilen y? degerleri a = 0,05
anlamlilik diizeyindeki tablo degeri olan )(5’95;2 = 5,99 ile karsilastirildiginda, yapilan
diger iki ornekte oldugu gibi bulunan her ii¢ y? degeri tablo degerinden kiigiik
oldugundan yukarida belirtilen parametre degerlerinden tiretilen veri setinin de 2MED’e
uygun oldugu anlasiimaktadir. Ayrica her ii¢ tahmin edici yontemi kendi aralarinda y?
degerlerine gore karsilastirildiginda ise, xZgr = 0,83 < 30y = 0,91 = y%, =
0,91 oldugundan, LS’nin MOM ve ML’ye gore parametreleri tahmin etmede daha etkin
oldugu goriilmektedir.
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6. UYGULAMA CALISMASI

Bu béliimde, bir 6nceki boliimde yapilan simiilasyon calismasina ek olarak, hem
Cerrahisi ve Kardiyoloji Boliimiinde yatis yapan hastalarin cinsiyet, yas ve hastanede
kalma stirelerini igeren gercek bir veri seti kullanilarak modelleme ¢alismasi yapilmistir
(Bu calismanin sonuglar;, Ankara Universitesi Bilimsel Arastirma Projesi (BAP)
kapsaminda yaymlanmistir). Giris bolimiindeki literatiir taramasinda bahsedilen veri
tiirleri incelendiginde, genellikle verinin yasam zamanlarina iliskin oldugu ve bu yasam
zamanlariin modellenmesinde siirekli bir dagilim ile kesikli veya siirekli bir dagilim
bilesiminin (compound) kullanildig1 goze ¢arpmaktadir. Halbuki bu ¢aligmada kullanilan
2MED’in yapisinin hem daha basit hem de uygulanabilirliginin bircok bilesik dagilima
gore daha kolay olmast, bu dagilimin modelleme ¢alismasindaki basarisini merak konusu
haline getirmistir. Bu amagla asagida literatlir taramasinda karsilan bazi ¢aligmalara
iliskin veri setleri ele alinarak 2MED ile modellenmeye ¢alisilmistir (Yilmaz ve Buyum
2014, Yilmaz vd. 2014, Yilmaz ve Buyum 2015).

Veri Seti 1. Proschan (1963) tarafindan elde edilen ve daha sonra bir¢ok arastirmacinin
calismalarina konu olan 13 adet Boeing 720 ucagina ait havalandirma sistemlerinde
meydana gelen bozulma zamanlarma iligkin veri setinin modellenmesiyle sikca
karsilasilmistir. Proschan (1963) yaptigi ¢alismada veri setini tek bilesenli tistel dagilim
ile modellemistir. Yapilan mevcut ¢alismada ise, bu veri seti 2MED ile modellenmeye
calisilmistir. Modelleme sonucunda elde edilen parametre tahmin degerleri, p ve KS

degerleri cizelge 6.1°de gosterilmektedir.

Cizelge 6.1 Veri seti 1 icin ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.4315 46.6148 128.4549
KS istatistigi p degeri
0.0482 0.6881
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Proschan (1963) tarafindan istel dagilim ile modellenen bu veri setinin 2MED ile
modellenmesi sonucu elde edilen p ve KS degerleri goz oniine alindiginda, tek bilesenli
iistel dagilimin yerine 2MED’in model olarak onerilmesinin daha uygun oldugu

sOylenebilir.

Veri Seti 2. 1lk olarak Maguire vd. (1952) tarafindan elde edilen ve ilk kez Cox ve Lewis
(1966) tarafindan analiz edilen maden verisidir. Bu veri seti, 1875’den 1951 yilina kadar
gerceklesen, 10 ve daha fazla insanin Oliimiiyle sonuclanan maden kazalarinin
ger¢eklesme zamanlarini (giin olarak) icermektedir. Bir 6nceki veri seti gibi bu veri seti
de bircok modelleme ¢alismasinda kullanilmistir. Burada diger arastirmacilarin elde ettigi
sonuglar ile bu ¢aligmadan elde edilen sonuglar karsilastirildiginda 6nerilen dagilimin veri
setini modellemede basarili oldugu sdylenebilir. Bu maden veri seti i¢in elde edilen

parametre tahmin degerleri, p ve KS degerleri ¢izelge 6.2°de gosterilmektedir.

Cizelge 6.2 Veri seti 2 i¢cin ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.1757 592.0210 166.1348
KS istatistigi p degeri
0.0578 0.8386

Yapilan modelleme sonucunda maden kazalarinin, ML tahminlerine gére % 82 olasilikla

1 yildan daha kisa siirede gerceklestigi sonucuna ulasilmistir.

Veri Seti 3. Kus (2007) ¢alismasinda ele alinan, Kuzey Anadolu fay hattinda gergeklesen
ve siddeti 6 ve 6’dan daha biiyilik olan depremlerin ger¢eklesme zamanlarina ait veri seti

2MED ile modellenmistir ve elde edilen tahmin degerleri ¢izelge 6.3’de verilmektedir.
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Cizelge 6.3 Veri seti 3 i¢in ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
@ 0, 0,
0.5 2549.4 506.13
KS istatistigi p degeri
0.0762 0.9971

Cizelge 6.3 de elde edilen tahminler incelendiginde, Kuzey Anadolu fay hattinda olusan
depremlerin gerceklesme zamanlariin 2MED’e uygun oldugu goriilmektedir. Ayrica
ML tahminlerine gore, gergeklesme zamanlarin 0,5 karma orani ile ortalama 7 yil ile

0,5 karma orani ile ortalama 1,5 yil olan farkli iki tistel dagilimdan geldigi s6ylenebilir.

Veri Seti 4. Bir yazilim sistemi i¢in ele alinan merkezi islem birimlerinde meydana gelen
bozulmalar aras1 gecen siireleri icermektedir (Dekking vd. 2010). Yapilan inceleme
sonucunda veri setini modellemede 2MED’in kullanilabilecegi sonucuna ulasilmistir.

Yapilan analiz sonucu ¢izelge 6.4’de verilmektedir.

Cizelge 6.4 Veri seti 4 icin ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.3548 95.8706 965.3713
KS istatistigi p degeri
0.0622 0.6499

Cizelge 6.4 incelendiginde, ornegin 100 adet merkezi islem birimi ele alindiginda
bunlardan yaklagik olarak 35 tanesinde bozulmalar arasi gecen siirenin yaklasik 96
saat, geriye kalan 65 tanesinde ise bu siirenin 965 saat oldugu yorumu yapilabilir.
Cizelge 6.4’deki sonuglara bakildiginda, ele alinan bozulmalar arasi gecen siirelerin

modellenmesinde 2MED’in basarili oldugu sonucu ortaya ¢ikmaktadir.
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Veri Seti 5. Iraktaki bir dokuma fabrikasindan elde edilen iki farkli makineye ait
bozulma zamanlarini (Saat olarak) ele alan Al-Jammal (2008), ¢alismasinda veri setini
Olgek parametresi A, sekil parametresi y olan istellestirilmis (exponentiated) istel
dagilim ile modellemistir. Veri setinin 2MED ile modellenmesi sonucunda elde edilen

tahminler Makine 1 ve 2 igin ayr1 ayri ¢izelge 6.5-6.6’da gosterilmistir.

Cizelge 6.5 Veri seti 5 igin ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri (Makine 1)

MLE
a 0, 0,
0.4116 247.4955 25.3119
KS istatistigi p degeri
0.1119 0.8071

Cizelge 6.6 Veri seti 5 i¢in ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri (Makine 2)

MLE
a 0, 0,
0.3391 321.1119 74.5066
KS istatistigi p degeri
0.1068 0.9305

Al-Jammal (2008) ¢alismasinda, veri setini tistellestirilmis tistel dagilim ile modellenmesi
sonucu elde ettigi KS degerlerini Makine 1 i¢in KS = 0.1906 ve Makine 2 igin KS =
0.1317 olarak elde etmistir. Cizelge 6.5-6.6 ile verilen degerlere bakildiginda her iki
makine i¢in bulunan KS degerlerinin iistellestirilmis iistel dagilim i¢in bulunanlardan
daha diisiik oldugu goriilmektedir. Yani KS 0lgiitiine gore bu veri setini modellemede
2MED’in istellestirilmis (exponentiated) iistel dagilim yerine tercih edilmesinin daha

uygun oldugu sdylenebilir.

Veri Seti 6. Kumar ve Klefsjo (1992) yaptiklari ¢alismada, LHD (Load-Haul-Dump)
makinelerinin bozulma zamanlar1 arasinda gegen siireyi (saat olarak) igeren veri setini ele

almiglardir. Burada ayni1 veri setinin 2MED ile modellenmesi sonucunda ulasilan sonuglar
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cizelge 6.7°de gosterilmektedir.

Cizelge 6.7 Veri seti 6 i¢in ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.0987 23.7290 143.4531
KS istatistigi p degeri
0.0358 0.9861

Bu veri setinde 151 adet LHD makinesine iliskin bozulma zamanlar1 bulunmaktadir.
Buna gore gizelge 6.7, ML sonuglarina gore yorumlandiginda yaklasik 15 tanesinde
bozulma zamanlar1 arasinda gegen siire 20 saat lizerinde iken geriye kalan 136 tanesi i¢in
bu siire 100 saatin iizerinde ger¢eklesmektedir. Buradan bozulma zamanlar1 birbirinden
oldukga farkli olan iki grup oldugu sonucuna ulasilir ki bu da ele alinan veri setinin

modellenmesinde KS istatistigine gére 2MED’in oldukg¢a iyi sonug verdigini gosterir.

Veri Seti 7. Nelson (1990), ¢alismalarinda yedi farkli voltaj seviyesinde yalitim sivisinin
dokiilme zamanlarini ele almistir. Burada dokiilme zamanlar1 2MED ile modellenmeye
calisilmis ve elde edilen parametre tahmin degerleri ile p ve KS degerleri ¢izelge 6.8°de

gosterilmektedir.

Cizelge 6.8 Veri seti 7 i¢cin ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.3192 295.7731 6.1010
KS istatistigi p degeri
0.1089 0.3058

ML tahminlerine gore elde edilen ortalama degerlerine bakildiginda dokiilme zamanlari
birbirinden farkli olan iki grup ortaya ¢ikmistir. Bu gruplardan birincisinde dokiilme

zamanlarimin ikinci gruptaki zamanlardan oldukga yiiksek oldugu goriilmektedir.
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Veri Seti 8. Blischke (1995) tarafindan ele alinan elektronik pargalara ait bozulma
zamanlar1 2MED ile modellendiginde elde edilen parametre tahmin degerleri ile p ve KS

degerleri ¢izelge 6.9’da verilmektedir.

Cizelge 6.9 Veri seti 8 icin ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.8507 3.7577 0.1541
KS istatistigi p degeri
0.0447 0.9512

Ornegin 100 adet elektronik parca ele alinirsa, ML sonuglarina gére bu parcalardan
yaklagik 85 tanesinin 4 giinde bir geri kalanlarinin ise 1 giinden daha kisa siirede

bozulacagi tahmin edilmektedir.

Veri Seti 9. Bu boliimde, literatiirde bulunan galismalara ek olarak Tekirdag ili iniversite
hastanesinin Beyin Cerrahisi birimine giris yapan 500 hastaya ve Kardiyoloji Biriminde
giris yapan 410 hastaya iliskin hastanede kalma siireleri ve cinsiyet bilgilerinin yer aldig
veri seti incelenmistir. Cesitli diizenlemeler yapildiktan sonra hastalarin birim ve cinsiyet
bazinda hastanede kalma siirelerinin karma tistel dagilima uygun oldugu anlasilmistir.
Ayrica her iki birimde yatan kadin ve erkek hastalarin hastanede kalma siireleri, hem
birimler hem de cinsiyet degiskenleri i¢in hangi dagilimin modellemede daha basarili
oldugunu gostermek amaciyla tek bilesenli iistel ve iki bilesenli karma tistel dagilim igin
ayr1 ayrt modellenmistir. Burada sadece her iki klinikte yatan hastalarin hastanede kalma

stireleri i¢in elde edilen sonuglara gére yorumlar yapilmistir.

Oncelikle Beyin Cerrahisi Klinigi’ndeki hastalar cinsiyetlerine gore ardindan cinsiyet
ayrimi yapilmaksizin ele alinarak incelenecektir. 11k olarak Beyin Cerrahisi Klinigi’nde
yatan kadin hastalarin hastanede kalma siirelerine iliskin histogram sekil 6.1°de

verilmistir.
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Sekil 6.1 Beyin Cerrahisi Klinigi’nde yatan kadin hastalarin hastanede kalma siirelerine iliskin histogram

Sekil 6.1 incelendiginde dagilimin yapisinin iistel dagilima uygun oldugu goriilmektedir.
Buna gore yapilan analiz sonucunda elde edilen parametre tahminleri, KS ve p degerleri

cizelge 6.10°da gosterilmektedir.

Cizelge 6.10 Beyin Cerrahisi Klinigi’nde yatan kadin hastalar ele alindiginda modelleme sonucu
elde edilen ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.0978 10.0396 43.4688
KS istatistigi p degeri
0.0717 0.8685

Beyin cerrahisi kliniginde yatan kadin hastalar i¢in modelleme sonucunda elde edilen
parametre tahmin degerlerine bakildiginda, 10 giin civarinda hastanede kalanlarin 40
giinden daha fazla hastanede kalanlardan daha az oldugu goriilmektedir. Ayn1 veri seti
tek bilesenli iistel dagilim ile modellendiginde 8 = 40.2, p = 0.5143 ve KS = 0.0991
bulunmusgtur. Tek bilesenli iistel dagilim i¢in bakildiginda ise 10 giin civarinda hastanede
kalan hasta grubu hi¢ goz oniine alinmamakta sadece Beyin Cerrahisi biriminde yatan

kadin hastalarin ortalama 40 giin hastanede kaldiklar1 yorumuna ulasilmaktadir.
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Kadin hastalara iligkin incelemeden sonra beyin cerrahisi kliniginde yatan erkek
hastalarin hastanede kalma siireleri incelenmistir. Bu incelemeye iliskin histogram sekil

6.2’de verilmistir.

0 50 100 150

Sekil 6.2 Beyin Cerrahisi Klinigi’nde yatan erkek hastalarin hastanede kalma siirelerine iliskin histogram

Sekil 6.2 ile gosterilen dagilima bakildiginda erkek hastalarin hastanede kalma
stirelerinin iki farkli ortalamaya sahip karma iistel dagilima uygun oldugu
goriilmektedir. Sekil 6.2°de verilen histogramin bir noktaya kadar azaldiktan sonra
ani bir ¢ikis yapip tekrar azalmaya basladigi goriilmektedir. Bu durum, veri setinin
2MED ile modellendiginde ortalama hastanede kalma siirelerinin birbirinden uzak
olacagina iliskin bir igarettir. 2MED ile modelleme sonucunda elde edilen parametre

tahminleri, KS ve p degerleri ¢izelge 6.11°de gosterilmektedir.

Cizelge 6.11 Beyin Cerrahisi Klinigi’nde yatan erkek hastalar ele alindiginda modelleme sonucu
elde edilen ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.2325 8.8409 37.4051
KS istatistigi p degeri
0.0518 0.9888
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Beyin Cerrahisi Klinigi’'nde yatan erkek hastalar i¢in bakildiginda, ML sonuglarina gore
ise yaklagik 9 giin ila 37 giin hastanede kalan iki hasta grubu oldugu sonucuna
ulasiimaktadir. Ayni veri seti tek bilesenli iistel dagilim ile modellendiginde 8 = 30.76,
p = 0.4312 ve KS = 0.1035 bulunmustur. Ustel dagilim sonucuna gore erkek hastalarmn

bu birimde kalma siireleri ortalama olarak 31 giindiir.

Son olarak, beyin cerrahisi kliniginde yatan tiim hastalarin (cinsiyet ayrimi

yapilmaksizin) hastanede kalma siirelerine iliskin histogram sekil 6.3’de verilmistir.

Sekil 6.3 Beyin Cerrahisi Klinigi’nde yatan tiim hastalarin hastanede kalma siirelerine iliskin histogram

Modelleme sonucu elde edilen parametre tahminleri, KS ve p degerleri cizelge 6.12°de

gosterilmektedir.

Cizelge 6.12 Beyin Cerrahisi Klinigi’nde yatan hastalar ele alindiginda modelleme sonucu elde
edilen ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.0297 4.2594 34.8066
KS istatistigi p degeri
0.0483 0.9663
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ML sonuglarina gore Beyin Cerrahisi biriminde yatan hastalara (cinsiyet ayrimi
yapilmaksizin) iliskin modelleme sonuglari incelendiginde, biri 4 giin ortalamali digeri
35 giin ortalamali iki farkli grup oldugu goriilmektedir. Ornegin, bu birime 100 hasta
geldiginde yaklasik 3 tanesi 4 giin ortalama ile hastanede kalirken, geri kalan 97 tanesi
Ise 30 giiniin lizerinde hastanede kalmaktadir. Ayni veri seti tek bilesenli iistel dagilim ile
modellendiginde 8 = 33.57, p = 0.8107 ve KS = 0.0625 bulunmustur. Yani iistel
dagilima gore yukarida bahsedilen 2. grupta oldugu gibi hastalar ortalama olarak 30
giiniin lizerinde bu birimde kalmaktadir. Burada tek bilesenli tistel ve 2MED ile bulunan
KS degerleri incelendiginde, 2MED ile bulunan KS degerinin daha diisiik oldugu
goriilmektedir. Bu da Beyin Cerrahisi kliniginde yatan hastalarin hastanede kalma

stirelerinin modellenmesinde 2MED’in daha iyi oldugu sonucu ortaya ¢ikmaktadir.

Beyin cerrahisi klinigindeki incelemenin ardindan kardiyoloji Klinigindeki hastalar
oncelikle cinsiyete gore ele alinmis daha sonra cinsiyet ayrimi yapilmaksizin genel olarak
incelenmistir. Ik olarak Kardiyoloji kliniginde yatan kadin hastalarin hastanede kalma

stireleri ele alinmistir ve histogram sekil 6.4’de verilmistir.

30

Elde edilen parametre tahnminleri, KS ve p degerleri ¢izelge 6.13’de gosterilmektedir.
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Cizelge 6.13 Kardiyoloji Klinigi’'nde yatan kadin hastalar ele alindiginda modelleme sonucu elde
edilen ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.0710 1.3039 33.8266
KS istatistigi p degeri
0.0866 0.6124

Cizelge 6.13 incelendiginde, ortalama 1 giin kalan hasta sayisindan ziyade 30 giinden
fazla hastanede kalanlarin sayisinin daha ¢ok oldugu goriilmektedir. Ayn1 veri seti tek

bilesenli iistel dagilim ile modellendiginde 6 = 31.52, p = 0.5357 ve KS = 0.0921

bulunmustur.

Kardiyoloji kliniginde yatan erkek hastalarin hastanede kalma siirelerine iliskin

histogram sekil 6.5’de verilmistir.

30 T T T T T T
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Sekil 6.5 Kardiyoloji Klinigi’nde yatan erkek hastalarin hastanede kalma siirelerine iligkin histogram

Burada histograma bakildiginda ilk olarak, Kardiyoloji Klinigi’nde yatan kadin ve erkek
hastalara iliskin histogramlarin birbirine benzer bir yapida oldugu géze carpmaktadir. Bu
durum yapilacak yorumlamalarin yani tahmin edilen ortalamalarin erkek hastalar igin
elde edilen ortalama degerlerine yakin olacagina isaret etmektedir. Buna gore karma iistel

dagilim ile elde edilen parametre tahmin, KS ve p degerleri asagida gosterilmektedir.
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Cizelge 6.14 Kardiyoloji Klinigi'nde yatan erkek hastalar ele alindiginda modelleme sonucu elde
edilen ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.1352 1.7295 37.8404
KS istatistigi p degeri
0.0819 0.7041

Kardiyoloji biriminde yatan kadin hastalarin sonucunda oldugu gibi erkek hastalar i¢in 1-
2 glin arasinda kalan hasta sayisi, 30 giinden daha fazla bu birimde kalan hasta sayisindan
daha diisiiktiir. Aym veri seti tek bilesenli @istel dagilim ile modellendiginde 8 = 32.96,
p = 0.3095 ve KS =0.1130 bulunmustur. Buna gore, iistel dagilim ile veri seti
modellendiginde erkek hastalarin ortalama olarak 33 giin bu birimde kaldig1 sonucuna

ulasilir.

Kardiyoloji Klinigi i¢in son olarak hastalarin (cinsiyet ayrimi yapilmaksizin) hastanede

kalma siirelerine iliskin histogram sekil 6.6’da verilmistir.

0 20 40 60 80 100 120 140

Sekil 6.6 Kardiyoloji Klinigi’nde yatan tiim hastalarin hastanede kalma siirelerine iliskin histogram

Elde edilen parametre tahminleri, KS ve p degerleri ¢izelge 6.15’de gosterilmektedir.
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Cizelge 6.15 Kardiyoloji Klinigi’'nde yatan hastalar ele alindiginda modelleme sonucu elde edilen
ML parametre tahminleri, p ve KS degerleri

MLE
a 0, 0,
0.0892 1.2096 34.2724
KS istatistigi p degeri
0.0828 0.3435

Ayni sekilde Kardiyoloji Klinigi’'ne 100 hastanin geldigi diisiintildiiglinde, yaklasik
olarak 9 hastanin hastanede ortalama 1 giin kaldig1 geriye kalan 91 hastanin ise ortalama
34 giin hastanede kaldigi soylenebilir. Aymi veri seti tek bilesenli iistel dagilim ile
modellendiginde 8 = 31.32, p = 0.0747 ve KS = 0.1137 bulunmustur. Ustel dagilim
icin elde edilen bu sonuglara gore sadece yaklasik olarak 31 giin Kardiyoloji biriminde
yatis yapan hasta tek hasta grubu oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Ayrica bulunan KS degerleri
birbirleriyle karsilagtirildiginda, 2MED’in hastanede kalma siirelerini modellemede tek

bilesenli iistel dagilimina gére daha basarili oldugu goriilmiistiir.
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7. SONUCLAR

Simiilasyon ¢alismast sonucunda, kiigiik orneklemler (n = 20 ve n = 40) ve
birbirinden uzak segilen ortalama degerleri ((91 =10,6, = 1) ve (60, = 2,6, =
0.3)) icin tahminlere bakildiginda, RMSE 6l¢iitiine gore karma orani («) ile 1.bilesen
ortalamasi (6;) parametrelerinin, MOM ve LS tarafindan daha iyi tahmin edildigi;
2.bilesen ortalamasi (6,) parametresinde ise LS tahminlerinin daha iyi sonug¢ verdigi
goriilmektedir. Yine kiiciik 6rneklemlerde birbirine yakin secilen ortalama degerleri
(6, =3,6,b=2) ve (6, =0.8,6, =0.3)goz Oniine alindiginda ise a ve 6,
parametreleri igin MOM ve LS, 6, parametresi i¢in ML tahminlerinin daha iyi sonug
verdigi gozlenmistir. Birbirinden uzak segilen ortalamalarda oOrneklem hacmi
arttirtldiginda (n = 100), ML ve LS tahminlerinin a, 6; ve 8, parametrelerini tahmin

etmede MOM tahminlerine gére daha basarili oldugu sonucu ortaya ¢ikmaktadir.

Genel olarak, uzak ortalamalar ele alindiginda kiigiik 6rneklem hacmi i¢in « ve 6,
parametrelerinin tahmininde MOM ve LS tahmin edicileri daha basarili iken,
orneklem hacmi arttikga bu parametrelerin tahmininde MOM tahmin edicilerinin
yerini ML tahminlerinin aldigi goriilmektedir. Benzer olarak, 6, parametresi i¢in
kiiciik 6rneklemlerde en 1y1 tahminleri veren LS nin yerini de 6rneklem hacmi arttik¢a
ML almaktadir. Yani RMSE 6lgiitiine gore, ML tahmin edicileri, 6rneklem hacmi
arttikca birbirinden uzak segilen ortalamalarda daha etkin olmaktadir. Yakin
ortalamalar s6z konusu oldugunda a ve 6; parametreleri i¢in benzer yorumlar
yapilabilir. 8, parametresi i¢in kiiclik 6rneklemlerde en i1yi sonucu veren ML iken,
orneklem hacmi arttik¢a LS tahminlerinin de iyilesmeye basladig1 gézlenmistir. Yani
orneklem hacmi arttirlldiginda, 8, i¢in en iyi tahminler ML ve LS tarafindan

hesaplanmaktadir.

Yapilan simiilasyon ¢aligmasinin ardindan, ele alinan {i¢ parametre tahmin yontemi
x? test istatistifine gore karsilastirildiginda, ortalamalar birbirine yaklastikca, LS
icin hesaplanan y? degerlerinin genel olarak MOM igin elde edilen y? degerlerinden

daha biiytlik oldugu goriilmiistiir. Ortalamalar birbirinden uzak secildiginde ise en 1yi
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sonucu veren tahmin edici yonteminin MOM oldugu ve onu sirasiyla LS ve ML nin

izledigi goriilmustiir.

Ayrica, 6. boliimde ayrintili bir sekilde yer verilen literatiirde sik¢a kullanilan veri
setlerini modellemede 2MED’in olduk¢a iyi oldugu sonucuna ulasilmistir.
Calismanin literatiir tarama siiresinde genel olarak karsilagilan modelleme
tekniklerinden birisi, siirekli bir dagilimin kesikli veya siirekli bir dagilim ile
bilesiminin (compound) yapilmasidir. Bu durum beraberinde karmasik bir yapida
olan dagilimin parametrelerini tahmin etmede bir takim zorluklar ¢ikarmaktadir.
Analitik olarak tahmin ediciler elde edilememekte ancak g¢esitli yazilimlar ile
algoritmalarin gelistirilmesi ile ¢6zliime gidilebilmektedir. Bu literatiir taramasinin
sonucunda, calismalarda kullanilan veri setlerinin tek bilesenli dagilim ile
modellenmeye c¢alisildigi veya modelleme sirasinda ¢alismada da bahsedilen
karmagik modellerin onerildigi goriilmiistiir. Halbuki veri setinin yapisindan dolay1
2MED’in ¢ogu zaman dikkate alinacak kadar iyi sonuglar verdigi ve aslinda tek
bilesenli dagilim 6nerilen durumlarda 2MED’in veri setini modellemede daha etkin

oldugu goriilmiistiir.

Bu sebeple, iistel dagilim 6zelligi gosteren veriler lizerinde oncelikle iki veya daha
fazla bilesene sahip karma iistelin varliginin arastirilmasi Onerilmektedir. Cilinki
parametre tahminlerinde en ¢ok bilinen ii¢ yontemin (ML, LS ve MOM) kolay

uygulanabilirligi agisindan, gelistirilen yazilimlar daha hizli sonug vermektedir.

Yapisinin basit olmasi ve olduk¢a kullanigli olmasi nedeniyle 2MED’in literatiirde
yer alan g¢alismalarda kullanilan dagilimlara gore modellemede daha basarili olmasi

bu tez ¢aligmasinin amacina ulagsmasini saglamistir.

Calismanin amaci dogrultusunda, Tekirdag ili tiniversite hastanesinden Beyin
Cerrahisi birimine giris yapan 500 hasta ve Kardiyoloji birimine giris yapan 410
hasta i¢in hastanede kalma siireleri ve cinsiyet bilgilerini igeren bir veri seti
toplanmistir. Bu veriyi toplamadaki amag, hastanede kalma siirelerine de tek bilesenli

iistel dagilimdan geliyormus gibi davranilip, ne kadar personel, ne kadar yatak
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gerekecegini planlamaktir. Halbuki cinsiyet, yas, hangi birime geldigi, kag kere
geldigi, hastanin Oykiisii gibi degiskenlerin de géz Oniine alinip hastanede kalma
siirelerinin bu ayirt edici degiskenler kullanilarak modellenmesi ve yorumlanmasi
gerekir. Ancak, planlamacilar veya yoneticiler, Kuyruk teorisinde var olan tistel

dagilim tizerinden gitmektedirler.

Karma modeller sadece hastalarin hastanede kalma siirelerine ait wverilerin
modellenmesinde kullanilmamaktadir. Karma modellerin giinliik hayatta iiretim ve
bekleme modellerinde kullanilabilecegi alanlar da mevcuttur. Ornegin, bankada
bekleme stireleri, slipermarketteki kasada bekleme siireleri, degisik pargalardan
olusan bir cihazin hazir hale gelinceye kadar gecen siire gibi verilerin

modellenmesinde bile bir karma model karsimiza ¢ikabilir.

Bu ¢alisma en azindan cinsiyet ve birime gore hastalarin hastanede kalma siirelerinin
bir karma modele uydugunu ileri siirmiistiir. ileride yukarida bahsedilen
degiskenlerin de i¢inde oldugu bir veri seti toplanarak modelleme yapilabilir.
Yapilan bu ¢aligmada eger hastalar gruplara ayrilmamis olsaydi, yasam zamanlari
karma istel dagilim yardimiyla belirlenebilir ve bu sayede hem yasam zamanlari
birbirinden farkli olan gruplar kolay bir sekilde bulunabilir hem de o veri setinde kag

farkli grup oldugu ortaya ¢ikabilirdi.
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EK 1 Proschan (1963) calismasindan alinan veri seti ¢izelgesi

UCAK KiMLIK NUMARALARI

7907 | 7908 | 7909 | 7910 | 7911 | 7912 | 7913 | 7914 | 7915 | 7916 | 7917 | 8044 | 8045
194 | 413 | 90 74 55 23 97 50 | 359 | 50 | 130 | 487 | 102
15 14 10 57 | 320 | 261 | 51 44 9 254 | 493 | 18 | 209
41 58 60 48 56 87 11 | 102 | 12 5 100 | 14
29 37 | 186 | 29 | 104 7 4 72 | 270 | 283 7 57
33 | 100 | 61 | 502 | 220 | 120 | 141 | 22 | 603 | 35 98 54
181 | 65 49 12 | 239 | 14 18 39 3 12 5 32
9 14 70 47 62 | 142 3 104 85 67
169 | 24 21 | 246 | 47 68 15 2 91 59
447 | 56 29 | 176 | 225 | 77 | 197 | 438 43 | 134
184 | 20 | 386 | 182 | 71 80 | 188 230 | 152
36 79 59 33 | 246 1 79 3 27
201 | 84 27 15 21 16 88 130 | 14
118 | 44 | 153 | 104 | 42 | 106 | 46 230
34 59 26 35 20 | 206 5 66
31 29 | 326 5 82 5 61
18 | 118 12 54 36 34
18 25 120 | 31 22
67 | 156 11 | 216 | 139
57 | 310 3 46 | 210
62 76 14 | 111 | 97
7 26 71 39 30
22 44 11 63 23
34 23 14 18 13
62 11 | 191 | 14
130 16 18
208 90 | 163
70 1 24
101 16
208 52
95
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EK 2 Maguire, Pearson ve Wynn (1952) calismasindan alinan veri seti cizelgesi

0 1 1 2 2 3 4 4 4 6

7 10 11 12 12 12 13 15 15 16
16 16 17 17 18 19 19 19 20 20
22 23 24 25 27 28 29 29 29 31
31 32 33 34 34 36 36 37 40 41
41 42 43 45 47 48 49 50 53 54
54 55 56 59 59 61 61 65 66 66
70 72 75 78 78 78 80 80 81 88
91 92 93 93 95 95 96 96 97 99
101 108 110 112 113 114 120 120 123 123
124 124 125 127 129 131 134 137 139 143
144 145 151 154 156 157 176 182 186 187
188 189 190 193 194 197 202 203 208 215
216 217 217 217 218 224 225 228 232 233
250 255 275 275 275 276 286 292 307 307
312 312 315 324 326 326 329 330 336 345
348 354 361 364 368 378 388 420 431 456
462 467 498 517 536 538 566 632 644 745
806 826 871 952 1205 1312 1358 1630 1643 2366
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EK 3 Kus (2007) ¢alismasindan alinan veri seti ¢izelgesi

1163 3258 323 159 756 409
501 616 398 67 896 8592
2039 217 9 633 461 1821
4863 143 182 2117 3709 979
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EK 4 Dekking v.d. (2010) caliymasindan alinan veri seti ¢izelgesi

30 50 55 4 263 21 232 129 296 2323
2323 143 1897 482 648 113 77 242 0 452
233 330 810 1755 2930 108 447 5509 5485 81
24 68 8 255 134 365 290 1064 1461 0
386 100 1160 115 108 422 227 197 357 1222
300 1783 843 3110 446 10 1864 9 88 180

65 193 193 543 529 860 12 1247 122 1071
4116 2 670 10 176 6 236 10 281 983
261 943 990 371 91 120 1146 58 79 31

16 160 707 1800 700 948 790 112 26 600
457 816 369 529 828 33 865 875 1082 6150

15 114 15 300 1351 748 379 1011 868 1435
245 22 3321 138 325 36 97 148 0 44
445 724 30 729 75 1045
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EK 5 AL-Jammal (2008) ¢alismasindan alinan veri seti ¢izelgesi

MAKINE 1
1 1 5 55 12.50 16.75
17.75 20.75 22.50 22.75 25 25
27.25 30.25 43.75 45 48 48.25
97.50 99.75 136.75 143.5 207.75 215
225.50 235 283.5 567 970.5
MAKINE 2
35 6.5 10.5 23.25 235 435
69 70.5 75.5. 83.25 95.5 109.5
111.25 144 164 167.25 253 383.75
417.75 428.25 453 1215
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EK 6 Kumar ve Klefsjo (1992) calismasindan alinan veri seti cizelgesi

LHD (Load-Haul-Dump) Makinelerinin Bozulma
Zamanlar Arasinda Gecen Siire (saat)

LHD1 | LHD3 | LHD9 | LHD11 | LHD17 | LHD20
327 637 278 353 401 231
125 40 261 96 36 20

7 197 990 49 18 361
6 36 191 211 159 260
107 54 107 82 341 176
277 53 32 175 171 16
54 97 51 79 24 101
332 63 10 117 350 293
510 216 132 26 72 5
110 118 176 4 303 119
10 125 247 5 34 9
9 25 165 60 45 80
85 4 454 39 324 112
27 101 142 35 2 10
59 184 39 258 70 162
16 167 249 97 57 90
8 81 212 59 103 176
34 46 204 3 11 360
21 18 182 37 5 90
152 32 116 8 3 15
158 219 30 245 144 315
44 405 24 79 80 32
18 20 32 49 53 266

248 38 31 84

140 10 259 218

311 283 122

61 150
24
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EK 7 Nelson (1990) ¢alismasindan alinan veri seti cizelgesi

Farklh Voltaj Seviyelerinde Yalitim Sivisimin Dokiilme Zamanlari

Voltaj (kV) 26 28 30 32 34 | 36 | 38

5,79 68,85 7,74 0,27 0,19 | 0,35 | 0,09

1579,52 | 108,29 | 17,05 0,4 0,78 | 059 | 0,39

2323,7 110,29 | 20,46 0,69 0,9 | 0,96 | 0,47

426,07 | 21,02 0,79 1,31 | 0,99 | 0,73

1067,6 | 22,66 2,5 2,78 | 169 | 0,74

43,4 3,91 3,16 | 1,97 | 1,13

47,3 9,88 415 | 2,07 | 14

139,07 | 13,95 4,67 | 258 | 2,38

144,12 15,93 485 | 2,71

Zaman (Dakika) 175,88 27,8 6,5 29

194,9 53,24 7,35 | 3,67

82,85 8,01 | 3,99

89,29 8,27 | 535

100,58 | 12,06 | 13,77

215,1 | 31,75 | 255

32,52

33,91

36,71

72,89
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EK 8 Blischke (1995) calismasindan alinan veri seti cizelgesi

Elektronik Parcalarin Bozulma Zamanlari

438 4,94 1,79 1,23 0,57 1,56 0,92 0,14 13,54
0,96 5,7 1,63 2,02 2,35 1,48 0,82 0,11 1,55
7,77 6,57 0,1 2,2 3,58 2,2 7,83 7,62 6,97
0,23 2,63 4,57 0,03 13,54 0,61 0,31 2,44 1,74
1,38 6,18 30,1 1,56 2,25 04 1,43 1,96 0,31
538 4,61 1,97 7,98 0,52 0,71 3,63 0,71 0,01
0,01 0,17 0,41 2,48 3,68 2,87 0,05 14,62 0,05
0,24 0,06 4,17 3,28 2,81 0,83 0,77 0,3 0,28
0,01 0,24 1,82 0,2 6,24 1,98 3,67 2,14 0,28
0,04 0,27 1,85 2,36 0,52 0,78 1,71 0,23 1,33
0,03 0,04 0,66 2,92 1,6 0,12 0,46 0,17 0,79
0,04 4,9 3,39 3,28 4,42 10,14 1,65 7,65 3,94
8,05 5,06 2,93 10,55 2,11 6,37 7,87 5,13 5,09
3,22 6,02 11,67 7,58 1,61 5,43 4,87 6,93 6,04
5,69
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EK 9 Kardiyoloji kliniginde yatan kadin hastalarin hastanede kalma siirelerine
iliskin veri seti ¢izelgesi

Hastanede Kalma Siireleri (giin)
1 25
1 25
1 26
1 28
1 28
1 29
1 30
1 31
1 32
2 33
3 34
3 35
4 41
7 42
7 44
8 45
9 46
9 46
9 47
10 53
11 54
11 56
12 59
13 61
13 61
13 63
13 66
17 68
19 68
19 70
20 75
20 77
20 89
21 108
21 110
23 125
25

105



EK 10 Kardiyoloji kliniginde yatan erkek hastalarin hastanede kalma siirelerine
iliskin veri seti ¢izelgesi

Hastanede Kalma Siireleri (giin)

1 24
1 24
1 25
1 26
1 29
1 29
1 30
1 31
1 33
1 35
2 41
2 42
3 43
3 45
5 47
5 56
8 57
4 62
6 63
6 66
7 67
10 69
13 70
14 72
14 82
15 85
16 90
16 90
18 91
19 93
20 112
21 123
21 105
22

23

23

24
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EK 11 Beyin cerrahisi kliniginde yatan kadin hastalarin hastanede kalma siirelerine
iliskin veri seti ¢izelgesi

Hastanede Kalma Siireleri (giin)
1 25
1 25
1 26
1 28
1 28
1 29
1 30
1 31
1 32
2 33
3 34
3 35
4 41
7 42
7 44
8 45
9 46
9 46
9 47
10 53
11 54
11 56
12 59
13 61
13 61
13 63
13 66
17 68
19 68
19 70
20 75
20 77
20 89
21 108
21 110
23 125
25
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EK 12 Beyin cerrahisi kliniginde yatan erkek hastalarin hastanede kalma siirelerine
iliskin veri seti ¢izelgesi

Hastanede Kalma Siireleri (giin)
1 21
1 23
1 24
1 24
1 25
1 26
2 31
3 32
4 32
4 33
4 39
5 39
6 41
6 41
6 42
7 47
7 51
7 54
7 58
8 61
8 67
8 74
9 77
10 80
11 81
11 82
11 84
12 95
12 120
13 125
14 150
17
18
19
19
19
20
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