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OZET

Dort bolimden olusan bu tezin amact; bulagict hastaliklarla ilgili olan temel matematiksel
modellerin ortaya ¢ikisini incelemek, literatiirde yer alan bu tip modellerle ilgili yapilmig
bazi ¢aligmalarin farkli bakig agilar1 dikkate alinarak matematiksel olarak degerlendirip

sonuglarini biyolojik olarak agiklamaktir.

Giris bolumiinde, epidemik hastaliklarin biyolojik ve toplumsal agidan Onemi

vurgulanarak tez genel hatlariyla tanitildi. Ayrica, konuyla ilgili literatiirden bahsedildi.

Tezin birinci boliimiinde, epidemik hastaliklarin bir topluluktaki yayilimini analiz etmek
i¢cin kullanilan SI, SIS, SIR ve SIRS gibi epidemik modellerin kisa bir tarihgesi verilmis,

daha sonra genel hatlariyla matematiksel olarak ifade edilerek yorumlanmistir.

Tezin ikinci boliimiinde, diferansiyel ve diferansiyel denklem sistemleriyle ilgili temel
tanim ve teoremlere, 6zellikle denge noktalar1 ve bu noktalarin yerel ve global kararlilik

analizinde kullanilan teoremlere yer verilmistir.

Tezin tgtinct bolimiinde ise, oncelikli olarak SIR epidemik modeli gozonine alind.
Bunun i¢in agilamali ve agilamasiz olmak tizere iki farkli SIR epidemik modeli iizerinde
caligildi ve bu modellerin pozitif denge noktasi incelendi. Daha sonra bu modellerin
denge noktalarinin yerel ve global kararlilik analizi yapildi. Ilave olarak, iizerinde
caligilan modellerin kalitatif analizinin sonuglari, literatiirden elde edilen parametreler

kullanilarak niimerik similasyonlar vasitasiyla desteklendiler.

Son olarak dordiincii boliimde ise tezin {igiincli boliimiinde ifade edilen modellerin
kalitatif analiz sonuglariyla sayisal analiz sonuglarinin kargilikli yorumlanmasi yapilarak

model sonuglar hassas, enfekte ve iyilesmis birey sayilar agisindan yorumlandi.

Anahtar Kelimeler: SIR epidemik modeli, Matematiksel Model, Kararlilik, Kalitatif

Analiz, Sayisal Analiz
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ABSTRACT

The aim of this thesis consisting of four chapters is to analyse issues of fundemental
models about infectious disease and to explain the results of the studies in the literature

about this type off models with different point of views.

In the introductory, the present thesis has been introduced in general terms, emphasizing
on the importance of the biological and social aspects of the epidemic diseases. which
was also mentioned in the related literature. In the first part of this thesis, a short history
of epidemic models such as SI, SIS, SIR, and SIRS, which were used to analyze the
spread of epidemic diseases in a community, has been given and then expressed
mathematically in general terms. In the second part of this thesis, basic definitions and
theorems related to the differential equation systems, especially equilibrium points and
theorems used in local and global stability analysis of these points has been given. In the
third part of this thesis, primarily the epidemic model of SIR has been taken into
consideration. Therfore, two different SIR epidemic models, inoculated and
uninoculated, were studied and the positive equilibrium points of these models have been
examined. Then the local and global stability analysis of the equilibrium points of these
models have been done. In addition, the results of the qualitative analysis of the models
studies were supported by numerical simulations using the parameters obtained from the
literature. Finally, in the fourth chapter, the results of the qualitative analysis of the
models expressed in the third part of this thesis have been interpreted mutually and the
results of the models have been interpreted in terms of the number of sensitive, infected,

and healed individuals.

Key words: SIR epidemic model, Mathematical Model, Stability, Qualitative Analysis,

Numerical Analysis
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GIRIS
Yizyillar boyunca, ¢esitler nedenlerden dolayi (bulagict hastaliklar, savaslar ve kitlik)
biiyiik 6l¢iide azalan diinya niifusu, 1804 yilinda yaklagik olarak 1 milyar civarina, 1927
yilinda ise ancak 2 milyar seviyelerine ulasabilmistir [1]. Birlesmis Milletler Nifus
Boliimii (United Nations Population Division) 31 Ekim 2011 tarihini sembolik olarak

diinya niifusunun 7 milyara ulastig1 giin olarak duyurmustur [2].

Orta ¢agda plague (bela, felaket) olarak adlandirilan bulasici hastaliklar, bir yandan
diinya niifusunu azaltirken, diger yandan diinya tarihinin sekillenmesinde ¢ok biiyik
etkiler olugturmustur [3]. Bu tiir bulasict hastaliklarla ilgilenen bilim dalina epidemiyoloji

denilmektedir.

MS II. Yizyilda kizamik ve ¢igek salgint oldugu disiiniilen Antonine Plague, Roma
Imparatorlugu’nda ¢ok biiyiik sekilde niifusun azalmasina ve ekonomik sikintilara sebep
olmustur. Imparatorlugun rejiminin bozulmasina sebep olan bulasici hastaliklar, Roma

Imparatorlugu’nun yikilmasini saglayan nedenlerden biri olmustur [3,4].

Dogu Roma Imparatorlugu’nda Justinian’in hitkiimdarligi zamaninda 541 yilinda ilk
olarak ortaya ¢ikan veba salgini [3,5], 750 yilina kadar o6zellikle Akdeniz bolgesini
etkilemis ve mevcut niifusun yaklasik %20-30 oraninda kaybina sebep olmustur. 1347-
1351 yillant arasinda buyiik bir felakete sebep olan ve Kara 6lim adi verilen veba, bu
yillar arasinda o zaman 70 milyon olan Avrupa niifusunun neredeyse {igte birini ortadan

kaldirmigtir [3,6].

1519 yilinda ginimiz Meksika’sindaki Yucatan Yarimadasi’na karaya ayak basan
Hernan Cortes ve 600 savasgist milyonlarca niifusa sahip olan Aztek’lere kargi savasta
basarili olamadilar. Fakat ¢igek salginina kargt bagisikliga direnci olmayan Aztek’lerin
bu salgindan bitap diismesi ve Aztek’lerin bu hastaliga karst direngli olan Ispanyollar:

kutsal giic olarak gdrmeleri nedeniyle daha sonra Azteklerin kaybetmelerine sebep



olmustur. Benzer durum ¢ok kisa bir zaman sonra Francisco Pizarro’nun Inka iilkesini
(Giney Amerika’ nin batisinda) isgal etmesinde biyiik bir rol oynamigtir. Kizamik ve
difteri gibi salginlar yerli halkin % 90’ninin 6limune sebep olmustur. Bu sebeplerden
dolay1 1519-1530 yillan arasinda Meksika’da 30 milyon olan yerli niifus 3 milyona kadar

azalmigtir.

Ik olarak Ispanya’da goriilmesinden dolay1 Ispanyol Gribi olarak adlandirilan bulasici
hastaliklardan ¢igek hastaligi Haziran 1918-Aralik 1920 tarihleri arasinda o zaman diinya
da bulunan insan niifusunun neredeyse %3 tine denk gelen 50 milyon insanin 6liimiine
sebep olmustur, diinyanin neredeyse her tarafinda bulunan 500 milyon insan bu viriisten

etkilenmigtir [6].

Tarthin akisinda ¢ok biiyiik degisimlere sebep olan bulagict hastaliklardan su ana kadar
sadece ¢igek hastaliginin 1979 yilindan itibaren diinyada yok oldugu iddia edilmektedir.
Fakat, bu ¢igek viriisiiniin gliniimiizde gelistirilerek biyolojik bir silah olarak tekrar diinya

i¢in bir tehdite yol acabilecegi sdylenmektedir [3].

Turkiye’de son olarak ¢igek hastalig ile ilgili vaka 1957 yilinda goralmus ve 1980 yil
itibariyle artik ¢igek asist kullanilmamaya baglamigstir [7]. Ancak 2003 yilinda meydana
gelen ABD-Irak savast sirasinda biyolojik savasa tedbir olarak 10 bin doz ¢igek asisi
Diinya Saglik Teskilati’ndan getirtilmigtir [8].

1960 1 yillarda saglik koruma, antibiyotik ve asilama gibi ¢esitli programlarin
faaliyetlerinin ¢ogalmasi, ¢ok yakin zamanlarda bulasici hastaliklarin ortadan kalkacagi
fikrine sebep olmus ve 6zellikle endiistrilesmis tilkelerde kardiyovaskiiler ve kanser gibi
kronik hastaliklarin daha fazla goriilmesine sebep olmustur.

Diinya Saglik Teskilat1 2008 yili verileri, st dizey gelire sahip ilkelerde ilk on 6liim
arasinda alt solunum yolu enfeksiyonlarinin % 3.8 lik bir oran ile ancak 5. sirada yer
aldigini gostermektedir. Bu durumun orta ve distk gelir seviyesine sahip olan tuilkelerde

gegerli olmadig belirgindir [9].

Ayrica enfeksiyon hastalik ajanlart yeni ortamlara uyum saglayabilmekte ve
geligebilmekte, degisen ekosistemler, kuresel 1sinma, artis gosteren uluslararasi
seyahatler, ekonomik yapida meydana gelen degisimler, yeni enfeksiyon hastaliklarinin
gorilmesine veya yeni ortamlarda gelisim gOstermesine imkan saglamaktadir [10].

Tiiberkiiloz [11], pnémoni [12] ve bel soguklugu [13] gibi hastaliklarda kullanilan



antibiyotiklere kars1 direng geligmis, sitma, deng hummasi, sarthumma 6zellikle iklimsel
degisimlerin yogun oldugu bolgelerde yeniden ¢ogalmaya balamistir. Yeni yapilan
caligmalarda, prion olarak adlandirilan enfeksiyon ajanlari, daha eski zamanlardan bilinen
viris, bakteri ve parazit gibi ajanlara katilmiglardir. Son 40 yillik zaman dilimi i¢erisinde
Lyme (1975), lejyoner (1976), toksik sok sendromu (1978), hepatit C (1989), hepatit E
(1990), hantaviriis (1993) [14], hepatit G (1995), Nipah (1998), SARS (2003) gibi yeni
bulagici hastalik teshis edilmigtir [15].

Edinilmis Bagisiklik Eksikligi Sendromu’na (AIDS) neden olan Insan Bagisiklik
Yetmezlik Viriasiu (HIV) ilk olarak 1981 yilinda tanimlanmis ve tim dinyay etkileyerek
2009 yil1 verilerine gore yaklasik olarak olarak 25 milyon insanin 6liimiine sebep olmus
ve 33 milyon insanin birlikte yasadigi ve olimine miicadele etmek zorunda kaldig

onemli bir bulagict hastalik olmustur [16].

Ayrica literatiirde kiigiik ¢apli salginlara endemi, daha buiyiik ¢apli salginlara (bir tlkeyi
etkileyebilecek sekilde) epidemi ve dinyanin biyik bir bolumuni etkileyebilecek

salginlara ise pandemi ad1 verilmektedir.

Tarih boyunca Ozellikle veba, cicek, kolera ve influenza salginlarina verilen biuyik
kayiplar, 17. Yiizyildan baglayarak bulasici hastaliklarin yayiliminin takibi ve énlenmesi
icin ¢esitli modellerin gelistirilmesine neden olmustur. Baglangicta sadece basit veri
toplama ve olim sayilarindaki artma ve azalmalarin izlenmesini hedefleyen modeller,
ginimizde enformasyon ve iletisim teknolojilerinin tim olanaklart kullanilarak
tasarlanmaktadir. Bu kapsamda ozellikle sistem dinamigi (System Dynamics) ve ajan
temelli (Agent Based) simiilasyon modelleri, cografi enformasyon sistemleri, mekansal
veri madenciligi (Spatial Data Mining), karmagik aglar (Complex Networks), heuristic
yontemler ve dinamik sistem yaklagimlari énemli rol oynamaktadir. Ancak biitin bu
yontemlerin temelleri 1920 li yillarda atilan diferansiyel denklemlerle ¢6ziim aranan
matematik modellere dayanmaktadir [16].

Matematiksel modeller, sadece bireylerin belli bir popiilasyonundaki bulasici
hastaliklarin yayilimini analiz etmez [17,18], ayni zamanda bir bireydeki enfeksiyon ve
muhtemel yeniden enfeksiyon siireglerinin biyiikliigiinii ve zamanlamasini tahmin eden
[19] kullaniglt ve 6nemli yardimci araglardandirlar. Bu modeller, énceden genellikle

planlama, onleme ve kontrol stratejileri i¢in kullaniliyorken, daha sonradan 6zel bir



patojene (Bireyde hastalik yapan organizma) maruz kalan bireyleri tedavi etmek igin
uygun tedavi/mudahale programlarinda etkili olarak kullanilmaya baglanmistir [20].

Gunumiizde bir popillasyondaki belirli bir turin popilasyonundaki degisimi
modellendiginde kullanilan matematiksel gelisim modellerinin temel aldigt Malthus
[21,22], Gompertz [23,24], Pearl-Verhulst Lojistik [25,26] ve Kemostat [27] gibi gelisim
modellerinin yanisira ayrica, Lotka-Volterra av-avci [28,29], Kolmogorov [30,31] ve

Epidemik [32] gibi etkilesimli poptilasyon modelleri de bulunmaktadir.

Bu tezde adi diferansiyel denklem sistemleriyle ifade edilen bu epidemik modeller genel

hatlariyla tanitilarak 6zellikle SIR epidemik modeli ile ilgili bir uygulama ele alinmstir.

Boliim 1' de epidemik modellerin kisa bir tarihgesi verilmig daha sonra genel hatlariyla

matematiksel olarak ifade edilerek yorumlanmustir.

Bolim 2' de diferansiyel ve diferansiyel denklem sistemleriyle ilgili temel tanim ve
teoremler verilmistir. Ozellikle otonom diferansiyel denklem sistemlerinin kararlilik
analizi Uizerinde durulmus, ikinci bolimde ifade edilen matematiksel modellerin (SIR)

kalitatif analizinde kullanilacak temel kavramlar irdelenmistir.

Boliim 3' de SIR epidemik modelinin bir topluluktaki yayilimi analiz edilmistir. Model,
sirastyla hassas birey sayisi, hastalikli birey sayist ve kurtulan/kurtarilmig (iyilesmis)
birey sayisi temsil eden ii¢ lineer olmayan otonom diferansiyel denklemden olusan bir
sistemdir. Bu degiskenler temel alinarak agilama islemi olup olmama durumunua gore iki
farklt SIR modeli analiz edilmistir. Modellerde kullanilan parametrelere bagli olarak bir
topluluktaki yukarida ifade edilen birey sayilarindaki zamana bagli degisimler analiz
edilerek esik deger irdelenmis ve modellerin karsilagtirmali olarak analiz sonuglar

gosterilmistir.



1.BOLUM

EPIDEMIK MODELLER ve TARIHCESI

Girig boliminde ifade edilen bireyden bireye bulasarak hastalik olusturan enfeksiyon
hastaliklarinin bir topluluktaki yayiliminin analizi genel olarak SI, SIS, SIR veya SIRS
gibi epidemik modelleriyle yapilmaktadir. Bu bolimde ¢ncelikle bahsedilen modellerin
kisa bir tarihgesi verilmis daha sonra genel hatlariyla matematiksel olarak ifade edilerek

yorumlanmigtir.

1.1Bulasic1 Hastaliklarda Deterministik Modeller

Oliimle ilgili istatistiksel verilerin diinyada ilk 6rnegi 17. yiizyilin basindan 1830 lu
yillara kadar Londra’da hastalik sonucu 6lim sayilarinin haftalik olarak kaydedildigi
“Bills of Mortality” kayitlaridir. Londra’da 1592 yilinda goriilen veba salginin ardindan
tutulmaya baslanan kayitlar, 1603 yilindaki salgindan sonra 6liim sayilarindaki azalma ve
artmalan tam olarak sunacak sekilde kilise yazmanlari tarafindan toplanmig ve kayit

altina alinmigtir.

Ik niifus bilimcilerden biri olarak kabul edilen John Graunt, 1662 yilinda yayimladig «
Natural and Political Observations made upon the Bills of Mortality” isimli kitabiyla, II.
Charles doneminde Londra’da vebanin salgina dontismeye basladig uyarisint vererek

bunu 6nleyecek bir sistemin kurulmast gerektigini 6nermigtir [33].

Daniel Bernoullli tarafindan 1766 yilinda yayimladig “An attempt at a new analysis of
the mortality caused by smallpox and of the advantages of inoculation to prevent it”
bilimsel ¢aligma, bulasict hastaliklar ile ilgili ilk matematiksel modeldir. Bu ¢aligmada,
bu dénemde ¢igek hastaligi i¢in gelistirilen bir agilama yontemi olan variolation (¢igek
agist) tartigmalart matematiksel bir modelle degerlendirilmistir. Variolation, ¢ok az
diizeyde ¢icek hastaligi enfeksiyonuna sahip olan bir kisiden alinan yara kabugu veya

cerahatin (irin) saglikl1 bir kisiye burun veya agi1z yoluyla aktarilmas seklindeki bir



astlama teknigidir. Variolation, enfeksiyon tasiyan kisilerde % 30 olan 6lim oranini %1
e kadar dusurse de, bazi zamanlarda hastaliga hi¢ yakalanmayacak kisilerin 6limiine
sebep olmasi nedeniyle tartistlma konusu haline gelmigstir. Bernoulli olusturdugu
modelle, belirli siklikta yapilacak agilama neticesinde, toplum i¢in ortalama beklenen

omur siresinin 26 yil 7 aydan 29 yil 9 aya ¢ikacagini ifade etmistir [34].

1906 yilinda Hamer kizamik salginlarinin tekrarini incelemek tizere kesikli bir zaman
modeli tasarlamig ve analiz etmistir. Model birim zamanda goriilen yeni vaka sayisinin,
hastaliga karst hassas ve hastalig1 tagiyan bireylerin sayisina bagli oldugunu varsayan ilk
model olmasi agisindan biyik onem tagimaktadir [35]. Sitmada yeni vaka sayist ve
kontrolu ile ilgili caligmalar yapan Ross, 1911 yilinda diferansiyel esitlik modelini

gelistirmigtir [36].

Yapilan bu ¢aligsmalan takiben en buytk katkiyi, bulagici hastaliklarin yayilimin
tahmininde matematik modelleri ilk olarak kullanan ve 1927 yilinda yayimladiklart “A
Contribution to the Mathematical Theory of Epidemics” makaleleri ile A. G.
McKendrick ve W. O. Kermack isimli bilim insanlari gerceklestirmistir. Bu ¢aligmay1

1932 ve 1933 yilinda yayimladiklart diger ¢aligmalar takip etmistir [37-39].

Kermack-McKendrick Modeli, kapali bir toplulukta zaman i¢inde gergeklesen bulasici
bir hastaligin yayilimini agiklamaya calisan bir modeldir. Ozellikle 1665-1666 Londra
veba, 1865 Londra kolera ve 1906 Mumbai (Bombay) veba salginlarinda gézlenen hasta
sayilarindaki hizli artig ve azaliglarin nedenlerine deterministik modeller ile oneriler

ortaya atmaktadir.

Bu caligmalarda adi gecen epidemik modellerden bazilart asagida tanitilmistir.

1.2. Epidemik Modeller

Kizamik, kabakulak, kizamik¢ik ve sugigegi gibi bulasict hastaliklar, popiilasyondaki
bireyleri hastalikla iliski durumlarina gore (saglikli, hasta ve bagisikliga sahip)
siniflandirarak modellenir. Bu tiir patojenler tarafindan sebep olunan hastaliklar dogrudan
poplilasyon diizeyinde modellenmez, ancak sadece dolayli olarak hastalikli bireylerin

sayisiyla modellenebilir.

Bu modellerde ¢ zaman parametresini ifade etmek {izere, bir popiilasyonda t zamaninda

hastaliga hassas birey sayisi S(t) ile, hastalikli birey sayisi I(t) ile ve hastaliktan



kurtulan ya da 6len birey sayisi R(t) ile ifade edilmektedir. Bu senaryo ile ifade edilen
modeller, SIR epidemik modeller olarak bilinirler. Bireylerin iyilesip iyilesmemesine ve
bagisiklik kazanip kazanmamasina bagli olarak SIR epidemik modellerin ¢esitli

varyasyonlari vardir. Bunlar ¢esitli kisaltmalarla ifade edilirler.
SI modeli iyilesmenin olmayacagina ifade eder. S — [
SIS modeli iyilesme var, fakat bagisiklik kazanmamis hastalari ifade eder. S - I - §
SIRS modeli gegici bagisikli kazanmig hastalari ifade eder. S - I - R —» §

Bu modellerden en genel ifade edileni SIRS modeli olup asagidaki sekilde diferansiyel

denklem sistemi yardimiyla gosterilebilir.

@ _ 'BSI+bI+bR+ R

dt N v

dl B

2P _y— 1.1
— =Sl —yl = bl (1.1
ar _ I —bR — vR

ac !V v

Burada baslangi¢ kosullari, S(0) > 0,1(0) > 0,R(0) = 0, ve S(0) +I(0) + R(0) =N
seklindedir. (1.1) modelinde kullanilan parametreler su sekilde tanimlanabilitler;

N toplam popiilasyon boyutunu, b populasyondaki bireylerin dogum ve olim
oranlarini, y hastalikli bireylerin iyilesme oranini (Dolayisiyla % ortalama enfeksiyon
periyodunu) ve v hastaliktan kurtulan bireylerin bagisikliginin kayb1 oranini (Dolayisiyla

% bagisikligin ortalama uzunlugunu) ifade etmektedir. Ayrica £, birim zamanda hastaliklt

bireyler tarafindan yapilan uygun temaslarin ortalama sayist olmak {izere; %S , birim
zamanda hassas bir bireyin, enfeksiyona neden olan hastalikli bir birey ile yapilan uygun
temaslarin ortalama sayisint ve %SI ise birim zamanda tim hastalanmig bireyler

tarafindan sebep olunan enfekte bireylerin sayisidir.

Asagida SIRS modeli grafiksel olarak gosterilmistir.



Dogum [«
b [b ]‘ b
L4

S(t) 8 I(t) R(t)

Hassas Bireyler T' Enfeksiyonlu : 'IY yflesmis
(Hastalanmamig) (Hastalanma) (Hastalanmis) (lyilesme)
—
|° |* E
Oliim Oliim Oliim

V (Bagisiklik Kaybi)

A

Sekil 1.1: (1.1) Modelinin grafiksel gosterimi

Bagisikligin  kaybt ve kazanimi, (1.1) denklem sistemindeki vR ve yl lineer

fonksiyonlaridirlar. Bagisikligin kaybr ve kazanimi i¢in bekleme zamanu, sirastyla v ve
y parametreleriyle tissel bir sekilde dagildig1 varsayilir. Boylece bu durumu % ve% nin,
bagisikligin kayb1 ve kazanimi i¢in bekleme siiresi ya da ortalama enfeksiyon periyodu

ve bagisikligin ortalama uzunlugu olmast takip eder. Cunkii, dogum oraninin 6lim

oranina esit oldugunu, popilasyon boyutunun zaman boyunca sabit kaldig

varsayilmaktadir. Yani, % + % + % =0,5() + I(t) + R(t) = N olmaktadir.

4 temel epidemik modelin (SI, SIR, SIS ve SIRS) dinamikleri agagidaki 6rneklerde genel
hatlartyla agiklanmaktadir. Bu orneklerde basitlestirmek i¢in, dogum ya da olimiin
olmadig1 yani (1.1) sisteminde b = 0 oldugu varsayilacaktir. Epidemik dinamikler,

popiilasyon dinamiklerden ¢ok daha hizli bir zaman 6l¢eginde meydana gelir [40]

1.2.1. SI Epidemik Modeli: Basit bir SI epidemik modelin matematiksel ifadesi

ds
—= —%51
t (1.2)
dl B,
dt N

seklindedir.



s(t) . I(t)

Hassas Bireyler N Enfeksiyonlu

(Hastalanmamig) Hriastalani] (Hastalanmig)
E—

Sekil 1.2: (1.2) Modelinin grafiksel gosterimi
Burada S(0) ve 1(0) baslangi¢ kosullart olmak tizere
S(0),1(0)>0veS(0)+1(0)=N

seklindedir. Boylece S(t) +1(t) =N  denkleminden S = (N — ) ifadesini (1.2)

sistemindeki ikinci denklemde yerine yazilirsa,

% T (1 _ %) (1.3)

elde edilir. (1.3) denklemi 8, biyume oram1 ve N tagima kapasitesiyle I nin lojistik

biytimesidir. (1.3) de ifade edilen 1(0) =, baslangi¢ kosulu ile wverilen birinci

: : : e Ne(Bt+Nlo)
mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemin ¢6ziimii I(t) = e(;tﬂv—lo)_l olup t —» o

i¢in I(t) — N oldugunu gosterir. Sonug olarak, herkes hastalikli olur.

1.2.2 SIS Epidemik Modeli: Basit bir SIS epidemik model asagidaki yapiya sahiptir.

as 'BSI+ I
_ = — ‘y
dl—'BSI I
dt N v

Bu modelde y iyilesme oranini gostermek tizere S(0) ve 1(0) baglangi¢ kosullart S(0) >
0,1(0) > 0ve S(0) +1(0) = N seklindedir. Yine, S(¢) +I(t) = N denkleminden S =

(N —I) ifadesini (4) sistemindeki ikinci denklemde yerine yazilirsa,

dl B
iy SR
ac N> Y
B
= SN =Dl =yl

Go-n-)
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=1(6-n-L1)

=B -ni (1 - N(/f—y) 1)

olup B # y olmak iizere,

dl

—=B-nI{1

= (1.5)

" G-p
N=%

elde edilir. (1.5) denklemi (1.4) denklemine benzer sekilde diisiiniilerek I nin (8 —y)
B-v)
B

buylme oraniyla N tagima kapasitesine sahip lojistik biiyiimeye seklinde oldugunu

(B-v)
B

ve hastaliga hassas popiilasyon olan S(t), S(t) = (N — I(t)) denkleminden,

ifade eder. Eger f > y olursa, hastalikli popiilasyon olan I(t), N degerine yaklagir

S = (N - @) =N % degerine yaklagir. Hastalik endemik olarak kalir. Ancak, f <y

olursa, o zaman hastaliklikli popiilasyon azalarak sifira yaklagir; epidemi kalici olmaz. SIS
tipi modeller, bireylerin tedavi edildigi ama ani bir sekilde yeniden hassas oldugu bel

soguklugu ve frengi gibi cinsel olarak gecen hastaliklara uygulanabilirdir.

SIS epidemik modelinde 5 orant, temel ireme sayisi olarak bilinir ve R, olarak gosterilir.
Yani Ry = éseklindedir. % ifadesi, genellikle standart siklik oran1 olarak ifade edilir.

R, temel Greme sayisi, enfeksiyon periyodu olan%’boyunca erkek/kadin bulastirict bir

birey vasitasiyla neden olunan ikincil enfeksiyonlarin sayisidir [31,32]. R, parametresi
epidemiyoloji de ¢ok 6nemli bir parametredir. Genellikle, Ry > 1 olursa, popiilasyona
hastalikl1 bireylerin girisi bir epidemi ile sonuglanir. SIS epidemik model i¢in, R, degeri
epidemik dinamikler hakkinda daha c¢ok bilgi verir. Ozellikle, R, > 1 ise hastalik
endemik olur yani hastalik bu popiilasyonda kalici olur ve eger Ry, < 1 ise, hastalik

ortadan kalkar.
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1.2.3. SIR Epidemik Modeli : S/R epidemik modeli matematiksel olarak

s B
2oLy

it N

dl (B

a_ (B._ 1.6
T <NS V) (1.6)
L

a7

seklindedir. Burada S(0), 1(0) ve R(0) baslangi¢ kosullari S(0),1(0) > 0, R(0) =0,
ve S(0) +1(0) + R(0) = N seklindedir. Boylece S(t) + I(t) + R(t) = N olup R(%)
degeri S(t) ve I(t) degiskenlerinden bulunabildigi i¢in, sadece S ve I degiskenlerini
dikkate almak yeterlidir. Bu durumda;

a_ (e )

as B

T -5

olup,

di 14

= 14— :

as” B, (1.7)
N

elde edilir. Baslangi¢ kosullart dikkate alindiginda, (1.7) degiskenlerine ayrilabilen

diferansiyel denklemin ¢oziimii;

_ N3]
1(£) = S(0) + 1(0) — ﬂﬂ+?4<“®> (1.8)

olarak bulunur. (1.8) de t — oo giderken I(t) — 0 olur. Ayrica (1.6) sisteminde % <0
oldugundan dolayr S(t) azalandir. Dolayisiyla yine (1.6) sisteminde /(t) maksimum

degerlm =1 ( S- y) = 0 degerinde yani S(t) = % oldugunda alir. Ciinkii

ddl _d’l d [1('85 >]
dtdt dt? dt 4

~(7s-)a! + 1)

(s 1)1 s =) - 15w



12

vs=) - ()
[(N v) —\w) !
2
olup buradan % (S (t) = %) =—J? %y < 0 bulunur ki bu sonug /(t) nin S(t) = % icin

maksimum degerini alacagini ifade eder. S(0) > % ise I(t) once artarak maksimum

degerini alir (epidemi olusur) daha sonra azalarak sifira yaklagir. Diger taraftan S(0) < %

olursa I(t) azalarak sifira yaklasacaktir (epidemi yoktur). R(t) — oo (Celiski) olmadig

icin hastalikli bireylerin say1st sifira yaklasacaktir.

Ayrica yine t — oo giderken /(t) sifira yaklasacagindan dolayi (1.8) denkleminden

44 (S(m)> (1.9)

elde edilir. Burada S(o0) limit degeri baglangi¢ kosullarina bagli ve pozitiftir. Bir SIR

modelinin dinamikleri;

R= é% = Ryx" (1.10)

oranina baglt olup burada x* = % hassas bireylerin orani iken R, zé ise temel

cogalma sayisidir. R parametresi genellikle etkili oran (effective rate) olarak
adlandirlir[41]. Asagidaki faz diizlem diyagraminda SIR dinamikleri gosterilmekte olup
pozitif S-ekseni iizerinde bulunan her nokta denge noktasidir. Coziimler S-ekseni

tizerinde bulunan bazi noktalara yaklagirlar.

I

+I=N Dogrusu

Ay

N
s

Sekil 1.3: (1.6) Modelinin faz-diizlem gdsterimi
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1.2.4. SIRS Epidemik Modeli :Basit bir SIRS epidemik modeli

a5 _ ﬁ51+ R

dt N v

dl B B

Y P —(Es_ 1.11
- Nl I(NS V) (1.11)
R _

ac TV

olarak verilsin. Burada S(0), /(0) ve R(0) baslangi¢ kosullar i¢in S(0),1(0) > 0,
R(0) >0 ve S(0) +1(0) + R(0) = N seklindedir. Boylece, S(t) +1(t) + R(t) =N
seklindedir. R(t) degiskeni S(t) ve I(t) den elde edildiginden dolay1, sadece S ve I
degiskenlerini dikkate almak yeterlidir. Boylece (1.11) sisteminden;

s B

E: —NSI-I-U(N—S—I)

dl B (1.12)
7= (s-7)

olur. Bu modelin dinamikleri SIR modelinkinden farklilik gosterir. Epidemigin yok
oldugu durum her zaman goriilmez. Bagisiklik kazanmig bireylerin bagisiklik kaybi
hastaligin endemik olmasina yol agar. Temel treme sayisi, hastaligin endemik olup

olmadigini belirleyen bir esiktir.

Daha gergekei bir model yapmak i¢in temel epidemik modellere farkli parametreler dahil
edilebilir. Ornegin, enfeksiyonun heniiz gelismedigi ortillii (latent state) ya da
enfeksiyona kars1 korumasiz (exposed state) olan popiilasyon boliimii, I enfeksiyonunun
olusmadan 6nceki donemi igaret eder. Belirti gostermeyen bu ortilii durum genellikle E
olarak tarif edilir ve boylece model SEIR epidemik modeli olarak literatiirde adlandirilir.
Bu modele ek olarak, genellikle ¢ocuk hastaliklarini igeren baska bir durum,
yenidoganlarin anneden aldigr antikorlardan dolayr baslangigta bagisikliga sahip oldugu
bir evredir. Bir siire sonra yenidoganlar bu bagisiklig1 kaybederler ve hassas olurlar. Bu
son durum M olarak tarif edilir. Biitiin durumlar modele dahil edilirse, MSEIR epidemik

model olarak ifade edilir [40].

Asillama programlarinin etkisi temel epidemik modellerde incelenebilir. Asilama
dogrudan ya da dolayl olarak enfeksiyonun sikligini azaltir ya da yok eder. Asilanmig

bireyler, dogrudan enfeksiyondan korunurlar. Dolayli etki olarak ise: daha az
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enfeksiyonlu birey ve daha az asillanmamig hassas birey olacagindan dolayr bu
enfeksiyonlu bireylerin agilanmamis hassas bireylerle uygun kontak kurma ihtimali daha
azdir. Bu dolaylt etki, surti bagisikligr (herd immunity) olarak ifade edilir. Etkili bir
agtlama programi i¢in, bagisikliga sahip olma oranini ifade eden p kesiri dyle bir deger
olmalidir ki, poptilasyonun geri kalanini ifade eden (1 — p)N ifadesi hastaligin devam

etmesi i¢in gerekli olan esik diizeyden daha az olacak gekilde olmalidir.

Bu durumu S/R epidemik modelinde inceleyelim. Dolayisiyla (1.10) denklemi tekrar
gozonine alindiginda; epidemigin baglangicinda, S(0)~N dir. Boylece, hassas bireyler
agilanirsa, S(0)~(1 —p)N ve R = Ry(1 —p) olur. Bir epidemigi énlemek i¢in, R =
Ry(1 —p) < 1 olmalidir.

p nin  minimum degerini tahmin etmek igin Ry(1—p)=1 ya da

p= R;:, R, # 0 denklemini ¢6zmek gerekir.

Bir uygulama olarak Ingiltere ve Galler de, kizamik i¢in tahmini R, degeri R, = 13
olarak bulunmustur. Bu R, degerinde epidemigi onlemek i¢in gerekli sart en azindan

popiilasyonun,

13-1 12
p =221 =2 o092
13 13

kismini agilmak olmalidir. Buyiik 6lgekte agilama negatif sonuglar dogurabilir. Buytik bir

asilama programindan sonra, hastaligi ilk deneyim edinildigi ortalama yas genellikle

artar.

s B 1ds B
M N AT B4
g - ol yadasm=—glt

F= ,B% degeri enfeksiyonun kisi bagina diigen giicii ya da [ enfeksiyonlu bireylerin

1

zaman

popiilasyonu i¢in elde edilen hastaligin oranini ve % ise birim zamandaki ( ) gecis

sabitidir. Boylece, bu degerin tersi enfeksiyon bulagsmadan 6nce (F parametreli {issel bir
dagilim) enfeksiyonun ortalama yasi ya da ortalama zamanidir. Bu durum / degiskeninin

degerinin bir denge noktasinda kararlt oldugunu varsayar. Enfeksiyonun ortalama yast

A= % seklindedir. Asilama, hastalikli bireylerin sayisini azaltir ki (dengede) bu da

enfeksiyonun ortalama yagint arttirir [41]. Eger hastalik bir ¢ocuktan ziyade bir yetigkine
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bulasirsa, daha ciddi sonuglar meydana gelebilir. Ornegin, hamile bir kadinla temas
oldugunda kizamik¢ik yenidogan ¢ocukta dogustan kizamik¢ik sendromuyla sonuglanir.
Astlama programlarinin baglangicinda tim muhtemel sonuglarin ¢ok dikkatli bir gekilde

incelenmesi gerekmektedir [42].

Asilama bir 6nleme stratejisidir. Fakat, bir salgin boyunca, eger hastalik i¢in higbir
astlama ve tadavi mevcut degilse, sipheli vakalarin karantinaya alinmasi ya da hastaligi
teshis edilenlerin izole edilmesi alternatif bir stratejidir. Boylesi kontrol stratejileri 2003
de yeni bir hastalik olan SARS ‘in (Severe Acute Respiratory Syndrome) ortaya ¢iktigi
zaman kullanildi [43-47]. Epidemik modellerin daha ayrintili analizleri [41, 48-50]

referanslarindaki kitap ve makalelerde bulunabilir.



2. BOLUM

DIFERANSIYEL ve DIFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLERIYLE iLGILI TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, ihtiya¢ duyulan bazi tanim ve teoremlere yer verildi.

2.1. Diferansiyel Denklem Sistemleri Icin Kararhihk Analizi

Tamm 2.1.1. U kiimesi R™ in bir agik alt kimesi X e Uc R*,t €] c R ve F(X,t)

vektor alant olmak iizere birinci mertebeden bir diferansiyel denklem sistemi,

dx _ .
= =F&X.D (2.1)

seklinde tanmimlanir. Bir baglangig deger problemi, X(t,) = X, baslangi¢ kosulunu
saglayan (2.1) diferansiyel denklem sistemidir ve denklemini saglayan X(t)

fonksiyonlarina denklem sisteminin ¢éziimii adi verilir [40,51].
Tanmm 2.1.2. X € U € R" ve D = R X U olmak lizere,

X _ . _
— =FX), X(t)) =X, (22)

seklinde tanimlanan diferansiyel denklem sistemine otonom denklem sistemi denir. Bu
baglangi¢ deger probleminin tek bir ¢oziimii vardir. Ayrica F yalnizca x degiskenine

baglidir, t bagimsiz degiskeni denklemde agik¢a goriilmez [40,51,52].

Tanmm 2.1.3. (Denge Co6ziimii) (2.2) diferansiyel denklem sistemi igin F (Y) =0

denklemini saglayan X ¢ozimiine sistemin denge noktasi, sabit noktasi veya kritik

noktast adi verilir [40,53].
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Tanim 2.1.4. (Yerel Kararlilik) (2.2) baslangi¢c deger problemini géz oniine alalim.

Ayrica X, sistemin bir denge noktasi olsun. Ve > 0 ve t > ¢, i¢in, ||X0 —Y”n <6
olacak sekilde (2.2) diferansiyel denklem sisteminin X (t) ¢oztimii igin ||X (t) — 7”71 <&

kosulunu saglayan dyle bir §(g) > 0 sayisi varsa, o zaman (2.2) sistemi igin X denge

noktas yerel kararlidir denir. Eger X, yerel olarak kararli degilse kararsizdir denir{40]

Tanmm 2.1.5. [40](Yerel Asimtotik kararlilik) X, (2.2) sisteminin bir denge noktast olsun.
Eger,

¢ X denge noktasi yerel kararli ve
. ||X0 —Y”n < y oldugunda tlim”X(t) —Y”n = 0 olacak sekilde bir y > 0 var

ise X, yerel asimtotik kararlidir denir.

Tanmm 2.1.6 (Periyodiklik) (2.2) diferansiyel denklem sisteminin bir periyodik ¢6ziimii,
bazi T > 0 igin sistemin ¢oziimlerinin var oldugu aralik tizerindeki tim ¢ ler igin
X(t+T) = X(t) kosulunu saglayan sabit olmayan bir X(t) ¢oziimidir. Pozitif olan

minimum 7 degerine, sistemin ¢6zim periyodu denir [40,53]

2.2 Birinci Mertebeden Sistemlerde Yerel Kararhihik

Bu kisimda oncelikle Routh-Hurwitz kriteri verilmig daha sonra birinci mertebeden iki
degiskenli lineer olmayan otonom diferansiyel denklem sistemlerinin bu kritere gore
denge noktalarinin kararliliklari ve n-boyutlu olan sistemleri i¢in baz1 6zellikler tizerinde

durulmustur.

Teorem 2.2.1. (Routh-Hurwitz Kriteri) ) Vi (i = 1,2,...,n) i¢in a; katsayilan reel

sabitleri gostersin.
P(A) ="+ a A"+ +a, A+ ay,

polinomunun a; katsayilarini kullanarak

a, 1 0 0 0
a; a, a; 1 0
@ 1 aq 1 0 as a, az aq . . . 0
H1=(a1),H2:< ! >'H3= a a, a),...H,=|. . . . . .
% G2 as a, a
5 4 3
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seklinde yazilan matrisler, n-Hurwitz matrislerini tanimlar. Burada j = 1,2,...,n igin
j>mnise a; =0 dir. P(A) polinomunun tim koklerinin negatif reel kisimlara sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sart tim Hurwitz matrislerinin determinantlarinin pozitif

olmasidir (j = 1,2,...,ni¢in det H; > 0).

Buna gore, n = 2, 3, 4 ve 5. derecelerine sahip P(A4) polinomlari i¢in, Routh-Hurwitz

kriteri agsagidaki sekilde ozetlenebilir.
n=2 a,a,>0
n=3:a,a3 >0 ve aya, > az
n=4 a,,asa, >0 ve a,a,a; > az* + a,’a,
n =15 a;,0a, 0a3,04,0a5 > 0,a,0505 > az* + a,%a,
ve (a;a, — a5)(a,a,a; — az® — a;%a,) > as(a,a, — as)? + a,as°.
Birinci mertebeden, iki degiskenli otonom diferansiyel denklem sistemi,

dx

_ dy _
T fy), i g(x,y) (2.3)

seklinde ve bu sistemin f(x,y) =0 ve g(x,y) = 0 denklemlerini saglayan (X,y)
¢ozumii, sistemin dengesi olsun. Ayrica, f ve g fonksiyonlan (x,7y) noktasini igeren agik

bir kiimede siirekli ikinci mertebeden kismi tiirevlere sahip olsun. Bu durumda,
u=x-—x, v=y-—-y (2.4)

olmak iizere (2.3) den,

d 2 2
o M +LEA [ETY+ T ot [y ETI0 + [, B F) o

2 2

dv _ _ _ __u _ __ v
i gxy) + g, yu+ g, (x,y)v + gxx(x,y)7 + Gy (5, VIuv + gyy(x,y)7+

sistemi elde edilir. Z = (u, v)” ve dengede hesaplanan jakobiyen matris;

X=X, Y=Y

]_<fx(x,y) fy(x,y)>
S \gEY) gy y)
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olmak tizere, (x,y) dengesi civarindaki lineerlestirilmis sistem,

dz
—=]JZ 2.5
=] 25)
seklindedir. (2.5) lineer sistemi i¢in ¢oziimlerinin (2.4) doniisimi ile sifira yaklagmast
icin gerek ve yeter sart jakobiyen matristen elde edilen 6z degerlerin negatif reel kisma
sahip olmasidir. Ayn1t zamanda Routh Hurwitz kriterinden, 6z degerlerin negatif reel
kisimlara sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart yine Teorem 2.2.1. (n = 2) den jakobiyen

matristen elde edilen karakteristik polinomun katsayilarinin her ikisi de pozitif olmalidir.

Burada jakobiyen matrisin karakteristik polinomu;
A —=Tr(DA+Det(J) =0 (2.6)

seklindedir. Boylece 6z degerlerin negatif reel kisimlara sahip olmasi i¢in gerek ve yeter
sart Tr(J) < 0 ve Det(J) > 0 olmasidir. Buna gore (2.3) sistemi igin denge noktasinin

kararliligiyla ilgili sonuglar agagidaki teoremde 6zetlenmigtir [40].

Teorem 2.2.2. [40] (2.3) sisteminin (X, ¥) dengesini igeren bazi agik kiimelerde f ve g
fonksiyonlarinin birinci mertebeden kismi tiirevlerinin siirekli olduklarini diigtinelim. Bu
durumda J, denge noktasinda hesaplanan jakobiyen matrisi gostermek iizere, eger
Tr(J) < 0 ve Det(J) > 0 ise bu denge yerel asimtotik kararlidir. Ayrica eger Tr(J) > 0
veya Det(J) < 0 ise bu denge kararsizdir.

Lineer olmayan sistemlerdeki dengelerin tiplerini (digim (node), eyer (saddle), sipiral
(spiral)) belirlemek i¢in lineer sistemler i¢in gelistirilmig olan sema kullanilmaktadir.
Lineer olmayan sistemlerde ise bu durumlardan farkli bir sekilde davranabilir. (2.3)

sistemi i¢in jakobiyen matrisi géz 6niine alalim. Bu durumda;

a. Det(J) = Oise en az bir 6z deger sifirdir. Lineer sistemlerde ve lineer olmayan
sistemlerde denge izole degildir. Eger izole bir denge olsaydi bu durumda bir
digim, sipiral ya da eyer olabilirdi.

b. Tr(J) = Ove Det(J) > Oise 6z degerler sanaldirlar. Denge lineer sistemlerde bir
merkez (center) olmasina ragmen lineer olmayan sistemlerde bir merkez ya da

sipiral olabilir.
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c. (Tr(]))2 = 4Det(J)ise bu kompleks ve reel 6z degerler arasinda bir sinir
cizgisini temsil eder. Boylece lineer olmayan sistemlerde denge bir diigim ya da

sipiral olabilir.

Yukarida ifade edilen (a)-(c) durumlar Sekil 1.2.1 de 6zetlenmisgtir.

=

*
ll =45
/
U Spiral ,’
4

A .
S Node \‘ S Spiral U Node

e mmm——————)

Saddle Saddle

€rmmmmmmamnemaa.

Sekil 2.2.1. (2.6) daki karakteristik denkleme gore T = Tr(J)ve § = Det(J)olmak lizere

76 —dizlemindeki kararlilik diyagrami

Bu sekilde Det(J) =0, Tr(J) =0 ve Det(J) > 0 ve (Tr(]))2 = 4Det(J) ; denge

noktasinin davraniginin iki tipi arasindaki gegis bolgeleridir[40].

2.3. Global Kararhlik ve Lyapunov Fonksiyonlari

Diferansiyel denklemler i¢in kararlilik teorisindeki Lyapunov direkt metodu 6zel bir
degere sahiptir. Verilen bolgede bir dengenin asimtotik kararliligin1 ya da kararliligini
ortaya ¢ikarmak i¢in Lyapunov fonksiyonu bulmak gerekir. Lyapunov fonksiyonlarini
olusturmak, genellikle 6zel sistemler i¢in ¢ok zordur. Fakat, Lotka-Volterra sistemleri
icin bazi basit yollart vardir [53-58]. Bu metot, n — diferansiyel denklemden olusan

otonom ve otonom olmayan diferansiyel denklem sistemlerine uygulanabilir.

Tamm 2.3.1. [40] (2.3) sistemini diisiinelim. Orijini iceren U, R? nin agik bir alt kiimesi
ve I/: U — R fonksiyonu U kiimesi tizerinde birinci mertebeden kismi tiirevlere sahip

olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa bu fonksiyona pozitif tanimlidir denir.
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i) V(0,0 =0
(ii) (x,y) # (0,0) olan tiim (x,y) € U i¢in V(x,y) > 0.

Eger -V, pozitif tamimliysa, V fonksiyonu negatif tanimlidir denir.

Tanmm 2.3.2. [40] V fonksiyonu (2.3) sistemi i¢in orijinin agik bir komsulugundaki
pozitif taniml1 ve birinci mertebeden kismi tiirevlere sahip olsun. Eger,

dav(x,y)

v(x,y) € U—{(0,0)} igin =

< 0 1ise V bir Lyapunov fonksiyonudur denir. Ayrica

eger, V(x,y) € U—-{(0,0)} i¢in %< 0 ise V kati (strictly) bir Lyapunov

fonksiyonudur denir.

Teorem 2.3.1. [40] (Lyapunov Kararlilik Teoremi) (0,0), (2.3) otonom sisteminin bir
dengesi ve V pozitif tanimli fonksiyonu orijinin bir U komsulugunda birinci mertebeden

kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun.

(i) Eger V(x,y) € U—{(0,0)} igin “) <0 ise bu durumda (0,0) noktast
kararhidir.

(i) Eger V(x,y) € U—{(0,0)} icin L2 <0 ise bu durumda (0,0) noktast

dat

asimtotik kararlidir.

(i) Eger V(x,y) € U —{(0,0)} icin L2 S 0 ise bu durumda (0,0) noktast

dat

kararsizdir.
Ornek 2.3.1.
dx
@ =—Xx+ty+txy
Ccli_}t] =x—y—x*—y3

sistemin kararliligim inceleyelim. Bunun igin V(x,y) = x? + y? fonksiyonunu ele

alalim.
V(0,00 = 0% +0%2 =0ve V(x,y) = x% + y? > 0 dur.

V(x,y) fonksiyonunun tiirevi ise;
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ey = &y
dx dt dy dt
= 2x(—x+y+xy)+2y(x —y—x% —y*)
= —2x% + 2xy + 2x%y + 2xy — 2y? — 2yx* — 2y*
= —2x% + 4xy — 2y% — 2y*

=-2(x—y)?-2y*<0

olup (0,0) noktast diginda V(x,y) icin V(x,y) <O oldugundan orijin asimptotik
kararlidir [59].

Ornek 2.3.2. k > 0 olmak iizere;

dx _
dt
dy

= L — 3 2
7 kx — By°(1+ x°)

y

sistemini ve V(x,y) = =kx2 + ~y2 fonksiyonunu géz 6niine alalim. Benzer sekilde,
y) = zkx? +-y yonunu g

V(0,0) = =k(0?) +§(02) =0veV(xy) = ~kx? + %yz > 0 dir. Tirev fonksiyonu ise;

T2 T2

dV dx dV dy

V(x,y) :E.E+@. Tt

= kxy + y(—kx — By*(1 + x%))
= kxy — kxy — By* — px“y*
= —By*(1+x?)
olur ki B > 0 ise asimptotik kararlidir. f < 0 i¢in kararsizdir[52].

Tanmm 2.3.3. (Lyapunov Direkt Metodunun La'Salle Geniglemesi) ¢ zamaninda bir
popiilasyondaki i —inci tirin yogunlugu x;, F;: R} — R ve x* sistemin pozitif dengesi
olmak tizere Lotka-Volterra av-avct modeli;

dxi

e x; = x; F(x, %5, ...,%,), i=12,...,n (2.7)
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bigiminde olsun. Vi(i = 1,2,....,n) i¢gin eger x; < x; oldugunda F;(x) > 0 ve x; > x;
oldugunda F;(x) < 0 ise x* denge noktasi,

qi, —wy; pozitif sabitler ve i # k i¢in wy, , herhangi isaretiyle sabitler olmak (2.7) deki F;

fonksiyonunu;
n

Fi(x1,%0,.00, %) = q; + Z WXy, =12,...,n (2.8)
k=1

olarak dikkate alalim. Eger Vi, k(i,k = 1,2,....,n)i¢cin wy, ve ¢ = (q1,92,---» Q) €02
oniine alinirsa, bu durumda x* = —W~1q* ile (2.7) sisteminin pozitif denge noktasi

seklinde gosterilebilir. O halde

n

V(x) = Z ol (xi Y — xfln%) (2.8)

i=1 t

fonksiyonu bir Lyapunov fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu fonksiyon V(x*) = 0, tim

x € R} iginV(x) > 0 ve x — ooise V/(x) — oo seklindedir. Dolayisiyla,
n n

V(x) = Z ci(x; — x;) (Qi + Z Wikxk)
i=1 k=1

n n

= z ci(x; — x;) Z Wi (X — Xi)

i=1 k=1

= %(x —x)ECW + W ) (x — x™).

elde edilir [58]. Boylece, Lyapunov direkt metodunun La'Salle geniglemesinden

asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.3.2. CW + W*C pozitif-tanimli bir matris olsun. Bu durumda
V(x)= % (x — x)E(CW + W) (x — x7)

fonksiyonu sifirdan farkli bir ¢6ziim boyunca 6zdes olarak sifirdan farkli olacak sekilde
pozitif kosegen bir € matrisi varsa (2.7) sisteminin pozitif x* dengesi global asimtotik

kararlidir denir [60].



3. BOLUM

ASILAMALI ve ASILAMASIZ SIR EPIDEMiIK MODELLERI ve
KARARLILIK ANALIZLERI

Bu boliimde, agilama iglemi olan ve olmayan iki farkli SIR (Susceptible-Infected-
Recovery) epidemik modelin kararlilik analizi tartigilmistir. Modellerin hastaliksiz ya da
enfeksiyondan serbest (free-infection) denge noktast ve endemik denge noktasi
irdelenmistir. Ayrica bu noktalarin yerel ve global kararlilik durumlari, modelin temel
uretim sayist ile ifade edilmistir. Burada incelenen modellere benzeyen geri bildirim

mekanizmasina sahip modeller [61-63] de verilen ¢aligmalarda bulunmaktadir.

Bu béliimde [64] te verilen modeller ayrintili olarak incelenmis, farkli parametre degerleri

ile nimerik olarak desteklenmistir. Bu ¢ercevede sirasiyla

e Her bir model i¢in kullanilan parametrelerin ifadeleri verilmis,

e Modellerin denge noktalar1 (enfeksiyondan serbest ve endemik olarak iki farkli
nokta) bulunmus,

e Bu denge noktalarinin modelde kullanilan parametrelere bagli olarak yerel ve
global kararlilik kosullar belirlenmisg,

o Modellerin kalitatif analizini desteklemek amaciyla, niimerik simiilasyonlar

vasitastyla modeller analiz edilmistir.

Ayrica bu bolimde yukarida ifade edildigi gibi agilama iglemi olan ve olmayan bu iki

SIR epidemik modelinin kargilagtirmali olarak analiz sonuglart da yorumlanmagtir.

3.1. Asilama Islemi Olmayan SIR Modeli ve Modelin Kararhlik Analizi (Model 1)

Modelde kabul edilen varsayimlar sunlardir:
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e Poptlasyon buyuklugu sabittir.

e Her bir guruptaki kisiler gdzonine alindiginda (S = Hassas, I = Hasta, R =
lyilesmis ya da bagisikhik kazanmis ) S grubundan I grubuna gegis yalnizca
hastalanma yoluyla ve I grubundan R grubuna gegis ise yalnizca iyilesme yoluyla
olmaktadir.

e Popiilasyonda yas, cinsiyet, sosyal statii veya irk gibi etkenler hastalanma ya da
enfekte olma ihtimalini etkilememektedir.

e Populasyondaki bireylerde kalitsal bagisiklik yoktur. Dolayisiyla tim yeni dogan
bireyler hassas grubun ya da boliimiin tiyesidir.

e Popiilasyonun iyeleri homojen olarak karigmaktadir. Dolayisiyla birbirleriyle
etkilesime ya da irtibata gegme oranlari aynidir.

e Popiilasyondaki tiim bireylerin dogal dogum ve 6liim oranlari ayni degere sahiptir

ve boylece toplam poptilasyonun duragan oldugu varsayilmaktadir [64].

Girig bolumunde de tanimlandigi tizere modeldeki degiskenler; S(t), t zamanindaki
hassas kisilerin sayisini, /(t), t zamanindaki enfekte kigilerin sayisini ve R(t) ise yine ¢
zamanindaki 1yilesmis kisilerin sayisin1  gostermektedir. Dolayisiyla N toplam

popiilasyon buyikliguni gostermek iizere dnerilen model;

s BIOS®
E—MN—T—MS(U

i BIB)S()

Frinia— yI(t) — ul(t) (8.1
dR

i yI(t) — uR(t)

seklindedir. Burada pu dogum ve dogal o6lim oranini,  hassas ve enfekte bireyler
arasindaki etkili temas oranini ve y ise enfekte kisilerin iyilesme oranidir. Ayrica

poptlasyon biiytklugii sabittir. Boylece, N = S(t) + I(t) + R(t) ve boylece

dN _ d(S() +1(t) + R(D))

dt dt
_ds dl dR
@ Twta
= v - PO iy 9T iy i) + vico) - wrey
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= puN — uS(t) — pl(t) — uR(0)
= u (N —(S(®) +1(t) + R(t)))
=u(N—-N)=0

olup buradan

dN ds dl dR
E—;-l-;-l-;—o. (3.2)

elde edilir. Analizin kolaylig1 a¢isindan (3.1) sisteminde ifade edilen degiskenlere;

I R

_S ._
SENYTNTTN

olacak sekilde bagimli degisken degistirmesi tanimlandiginda;

» B0 ) - i -Rs) = () G) -5

ds

raalls — Bis — us (3.3)
» wmw@ =A@ = G -w) =G G - () - )

% = Bis —yi — i (3.4)
B2 =38 =301-u0 =1() -4

dr

E:yi_”r (3.5)

elde edilirler. Dolayistyla (3.1) sistemi bu doniigimler yardimiyla;

ds .
prials Bis — us
i
E—,Bls—yl—m
ar .

at  VTH

sistemine doniiglr. Burada baglangi¢ kosullari ise

s(0) >0,i(0) >0,r(0) >0
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seklindedir.
Toplam popiilasyon buyikligi ya da yogunlugu ve yeni degiskenler dikkate alindiginda,
N =5S()+1(t)+R(t)

= Ns(t) + Ni(t) + Nr(t)

= N(s(®) +i(t) + (D))

olup buradan toplam populasyon buyiiklugi s(t) + i(t) + r(t) = 1 olarak elde edilir.

Ayrica r degiskeni s ve i deSiskenleri araciligiyla hesaplanabileceginden dolay1 yani;

SO +i() +7() =12 () = 1 - s(t) — i()

olacagindan
dr ds di ( . ) — (Bi _ N st vit
T g g W Bis—ps) —(Bis—yi—p) = —ptustyitp

bulunur. Boylece sadece s ve i degiskenlerinden olusan

ds )

Frinl e Bis — us (3.6)
di . o

prin Bis —yi — ui (3.7)

sistemini incelemek yeterlidir. Burada biyolojik olarak ¢alisilan bolge

2 ={(s(®),i(®) e R, s(t) +i(t) < 1}

seklinde olup tim pozitif baglangi¢ noktalariyla bu bolgede baslayan ¢oziimler yine bu

bolgede kalacaktir. Boylece ¢oziimler pozitif olarak degismezdirler.

(3.6) ve (3.7) i¢in var olan iki denge noktasi vardir. Asagida verilen 6énerme bu noktalari

bulmamizi saglar.

Onerme 3.1.1 (3.6) ve (3.7) de ifade edilen diferansiyel denklemleri icin enfeksiyondan
serbest denge noktast Ey(s = 1,7 = 0) ve endemik denge noktast ise;

E* (s — Y uw(B-y—p)

; ) ) noktalaridirlar.
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Ispat: Onermede ifade edilen diferansiyel denklemler i¢in denge noktas % = % =0

denklem sisteminin ¢oziilmesiyle elde edilir. Boylece,

ds . 0
—dt—u Pis —us =
di__( )= 0
dt—L,Bs y—un) =

ikinci denklem dikkate alinirsa,

{i =0 veya Bs—y—w :0}
u—pPis—us =20

i=0 (ﬁs—y—u)=0}

{M—ﬂiS—M5=0} & {u—ﬂis—us=0
_vtu

{i:O } ST

_&) = veya .

p(1-s)=0 u—%(ﬂl—ﬂ)ZO
—rtu

{120} veya ﬁ__

s=1 i:u(ﬁyu)

Bly+w)

olarak bulunurlar. Dolayisiyla enfeksiyondan serbest denge noktast Ej(s = 1,i = 0) ve

endemik denge noktast £~ (s = Y+—”, i = D)

5 = o )noktalarldlrlar.

Sonu¢ 3.1.1 Enfeksiyondan serbest denge noktasi olan E,(s = 1,i = 0) noktasi £

bolgesinde her zaman mevcuttur.

. sfo — vt o _ BBy
Endemik denge noktasi olan E (s = =0 ) noktast yalmzca, f >y + u

oldugunda mevcut olur. Boylece bu nokta biyolojik olarak anlamli olmaktadir. Yani
enfeksiyon orani olan f, enfekte kigilerin 6lum orami ve iyilesme oranindan y + u
toplamindan daha buytk olmali veya R, > 1 olmalidir. Bu durumda enfeksiyon kalici,

yani endemik denge noktasi olusur. Burada;

R, = ——
Tyt
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orani asimtotik davranisim belirleyen iireme sayisi olarak bilinmektedir. Ureme sayist,

birincil enfeksiyonun neden oldugu ikincil enfeksiyon sayisini ifade etmektedir.

Ayrica, sistemin pozitif denge noktasini (endemik denge), R, tiretim sayisina bagli olarak

bulmak ve buna gore biyolojik varlik kosulunu elde etmek icin, i degiskeni (3.6)

BL—us

denkleminin sifira esitlenerek (denge noktast bulmak i¢in) ¢oziiminden i = 35

seklinde bulunur. Bu deger, (3.7) denkleminde degerlendirilirse;

di

O pie —vi—wui=0
I Pis —yi — ui

- p(5)s -y (52) u(52) =0

v u?
B Bs

—y—ps — &£
=u—us ﬁs+

=u—us—w(i—l)—u2(i—l)=0

Bs B Bs B
:us—,usz—yus(é—%)—uzs(é—%) =0

s (g) g

2 14 14 12 12 _
—s—s2_ Yy Yo ELEo_y
ST TR T

=—s2—(L+L)+s(1+L+5) =0

elde edilir. Buradan asagidaki s degiskenine bagli ikinci dereceden denklemi ortaya

cikar.

52—s<1+%+%>+<%+%>=0

Bu son denklemin diskriminanti,

A:<1+%+%>2—4<%+%>

= <1+%+%>2—4<%+%>
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~(1+4) —a
Ro Ro

seklinde olup, A > 0 olmas: gerektiginden
(1 fo )2 > 42
R, R,
1 2
A
(-5

(1-1)=0
Ro
dolayisiyla, Ry = 1 elde edilir.

Sonug¢ 3.1.2 R, = 1 oldugunda endemik noktast pozitif olup biyolojik olarak anlamlidir.

Simdi de her iki denge noktasinin dogrusal kararliligi,Jakobiyen matris yardimiyla

incelenecektir. (3.6) ve (3.7) denklemlerinden elde edilen Jakobiyen matris;
ds(t) 0ds(t)

~ _| 0 i— —fs
J6:D =500 az(t)‘ e,
as

seklindedir. E, denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matris;

jan=[" G2, )

olup, analiz i¢in Routh-Hurwitz kararlilik kriteri (n = 2) dikkate alinmigtir. I matrisi 2x2
tiriinden birim matris ve A Ozdegerleri ifade eden reel sayilari gostermek tzere,

hastaliksiz denge noktasina karsilik gelen karakteristik denklem su sekildedir:
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—n—4 =B
Det(J—Al)=0= =0
U=an 0 B—y—u—-4
Burada A =—u ve A, =pf —u—y olarak oOzdegerler elde edilirler. Ayrica,
parametrelerin pozitif olmasindan dolay1 4; < 0 oldugu agiktir. Diger 6zdeger olan, 4,

ozdegerini ele alinsin. Eger
B—u—-y<0
B<uty

B
M+y<1

R, <1

ise A, < 0 elde edilir ki bu durumda tiim 6zdegerler negatif ya da negatif reel kisma sahip

olur. Boylece bu kritere gore E, denge noktasi yerel asimtotik kararli denge noktasidir.

Herhangi bir bulagict hastalik i¢in en énemli endigelerden biri, bir popiilasyonu istila etme
kabiliyetidir. Bu durum bir esik parametresi olan R, uretim sayist ile ifade
edilebilmektedir. Bulagicilik doneminin tamaminda enfekte olmus birey, eger R, < 1 ise,
ortalama olarak bir enfekte kisiden daha az uretecektir. Hastaliksiz denge durumunda,
Ry <1 oldugunda sistemin denge noktas: yerel asimptotik kararlidir. Bu, hastalikli
poplilasyonun yok olacagini gosterir. Ayrica enfekte grup yalnizca f > p + y olmasi

durumunda yani R, > 1 ise ortaya ¢ikmaktadir.

Hastaliksiz denge noktasi, § — u —y > 0 veya % +y > lise (bu aym1 zamanda Ry > 1

anlamina gelmektedir.) kararsizdir. Ciinkii eger hassas bir birey ile temas halinde olan
bulagicilik doneminin tamaminda enfekte olmus her bir birey, birden fazla enfekte bireyi
tiretecektir ki bu da daha sonra hassas poptilasyonu istila eden hastaliga neden olacaktir

ve hastaliksiz denge noktasi kararsiz hale gelecektir.

E; endemik denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matris;

B

]G_V+ui_uw—y—m>__”9+u> roH
B By +w __ﬁMﬁ—V—M)

By + 1)
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olup,

—u(i)—/l —Y— i

Det(J—Al) =0 = yrs
B _ _
wGmm) o-a
cozildiuginde karakteristik denklem;
up
R PO
o B I

olarak elde edilir. Yukaridaki karakteristik denklemdeki katsayilar dikkate alindiginda;

5.

. . > 0 (parametreler pozitif oldugundan) ve u(f —y —p) > 0 (Biyolojik varlik

kosulu olan Ry = y% > 1 oldugundan) olup tim katsayilar pozitiftir. Ayrica bu durum 2

boyutlu lineer olmayan diferansiyel denklemlerin kararlilik analizinde Routh-Hurwitz
kriterinin bir sonucu olarak; Tr]/ < 0 ve Det J > 0 anlamina gelmektedir. Boylece E;
endemik denge noktasi biyolojik olarak varoldugunda, yerel asimtotik kararli denge
noktasidir. Yani bu durum endemik denge noktasinin istikrarli oldugunu gosterir ve tiim

yoriungeler endemik denge noktasina yaklasacaktir.

Sonu¢ 3.1.3 Denge noktalarinin dogrusal kararliligindan, hastaliksiz (enfeksiyondan
serbest) ve endemik denge noktasinin ayni anda var olamayacag sonucuna varilmistir.
Eger Ry < 1 ise, hastaliksiz denge noktast kararlidir ve eger Ry > 1 ise o zaman da

endemik denge noktasi kararlidir.
Dolayisiyla sonug olarak asagidaki tabloya ulagilabilir.

Tablo 3.1 (3.6) ve (3.7) denklemlerinin denge noktalarinin biyolojik varlik ve yerel
asimtotik kararlilik kosullar

Yerel Asimtotik
D Nokt
enge Noktasi Varhik Kosulu Kararhlik Kosulu
Ey(s=1,i=0) Her zaman Ry <1
vardir.

+ 1 o Ry—1
E*<S*=V u:_’i*:u(ﬁ 4 u):M(o )> Ry > 1 Ry > 1

B Ro Bly+uw B
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Asagida, Lyapunov fonksiyonu yardimi ile hastaliksiz denge noktasi ve endemik denge

noktasinin global kararliligini incelenmistir.

Onerme 3.1.2 Eger R, < 1 ise, o zaman sistemin hastaliksiz denge noktasi olan E,

noktasi {2 bolgesinde global olarak asimptotik bir sekilde kararlidir.

Ispat: Hastaliksiz denge noktasinin global kararliligimi ispatlamak icin Lyapunov
fonksiyonu: V:2 - R , V(s(t),i(t)):i(t) seklinde olsun. Bu durumda, V
fonksiyonunun tiirevi,

di(t)
dt

V(s®),i(®) =

= Bis(®) — (v + Wi(t)

= +wi(®) s(t) -1

Y +u
= (¥ + WIi(O)[Res(t) — 1]

seklindedir. Hastaliksiz denge noktasi yerel asimtotik kararli oldugunda yani Ry < 1 i¢in
i(t) sifira yaklagsacagindan s(t) poputlasyonunun buyikligi tiim poptlasyon buyiklagu

olan bire yaklagacaktir. Bu durum dikkate alindiginda;

Ry < 1igin s(t) < 1 oldugundan dolay1 V (s, i) < 0 oldugu goriiliir. Ayrica eger i(t) =
0 ve s(t) = 1ise yani Ry = 1lise V(s,i) = £.0.1 —y.0 — .0 = 0 boylece V(s,i) = 0
olarak bulunur. Bundan dolayi, L = {(s,i)|s,i,€ 2,V (s,i) = 0} kiimesindeki en
buyik degismez kiime, hastaliksiz denge noktasina indirgenir. Kompakt degismeyen
kiimede oldugumuzdan, dolayisiyla La’Salle degismezlik ilkesine gore, hastaliksiz denge

noktast global asimptotik bir sekilde {2 kiimesinde sabittir [65-67].

Onerme 3.1.3 2 bolgesi goz oniine alinsin. Bu durumda sistemin endemik denge noktasi

olan E~ (s* _ytp 1 o pBoy—w)  (Ro—1)

=—,1

R T B+ 7 )noktas1 global asimptotik kararlidir.
0

Ispat: Q. = {(s,D)]s(t),i(t) € Q,s(t) > 0,i(t) > 0} bolgesinde tanimli Lyapunov
fonksiyonu; L: ), = R,

S

L(s,t) =W, [S —s%In (s)] +W; [i ~Uln <li>]



34

seklinde tanimlansin. Burada W, ve W, rasgele pozitif sabitlerdir. L(s, t) fonksiyonunun

tiirevi;

dL

T Wi(s —s7) (—,Bi — U +§) +Wo(i = i)(Bs — (y + 1)

seklinde olup endemik denge noktasindaki (¢ = sﬁ — Bi* vey + u = Bs”) bu tiirev

E_ g
dL . u o, S* l .
—=Wi(s—5")| Pi——+Pi" + =——— | + Wi —i")(fs — Bs™)
dt s* s
yani,
dL N . (s —s%)?
7 = Bl == )Wy = Wp) — Wy ———

(s—s*)?

ss*

elde edilir. W; = W, = 1i¢in % =-—u < 0 olarak bulunur. Ayn1 zamanda eger
s = s*(dengedeki deger) ise o zaman % = 0 olur. Dolayisiyla La’Salle degismezlik

ilkesi ile endemik denge noktast global asimptotik kararlidir.

3.2. Asilama islemi Olan SIR Modeli ve Modelin Kararhlik Analizi (Model 2)

Bu kisimda, (3.6) ve (3.7) de ifade edilen modele asilama igleminin de yer almasiyla
olusan ikinci bir model olusturularak modelin analizi yapilmigtir. Bahsedilen model su

sekildedir:

ds a ) .

pri pIu — Bsi — s

i

rrie Pis —yi — ui

dr (3.8)
prinl Ut s

dv

qr PR WY

Burada ¢ zaman parametresini gostermek iizere; s hassas poptlasyon buyukligina, i
enfekte (hastalikll) popiilasyon buyuklugini, r iyilestirilen poptilasyon buyukligini ve
v ag1 yapildigr grup buyiklagini ifade etmektedir. Ayrica, u 6lim oranini, p agilanma

oranini ve y ise iyilesme oranini géstermekte olup,
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sti+r+v=l1
seklindedir. Toplam popiilasyon buyiikligi (yogunlugu) dikkate alindiginda,
s +i)+r) +v(@) =1

denkleminden r(t) degiskeninin ¢ekilmesiyle elde edilen r(t) = 1 — s(t) — i(t) — v(t)

.. dr ds di dv ., .. . . .
denkleminin ve = T3 7 turevinin (3.8) sisteminde yerlerine yazilmasiyla,

dr

— = —[(1 = pu — Bis — ps] — [Bis —yi — pi] = [pp — pv]

bulunur. Bu nedenle r(t) degiskeni, s(t) , i(t) ve wv(t) degiskenlerinden
bulunabildiginden dolayt,

ds )

— = —p)u—psi—ps (3.9)
di . -—

i Bis —yi — i (3.10)
dv

oL PR (3.11)

sistemini incelemek yeterlidir. Yukaridaki sistem i¢in biyolojik olarak calisilan bolge:

0 = {(s(®),i(®), v(®)) € R, s(1) +i(t) +v(t) < 1}.
seklinde olup, iki denge noktas1 vardir.

Onerme 3.2.1 (3.9), (3.10) ve (3.11) de ifade edilen diferansiyel denklemler igin

enfeksiyondan serbest denge noktast Eq(s =1—p,i =0,v = p) ve endemik denge

noktast E, (s = y;?”,i = W, v = p) noktalaridirlar.

Ispat:Onermede ifade edilen diferansiyel denklemler i¢in denge noktast % = % = % =

denklem sisteminin ¢oziilmesiyle elde edilir. Boylece,

ds_(1 ) ) 0
P P — Bsi —us =
di _ 0
E—l(ﬁs Yy — )=

dv

- H#p-v) =0
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seklindedir. Yukaridaki son denklemden tiim denge noktalart i¢in u # 0 olmak lizere v =

p elde edilir. Bu degerin ilk iki denklemde yerine yazilmasiyla,

(1-pu—PBsi—us=0
i(ps—y—u) =0

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki ikinci denklem dikkate alinirsa denge

noktalart,
i=0 veya (ﬂs—y—u)zO}
(1—pu—pPsi—us=0

i=0 (Bs—y—w=0 }
(1—p)u—ﬁsi—us=0} 2 {(1—p)u—ﬁsi—us=0
=0 } veya {S = Y;TM }
(=Pl =ps =0 (1—pu—Psi—pus=0

_ytu
i=0 S =7
{S =(1- p)} proe [ BBA-p) -y

Bly+uw)

olarak bulunurlar. Enfeksiyondan serbest denge noktasi Eq(s =1 —p,i = 0,v = p) ve

s=1rE = w(BQA-p)-y—u)

iy T p) noktalaridirlar.

endemik denge noktasi E, (

Ayrica endemik denge noktasinin varligi, agilamadan sonraki yeni iireme sayist olan

R _y+u+pp
‘U_T

parametresi vasitasiyla gosterilebilir. Bunun i¢in, (3.9) daki % = 0 denkleminden i

degeri cekilerek denklem (3.10) da yerine konulmasiyla, yani

ds

=@ —pu—Pis—pus=0

(1—p)u—pus = Pis
p(l—p—s) = Bis

i _ ﬂ(l_P—s)
= —‘Bs
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olup

di

O Bis—vi—wi=0
I Pis —yi — ui

pd—-p—=s)\ fud—-p—=s)\ (u(l-p=—5s) o
B Bs STy Bs K Bs B

yud-p—s) pd-p-s) _

pl—p—s) - Bs Bs 0
Y ]
u(l—p—ys) -1_E_E =0
(VTR
wa-p=91- (55 -0
u(l—p—s):W=0

pl=p—=s)Bs—-y—w =0
A=p—=-5)Ps—y—-w=0
A=p=5)ps—A—p—=s5)y—-(AQ—=-p—s)p=0
Bs—pBs—s?—y+yp+sy—pu+pu+su=0

—s?+(B-pBty+Ws—y+yp+putp=0

_e2 4 (1 —p+ % +%) s ((1—;)1/ n (1—;)11) -0

52—<1—p+%+%>s+<(1_ﬂp)y+(1_ﬁp)”>:0

seklinde s degiskenine bagli ikinci dereceden kuadratik denklemi elde edilir. Bu

denklemin diskriminanti;

oy owy¥ (A=-py (A-pu
) 4( 5T )

oldugundan dolay1 karakteristik denklemin pozitif ¢6ziimu i¢in, A = 0 olmalidir.

Boylece
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((V+M)+,3(1—P)> 24<(1—p)(y+u)>
B B B

v

<u>2 o ((1 —p+ u)) N (ﬂ(l - p))

4((1 - o)y +u)>
B B Y +u

B

v

0

y+uy (A= +w\ [(B-pY
<ﬁ >_2< B >+< V+u>

((V"‘M)_ﬁ(l—f)))zzo
B B

(R,—1)?=>0
bulunur. bu sonu¢ R, > 1 esitsizligiyle esdegerdir.

Sonug¢ 3.2.1 Asilamanin etkisi hastaliksiz denge noktasi ve endemik denge noktasinin
varlig1 tizerinde kolaylikla gortilebilir. Hassas popiilasyon p (asilanma orani) parametresi
vasitasiyla azalmigtir. Ayrica ¢ogalma sayisinin yani ikincil enfeksiyonlarin sayisi
lizerinde biiyiik bir etkisi vardir. Modelde asilama baglatildiktan sonra, yeni tireme sayist
R, = Ry(1 — p) seklindedir. Endemik denge noktast sadece R,, > 1 ise biyolojik olarak

vardir.

Simdi enfeksiyondan serbest denge noktasinin ve endemik denge noktasinin kararliliini

incelenecektir. Bunun i¢in,

ds 1 ) .

Pl Py — Bis — s
i

prin Pis —yi — i

dv

qr PR WY

diferansiyel denklem sistemi araciligiyla Jakobiyen matris

ds(t) ds(t) 09s(t)7

ds di v
ai(t) ai(t) 0i(t)

ds ai av
av(t) adv(t) odv(t)

L Js oi dJv

J(s,i,v) =




ifadesinden elde edileceginden,

—pi—u —PBs 0
](s,i,v)z ﬂl ﬂs_y_ﬂ 0
0 0 —U

bulunur. £, denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matris,

-1 —p(A-p) 0
JA-=p0p)=|0 BA-p—-y—pn O
0 0 —u
seklindedir. Dolayisiyla bu denge noktasina karsilik gelen karakteristik esitlik

—u—4 —p(l—-p) 0
det(J —Al) =0 Bl—p)—y—u—41 0 =0
0 0 —u—A
denkleminden bulunur. Béylece bulunan ti¢ 6zdeger,
M=—p Ag=—uved =p(1—-p)—y—u

olup, burada parametrelerin pozitif olmasindan dolay1 4; ve 4, negatiftir.

y+u+pp

Ry =Ro(1-p) =—

gdzonine alinsin. Ayrica eger,

39

o B(1—p)>y+puyani R, >1yadaRy(1—p) > 1ise A3 > 0 olur. Bu durum

bu denge noktasinin kararsiz oldugunu ifade eder.

o B(1—p)<y+puyaniR,<lyadaRy(1—p)<1lise A3 <O olur. Budurum

ise tim o6z degerlerin negatif oldugunu (yukanda ilk iki 6zdegerin negatif

olduklart ifade edilmistir.) yani bu denge noktasinin yerel asimtotik kararli

oldugunu ifade eder. Boylece E, denge noktast lineer olarak kararli oldugu

anlamina gelir ve boylece salgin yoktur ve yortingeler hastaliksiz denge noktasi

olan bu noktaya yaklagir.

_ vyt o pBU-p)-y-w)
Ee (S =TT Ba

Jakobiyen matris,

,V = p) endemik denge noktasina karsilik gelen
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—up(1—p)
Yy tu
J(Ee) =|uBA—p)—y— )

ytu
0 0 —U

-+ O

0 0

seklinde olup, karakteristik denklem ise det(J — AI) = 0 denkleminden yani

—up(1—p)
W—ﬂ —(r+w 0
det(J —AD) = u(P(1—p) —y — ) 2 0 =0
yt+u
0 0 —u—A
denkleminden,
,  #p(1—p) B
(u+/1){/1 +Wﬂ+u[ﬁ(1—p)—y—u]}—0

seklinde bulunur. Bu karakteristik denklemi ¢ozdigiimiizde asagidaki

A =—n

Ve

uB(1-p) p?B%(1-p)?
= — + — -p)—y—
Az gk \/ v~ B —p)—y—u]

ya da

Ay = —pR, £ UPR, — 4u(y + W(R, — 1)

ozdegerleri elde edilir. % ve u[B(1 — p) —y — u] katsayilarinin her ikisinin de

pozitif oldugunu dikkate alinirsa, Routh-Hurwitz kriterinden Det(] (Ee)) >0 ve

Tr(J(E,)) < 0 olup bu 6zdegerler ya negatiftir ya da negatif reel kisimlara sahiptir. Bu
da bu denge noktasinin kararli oldugunu isaret eder. Endemik denge noktasinin yerel
asimtotik kararli oldugunu, yani hem hassas hem de enfekte poptilasyonun her iki
durumda da hayatta kalacagint gostermektedir. Enfeksiyon oraninin p agilama

parametrelerinden dolayr dustigunt gorebilmektedir.
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Asagidaki onermede, enfeksiyondan serbest denge noktasinin ve endemik denge

noktasinin global kararliliklar incelenmigtir.

(3.8) sisteminin denge noktalarinin kararliliklan ile ilgili asagidaki tablo bir 6zet olarak

verilmigtir.

Tablo 3.2 (3.8) denklem sisteminin denge noktalarinin biyolojik varlik ve yerel
asimtotik kararlilik kosullar

Yerel Asimtotik
D Nokt Varhk Kosul
enge Mokt arite Rosuu Kararhhk Kosulu
Eoq(s=1—-p,i= = H
o (s p,i=0,v=0p) er zaman R, <1
vardir.
+ 1—-p)—y-—- Biyolojik olarak
E, S:]’ H’i:ll(ﬁ( p)—Y— 1) =p R, >1 1y00_|1v olara
B Bly + 1) varoldugunda

Burada R, = Ry(1—p) = (y;u) + p olarak ifade edilmektedir. Ayrica (3.8) sisteminde 0 <p <1

seklindedir.

Onerme 3.2.2 Enfeksiyondan serbest denge noktasi, £2; bolgesinde global asimptotik

kararlidir.

Ispat: Enfeksiyondan serbest denge noktasinin global kararliligini ispatlamak igin

Lyapunov fonksiyonu V:0; = R, V(s,i,v) = s(t) + i(t) seklinde se¢ilmis olup, bu

fonksiyonun zamana bagli tiirevi,

V(s,i,v) =5(t) +i(t)
V(s,i,v) =(1—p)p—ps — (y + pi

(1-p) .
V(S Lv) = +4) [(V+pu;l (yljrsu) B l]

Visiv) = &+ [ -1~ 1]

. . (y+u) .
V(s,i,v) = Y;T” [UR, — uRys — Pi]

seklindedir. Dolayistyla eger R, < 1ise o zaman V(s,i,v) < 0 olur ve enfeksiyondan

serbest denge noktast global asimptotik kararlidir.

Ayrica denge noktast olan
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(1 —p,0,v) icin V(s,i,v) = 0 olur. Bu nedenle, LaSalle' nin degismezlik ilkesine gore

bu denge noktasi global asimptotik kararlidir.

Onerme 3.2.3 Sistemin endemik denge noktasi olan E*(s*,i*,v*) noktast global olarak

asimptotik bir gekilde £, bolgesinde kararlidir.
Ispat: Q, = {(s(t),i(t)) € Qls(t) > 0,i(t) > 0,v(t) > 0} bolgesinde tanimli

Lyapunov fonksiyonu; L: {1, — R ve

Li(s,i,v) =W, [s —s*ln (si)] + W, [i —i"ln (li)] + Ws [V —viin (Ul)]

seklinde olup burada Wi, W»>, W3 rasgele pozitif sabitlerdir. Ayrica Lyapunov

fonksiyonunun zamana bagli tiirevi su sekildedir:

= Wy (s — 57 [ = i — ]+ Wi — 1)[Bs —y — ] + Wa (v — v7) [22— .

s =y tuvev =p

Endemik denge noktasi dikkate alindiginda, p = (1;—5)” —

degerleri elde edilir ve bu degerlerin yukaridaki tirev denkleminde yerlerine

yazilmasiyla;
dLl _ (S_S*)Z - =% * *\ 2
— = ~uWi (1 = p) —=+ B(W, = W) (i = i")(s = 57) = Wau(v — v7)

bulunur ki eger sabitler W; = W, = W5 = 1 olarak kabul edilirse, o zaman;

Lo, (1- )

dt ss*

—Weu(w—v*)?2<0

< « « d
olur. Eger s =s* ve v = v” ise, 0 zaman f = 0 olmaktadir. Bu nedenle LaSalle

degismezlik ilkesine gore endemik denge noktast global asimptotik kararlidir.

3.3. Niimerik Calismalar

Bu kisimda her iki modelin kalitatif analiz sonuglari pplane jar ve matlab simiilasyon

programlart yardimiyla elde edilen sayisal drneklerle tartisiimigtir.

Model 1 (Asilama olmadan) i¢in ¢ = 0.6, = 1.5 ve y = 0.4 olarak
parametreler dikkate alinirsa; Sekil 3.1 elde edilmektedir. Burada R, = 1.5 olarak
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hesaplanmig ve enfeksiyondan serbest denge noktasi (1,0) ve endemik denge noktasi

(0.66667,0.2) seklinde bulunmustur. R, parametresinin etkisi nedeniyle endemik denge

noktasi kararli ve enfeksiyondan serbest denge noktasi ise kararsizdir. Bu grafigin sag

tarafinda herbir denge noktasi i¢in 6zdegerler ve 6zvektorler hesaplanmig olup bu durum

kontrol edilebilirdir. Yani endemik denge noktasi i¢in elde edilen 6zdegerler negatiftir ya

da negatif reel kistmlara sahip iken enfeksiyondan serbest denge noktasi i¢in elde edilen

ozdegerlerin biri pozitiftir. Ayrica yine bu seklin sag alt kisminda hassas s ve enfekte i

poplilasyon biiyiikliiklerinin zamana t bagl olarak 3-boyutlu olarak dengeye ulastiklar

gozlemlenmektedir.
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Sekil 3.1. Ry = 1.5 i¢in as1 olmaksizin SIR modelinin denge noktalarinin kararlilik

durumlan ve farkli baglangi¢ kosullariyla modelin ¢6zim grafigi

Enfeksiyon orani f = 2 olarak dikkate alimirsa (g4 = 0.6 ve y = 0.4), hassas

popiilasyonun daha diisiik bir seviyeye dustigi gorilmektedir. Endemik denge noktasi

(0.5, 0.3) noktast olup bu durum Sekil 3.2 de gézlenmektedir.
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0.6

0.3

03

0.2

Sekil 3.2. R, = 2 icin agt olmaksizin SIR modelinin (0.6, 0.2) baglangi¢ kosuluyla

¢ozim grafigi

Enfeksiyon oran1 f = 3.5 (¢ = 0.6 ve y = 0.4) ye karsilik gelen endemik denge
noktast (0.2857, 0.4285) dir (Sekil 3.3).

06

05

04

03

02

Sekil 3.3. Ry = 2.5 igin ag1 olmaksizin SIR modelinin (0.6, 0.2) baslangi¢ kosuluyla

¢ozim grafigi

Sonu¢ 3.4.1 Hassas populasyonun enfeksiyon varligina bagli olarak seviyesinin gittikge
azaldig kolayca gorilebilmektedir ve enfekte olmus poptilasyonun enfeksiyon nedeniyle
aniden yiikselmektedir. Enfeksiyon orani arttik¢a hassas popiilasyon azalir ve enfekte
popiilasyon yavag yavas artar § = 3.5 icin enfekte olan popiilasyon hassas popiilasyona
kiyasla daha fazla artar. Elde edilen simtlasyon grafiklerinin sonuglar kalitatif analizin

sonuglartyla uyumludur.

u = 06, f = 3.5vey = 0.4 parametre setinin yaninda agilama orani olarak p = 0.6

parametresinin de ilave edilmesi ile Model 2 i¢in kararli denge noktasi Sekil 3.4 de
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gorilecegi lizere enfeksiyondan serbest denge noktast olan

E,(0.4,0,0.6) noktasidir.

0,6

0.3

04

02 03

‘ 9 | 1 ‘ 13 ‘ 15 |
g 10 12 14 16

Sekil 3.4. R, = 0.8857 i¢in agimali SIR modelinin (0.65, 0.1, 0.2) baslangi¢ kosuluyla

¢ozum egrileri

Sonug 3.4.2 Ureme sayist R, = 0.8857 < 1 oldugundan dolay: enfeksiyondan serbest
denge noktasinin kararli oldugu sonucu vermektedir. Boylece, SIR modelinde as1

uyguladigimizda, asilamanin etkisiyle enfekte popuilasyonun, diistiigii goriilmektedir.



4. BOLUM

SONUC VE TARTISMA

Uciincii  boliimde iki model ele alinmistir. Modellerde, hastaligin asilanmis ve
astlanmamig populasyonlara etkileri tartigilmigtir. Her iki model i¢in de, enfeksiyonun
dinamiklerinin, temel ireme oran1 degerlerine, yani R, veya R, a bagli olarak
bulunmustur. Model 1 de, hastaliksiz denge durumunun yalnizca R, tireme sayist 1 den
diusik oldugunda var oldugu goruilmektedir ve tim yoringeler bu noktaya
yaklagsmaktadir. Hastaliksiz denge noktasinin dogrusal ve global kararliligi da
tartistlmistir. Ayrica hem hastaliksiz dengenin hem de endemik dengenin birlikte var
olamayacagi da gozlemlenmistir. Endemik denge ancak Ry, > 1 oldugunda mevcut olur.
Ayni zamanda endemik denge noktasinin dogrusal ve global kararlilig: da tartigitlmigtir

[64].

Model 1 e kiyasla, Model 2 de agilama baglatildiginda treme sayisinda belirgin bir
degisim gozlemlenmistir ve Ry, dan R, = Ry(1 — p) e degismistir. Yine hastaliksiz
denge noktast R, < 1 oldugunda sabittir ve yoringeler R, > 1 oldugunda endemik
denge noktasina yaklagmaktadir. Ayrica, enfeksiyon oraninin etkisi ayn1 zamanda hassas
ve enfekte popiilasyonda da goriilmektedir. Hassas poptilasyon kademeli olarak azalir ve
enfekte populasyon, enfeksiyon orani f arttikga artar. Fakat hassas popiilasyonda
asilamaya oldugu igin, enfekte olmus popiilasyon aniden ¢ok disiik bir seviyeye
inmektedir. Dolayistyla, enfeksiyon oraninin ve ¢ogalma sayisinin bir salgin olabilmesi
i¢cin ¢cok onemli bir rol oynadig sonucuna varilmaktadir. Ayrica bu salgin asi ile kontrol

edilebilirdir [64].

Ucgiincii boliimdeki iki model, belli bir bolgedeki belli bir popiilasyondaki salginlarin
kontroliinde ¢ok yararlidir. Hindistan, Endonezya gibi gelismekte olan ilkelerde
influenza, HINI, dang gibi pek ¢ok hastalik vardir. Calistigimiz modellere gore, bir

epidemiyi kontrol altina alma fizibilitesi 6nemli dl¢iide Ro ve Rv» degerlerine baglidir.
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Salgin ne kadar siddetli olursa (yani Ro veya Ry degeri ne kadar biiyiik olursa),
enfeksiyonlarin ve ¢limlerin sayisini énemli 6l¢iide azaltmak i¢in miidahaleler o kadar
yogun olmaktadir. Dogal bir sekilde, eger mudahaleler hedefleniyorsa, kontrol igin

gerekli agilama veya tedavi seviyeleri daha diigiik olmaktadir [64].
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