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ÖZET 

 

biyolojik ve toplumsal 

dildi. 

Tezin birinci bölümünde, 

, ,  ve  

 

Tezin ikinci bölümünde, diferansiyel ve diferansiyel denklem sistemleriyle ilgili temel 

, özellikle den

 yer veril  

mik modeli üzerinde 

 elde edilen parametreler 

 

Son olarak dördüncü bölümde ise tezin üçüncü bölümünde ifade edilen modellerin 

rak 

 

Anahtar Kelimeler: 
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ABSTRACT 

The aim of this thesis consisting of four chapters is to analyse issues of fundemental 

models about infectious disease and to explain the results of the studies in the literature 

about this type off models with different point of views. 

In the introductory, the present thesis has been introduced in general terms, emphasizing 

on the importance of the biological and social aspects of the epidemic diseases. which 

was also mentioned in the related literature. In the first part of this thesis, a short history 

of epidemic models such as SI, SIS, SIR, and SIRS, which were used to analyze the 

spread of epidemic diseases in a community, has been given and then expressed 

mathematically in general terms. In the second part of this thesis, basic definitions and 

theorems related to the differential equation systems, especially equilibrium points and 

theorems used in local and global stability analysis of these points has been given. In the 

third part of this thesis, primarily the epidemic model of SIR has been taken into 

consideration. Therfore, two different SIR epidemic models, inoculated and 

uninoculated, were studied and the positive equilibrium points of these models have been 

examined. Then the local and global stability analysis of the equilibrium points of these 

models have been done. In addition, the results of the qualitative analysis of the models 

studies were supported by numerical simulations using the parameters obtained from the 

literature. Finally, in the fourth chapter, the results of the qualitative analysis of the 

models expressed in the third part of this thesis have been interpreted mutually and the 

results of the models have been interpreted in terms of the number of sensitive, infected, 

and healed individuals. 

Key words: SIR epidemic model, Mathematical Model, Stability, Qualitative Analysis, 

Numerical Analysis 
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1 

 

 

 

 

 

) 

büyük ölçüde azalan dünya nüfusu

ancak  

Bölümü (United Nations Population Division) 31 Ekim 2011 tarihini sembolik olarak 

dünya nüfusunun  

O

dünya nüfusunu 

[3]. 

denilmektedir. 

 Antonine Plague, Roma 

 

olmu

3,4]. 

olarak 3,5], özellikle Akdeniz bölgesini 

nüfusun -30 ora . 1347-

 milyon olan Avrupa nüfusunun neredeyse üçte birini ortadan 

 [3,6]. 

151 na karaya ayak basan 

nüfusa 

ama  F

n

kutsal güç olarak görmeleri nedeniyle daha sonra Azteklerin kaybetmelerine sebep 
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 g

 Bu sebeplerden 

1519- nüfus 3 milyona kadar 

. 

olarak 

 Haziran 1918- n dünya 

6]. 

 iddia edilmektedir. 

Fakat, bu çiçek virüsünün günümüzde biyolojik bir silah olarak tekrar dünya 

 söylenmektedir [3].  

vaka 

 [7]. Ancak 

gelen ABD-

8]. 

1960 

r. 

8 

9].  

10]. 

Tüberküloz [11], pnömoni [12 13



3 

 

(1990), hantavirüs (1993) [14], hepatit G (1995), Nipah (1998), SARS (2003) gibi yeni 

15]. 

16]. 

 endemi

epidemi 

pandemi  

Tarih boyunca özellikle veba, çiçek, kolera ve influenza 

zlenmesini hedefleyen modeller, 

 sistemleri, mekânsal 

n bu 

yöntemlerin temelleri 1920 rle çözüm aranan 

 [16].  

17,18

muhtemel yeniden enfeksiyon süre

[19
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patojene ganizma) maruz kalan bireyleri tedavi etmek için 

[20]. 

i 

Malthus 

[21,22], Gompertz [23,24], Pearl-Verhulst Lojistik [25,26] ve Kemostat [27

modelleri -Volterra av- 28,29], Kolmogorov [30,31] ve 

Epidemik [32  

Bu tezde adi diferansiyel denklem sistemleriyle ifade edilen bu epidemik modeller genel 

 epidemik modeli ile ilgili bir uygulama  

Bölüm 1' 

 

Bölüm 2

) 

 

Bölüm 3' de  epidemik modelinin bir topluluktaki ya

  

 

 



1.BÖLÜM 

 

, ,  veya  

ilen modellerin 

 

1.1  

Ölümle ilgili istatistiksel verilerin dünyada ilk ör lu 

. 

Natural and Politica

33]. 

Daniel Bernoullli  

the mortality caused by smallpox and of the advantages of inoculation t

 da, 

bu  (çiçek 

 sel 

 

cerahatin (irin) 
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, 

müne 

modelle,  

 [34]. 

hassas 

35

36]. 

37-39]. 

Kermack-

-1666 Londra 

veba, 

 

 

1.2. Epidemik Modeller 

. Bu tür patojenler   

popülasyon düzeyinde modellenmez, ancak 

 

Bu modellerde  zaman parametresini ifade etmek üzere, bir popülasyonda  

hassas   
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 ile ifade edilmektedir. Bu senaryo ile ifade edilen 

modeller,   ve 

 

 

 SI modeli iyil   

 kazanm   

   eder.  

Bu modellerden en genel ifade edileni  

 

 

, , ve  

indedir.  (1.1 a  

 toplam popülasyon boyutunu,  

  ortalama enfeksiyon 

periyodunu) ve   

 , birim zamanda hasta

uygun   olmak üzere; , birim 

zamanda hassas uygun 

 ise b
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.1: (1.1) Modelinin grafiksel gösterimi 

(1.1) denklem sistemindeki  ve  lineer 

fonksiyonlar lar     ve 

 parametreleriyle üs Böylece bu durumu   ve   n n, 

. Yani, ,   

4 temel epidemik modelin ( , ,  ve ) dinamikleri 

. Bu örneklerde b

 (1.1) sisteminde  

popülasyon dinamiklerden çok daha  [40] 

1.2.1. SI Epidemik Modeli: Basit bir SI epidemik modelin matematiksel ifadesi 
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 1.2: (1.2) Modelinin grafiksel gösterimi 

Burada  ve   

 ve   

  denkleminden  ifadesini (1.2) 

sistemindeki ikinci denklemde yerine yaz , 

 

elde edilir. (1.3) denklemi  t   lojistik 

büyümesidir. (1.3) de ifade edilen  

mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemin çözümü  olup  

için  ol  

1.2.2 SIS Epidemik Modeli: Basit bir SIS epidemik model  

 

Bu modelde   ve  

,  ve    denkleminden 

 ifadesini (4) sistemindeki ikinci denklemde yerine yaz  
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olup   olmak üzere, 

 

  

 

ifade eder.   olan ,   

ve  popülasyon olan ,  denkleminden, 

  

 

eniden hassas 

dir. 

 epidemik modelinde   olarak gösterilir. 

Yani   dilir. 

 olan  

31,32].  parametresi 

epidemiyoloji de çok önemli bir parametredir. Genellikle,  olursa, popülasyona 

 ile  

 ise 

endemik olur  r  

ortadan kalkar. 
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1.2.3.  Epidemik Modeli :  epidemik modeli matematiksel olarak 

 

,  ve  ,  , 

ve   olup  

  ve   ve   

dikkate almak yeterlidir. Bu durumda; 

 

olup, 

 

diferansiyel denklemin çözümü; 

 

olarak bulunur. (1.8) de  giderken   

  maksimum 
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olup buradan  bulunur ki bu sonuç  nin  için 

 ise  önce artarak maksimum 

  

olursa    

 

 giderken   

 

elde edilir. Burada   

modelinin dinamikleri; 

 

   ise temel 

 parametresi genellikle etkili oran (effective rate) olarak 

 dinamikleri gösterilmekte olup 

pozitif S- -ekseni 

 

 

: (1.6) Modelinin faz-düzlem gösterimi 
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1.2.4.  Epidemik Modeli :Basit bir  epidemik modeli 

 

olarak verilsin. Burada ,  ve   , 

 ve   

.   ve   ve  

1.11) sisteminden; 

 

olur. Bu modelin dinamikleri  

 

edilebilir. 

 

olarak tarif edilir ve böylece model  

bir evredir hassas olurlar. Bu 

son durum  olarak tarif edilir. Bütün durumlar modele dahil edilirse,  epidemik 

model olarak ifade edilir [40]. 

A
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enfeksiyonlu 

  

 

 

Bu durumu  epide 1.10) denklemi tekrar 

 dir. Böylece, hassas bireyler 

 ve  

  

n  ya da 

 denklemini çözmek gerekir. 

  

  

popülasyonun, 

artar. 

 

  ya da  enfeksiyonlu bireylerin 

ve  ise birim zamandaki (

dan önce (  parametreli üssel bir 

  

 

 

41
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incelenmesi gerekmektedir [42]. 

 

3-47 1, 48-50] 

 

 



2. BÖLÜM 

TEOREMLER 

Bu bölümde, ihtiyaç duyulan  

 

2.1.1.  kümesi   ve  

 

 

  

2.1) diferansiyel denklem sistemidir ve  

40,5 ]. 

2.1.2.   ve  olmak üzere, 

 

 diferansiyel denklem sistemine otonom denklem sistemi denir. Bu 

 F x 

t denklemde görülmez [40,51,5 ]. 

2.1.3. (Denge Çözümü) (2.2) diferansiyel denklem sistemi için  

 

ir [40,5 ]. 



17 

 

2.1.4. 2.2

 ve 
 
için,

 
  

2.2) diferansiyel denklem sisteminin  çözümü için  

 2.2) sistemi için  denge 

[40] 

2.1.5. [40] , (2.2  olsun.  

 

   

     var 

ise ,  yerel  

2.1.6 (Periyodiklik) (2.2) diferansiyel denklem sisteminin bir periyodik çözümü, 

  ler için 

  çözümüdür. Pozitif olan 

minimum  [40,53] 

 

-

iferansiyel denklem sistemlerinin bu kritere göre 

-

 

Teorem 2.2.1. (Routh-Hurwitz Kriteri) )  için  

sabitleri göstersin.  

, 

polinomunun   
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-  için 

 ise   

 için ).  

Buna göre, ve  derecelerine sahip  için, Routh-Hurwitz 

 

 

 

 

 

. 

Birinci me  diferansiyel denklem sistemi, 

 

 ve   

 ve   

 

 

olmak üzere (2.3) den, 

 

 sistemi elde edilir.  ve dengede hesaplanan jakobiyen matris; 
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olmak üzere,   

 

2.5) lineer sistemi için çözümlerinin (2.4

ine Teorem 2.2.1. ( ) den jakobiyen 

Burada jakobiyen matrisin karakteristik polinomu; 

 

 ve  2.3

40]. 

Teorem 2.2.2. [40] (2.3) sisteminin  ve  

durumda 

 ve   

veya   

ode), eyer (saddle), sipiral 

2.3) 

durumda; 

a.  

 

b. ve Denge lineer sistemlerde bir 

sipiral olabilir. 
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c. 

çizgisini temsil eder. Böylece lineer olmayan sistemlerde den

sipiral olabilir. 

a)-(c  

 

 

 (2.6) daki karakteristik denkleme göre ve olmak üzere 

 

 ,  ve ve ; denge 

[40]. 

 

 

-Volterra sistemleri 

[53-58]. Bu metot,  

otonom ve otonom olmayan diferansiyel denklem sistemlerine uygulanabilir. 

2.3.1. [40] (2.3  ,  

ve  fonksiyonu  
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(i)  

(ii)  olan tüm  için  > 0. 

-   

2.3.2. [40]  fonksiyonu (2.3

, 

  için  ise  bir Lyapunov fonksiyonudur denir. 

e ,  için  ise  kati (strictly) bir Lyapunov 

fonksiyonudur denir. 

Teorem 2.3.1. [40 , (2.3) otonom sisteminin bir 

dengesi ve   

 

(i)  için  ise bu durumda  

 

(ii)  için  ise bu durumda  

 

(iii)  için  ise bu durumda  

 

Örnek 2.3.1. 

 

 fonksiyonunu ele 

 

 ve   

 fonksiyonunun türevi ise; 
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olup   için  

 

Örnek 2.3.2.  olmak üzere; 

 

sistemini ve   

 ve   

 

 

 

 

olur ki   [52]. 

2.3.3.  

popülasyondaki  ve  sistemin pozitif dengesi 

olmak üzere Lotka-Volterra av-  modeli; 
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biçiminde olsun.   ve  

 ise   

 pozitif sabitler ve  için  2.7) deki  

fonksiyonunu; 

 

için  ve  göz 

 ile (2.7

gösterilebilir. O halde 

 

, tüm 

 için  ve  ise   

 

 

 

elde edilir [58

 

Teorem 2.3.2.  pozitif-  

=   

 matrisi varsa (2.7) sisteminin pozitif  dengesi global asimtotik 

denir [60]. 



3. BÖLÜM 

 

Bu bölümde (Susceptible-Infected-

enfeksiyondan serbest (free-

61-63] de   

Bu bölümde [64]  

 

 ,  

  

, 

 Bu denge   

global , 

 , nümerik simülasyonlar 

 modeller analiz edil . 

 

analiz  . 

 

M : 
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 , , 

)  grubundan  grubuna 

hastalanma yoluyla ve  grubundan  grubuna 

 

 

enfekte olma ihtimalini etkilememektedir. 

 

bireyler hassas grubun ya da bölümün üyesidir. 

 

 

 Popülasyondaki tüm bireylerin d

ve bö 4]. 

,  

hassas ,   ise yine  

 toplam 

 

 

    hassas ve enfekte bireyler 

ve   Ay  

 ve böylece 
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olup buradan 

        

elde edilir. 3.1) siste  

 

  

  

 

  

 

  

 

elde edilirler.  
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Toplam popülasyon dikkate  

 

 

 

 olarak elde edilir. 

  ve   

  

 

 

bulunur. Böylece sadece  ve   

 

siste  

 

 

(3.6) ve (3.7) için  

 

Önerme 3.1.1 (3.6) ve (3.7) de ifade edilen diferansiyel denklemleri için enfeksiyondan 

  ise; 
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denklem sisteminin çözülmesiyle elde edilir. Böylece, 

 

ikinci  

 

           veya               

                  veya               

                              veya                

 ve 

endemik denge nokta   

Sonuç 3.1.1 Enfeksiyondan serbest    

bölgesinde her zaman mevcuttur. 

E  olan   

. ani 

 olan    

   

Burada; 
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. 

A  (endemik denge),  

etmek için,   (3.6) 

 

. , (3.7)  

 

        

         

                                          

                                  

         

         

                                                    

   ortaya 
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 elde edilir. 

Sonuç 3.1.2   

 

 de her iki denge nokta  

incelenecektir. (3.6) ve (3.7) denklemlerinden elde edilen Jakobiyen matris; 

 

  esaplanan Jakobiyen matris; 

 

olup, analiz için Routh-   matrisi 2x2 

türünden birim matris ve  

h denklem  
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Burada  ve  olarak elde edilirler. , 

  ,  

 

  

  

  

 

ise  

olur. Böylece bu kritere göre   

kabiliyetidir. Bu durum  olan  

edilebilmektedir  ise, 

 sistem   

popülasyonun yok     olma

durumunda yani  . 

 veya  ise  

hassas bir birey ile temas halinde olan 

azla enfekte bireyi 

üretecektir ki bu da daha sonra hassas 

elecektir. 

  

 



32 

 

olup, 

  

 

 

olarak elde edilir. ; 

   

   

-Hurwitz 

kriterinin bir sonucu olarak;  ve   

, yerel asimt

 

Sonuç 3.1.3  (enfeksiyondan 

serbest) ve ende

  ise o zaman da 

 

 

Tablo 3.1 (3

 

  
Yerel Asimtotik 

 

Her zaman 
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, Lyapunov fonksiyonu  ve endemik denge 

. 

Önerme 3.1.2   

 bölgesinde r. 

ispatlamak için Lyapunov 

fonksiyonu: ,   

fonksiyonunun türevi, 

 

 

 

 

eklindedir.  için 

  

 

 için    

 ve  ise yani  ise  böylece  

olarak bulunur  kümesindeki en 

  kümesinde sabittir [65-67]. 

Önerme 3.1.3    

olan    

 

fonksiyonu; , 
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Burada  ve  rasgele pozitif sabitlerdir.  fonksiyonunun 

türevi; 

 

 ve ) bu türev 

 

yani, 

 

 elde edilir.  için   

 ise o zaman  

 

 

 (3.6) ve (3.7) de ifade edilen modele  

 

 

Burada  zaman parametresini göstermek üzere;  ,  

enfekte  popülasyon ,    ve 

  ,  ,  

  ise  göstermekte olup, 
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1 

Toplam popülasyon ) dikkate ,  

 

denkleminden   

denkleminin ve   

  

bulunur. Bu nedenle  ,  ve  

 

 

sistemini  

. 

 

Önerme 3.2.1 (3.9), (3.10) ve (3.11) de ifade edilen diferansiyel denklemler için 

 ve endemik denge 

  

Önermede ifade edilen diferansiy  

denklem sisteminin çözülmesiyle elde edilir. Böylece, 
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 olmak üzere 

  

 

 denklem sistemi elde edilir. Bu sistemdeki 

 

 

    veya                         

               veya                        

                           veya                        

olarak bulunurlar. E  ve 

   

 olan 

 

 (3.9) daki  denkleminden  

çekilerek denklem (3.10) da yerine  
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olup 

 

 

 

 

 

                                                                       

                                                                  

 

 

 

 

                                   

 

 

 

 

,  

Böylece 
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bulunur. bu sonuç    

Sonuç 3.2.1 

Hassas popülasyon   parametresi 

   

üzerinde büyük bir etkisi 

  ise biyolojik olarak 

. 

enfeksiyondan serbest denge 

incelenecektir. Bunun için, 
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bulunur.   hesaplanan Jakobiyen matris, 

 

 denge nokta  tlik 

 

denkleminden bulunur. Böylece bulunan  

 ve  

 ve  negatiftir. 

 

 

  yani  ya da  ise   olur. Bu durum 

 

  yani  ya da  ise   olur. Bu durum 

 

 

  denge nokt  

 

olan bu noktaya . 

 endemik denge nokta  

Jakobiyen matris, 
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 denkleminden yani 

 

denkleminden, 

 

bulunur.   

 

ve 

       

ya da 

 

ilir.  ve  

-Hurwitz kriterinden  ve 

 

asimtotik 

durumda da hayat  
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ki önermede

 

(3.8) sisteminin de

 

Tablo 3.2 

 

  
Yerel Asimtotik 

 

 Her zaman 

 
 

  
Biyolojik olarak 

 

Burada   

 

Önerme 3.2.2  bölgesinde global asimptotik 

 

  global için 

Lyapunov fonksiyonu  ,   bu 

fonksiyonun zaman  türevi, 

  

                                                           

  

  

  

 ise o zaman  olur ve enfeksiyondan 
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 için  olur. Bu nedenle, LaSalle' göre 

bu  

Önerme 3.2.3  olan  global olarak 

 bölgesin  

   

Lyapunov fonksiyonu;   ve 

  

urada 1, 2, 3 rasgele pozitif sabitlerdir.  Lyapunov 

fonksiyonunun zaman   

. 

Endemik denge nokta  ,  ve  

 

  

bulunur ki e  sabitler  olarak kabul edilirse, o zaman; 

  

olur.  ve  ise, o zaman  . Bu nedenle LaSalle 

 global asimptotik  

 

er iki modelin 

 örneklerle t .  

Model 1  için  ve  olarak 

 3.1 elde edilmektedir. Burada  olarak 
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 parametresinin etkisi nedeniyle endemik denge 

 ve enfekte  

popülasyon büyüklüklerinin zamana  -

gözlemlenmektedir. 

 

3.1.  için modeli

 

E   ve ), hassas 

 En

 3.2 de gözlenmektedir. 
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3.2.  için modeli

 

 

E (  ve ) ye 

2857, 0.4285) 3.3). 

 

3.3.  için modeli

 

Sonuç 3.4.1 Hassas gittikçe 

 

aniden yüksel hassas 

 için enfekte olan popülasyon hassas popülasyona 

. 

 ve  parametre setini   

parametresinin de ilave edilmesi ile Model 2 için  de 
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3.4.  için modeli

 

Sonuç 3.4.2   enfeksiyondan serbest 

ülmektedir. 

 



4. BÖLÜM 

 

Üçüncü bölümde iki model 

 veya arak 

d  den 

bu noktaya 

nin hem de endemik dengenin birlikte var 

 

[64]. 

 dan  e 

  

hassas 

ve enfekte popülasyonda da görülmektedir. Hassas 

 hassas popülasyonda 

 

inmektedir. 

 

edilebilirdir [64]. 

Üçüncü bölümdeki 

0 ve  
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0 veya  büyük olursa), 

mak için müdahaleler o kadar 

 

4].  
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