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KISALTMALAR VE SIMGELER

a={a,} Reel Terimli Dizi

h Kesikli Hardy Operatorii

H Siirekli Hardy Operatorii

| Reel Sayilarda Bir Aralik

R Reel Sayilar

r Gamma Fonksiyonu

Jij Beta Fonksiyonu

I k- Gamma fonksiyonu

B k- Beta Fonksiyonu

F' F Fonksiyonunun Birinci Mertebe Tiirevi

| L Olgiilebilir f fonksiyonlarindan olusan

P Lebesque Uzaylari

Li[a, b] [a, b] Araliginda Integrallenebilir
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OZET

KESIRLI INTEGRALLERI ICEREN HARDY TiPLi
ESITSIZLIKLER

Candan CAN BILISIK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Ocak 2018, 36 sayfa

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlart ilk olarak Liouville tarafindan ortaya atilan
“tiirev ve integraller sadece tamsayilar igin mi vardir?” sorusuna aranan yanitla ortaya
cikmistir. Kesirli tiirev tanimiyla ilk olarak Euler ilgilenmistir. Daha sonra sirasiyla
Leibniz, Lagrange, Abel, Liouville ve diger bir¢ok matematik¢inin kesirli tiirev ve
integrallerin  genellestirmesine dayali calismalar1 sayesinde gelismeye devam
etmektedir. Hilbert esitsizliginin farkli ve daha kolay bir ispatin1 yapmak iizere yola
citkan G. H. Hardy, 1920 yilinda adiyla bilinen esitsizligin integral formunu
bulmustur.1925 yilinda da yayinlamis oldugu iinlii makalesinde bu esitsizligin diziler
icin olan formunu ispatlariyla birlikte sunmustur. Hardy esitsizliginin birgok bilim
adamu tarafindan farkli kosullar altinda calisilmis olmasinin sebebi ise bu esitsizligin
matematigin bircok alaninda uygulamasinin olmasidir. Hardy esitsizligi  ve
genellestirmesi; adi ve kismi diferansiyel denklem teorisi, operator teorisi, fonksiyonel
analiz, harmonik analiz, simir deger problemleri ve matematiksel modelleme vb.
matematigin bircok alaninda uygulamalarda 6nemli bir rol oynar. Ayrica fizik alaninda
elektroreolojik akigkanlarin davraniglarinin matematiksel modellemesi gibi farkli bilim
dallarinda da uygulama imkani bulmaktadir. Benzer sekilde kesirli tiirev ve kesirli
integrallerin uygulamalar1 da fizik, kimya, elektrodinamik, aerodinamik ve
matematiksel modelleme gibi bircok bilim dalinda ortaya ¢ikmaktadir. Ik béliimde
tezimizde kullanacagimiz temel kavramlardan, kesirli tiirev ve integraller ile ilgili genel
bilgilerden bahsedilecektir. ikinci bdliimde ise tiim bu bilgilerden yararlanarak kesirli
integraller igeren Hardy Tipli Esitsizlikler elde edilecektir.

Anahtar sozciikler: Hardy esitsizligi, k-kesirli integral, Opial esitsizligi, Riemann-

Liouville kesirli integral.
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ABSTRACT

ON HARDY TYPE INEQUALITIES INVOLVING FRACTIONAL INTEGRALS

Candan CAN BILISIK
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
January 2018, 36 pages

The notions fractional derivative and fractional integral are emerged with responses
which are being looking for question “Do derivatives and integrals are only exist for
integer numbers?” which are firstly proposed by Liouville. The definition of fractional
derivative and firstly interested by Euler. After, respectively, Leibniz, Lagrange, Abel,
Liouville and other many mathematicians’ fractional derivatives and integrals
generalization based on their work, it continues to grow up thanks to them. G. H. Hardy,
who takes on the road in order to Hilbert inequalities’ different and easier proof, found
out the form of the inequality that known in 1920 name. Also he presented this
inequalities’ series’ form with their proofs in his famous article in 1925. The main
reason why Hardy inequalities’ was being studied by many scientists in different
conditions is that this inequality have many application of mathematics Hardy
inequality and generalization takes important role of mathematics such as ordinary and
partial theory of differential equations, theory of operator, functional analysis, harmonic
analysis, boundary value problems, mathematical modelling. Besides, in the field of
physics, it finds opportunity to apply different field of science such as electrorheological
fluids of mathematical modelling’s behavior. Similarly, the applications of fractional
derivative and fractional integral emerges many science branch such as physics,
chemistry, electrodynamic, aero dynamical, mathematical modelling. In the first part,
fractional derivative and integrals which we will use in our dissertation will be
mentioned about general information. Latter, Hardy Type Inequalities which contains
fractional integral will be acquired by benefiting from all of that information’s.

Keywords: Hardy Inequality, k- Fractional Integral, Opial Inequality, Riemann
Liouville Fractional Integral.
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1. GIRIS

1.1 AMAC VE KAPSAM

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari ilk olarak Liouville tarafindan ortaya atilan
“tiirev ve integraller sadece tamsayilar icin mi vardir?” sorusuna aranan yanitla ortaya
cikmigtir. Kesirli tiirev tanimiyla ilk olarak Euler ilgilenmistir. Daha sonra sirasiyla
Leibniz, Lagrange, Abel, Liouville ve diger bircok matematik¢inin kesirli tiirev ve
integrallerin  genellestirmesine dayali calismalar1 sayesinde gelismeye devam
etmektedir. Kesirli tiirev ve integraller ile bunlarin genellestirmeleri fark denklemleri
gibi adi ve kismi diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin
varhginmi ve tekligini saptamakta énemli bir rol oynamaktadir. ilk bdliimde tezimizde
kullanacagimiz temel kavramlardan, kesirli tirev ve integraller ile ilgili genel
bilgilerden bahsedilecektir. ikinci boliimde Opial ve gesitli esitsizlikler yardimiyla k-
kesirli integraller iceren Hardy tipli esitsizlikler elde edilecektir. Son boliimde ise elde
ettigimiz sonuglardan bahsedilecektir. Bu tezdeki amacimiz, farkl tipte esitsizliklerden
yararlanarak kesirli integraller iceren Hardy tipli integral esitsizlikleri elde etmektir. Bu

yiizden, ilk olarak asagida Hardy esitsizligi ile ilgili olarak kisa bir bilgi sunalim.

Modern matematigin en bilinen esitsizliklerinden biri olan Hardy esitsizligi(stirekli ve
kesikli formu) [9], [26], 1906-1928 yillar1 arasinda gelistirilmeye baglanmistir.
Esitsizlige ismi verilen G.H. Hardy’ nin yam sira E. Landau, G. Polya, I. Schur, M.
Riesz gibi Onemli matematikg¢iler bu esitsizligin gelistirilmesi konusunda 6nemli
katkilar saglamiglardir. Hardy esitsizligi kesikli ve siirekli olmak iizere iki farkli sekilde
incelenmis, bu esitsizligin hangi kosullar altinda saglandig: arastirma konusu olmustur.

Esitsizligin kesikli formu: p>1ve {8}

., negatif olmayan gergel terimli bir dizi olsun,

bu durumda

o0 n p p 0

Z(lzakj S(Lj Sar (1.1)
a1\ N3 p-1) =



seklinde Hardy esitsizliginin kesikli formu verilmistir.

Esitsizligin strekli formu: p>1 ve f negatif olmayan (0, oo) aralig1 lzerinde p-
integrallenebilir fonksiyon ise f fonksiyonu her bir xe(0,00) igin (0,x)araliginda

integrallenebilir olmak tizere

i

seklinde stirekli Hardy esitsizligi verilmistir.

Dikkat:

(1)  Hardy esitsizliginin siirekli ve kesikli formunda ortaya ¢ikan (p/ (p—l))p sabiti

degismezdir. Yani, daha kii¢iik bir say1 icin siirekli ve kesikli formdaki

esitsizlige uygun olan dizi ve fonksiyonlar i¢in saglanmaz.

(i)  Esitsizligin kesikli formu ve esitsizligin zayif formu: Za,? <oo, a, >0 olmak
n=1

o0

0 n P
lizere Z(%Zakj <o Ve jfp(x)dx<oo, f(x)>0 olmak iizere
k1

0

o) X P
j(% [ f(t)dtJ dx <o seklindedir.
0

0

(ili)  Sirekli ve kesikli formlar ile birlikte (ii) ifadesinden kesikli Hardy operatorii

h ve siirekli Hardy operatori H, p>1ve p'=

olmak {izere sirasiyla “I

p-1 i
den 1,7 ye ve “L den L ", h({a,})= { Zak} %jf (tht seklinde
0
1
tanimlanir. Burada Ipve Lp sirastyla, |a||I =(Z| jp



€1, ::U|f(x]pdxjp<oo olacak sekilde sirasiyla a={a,} reel terimli
0

dizilerden ve (O, oo) araliginda Ol¢iilebilir f fonksiyonlarindan olusan Lebesque

uzaylaridir.

Esitsizligin siirekli formu klasik Hardy Esitsizligi olarak kabul edilir. Bu esitsizlik daha
sonra ¢ok genis bir sekilde arastirilmis, incelenmis ve daha genel esitsizliklerin elde
edilmesinde kullanilmistir. G. H. Hardy’ nin esitsizligin siirekli formunu 1925 yilinda
ispatlamis bundan ¢ok kisa bir siire sonra bu esitsizlik degistirilerek ilk agirlikli Hardy

Esitsizligi, p>1, e<p—1ve f negatif olmayan 6lgiilebilir fonksiyon olmak iizere,

I(%T f(t)dt]pxgdx < (LJP]: f?(x)x“dx (1.3)

5 p-e-1

seklinde verilmistir. Bu esitsizligin dual formu, p>1, &> p-1ve f negatif olmayan

Olciilebilir fonksiyon olmak iizere,

T(éf f(t)dt]prdxg(ﬁf_ pjpf 7 (x)x“dx (1.4)

0 0

seklindedir. Bu esitsizlik bir Onceki esitsizlikten kolayca elde edilebilir.
Hardy esitsizliginin gelisimindeki 6nemli ¢alismalar agirlik fonksiyonlarinin esitsizlik
icinde kullanilmasiyla elde edilmistir. Hangi 6zelliklere sahip agirlik fonksiyonlariyla
esitsizlik gerceklenir? sorusundan hareketle arastirmalar derinlestirilmis ve yeni

sonuglar elde edilmistir. Bunlardan bazilari asagida verelim:

1) N. Levinson, esitsizligi asagida belirtildigi gibi tanimlamustir [36]:

f > 0fonksiyonu [a,b]g[O,oo[ araligt lzerinde pozitif fonksiyon, p>1 ve

F(x) = j f (t)dt olsun. O halde,
0

HEOY g P ) T
! (Tj dxg(p—_J j f° ()t (15)



esitsizligi vardir.

2) W. T. Sulaiman, ise Hardy Esitsizliginin bir benzerini asagidaki sekilde ifade
etmistir [43]:

pj(F(X)j dx < (b—a PT(”X)J J‘(l—;) £2 (x)dx (16)

3) Son olarak, B. Sroysang, yukaridaki sonug¢larin en genel asagidaki sekilde
vermistir [42].

pj "0 gy < (b—a) j fig") dx—i(x;qa)p £ (x)dx. 17)

a

bu tezde amacimiz ilk olarak yukaridaki 1, 2 ve 3 Hardy tipindeki esitsizlikleri

genellestirmektir.

1.2 GENEL KAVRAMLAR

Bu tezde kullanacagimiz bazi temel kavramlar1 asagidaki sekilde verelim.

Tamm 1. f el [ab]. olsun. Riemann-Liouville integralleri JZ f ve JSf

mertebeleri >0 ile a>0 sirasiyla

39 £(x) = ﬁ [ty fodt, x>a (1.8)
ve
3¢ £ (%) =ﬁ [[t-x*t@dt x<b (1.9)

tanimlidir. Burada, T'(e) gama fonksiyonudurve J2 f(x)=J2 f(x) = f(X).

Diaz and Pariguan tarafindan tanimlanan k -gamma fonksiyon I',, k-beta fonksiyon
B, ve Pochhammer k-sembol (x),, yani klasik anlamda gama, beta ve Pochhammer
semboliiniin genellestirmesidir [30]. I, asagidaki formiil ile verilir.

k™ (nk)< ™
1 (x) = lim "Ry o, (1.10)
=0 (X)n,k



k

e " iistel fonksiyonunun Mellin Doniisiimii altinda k-gamma fonksiyonu agikca

asagidaki gibidir.

T () = j: et gt (1.11)
seklinde tanimlanmistir. Bu fonksiyona ait bazi 6zellikler
T, (x+k)=xT, (), [(x)=lim T, (x) ve I (x)=k* T()

seklinde elde edilmistir. Daha sonra, Mubeen and Habibullah tarafindan Riemann-

Liouville tipli k -kesirli integrali

“(x—t) T f(t)dt, @>0, x>0, k>0. (1.12)

J“"‘f(x)=krl(a)jo

seklinde tamimlamislardir [38]. Buna ek olarak, Romero ve arkadaslari tarafindan

asagidaki tanim verilmistir [39].

Tanmmm 2. « negatif olmayan reel say1 olsun. f | I':(O, oo) aralig1 lizerinde parcali
stirekli fonksiyon ve integrallenebilir, ayrica | :[0,00] alt araliginda smirl olsun. O

zaman, f fonksiyonunun « mertebeli k-Riemann Liouville kesirli integrali

L [x—t)f ot x>ak>0. (1.13)

M= h

seklindedir. k =1 i¢in yukaridaki integral, klasik anlamda Riemann-Liouville Kkesirli

integralini verir. Ayrica, f(X) =(x—a)“, fonksiyonu segilirse:

J&k(x—a)“ :M(x—a)’”%, x e|a,b] (1.14)
T (o + 1k +Kk)

bulunur. Son yillarda, k -gamma fonksiyonu, Kk -beta fonksiyonu ve k -kesirli integral

esitsizlikleri ile ilgili olarak verilen sonuglar kaynaklarimizda mevcuttur [30], [31],

[35], [38], [39], [41]. Son zamanlarda verilen bazi sonuglarla baglantili kesirli integral

esitsizlikleri igin incelenebilir [30]-[34].



Integraller igin Holder Esitsizligi: p>1, %+%=1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda

tanimli gergel fonksiyonlar |f|p ve |g|q , [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar

ise

fIf (x)g(x)|dxs(j| f (x)|pdepU|g(x)|qujq (1.15)

esitsizligi gecerlidir [10].

Reel Sayilarda Esitsizlik Ozellikleri: X, y,Z,te Rolmak iizere asagidaki oOzellikleri

saglar.
l. zeRvex<y=Xx+z<y+z
2. z2>0vex<y=xz<yz
3. z<0vex<y=xz>yz
4, X<yvez<t=x+z<y+t

Opial Esitsizligi: x fonksiyonu [O, h] aralig1 iizerinde mutlak siirekli fonksiyon ve
X(0) =x(h) =0olsun. O halde,

h h e

[Ixx ®at <7 [ @ dt (1.16)
0 0

dir.

Ispat. ilk olarak y(t) = JZ|X' (S)|ds ve z(t) = J:h|X' (S)|dS olarak tanimlayalim. Dolayisiyla

y'(t) =[x'(t) =—2'(t) ve [x(t)| < y(t), [x(t) <z(t), t[0,h]

olarak yazilir. Yukaridaki ifadelerden faydalanarak

; - : . 1 ,(h

j:|x(t)x (t)|dt£iy(t)y (t)dt:Ey (Ej (1.17)
ve

o forom-32()

olup (1.17) ve (1.18) ifadelerini taraf tarafa toplarsak

6



! X)X (B)dt < %[yZ(gj N ZZ(ED

elde edilir. Diger yandan, Cauchy- Schwarz esitsizliginden faydalanarak,

yz(gjz j|x'(t)|dt gi (x' @) d

ve

2

z{%jz .I|x'(t)|dt g_l- X'(t))’d

elde edilir. Dolayisiyla,

2

E|x'(t)|dt :gzx(t) Ydt ve |x (t)dt | =

2

2

(x'(t))dt

N| =

N | T —

elde edilir. Bu ifadelerden ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden yararlanarak,
" h' 2

[Ix®|x @[dt < 4 [Ix @ ot

0 0

ispat tamamlanir. Burada h/4 en iyi sabittir. Bununla beraber Opial esitsizliginin daha
basit hali Olech, Beesack, Levinson, Mallows ve Pederson tarafindan da ispatlanmistir
[24], [4], [37], [22], [23].

y fonksiyonu (a, b)arallgl tizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon , y(a)=0 olsun. O

halde

I|y(x)||y'(x)|dx£ (b_a)ﬂy'(x)‘ dx (1.19)

esitsizligi gecerlidir.

Opial esitsizligi ve genellestirmeleri, fark denklemleri gibi adi ve kismi diferansiyel

denklemlerin baslangi¢ sinir deger problemlerinin varlik ve tekliginde 6nemli rol oynar.



Son yirmi yildir literatiirdeki pek ¢ok calisma temel ispatlar1 ve cesitli genellestirmeleri
icin Opial Esitsizlikleri ile geniglemelerinden faydalanilmistir [1], [12], [13], [16], [17],
[20]-[22].

Beesack esitsizligi: y fonksiyonu [a, b] aralig1 tizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon,

b
y(a) =0(y(b) =0) ile r(t) pozitif-siirekli fonksiyon ve j% < oo sinirlt olmak tizere,

b b b 2
171

Dy (O)dt <= | ——=dt| r(t)|y'(t)| dt 1.20
Jlyoly @fde< [7 s et roly ) (1.20)
esitsizligi vardir.
Maroni Esitsizligi : y fonksiyonu [a, b] aralig1 izerinde mutlak stirekli bir fonksiyon ve

11 21\

y(@)=0(y(b)=0) ile p>1 ve E + a =1olmak tizere I(@j dt < oo sinirli olsun. O

halde,

b . 1(® p-1
waymmszu(aJ ]

dir.

2

U rly @)’ dtj (1.21)

ESREN]

Teorem 1.1. r,s, (a, b) aralig1 lizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar olsun.

b
R(x,b)= L r(x)dx olmak iizere, tiim f >0 fonksiyonlar1 igin

{j x)ﬁft)dt} ]Zs:RZS dxﬁs x) f(x) J (1.22)

Ispat. F(x) = fo (t)dt olsun. F(a)=0 ve F (x)= f(X) oldugu agiktir. Bu ifadeler bize

asagidaki esitligi verir.

J':r(X)(JX‘ f (t)dtjdx = .T r(x)F (x)dx.

Esitligin sag tarafinin integrali hesaplayalim. O halde,



j:r(x)U' f (t)dt}ix =—R(X,0)F(X)|° +]). R(x,b)F (x)dx.

olur ve buradan da, R(b,b) =0ve F(a) =0 varsayimlarimi kullanarak,

J-:r(X)[JX‘ f (t)dt}dx = j). R(x,b)F (x)dx

(RO b)\/s(_x E' (x)dx

s(x

m'—.

p =q=_2i¢in Holder Esitsizligini uygulayalim.

j:r(X)(If(t)dtJd U R*(xb) JTES(X)(F'(X))de];.

Boylece teorem ifadesine ulasilarak ispat tamamlandi. Teorem 1.1’ in ispatinda oldugu

N

gibi benzer olarak F(x) = J‘Xb f (t)dt secilerek Teorem 1.2’ yi ispatlayalim.

Teorem 1.2. r,s, (a, b) aralig1 tlzerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar olsun.

R(a, X) = J: r(x)dx olmak iizere, tiim f >0 fonksiyonlar i¢in

[ ronp] e

dir.
ispat. F(x)=[ f(t)dt olsun. F(b)=0 ve F'(x)="f(X) oldugu agikur. Bu ifadeler

bize asagidaki esitligi verir.

j:r(x)ﬁ f (t)dtde = i r(x)F (x)dx.

Esitligin sag tarafina kismi integrasyon uygularsak,
b " " :
L r()| [ f@®dt dx=R(@x)FX) [ +[R(@,x)F (x)dx

olur ve R(a,a)=0ve F(b)=0 varsayimlarini kullanirsak,



Lbr(x)U f (t)dt}ix = T R(a, X)F' (x)dx

olur. Elde ettigimiz ifadenin sag tarafin1 ,/s(X) ifadesi ile ¢arpip bolersek,

r(x)( [1 (t)dtJd j R(a X) m E' (x)dx

yazilir. Yukaridaki ifadeye, p=(q=2i¢in Holder Esitsizligini uygularsak,

[ r(x)( |1 (t)dtde<( [RtaXy Ri@.%), jzﬁs(x)(f i dx]z.
seklinde elde edilir.

Teorem 1.3. r fonksiyonu (a, b) aralig1 tlizerinde pozitif ve siirekli bir fonksiyon

oldugunu varsayalim. O halde, tiim f >0 fonksiyonlari i¢in

i r(x)ﬁ f (t)dt} dx<(b—a)sup,_.., Uj‘ r(x)dxﬁ( f (x))2dx (1.24)

dir.

Ispat. Teorem 1.1’ in kanitinda oldugu gibi ilerleyelim. Yani,

b X 2 b
j r(x)(j f(t)dtJ dx = j r(x)F2(x)dx.
integralinin sag tarafina kismi integrasyon uygularsak,

Tr(x)g f(t)dt] dx = —R(x,b)F2(x) [ +2T R(x,b)F (X)F (x)dx.

a

olur ve R(b,b) =0ve F(a)=0 varsayimlarini kullanarak,

Tr(x)(j f (t)dt} dx = 2]3 R(x,b)F(x)F (x)dx

a

b
<2sup,_,, R(x,b) j F(X)F (x)dx

10



esitsizligi elde edilir. Buradan da Opial esitsizligini uygulayahm ve F(a)=0

ifadesinden faydalanarak,

b

| r(X)U f (t)dtJ dx < (b—a)sup,_,., R(x,b).T(F'(x))zdx

a

= (b—a)SUp, .o R(X, b)U(f (x))de}

istenilen sonug elde edilir.

Teorem 1.4. r fonksiyonu (a,b) araligi iizerinde pozitif ve siirekli bir fonksiyon

oldugunu kabul edelim. O halde tiim f >0 fonksiyonlar1 i¢in

b

J' r(x)(j' f (t)dtJ dx<(b—a)sup,..., U‘ r(x)dxﬁ( f (x))%dx (1.25)

a

dir.
ispat. F(x)= [ f (t)dt olsun. O halde,

b b 2 b
| r(x)( [f (t)dtj dx= [ r(x)F*(x)dx.
Esitligin sag tarafina kismi integrasyon uygularsak,
b

Ir(x)F 2(x)dx =R(a,X)F2(x)|° +2_l|). R(a, X)F(X)F (x)dx

a

yazilir ve burada R(a,a)=0ve F(b)=0 oldugu kullanilirsa,
b

j r(x)F2(x)dx = 2? R(a, X)F (X)F' (X)dx

a

bulunur. Burada, F(b)=0 ve (1.19) ifadesinden faydalanarak,
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]).r(x)F 2(x)dx < 2sup,,_,., R(a, x)@i(F'(x))zdx

a

<(b-a)sup..., R(a, X)jl( f (x))” dx

=(b—a)supa<x<bﬁr<x)dij(f ()2

a

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 1. 5. 1,S (a, b) aralig1 iizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar olsun. O halde

tim f >0fonksiyonlar1 igin

b

I r(x)@ f (t)dtJ dx <sup,.,., R(x,b)@%]zs(x)( f (x))%dx (1.26)

a
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Onceki teoremlerde oldugu gibi kismi integrasyondan faydalanalim.

j'r(x)F 2(x)dx = Zj' R(x,b)F (X)F ' (x)dx

olup buradan da,
b b
2[R(X,b)F(X)F (x)dx < 250p,._,, ROX,b) [ F(X)F (x)dlx
yazilir. Beesack esitsizliginden yararlanirsak,
b b b
25D .. ROGD) | FOOF (X)X < 2509, RO D) = [ 0| SOO(F ()
a<x< ! a<x< 2 ! S(X) !

—SUp, R(x,b)i?t)dxis(x)(f (x)dx.

esitsizligi elde edilir.

Teorem 1.6. r,s (a, b) aralig1 iizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar olsun. O halde

tim f >0fonksiyonlar1 igin

12



ir(x)ﬁ f (t)dt] dx<sup,_, R(a, x)ﬁ%ﬁs(x)(f (x))%dx (1.27)

a
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Onceki teoremlerde oldugu gibi kismi integrasyondan faydalanalim.

a

b b
[rO)F?(9dx=2[ R(a, )F(x)F (x)dx
olup buradan da,
b . b
2 j R(a, X)F (X)F (x)dx < 2sup,_, ., R(a, X) j F(X)F (x)dx
bulunur. Beesack esitsizliginden yararlanirsak,

2sUp,.., R(a, X)IF(X)F (x)dx < 2sup,.., R(a,x) = Iﬂdx s(x)(f (x))*dx

=SUp,.,, R(a, X) j ﬁdx j s(x)( f (x))2dx.
esitsizligi elde edilir.

Teorem 1.7. r,s (a, b) aralig1 tizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar ve p>1 6yle ki

%-ﬁ-% =1 olsun. O halde tiim f >0 fonksiyonlar1 igin

2

j'r(x)@ f (t)dtJ dx<sup,_.., R(X, b)@(%x)j _ ]p( J' s(X)(f (x))“ dxj (1.28)

a
esitsizligi vardir.

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla

b

j r(x)U f (t)dtj dx =-R(x,0)F?(x) > +2j‘ R(x,b)F (X)F (x)dx

a

olup ve buradan da R(b,b) =0ve F(a)=0 varsayimlarmni kullanarak,

T r(x)ﬁ f (t)dtj dx = 2} R(x,b)F(X)F ' (x)dx

a X

13



b
<2sup,_., R(X,b) j F(X)F (x)dx

yazilir. F(a)=0 faydalanalim. Opial ispatinin farkli bir formunu veren Maroni

esitsizligi ile integraller icin Holder Esitsizliginden,

< Sup, ., R(D)] ?lx)dx( et ()0

<SUP R(X’b)ﬁ (%j | dXJ

ispat tamamlanir.

2
p

[ [seof o) deq.

Teorem 1.8. r fonksiyonu (a,b)araligi iizerinde pozitif bir fonksiyon ve p>1,

b
111 syie ki j[
P q .

p-1
dx < wifadesinin sinirh  oldugunu kabul edelim.
R(a,x)

Oyleyse tiim f >0 fonksiyonlar1 i¢in

2
b

Ir(x)@ f (t)dt] dx<sup,.., R(a, x)@(%} 7 dx] p @s(x)(f (x))* deq (1.29)

a

esitsizligi saglanir.

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla,

b

j r(x)ﬁ f (t)dt] dx=R(a, X)F*(x) |’ +2i R(a, X)F (X)F (x)dx

olup buradan da, R(a,a)=0 ve F(b)=0 ifadelerinden yararlanirsak,
b

_[ r(x)[j' f (t)dt] dx = 2]1 R(a, X)F(X)F (x)dx

2]1 R(a, X)F(X)F (x)dx < 2 sup R(a, x)i F(X)F (x)dx

yazilir. Elde ettigimiz esitsizlik ve F(b)=0 ifadesi ile Maroni Esitsizliginden
faydalanirsak,
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j r(x)( j f (t)dt] dx<= 25upa<x<b R(a, x)j dxj sO)(F'(x) ) d

a X

b b
<SP, ,R(@, %) [ s)AX[ s()( (x)F dx
yazabiliriz. Holder Esitsizliginden yararlanarak,

<Sup, .R(@X)] Ti)dx( [ECGICHROR

2

<sup,.,., R(a, x){ _[ (%) de US(X)(f(x))q deq

2

( [sOO(F (x)° dx}

o N

Tr(x)ﬁ f (t)dt] dx <sup,_.., R(a, x)[i(%) " J

a

seklinde elde edilir.
Teorem 1.9. 7 negatif olmayan bir reel say1 ve f >0 ve g>0 fonksiyonlart
X—a+n

[a, b]g[O, oo[ aralig1 iizerinde pozitif fonksiyonlar olsun. Eger W artmayan

fonksiyon ise, o halde tim p>1, a >0 i¢in asagidaki kesirli esitsizlik gegerlidir.

p rp-l[l—lj
jj dx < p

- T)paf, 1
[a(p—l)—erij [1—p+a) (1.30)

| b-ay “”( ﬁ;gb; b- a+f7)j - )”ﬂ ) Hfg(b a+f7)j (b_a)l+a<“>pﬂ.

R
Sy
«©« |® R

Ispat. Tk olarak

b M - g P (X) —(x )L f ()t — a)p (t— a)ppdt
g(x)

seklinde yazalim. Holder Esitsizligi yardimiyla,
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g(x)

O C— T
1

Jef(x)) I
—J dxgrp—w)!g (X)

p

x T((x P (t)(t-a) pldt]p[jx (O a)[1 p][ pljdt} p dx.

a

yazilir. Buradan hareketle,

j(ﬁj dxgrpta) j g‘p(x)i((x—t)“‘lfp(t)(t—a)pdt} [jx e a)pdtJ dx

= )jg p(x)j(x —tFfP(t)(t—a) pdtJ[J (x— a)} dx.

esitligi yazilir. Gerekli diizeltmeler yapilirsa,

9o rp_{l_lj i [=5)e 3 0
j( (X>j g ((-a) XI{X - a)pdt}f

99 ) pa)re 1(1-;+a) A

olur. Buradan da,

{1
< p

b X_a+njp(x—a) e t’><X[x Y f P () (t— a)p:dtJd
(@)l (1- p+a)3|:[ 9(x) I

X—a+n@
g(x)

faydalanirsak,

olur. fonksiyonunun artmayan olmasi ile integrasyon sirasinin degisiminden

Y
J:f(x)j dx< p
9(x) M(a)rP Q-+ S

QD — T

] (t ‘gjg”] -0 -a) *

¢ 1

x j (x—a) PPy dedt
t

bulunur. Sonug olarak,
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rp—l(l— 1}
P

j TP a1 1+a>(a(p 1) p+1j
P p

S(JI2f(x)
I( 9(x)

xi(t‘gjt“)“"j bt fP()t—a) * x((b Ay P (¢ a)“(p_l)_‘”pjdt.

yazilir. Buradan da integralleri ayirirsak,

p rp71 1_£
Ja F(%) P

o
9(3) (o) (- p+a)[a(p -p+ p]

D — T

X

(b—ay ™ "*pj(t‘g"’zg”j (b-t)* Frt-a)s - T(t "’zt;"J (b—t)™ f P (t)(t—a) ™" pﬂ}

a

bulunur. Son olarak,

rp-{l—lJ

Je f(x)j p
9(x) o= +a)(a(p )-p+ ]
p p

(b—a) ey g [( Esg(b a+77)jp(b a)pp]— l(fg(b a+n)J (b—a)ta- pﬂ

seklinde elde edilir.

D e T

X

Dikkat 1.9.1. Yukaridaki teoremde a =1 i¢in, Sroysang[42, Theorem 3.1] elde ederiz.

Sonu¢ 1.9.1.1. a>0ve O<np<a olmak iizere f fonksiyonu [a,b] aralig1 lizerinde

negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Tim p>1, « >0 i¢in asagidaki esitsizlik vardir.

l—‘p—l[l_l]
MJ dx < P
(x—a+n) (a(p—l)— p+ijl““(l—:)+aJ (1.31)

X (b _ a)a(p—l)%*p J;{ fp (b)(b _ a)l—p} . J;x ( fp (b)(b _ a)l—%—a(pl)p)].

D C— T
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Dikkat 1.9.2. Sonug ifadesinde « =1 i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir.
b X p
j(x-am)-PU f (t)dt) dx

( j [ (- a)l

(b-a) P
o V8
<| ——| | fP(t)dt.
7)o
Ustelik 0<7<a igin

T(Jg;(X))deST( J;f(x)de

‘(x—a+7n
dir. Bundan dolay1 Dikkat 9.2 de esitsizlik Levinson esitsizligini saglar.

Teorem 1.10. f >0, g>0 fonksiyonlar [a, b]g [0, oo[ araligl iizerinde pozitif
fonksiyonlar ve g fonksiyonu azalmayan olsun. O halde tim p>1, >0, o >0igin

asagidaki esitsizlik gegerlidir.

t(IE(x) 1 N FP0)) uf FP0) e
! 9%(x) dXS(040—Ot+1)F"’1(oz+1) [(b ? Jﬁ[@lq(b)] Ja[gq(b)(b a) ]] (1.32)

Ispat. 11k olarak,

00y b aF L o o)
,[ 9°%(x) :;[g (X)[lm(x t) f(t)dtJ

! S gf ((XX)” dxsig-q (x){u;f p(x»p(Jsl)lp} dx

seklinde yazalim. Buradan da Holder esitsizligini kullanirsak,

Q2E00° 4 < Pl (L Feupyige i PR
j e X < !g (x)[(ﬁi(x—t) f(t)dtJ(@_!(x—t) dtj ]dx

yazilir. Boylece asagidaki esitsizligi yazabiliriz.
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J(J PO 4y

> 9'(x)

g fonksiyonunun

faydalanirsak,

F(a)l“ (g +1) I g (X)U (x—t)“*fP (t)dtJ(x —a)" " dx.

azalmayanligindan ve integrasyon smirlarinin  degisiminden

1

j(J FOD® 4y
> 9'()

olup boylece,

F(a)Fp Y a+1)? ,[ g t)(b-ty"fe (t)dt't[ (x—2)*" D dx.

J.g’q(t)b t) TEP(t)x [(b 2) ™ _ (t—a)®" aﬂ}it

(35 FO)” 4y 1

- 9%(x) (ap a+ )" (a+1)7
yada

I(J FO)” 4

. 9°(%)

=

1 ] {(b_a)apaﬂj:[wj (f (©) ¢,
(040 a+)I" (a+1) g"(b) g“(b)

esitsizligi elde edilir.

Dikkat 1.10.1. Teoremde «a =1 igin, Sroysang[42, Theorem3.5] in ilk kismini elde

ederiz.

Dikkat 1.10.2. Teoremde o =1 ve g(X)=Xigin Sroysang[42], (1.7) esitsizligini elde

ederiz.

Dikkat 1.10.3. Teoremde a=1 ve g(X)=xve p=q i¢in Sulaiman[43], (1.6)

esitsizligi elde ederiz.

Teorem 1.11.

fonksiyonlar ve

f >0, g>0 fonksiyonlari [a, b]g[O, oo[ araligi {izerinde pozitif

g fonksiyonu azalmayan olsun. O halde tim 0< p<1, >0, >0

icin agagidaki esitsizlik gecerlidir.

g *(b)

FOLFO’y

> 9'(%)

|:( 1)ap a+l

[(a)

T(ap+1)I@2F P (@) - (b—a)® 3o f P (a)}

p-1
(p—« +1)F (a+]) (1.33)

Ispat. Agirlikli ters Holder Esitsizliginden faydalanalim. O halde,
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0 Sy <

1
(x—t)“dt} p} dx

J(\]gf(())(()))p Fp( )J‘gq(x){(‘[(x t)a_lfp(t)dth(

T )jg q(x)ﬁj(x t)"‘lf”(t)dtJ( 3e1)f } dx.

elde edilir. Buradan da,

AL S T T R
[ g 0" )@“ v (t)dtJdX'

olur. g fonksiyonunun azalmayanligi sayesinde ve integrasyon sinirlarinin degisimi ile,

PO T
1700 T (@ +1)I :

9 (b)(x—a)*P [JX. (x—t)**fP (t)dtjdx.

olup buradan da,

R
! 0 @ (a +1)Ig

ROCEE (t)(

T S —+

(x—a)y®? dxjdt

= F(a)F p-1 (0{ fl)(ap —a+ 1)! g - (b)(a - t)a‘l fP (t)[(t - a)flp—aﬂ _ (b _ a)ap—mlht.

elde edilir. Buradan,

I(J FO® 4y 1
00 T@ (ot D(ap—a+])

4 b2y a-h"1g0) f (0t~ [ (-0 g ") 1 POt -y* et

veya daha diizenli olarak,
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J(J FON” 4
> 9'(%)

g(b) (G WP () (h—a)Pal]afP
_Fpl(a+1)(ap—a+1){ T TP DI @ o) (a)}.

yazilir. Boylece ispat tamamlanir.
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2. KESIRLI INTEGRALLERI ICEREN HARDY TIPLI
ESITSIZLIKLER

2.1. OPIAL ESITSIZLIKLERI YARDIMIYLA KESIRLI INTEGRALLER
ICEREN YENI HARDY TIiPLI ESIiTSIiZLIKLER

Bu ¢alismadaki amaglarimizdan biri kesirli integraller i¢ceren bazi Opial tipli ve Holder

esitsizliklerden faydalanarak Hardy Tipli yeni esitsizlikler elde etmektir.
Kesirli integraller i¢cin Opial Esitsizliginden faydalanarak ilk teoremimizi verelim.

Teorem 2.1.1. f >0ve 1,5, (a, b) aralig1 tizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar

olsun. Bu durumda, R(x,b) = Lb r(u)du olmak tizere

1
2

[[r03z t(xydx < [ ['R2(x.b)/ s(x)dxjé( [NEERIOS s(x)dxj 2.1)

vardir.

Ispat. ilk olarak

37 £(x) = ﬁj:(x—t)‘” ()t

alalim. Dolayistyla tammdan J;. f(2)=0 ve

[ (=) £ )t

DI, f(x) = F(al—l)

(2.2)
=37 f(x)
oldugu acgiktir. Boylece kismi integrasyon yardimiyla

[ 03z £ (dx = ~R(x,b)3z ()|, + [ R(x,b)3: f (x)dx

yazilir. Buradan da, R(b,b)=0 ve J:. f(a) = Oifadeleri kullanilarak,
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(770032 1 (0dk= [ R(x b3 (X)ox

ROV o o)

elde edilir. O halde yukardaki esitligin sag tarafina, p=q=2 i¢in Holder Esitsizligi
uyguladigimizda,

1
2

[ r003: f(dx < ( ['R2(x.b)/ s(x)dxj;( [z 1007 s(x)dx)

esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.1.2. f>0 ve r,s (a, b) aralig1 tlizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar

olsun. O halde, R(a, x) = j: r(u)du olmak iizere

( [ro0a; | (x)olxj2 < ( [[R*(a x)/s(x)dxj( [ e S(><)0|><) 3

vardir.

Ispat. J; f(X) =1L [ (x—t)** f (t)dt olsun. R(a,a)=0 ve J; f(b) =0ifadelerinden

faydalanirsak,

D3¢ f(x) = _F(al—l) [ x=ty 2 Ft)dt =31 ()

olur. Kismi integrasyon yardimiyla,

j: r(x)J; f(x)dx=—R(a, x)J; f (x)‘:1 + I: R(a, x)J;* f(x)dx. 2.4

elde edilir. Buradan, p=q=2 i¢in Holder esitsizligini uygularsak,

[ r(032 £ (9dx= [ R(a,x) 3 (x)lx

= f: R(a, x)

32 f(x)dx.

)
5
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1
2

[r003; f (o< ( [R*(a,x)r s(x)dxf( [NEERIO s(x)dx) . (2.5)

olarak elde edilir. Buradan da esitsizlik (2.5) in her iki tarafinin karesini alirsak ispat

tamamlanmus olur.

Teorem 2.1.3. r, (a, b) aralig1 lizerinde pozitif ve siirekli fonksiyon olmak {izere

"rolae f ) dx < (b—a)sup R(x,b) [ [37 F ()P dx. (2.6)
J; [ a ] a<x<b J; a
vardir.

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla
[ reolaz f0Fdx=-R(xb)3z (9 +2[ R(xb)Iz F(x)32* f ()

elde edilir. R(b,b)=0ve J: f(a)=0 ifadelerinden faydalanarak,

jb r(o[s fOfdx=2 f’ R(x,b)3% ()3 f (x)dx.

elde edilir. Dolayisiyla, esitsizlik (1.19 ) uygulanirsa,

ZJ: R(x,0)J f(x)J:* f(x)dx < 2 sup R(x, b)@ I: 952 £ (x)F dx

a<x<b

< (b—a)sup R(x, b)_[: o o f (x)Fdx

a<x<b
esitsizligine ulagilir.

Teorem 2.1.4. f >0 ve r, (a, b) aralig1 tizerinde pozitif ve siirekli fonksiyon olmak

lizere, asagidaki esitsizlik vardir.

Lb r(x)[J o f (x)]2 dx<(b— a)iligb(j: r(x)dx)j: [J o f (x)]2 dx o
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Ispat. Kismi integrasyon yardimi ile R(a,a)=0 ve J: f(b)=0 ifadelerinden

faydalanarak,
j" r()[9: f () dx=—R(a,x)[3: f (x)]z\z 42 f’ R(a,x)J: f ()3 F (x)dx

Proofac £ oo Fdx) = 2 R(a,x)J: f ()3 (x)dx
< 2SUp, o R(@ X)[; I2 (X) 3.7 (x)dx
olur. Buradan da, esitsizlik (1.19)° dan,

[ reol: oo dx

< 2sup R(a, x)@jab [Jg:lf(x)]zdx

a<x<b

= (b—a)sup ( LX r(x)dxj j: 927 () Polx

a<x<b
elde edilir. Bu da istenilen sonugtur.

Teorem 2.1.5. f>0 ve r,s (a, b) aralig1 tlizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar

olsun. Bu durumda,

[ reolaz £eofdx< sup R(x, b)( f’%x)de [ st)faz £ (x)fax (2.8)

esitsizligi vardir.
Ispat. Basta kismi integrasyondan daha sonra da R(b,b):O ve Jo. f(a)=0

ifadelerinden faydalanalim. O halde,

_[: r(x)[J; f(x)fdx=-R(x b)[J; f (X)H: + 2.[: R(x,b)J2 ()32 (x)dx
Proofaz o0 Pax=2R(x,b)Jz f ()3 f(x)dx

< 2Sup,,,R(X,b)[2 32, ()2 f(x)dx
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bulunur. Buradan da, Beesack esitsizliginin sol terimi iizerinden kullanirsak,
2["R(x,b)Jz £ ()2 (x)dx

<2suprij f(x)J37f (x)dx

a<x<b

< 2sup R(x,b) j dxj [J;’;lf(x)]zdx

a<x<b

= sup R(x, b)U S(X)dx]j: S(X)[J:ff(x)]?dx

a<x<b

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.1.6. f>0ve r,s (a, b) aralig1 tizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar

olsun. Dolayisiyla,

a<x<b

I r(x)[J f(x)]zdx< sup R(a, X)U s(lx)d Jf:s(x)[ngf(x)]zdx (2.9)

dir.

Ispat. Yukaridaki teorem de kullandigimiz yontem ile R(a, a)= 0 wve
J. f(b) =0ifadeleri ve Beesack esitsizliginden faydalanarak asagidaki esitsizligi elde

ederiz:
[reol; T 0P ax=-RG@x; FOF[ +2[ Rla.x)3; £(03;f (x)ax
['roala; foFax=2[ Rla,x)3; F003:F (x)ax

<2sup R(a,X)[ 3z £ ()3 F ()b

a<x<b

Buradan da,
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j" r(0[3: f (0 fex

< 2sup R(a, x)% _[: %x) dx E s(x)[J o f (x) fox

a<x<b

= supU: r(x)dx) j: % dx E s(x)|J o f (x) fox

olarak bulunur.

Teorem 2.1.7. f>0ve r,s (a, b) aralig1 tizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar

olsun. Burada p >1 ve %+% =1 olmak iizere,

[ reolaz f(oFax < sup R(x,b)(j:( %X) ]Plde'z’(Es(x)[\];lf(x)]qu)g (2.10)

a<x<b

dir.

Ispat. Kismi integrasyon ile

[reolaz f0f ax=2[ R(x,b)Jz £ ()32 (x)dx

< 2sup R(x,b)EJ; f(x)J f(x)dx.

a<x<b

yazilir. Buradan da, Maroni esitsizligini uygularsak esitsizligin sag tarafi,

[Creolz teof dx
SziligbR(X’b)% I:(%x)j dx] U:s(x)[\];jf(x)]qu)q

= sup R(x,b)[ I: i)j pldx]pu: s(x)[J;;lf(x)]q dx)é.

a<x<b S(X

olur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 2.1.8. f >0 ve r,s (a, b) aralig1 tizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlar
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b p-1
olsun. Burada I( j dx <ocosmurl, p>1 ve %+% =1olmak iizere,

1
R(a, x)

jb r(x)J o f (x)Fdx < sup R(a, x)( Jj (%x)j ” dx]i ( Jj s(x)[J o f (x)F dx)5 , (2.11)

a a<x<b

esitsizligi vardir.

Ispat. Benzer yontem ile Maroni esitsizligini uygulayalim. Boylece,

f’ r(0[3e f () Fdx=2 jb R(a,x)3: ()3 (x)dx
< 2sup R(a, x)J.: 32 F(x); f (x)dx

a<x<b

bulunur. Buradan da,

[ roofs; feoFax
<z e 3 I | (Pl )

2

= sup R(a, x)[j: % pldx} (I:s(x)[ngf(x)]q dx).

a<x<b

olarak elde edilmis olur.

2.1. k-KESIRLI INTEGRALLER YARDIMIYLA HARDY TiPLi
ESITSIZLIKLER

Calismalarimiza dayanak olan sonuglardan s6z etmistik. W.T. Sulaiman, ve B. Sroysang
tarafindan verilen sonuglarin yani sira bizi motive eden diger bir ¢alisma da S.Wu ve
arkadaglar tarafindan verilen 6nemli sonuglardir [37], [36], [44]. Ciinkii bu sonuglar,
referanslarimizdaki bazi esitsizliklerin 6zel durumlar olarak bir ¢ikarim yapmamiza
olanak saglayacaktir. Ayrica, burada Amina tarafindan verilen bazi sonucglar1 da

genellestirecegiz [34].

Calismamizdaki bir diger amacimiz k- kesirli integraller yardimiyla yeni Hardy Tipli
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esitsizlikler kurmaktir. Bunun i¢in agsagidaki teoremimizi inceleyelim.

Teorem 2.2.1. 7 negatif olmayan reel say1 ve f>0,g>0 [a, b]g[O,oo) aralig

X— . .
tizerinde pozitif fonksiyonlar olsun. Eger artmayan ise o zaman tiim p>1, ve

(X)

% 1 i¢in k-kesirli integral esitsizligi gegerlidir.

o( 2K (x) )’ k%)
T ) % 212
j[ 9(x) ] X<rkpfl(a+k-%)(%(p_1)_p+%) (212)

~—

b

[(b i ’“J“{(E;(b—am) b- a)%} {(b)(b asnPb_a)i" ﬂ

Ispat. Ik olarak,

o[ IS0 g - Paerof L 4 o2
I(T@XJ =g (x)(L - -2 - jdt

seklinde yazabiliriz. Burada, sagdaki integral i¢in Holder Esitsizligi kullanilirsa,

J:J[J:;(;;X)] dx < —kl“kl(a) I: g_p(X)Uax (x—t)* fP@)t—a)* dtj(J;"k (x— a)_"ljp_ldx

elde ederiz. Buradan da,
[0 g k%)
2 g() KL, (@) o +k - &)

x[ j:((’é(‘x‘;‘)jp(x e [ [t e -a) dtj} dx

X—a+n@
g(x)

asagidaki esitsizligi yazabiliriz.

olur. Diger yandan, artmayan ve integrasyon sirasinin degistirilmesi ile
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o3240 k%)
(5" *“warey

x[j:((t _g?t) )J (-t £ (t)(t —a)p’)l(f (x—a)f(p‘wé‘pdxj dt].

Buradan da,

) rk=4)
) e e

p

a

x!j"[<t—ga(t+)’7)j b=t)7* £ °()t=a)" (b-af* 7 ~-afi o+t )dt]

olup, gerekli diizenleme yapilarak istenilen sonug elde edilir.

Dikkat. Teorem 2.2.1i¢in =1 ve k=1 alindiginda, [44, Theorem 3.1].¢ ulasilir.

Teorem 2.22. f >0 ve g>0 [a,b] =[0,00) aralig: iizerinde pozitif ve g azalmayan

fonksiyon olsun. Tim p>1, >0, % >1, olmak iizere

I:!J;*f(x)@" dx < 1

9°(®) LPMa+k)(e(p-1)+1)

dir.

Ispat. Soldaki ifadenin esitinden,

PR g oo

e (x—t)t f(t)dtJ dx

1
kT, (@)

[N g < fgeof(oz 12 00f 0z @) ] ox

g%(x)
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Buna gore,

JEHE(X) q (L P L i)
-[(g—())( <['g (X)l:( k(a)L(x—t) f(t)dtJ(krk(a) [[(x=1) dtj }dx.

elde edilir ve buradan da,

LMdX 1 J‘ g q(X) X — a)( )(E(X_t)‘;—lf ”(t)dt]dx

g%(x) KL, ()T (e + k)

yazilir. g fonksiyonunun azalmayanlifindan faydalanalim ve integrasyon sirasini

degistirirsek,

b (J;k f (X))p 1 g aq ot <(p1)
LWdX< KL, (a)Fp‘l(aJrk).[ O (t)b-t) dtL(X—a) dx

olup yukaridaki esitsizlikleri yeniden diizenleyerek, istenilen sonuca ulasiriz.

Dikkat. (i) Yukaridaki teoremde a =1 ve k=1 aldigimizda, [44, Theorem 3.5]
calismasindaki teoremin ilk kismin1 elde ederiz.

(i) Yukaridaki teoremde a=1, k=1 ve g(x): X secildiginde, Sroysang
esitsizligi elde edilir.

(iii) Yukaridaki teoremde a=1, k=1, g(x): X ve p=q secildiginde

Sulaiman esitsizligini elde ederiz.

Teorem223. f>0ve g>0 [ab] <[00)aralig iizerinde pozitif fonksiyonlar

olmak iizere g azalmayan fonksiyon olsun. 0< p<1, q>0, % >1 olmak iizere,

b!J“kf(x)! 97(b)

g0 T k)¢ (p-1)+1)
(-1)eve
I (0‘)

T (ap +K) I £ P (@) - (b-a) P ae 7 ()| (214)

X

dir.

Ispat. Agirlikli ters Holder Esitsizligi sayesinde,
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ﬁ%dx oG fgq(x)[(j( oot ) ([ (-0 ot de

1 ): _q(x){(j:(x_t)z_lfp(t)dt)é(\];’k(l))p‘l}dx

yazilir. Dolayisiyla, g fonksiyonunun azalmayanligi ile integraSyon sinirinin

degistirilmesiyle ve son olarak da asagidaki esitsizliklerin diizenlenmesi ile istenen

sonuca ulasiriz.

b (J2%f (%)) 1 b o P e
L( q (X)) dXZka(a)ka_l(a+k)'[ag (X)(x_a)( )(L(x—t) f (t)dtjdx.

g% (x)

[ Q1 09) dx > L ) [[g° (b)(x—a)ﬂp‘”( [[(x=t)f p(t)dtjdx.

9%(x) KL, (o) (e + K

Dikkat. Yukaridaki teoremde k=1 secildiginde [34] ¢alismasindaki sonuglarin bir

genellestirmesini elde ederiz.
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3. SONUCLAR VE ONERILER

Kesirli integral teorisi matematik ve miihendislik alanlarinda ciddi bir ¢calisma alanina
sahip bir konudur. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinden gelen integrallerin
davraniglar ile ilgili olarak ortaya ¢ikmis olan Opial ve Hardy esitsizlikleri son otuz
yildir 6nemli bir caligma alanina sahiptir. Bu tezde biz kesirli integrallerin bir
genellesmesi olan k-kesirli integral ile Opial ve Hardy esitsizliklerinin yeni bir yaklasim
ile ispat1 verilerek bu tezden iki 6nemli c¢alisma elde edilerek yayinlanma asamasina

getirilmistir.

Benzer diisiince ile yeni integral esitsizlikleri i¢in dnemli bir yardimer kaynak olarak

oldukga faydali bir ¢calisma olacagi kanaatindeyiz.
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