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OZET

DOKTORA TEZi

MATEMATIK OGRETMENi ADAYLARININ MATEMATIKSEL iSPATTA
ONCEDEN BELIRLENEN ANAHTAR FiKiRLERI YAZABILME SURECLERI

Aysun YESILYURT CETIN

2017, 279 sayfa

Bu arastirmanin amaci matematik Ogretmeni adaylarinin cebir alaninda
matematiksel ispat yaparken onceden belirlenen anahtar fikirleri yazabilme siire¢lerini
incelemektir. Nitel arastirma ydntemlerinden biitiinciil ¢oklu durum calismasinin
kullanildigr bu arastirma 2014-2015 egitim Ogretim yili bahar doéneminde, sesli
diistinme yontemine uygun belirli Olgiitlere bagli kalinarak ve goniilliliik esastyla
belirlenen 5 6gretmen adayr ile yiritiilmistir. Arastirmada nitel veri toplama
araglarindan goriisme, dokiiman inceleme ve uzman goriisiinden faydalanilmistir.
Dokiiman inceleme ve uzman gorisleri ile elde edilen veriler birbirleriyle
iliskilendirilerek eksik birakilan temel bilesenlerin anahtar fikirler yardimiyla
tamamlanmasina yonelik bir ispat tamamlama formu hazirlanmigtir. Goriismelerde sesli
diistinme yontemi ile desteklenmis yar1 yapilandirilmis miilakat teknigi kullanilmis ve
hazirlanan ispat tamamlama formu uygulanmistir.

Uygulama oncesinde 6gretmen adaylarin sesli diisiinme yontemini etkili bir
sekilde kullanabilmelerini saglamak amaciyla iki oturumdan olusan bir egitim
diizenlenmistir. Yapilan miilakatlar transkript edilerek elde edilen veriler sesli diisiinme
protokolleri seklinde derlenmistir. Arastirmada elde edilen veriler betimsel analiz
yapilarak arastirmaci tarafindan yorumlanmustir.

Bu aragtirmadan elde edilen bulgulara gore; anahtar fikirler Ogretmen
adaylarmin sezgisel olarak ispati anlamalarini, ispata yonelik olumlu bir tutum
gelistirmelerini, ispata baglamalarini, cebirsel islemlerini yapmalarini ve ispati
tamamlamalarin1 kolaylastirmaktadir. Ancak 6gretmen adaylarinin bir teoremin ispati
ile ilgili sahip olduklar1 kavramsal bilgi diizeyi anahtar fikirlerden faydalanma diizeyi
ile orantilidir. Bununla birlikte anahtar fikirler, kavramsal bilgi diizey1 yetersiz
ogretmen adaylarmin da daha derinlerdeki yanlis 6grenmelerini ya da bilgi eksikliklerini
ortaya ¢ikarma olanagi sunmaktadir. Dolayisiyla anahtar fikirlerle desteklenmis ispatlar
ancak biitiinciil bir yaklagimla ele alindiklarinda ve kavramsal bilgi ve matematiksel
notasyon bilgisi eksikliginin yasanmadigi durumlarda eksiksiz bir bi¢imde
tamamlanabilmektedirler.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel Ispat, Matematiksel Ispat Siireci, Sesli
Diisiinme Y6ntemi, Matematik Egitimi, Cebir Ogretimi, Matematik Ogretmeni Aday1




ABSTRACT

PHD THESIS

THE PROCESSES OF PRE-SERVICE MATHEMATICS TEACHERS' ABILITY
TO WRITE PRE-DETERMINED KEY IDEAS IN MATHEMATICAL PROOF

Aysun YESILYURT CETIN
2017, 279 pages

The aim of this study is to examine the processes of pre-service mathematics
teachers' ability to write pre-determined key ideas while performing mathematical proof
in the field of algebra. This study, in which the holistic multiple case studies design
which is one of the qualitative research methods was used, was carried out with 5 pre-
service teachers determined on a voluntary basis and by complying with the certain
criteria appropriate to the method of think-aloud during the spring semester of the 2014-
2015 academic year. In the study, interview, document review and expert opinion
among the qualitative data collection tools were used. The data obtained by document
review and expert opinions were associated with each other, and a proof completion
form was prepared for the completion of the missing basic components with the help of
key ideas. During the interviews, the semi-structured interview technique supported by
the think-aloud method was used, and the prepared proof completion form was applied.

A training consisting of two sessions was organized to ensure that pre-service
teachers could effectively use the think-aloud method before the application. The data
obtained by transcribing the interviews were compiled in the form of think-aloud
protocols. The data obtained in the study were interpreted by the researcher by
performing the descriptive analysis.

According to the results obtained from this study, key ideas make it easier for
pre-service teachers to intuitively comprehend the proof, to develop a positive attitude
towards the proof, to begin to prove, to perform algebraic operations and to complete
the proof. However, the level of conceptual knowledge that pre-service teachers have
about a proof of a theorem is proportional to the level of utilization from the key ideas.
On the other hand, key ideas enable to find out deeper mislearning or lack of knowledge
of pre-service teachers with the insufficient conceptual knowledge. Therefore, the
proofs supported with key ideas can be completed precisely only when they are dealt
with in a holistic approach and in cases where there is no lack of conceptual knowledge
and mathematical notation knowledge.

Keywords: Mathematical Proof, Mathematical Proof Process, The Think-Aloud
Method, Mathematics Education, Algebra Teaching, Pre-Service Mathematics Teacher
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BIiRINCi BOLUM

1. GIRIS

Matematik; sayilar, cebir ve geometrinin dayandigi kurallar1 anlamak, bu
sistemlerde yeni ve rutin olmayan yollar bulmak ve karsilasilabilecek ilging durumlari
aciklamak seklinde ifade edilebilir (Goldberg, 2002). Matematik, her asamasinda daha
onceki bilgilerin ve edinilmis becerilerin kullanimini gerektiren, bilgilerin sadece {ist
iste y1gildig1 degil ayn1 zamanda i¢ ige de gectigi bir bilim dalidir (Morali, Ugurel,
Tirniiklic ve Yesildere, 2006). Matematigi daha ilging hale getirmek iizere yeni
sistemler olusturulabilir ve bu sistemlerde ¢alisabilmek igin kurallar bile degistirilebilir.
Anlayan ve kesifler yapan ve yalmiz bir fonksiyonun diferensiyelini alabilenlerin
goremeyebilecegi yeni bir diisiince diinyasi vardir ve bu diinyaya girebilmek icin
soyutlama ve matematiksel ispat fikirlerini kullanmak gereklidir (Goldberg, 2002).
Matematigin; bir 6zelligi ya da nesneler arasindaki iliskiyi ortaya ¢ikarma cabasi ve
ortaya konan iligkiyi ispatlama silireci olmak lizere iki asamali yontemi vardir. Bir
iliskiyi bulma ya da sezinleme daha ¢ok yaratici imge, sezgi ve deneyim gerektiren
psikolojik bir olay iken; ispatlama, kural ve olgiitleri belli, ‘mantiksal akil yliriitme’
diyebilecegimiz bir akil yiirlitmedir. Dolayisiyla matematik; sayi, nokta, kiime
fonksiyon tiirlinden soyut nesnelere 6zgii ozellikleri ortaya ¢ikarma, belirleme ve

mantiksal olarak ispatlama stirecidir (Yildirim, 2015).

Matematikeiler kuskucu insanlardir ve matematik sorularina yanitlar bulmak i¢in
orneklendirme, deneme-yanilma ve tahmin gibi bircok yontem kullanirlar; ancak
ispatlanmadigi siirece bir cevabin dogru olduguna inanmazlar (Velleman, 1994/2008).
Bir kimyaci, simyacilarin ¢ocuk¢a cabalarina giiliip gecerken bir matematik¢i Antik
Yunan Geometrisini ve Hint Aritmetigini en az glinlimiizdeki arastirmalar kadar yararl
ve takdire sayan bulur (Cajori, 1893). Bir matematik¢i, herhangi bir problem durumuyla
karst karsiya kaldiginda 6zel durumlarn inceledikten sonra genellemelere varir,
varsayimlar yaparak bu varsayimlar1 ispatlama yoluna gider (Arslan ve Yildiz, 2010);
matematigin diger bilimlerden daha “gercek” bir bilim oldugu ve matematikte

ispatlanmis seylerin higbir zaman bosa gitmedigi gercegi ile gurur duyar (Cajori, 1893).



National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) raporuna gore;
matematiksel muhakeme ve ispat bir olay1 genis bir yelpazede ifade etme ve
gelistirmede giiclii beceri saglar. Model, yap1 ve diizenlilikler gercek diinyada ve
matematiksel durumlarda matematiksel muhakeme ve analitik diisiinceye sahip bireyler
i¢in tlizerinde diistinmeye degerdirler ve bu diizenin rastgele mi yoksa bir nedenden mi
olustugunu matematiksel varsayimlar yaparak arastirirlar. Bu sekilde matematiksel
argiimanlar1 ve ispatlar1 gelistirir ve degerlendirirler. Dolayisiyla hangi sinif seviyesinde
olursa olsun biitlin 6grenciler; olaylar1 kesfederek, sonuglar1 dogrulayarak ve biitiin
alanlarda matematiksel varsayimlart kullanarak matematigin anlam kazandiginm

gormelidirler.

Ilkokuldan {iniversitenin ilk yillarina kadar bir denklemi ¢6zmeyi, bir
fonksiyonun minimum degerini bulmay1r veya ne kadar bugday yetistirmemiz
gerektigini 6gretiriz. Bunlar tabi ki matematik ile yapabilecek seylerdir fakat matematik
bunlardan ibaret degildir (Goldberg, 2002). Bu baglamda; matematiksel bilginin dogal
ve tarihsel olusumu dikkate alinarak tasarlanmis bir miifredat; 6grencilerin ispat ile ilgili

olumlu tutumu gelistirmelerine imkan saglamaktadir (Almeida, 2003).

Matematik Ogretiminin en 6nemli hedeflerinden birisi neden, nigin sorularina
karsilik olarak mantiklt cevaplar elde etmenin, diger bir deyisle muhakemenin
gelisimini saglamaktir (Altiparmak ve Ozis, 2005). Ortadgretim programimda matematik
ogrenme aktif bir siire¢ olarak ele alinmis ve 6grencilere arastirma yapma, matematiksel
iligkileri kesfetme ve ispatlama, modelleme ve problem ¢6zme, ¢6ziim ve yaklasimlari
sinif ortaminda paylagsma ve tartisma olanaklarinin sunulmasi gerektigi belirtilmistir

(Milli Egitim Bakanligi [MEB], 2013).

Ileride matematik 6gretmeni olacak matematik 6gretmeni adaylarinin ispata
yonelik alg1 ve deneyimleri sonraki siiregte 6grencilerinin ispat yapabilme becerilerinde
de etkili olacaktir. Matematik 6gretmeni adaylarinin liniversite egitimleri gbz Oniine
alindiginda, iist diizeyde ispat yapma becerilerinin olmas1 gerektigi ortaya ¢cikmaktadir.
Dolayisiyla 6gretmen adaylar1 lisans 6grenim hayatlari siiresince verilen alan dersleri
sayesinde matematiksel ispat yapma konusunda donanimli olarak yetistirilmek
istenmektedir. Ozellikle birinci smifta yer alan Soyut Matematik I, II ve Analiz I, 11

derslerinde 6gretmen adaylar1 ispat yapabilme, ispat1 anlayabilme ve ispat yontemleri



hakkinda belirli bir bilgi diizeyine getirilmeye ¢alisilmaktadir (Giiler, 2013; Moral1 vd.,
2006).

1.1. Problem Durumu

Arastirmacilar; matematik 6gretmeni adaylarinin matematiksel bir ispatla ilk kez
kars1 karsiya geldiklerinde; ispata nasil ve nereden baglayacaklarini bilememe, ispatin
mantigin1 anlayamama ve ne tiir bir yontem ve kavramsal bilgi kullanacaklarina karar
verememe ve ispati sonlandiramama gibi sorunlarla karsilastiklarii belirtmislerdir
(Giiler, 2013; Moore, 1990; Moore, 1994; Polat ve Akgiin, 2016; Weber, 2001). Ispat
stirecinde tiniversite diizeyindeki 6grencilerin yasadig1 sorunlari; anlama, takdir etme ve
ispati olusturmada zorluklar, akil yiiritme adimlarini takip edememe, yar1 formal
diizeyde olup formallestirme yapamama, en basit ispatlarin bile 6grenci i¢in zorluk
olusturmasi seklinde siralamak miimkiin olacaktir. Ogrencilere bir ispat formal olarak
verildikten sonra ispata yonelik verilen bir probleme 6grencilerin biiyiik bir kismi az

once ispatladiklarina tamamen aykirt sonuglar bulabilmektedirler (Moral1 vd., 2006).

Ispat kavrami, dgrencilerin matematiksel diisiinme becerilerinin gelisiminde ve
matematiksel bilgilerinin olusumunda 6nemli bir role sahiptir (Dede ve Karakus, 2014).
Ancak Ogrenciler bir ispat olusturmada ne yapacaklarini bilmedikleri i¢in ¢ikmaza
girerler ve ¢ogunlukla basarisiz olurlar. Bu basarisizligin nedenlerini anlayabilmek igin
ogrencilerin ispatlar1 olusturma siireglerini incelemek gerekir (Weber, 2001). Hiyerarsik
bir yapiya sahip olmasi ve bazen ispat igerisinde ispatlar bulunmasi 6zelliginden dolay1
ogrenciler ispattan pek hoslanmazlarlar. Ogrencilerin bu hiyerarsik  yapiyi
kullanmaksizin ispat yapma girisimleri basarisiz olacaktir. Ogrencilere ispatlarin
yazildiklar1 sekliyle tasarlanmis olmadiklarmi anlatmak gerekir. Ogrenciler deneme
niteligindeki bir ispatin parcalarim1  swrasiz  bir sekilde yazma konusunda
cesaretlendirilmelidirler (Selden A. ve Selden J., 2007). Anahtar fikir ispatin 6nemli bir
pargasidir, iddianin dogrulugunu sezgisel olarak ifade eder ve ispata yon verir (Raman,
2002). Karmasik bir ispat anahtar fikirler yardimiyla pargalara ayrilarak hiyerarsik bir

diizen icinde tamamlanabilir.

Bu baglamda gorevi; Ogrencilerine matematiksel diisiinme becerisi ve

muhakeme yetisi kazandirmak olan matematik 6gretmeni adaylarinin matematiksel



ispatta Onceden belirlenen anahtar fikirleri yazabilme siireclerinin incelenmesi
gerekmektedir. Dolayisiyla bu arastirma sonucunda 6gretmen adaylarin bir ispati
tamamlama yolunda karsilastiklar1 giicliiklerin kaynagi daha net ortaya ¢ikacak ve ispat

yapma ile ilgili giicliiklerinin giderilmesi yoniinde fayda saglanabilecektir.

1.2. Problem Ciimlesi

Matematik Ogretmeni adaylarinin matematiksel ispatta Onceden belirlenen

anahtar fikirleri yazabilme siirecleri nasildir?

Calisma siirecinde arastirma probleminin ¢oziimii i¢in asagida belirlenen alt

problemlere de yanit aranmistir.

1.3. Alt Problemler

1. Matematiksel ispat siirecini olusturan temel bilesenler nelerdir?

2. Matematik Ogretmeni adaylarmin cebir konularinda matematiksel ispat
yaparken anahtar fikirleri kullanabilme durumlari nedir?

3. Matematik Ogretmeni adaylarmin cebir konularinda matematiksel ispat

yaparken temel bilesenleri tamamlama durumlari nasildir?

1.4. Arastirmanin Amaci ve Onemi

Bu aragtirmanin amaci; cebir alaninda matematik Ogretmeni adaylarinin
matematiksel ispat yaparken onceden belirlenen anahtar fikirleri yazabilme siire¢lerini
incelemektir. Bu arastirma ile Ogretmen adaylarinin matematiksel ispat yapma
stireclerinin temel bilesenler yardimiyla asamalandirilmasi ayrica temel bilesenler ve
anahtar fikirler yardimiyla ispat yaparken karsilastiklar1 problemlerin ve matematiksel
ispat hakkinda belirli bir diizeye getirilmelerine yardimci olacak bilgilerin ortaya

c¢ikarilmasi amaglanmaistir.

Matematik egitimindeki ©nemli ancak en ¢ok sorun yaratan Ogrenme
alanlarindan biri cebirdir (Akkus Ispir ve Palabiyik, 2011). Birgok yetiskin cebirin
ortaokul veya lise 6grencilerine daha uygun bir matematik alan1 oldugunu diisiinse de,

kiiciik ¢ocuklar bile sayilar ve islemlerle calisarak, oOriintiileri ve sayr kiimeleri



arasindaki bagimtilar inceleyerek cebirsel akil yiiriitmeyi kullanmaya tesvik edilebilirler
(NCTM, 2000).

[Ikogretim programimda 7. smif cebir dgrenme alaninda Pisagor teoreminin
ispat1  verilerek hacim baglantilarinin  gosterilmesinde matematiksel ispattan
faydalanilmis; 8. Sinif 6lgme 6grenme alaninda ise Pisagor bagmtisinin farkli ispatlar
ile ilgili arastirmalara yer verilmistir (MEB, 2009). Ortadgretim programinda ise 9.
Simif mantik 6grenme alani, ispat yontemleri alt 6grenme alaninda; 6grencilerin tanim,
aksiyom, teorem ve ispat kavramlarini agiklayarak bir teoremin hipotezini ve hiikmiinii
ifade edebilecek, matematiksel dogrulama siirecinde tiimevarimi ve tiimdengelimi etkin
olarak kullanabilecek ayrica ispat yontemlerini kullanarak basit ispatlar yapabilecek
diizeye gelebilmeleri amaglanmustir. Ogrencilerden; 10. Smifta trigonometrik doniigiim
ve ters dontisim formiillerini ispatlayabilmeleri beklenmektedir. 11. Smfta ise
logaritmik fonksiyonlarin bazi &zelliklerinin ispatlart ders igerisinde yapilandirilir
(MEB, 2011). Ayrica mantik O6grenme alanmin programa konulma amaci da
Ogrencilerin matematiksel ispat yontemleri, niceleyiciler, kosullu, birlesik, acik
onermeler ve baglaglar konularinda bilgi sahibi olmasimni saglamaktir. Bdylece
programin Ogrenciye kazandirmayr hedefledigi matematiksel diisiinebilme ve
matematiksel ispat yapabilme yeteneginin gelistirilmesi amaclanmaktadir (Giizel,

Karatas ve Cetinkaya; 2010).

Tanim, aksiyom, teorem ve ispat kavramlarini acgiklamasi, bir teoremin
hipotezini ve hilkmiinii belirtmesi ve ispat yontemlerini kullanarak basit ispatlar
yapmasi beklenen (MEB, 2013) 6grencileri yetistirecek matematik 6gretmenlerinin de
derslerini etkili bir sekilde yapilandirabilmeleri i¢in, bir teoremin hipotezini ve
hiikkmiinii belirtebilmeleri ve ispat yontemlerini kullanarak matematiksel ispatlar

yapabilmeleri beklenmektedir.

Ispat ve ispat yapma, matematikciler ve matematik Ofretmenleri tarafindan
onemli bir matematiksel etkinlik olarak goriiliir. Bu nedenle her {iniversite matematik
Ogrencisi matematiksel ispatlar1 anlamali ve yapabilmelidir (Bastiirk, 2010). Yapilan
caligmalar; ileride matematik 6gretmeni olacak 6gretmen adaylarinin; ispat yapmanin,
matematik ve matematik Ogretimi agisindan Onemini bilmedikleri ve {izerine

diisiinmediklerini gostermektedir. Ogretmen adaylarmin aldiklar1 egitim boyunca



yiizlerce teorem ve bunlarin ispatlarint 6grendikleri géz Oniine alinirsa, dgrenilen
bilgilerin belki de ezbere dayali edinildigi diisiiniilebilir (Moral1 vd., 2006). Bunun igin
de matematik O0gretmeni adaylarinin matematiksel ispat yapma yoniiyle donanimli

yetistirilmeleri gerekmektedir (Giiler ve Dikici, 2012).

Matematiksel ispat ile ilgili arastirmalar; matematiksel ispat yapma siirecini
inceleyen (Giiler, 2013; Ipek, 2010; Polat ve Akgiin, 2016; Sahin, 2016), dgretmen ve
Ogretmen adaylarinin goriislerini ortaya koyan (Doruk ve Giler, 2014; Gokkurt ve
Soylu, 2012; Giiler ve Dikici, 2011; Giiler, Ozdemir ve Dikici, 2012; Kayagil, 2012;
Morali vd., 2006; Turgut, Yenilmez ve Uygan, 2013; Ozdemir ve Kaplan, 2013;
Varghese, 2007; Varghese, 2009) ve 6grencilerin ispat yapmada yasadiklar1 giigliikleri
belirlemeye ¢alisan (Moore, 1990; Polat ve Akgiin, 2016; Selden A. ve Selden J., 2007;
Weber, 2001) arastirmalardir. Alanyazinda soyut cebiri 6grenme {izerine yapilan
caligmalar; ogretim yontemleri, 6grenme, anlama ve kavram gelisimi {izerine olmakla
birlikte (Hazzan, 1999), cebir alanindaki teoremleri ispatlama siire¢lerinde yasanan
gliclikkleri inceleyen sinirlt sayida ¢alisma (Giiler, 2013; Weber, 2001) bulunmaktadir.
Ancak cebir alaninda ispat yapma siirecini asama asama ele alarak derinlemesine

inceleyen bir ¢aligmaya rastlanamamustir.

Bu arastirmanin; matematik O6gretmeni adaylarinin cebir konularindaki ispat
yapma siireclerini temel bilesenler ve dolayisiyla anahtar fikirler yardimiyla asama
asama ve derinlik odakli incelemesi nedeniyle alanyazindaki boslugu dolduracag: ve

sonraki ¢aligmalara katki saglayacagi ongoriilmektedir.

1.5. Varsayimlar

1. Ogretmen adaylarinin arastirma siirecinde objektif ve samimi olduklar:
varsayilmistir.
2. Arastirma boyunca arastirmacit ve Ogretmen adaylari arasindaki iletisimin

Onyargisiz ve olumlu seyrettigi varsayilmistir.



1.6. Smmirhhiklar

1. Arastirma bir devlet iiniversitesinin egitim fakiiltesinde 6grenim goren 5
Ortadgretim Matematik 6gretmeni adayi ile cebir alaninda yapilmustir.

2. Bu aragtirmanin uygulama siiresi 2014-2015 egitim 6gretim yil1 ile sinirlidir.

3. Ogretmen adaylarmin ispat yapma siireclerinin incelendigi bu arastirma,
uygulamalarda sunulan teoremlerin ispatlar1 (dogrudan ispat yontemi ile

yapilan ispatlar) ile sinirlidir.

1.7. Tanimlar

Onerme: Dogru ve yanlistan biri ile nitelendirilebilen bir iddiadur.

Aksiyom: iIspatlanmasina gerek duyulmadan dogrulugu apacik kabul edilen

Oonermelerdir.
Teorem: Aksiyom olmayan ve ispat1 yapilabilen matematiksel ifadelerdir.
Hipotez: ispat1 bir nedene baglamak iizere olusturulan varsayimdir.
Hiikiim: Hipotezden yola ¢ikarak varilan yargidir.

Ispat: Bir ifadenin dogru veya yanlis oldugunu ikna edici bir dille ortaya koyan

arglimandir.

Matematiksel Ispat: Bir matematiksel ifadenin dogrulugunu, Onermeler

yardimiyla ve birtakim mantiksal adimlar takip ederek gdstermektir.

Anahtar Fikir: Bu arastirmada anahtar fikir; ‘ispatin hiyerarsik yapisini

olusturan ve tamamlanmasina iliskin bir his veren parcasi’ olarak kullanilmistir.

Sesli Diisiinme: Bu arastirmada sesli diisiinme, Ogrencilerin ispat yapma

esnasindaki zihinsel siireglerini s6zl1ii olarak ifade etme eylemi olarak ele alinmistir.



IKiNCi BOLUM

2. KURAMSAL CERCEVE ve ILGILI ARASTIRMALAR

Bu boliimde; arastirmanin kuramsal ¢ergevesine ve matematiksel ispat iizerine

yapilmig arastirmalara yer verilmistir.

2.1. Arastirmanin Kuramsal Cercevesi

Bu aragtirmanin kuramsal ¢ercevesi yorumlamaci paradigma temelli
olusturulmustur. Temelleri Alman filozofu Immanuel Kant’in ¢aligmalarina dayanan
yorumlamaci paradigma; insan diisiincelerini, davraniglarini ve iliskilerini belirli bir
baglamda ya da daha genis bir Kkiltir i¢inde anlamayr amacglamaktadir.
Yorumlamaciliga yakin olan ontolojik inang, gergegin sosyal ortamda olustugu,
karmagik oldugu ve siirekli degistigi bir diinya goriisiinii savunur. Dolayisiyla insanlarin
bazi nesneleri, olaylari, davranislari, algilart vb. nasil yorumladiklart ve
anlamlandirdiklarin1 bilmek 6nemlidir. Yapilandirilmig gergeklerin yalnizca bireylerin
aklinda degil, bireysel algilarin dil ve daha genis bir toplumun diisiinceleri ile karsilikl
aligveris i¢inde oldugu sosyal yapilarin i¢inde de var oldugu kabul edilir. Bu nedenle
ayni sosyal grubun birden fazla iiyesinin bazi olgular hakkindaki algilaria ulasarak, o
grup icindeki diislincenin ve davranisin kiltlirel Oriintiisii hakkinda fikir sahibi
olunabilir (Glesne, 2011/2012). Arastirmaya katilan 5 matematik 6gretmeni adayinin
ispat yapabilme siiregleri incelenerek genel olarak matematik 6gretmeni adaylarinin
ispat yapabilme siirecleri hakkinda fikir sahibi olunabilecegi diislinlilmiistiir. Tim
bunlar goz oniline alindiginda bu arastirmada; soyut cebir ve sayilar teorisi ile lineer
cebir derslerini almis, belli bir cebir altyapisina sahip matematik 6gretmeni adaylarinin
ispat yapabilme siiregleri ve verilen bir teoremin ispatini anahtar fikirlerden yola ¢ikarak

nasil anlamlandirdiklart ve yorumladiklari belirlenmeye ¢alisilmistir.



2.1.1. Matematiksel ispatin Tarihgesi

Ispat, uzun bir tarihsel ve egitimsel gelisimin iiriiniidiir. Tipki insanligin
boylesine yiiksek bir seviyeye ulasmasi uzun zaman aldigir gibi matematik diinyasina
giren her bireyin bir biiylime siireci gegirmesi gerekir. Boyle bir silire¢ temellerle
baslamalidir ve ispatlarin iizerine bina edildigi temel soru "neden?" sorusudur ki bu
dogal olarak yalniz matematige 6zgli degildir; biitiin fikirlerin baslangi¢c noktasini
olusturur (Hanna ve Jahnke, 1976). Tarihte kaydedilen ilk matematiksel ispat
Babilliler’e aittir. Babillilerin (Cinlilerle birlikte) Pisagor’dan daha once Pisagor
teoreminin farkinda olduklar1 goriilmektedir. Babililere ait Pisagor teoreminin dogru
oldugunu gosteren belirli diyagramlar ve tabletlere ulasilmigtir. Ancak Pisagor’un
matematigin yapisina, kesinligin 6nemine ve formal ispatin dogasina iliskin sahip
oldugu anlayisa erisemedikleri belirtilmektedir (Krantz, 2011). Antik Yunan Oncesi
matematik; pratik yasam ihtiyaclarina doniik, deneme yanilma yontemine bagli, empirik
bilgi diizeyinde bir ugrasgti. Mantiksal ispata ancak Antik Yunan doneminde
erisilebilmistir (Yildirim, 2015). Erken ¢aglardaki uygulamali ve deneysel matematiksel
bilginin Antik Yunan’daki sistematik tlimdengelimli matematige doniismesiyle ispat,

modern matematikte merkezi bir konum elde etmistir (Lee, 2002).

Bir tiir gézlem olan 6lgmeye basvurarak degil de mantiksal ¢ikarim yontemiyle
ortaya konan ispat yontemini ilk deneyen diisiiniir Thales’tir. Thales’ten sonra gelen
Pythagoras ve Eudoxus ise ispat yontemine sistematik bir kimlik kazandirmiglardir.
Pythagoras kendi adiyla tinlii teoremi ortaya koyarak, ispat yontemine kazandirdig: giig
ve saygmlik yaninda biiylik aciklik getirmistir. Matematigin ilk biliyiilk bunalimi

diyebilecegimiz V2 sayisinin bulunusunu mistik Ogretilerine ters diistiigii i¢in gizli

tutmaya cahisan Pythagorasgilarm bu durumuna Eudoxus v/2 nin bir rasyonel say

olamayacagina iligkin yaptig1 ispatla son vermistir (Yildirim, 2015).

17. ve 18. Yiizyillarda analiz ve cebirde teoremlerin bir kural olarak ifade
edilmemesi geregi ve "istisnai durumlar"inin olabilecegi kabul edilmistir. Bununla
birlikte geometri kiigiik farkliliklarla Antik Yunanlilardan kalmis ve kesin ispat kavrami
“biitlin dogrulamalar dogrulugu kabul edilen az sayidaki aksiyomlara indirgenebilir”
seklinde ifade edilmistir. Bu durum, Oklidci temsil tarzinin analiz ve cebirde de gegerli

oldugu 19. yiizyila kadar 6nemli 6l¢lide degismemistir (Hanna ve Jahnke, 1993). 18.
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Yiizyil ile 19. ylizyilin baglarinda, Avrupa matematigi bulussal ispata dayali bir gelenegi
izlemistir ve ancak 19. yiizyilda Abel, Bolzano, Cauchy, Lagrange ve Weierstrass gibi
elestirel diisiinmenin ©6nde gelen matematikgileri tarafindan bugilinkii anlamda
timdengelimsel ispatin temelleri atilmistir (Kline, 1980 den akt. Almeida, 2003). Antik
Yunan’dan giiniimiize kadar gelen ispata yonelik tartisma bigimi; felsefe, politika ve
ahlak konularinda oldugu gibi matematikte de kendini gosterir iistelik matematiksel
ispat diger alanlarda asla erisilemeyen mantiksal kesinlige sahiptir (Yildirim, 2015).
Matematik felsefesinin; matematiksel mantik ve matematigin temellerine yonelmesi ve
Ikinci Diinya Savasi'ndan sonra ortaya cikan Kuralci tutum; giiniimiizde uygulamali
matematik caligmalarinin  ilgi odagi olmasmin yolunu agmistir. Bu durum,;
arastirmacilarin karsilikli etkilesim ortaminda ispatlar ve aksini ispatlamalar ile 6rnekler
ve karst Ornekler arasinda ispatlarin mantiksal yonlerini daha net goérmelerine yol

acmistir (Hanna ve Jahnke, 1993).

2.1.2. Matematiksel ispatin Anlamlar1 ve Onemi

Hersch’e (1993) gore ispatlamak kelimesi test etmek, denemek, olaylarin gergek
durumunu belirlemek anlamlarina gelen ve inceleme (probe), test etme (probation),
ihtimal (probable), dogruluk (probity) ile ayni1 koke sahip Latince “probare”
kelimesinden tiiremistir. Matematikte ispat; biri yaygin kullanimda digeri matematiksel
mantik ve matematik felsefesinde &zellesmis olmak iizere iki anlama sahiptir. Ispat
kavrami yaygin kullanimda; uzmanlari ikna eden bir arglimanken matematiksel
mantikta; analiz kurallarina gore uygun olarak ifade edilmis olan diizgiin ciimlelerin bir
siralamasidir. Bir ifade matematiksel olarak dogrulandiginda, yeryiiziinde baska bir
bilim adaminin bu ifadenin yanlis oldugunu ispatlama sansi yoktur (Derek, 2011). Bir
matematik¢i bir varsayimm dogrulugundan ziyade bunun nedenlerini bilmek ister
(Hersh, 1993) ve herhangi bir sekilde algiladigr bir iliskiyi ilging bulursa, onu
aciklamay1 degil, mantiksal kesinlige kavusturmay1 amaclar. Diger bir deyisle, ispatin
amac1 teoremdir, ispatin Onciillerini olusturan aksiyom ya da postulatlarin dogrulanmasi
degildir (Yidirim, 2015). Aksiyomlar, ispatlanmasina gerek duyulmadan dogrulugu
apacik kabul edilen 6nermeler; postulatlar ise aksiyomlardan farkli olarak dogrulugu

kesin olmayan ancak dogru olarak kabul edilen 6nermelerdir.
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Ispatlar yapbozlara cok benzerdir. Yapbozlarin nasil halledilmesi gerektigi
tizerine bir kural yoktur. Ancak tiim pargalar birbirine gegmeli ve sonugta ortaya ¢ikan
sekil dogru olmalidir. Aynisi ispatlar i¢in de gegerlidir. Yapbozlarin nasil halledilmesi
gerektigi lizerine higbir kural olmamakla beraber, bazi yontemler ¢ézlime ulasmak igin
daha elverislidir. Ornegin; bir yapbozu rastgele pargalar1 bosluklara yerlestirerek degil
belirli bir yol izleyerek ¢6zebilirsiniz. Bazen pargalari yanlis yerlere yerlestirmeye
calisir, uymadiklarinin farkina varir ve higbir ilerleme kaydetmediginizi diisiiniirsiiniiz.
Sonra birden iki parganin nasil birlestigini goriirsiiniiz. Yapbozun pargalari dogru
yerlerini buldukga sekil ortaya ¢ikmaya baglar. Birlestirdiginiz mavi parganin bir gol
veya bir gokyiizii pargasi oldugunun farkina varirsimiz ve ancak Yyapboz
tamamlandiginda tam sekli gorebilirsiniz. Benzer seyler, bir ispatin olusturulmas: siireci
icin de soOylenebilir. Bir yapbozu tamamladigimizda hemen bozmaz ve hayranlikla
seyrederiz. Aymi seyi pargalarin nasil Dbirlestigini anladiktan ve her seyin

tamamlanmasindan sonra bir ispat i¢in de yapmaliyiz (Velleman, 1994/2008).

Matematiksel ispat, matematiksel bir ifadenin neden dogru oldugunun mantiksal
bir agiklamasidir (Altiparmak ve Ozis, 2005) ve en iyi ispat; yalnizca dogrulugu degil
ayni zamanda neden dogru oldugu da gosterilerek teoremin ispatlanma gerekgelerini

anlamamiza yardim edendir (Hanna, 2000).

Matematiksel ispat; matematiksel bir ifadeyi destekleyen bir veya birkag
ornekten ¢ok daha fazlasidir (Derek, 2011). Bir matematiksel ispat, bir ifadenin
dogrulugunun, 6nceden bilinen bir veya daha fazla 6nermeyle iliskilendirilip mantiksal
bir takim ¢ikarimlar yardimiyla gosterilmesidir (Dede ve Karakus, 2014) ve Onceki
sOylenilenlerle irtibatli olmak ve geliskili olmamak {izere bir sonucu dogrulamak, bir

sonucu kesfetmek ve sonuglar timdengelimsel sisteme uyumlu kilmak icin kullanilir
(Almeida, 2003).

Matematiksel ispat matematigin merkezinde yer alir ve bir dogrulama yontemi
olarak kullandig1 sistematikten dolay1 bu disiplin diger ¢alisma alanlar1 arasinda 6zgiin
bir yere sahiptir ayrica pek ¢ok Ogrenci i¢in zorluklarin merkezinde olmasi sebebiyle
matematik egitiminde ayricalikli bir konu olarak goriiliir (Arsac, 2007). Ispat
matematikte merkezi bir kavramdir. Bu; iki sebepten 6nemlidir: Birincisi, ispat kesin

hipotezlere dayanir ve belirli sonuglar birbirini takip eder. ikincisi, bu sekilde elde
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edilen mantiksal sonuglar matematiksel teorilerin kurulmasinda kullanilabilirler (Tall,
1995).

Goldberg’e (2002) gore matematikte ispatin 6nemi su sekilde 6zetlenebilir:

*Bir varsayimin dogru oldugundan emin olmanin tek yolu, gecerli bir

matematiksel ispatinin gosterilmesidir.

*[spatlar, kavramay1 yani derinlemesine anlamay1 saglar. Gegerli bir ispat
yapabilmek problemin dogru anlasildigini gosterir. Ancak daha da onemlisi bir
varsayimin ispatlanmasi bazen problemdeki teorinin daha derinlemesine anlasilmasini
gerektirir. Ispat yapmaya ¢alisan bir matematikci, sonug basarisizlikla bitse dahi ¢ok

fazla bilgi ve anlayis kazanabilir.

2.1.3. Matematiksel Ispat Yontemleri

Teoremlerin ispat1 i¢in genel olarak iki ispat yontemi kullanilmaktadir. Bunlar
timevarim metodu ve tiimdengelim metodudur. Timdengelim metodu kullanilarak
teoremler ya dogrudan ya da dolayli olarak ispatlanir (Akkas, Hacisalihoglu, Ozel ve
Sabuncuoglu, 1988).

Matematiksel ispat yontemleri;

v Dogruluk tablosu ile ispat yontemi

Dogrudan ispat yontemi

v

v Dolayli ispat yontemi
v Olmayana ergi yontemi
v

Tiimevarim yontemi

olmak ftizere temelde bes tane olmasina ragmen baska yontemler de birer ispat
yontemi olarak kullanilabilmektedir (Akkas vd., 1988; Irmak, 2008; Cevik, 2010). Bu

bilgiler 15181nda ispat yontemlerini agagidaki gibi siniflandirmak miimkiindir:
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Celigki ile
ispat
Dogrudan —p y
i ) Ispat N
Tumdengelim Olmayana Ergi
; Yontemi ile ispat
Rk | Dolayli ispat -
Yontemleri O yitisp
) Timevarim Deneme
Yontemi Yoluyla ispat
- -
Aksine Ornek
Vererek ispat

Sekil 2.1. Matematiksel ispat yontemleri

Tiimevarim Yontemi ile Ispat: NCN,, (ya da N € Z,,) kiimesi iizerinde tanimlanmis
bir p(n) agik 6nermesi igin;
i. n=miginp(m) =1

ii. n=kigcinp(k) =1

iken p(k + 1) = 1 oluyorsa her n € N,, i¢in p(n) = 1 dir (Irmak, 2008).

Omegin; “Her n=>1 i¢in p(n):1+2+3+-+n= @” onermesini
ispatlayalim.
i. n=1icin1 =22 gir,

k.(k+1)

ii.n=kigin1l+2+3+--+k= oldugunu kabul edelim.

(k1) (k+2)

n=k+1 igin 1+2+3+---+k+(k+1)—f oldugunu
gostermeliyiz. 1+ 2 + 3 + -+ k + (k + 1) ifadesinde;
14243+ +Fk= 0D esitligi yerine yazilirsa;
k.(k+1 k?+k+ 2k +2
BO+D
2 2
2
L o EUEP oldugundan 142434+ k4 (k1) = D
olur. Dolayisiyla; p(n) = 1dir. Yani; 1 +2+3+--+n= 20 G,
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Dogrudan Ispat: p = g biciminde ifade edilen bir teoremin ispatinda p
onermesinin dogrulugundan hareketle ve dogrulugu 6nceden bilinen veya daha dnce
dogrulugu gosterilen onermeler yardimiyla sonucun dogrulugunu gostermek dogrudan

ispat yontemidir (Akkas vd., 1988; Cevik, 2010).

Omegin; m ve n ¢ift tamsayilar olsun. O zaman m + n bir ¢ift tamsayidir.

Onermesini ispatlayalim.

m ve n keyfi olarak segilmis ¢ift tamsayilar olsun. m = 2a ve n = 2b olacak
sekilde a ve b tamsayilari vardir. O halde m + n = 2a + 2b = 2(a + b) elde edilir.
Burada a + b bir tamsay1 oldugundan 2(a + b) bir ¢ift tamsayidir.

Yani p(m): m bir ¢ift sayi ve p(n): n bir ¢ift tamsay: olsun. O halde
v m,n € Nicin [p(m) A p(n)] = p(m + n) olur.

Dogruluk Tablosu ile Ispat: ileri siiriilen bir bilesik énermeye ait hipotez ile
hiikiim arasindaki gerektirmenin bir totoloji yahut celiski oldugunu gdstermek icin

bildigimiz dogruluk tablosunun kullanilmasidir (Irmak, 2008).

Celiski ile Ispat: Teoremin kendisi yerine hipotezini ve hiikmiiniin degilini
dogru varsayip bunun bir c¢eliski oldugunun gosterildigi ispat yontemidir. Yani bu
yontemde, p = q yu ispatlamak i¢in p = q = (p Aq')" denkliginden yararlanilir ve
(p A q") = 0 oldugu gosterilir (Irmak, 2008).

Ornegin, x € R olmak iizere, 2x + 3 = 5 ise x + 1 # 3 6nermesini ispatlayalim.

X €ERolsun. p: 2x +3 =5ve q: x + 1 # 3 dnermelerinden; p = q = (p A q’)’

iken (p A @) = 0 oldugunu goéstermeliyiz.

PAG =[(2x+3=5)A(x+1=3)] oOnermesinin bir ¢eliski oldugunu

gostermeliyiz.

(preq)=[2x+3=5)Ax+1=3)] > x=1A x=2)
olup bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla (p ve ¢") = 0 yani (p ve @)’ = 1. O halde

p = q = 1dir.

Olmayana Ergi ile ispat: p = q seklindeki bir teoremi ispatlamak igin;
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(p=q) = (¢ >p’) denkliginden faydalanilan ispat yontemidir (Irmak,
2008). ispatlanacak ifadenin tersinin dogru oldugu kabul edilerek ispata baslanan ve
sonunda bu kabuliin yanlis olduguna karar verilerek sonlandirilan (Cevik, 2010) bu
ispat yontemine karsit ters (karsit pozitif) yontemi adi da verilir (Asar, Arikan ve

Arikan, 2009).

Ornegin; m ve n birer tamsay1 olmak iizere; mn carpimi tek say1 ise m nin tek

say1 oldugunu gosterelim.

m sayisiin ¢ift sayr oldugunu kabul edelim. Bu durumda herhangi bir k
tamsayisi i¢in m = 2k olup, mn = 2kn olur. Dolayisiyla; mn nin bir ¢ift say1 oldugu
durumu elde edilir. Bu ise dnermedeki ‘mn carpimi tek sayi’ ifadesi ile celisir. Bu

nedenle m tek sayidir.

Deneme Yoluyla ispat: Bu yéntem sonlu sayida kiimeler iizerinde tanimlanmus
onermeler icin kullanilabilecek bir yontemdir. Ilgili kiimenin biitiin elemanlari o dnerme

icin tek tek denenir (Irmak, 2008).

Aksine Ornek Vererek Ispat: (p = q)' = (p A q') denkliginden faydalanilarak
(p A q") = 1 olacak sekilde yani; verilen bir bilesik 6nermenin hipotezini dogru kabul
ederek hiikmiiyle celigkili bir sonuca varmamiza yarayacak en az bir drnek bulma

yontemidir (Akkas vd., 1988; Irmak, 2008).

2.1.4. Matematiksel ispatin Fonksiyonlar1 ve Simiflandirilmasi

Fizik, Kimya, Biyoloji gibi uygulamali bilim dallarinda kiyaslama, kontrollii
tekrarlanabilir deneydir. Matematik ise oldukga farklidir. Matematikte bir sonug elde
etmeye calismadan 6nce tanimlar, aksiyomlar olusturulur ve belirli bir hazirlik ¢alismasi
yapilir. Daha sonra ifadelerin kesin ve zarif formiilleri verilir ve ispatlanir. Matematikte
ispat1 yapilmamis bir iddia hicbir sey ifade etmez, gecerli sayilmaz ve higbir yerde
kullanilmaz. Ispat, bir iddianin son testidir yani bir iddia ispatlandiginda tartisma sona

ermis olur (Krantz, 2011).

Ispatlarin baz1 islevleri yani fonksiyonlar1 vardir. Sirasi énemli olmaksizin

ispatin fonksiyonlar1 sunlardir (Bell, 1976; de Villiers, 1999; Hanna ve Jahnke, 1976):

» Dogrulama (Verification)
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» Aciklama (Explanation)

» Sistematiklestirme (Systematisation)
» Kesif (Discovery)

> lliskilendirme (Communication)

> Insa Etme (Construction)

» Arastirma (Exploration)

» Birlestirme (Incorporatin)

> Entelektiiel sorgulama (intellectual challenge)

Dogrulama: Uygulamali bilimler bir iddiay1 kontrol etmek ve dogrulamak icin
laboratuar deneyleri veya birtakim testlerden faydalanirlar (Krantz, 2011). Oysa
matematikg¢iler bilinmeyen ve yeni bir iddianin gecerliligini arastirirken yalnizca
ispatlar1 arastirmakla kalmaz ayn1 zamanda yar1 deneysel testler yoluyla karsi 6rnekler
olusturmaya calisirlar ¢iinkii bu tiir testler gizli ¢eligkileri, hatalar1 veya aciklanmamis
varsayimlari ortaya ¢ikarirlar. Dolayisiyla ispatin dogrulama igin bir 6n kosul olmasi
gerekmeksizin dogrulama bir ispati1 bulmak igin ¢ogunlukla bir 6n kosuldur (de Villiers,
1999).

Aciklama: Yar1 deneysel dogrulamalar yoluyla bir iddianin gecerliligi
konusunda yiiksek bir giiven seviyesi yakalansa da bu iddianin neden dogru oldugu
aciklanmadig siirece ispat tatmin edici bir ispat olmaz. Aslinda bircok matematikgi i¢in
bir ispatin agiklama boyutu, dogrulama boyutundan daha 6nemlidir (de Villiers, 1999).
Matematiksel igeriklerin cogunda bir ispatin amaci, bir 6nermenin yalnizca dogrulugunu
degil ayn1 zamanda ni¢in dogru oldugunu da agiklamaktir (Dede ve Karakus, 2014;
Hanna, 2000). Iyi bir ispatin ag¢iklama fonksiyonu ile dnermenin neden dogru olduguna
dair bir fikir vermesi beklenir ve agiklama ispati daha estetik bir savunma yapar (Bell,
1976).

Sistematiklestirme: Matematikgciler, ¢esitli sonuclari, aksiyomlari, ana kavram
ve teoremleri tiimdengelimsel bir sistem igerisinde diizenleyerek
sistematiklestirdiklerinde; tanim ve aksiyomlarin gereksiz fazlaliklarindan kurtulabilir
ve bunlarmn kiigiik bir kiimesi ile gerekli kavramlarin ve fikirlerin hepsini yakalama

imkanina sahip olabilirler (Dede ve Karakus, 2014; de Villiers, 1999).
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Kesif: Aksiyomatik hale getirme ve tanimlama gibi formal tiimdengelimsel
siirecler baglaminda bile ispat yeni sonugclara yol agabilir (de Villiers, 1999). Ornegin;
Euclid’in besinci postulatinda (paralellik postulati), diizlem yerine egrisel yiizeyler
tizerindeki sekillerin geometrisini tanimlayan teoremler araciligiyla Euclid dist

geometriler ortaya ¢ikmistir (Dede ve Karakus, 2014).

iliskilendirme: Bir sosyal etkilesim bicimi olarak ispat, yalnizca ilgili
kavramlarin anlamlarini degil ayn1 zamanda kabul edilebilir bir argliman i¢in 6l¢iitlerin
matematik toplumunda miizakere edilmesini, bu sekilde hatalarin belirlenmesini,
diizeltilmesini saglar (de Villiers, 1999). Bir ispat yapildiktan sonra matematik

toplumundan geri bildirim alinarak ispat dogrulanmalidir (Lee, 2002).

Insa Etme: Ispatlar deneysel teoriler ortaya koyar (Hanna ve Jahnke, 1996)
yani ispatlarla dogrulugu veya yanlishgr ortaya c¢ikarilmaya ¢alisilacak teoriler

olusturulur.

Arastirma: Ispatlarla bir tanimin anlami veya varsayimin sonuglar1 arastirilir

(Hanna ve Jahnke, 1996)

Birlestirme: Ispatlar bilinen bir gercegin yeni bir cerceveye dahil edilmesini ve

bdylece yeni bir perspektifle incelenmesini saglar (Hanna ve Jahnke, 1996).

Entelektiiel Sorgulama: Matematikciler icin 1ispat; diger insanlarin
bulmacalardan ya da yaratic1 hobilerden aldig1 kadar keyif veren entelektiiel bir ugrastir
(de Villiers, 1999). Dolayisiyla matematikgilere, bir ispatt tamamlarken ispatin
icerisinde yasadiklar1 zihinsel sorgulamalar oldukc¢a eglenceli ve sevimli gelebilir (Dede

ve Karakus, 2014).

Ogrencilerin ispat yapma semalar1 ispat yapmadaki yaklasimlarmnin biitiinciil
analizlerine dayali olarak arastirmacilar tarafindan smiflandirilmistir (Ugurel, 2010).

Balacheff (1988) ispatlamada iki diizey tanimlamistir:
e Pragmatik ispat (Pragmatic proof)
e Kavramsal ispat (Conceptual proof)
Pragmatik ispatlarda gergek ornek ve gosterim bulunmakla birlikte; kavramsal

ispatlar 6rnek i¢ermez ve sorudaki 6zelliklerin formiillerine ve aralarindaki bagintilara

dayanirlar.
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Zayif Deneyselcilik
(égrencilerin kendi
kelimeleriyle ve
islemleriyle kendi
iddialarini
dogrulamalari)

Kritik Deneyim (Bir

P ra g m atl k iddianin ispatlanmasi

icin karsit fikirlerin test

I S p at edilmesi)

Kapsamli 6rnek (Bir
iddianin dogrulugunu
belirlemek igin
kapsamli bir 6rnek
kullaniimasi)

Diisiince Deneyi (Bir
iddiayr agiklamak igin
gosterilen karmasik

Kavra m Sal bilissel ve dilsel caba)
Ispat

ifade Tahmini (Bir
ifadede tanimlara ve
belli karakteristik
6zelliklere dayanan
tahmin sonucu)

Sekil 2.2. Balacheff’in ispat siniflandirmasi (Balacheff, 1988)
2.1.5. Matematiksel ispat ve Anahtar Fikir Tliskisi

Dogru bir ispat ve sezgisel bir iddia arasinda net bir ayrim yapmak zorunludur
ve matematiksel sonuglarin gecerliligi sonugta ispat iizerine kuruludur (Hanna, 2000).
Sezgisel iddia, deneysel verilere dayanan ya da bir resim ile temsil edilen ve akilct
olabilecek ancak dogrudan formal bir ispat olusturmayan informal bir ispattir. Sezgisel
ispatta bir seylerin dogru olmasi1 gerektigi konusunda bir his olusur (Raman, 2003).
Ormnegin; Deniz iki dogal sayryr toplayarak sonucun yine bir dogal sayr oldugunu
kesfetti ve bu islemi tekrarlamak suretiyle “Iki dogal saymm toplami yine bir dogal
sayidir.” varsayiminin dogrulugu hakkinda bir fikir sahibi oldu ve bu durumda formal

bir ispat olusturmadan informal bir sekilde sezgisel bir ispat yapmis oldu. Universite
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ogrencilerinin ve Ogretim elemanlarinin  bir iddianin ispatlanmasina yonelik
denemelerini incelerken tamamen ii¢ farkli yaklagim tiirii oldugunu tespit eden Raman’a

(2002) gore; bu yaklasimlar:

* jddianin dogru olmasi gerektigi konusunda bir fikir veren ancak ispata
gotliirmeyen sezgisel fikir

» [ddianin dogru oldugunu ancak tam bir anlamaya yol agmadigini gdsteren
islemsel fikir

* jddianin neden dogru oldugunu gosteren ve hem ikna hem de anlamay1

saglayan anahtar fikirdir.

Bir ispat1 olugturmak; ¢ogunlukla igerik bilgisi, ispat1 yapabilmeye yonelik inang
ve problem ¢ézme yeteneginden olusan karmasik bir beceri birikiminin kullanilmasini
gerektirir (Selden A. ve Selden J., 2007). Matematik; anlayisi ortaya ¢ikaran ozel
degiskenler ve matematiksel topluluk tarafindan kesin olarak kabul edilmis genel
degiskenlerden olusur. Ispat; matematigin hem 6zel hem de genel degiskenlerini i¢inde
barindirir. Anahtar fikirler; bu genel ve 6zel degiskenleri birbirine baglar ve anlama ve
ikna olmaya iligkin bize bir his verir. Anahtar fikir; belirli bir iddianin neden dogru
oldugunu gosteren, ispatin anlasilmasina iligkin bir his olusturan fikirdir (Raman, 2003)
ve bazi ispatlarda birden fazla anahtar fikir vardir (Raman, Sandefur, Birky, Campbell
ve Somers, 2009).

Ogrenciler, verilen ifadenin mantigim anlamaya calisarak ve 6n bilgilerinden
yararlanarak ispattaki yaklasimlarina karar verdikleri igin (Giiler, 2013) ispata
baglamadan oOnce Ogrencilerden ispatin yapisi hakkinda diisiinmeleri istenir ve bu
diisiinme sonrasinda ispata baslamasina yardimci olacak ifadeler veya tanimlar
aciklanirsa ispat yapmada yasadiklar1 zorluklarin 6niine gegilebilir. Ornegin; “f ve g
A’da iki fonksiyon olmak tizere; fog bire-bir ise g de bire-birdir.” teoremini
ispatlamaya c¢alisan 6grencilere 6nce g nin bire-bir olmasinin anlaminin agiklanmasi
faydali olacaktir. Bu sekilde “x ve y g nin tanim bdlgesinde iki eleman olmak iizere,
g(x) = g(y) olsun.” yazilarak ispata baslanabilir, bu baslangi¢ ulagilmak istenen
sonucun “x = y” oldugunu agiklar. Buradan “g(x) = g(y) ise x = y” oldugu goriiliir.
Bundan sonra 6grenciler fog’nin bire-bir olmasi hipotezinden nasil faydalanacaklar

tizerine odaklanabilirler (Selden A. ve Selden J., 2007).
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Yukaridaki ornekte teoremin ispatlanmasina yardimci olmast beklenen, g nin
bire-birlik tanim1 ayn1 zamanda teoremin neden dogru olduguna dair de bir his verir ve
ipucu gorevi goriir yani anahtar fikirdir. Dolayisiyla anahtar fikirlerin ispatin

tamamlanma stlirecinde yardimci bir etken olmasi beklenir.

Matematikgiler i¢in ispat yapma siirecinin ¢ogu zihinde gerceklesir (Raman vd.,
2009). Bireylerin ispat tamamlama siirecine anahtar fikirlerin etkisini ve siirecte
yasadiklar1 zorluklarin neler oldugunu tespit edebilmek ayrica ispat yapma siirecini
detayli bir bi¢imde ortaya koyabilmek icin siirece dahil olan bireylerin diisiincelerini
incelemenin faydali olabilecegi diistiniilmektedir. Bu durumda ise bireylerin

diisiincelerini sozellestirmelerine ihtiya¢ duyulmaktadir.

2.1.6. Sesli Diisiinme Yontemi

Sesli diisiinme; diislinmenin siire¢ ve asamalarini sézlere dokme islemidir.
Yontemin ana amaci bir etkinlik sirasinda ortaya ¢ikan zihinsel islem, siire¢ ve
diislinceleri ortaya g¢ikarmaktir. Bu yontem o6grencinin zihnindeki islem ve siiregleri
tyilestirmek, ogrenme giicliiklerini gidermek, sorgulama, sorun ¢ézme, karar verme,
elestirel diistinme gibi zihinsel becerileri gelistirmek ve cesitli 6grenme tekniklerini
O0gretmek amaciyla kullanilmaktadir (Giines, 2012). Gerard Scallon’a (2004) gore
yontemin amacina, ilkelerine ve sozellestirme siiresine 6zellikle dikkat edilmelidir. Eger
sozellestirme islemi problem ¢6zme etkinliginin basindan sonuna kadar uygulanirsa,
Ogrencinin zihin ylkiinii artirmaktadir. Bunun yerine etkinligin belirli agamalarinda
veya sonunda uygulanmasi daha yararli olmakta, 6grenmeye biiyiik katki saglamaktadir
(Akt. Giines, 2012). Ispatlarin anahtar fikirlerle desteklenmis olmasi, uygulamalarda
O0gretmen adaylarinin yalnizca eksik birakilmisg temel bilesenleri tamamlamalarini da
beraberinde getirmis bu sayede sesli diistinme etkinligin belirli asamalarinda

uygulanmigtir.

Sesli diislinme yOnteminin yararlarini sdyle siralamak miimkiindiir (Margot,

2009, Akt. Glines, 2012):

v' Ogrencinin dikkat becerilerini gelistirir ve diisiindiiklerine yogunlastirir.
v" Ogrencinin anlama ve zihinsel becerilerini gelistirir, kendine giivenini artirir.

v" Ogrencinin zihninde canlandirma siirecini iyilestirir.
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v" Ogrencinin zihinsel islemlerini aciklamayi ve giiclendirmeyi saglar.

v Ogretmenin 6grenmeyi izlemesine, kontrol altina almasina, yonlendirmesine,
kolaylastirmasina ve geri bildirim almasina imkan verir.

v Ogrencinin 6zdegerlendirme yapmasina, kendini diizeltmesine olanak sunar.

v' Ogretmenin dgrencinin diisiince bicimini anlamasina yardim eder.

Sesli diisiinme;

e Birey tarafindan yorum yapilmasini dnler ayrica bir sozlii ¢eviri siireci vardir.
e Herkes tarafindan erisilebilen sozlii protokolleri veri olarak ele alir ve bdylece

nesnel bir yontem olusturur (van Someren vd., 1994).

Ericsson ve Simon’a (1998) gore diisiinme, Sekil.3.1°de gosterildigi gibi bir dizi

diisiincenin periyodik olarak birbirini izlemesi seklindedir.



22

Sessiz Diigiinme
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Sekil 3.1. Sessiz diisiinme ile diistincelerin s6zIi anlatiminin iki farkli modu arasindaki
iliski (Ericsson ve Simon, 1998)

Yukaridaki sekilde tist panel, sessiz diisinmede disiincelerin kendiliginden
olusan sirasini; orta panel, bu diisiincelerin dizilimini degistirmeden sesli diisiinme

sirasinda nasil sozellestirme yapilabilecegini gostermektedir. Alt panel, katilimcilarin
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disiinceyi tanimlama ve aciklama c¢abalarinin  diigiince  dizilimini  nasil
degistirebilecegini ve ek diisiincelerin engellenmesini nasil saglayabilecegini ve ayni
zamanda katilimcilarin diisiincelerini  anlamalarmma izin vermek amaciyla tutarh
aciklamalar iiretmesine yol agtigimi gostermektedir (Ericsson ve Simon, 1998). Sesli
diistinme yontemi; diislinme siirecini olumsuz etkilemeyen bir yoOntemdir, birey
konusurken istemsiz olarak kendiliginden problemi ¢6zmiis olur. Sesli diisiinmede birey
diisiincelerini yorumlamaz ve yapilandirilmis yontemlerde oldugu gibi diisiincelerini

belirli bir forma getirmez, o an aklina geldigi sekliyle konusur (van Someren vd., 1994).

2.1.7. Sesli Diisiinme Yontemi ve Matematiksel Ispat iliskisi

Sesli diistinme yonteminde zengin veri elde etme potansiyeli fazla oldugu igin
sesli diisiinme protokollerinin kullanimi egitim arastirmalarinda yaygin hale gelmistir
(Johnstone, Bottsford Miller ve Thompson, 2006). Cagdas egitim yaklasimlari
ogrencinin davranislariyla degil zihniyle ilgilenmektedir (Giines, 2012). Sesli diigiinme
yontemi ile 6grencilerin davranislari ve zihinsel semalar1 hakkinda nesnel bir gézlem
yapma olanagi bulunmaktadir (Kayacan, 2005). Matematiksel ispat yapma birgok
zihinsel asamayi i¢inde barindiran karmasik bir siirectir (Cetin ve Dikici, 2016).
Matematiksel ispat yaparken dgrencilerin nerelerde ve ne tiir sebeplerle hata yaptiklarini
tespit edebilmek igin ispat yapma siireglerini ve zihinsel asamalarmi incelemek
gerekmektedir. Cetin ve Dikici’ye (2016) gore bireyin ispat asamalarini olustururken ne
diisiindiigii, neyi neden yaptig1, hangi bilgileri kullandig1 net bir sekilde belirlenmelidir.
Dolayisiyla bireylerin zihinsel siireclerini detayli olarak inceleyebilme imka&ni sunan
sesli diistinme yontemine ihtiya¢ duyulmaktadir. Matematiksel ispat yapma ve problem
¢ozmede sesli diislinme yontemi uygulanirken; bireyden uyguladigi yontem ve
tekniklerle siire¢ igerisindeki diisiincelerini sesli olarak ifade edebilmesi yani
sozellestirmesi istenmektedir. Gerard Scallon’a (2004) gore sesli diistinme bir
sozellestirme islemi olup problem ¢6zme siireclerini kolaylastirmaktadir. Problem
¢ozme sirasinda bireylerin diislindiiklerini yliksek sesle sOylemeleri, hem ¢oziim
stirecine hem de dogru sonuca ulagsmalarina katki saglamakta, 6grencilerin etkinlik
sirasinda izledikleri yol ve yontemlerin acikliga kavusmasina yardim etmektedir (AKkt.
Giines, 2012). Dolayisiyla 6grencilerin problem ¢ézme siireglerindeki hatalar da sesli

diisinme yontemi ile tespit edilebilmektedir. Weber’e (2001) gore, ispat yapma bir
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problem ¢ozme etkinligidir. Problem ¢dzmede, problemi ¢ézecek bireye bir baglangic
ifadesi sunulur ve bu baslangi¢ ifadesini istenen hedef ifadeye doniistiirecek bir dizi
eylem gergeklestirmesi istenir. Bir ifadenin ispati olusturulurken de, ispati yapana bir
dizi varsayim verilir ve ispatlanacak ifadeyle sonuglanan bir dizi ¢ikarimi tiiretmesi
istenir. Ayrica Giiler’e (2013) gore problem ¢ézme ve ispat yapma arasindaki iligki
g0zoniine alindiginda; problem ¢ézme ve ispat yapma siireglerinin birbirini tamamlayict
ve i¢ ice gecmis beceriler oldugu ve cebir konularindaki problem ¢6zme siireglerinde

yasanan gii¢liiklerin ispat yapma yaklasimlarini da etkiledigi goriilmektedir.

Biitiin bunlar gézoniine alindiginda; sesli diisiinmenin problem ¢ézme siirecini
kolaylastirdigr gibi ispat yapma siirecini de kolaylastirdigi ayrica ispat yapma
asamasinda izlenilen yol ve yontemlerin, yasanilan zorluklarin ve yapilan hatalarin

acikliga kavusturulmasina yardim ettigi sdylenebilir.
2.2. lgili Aragtirmalar

2.2.1. Matematiksel ispatin Matematik Egitimindeki Yeri

Ispat, matematigin gercekle olan iliskisi géz &niine alinmadan dgretilemez ve
Ogrenilemez (Hanna ve Jahnke, 1993). Geg¢miste Ogrenciler ispatla yalnizca bir
dogrulama yontemi olarak karsilagmigken sonralari matematik egitiminde ispatin
aciklama ve iliskilendirme fonksiyonlari one ¢ikmistir. Matematiksel ispat oldukga
karmagiktir ve matematik miifredatindaki pek cok konudan c¢ok daha zorlayici
goriinmektedir. Bunun nedeni, matematiksel ispatlarda gerekli olan akil yiiriitme
bigiminin giinliik hayatta gerekli olandan ¢ok farkli olmasidir. Giinliik hayattaki akil
yiiriitme, matematiksel ispatin zorlugunu ya da matematiksel ispat igin gerekli olan
varsayimlar, teoremler ve kurallar arasinda net ayrimlar yapmak gibi biiyiik bir dikkati

gerektirmez (Yackel ve Hanna, 2003).

[Ikdgretim 6grencilerinde muhakeme etme ve ispatlama diisiincesinin gelisimini
doktora tez caligmasinda inceleyen Arslan’a (2007) gore; 6grencilerin muhakeme etme
ve ispat yapabilme seviyeleri oldukc¢a diisiik olmasina karsin verilen ifadenin
dogrulugunu gostermek i¢in kullandiklari ispat tiirii, sinif seviyesi 6. siniftan 8. sinifa

ilerledikge gorsel ve ornekle dogrulama bigiminde yaptiklar1 ispattan cebirsel ispata
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yonelme seklinde seyretmistir. 8. Sinif Ogrencilerinin geometrik ispat siire¢lerini
arastiran Zaimoglu’na (2012) gore ise; 6grenciler dogruya; dolayli yollardan (olmayana
ergi yontemi, celiski bulma yoOntemi) ulasmada beklenen diizeyde bir basari
sergileyemezken; gecerli bir ifadeyi dogrulayabilmekte ancak gegersiz bir ifadeyi
cliritme yollarm1 (ters Ornek bulma, celiski bulma yontemi) bilememektedirler.
Ortadgretim Ogrencilerinin Van Hiele geometri anlama seviyeleri ile ispat yazma
becerilerinin iligkisini yliksek lisans tez ¢alismasinda arastiran Coskun’a (2009) gore;
Ogrencilerin Van Hiele geometri anlama seviyelerinin diisiik olmasi nedeniyle ispat
yazma basarilar1 da zayif olmakla birlikte Van Hiele seviyeleri ile ispat yazma becerisi
arasinda pozitif yonde orta diizeyde bir iligki vardir. Yine ortadgretim 6grencilerinin
ispat ve ispatlamaya yonelik bilgilerini zihinlerinde ne sekilde yapilandirdiklarini
doktora tez ¢aligmasinda belirlemeye c¢alisan Ugurel’e (2010) gore; 6grencilerin ispata
yonelik 6grenmelerinde ve bilgiyi yapilandirmalarinda 6gretmenleriyle aralarindaki
smif i¢i sdylemleri oldukea etkilidir. Ayrica 6grenciler, ispatlarla ugrasmay1 yararl ve
gerekli bulmalarina ragmen ispatin ne olduguna ve ispata yonelik temel kavramlarin
anlamlandirilmasina, ispat yapma ydntemlerine, ispatin neyi igerdigine ve nasil

uygulandigina iliskin bilgi eksikliklerine sahiptirler.

Bogazici Universitesi birinci ve son simif matematik ve matematik dgretmenligi
boliimlerinden 6grencilerin matematiksel ispat konusundaki tutum ve inanglarini, ispat
yaparken kullandiklar1 yontem ve akil yiiriitme sekillerini ortaya g¢ikarmaya calisan
Imamoglu’na (2010) gore; Tiirkiye'de prestijli bir devlet iiniversitesine girebilecekleri
merkezi ulusal sinavi basariyla gecerek bulunduklari béliime gelen birinci simif
ogrencileri siradan lise mezunlarimi dogru olarak temsil etmeyecekleri halde, ispat
olusturmada gosterdikleri kotii performans, genel olarak liselerde ispata iliskin mevcut
durum hakkinda bir fikir vermektedir. Buna paralel olarak, Bahtiyari’ye (2010) gore;
Ogrencilerin bir¢cogu ispatin anlamindan, gerekliliginden, 6neminden emin olmamakla

birlikte ispat ve muhakeme agisindan yeterli deneyimlere sahip degillerdir.

Ogrencilerin ispat becerilerinin diisiik olmasinin nedenlerinden biri olarak
ogretmenlerin derslerinde ispatlara yeterince veya hi¢ yer vermemesi gosterilebilir.
Ogretmenler, ders saatinin yetersizligi ve &grencilerin motivasyonunun diisiikliigii
nedeniyle her ne kadar 6gretim programinda yer alsa da ispatlara zaman ayirmadiklarini

dile getirmektedirler. Ispatlarin siif ici dgretimde kullanilan argiimanlarmn, mantiksal
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adimlarin ve 6n bilgilerin 6gretmenler tarafindan ayrintili bir bicimde sunulmasi ve
bunlara  yonelik  gerekli  agiklamalarin  yapilmasi  Ogrencilerin  ispatlari
anlamlandirmalarina olumlu katki yapacaktir (Kilig, 2013). Ayrica 6grencileri ispatlarla
daha fazla karsi karsiya getirmek ve ispat yaparken hem bireysel hem grup
caligmalarina olanak saglamak; Ogrencilerin ispatlara ve ispatlamaya yonelik
bilgilerinde var olan eksikliklerin giderilmesine ve ispat yapma becerilerinin

gelistirilmesine katki saglayacaktir (Ugurel, 2010).

Pek ¢ok 6gretmen 6grencilerinin ispat yapabilmeyi 6grenmelerinin neden gerekli
oldugunu anlamamaktadir (Mansi, 2003). Oysaki matematik egitimcilerinin temel
gorevlerinden biri, 6gretmede ispatin roliinii anlamaktir. Bunun sonucu olarak ispatin
sinif i¢inde kullanimi artirilabilir. Ispat, matematigin énemli bir parcasidir bu nedenle
matematik egitimcilerinin, matematikte ispatin islevini anlatirken hem 6nemi hem de
siirlamalarini belirtmeleri gerekmektedir (Hanna, 2000). Matematiksel ispat siiregleri
Ogrencilerin, matematigi bir biitiin olarak ve derinlemesine anlamalarini, mevcut
bilgilerini gerekli yerlerde uygun olarak kullanabilmelerini, etkili muhakemeler
gelistirebilmelerini, matematiksel tartismalarda yer alabilmelerini ve tiim bu durumlar
icin gerekli olan matematiksel becerilerinin gelisimini saglamaktadir. Bu agidan
bakildiginda ispatin matematikte oldugu kadar matematik egitiminde de tartismasiz bir
oneme sahip oldugu goriilmektedir (Aktas, M. ve Aktas D., 2013). Ispat ve muhakeme
insanin icglidiisel olarak sahip oldugu bir yetenektir. Fakat bu yetenegin gelisimi
belirlenecek uygun dgretim programlarina baglidir. Oyle ki bu 6gretim programi uygun
sekilde belirlenmezse insanda dogustan var olan ispat ve muhakeme yetenekleri
zamanla yok olur, ezberleme yolunu segen, neden-sonug¢ zincirini takip edemeyen
bireyler yetistirilir (Altiparmak ve Ozis, 2005). Bu nedenle ilkgretim ve orta dgretim
matematik programlarinda ispat yapmaya olan ilgi giderek artmaktadir. Dolayisiyla
matematik Ogretmeni adaylarinin ispat yapma merkezli matematik etkinliklerini
gelistirmelerini  saglayabilecek ve kesfetme giidiilerini artirabilecek bir egitim
verilmelidir (Giiler vd., 2012). Matematik egitiminde ispatin kilit rolii, matematiksel
anlayis1 gelistirmesidir bu nedenle matematik egitimcilerinin en énemli hedefi, ispat1 bu
amagla kullanmanin daha etkili yollarin1 bulmaktir (Hanna, 2000). Ogrencilere ispat
yapma merkezli matematik etkinlikleri yaptirilip kesfetme giidiileri ortaya cikarilarak

daha etkili bir matematik 6gretimi yapilabilir (Giiler vd., 2012).
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MEB (2013) o&gretim  programi ile Ogrencinin informal bir durumla
karsilagtirilmast ve bu informal durumdan formal bir matematiksel yapiya ulagmasi ve
matematiksel bir Onermeyi ispatlama siirecinde en uygun ispat yontemini se¢me
becerisine sahip olmasi amaglanmaktadir. Bu amagla programin benimsedigi genel

Ogrenme dongiisii;

Problem = Kesfetme=>Hipotez Kurma = Dogrulama=> Genelleme= Iliskilendirme=» Cikarim
seklindedir.

Ayrica s6z konusu programda ortadgretim Ogrencilerinin; matematikteki
iliskileri agiklama, farkl stratejiler kullanarak kestirimlerde bulunma ve bunu mantiksal
gerekcelerle savunma; modelleri, 6nermeleri, 6zellikleri ve iliskileri kullanarak yaptig
matematiksel ¢ikarimi agiklayabilme; matematiksel dogrulama siirecinde tiimevarimi ve
timdengelimi etkin olarak kullanabilme; matematiksel bir Onermeyi ispatlama

siirecinde en uygun ispat yontemini segme davraniglarini gelistimek hedeflenmistir.

Gorildugii  gibi; Ogrencilerin  kesfetme giidiilerini  ortaya ¢ikarabilmek,
matematiksel anlayislarii gelistirebilmek ve matematik Ogretimini daha etkili
yapabilmek i¢in smif i¢i 6gretimde matematiksel ispata yeterince yer verilmeli ve buna

uygun 6gretim programlari benimsenmelidir.

2.2.2. Matematiksel Ispata Yonelik Gériis, Tutum, Algi ve Inanc

Cahismalan

Ogretmenler, 6gretim uygulamalarim kendi tutumlarma gére gelistirirler. Bazi
durumlarda, Ogretmenin davranisini sekillendirmede diisiince, inan¢ ve tercihlerin
tezahiirleri  belirleyici  olabilirken diger bazi durumlarda ise Ogretmenlerin
deneyimlerinden bilingsizce ortaya ¢ikan inanclar veya sezgiler belirleyicidir. Ustelik;
ogretmenlerin davraniglarini sekillendirirken konu ile ilgili goriislerinin oynayabilecegi
rollii gormezden gelmek, matematik 6gretiminin kalitesini olumsuz yonde etkileyebilir
(Thompson, 1984). Bu nedenle 6gretmenlerin sahip olduklart goriisler ilgili konunun
ogretiminin planlanmasinda etkili olmaktadir (Turgut vd., 2013). Ogrencilerin ispat
yapmada yasadig1 zorluklarin muhtemel kaynaklarindan biri de 6gretmenlerinin ispata
yonelik goriisleridir (Soto, 2010). Ancak derin bir ispat anlayisina sahip matematik

ogretmenleri; 6grencilerinin matematiksel kavramlar1 ve matematiksel ispat1 basariyla
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kullanmasini saglayabilir. Bir¢ok iilkede matematik 6gretmenleri, matematik alaninda
lisans veya yiiksek lisans derecesine sahiptir bu nedenle, ispat konusunda saglam bir
anlayisa sahip olmalar1 ve ispatlar1 olusturmak i¢in gereken becerilere hakim olmalar1
beklenmektedir (Ko, 2010). Ayrica bireyin ispata yonelik goriisleri, ispat yapma
becerisini de etkilemektedir (Moore, 1990). Ogretmen adaylarinin ispat yapma
seviyeleri ve ispata yonelik bakis acilar1 ders isleme bigimlerini etkileyecek ve
Ogretmenlerinin  agiklamalar1  ve disiincelerinden etkilenen Ogrencilerine de
yanstyacaktir (Sengiil ve Giiner, 2014). Bu baglamda ogretmen adaylarmin hem
kendilerinin hem de sonraki siiregte 6grencilerinin ispat yapmaya yonelik basarisina ve
dolayisiyla matematik Ogretiminin kalitesine etkisi nedeniyle ispat yapmaya iliskin

goriis, tutum, algi ve inanglarinin énemli oldugu diistiniilmektedir.

Eger oOgretmen adaylar1 matematiksel ispat hakkinda yeterince fikir sahibi
olamazlarsa, ispata yonelik matematiksel etkinliklerin sinif i¢inde uygulanma sikligi
azalacaktir (Ogal ve Giiler, 2010). Ogretmen adaylarinn ispat kavramina iliskin algilari;
ispatin dogrulama, onaylama ve agiklama fonksiyonlar1 ile sinirlidir (Bayazit, 2009)
oysaki bir ifadenin neden dogru oldugunu anlama ve agiklama ispatin fonksiyonlarindan

sadece birkacidir (de Villiers, 1999).

Matematik boliimii Ogrencilerine gore belirsizlikleri gideren ve acikliga
kavusturan ispat yapma; sabir, ugras, 6zen ve dikkat gerektiren karmasik adimlar igeren,
dogru adimlar atildig1 takdirde parcadan biitiine ilerleyerek sonuca ulasilabilen ve
basarildiginda mutluluk veren zor ve karmasik bir siiregtir (Aktag, M. ve Aktas, D.,
2013). Ogretmen adaylarmimn cogunlugu matematiksel ispatin matematik egitiminde
onemli bir yere sahip oldugu bilincindedirler. Dolayisiyla kendilerini bu alanda
gelistirerek, ispat yapma merkezli matematik etkinliklerini olusturabilecek duruma
gelebilmeleri  gerekmektedir. Bu durum ogretmen adaylarinin  yetistirecekleri
Ogrencilere de yansiyacaktir. Bu yiizden Ogretmen adaylarinin derslerde yaptiklar
ispatlarin, ders ge¢me kaygisiyla degil ileride kullanacaklari, Ogretecekleri ve
matematigin dogasini anlamalar1 gerektigi i¢in o6gretildiginin iizerinde durulmalidir

(Giiler ve Dikici, 2012).

[Ikdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin ispat yapmayla ilgili goriislerini ve

kullandiklar1 matematiksel ispat semalarmi inceleyen Iskenderoglu (2010), dgretmen
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adaylarinin matematiksel ispat yaparken zihinsel siireclerini sik sik kullandiklarini,
zihinsel siire¢ faktorii ile farkli sinif seviyeleri arasinda anlamli bir farklilik oldugunu ve
matematik Ogretmeni adaylarinin ispat yaparken sik sik 6zdegerlendirme yaptiklarini
belirtmistir. Ayrica, matematik 6gretmeni adaylarinin matematiksel ispatin; kalici,
anlamli ve etkili O0grenme sagladigina inandiklarini, ders anlatitken ve sinava
hazirlanirken matematiksel ispat yapmaya ve matematiksel ispat yaparken de tanim,
teorem, aksiyom ve ispat yontemlerine ihtiya¢ duyduklarini ifade etmistir. Bu baglamda
O0gretmen adaylarinin en c¢ok kullandiklar1 ispat yontemleri tiimevarim ve dogrudan
ispat yontemleridir (Demiray, 2013). Miral (2013); ortadgretim matematik 6gretmenligi
Ogrencilerinin matematiksel ispat yontemleri hakkindaki goriislerini aldig: yiiksek lisans
tez calismasinda; 6grencilerin ispat yontemlerinin isimlerini bildiklerini ancak tanim ve
ieriklerini ifade etmekte zorlandiklarmi belirtmistir. Ogrencilere gore, matematiksel
ispat yontemlerini bilmek ve kullanmak onlar1 ezber yapmaktan kurtarmakta ve ispat
yaparken yontemi belirleyebilmek ispat yapmay1 kolaylastirmaktadir. ilkdgretim
matematik 6gretmeni adaylarinin ispat yapmanin matematik 6gretimine katkis ile ilgili
goriiglerini ve ispat diizeylerini belirlemek amaciyla yaptigi arastirmasinda Kogce
(2013); 0gretmen adaylarmin biiylik bir kisminin tiimdengelimsel muhakeme igeren ve
ispatlama yapilirken fonksiyonel dilin kullanildigi ispati tercih ettiklerini ayrica,
ogretmen adaylarinin 6nemli bir kisminin ispat yapmanin matematik ogretimine katki
saglayacagina inandiklarini tespit etmistir. Ayrica birinci ve son sinif matematik ve
inceleyen Imamoglu’na (2010) gore; birinci smflar ispat yaparken daha g¢ok
timevarimsal akil yiirtitme kullanmaya egilimliyken; son siiflar cogunlukla genelleme
yapma geregi duyup tiimdengelimsel yontemler kullanmaktadirlar. Yine de son siniflar

ispat yapma ve degerlendirmede hala baz1 zorluklar yasamaktadirlar.

Fen bilgisi 6gretmenligi ve ilkdgretim matematik O6gretmenligi birinci sinif
Ogrencilerinin matematiksel ispata yonelik goriislerini arastiran Gokkurt ve Soylu’ya
(2012) gore; Ogrenciler ispat yapmanin, matematik ve matematik 6gretimi agisindan
onemini bilmemekte ve dgrencilerin ¢ok az bir kismi ispat yapmanin matematik icin
vazgecilmez oldugunu diisiinmektedirler. Tlkdgretim matematik dgretmeni adaylarmin
matematiksel ispata yonelik goriislerini inceleyen Doruk ve Giiler’e (2014) gore;

liclincli  smuftaki Ogretmen adaylarinin  birinci ve ikinci siniflardakilere gore
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matematiksel ispata yonelik daha olumsuz goriise sahip olduklari; ayrica ikinci sinifta
O0grenim goéren Ogretmen adaylarinin tiglincii ve dordiincli siniflarda 6grenim goren
adaylara gore matematiksel ispatin gerekliliginin ve faydalarinin daha fazla farkinda
olduklar1 sdylenebilir. Ortaggretim matematik 6gretmeni adaylarinin matematiksel ispat
hakkindaki goriislerini inceleyen Giiler ve Dikici’ye (2012) gore de; 6gretmen adaylari
ispatin anlaminin ve amacinin farkinda olmalarina ragmen ispatin énemsiz oldugu
diisiincesinde birlesmektedirler ve bunu da ispatin zor olmasina, ezber yapmalarina ve
ispatin daha Onceden bilinen seylerin tekrari niteli§inde olmasina baglamaktadirlar.
Ayrica ispat yaparken basarilarini etkileyen en dnemli faktoriin ispatin yapildigi ders
veya konuyla ilgili oldugunu; basarili ve basarisiz olduklar ispatlar arasindaki farklarin
ise ispatla ilgili kavramlarin iyi Ogrenilip Ogrenilmedigiyle iliskili oldugunu
belirtmislerdir. Calismaya katilan Ogretmen adaylarinin matematiksel ispatin
matematiksel bilgileri dogrulama &zelligi lizerinde odaklandiklarini ifade etmislerdir.
Keza Ozdemir ve Kaplan (2014) da farkli dgretmen adaylarmin ispatin tanimini
aciklama ve dogrulama olarak ifade ettiklerini ve farkli 6grenme stiline sahip 6gretmen
adaylarinin ispat i¢in sahip olduklar1 goriislerin de farklilagtigini tespit etmislerdir.
Varghese’e (2009) gore, ortadgretim matematik 6gretmeni adaylarinin ¢cogu, ispati bir
dogrulama araci, ¢ok azi ise bir agiklama araci olarak gormektedirler. Ogretmen
adaylar1 ¢ogunlukla, ispatin yalnizca ileri matematik egitimi almay: planlayan
ogrencilere ogretilmesi gerektigine ve dgretmen tarafindan yapilan bigimsel/formal ve
gereksiz bir uygulama olduguna inanmaktadirlar. Yine Varghese’e (2007) gore,
Ogretmen adaylar1 ortadgretim matematik egitiminde ispatin dogasi ve Onemini
anlamada oldukga yetersizdirler ve dolayisiyla ortadgretim diizeyindeki matematiksel
ispatlarla ilgili daha fazla pratik yapmaya, ispatin farkli fonksiyonlarmi ve siireglerini
gormeye ve ispatlamanin kendine has mantigin1 daha derinlemesine anlamaya ihtiyag

duymaktadirlar.

Bastiirk’e (2010) gore; ortadgretim matematik Ogretmenligi  6grencilerinin
hemen hemen hepsi matematigin 6grenilmesi ve Ogretilmesinde ispatlarin 6nemli bir
role sahip oldugundan haberdar olmalarina ragmen ispat yapmaktan hosnut degiller ve
birtakim zorluklar yasamaktadirlar. Dolayisiyla 6grenciler tutarli ve sistemli bir sekilde
ispat yapma aktiviteleri ile mesgul edilmelidirler. Matematik 6gretmeni adaylarinin

ispat anlayiglarin1 bir beyin firtinasi aktivitesi ile ortaya ¢ikarmay:r amaglayan Ogal ve
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Giiler (2010); matematik Ogretmeni adaylarinin zihinlerinde ispat hakkindaki
bilgilerinin ezbere dayali oldugunu dolayisiyla ispatin matematik 6gretimi ve matematik
i¢cin 6nemini anlamadiklarini, ispatla ilgili tamamlanmamis bilgilerinin oldugunu ifade
etmigler ve ispata iliskin matematiksel kavramlar igsellestirebilecekleri etkinliklerle

desteklenmis egitim almalar1 gerektigini belirtmislerdir.

Ispat yapmaya iliskin goriis, tutum, algi ve inanglar; dgrencilerin ispat yapmaya
yonelik basarisina ve dolayisiyla matematik 6gretiminin kalitesine etki etmesine ragmen
O0gretmen adaylarinin ¢ogunun ispatin dogasi1 ve Onemini anlamada oldukca yetersiz
olduklar1 ve ispata iliskin bilgilerinin ezbere dayali oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla
sonraki siirecte etkili matematik Ogretimi yapabilmeleri ve ispatin dogasini
kavrayabilmeleri i¢cin 68retmen adaylar1 farkli etkinliklerle desteklenmis ispat yapma
aktiviteleri ile mesgul edilmelidirler. Bu sekilde ispat yapmaktan keyif almalar1 ve

ispatin matematigin 6gretimindeki 6neminin farkinda olmalar1 saglanmalidir.

2.2.3. Matematiksel Ispat Siireci ve Matematiksel Ispatta Yasanan
Giigliikler

Ispat, matematigin temelini olusturmaktadir. Ogrencilerin matematigin soyut ve
kavramsal yapisini anlamalar1 igin ispat kavramini, ispatin ne oldugunu, neden ispat
yapildigin1 ve ispatlama siirecini bilmeleri ¢ok Onemlidir (Sari, 2011). Ancak

Ogrenciler; matematiksel ispat yapmay1 ve ispati yorumlamay1 6grenmelerine iliskin

e Matematiksel kavramlarin, ispat islemlerinden daha soyut bir dogasinin
olmasindan

e Ispat teknikleri hakkindaki bilgi eksikliginden

e Matematiksel dil ve notasyonu anlama eksikliginden

e Problemdeki biitiin bilgileri es zamanli olarak koordine edip kullanmada
yetersizlikten

e Problem ¢ozme becerisindeki eksiklikten

e Matematik ve ispatin dogasina yonelik inanglardan

e Diger katilimcilar tarafindan iiretilen faktorlerden

kaynaklanan bir takim zorluklar yasamaktadirlar (Moore, 1990).
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Bireyler bir ispati nasil yapacaklarini bilmiyorlarsa, 6rnekler denemek ya da bir
grafige bakmak gibi informal yaklasimlar denemektedirler (Raman, 2002). Lisans
diizeyinde matematik Ogrencilerinden bir ispati olusturmalar1 beklenirken; 6grencilere
ispat1 nasil olusturacaklarini 6grenmelerine yardimci olmak i¢in zaman harcanmamakta
ve dolayistyla Ogrencilerin karsilastiklar1 zorluklar pek ¢ok Ogrencinin matematigi
birakmalarina sebep olmaktadir (Selden A. ve Selden J., 2007). Ortaggretim matematik
Ogretmeni adaylariin matematik ispat yapma siirecini gozlemleyen ve ispat kavrami ile
ispat yapmanin zorluklarina yonelik goriislerini arastiran Polat ve Akgiin’e (2016) gore;
O0gretmen adaylart uzun ispatlari, kabule dayali ispatlari ve daha Once hig
kargilagmadiklar1 ispatlar1 yapamamaktadirlar ve ispati ezberlemeye calistiklart igin
uzun ispatlarda zorluk yasamaktadirlar. Arastirmaya katilan 6gretmen adaylarinin
tamami ispata nasil baslayacagini bilemedigini ve benzer ispatlar olmadan, ilk defa
karsilastiklar1 bir ispati yapamayacaklarini belirtmislerdir. Ispat kurmada doktora ve
tiniversite 6grencilerinin yasadigr yontem bilgisi eksikliginden kaynaklanan zorluklari
arastiran Weber’e (2001) gore; ispata yonelik basarisizligin birincil nedeni yontem
bilgisi eksikligidir. Hem daha fazla konuyu kapsayan hem de diger matematiksel
alanlarla ilgili olan diger arastirmalar, bu nedenlerin nasil genellenebilecegini

-----

etken olmasi sebebiyle 6grencilerin etkili bir yontem bilgisi elde etmeleri saglanmalidir.

Ogrencinin bir teoremi yiizeysel olarak anlamasi ve dogruluguna inanmasi o
teoremi farkli durumlarda uygulayabilecegine dair garanti vermez. Ornegin; dgrenciler
soyut cebirde herhangi alt1 elemanli bir grubun ii¢ elemaninin bir alt grup olusturacagini
gosterebiliyorken, Lagrange teoremini yanlis bir sekilde kullanmaktadirlar (Hazzan ve

Leron, 1994).

Yiiksek lisans tezinde ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin matematiksel
ispat basar1 diizeylerini ve yanlis anlamlandirma nedenlerini arastiran Demiray (2013);
O0gretmen adaylarinin aksine ornek vererek ve celiski ile ispat yontemlerindeki basari
diizeylerinin yiiksek oldugunu ancak karsit tersi ile ispat sorularina karsit ters ifadelerin
esdegerliligini fark etmede ve anlamada giigliik yasadiklar1 i¢in yanlis cevap
verdiklerini tespit etmistir. Aksine 6rnek vererek ispat yonteminde karsilagilan yanlis
anlamlandirmanin sebeplerinden birinin 6grencilerin verdikleri 6rneklerin belirli bir

ifadenin dogrulugunu ispatlamak icin yeterli oldugunu diisiinmeleri olarak ifade
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etmigtir. Buradan oOgretmen adaylarinin deneysel bir argiimanla gegerli bir ispat
arasindaki farki goremedikleri anlagilmistir. Bu hususa yapmis oldugu yiiksek lisans
tezinde deginen Ceylan’a (2012) gore; 6gretmen adaylarinin ispat siirecinde 6rneklerden
yararlanmalar1 onlarin yeterli mantiksal c¢ikarimlara sahip olmadiklar1 anlamina
gelebilmektedir. Ayrica ilkogretim matematik Ogretmeni adaylarinin tiimevarim
yontemiyle ispat yapabilme becerilerini tespit etmeye ¢alisan Giiler ve arkadaglarina
(2012) gore; 6gretmen adaylart matematiksel tiimevarim adimlar arasindaki iligkiyi tam
olarak kavrayamamislar ve bu ispat yontemini takip edilmesi gereken bir prosediir
olarak algilamiglardir. Arastirmanin sonuglari, 6gretmen adaylarimin matematiksel
timevarimi bildigini fakat tlimevarim hipotezini kullanarak tiimevarim basamagini
olusturamadiklarm gostermektedir. Ogretmen adaylari bu durumun islem yapabilme
becerileriyle dogru orantili oldugunu ifade etmislerdir. Jones (2000) ise yaptigi
calismada;  matematik  Ogretmeni  adaylarinin  ispat  yapmaya iliskin
kavramsallastirmalarini incelemis, ispat yapmaya iliskin becerilerinin yeterli diizeyde
olmadig1r sonucuna ulagmis, ileri simiflarda olanlari da dahil olmak iizere, etkili
matematik 6gretimi icin gerekli matematiksel bilgiye sahip olmadiklarini ve bu sekilde
mezun olduklarimi tespit etmistir. Bu arastirma ileri siniflardaki 6gretmen adaylarinin
teknik acidan ispati daha akici bir sekilde yapabildiklerini ancak, bunun onlarin
kavramsal acidan matematiksel bilgiyle iliskilendirmelerinde bir fayda saglamadigini

ortaya koymustur.

Karaoglu (2010) yiiksek lisans tez c¢alismasinda matematik Ogretmeni
adaylarinin anahtar nokta ve fikirlerle desteklenmis ispatlar1 yapabilme performanslarini
incelemis ve 6gretmen adayinin ispati tamamlayabilmesi icin yeterli diizeyde kavramsal
bilgiye sahip olmas1 ve bunu teoremin ispatinda nasil kullanacagini bilmesi gerektigini
belirtmistir. Ispat yaparken 6gretmen adayinmn kaygi durumunun da etkili oldugunu,
kaygi tasimayan Ogretmen adaylarinin ispati basariyla sonuc¢landirdigini dolayisiyla
Ozgiiveninde artis oldugunu ve teorem ispatlarina kars1 olumlu tutum gelistirebildigini
tespit etmistir. Matematik 6gretmeni adaylarinin ispat yapma siireclerini sesli diisiinme
protokolii ile inceleyen Sahin’e (2016) gore, dgretmen adaylar1 tanim kullanilarak
yapilabilecek temel seviyedeki ispatlar igin bile zorlanmaktadirlar. Matematiksel ispat
lizerine ¢aligma yapan arastirmacilardan biri olan Bayazit (2009), matematik 6gretmeni

adaylarmin ispat yaparken matematiksel tanimlari kullanmalar1 {izerine yaptigi
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calismada matematik oOgretmeni adaylarinin; matematiksel ispati, matematiksel
tanimlar1 ve bunlarin matematikteki rollerini anlamalarini, bu tanimlar1 ispat yaparken
kullanmalarin1 ve ispatin gegerliligini degerlendirmelerine etkisini incelemis, kiimeler
kurami, lineer cebir ve geometri alanlarinda katilimcilarin anlayislarindaki muhtemel
farkliliklar1 ve bu farkliligin ispat iiretmeye etkisini belirlemistir. Matematik 6gretmeni
adaymin konuyla ilgili ispat tecriibesi, zihninde yeterli kavram imajlar1 ve farkli yollar
izleyebilme becerisi varsa; bir matematik problemiyle karsilastiginda kavram imajlarina
yonelmesinde ve ispat yapmaya baslama kabiliyeti olmasinda O6nemli olmaktadir.
Karaoglu'na (2010) gore; Ogretmen adayi, ispatint yapmak istedigi teoremle ilgili
kavramsal bilgiye sahip olmadigi zaman ispata baslayamamakta, teoremle ilgili
zihninde yer alan biitiin kavramlari aragtirarak ve hangisinin isine yarayacagini bulmaya
calisarak, ulastig1 bu kavramlar sayesinde ispata baslamakta fakat elindeki bilgi yeterli

degilse ispatin sonunu getirememektedir.

Moore (1990) alanyazindan da vyararlanarak; Matematik bolimi lisans
ogrencilerinin ispati anlama ve ispat yapmada yasadiklar1 zorluklar1 yedi baslik altinda

ele almistir. Buna gore dgrenciler;

e tanimlar1 bilmemekte veya ifade edememektedirler.

e kavramlar hakkinda yetersiz sezgisel anlamaya sahiptirler.

e kavram imajlar1 ispat yapmaya uygun degildir.

e kendi drneklerini olusturmak ve kullanmakta basarisiz veya isteksizdirler.

e ispatin biitin yapisini olusturmak igin tanmimlart nasil kullanacaklarini
bilmemektedirler.

e matematiksel dil ve notasyonu anlamakta ve kullanmakta basarisizdirlar.

e ispata nasil baglayacaklarini bilmemektedirler.

Ogretmen adaylarinin ispat yapma siirecini gdzlemleyen Polat ve Akgiin (2016);
O0gretmen adaylarinin ispat yaparken hangi tanimi kullanacagina karar veremediklerini,
ispata baslamadan Once herhangi bir plan yapmadiklarini ve ispata nasil
baslayacaklarina karar veremediklerini ifade etmislerdir. Ogretmen adaylarinin ispat
yapmada yasadiklar1 zorluklarin sebeplerini ise; kisiden kaynakli ve konudan kaynakli

olmak tizere iki baslik altinda incelemisler ve asagidaki gibi sematize etmislerdir:
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2016)
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UCUNCU BOLUM

3. YONTEM

Matematik oOgretmeni adaylarinin matematiksel ispatta onceden belirlenen

anahtar fikirleri yazabilme siireclerinin incelendigi bu arastimada nitel arastirma

yontemi kullanilmistir.

Nitel arastirma yontemi Maxwell’e (2005) gore;

Olaylarin, yasanmis tecriibelerin, durumlarin ve baz1 davraniglarin
katilimcilar agisindan ne anlama geldigi anlasilmak isteniyorsa,
Katilimcilarin  iginde bulunduklar1 sartlar ve bu sartlarin davranislari
tizerindeki etkileri anlasilmak isteniyorsa,

Beklendik/beklenmedik olgular ve bunlarin etkileri anlasildiktan sonra
teoriler gelistirilmek isteniyorsa,

Olaylarin ve faaliyetlerin ortaya ¢iktiklar: siirecler ve bu siireglerin etkileri
gozlenmek isteniyorsa,

Bu siireclerle ilgili agiklamalar ortaya konmak isteniyorsa

kullanilmalidir (Akt. Giiler, Halicioglu ve Taggin, 2013).

Bu arastirmada da;

7
A X4

R/

Cebir alaninda matematik O0gretmeni adaylarinin matematiksel bir ispat
yaparken Onceden belirlenen anahtar fikirleri yazabilme siireclerini
incelemek

Bu siireglerle ilgili agiklamalari ortaya koyarak:

» Ogretmen adaylarinin matematiksel ispat yapma siireglerini temel
bilesenler yardimiyla asamalandirmak

= Ogretmen adaylarmin matematiksel ispat yaparken Kkarsilastiklar:
problemleri ortaya ¢ikarmak

= Ogretmen adaylarinin matematiksel ispat hakkinda belirli bir diizeye

getirilmelerine yardimei olacak bilgileri tespit edebilmek

amagclandigi i¢in nitel arastirma yontemi kullanilmastir.
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3.1. Arastirmanin Deseni

Bu caligmada durum calismasi deseninden faydalanilmistir. Durum c¢alismast;
sinirli bir sistemin derinlemesine betimlenmesi ve incelenmesidir ve arastirilmak istenen
olgu, 6ziinde siirli olmalidir (Merriam, 2009/2013). Durum caligmasi; aragtirmacinin
gercek yasam, gilincel sinirli bir durum ya da belli bir zaman igerisindeki sinirlandirilmig
durumlar hakkinda ¢oklu bilgi kaynaklar1 (gézlemler, miilakatlar, dokiimanlar, raporlar
vs.) araciligiyla detayli ve derinlemesine bilgi topladigi, bir durum betimlemesi ya da
durum temalar1 ortaya koydugu (Creswell, 2013/2015) ayrica ‘nasil’ ve ‘nigin’
sorularini temel alan, aragtirmacinin kontrol edemedigi bir olgu ya da olayin derinligine
incelenmesi (Yildirim ve Simsek, 2008) ve ilgili kisilerin durumu ve olaylarin anlami
hakkinda derinlemesine bilgi sahibi olunmasi imkadni sunan nitel bir arastirma

yontemidir (Merriam, 1998).

Bu arastirma; arastirmaya katilan bes 6gretmen aday1, cebir konulari, 2014-2015
egitim 6gretim yili ve uygulamalarda sunulan teoremlerin ispatlari ile sinirlandirildig
ve Ogretmen adaylarinin ispat yaparken dnceden belirlenen anahtar fikirleri yazabilme

stireclerini derinlik odakli incelemeyi amagladigi i¢in bir durum ¢alismasidir.

Durum ¢alismas1 veriden ¢ok daha fazla degiskenin oldugu teknik olarak ayirt
edici ¢ok fazla durumla basa ¢ikan, timevarimsal (iiggensel) bir sekilde birlestirilmesi
gereken verilerle ¢ok yonlii ifade kaynaklarina dayanan ve veri toplama ve analizine
kilavuzluk etmek icin teorik oOnerilerin Onceden gelistirilmesinden yararlanan bir

yontemdir (Yin, 2009).

Durum calismalari; belli bir olay, program ya da olguya odaklaniyor olma
(belirlilik), sonugta elde edilen liriinii ve arastirilan olguyu zengin bir sekilde betimleme
(betimleme) ve okuyucunun caligmadaki olguyu daha iyi anlamasini, bilgilerini teyit
etmesini (sezgisellik) saglama olmak tizere li¢ Ozelligi vardir (Merriam, 2009/2013).
Dolayisiyla bu arastirmada; matematik Ogretmeni adaylarinin 6nceden belirlenen
anahtar fikirleri yazabilme siireclerine odaklanilmis, bu siirecle birlikte arastirma
sonucunda elde edilen bulgular zengin bir sekilde betimlenmis ayrica okuyucunun
stireci ve anahtar fikirler yardimiyla matematiksel ispat adimlarint daha iyi anlamasi ve

tecriibe edebilmesi saglanmaya ¢alisilmistir.
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Aragtirmada birden fazla 6gretmen adayi ile calisildigl icin ¢oklu durum;
Ogretmen adaylarinin yalnizca cebir konularina yonelik ispat yapma siirecleri biitiinciil
olarak incelendiginden biitlinciil ¢oklu durum calismasi kullanilmistir. Coklu durum
caligmalarinda ¢esitli durumlardan veri toplanir ve analiz edilir (Merriam, 1998).
Biitiinciil ¢oklu durum c¢alismalarinda birden fazla biitiinciil olarak algilanabilecek
durum s6z konusudur ve her bir durum kendi i¢inde biitiinciil olarak ele alinir ve daha

sonra birbirleriyle karsilagtirilir (Yildirim ve Simsek, 2008).

3.2. Calisma Grubu

Sesli diistinme yonteminin uygulanabilirligini artirmak icin katilimcilar; sozli
ifade becerileri ve arastirmaya konu olan Ogrenme alaninda bilgi diizeyi gelismis
bireylerden segilmelidir (van Someren, Barnard ve Sandberg,, 1994). Sesli diisiinme
basit ve kolay uygulanabilir bir yontem olmasina ragmen bazi durumlarda etkili bir
yontem olmaktan ¢ikabilir. Diigiinceleri izleme, sézlere dokme, sozlii ifade etme bazi
bireyler i¢in gli¢ olmaktadir. Kimi 6grenciler diisiincelerini ifade etmekte zorlanmakta,
Ogretmenlerden ya da diger bireylerden ¢ekindigi yahut kiiciik diisme endisesi tasidigi
icin konusmaktan kaginmaktadirlar. Kimileri ise bu yontem karsisinda bocalayarak
zihinsel siire¢ ve asamalarini tanimlamakta giliclik ¢ekmektedirler (Giines, 2012).
Katilimcilar segilirken bu olast etkilerin en aza indirilmesine dikkat edilmelidir (van
Someren vd., 1994). Bu arastirmada goniilliiliik esasina gore uygulama Oncesi egitime
katilan 15 6gretmen adayindan, kendini taniyan, zihinsel siireglerini net olarak ifade
edebilen, diga doniik ve arastirmaci ile sorunsuz iletisim kurabilen bireyler uygulama
igin se¢ilmistir. Arastirmaci, {i¢ y1l boyunca 6gretmen adaylarinin egitim siirecine ve bu
siregteki tutum ve davraniglarina tanik olmasi sebebiyle yapmis oldugu informal
gozlemler yardimiyla uygulamaya yonelik oOzellikleri tasiyip tasimadiklarina karar

verebilmistir.

Sesli diisiinme yonteminde katilimcilarin belirlenmesinde dikkate alinmasi
gereken bir diger husus da katilimeilarin uygulamalarda kullanilacak cebir konulari ile
ilgili bilgi sahibi olmalar1 gerekliligidir. Bu sebeple arasgtirmaya katilacak ogretmen
adaylar1 Lineer Cebir I-1I ve Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi I-1I derslerini almis olanlar

arasindan belirlenmistir.
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Arastirmacinin zaman ve is gilicii kaybin1 6nlemek amaciyla uygun ornekleme
yontemiyle kolay ulasilabilecek bireylerden belirli dlgiitlere bagl kalarak arastirmaya
dahil olacak oOgretmen adaylar1 sec¢ilmistir. Dolayisiyla arastirmada kullanilan
ornekleme yontemi; kolay ulasilabilir bireylerden katilimcilar belirlendigi i¢in uygun
ornekleme ve drneklem olusturulurken belli 6lgiitlere bagh kalindigi, rastgele bir se¢im
yaptlmadigt i¢in segkisiz olmayan oOrnekleme yontemlerinden amacli Ornekleme
yontemidir. Uygun Orneklemede arastirmaci kolaylikla ulasabildigi bireylerden
katilimcilarin1  segcer (Cohen, Manion ve Morrison, 2005). Amagli O6rnekleme,
calismanin amacma bagli olup bilgi acisindan zengin durumlarin segilerek
derinlemesine arastirma yapilmasina olanak tanir. Belli dlgiitleri karsilayan veya belli
Ozellikleri tasiyan bir veya daha fazla 6zel durumda c¢alisilmak istenildiginde tercih
edilir (Bliyiikoztiirk, Kilig Cakmak, Akgiin, Karadeniz ve Demirel, 2010). Bu sebeple
bu arastirmaya katilacak 6gretmen adaylari, uygulama Oncesi egitime katilan, kendini
net ifade edebilen, arastirmaci ile sorunsuz iletisim kurabilen, Lineer Cebir I-11 ve Soyut
Cebir ve Sayilar Teorisi I-II derslerini almis dolayisiyla zengin veri saglayabilecek
ogretmen adaylar1 arasindan goniilliilik esasiyla belirlenmistir. Onceden belirlenmis
Olgiitleri  karsilayan bireylerle c¢alisildigi i¢in arastirmada amagli Grnekleme
yontemlerinden biri olan dlgiit 6rnekleme yontemi kullanilmistir (Yildirim ve Simsek,
2008). Bu baglamda bir devlet {iniversitesinin egitim fakiiltesi matematik egitimi
boliimii 6grencilerinden tiglincti Sinif 6grenimini tamamlamis ikisi erkek ti¢ii kiz olamk

lizere bes Ogretmen adayr ile c¢alisgilmistir. Katilimcilarin 6zellikleri Tablo 3.1 de

verimistir.

Tablo 3.1.

Katilimcilarin Belirgin Bireysel Ozellikleri

Katihimcinin Ad Bireysel Ozellikleri

Giil Sakin ve olduk¢a basarili. Sessiz bir yapisi var ancak etkinlikler

sonunda sesli diisiinme teknigine uyum sagladi.

Ezgi Heyecanli, basar1 odakli, basarisizliga tahammiili yok, oldukga
konugkan bir yapisi var.

Ceyda Sakin ve Kkararsiz bir yapida olmasmin yaninda disiindiiklerini
rahatlikla paylasabilen orta diizeyde basarili bir birey.
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Tablo 3.1. (Devamt)

Umut Oldukga basarili olmasina karsin; daginik, heyecanli ve diisiindiiklerini
rahatlikla paylasabilen bir birey.

Hiiseyin Sakin ve orta diizeyde basarili bir birey, diislindiiklerini sesli olarak
ifade etmede yer yer sorun yasamis bu yiizden miilakat¢inin uyarilarina
ihtiya¢ duymustur.

3.3. Arastirmacinin Rolii

Matematik Ogretmeni adaylarinin matematiksel ispatta Onceden belirlenen
anahtar fikirleri yazabilme siireglerini incelemek i¢in yapilan bu arastirmada 6gretmen
adaylarinin zihinsel siireglerini ve diislincelerini rahat bir sekilde ifade edebilmeleri i¢in
uygulama oncesinde dgretmen adaylari ile informal goriismeler yapilmigtir. Arastirmaci
hem pilot hem de esas uygulamaya dahil olan katilimcilarin tamamini bireysel olarak
tanimaktadir ve saglikli bir iletisim kurmaya gayret gostermistir. Bu sebeple katilimeilar
sesli diisiinme sirasinda olusabilecek kendini ifade edememe veya kiigiik diisme
endisesiyle konusamama durumlarini yasamamislardir. Arastirmaci, katilimcilarin cebir
derslerini yiiriiten 6gretim elemanlarmin goriisleri dogrultusunda ispati tamamlanmasi
istenen teoremleri sekillendirmistir. Bu sekilde katilimcilarin ezbere dayali degil de

anahtar fikirlere odakli bir diisiinme siirecine girmeleri saglanmaya calisilmistir.

Uygulamalar esnasinda ogrencilerden sesli diisiinerek ispatlar1 yapmalart
istenmis, sesli diisiinmeye ara verdikleri anda arastirmaci tarafindan yeniden sesli
diistinmeye tesvik edilmislerdir. Ancak sesli diisiinmede sorun yasamayan katilimcilarin
diisiinme siireclerine arastirmaci herhangi bir miidahalede bulunmamistir. Ciinkii sesli
diistinme yontemi uygulanirken "Konusmaya devam et" gibi notr ipuglari, kisileri tekrar
yiiksek sesle diistinmeye tesvik eder, ancak diisiincelerin i¢ siireclerine dis fikirler
ekleyerek veriler 6nyargili tutulmaz (Johnstone vd., 2006). Sesli diisiinme protokolleri
tamamlanmak zorunda degildir c¢ilinkii birey diisiincelerinin yalnizca bir kismim
sozellestirebilir bu nedenle verilerin tam anlamiyla yorumlanmasi protokolleri analiz
edecek arastirmacinin goérevidir (van Someren vd., 1994). Bu calismada arastirmaci
video kayitlarini seyrederek ve sesli diisiinme protokollerini inceleyerek verileri tam

anlamiyla yorumlamaya ¢alismistir.
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Bu arastirmada anahtar fikirlerin belirlenmesi agsamasindaki uzman goriislerinin
alinmasi, esas uygulama oncesi etkinlikler yapilmasi, uygulamalarin video kayit altina
almarak yiiriitiilmesi ve verilerin analiz edilerek yorumlanmasi siireclerinin tamami

arastirmacinin kendisi tarafindan gergeklestirilmistir.

3.4. Veri Toplama Araclari

3.4.1. Sesli Diisiinme Yontemi ile Desteklenmis Yar1 Yapilandirilmis

Miilakat

Bu arastirmanin ikinci ve t¢tincii alt problemleri olarak belirlenen, “Matematik
Ogretmeni adaylarmin cebir konularinda matematiksel ispat yaparken anahtar fikirleri
kullanabilme durumlari nedir?” ve “Matematik 6gretmeni adaylarinin cebir konularinda
matematiksel ispat yaparken temel bilesenleri tamamlama durumlari nasildir?”
sorularina cevap bulabilmek i¢in; nitel veri toplama araglarindan goriisme kullanilmis
ve bu baglamda sesli diisiinme yontemi ile desteklenmis yar1 yapilandirilmis miilakat

tekniginden faydalanilmistir.

Yari yapilandirilmis miilakatlar, hem sabit segenekli cevaplamay1 hem de ilgili
alanda derinlemesine gidebilmeyi birlestirir ve goriisiilene kendini ifade etme imkani
verme, gerektiginde derinlemesine bilgi saglama gibi avantajlara sahiptir (Biiyiikoztiirk
vd., 2010). Yan yapilandirilmis miilakatlarda aragtirmaci sorulari 6nceden hazirlar
ancak goriisme sirasinda katilimceilara kismi esneklik saglayarak olusturulan sorularin
yeniden diizenlenmesine ve tartisilmasina izin verir dolayisiyla katilimcilarin da
arastirma tzerinde kontrolleri s6z konusudur (Ekiz, 2009). Ayrica arastirmaci
katilimcilarin aragtirma konusu hakkindaki goriislerini derinlemesine 6grenme firsati
bulur (Giiler vd., 2013). Bu calismada arastirmaci anahtar fikirler yardimiyla ispatlari
temel bilesenlere ayirmistir. Katilimcilardan diger temel bilesenlerdeki anahtar fikirleri
kullanarak eksik birakilan temel bilesenleri tamamlamalari beklenmistir. Dolayisiyla
katilimcilara 6nceden hazirlanmis ispat tamamlama formu verilmis yar1 yapilandirilmisg
miilakatlarla ispatlar1 tamamlama siirecleri ortaya ¢ikarilmaya calisilmistir. Ancak ic ice
geemis pek cok siirecten olusan ispata yonelik diisiinme siirecinde, katilimecilarin
diistincelerini derinlik odakli ortaya ¢ikarabilmek ve dolayisiyla hangi temel bilesende

sorun yasadiklarint ve verilen anahtar fikirleri kullanabilme vyeterliklerini ortaya
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cikarabilmek i¢in sesli diisinme yontemi ile bu yar1 yapilandirilmis miilakatlar
desteklenmeye calisilmigtir. Katilimcilar sesli diisinmeden uzaklastiginda arastirmaci
cesitli ifadelerle (‘Ne diistintiyorsun?, Diistindiiklerini sesli olarak anlat., Ne gegiyor
zihninden?, Ne demeye c¢alismis, ne anladin?) miilakatlarin sesli diistinme yontemiyle
ilerlemesini saglamaya calismistir. Katilimcilar zihinsel siireclerini tanimlamakta giigliik
cektiklerinde arastirmaci ispata yonelik kurdugu cesitli ciimlelerle (Ne i¢in onu
gostermeliyiz?, Orada hangi 6zellikleri kullandik? Bu ispatta genel olarak ne yapmis?
Bir iist basamakla bir alt basamagi nasil birlestirebiliriz?) siirece yon vermistir. Sesli
diisiinmede sorun yasanmadigi durumlarda ise silirece miidahale etmemis ve 6gretmen
adayinin kendini ifade etmesine firsat vermistir. Ayrica arastirmaci ‘Ne yardimei oldu
sana burada?, Bu ispatta genel olarak ne yapmis?, Neden bdyle yazdin?’ gibi sorularla
O0gretmen adaylarinin diislincelerini sozlii olarak ifade etmelerine imkéan saglamaya

calismustir.

Miilakatlarin yapildig1 tarihler ve video kayitlarinin siireleri Tablo 3.2 de

verilmistir.

Tablo 3.2.
Sesli Diisiinme Yontemiyle Desteklenmis Yari Yapilandirimis Miilakatlarin Siire ve

Tarih/Saat Bilgisi

Katilimcinin Adi Miilakat Siiresi Miilakatin Yapuldig1 Tarih ve
Saat

Giil 30 dakika 1 saniye 22.05.2015/ 15:24

Ezgi 22 dakika 37 saniye 26.05.2015/11:13

Ceyda 42 dakika 21 saniye 28.05.2015/ 14:50

Umut 26 dakika 38 saniye 20.05.2015/ 15:30

Hasan 26 dakika 37 saniye 22.05.2015/ 16:52

3.4.2. Dokiiman Inceleme ve Uzman Gériisii

Bu aragtirmanin birinci alt problemi olan “Matematiksel ispat siirecini olusturan
temel bilesenler nelerdir?” sorusuna cevap bulabilmek i¢in dokiiman inceleme ve uzman

gorlistine bagvurulmustur. Dokiimanlar, nitel arastirmalarda etkili bir sekilde



43

kullanilmas: gereken oOnemli bilgi kaynaklaridir. Dokiiman inceleme, arastirilmasi
hedeflenen olgu veya durumlar hakkinda yazili materyallerin incelenmesini kapsar
(Yildirnm ve Simsek, 2008). Arasgtirmanin inanilirh§inmi artirmak i¢in uygulanan

yontemlerden bir digeri de uzman goriisiiniin alinmasidir.

Bu arastirmada anahtar fikirler belirlenirken, temel bilesenler olusturulurken,
uygulama sorular1 hazirlanirken; Cebir alaninda akademik calismalar yapan ve Soyut
Cebir ve Sayilar Teorisi ile Lineer Cebir derslerini yiiriiten dért uzmandan, pilot ve esas
uygulamalardan sonra veriler analiz edilerek yorumlanirken de iki uzmandan inceleme
yapmalar1 ve goriis belirtmeleri talep edilmis ve uzmanlarin goriisleri dogrultusunda
stirece yon verilmistir. Arastirmada Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi ile Lineer Cebir
derslerinin igerikleri, ders kitaplari, dersi veren Ogretim elemanlarin ders notlari,
ogrenci ders notlari, arastirmacinin arastirma siiresince tuttugu ginligi ve ilgili
alanyazin incelenerek uzman goriisleri sonucunda elde edilen verilerle iligkilendirilmis
bu sekilde yontem ¢esitlemesi yapilarak arastirmanin inanilirligi da artirilmaya

calisiimustir.
3.5. Veri Toplama Siireci

3.5.1. Anahtar Fikirlerle Desteklenmis Ispat Tamamlama Formunun

Hazirlanma Siireci

Ispat yapma siireci birden fazla diisiinme siire¢ ve asamasini iginde barindiran ve
matematiksel bilgilerin igige kullanildigi karmasik ve hiyerarsik bir siirectir bu nedenle
bireyler ispat yaparken ne yapacaklarini bilmedikleri bir ¢ikmaza girmektedirler (Selden
A. ve Selden J., 2007; Weber, 2001). Dolayisiyla bu karmasik siire¢ incelenirken
ispatlar basamaklara ayrilmis bu sekilde asama asama ispat tamamlama siirecinin ortaya
cikarilabilmesi amaglanmis ve bireylerin bir teoremin ispatini yapmalar1 degil de
basamaklar1 eksiltilerek verilmis ispatlar1 tamamlamalar1 beklenmistir. Ispati olusturan
bu basamaklara ispatin temel bilesenleri, bu temel bilesenleri olusturan ipuglarina ise
anahtar fikirler denmistir. Matematik Ogretmeni adaylarinin cebir konularinda
matematiksel ispat yaparken anahtar fikirleri dolayisiyla temel bilesenleri kullanabilme
yeterliklerini ve hangi temel bilesende problem yasadiklarini ortaya ¢ikarabilmek igin

Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi dersinin igerigi, ders kitaplari, dersi veren O6gretim
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elemanlarimin ders notlari, 6grenci ders notlar1 incelenmis ve bir taslak temel bilesen
formu olusturularak cebir alaninda uzman {i¢ akademisyenin goriigiine sunulmustur.
Yapilan dokiiman incelemesi ve uzman goriisleri ile sekillenen temel bilesen formunun
son hali bulgular bashigi altinda detayli olarak anlatilmistir. Uzmanlarin gorisleri
dogrultusunda ispata yonelik temel bilesen formuna son sekli verilmis ve buna gore
ilgili derslerin igeriklerine uygun yedi teoremin ispatlari temel bilesenlerine ayrilarak
yeniden uzman incelemesine sunulmustur (EK 2). Uzmanlardan hazirlanacak ispat
tamamlama formunda hangi teoremlerin kullanilmas1 ve hangi temel bilesenlerin eksik
birakilmasi gerektigi konusunda fikir alinmistir. Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi dersi
icerigine yonelik secgilen yedi teoremden uzmanlarin, 6gretmen adaylarmin biligsel
seviyelerine daha uygun oldugunu diisiinerek tizerinde hem fikir olduklar1 ii¢ teorem
uygulamada kullanilmak iizere segilmistir. Uzmanlardan biri ders anlatma siirecindeki
deneyimleri nedeniyle homomorfizma ispatina yonelik bir teoreme mutlaka yer
verilmesi ve homomorfizmanin 6zelliginin kullanilmasina yonelik temel bilesenin eksik
birakilmasi gerektigini ifade etmistir. Diger iki uzman Lineer Cebir dersinin igerigi esas
alinarak iki teoremin daha ilave edilmesinin cebir alanina iliskin sonuglar elde etmeye
katk1 saglayacagi yoniinde ortak goriis bildirmislerdir. Bu uzmanlardan biri ayrica
Ogretmen adaylarinin biligsel seviyelerine uygun olarak secilmis bir teorem olmadigini
diistindtigii; “G bir grup ve H < G olsun. Bu takdirde, H nin G i¢indeki sol yan kiimeleri
G nin bir parcalanisini olustururlar.” teoremi yerine bu teoremle esdeger olan ve iki
kiimenin esitligi ilkesine dayanan “(G,.) bir grup ve H < G olsun. V a € G igin, Ha =
{x € G:a = x(mod H)} yani Ha = a dir.” teoreminin ispatina da uygulamada yer
verilmesi gerektigini belirtmistir. Ilgili teoremin ispat1 yapilarak temel bilesenlerine
ayrilmig ve bu ispatta hangi temel bilesenlerin eksik birakilmasi gerektigine de yine bu

uzmanla birlikte karar verilmistir (EK 2).

Lineer Cebir ders igerigi ve ders notlar1 da farkli bir uzmanla degerlendirilip
Ogretmen adaylariin problem yasadigi iki teoremin ve eksik birakilacak temel bilesenin
se¢imine bu uzmanla karar verilmis sonrasinda bu iki teorem ve eksik birakilmasi
planlanan temel bilesenler diger uzmanlarin da onaymna sunulmustur. Bu sekilde yedi

teoremden olusan bir ispat tamamlama formu hazirlanmistir (EK 3, EK 4).

Tablo 3.3’te ispat tamamlama formu igin secilen teoremler ve bu teoremlerin

ispatlarinda hangi temel bilesenin eksik birakildigina iligskin bilgilere yer verilmistir.
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Teoremin ifadesi

Eksik Birakilan
Temel Bilesen /
Bilesenlerin Ad1

Teorem.1 (G,.) birgrupve N < G = G/N bir gruptur.

Teorem.2 (G,.) birgrupve H < G olsun. V a € G igin,
Ha = {x € G:a = x(mod H)} yani Ha = a dir.

Teorem.3 Bir (G, .) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz)

alt gruplarinin kesisimi yine G nin bir alt grubudur.

Teorem.4 Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.

Teorem.5 G bir grup ve a € G olsun. Vx € G igin, @,(x) =
axa~!ile tamml @,: G — G, G nin bir otomorfizmasidir.
@, Ya G nin bir i¢ otomorfizmas1 denir.

Teorem.6 S kiimesi bir V vektor uzaymin lineer bagimsiz bir alt
kiimesi ve S’ de S’ c S olacak sekilde V vektor uzaymin bir alt

kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdir.

Teorem.7 U ve W kiimeleri V vektor uzaymin birer alt uzay:
olmak iizere; U N W kiimesi de V nin bir alt uzayidir.

Islem Yapma, Tanim
Kullanma, Ozellik
Kullanma ve
Kavramsal Bilgileri
Secip Kullanma

Kavramsal Bilgileri
Secip Kullanma,
Islem Yapma, Ozellik
Kullanma ve Onceki
Bilgileri Kullanma

Hipotezi ve Hiikkmii
Belirleme

Tanim Kullanma ve
Ispatt Tamamlama

Ozellik Kullanma ve
Islem Yapma

Kavramsal Bilgileri
Secip Kullanma,
Onceki Bilgileri
Kullanma ve Ispati
Tamamlama

Hipotezi Kullanma ve
Kavramsal Bilgileri
Kullanma

3.5.2. Pilot Uygulama

Aragtirmanin bu bdliimiinde pilot uygulama yapilmasinin amaci ve uygulama

stireci ile pilot uygulama sonrasinda yapilan degisiklikler ve pilot uygulamanin

arastirmaciya sagladigi faydalardan bahsedilmistir.
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Arastirmaci tarafindan dokiiman incelemesi ve uzman goriisleri yardimiyla
olusturulan anahtar fikirlerle desteklenmis ispat tamamlama formunun arastirmanin
amacima hizmet edip etmedigini test edebilmek ve arastirmacinin sesli diisiinme
yonteminde deneyim kazanmasini saglayabilmek amaciyla pilot uygulama yapilmistir.
Pilot uygulama; 2013-2014 egitim Ogretim yili bahar yariyili sonunda yapilmis,
uygulamaya Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi I-1l ve Lineer Cebir I-II derslerini almig 10
Ogretmen adayr gonillii olarak katilmistir. Katilimcilara imzalatilan goniilliiliik
sozlesmesinde goriismelerin video kayit altina alinacagi ve bilgilerinin gizli tutulacagi
konusunda teminat verilmistir. Herbir 6gretmen adayi ile yapilan uygulama ortalama 30

dk slirmiis ve video kayit cihaziyla kaydedilmistir.

Pilot uygulama sonunda elde edilen bilgiler 1s18inda uygulama siireci yeniden

diizenlenmistir. Pilot uygulama sonrasinda yapilan degisiklikler su sekildedir:

l. Pilot uygulama Oncesinde katilimcilara diistincelerini sesli olarak ifade
etmeleri hatirlatilmistir. Buna ragmen bazi katilimcilarin yontem karsisinda
bocalayarak yalnizca verilen ispatlara odaklandiklari, diisiincelerini sesli ifade
etmeden ispat1 tamamlama gayretine girdikleri goriilmiistiir. Dolayisiyla esas
uygulama oncesinde katilimcilara sesli diisiinmenin ger¢ekte ne olduguna
iligkin uygulamali bir etkinlik diizenlenmesine karar verilmistir.

Il. Katilimcilardan birkaginin diisiincelerini agik ve net bir sekilde ifade etmekte
zorlandiklar1 ve arastirmacidan utandiklari igin konusmaktan cekindikleri
gozlenmis, bu nedenle esas uygulamada katilimcilar belirlenirken bu olasi
etkilerin en aza indirilmesine dikkat edilmis; kendini ifade edebilen,
arastirmaciyla sorunsuz iletisim kurabilen disa doniik bireyler se¢ilmistir.

[1l.  Pilot uygulamada kullanilan ispat tamamlama formunda “G bir grup ve N <
G = G/N bir gruptur.” Seklinde ifade edilen 1. teorem ile “G bir grup ve
N <G = G/N bir gruptur.” olarak ifade edilen 2. teorem herhangi bir
sorunla karsilasilmamis olmasina ragmen arastirmaya dahil olan cebir
uzmanlarindan birinin Onerisi lizerine ifadelerin daha net olmasini saglamak
amaciyla grup islemi belirtilerek “(G,.) bir grup ve N< G = G/N bir
gruptur.” ve “(G,.) bir grup ve N<G = G/N bir gruptur.” seklinde

diizenlenmistir.
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Pilot uygulama esnasinda video kayit cihazi doldugu i¢in uygulamalarda
aksakliklar yasanmis bu nedenle esas uygulama oncesinde video kayit

cihazinin kapasitesi artirilmistir.

Pilot uygulamanin arastirmaciya sagladigi faydalar su sekildedir:

Aragtirmact  pilot uygulama yardimiyla sesli diisiinme yoOntemiyle
desteklenmis miilakatlar1 yonlendirme ve yonetme konusunda tecriibe
kazanmistir.

Aragtirmacinin katilimeilar sesli diisiinmenin amacina hizmet edecek sekilde
belirlemesini saglamistir.

Pilot uygulama ile esas uygulamada kullanilacak olan ispat tamamlama

formunun arastirmanin amacina hizmet edip etmedigi,

Ispat tamamlama formunda belirflenen ve katilmcilarm  ispati
tamamlamalarina yardim etmesi beklenen anahtar fikirlerin arastirmanin

amacina uygun se¢ilip secilmedigi,

Ispat tamamlama formunda kullanilan teoremlerin katilimcilarin bilissel

seviyelerine uygun olup olmadigi test edilebilmistir.

Esas uygulama silirecinin yapilandirilmast hakkinda arastirmaciya fikir

vermistir.

3.5.3. Esas Uygulama

Gerard Scallon’a (2004) gore sesli diisiinme yontemi iyi uygulanmalidir (Akt.

Giines, 2012). Bu nedenle pilot uygulama siirecinde katilimcilarin sesli diisiinme

yontemini bilmedikleri i¢cin yer yer sessiz kalmalari nedeniyle bir takim verilere

ulasmada sorun yasanmis dolayisiyla esas uygulama Oncesinde goniilliillere sesli

diisinme yo6nteminin aslinda ne olduguna iliskin ilki 40 dk ikincisi 15 dk olan iki

etkinlik diizenlenmistir. 15 goniillii matematik 6gretmeni adayimin katildig: etkinliklerin

ilkinde sesli diistinmenin gergekte ne oldugu, yararlari, ilkeleri, Olgiitleri, problem

cozme becerilerini gelistirmeye etkisi anlatilmig, 6rnek bir teorem ispat1 sesli diisiinme

yontemi ile yapilmistir. Ikinci uygulamaya kadar katilimcilarin kendilerinin sesli
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diistinme yontemini kullanarak bireysel olarak ispatlayacaklari bir teorem 6dev olarak

verilmigtir.

ki hafta sonra ikinci etkinlikte verilen 6dev sesli diisiinme yontemi ile
katilimcilarla birlikte uygulamali olarak ispatlanmistir. Sesli diisiinme yontemi ile ilgili
katilimeilarin informal olarak fikirleri alinmistir. Bu informal goriismeyle etkinlikler
sonunda Ogretmen adaylarinin sesli diigiinme yontemini algilayip algilamadiklar1 ve
yontemi ikinci etkinlige kadar igsellestirip igsellestiremedikleri tespit edilmeye

calisiimustir.

Pilot uygulama siirecinde bazi katilimcilarin diislincelerini ifade etmekte
zorlandiklar1 ve aragtirmacidan ya da ispat tamamlama siireclerinin biri tarafindan
izleniyor olmasindan utandiklar1 i¢in konusmaktan cekindikleri gozlenmistir.
Dolayisiyla esas uygulamada katilimcilarin belirlenmesi asamasinda uygulama 6ncesi
etkinliklere katilan 15 goniillii matematik 6gretmeni adayindan bu olasi etkilerin en aza
indirilmesine dikkat edilerek secilen; kendini agik ve net bir bigimde ifade edebilen,
arastirmaciyla sorunsuz iletisim kurabilen disa doniik 5 6gretmen aday: ile uygulamalar

yiirtitiilmistir.

Ogretmen adaylarmin anahtar fikirlerle desteklenmis ispat tamamlama formunu

sesli diistinme ile tamamlama stiregleri video kayit cihazi ile kaydedilmistir.
3.6. Arastirmanin inandiricih@i, Aktarilabilirligi, Tutarlihg ve Teyit Edilebilirligi

3.6.1. Arastirmanin inandiricihig

Arastirmanin inandiriciligy; arastirilan durumun agiklamalarinin gercek durumu
ne kadar yansittig ile ilgilidir (McMillan ve Schumacher, 2010; Merriam, 2009/2013).

Bu arastirmanin inandirciligini artirmak i¢in asagidaki olctitlere dikkat edilmistir:

v’ Aragtirmaci elde ettigi sonuglar1 birbirleriyle siirekli karsilastirarak,
yorumlayarak ve kavramsallastirarak, arastirmaya katilanlarin bile agikca
farkinda olmadiklar1 bazi oriintiileri ortaya ¢ikarmalidir (Yildirim ve Simsek,
2008). Katilimecilarin bir ispati tamamlarken hangi temel noktada ne tiir bir

diistinme stirecinden gectiklerini ortaya ¢ikarmak amaciyla temel bilesenler
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kullanilarak ispatlar basamaklandirilmis ve sesli diisiinme yontemi ile zihinsel
stirecleri derinlik odakli ortaya konmustur.

Cesitleme; farkli veri kaynaklari, farkli veri toplama ve analiz yontemleri
kullanilarak arastirma sonuglarinin inanilirhigini artirmaya yonelik c¢abalarin
biitiiniidiir dolayisiyla nitel arastirmalarda inandiriciligin ve tutarliligin
saglanmasinda kullanilan 6nemli stratejilerden biridir (Yildirirm ve Simsek,
2008). Dokiiman incelemesi ve uzman goriisleri sonucunda elde edilen veriler
birbirleriyle iliskilendirilmis ve bu sekilde arastirmanin inandiricilig
artirllmastir.

Arastirma siliresince ham verilerle ortaya cikmaya baslayan bulgularin
birbiriyle ortiisme ve uyumu ve kesin olmayan yorumlarla ilgili olarak
meslektaglarla gorlisme ve tartigmalar yapilmasi Onemlidir (Merriam,
2009/2013). Uygulama oncesi anahtar fikirlerin belirlenmesi asamasinda,
pilot ve esas uygulamalar sonrasinda, verilerin analiz edilmesi ve
yorumlanmasi siirecinde uzman incelemelerine bagvurulmustur. Anahtar
fikirler belirlenirken, pilot ve esas uygulamalar sekillendirilirken dort
uzmanla ayr1 ayr1 goriis ve degerlendirme toplantilar1 yapilmis, verilerin
analiz ve yorumlanmasinda ise iki uzmandan destek alinmistir.

Ses kayaitlari, fotograflar ve video kayitlar1 dogru ve nispeten eksiksiz kayitlar
saglarlar. Verilerin kullanilabilir olmasi i¢in, veri kaydin etkileyen durumsal
ozellikler (ekipmanin arizalanmasi, video ¢ekim agisi ve teknik ekipman
kullaniminin durum tizerine etkileri gibi) kaydedilmelidir (McMillan ve
Schumacher, 2010). Bu arastirmada uygulamalar video kayit altina alinmis bu
sekilde katilimcilarin  ispat yapma siiregleri eksiksiz bir sekilde
kaydedilmistir.

Belli bir siire boyunca veri toplamak arastirmanin gegerligini artiran
unsurlardan biridir (Meriam, 1998). Bunu saglayabilmek igin arastirmaci veri
kaynaklar1 ile uzun siireli bir etkilesim i¢inde olmalidir. Goriisme siiresi
ilerledik¢e gegen zaman iginde bir giiven ortami olusur ve katilimci verdigi
yanitlarda daha samimi olabilir (Yildirnrm ve Simsek, 2008). Arastirmaci,

arastirma Oncesinde ¢ yil siireyle egitim siireclerine dahil oldugu
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katilimcilarla etkili bir iletisim saglayabilmis, uygulama oncesi yapilan iki

etkinlikte bu iletisimi pekistirmis ayrica uygulama siiresini uzun tutmustur.

3.6.2. Arastirmanin Aktarilabilirligi

Arastirmanin aktarilabilirligi; okuyucularin kendi durumlar1 ile arastirilan
durumun ne derecede ortiistiiglinii gorebilmelerini ve bdylelikle arastirma bulgularinin
farkli durumlara uygulanabilirligini saglamak amaciyla arastirma probleminin
gergevesini olusturmayi, verilerin elde edilis sekillerini, katilimecilarla iliski kurabilmeyi,
0zel yorumlamalar gelistirmeyi ve arastirmacinin nitel yaklasimi se¢gme gerekcelerini

igeren kapsamli bir kavramdir (McMillan ve Schumacher, 2010; Merriam, 2009/2013).

v' Nitel aragtirmalarda genele ait bilgileri ortaya koymak yerine hem genele hem
de Ozele ait bilgilere ulasma yonelimi oldugundan veri kaynaklarinin
farklilig1 yansitacak bicimde secilmesi onemlidir dolayisiyla aktarilabilirligi
artirmak i¢in amach ornekleme yontemleri kullanilir (Yildirim ve Simsek,
2008). Bu aragtirmada amaclhi 6rnekleme yontemlerinden Ol¢iit ornekleme
yontemi kullanilmis ve uygulama oOncesi egitime katilan, kendini net ifade
edebilen, arastirmaci ile sorunsuz iletisim kurabilen, Lineer Cebir I-11 ve
Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi I-II derslerini almis oldugu i¢in zengin ve
gesitli verilere ulasilmasimi saglayabilecek sekilde katilimcilar belirlenerek
arastirmanin aktarilabilirligi artirilmistir.

v' Aragtirma sonuglarmin dayandigi verilerin yeterli diizeyde betimlenmesi ve
caligmay1 belirli bir baglama oturtmak icin gereken detayli bir tanimlama
yapilmalidir (Merriam, 2009/2013; Yildirnm ve Simsek, 2008). Ayrica
arastirmanin her bir asamasi ve izlenen yol detayli olarak tanimlanmalidir
(Biiylikoztirk vd., 2010). Bu arastirmada verilerin toplanmasi ve analiz
edilmesi siiregleri ile uygulama ortami ve katilimcilar detayli bir anlatimla
okuyucuya aktarilmis ve ayrica bulgular dogrudan aktarma yoluyla bir

biitiinliik i¢erisinde sunulmustur.
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3.6.3. Arastirmanin Tutarhhig ve Teyit Edilebilirligi

v' Nitel arastirmalarda olay ve olgularda bir degiskenlik s6z konusudur ancak

onemli olan bu degiskenligi arastirmaya tutarli bir bigimde yansitabilmektir
(Yildirim ve Simsek, 2008). Bu arastirmanin tutarliligini1 saglayabilmek i¢in
yart yapilandirilmig miilakatlarda katilimcilara farkli davranilmamis, siireg
kayit altina alinmig ayrica veriler; arastirmaci tarafindan yorum yapilmasini
onledigi ve herkes tarafindan erisilebilen sozlii protokolleri veri olarak ele
aldig1 boylece nesnel bir yontem olusturdugu igin (van Someren vd., 1994)

sesli dlistinme yontemi esas alinarak climle climle kodlanmaistir.

v’ Nitel arastirmalarda sonuglarin gergegi yansitmasi ve arastirmacinin 6znel

yargilari ile varsayimlarindan uzak olmasi beklenir. Bu nedenle disaridan bir
uzman sonuglarin ve yorumlarin ham verilerine geri gidildiginde teyit edilip
edilmedigine iligkin bir degerlendirme yapar (Yildirim ve Simsek, 2008). Bu
aragtirmada verilerin analizi ve yorumlanmasinda iki uzmandan teyit

incelemesi yapmalari istenmistir.

Aragtirmanin  inandiriciligini,  aktarilabilirligini,  tutarliligimi =~ ve  teyit

edilebilirligini saglamak amaciyla alinan 6nlemler Tablo 3.4’te 6zetlenmistir.

Tablo 3.4.

Arastirmamn Inandiricihig, Aktarilabilirligi, Tutarliligi ve Teyit Edilebilirligi

inandincilik

Derinlik Odakli Veri Toplama Aragtirmada sesli diisiinme yontemi ile elde edilen
sonugclar birbirleriyle siirekli karsilastirilarak
yorumlanmis ve kavramsallagtirilmigtir,

Cesitleme Veri toplama araglarinda dokiiman inceleme ve yari
yapilandirilmis miilakat yontemleri kullanilarak
cesitleme yapilmis bu sekilde aragtirmanin inanilirlig
artirilmstir.

Uzman Incelemesi Arastirma sirasinda hem uygulama &ncesi anahtar

fikirlerin belirlenmesi agamasinda hem de pilot ve

esas uygulamalar sonrasinda uzman goriisiine

bagvurulmustur.
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Tablo 3.4. (Devamt)

Verilerin Dijital Ortamda Kaydedilmesi Uygulamalar video kayit altina alinmis bu sekilde
katilimeilarin ispat yapma siirecleri eksiksiz bir
sekilde kaydedilmistir.

Uzun Stireli Etkilesim Uygulama 6ncesinde katilimcilarla yapilan etkinlikler
stiresince etkilesim yaganmigtir.

Aktarilabilirlik

Orneklem Secimi Aragtirmada amaclh 6rnekleme yontemlerinden 6lciit
ornekleme yontemi kullanilarak arastirmanin
aktarilabilirligi artirlmigtir.

Ayrintili Betimleme Calismada katilimcilarin belirlenmesi ve veri toplama
siireci betimlenerek arastirma sorularina verilen
cevaplar dogrudan aktarma yoluyla bir biitiinliik
igerisinde okuyucuya sunulmustur.

Tutarhhk Goriismede sorular katilimcilara benzer yaklasimlarla
yoneltilmis, verilen cevaplar yazili ve s6zlIii olarak
kayit altina alinarak nesnellik saglanmistir.

Teyit Edilebilirlik Aragtirmada ulasilan sonuglar ve veriler siirekli
karsilastirilmis ve iki farkli uzman teyit incelemesi
yapmistir.

3.6.4. Etik Konular

Bu c¢alismada katilimcilarin  tamami  aragtirmanin = amacina  yonelik
bilgilendirilmislerdir. Arastirmada kullanilan isimler arastirmaci tarafindan katilimcilara
verilmis takma isimlerdir. Ayrica uygulama sirasinda rahat olmalarini saglamak
amaciyla; katilimcilara goriismelerin video kayit altina alinacagi ancak kisisel
bilgilerinin korunacagi ve calismaya baslayip daha sonra ayrilan katilimcilarin herhangi
bir olumsuzluk yasamayacagi teminatini veren ve arastirma hakkinda katilimcilar

bilgilendiren bir goniilliiliik s6zlesmesi okutularak imzalatilmistir (EK 1).

3.7. Verilerin Analizi

Durum caligmasi deseninde elde edilen veriler analiz edilirken alt problemler

onemli bir isleve sahiptir. Veriler, aragtirmanin basinda olusturulmus olan alt



53

problemler temel alinarak diizenlenip, yorumlanabilir. Ayrica verilerin analiz edilmesi
ve yorumlanmasinda, arastirmact ¢alistig1 problemle ilgili alanyazini etkili bir sekilde
kullanmalidir. Ilgili alanyazindan alintilar yapmak, yorumlarin baska arastirma
sonuglartyla ne derece uyustugu veya celistigi konusunda tartismalar agmak, veri

analizini ve yorumlamay1 zenginlestirir (Yildirim ve Simsek, 2008).

Bu arastirmada elde edilen verileri okuyucuya derinlik odakli ve biitiinciil bir
sunumla aktarabilmek amaciyla betimsel analizden faydalanilmistir. Betimsel analizde
amag; elde edilen bulgular1 diizenlenmis ve yorumlanmis bir sekilde ortaya koymaktir
(Yildinm ve Simsek, 2008). Bu arastirmada; dokiiman analizi ve uzman incelemesi
sonucunda elde edilen veriler betimsel analiz yapilarak derlenip arastirmaci tarafindan
da yorumlanarak bir biitiinliik igerisinde okuyucuya aktarilmistir. Miilakatlar transkript
edilerek elde edilen veriler ise sesli diisiinme protokolleri seklinde derlenmis, betimsel
analiz yapilarak analiz edilmis, sik sik dogrudan alintilara yer verilerek aragtirmacinin

yorumlariyla desteklenmistir.

Durum c¢aligmalarinda arastirmaci, kendi iggilidiilerine ve yeteneklerine
giivenmek zorundadir (Merriam, 2009/2013). Bu arastirmada da sesli diisiinme
protokolleri analiz edilirken arastirmaci, kendi deneyimleri ve i¢giidiileri ile olusturdugu

kod ve kategoriler yardimiyla kuramsal agiklamalar gelistirmistir.

3.7.1. Matematiksel Ispat Siirecini Olusturan Temel Bilesenlerin

Belirlenmesine Yonelik Verilerin Analizi

Matematiksel ispat siirecini olusturan temel bilesenlerin belirlenmesine yonelik
veriler betimsel analiz yontemi ile analiz edilmis ve biitiinciil bir yaklasimla okuyucuya
sunulmustur. Arastirmanin bu boliimiinde elde edilen verilerin betimsel analizinde
dokiiman analizi sonucunda olusturulan taslak temel bilesen formuna ydnelik uzman
goriigleri esas alinmistir. Cebir alaninda uzman {i¢ akademisyenin taslak temel bilesen

formuna iliskin goriisleri detayl bir anlatimla okuyucuya aktarilmaya c¢aligilmistir.
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3.7.2. Sesli Diisinme Yontemi ile Desteklenmis Yar1 Yapilandirilns

Miilakatlarin Analizi

Diisiinme siirecinde zihnimizde pes pese mantikli islemler yapilmaktadir.
Ornegin sorun ¢dzme, karar verme, elestirel diisiinme, akil yiiriitme, yaratic1 diisiinme
gibi... Bunlar sesli diisiinme sirasinda kelime, climle, konusma, inang, Oneri, yargi,
zihinsel goriintii, betimleme, yontem ve teknikler bi¢iminde ortaya ¢ikmaktadir (Giines,
2012). Dolayisiyla bir sesli diisiinme protokoliinii analiz etmek dogrudan ses kaydini
analiz etmekten ¢ok daha zordur. Sesli diisiinme protokolleri analiz edilirken,

transkriptler pargalara ayrilarak standart bir forma getirilir (van Someren vd., 1994).

Bu arastirmada sesli diisiinme yontemi ile desteklenmis yar1 yapilandirilmig
miilakatlara betimsel analiz uygulanmistir. Analizler yapilmadan once miilakatlar
siiresince yapilan video kayitlar1 bilgisayar ortamina aktarilmig; ses ve video kayit
dokiimleri ile ispat tamamlama islemleri transkript edilmistir. Video kayitlart farkli
zamanlarda dorder kez seyredilmis ve transkriptler iicer kez okunarak sesli diisiinme
protokollerine uygun bir bicimde asamalandirma yapilmis ve bu asamalar tablolar
halinde sunulmustur. Video kayitlar1 ve ispat tamamlama islemleri birlikte ele alinarak

Ogretmen adaylarinin zihinsel siireglerini tanimlayan yorumlar ortaya ¢ikarilmistir.

van Someren vd.’nin (1994) “Irene’in Suzanne’dan alti tane az sekeri vardir.
Diana’nin Suzanne’dan bes tane fazla sekeri vardir. Irene’in sekerleri Diana’nin
sekerlerinden kag¢ tane daha azdir?” problemine yonelik 6rnek protokol analizi Tablo

3.5’te verilmistir.

Tablo 3.5.
Ornek Protokol Analizi
Ciimle Yorum / Aciklama

) , U Climleyi doniistiiriiyor
1: Suzanne Irene’den 6 fazla oldugu i¢in . .

ve sema haline getiriyor.

2: ve Diana, Suzanne’dan 5 fazla ‘X biiytik Y biiyiik Z’ doniistimiinii
3: Bu yiizden Suzanne dnce gelir ima ediyor.
4: Clink Suzanne"m. 53 ee, 6 tane var ‘Daha fazla’ anahtar kelimesini
6: bu ylizden hepsi birlikte 11 eder ipucu olarak kullaniyor ve toplama
7: ama burada daha az1 soruluyor islemini kastediyor.
8: Irene’in Suzanne’dan kag tane daha az vardir?




Tablo 3.5. (Devamt)
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9:
10

o zaman ¢ikaralim
: Diana, Suzanne, Irene

Miilakat¢1 miidahale ediyor.

11

12:
13:
14.
15:

: [problemi tekrar okuyor]

anlamadim...

Irene Suzanne’dan 6 tane fazlaya sahiptir.
Diana Suzanne’dan 5 tane daha fazlaya sahip
Bii yiizden bir seyler eklenmeli

‘Daha az’ anahtar kelimesiyle
‘¢cikarma islemini’ ima ederek
Semaya geri doniiyor.

16:
17:

dolayisiyla bir sey ¢ikarilmali
Suzanne’da kag tane oldugunu bilsem

Semayla onerilen islem; Suzanne’in
kac taneye sahip oldugunu bilmeyi
gerektiriyor.

18:
19:
20:
21:
22.

Bence Suzanne’in 11 tane var

Diana Suzanne’dan 5 fazla

[bekliyor] sanirim, 10

Irene’in Diana’dan kag tane daha azdir
Sanirim, 10

Kontrol edilemeyen tahmin
metoduyla islem

Sesli diisiinme yonteminde konugmalar s6zlii protokol, yazilanlar yazili protokol

olarak adlandirilir (van Someren vd., 1994). Bu arastirmada s6zlii ve yazili protokoller

okuyucuya es zamanli aktarilmis ve bu sekilde 6gretmen adaylarmin ispat tamamlama

stirecindeki diistincelerinin biitiinciil bir yaklasimla analiz edilmesi amaglanmustir.



DORDUNCU BOLUM

4. BULGULAR VE YORUM

Bu boliimde, arastirma verilerinin analizleri sonucunda elde edilen bulgu ve
yorumlara “Matematiksel ispat siirecini olusturan temel bilesenler nelerdir?”,
“Matematik ogretmeni adaylarimin cebir konularinda matematiksel ispat yaparken
anahtar fikirleri kullanabilme durumlar: nedir?” ve “Matematik 6gretmeni adaylarinin
cebir konularinda matematiksel ispat yaparken temel bilesenleri tamamlama durumlar

nasudir? ” alt problemlerinin sirasina gore yer verilmistir.

4.1. Matematiksel Ispat Siirecini Olusturan Temel Bilesenlerin Belirlenmesine

Yonelik Bulgular

Bu bélimde pilot ve esas uygulamaya temel teskil etmesi, uygulamalarda
verilecek anahtar nokta ve fikirlerin neler oldugunun tespit edilebilmesi ve 6gretmen
adaylarinin ispat olusturma siire¢lerinin daha detayli bir bi¢imde arastirilabilmesi igin
matematiksel ispat siirecini olusturan temel bilesenlerin belirlenmesi amaglanmistir. Bu
amagla matematiksel ispat siirecinde yasanan zorluklar1 ortaya koyan alanyazinla
birlikte Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi ile Lineer Cebir derslerinin iceriginde yer alan
teoremler ve ispatlar ile ilgili derslere yonelik ders kitaplar: incelendikten sonra ispat

yapma siireci taslak temel bilesen formu olarak asagidaki gibi sematize edilmistir:
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Hipotezi Belirleme
Hukmu Belirleme
Hipotezi Kullanma

Islem Basamaklari

Ispata Ulasma

Sekil 4.1. Taslak temel bilesen formu

Taslak temel bilesen formu cebir alaninda uzman {ii¢ akademisyenin
degerlendirme yapmak iizere incelemelerine sunulmustur. Uzmanlara matematiksel
ispat siirecinde Ogrencilerin yasadiklari zorluklara yonelik alanyazin bilgisi kisaca
aktarildiktan sonra taslak form hakkindaki gortsleri alinmistir. Uzmanlardan biri
buradaki islem basamaklar1 boliimiiniin; tanim kullanma, 6zellik kullanma, onceki
bilgileri ve teoremleri kullanma ile islem yapma basamaklari seklinde hiyerarsik
olmayan bir diizende detaylandirilarak genisletilmesi yoniinde; digeri ilk uzmanin
goriiglerine paralel yonde goriis bildirerek, hipotezi kullanma basamaginin da bu
hiyerarsik olmayan diizen igerisine dahil edilmesi gerektigi yoniinde; ti¢lincii uzman ise
hitkmii belirleme basamagindan sonra yontem belirleme basamaginin da ilave edilmesi
yoniinde goriis bildirmislerdir. Uzman goriisleri dikkate alinarak temel bilesen formu

asagidaki gibi yeniden sekillendirilmistir.



58

Hipotezi Belirleme
Hikmu Belirleme

Kullanilacak ispat Yontemini Belirleme

*Hipotezi Kullanma

*Tanim Kullanma

*(Ozellik Kullanma

*Kavramsal Bilgileri Segip Kullanma
*Onceki Bilgileri Kullanma

*jslem Yapma

ispati Tamamlama

Sekil 4.2. Ispata yonelik temel bilesen formu

Hazirlanan bu form yardimiyla pilot ve esas uygulamada kullanilacak olan
anahtar fikirler ve 6grencilerin ispat yaparken sorun yasadiklari siirecin basamaklari
belirlenmistir. Bu basamaklar hiyerarsik degildir ve her ispatta olma zorunlulugu
yoktur. Yani ‘Asal sayilar sonsuzdur.” gibi yalnizca hiikiim belirten bir teoremin
ispatinda hipotezin belirlenmesi zorunlu degildir. Ya da bazi ispatlarda herhangi bir
tanimdan faydalanilmazken bazilarinda da herhangi bir kavramsal bilgiye ya da 6zellik

kullanimina ihtiya¢ duyulmamaktadir.

Hipotezi belirleme basamaginda; 6gretmen adayindan ispata temel teskil edecek,
baska bir deyisle ispatin ¢atisin1 olusturacak bir varsayim kurmasi beklenmektedir.
Ornegin; p = q oOnermesi icin p ifadesi hipotezdir ve bu &nermenin ispatina
baglayabilmek ig¢in p Onermesini belirleyebilmek ve matematiksel dil ve notasyona

uygun olarak yazabilmek 6nemlidir.

Hiikmii belirleme basamaginda; hipotezden yola c¢ikilarak varilacak olan
yarginin belirlenmesi ve bu sekilde ispatin temelinin olusturulmasi beklenmektedir.

Omegin; p = q oOnermesi icin g ifadesi hiikiimdiir ve bu Onermenin ispatin
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sekillendirebilmek i¢in g Onermesini matematiksel dil ve notasyona uygun olarak

yazabilmek 6nemlidir.

Taslak temel bilesen formunda islem basamaklar1 olarak ele alinan ancak uzman
gorisleri sonrasinda son sekli verilen temel bilesen formunda; hipotezi kullanma, tanim
kullanma, oOzellik kullanma, kavramsal bilgileri se¢ip kullanma, Onceki bilgileri
kullanma ve islem yapma seklinde detaylandirilan bilesenler; ispatin igerigine gore ve
hiyerarsik olmayan bir diizende kullanilmaktadirlar. Dolayisiyla bazi ispatlarda bu temel
bilesenlerin tamami, bazilarinda ise bir veya birkagt kullanilmaktadir. Hipotezi
kullanma bileseninde hipotezden yola ¢ikilarak ispata yardimci olacak ifadelerin yazilip
yazilamadig1 arastirilirken; onceki bilgileri kullanma bileseninde 6gretmen adayinin
halihazirda bilmesi gereken yardimei1 bir teoremi ya da ispatin akisi sirasinda ulasgtigi bir
bilgiyi kullanip kullanamadig1 arastirilmaktadir. Ozellik kullanma bileseninde ispati
olusturmaya yardimci bir Ozelligi kullanabilme durumunu ortaya ¢ikarmak
amaglanirken; tanim kullanma bileseninde hipotezde/hiikiimde yer alan ya da ispatin
herhangi bir yerinde gecen ve ispata yardimei olmasi beklenen bir ifadenin taniminin
kullanilabilirligi incelenmistir. Kavramsal bilgilerin segilerek kullanilmasi bileseninde
ise kavramlarin ve bu kavramlara yonelik bilgilerin dogru bir bi¢imde secilip
kullanilmas: arastirilmistir. Ornegin, alt grup tamminm ya da asal sayr taniminin
kullanilmasi, tanim kullanma olarak; birim eleman ve ters eleman kavramlarinin
ozelliklerine uygun olarak seg¢ilip kullanilmasi1 kavramsal bilgilerin seg¢ilip kullanilmasi
olarak ve iglem yaparken grup 6zelliklerinden faydalanmak ise 6zellik kullanma olarak
ele alinmistir. Islem yapma bileseni gesitli cebirsel islemlerle ispat: belli bir diizeye
tastyabilme durumunu ortaya koymay1 amaglamaktadir. Cebirsel islem yapabilmek i¢in
bazen bir tanimdan bazen bir 6zellikten bazen de bir kavramsal bilgiden faydalanma
ithtiyac1 duyulabilir. Bu noktada bunlardan birinde var olan bir eksiklik, islemi dogru bir

bi¢cimde ilerletme olanagini da ortadan kaldirmis olur.

Ispati tamamlama basamaginda ise bireyden biitiin verilenleri ya da elde ettigi
bilgileri kullanarak matematiksel dil ve notasyona uygun bir bi¢imde ispati

sonlandirmasi beklenmektedir.
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Formda belirlenen temel bilesenler esas alinarak olusturulan ispat tamamlama
formu ve tamamlanmis ispat formu (EK 3, EK 4) kullanilarak 6grencilerin ispat

tamamlama siireci belirli bir diizen ¢er¢evesinde analiz edilmistir.

4.2. Ogretmen Adaylarimn Matematiksel Ispat Yaparken Anahtar Fikirleri

Kullanabilme Durumlarina Yonelik Bulgular

4.2.1. Giil’iin Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumu

Giil genel olarak sakin bir kisilige sahip oldugu i¢in ispat siirecine de bu
sakinligi yansitmistir. Anahtar fikirleri etkin bir bicimde kullanmis ve eksik birakilan
adimlardan 6nce ve sonra verilen anahtar fikirler lizerine detayli olarak diisiinmiis, bu
anahtar fikirler arasinda bir iliski kurmaya ve dolayistyla eksik birakilan adimlari ispatin

genel biitlinliigiine katki saglayacak sekilde tamamlamaya calismistir.

4.2.1.1. Teorem.1’in ispatina yonelik bulgular

Teorem.1 (G,.) birgrupve N < G = G/N bir gruptur.

Giil: eee G,N den bir elemanlar almis ve x,y,z de zaten G nin evet, n ler N nindir
zaten. Bunlar da x,y,n dir. Sunlar ((xN)[(yN)(zN)] = xN[(yz)N) suraya (=
[(xN)(yN)](zN)) ulasryor [Teoremi ve verilen anahtar fikirleri okudu]. Birlesme
ozelligini saglatmaya c¢alistyor yani. Acaba bunu ([(yN)(zN)]) eger bu ([(yz)N])
sekilde yazabiliyorsak, bunu da su sekilde yazabiliriz [ ‘(xN)[(yN)(zN)]’ yi ‘(xyz)N’
seklinde yaziyor]. Sonra x,y,z G nin, G de grup oldugundan birlesme o6zelligi zaten
saglar. Bu sekilde ((xy)zN) aywrabiliriz. Hah evet su sekilde ((xy)(z)N) yazayim: su
sekilde ayirirsak eger, su sekilde birlesme ozelligi sagladigindan su sekilde yazabiliriz:
([(xy)N](zN)) wuu tekrar bunu ([(xy)N]) agarsak, buna ((xN)(yN)(zN)) ulagmis
oluruz buradan. Birim elemant e, G nin. Her xN eleman gN icin de gN den eleman

almis, xN yi. xN, eN dir ve béylece evet birim eleman oldugunu géstermis zaten.

Simdi ters elemani oldugunu gosterecek. yine gN den xN elemanlart aliyor, Her (xN)
elemani.... xN nin tersi i¢erde, var mi diyor, xN ile x tersini isleme sokuyor, bunu,
suradan  ((xN)[(yN)(zN)] = xN[(yN)(zN)]), yola ¢ikarak ben, hani sunu
((xN)[(YN)(zN)]) suna (xN[(yN)(zN)]), yazdigindan x x N seklinde yazabilirim.
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Ondan sonra X G nin elemani, G de bir grup o zaman x iizeri -1 de G nin elemani olur ki
x in ters elemant olur ve bu da etkisiz elemana esittir. BU da eN olur. eeeeee eN de
zaten N oluyor ama ters elemant var mi diyor. uuu etkisiz eleman ama eN oluyor, eN
acaba e mi ki, bunun tersi bu olsun. Yani aslinda biz bunun ((xN)(x~1N)) e ye esit

olmasini gostermemiz lazim ama eN buldum.

Teorem.1: (G, ) birgrupve N< G = G/N bir gruptur.
Ispat.1:
i. xN,yN,zNeG/N alahm. (x,y,z € G igin)
Bu takdirde,
M) (G )(, M) = N[N
(kg2 ™ = @J) N :
[G) @J@s N = ) ) e ()

= [(xN)(yN)](zN)
Birlesme 6zelliginin var oldugunu gosterir. '

ii. G nin birim elemanie = V xN € G/N igin
(xN)(eN) = xN = (eN)(J_cN)

ve boylece, eN = N, G /N nin birim elemanidur.

iii. v xN €G/N iginr (xN)' (x-ﬁv)e G/N var midu?
(xzv)(x-w))— (kx> 2
vy

oldugu goriiliir.

Sonug olarak; G/N bir gruptur.

Sekil 4.3. Teorem.1'in ispatina yonelik Giil'lin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 1. Teoremin ispatma yonelik Giil’iin
¢ozlimlerini igeren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢éztimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara asagida yer verilmistir.



Tablo 4.1.

Giil’iin 1. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi
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Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Yorum

eee G,N den bir elemanlar almis ve x,y,z de zaten G
nin evet, n ler N nindir zaten. Bunlar da x,y,n dir.
Sunlar ((xN)[(yN)(ZN)) = xN[(yz)N]) suraya (=
[(xN)(yN)](zN)) ulasryor [Teoremi ve verilen anahtar

“(eM[N)(@N)) = xN[(y2)N’

den ‘= [(xN)(yN)](zN)* ye
ulagsmaya ¢alistyor diyerek verilen
anahtar fikirler arasinda baglanti

fikirleri okudu]. kurmaya calistyor.
birlesme ozelligini saglatmaya ¢alisiyor yani. acaba “[(y N)(z {V N ) ifadesin[n
bunu ([(yN)(zN)]) eger bu ([(yz)N]) sekilde [(2)N] seklinde  yazildigi

yazabiliyorsak

anahtar fikri yorumluyor.

bunu ((xN)[(yN)(zN)]) da su sekilde ((xyz)N)

Anahtar fikirden yardim alarak

yazabiliriz @N[GN)(zN))yi  “(yz)N
seklinde yaziyor.
i < . Grupta Dbirlesme  6zelliginden
Sonra x,y,z G nin, G de grup oldugundan birlesme faydalantyor  ve YN’

ozelligi zaten saglar. Bu sekilde ((xy)zN) aywabiliriz.
Hah evet su sekilde ((xy)(z)N) yazayim: Bu sekilde
aywrabiliriz. Hah evet su sekilde yazayim:

seklinde yazarak son adimda
verilen anahtar fikre ulagmaya
calistyor.

Birim elemani e, G nin. Her xN eleman gN icin de gN

Anahtar fikir olarak verilen birim

den eleman almis, xN yi. xN, eN dir ve béylece evet elemana yonelik kavramsal
birim eleman oldugunu gostermis zaten. bilgileri okuyor.
Simdi ters elemant oldugunu gosterecek. yine gN den Diyerek  birlesme  6zelliginin
xN elemanlar: aliyor, Her elemam.... xN nin tersi varhgnin arastirildign bilesende
icerde var mi diyor, xN ile x tersini igleme sokuyor, gegen ‘(xN)[(yN)(zN)] =
bunu, suradan ((xN)[(yN)(zN)] = xN[(yN)(zN)]) xN[(yN)(zN)]’ anahtar fikri
yola ¢ikarak ben: gosteriyor.

Anahtar fikir yardimiyla
Hani sunu ((xN)[(yN)(zN)]) suna (xN[(yN)(zN)]) <(xN)(x"'N)* vyi “(xx DN’
yazdigindan x x 1N seklinde yazabilirim. seklinde yaziyor.

G bir grup oldugundan ters

Ondan sonra x G nin elemani, G de bir grup o zaman x
tizeri -1 de G nin elemani olur ki x in ters elemani olur
ve bu da etkisiz elemana esittir.

elemaninin da var oldugu bilgisini
kullaniyor.

Bu da eN olur. eeeeee eN de zaten N oluyor ama ters
elemanmt var mu diyor. uuu etkisiz eleman ama eN
oluyor, eN acaba e mi ki, bunun tersi bu olsun. Yani
ashinda biz bunun: (xN)(x IN) e ye esit olmasini
gostermemiz lazim ama eN buldum.

G /N’de galistigini ve elemanlarini
bu kiimeden sectigi Dbilgisini
unutuyor. Ayrica bir {ist adimda
anahtar fikir olarak verilen birim
elemana  yonelik  kavramsal
bilgileri gézden kagirtyor.
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Tablo 4.1’de de goriildiigii gibi; Giil birlesme 6zelliginin varligini arastirirken
islem yapmaya baglayabilmek ve yaptigi islemlere devam edebilmek ic¢in bilesenin
baslangicinda ve bitiminde verilen anahtar fikirler arasinda baglanti kurarak ispati
tamamlamaya ¢alismis, normal alt grup tanimini kullanmadig1 halde anahtar fikirlerden
yola ¢ikarak belirli bir ¢oziim gelistirmistir. Ters elemanin varligini arastirirken ise
birlesme oOzelliginde verilen anahtar fikirden yola ¢ikarak ispati belirli bir diizeye
getirmis ancak kavramsal bilgileri secip kullanmasina yardim edecek anahtar fikri
gozden kacirdigi i¢in tek tarafli olarak islemlerini ilerletmis dolayisiyla ispati beklenen

diizeyde tamamlayamamastir.

4.2.1.2. Teorem.2’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.2 (G,.) bir grup ve H<G olsun. Va €G i¢in, Hao={x €G:a =
x(mod H)} yani Ha = a dir.

Giil: [Soruyu ve Hipotezi kurma basamagin: okuyarak] Buna (a = x(mod H)) uyan G
lerdeki x elemanlarinin kiimesini gosterelim. evet. H alt grup G i¢in [Hipotezi olusturma
basamagini tekrar okuyor] gostermeliyiz. Ha su (a = x(mod H)) kiimeyi sanirim
sununla (@) gosteriyor, zaten a min denklik suifi oluyordu. g alt grup, bunun buna:
Ha = a esit oldugunu gostermek icin zaten énce bi bunun alt, a min Ha min alt kiimesi
ve Ha nin da a min alt kiimesi oldugunu gostermeliyiz. a dan bir x elemani aldigimizda
o zaman bunu saglar (a = x(mod H)) , bu kiimeden (a = x(mod H)). ise, isee ax
eleman H yazilir. H bir alt grup oldugundan kapalilik ozelligine gore yle bir h eleman
H vardwr ki, vardir. Alt grup oldugundan kapalilik ozelligini saglar ve h eleman H
vardwr [hipotezi ve hiikmii belirleme basamagini ii¢ kez okuyor]. Buradan; grupta
birlesme ozelliginden, grupta etkisiz eleman sanirim bi de ters eleman ozelliginden.
Surada: [ax~! = h yaziyor ve ispati yapmaya baslyor] her iki tarafi a nin tersiyle

1

isleme sokuyor, sagdan tabi, bu da a mn ['a™/ax™' = h’ yazd: esitligin diger tarafina

‘

a~Y’ yazmayp sadece séyliiyor.]

Miilakatci: Diger tarafi da yaz istersen daha agiklayici olsun, ne taraftan dediysen o

taraftan.

Giil: [siliyor] su sekilde mi? [a™'/ax™! = h/a™! yaziyor]
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Miilakate¢r: Nereden isleme sokuyorsun a™1i?

Giil: Sagdan [diyerek ‘a™'/ax™! = h/a™! sagdan’ yaziyor.]

Miilakatci: Simdi sola yazdin da o yiizden

Giil: H: pardon soldan isleme sokuyorum [ ‘sagdan’ 1 silerek ‘soldan’ yaziyor.]
Miilakatci: Bi tarafta soldan oldu bi tarafta sagdan oldu.

Giil: Evet [siliyor] bunu ama séyle mi yazayim, éyle de yazamam, hah soyle [‘a™t/

ax~1 = ha 1/’ yaziyor] mi? ['a™1/ i siliyor] [giilerek] séyle oklar cizsem olmaz mi?
Miilakatci: Sen bilirsin, tamam.

Giil: 1 Soldan diye belirteyim her iki tarafi [‘a™'/ax™' = h’ esitliginin basina ‘soldan’

Y'=ath’ yaziyor] h seklinde suras: (a™a)

yaziyor.] eee [bir sonraki adima ‘a™‘ax~
eolur, bu (a tax™! =a~'h) dabuna (ex! = a~'h) ulasmamizi saglar. Bu grupta
[diisiinerek] ters eleman ozelliginden olabilir [diyerek birakilan ilk bosluga ters eleman
yaziyor]. Sonra eee ¢arpt x — 1 de bu zaten her iki tarafin tersini almis, grupta etkisiz
eleman bu da [bwrakilan ikinci bosluga ‘etkisiz eleman’ yaziyor], immm buradan x, a
nin tersi a olur h eleman H ydi ve H, G nin alt grubu oldugundan imm simdiii evet x i
esitligini (x = h™Ya) gosterdik [i sikkina ait hipotezi ve hiikmii belirleme basamagin

tekrar okuyor] , sunu ax~?!

= h gdostermedik mi? h min tersi H, yok, X X nerenin
elemaniydi X, G nin elemani h da zaten H nin a da Ha nin elemant mi oluyor, yok o da
G nin elemani bu da H min. Ha...... tersine bakarsak y eleman Ha alinirsa, H vardir
oyle ki y = xa buradan sey [‘a™'/ sagdan’ yazarak] bu da ...... sagdan isleme sokuyor,

1

[‘ya™! = xaa™'" yaziyor] surasi (aa™!) e zaten etkisiz eleman [birakilan bosluga

‘etkisiz eleman’ yaziyor], yok ters eleman mi? [yazdigi ‘etkisiz eleman’ 1 siliyor] simdi y

eleman H

Miilakatcr: Oralar: neden yazmadin?
Giil: Burayu, tam emin olamadim.
Miilakatci: Hangi ozelligi kullandin?

Giil: Ters eleman [diyerek ii. ispatta birakilan ilk bosluga ‘ters eleman’ yaziyor]
Burada da etkisiz elemant [diyerek ikinci bosluga yaziyor] eleman H diyor [anahtar

fikir olarak verilen ‘ya™! € H’ y1 géstererek], ee x buna esit, x elemani G nindir. G nin
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elemanvydi x, hem de H diyor, y himm x in. Simdi G nin elemam H nin elemani
[yal=x€ G’ ve ‘ya™! € H’ ifadelerine bakarak] sey divor. [y = a(mod H)’
denkligini okuyarak] Evet bu (ya™! € H) béyleyse bu da y = a(mod H) béyle olur
veya a, y nin tersi [‘a = y(mod H)’ ifadesini boyle okuyor] evet olabilir. ise bu y, a
nin. Bu (a = y(mod H) ) zaten denklik siniflart demek H ye gore ile a min bulunur ki.
. y neyin elemaniydi. Y Ha min elemaniydi. Suradan [ikinci boliim ispatin en
basinda verilen ‘y € Ha’ y1 gosteriyor]. Eeee 0 zaman bu da (@) hem y nin elemant hem
Ha nin elemani. Birinden biri o zaman alt kiimedir. Hem bunun (@) elemant hem bunun
(Ha) elamant oldugundan. Ama once biz y Ha dan bir y elamani aliyoruz. Sonra da a
min denklik simifinda elemam diyoruz. Iste alt kiimesi ama bunun (Ha) bunun (@) alt
kiimesi oldugun nasil gosteririiz. ...demektir... Simdi o zaman bunun (Ha) bunun da (@)
ne elemani oldugunu gdstermis zaten. Ama bi yerde bi yerden gelmis. ['h € H ve H <
G’ ifadesini okuyor] alt grup oldugundan [‘x = hya € Ha’ ifadesini okuyor] Ha olur.
Simdiii. O zaman sunu da [bos bwrakilan dnceki bilgileri kullanma bilesenini
kastederek] su sekilde mi yaziyoruz acaba [diyerek ‘a = x(mod H)’ yaziyor]. Ha
denklik x (mod H) ya gére. Sonraaa. Ya da [siliyor]. Suray: dolduramayacagim galiba
h eleman H ise oldugundan. [diyerek bos birakilan bileseni tekrar gézden gegiriyor]
Himm. H o zaman. Bi de ne H nin elemaniydi. Bir sey daha H nmin elemani. Var mi
acaba. Su [birakilan boslugu gostererek] herhalde alt grup ozelligini mi saglatacak.
Hani a, b H nin elemani ise a, b nin tersi de H nin elemanmidir seyini saglatacak sanki. ..

zaten H.
Miilakatci: Sonrasina bak. Denirseden sonraya bak ne yazmis?

Giil: x = hpa. Yani bunu diyor ama. Bununla (x = hya) bunun (x = h™la)
baglantisini nasil kurabilirim. Eeee. Acaba (h™1 = hy) denirse mi? h eleman H nin alt
grup, o zaman h mn tersi var ona da 0 denirse. Buradan (x = h™1a) bunu (x = hya)

yazabiliriz. Buradan da o gelir gibi.
Miilakatci: Ne yardimct oldu sana burada?

Giil: Anahtar fikir olarak bu (x = hya) oldu. Ben hani bunu (x = hya) bunun (x =
h™Ya) baglantisimi kurmaya c¢alisim Onceden de. Ama hani ne diyebilecegimi

karistirdim. Ama zaten buradan (x = h™'a) hani onu (h™! = hy) dersek geliyor.
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Bastan onu su anda yazmam pek sey yapmadi ya aklima gelmedi. Hani baska ozellikler
mi var diye biraz daha derin diisiincelere hani. O kadar basit diigiinemedim.

Teorem.2: (G,.) bir grupve H < G olsun. Y a € G igin,
Ha = {x € G:a = x(modH)} yani Ha = @ dir.

o ———

Ispat.2: a=x (modﬁ) kongruansma uyan x E G lerin kume31osterelim. Yanid,a
“hin denklik's smlﬁ olsun H <G 191n(H a=a olngunu \5olay151y1a ~Hgﬁl,e
Hgca oldugunu gostermehylz . T
i)x E a yani a = x(modH) = ax~! € H yazilir. H blr\alt,g;r—lip oldugundan
kapahlxk ozelhgme gore dyle bir heH vardlr ki; ax™* = h dir. Buradan;

L Ry 5
502 o~ l/ Q)x-l—" ..... e s (Grupta birlesme &zelliginden)
%Q _?4.'.'.'. =a-‘("\ ....... (Grupta Fors ehanen ozelliginden)
ex'=a"th (Gruptae;H;a\.l. .‘%\F_’f‘:’\)zelhglnden)
xr=a"th olur. Esitligin her iki yanmnin tersi alinirsa
@7 = @y
£ o h % olﬁr ' b"e“

( h €H ve (/H :< G oldugundan : L\

X —‘\h(,}

Hgélur ki buradan \af Hgbulunur ......... 1)

(Grupta ek, olenn szelliginden)

a“ =x @ olur. Buradan x = ya™* € H bulunur.
Wooya leH= = a(modH) V miodH) = y e@bulunurkl
ch \Ez_gemektlr ....... ,...,..(2) '

¢

(1) Ve (2) den Hg a “denir.

Sekil 4.4. Teorem.2’nin ispatina yonelik Giil’lin ¢6ziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 2. Teoremin ispatma yonelik Giil’iin

coziimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.2°de yer verilmistir.
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Giil’iin 2. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi
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Ogretmen Adayinin Ciimlesi

Yorum

Ha su (a = x(mod H)) kiimeyi samirim sununla (@)
gosteriyor, zaten a min denklik sinifi oluyordu. G alt
grup, bunun buna: Ha = a esit oldugunu gostermek
icin zaten once bi bunun alt, a mn Ha nin alt kiimesi ve
Ha nin da a min alt kiimesi oldugunu gostermeliyiz

Ispata baslamadan 6nce anahtar
fikir olarak verilen, iki kiimenin
esitligi ile ilgili olan hipotezi ve
hiikkmii belirleme basamaklarin
yorumluyor.

Buradan; grupta birlesme ézelliginden, grupta etkisiz
eleman sanirim bi de ters eleman o6zelliginden.

Herhangi bir islem yapmadan bos
birakilan  yerleri  doldurarak
okuyor. Bu duruma ezberin ya da
grup Ozelliklerini hep ayni sirayla

gostermekten kaynaklanan
aligkanligin sebep oldugu
diistiniilmektedir.

bunu ama soyle mi yazayim, oyle de yazamam, hah
soyle [‘a Y/ax ' =ha ™t/ yazyor] mi? [a™1/’i
siliyor] [giilerek] sdyle oklar ¢izsem olmaz mi?

Esitligin her iki tarafina da ayni
yonden a~! yazilmasi gerektigini
biliyor ancak bunu o0 adimda nasil
yazacagini bilemiyor olmasina
ragmen sonraki adimda a~'h
yazabiliyor.

Sonra eee ¢arpt x — 1 de bu zaten her iki tarafin tersini
almis, grupta etkisiz eleman bu da [bwrakilan bosluga
‘etkisiz eleman’ yaziyor]

Sonraki adimlarda verilen ‘x™1 =

a’lh ve ‘xHl=(@th)™
anahtar fikirlerini inceleyerek bir
ist adimda bos birakilan bolimii
etkisiz eleman yazarak doldurdu.

immm buradan x a min tersi a olur h eleman H ydi ve H
G nin alt grubu oldugundan imm simdiii evet x i
esitligini (x = h™1a) gosterdik

i sikkina ait hipotezi ve hiikmii
belirleme  basamagmi  tekrar
okuyarak gelinen noktay1
anlamaya calistyor.

sunu ax™ ' =h gostermedik mi? h min tersi H, yok, X X

nerenin elemantydi X, G nin elemant h da zaten H nin a
da Ha min elemant mi oluyor, yok o da G nin eleman:
bu da H nin.

Bir adim oOncesindeki ve bir adim
sonrasindaki  anahtar  fikirleri
okuyor ancak bos birakilan ‘h € H
ve H<G
oldugundan......................... d
enirse’ kismini dolduramiyor.

tersine bakarsak y eleman Ha alimirsa, H vardwr éyle ki
y = xa buradan sey [‘a™'/ sagdan’ yazarak] bu da
sagdan isleme sokuyor, [‘ya™t = xaa™1’ yaziyor]

Esitligin her iki tarafina da aym
yonden a~! yazilmasi gerektigini
biliyor ancak bunu o adimda nasil
yazacagini bilemiyor olmasina
ragmen sonraki adimda ya~!
yazabiliyor.
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surast (aa™1) e zaten etkisiz eleman [birakilan bosluga
‘etkisiz eleman’ yaziyor]. Yok ters eleman mi?[ yazdigi
‘etkisiz eleman’ 1 siliyor]

Ozelligi kullaniyor ama hangi
ozellik oldugunu bilemediginden
yazmaktan vazgeciyor.

Burayu, tam emin olamadim... Ters eleman [diyerek
yaziyor]

Miilakatci yeniden yaptigi
islemlere bakmasini sagladiginda
ters eleman ozelligini
kullandigimdan ~ emin  olarak
boslugu dolduruyor.

eleman H diyor [anahtar fikir olarak verilen ‘ya™! €
H’ y1 gostererek], ee x buna esit, x elemant G nindir.
G nin elemanyydi x, hem de H diyor, y himm x in. Simdi
G nin elemami H nin elemanm ..[x = hga € Ha’
ifadesini okuyor] Ha olur. Simdiii. O zaman sunu da
[bos birakilan onceki  bilgileri kullanma bilegenini
kastederek] su sekilde mi yaziyoruz acaba [diyerek ‘a =
x(mod H)’ yaziyor]. Ha denklik x (mod H) ya gore.
Sonraaa. Ya da [siliyor].

Ispata biitiinciil olarak bakarak ve
verilen anahtar fikirler arasinda
baglanti kurmaya calisarak daha
once tamamlayamadig1 ‘h € H ve
H<G oldugundan
..................... denirse’ kismini
doldurmaya galigiyor.

Surayt dolduramayacagim galiba h eleman H ise
oldugundan. [diyerek bos biwrakilan bileseni tekrar
gozden gegiriyor] (...)

x = hya. Yani bunu diyor ama. Bununla (x = hya)
bunun (x = hta) baglantisim nasil kurabilirim. Eeee.
Acaba (h™1 = h,) denirse mi? h eleman H mn alt
grup, o zaman h min tersi var ona da 0 denirse. Buradan
(x = h™ta) bunu (x = hya) yazabiliriz.

(x = hga) anahtar fikri ile (x =
h™'a)  anahtar fikri arasinda
baglanti kurarak bos birakilan
temel bileseni tamamliyor. Ancak
‘h™1,hy € i y1  tanimlamayi
ihmal ediyor.

Tablo 4.2°de de goriildiigii gibi; kavramsal bilgileri ve Onceki bilgileri

kullanarak tamamlanmas1 beklenen 2. teoremin ispatinda Giil, aktif bir sekilde anahtar

fikirleri kullanmasina ve iglemlerini ne yonde ilerletecegini bilmesine ragmen birlesme

ozelligini kullanamamas1 ve matematiksel notasyon bilgisi eksikligi sebebiyle ilk

adimlar1 tamamlayamamistir. Eksik birakilan adimlardan 6nce ve sonra verilen anahtar

fikirleri bir biitiin olarak diistinmiis ve bu sekilde nasil bir yol izleyecegine karar

vermeye caligmustir. i. ispatta duraksamadan etkisiz ve ters eleman kavramlarimi ilgili

bosluklara yazabilmisken ikinci boliimde ayni adimlari tamamlarken duraksamis,

yaptig1 islemleri tekrar gézden gecirdikten ve emin olduktan sonra ilgili adimlar

tamamlayabilmistir. Bu duruma grup Ozelliklerini hep ayni sirayla gdstermenin

olusturdugu aliskanliklarin da ezberin

ya

Tamamlamakta en ¢ok zorlandigi ‘h € H ve H < G oldugundan

sebep

oldugu

diistintilmektedir.
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denirse’ ifadesini, ifadeden Once ve sonra verilen anahtar fikirler arasinda baglanti
kurarak ancak h™1, hyeH y1 tanimlamay1 ihmal ederek eksik de olsa tamamlayabilmistir.

Dolayisiyla grupta ters elemanin varligina yonelik ifadeyi yazamamastir.

4.2.1.3. Teorem.3’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.3 Bir (G,.) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplarinin kesisimi

yine G nin bir alt grubudur.

Giil: [Teoremi ve ispatini okuyor] Gésterecegiz, bunun i¢cin H dan a, b elemant alirsak
kesisimin tamimindan diyor. himmm. Alt grubun tanmimindan da himmm. kesisim
tantmindan himm. [Anahtar fikirleri tekrar okudu sesli bir sekilde] simdi H dan bir a, b
eleman alirsak kesisim tamimindan her i eleman 1 i¢in a, b de H; nin elemanidwr. 1. H

alt gruptur G [Anahtar fikirleri tekrar okudu]
Miilakatcr: Bu soruda ne istiyor senden? Nereye yazmani istiyor?

Giil: Su kisma [hipotez ve hiikmii belirleme basamagint gosteriyor] ama hani o kismi
suradan [Anahtar fikirlerin oldugu basamaklari gésteriyor] bulmaya ¢alisiyorum.
Yalniz hani iki tane alt grup olmasi gerekiyor ama burada alt gruplarin hangisi

oldugunu bulmaya ¢alistyorum.
Miilakatci: Neden iki oldugunu diisiiniiyorsun?

Giil: Haa dogru [Teoremdeki ‘sonlu veya sonsuz alt Qruplarinin’ ifadesini gostererek]
pardon iki tane degil. Birgcok olabilir dogru. Alt gruplarin kesisimi. Burada [‘a,b € H;’
yi gostererek] hangi alt gruplardan bahsediyor onu bulmaya ¢alistyorum. Sanirim H;
lerden bahsediyor samirim. H; ler alt gruplari oluyor bunun [teoremde gecen alt
gruplarumin ifadesini gosteriyor] ve humm. H de bunun (H;) Kesisimi oluyor sanirim.

eee.

Miilakatcr: O zaman yazalim ne ne diisiiniiyorsan, diisiindiiklerini ifade ederek.

Giil: eee. soyle kiime seklinde gosterirsek. H; lerden olusur ki H; ler alt gruptur G nin.
ve i de hani 1,2 seklinde gider. [{H;:H; < G,i = 1,2, ....}  yaziyor] eeee. ve H; lerin
kesigimi H yi verir 1 den sonsuza kadar mi artik [‘N;=1 H; = H’ yaziyor] aaaa. ve bu

olsun. H nin G nin alt grup oldugunu géstermemiz gerekiyor.
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Miilakatci: Evet nelerden faydalandin bunu yazarken?

Giil: Suradan [‘a,b € H;’yive ‘a.b™' € H;’ yi gostererek] eee hani. Once bi hangileri
alt gruplar oldugunu bulmaya ¢alistim H; ler alt grup dedim. Hani bi ¢ok tane var H;H,
H; H, e kadar hep gidiyor dyle sonra kesisimleri de H olsun dedim. H kiimesi. e
kesigimi diyor G nin bir alt grubudur, bunu géstermemizi istiyor zaten. Hani hipotez bu
kistm (Bir (G,.) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplarinin kesisimi) diger
istenen bu (G nin bir alt grubudur). Dolayistyla H kesisim oldugu icin H nin de G nin
bir alt grup oldugunu gostermemiz gerekiyor. Sonra H den elemanlar almig. Kesisimin
tammmindan diyor. a,b de H; lerin elemamdir. Alt Qrubun tanumindan da himmm.
Tammindan tekrar. [Biitiin ispati tekrar gézden geciriyor sonrasinda;] Bi de zaten
burada da [hiikmii belirleme basamagindaki “H < G oldugunu gosterecegiz” kismint

gostererek] onu istedigini séyliiyor [ispati kontrol ediyor].

Teorem.3: Bir (G,) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) altgruplarinin kesisimi ,yine G nin
bir altgr_gbudur.
Ispat.3: I ={1,2,3,..} bir indis kiimesi olsun.
(:-} S— Q ........................ oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in‘a,b € H alalim.

— Kesisimin tammmdaxi; Viel igin@ ‘bE HY)

- Altgfubun tanimindan; Vi € I'igin a - b-1le H

- Kesisimin tammindan; a - b~* EH\blur
OyleysqH- <G db
yleysqH < G dir.

Sekil 4.5. Teorem.3’iin ispatina yonelik Giil’iin ¢6ziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 3. Teoremin ispatma yonelik Giil’iin
¢ozlimlerini igeren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢éziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.3’te yer verilmistir.
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Giil’iin 3. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi
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Ogretmen Adayinin Ciimlesi

Alt grubun tammindan da himmm. kesisim tammundan
himm. Simdi Hdan bir a,b eleman alirsak kesisim
tamimindan her i eleman I ic¢in ab de H; nin
elemamdur. 1. H alt gruptur G

Yorum
Hipotezi ve Hiikmii
belirleyebilmek  icin  sonraki

adimlarda verilen anahtar fikirleri
okuyarak anlamaya ¢alistyor.

ama hani o kismi suradan [Anahtar fikirlerin verildigi
basamaklari gésteriyor.] bulmaya ¢aligiyorum.

Sonraki adimlarda verilen anahtar
fikirlerden faydalanarak Hipotezi
ve Hiikkmii belirlemeye c¢alistigini
ifade ediyor.

Yalmiz hani iki tane alt grup olmasi gerekiyor ama
burada alt gruplarin hangisi  oldugunu bulmaya
calistyorum. [Miilakatcinin sorusu tizerine] haa dogru
[Teoremdeki ‘sonlu veya sonsuz alt Qruplarimn’
ifadesini gostererek] pardon iki tane degil. Bir¢ok
olabilir dogru. Alt gruplarin kesigimi.

Iki tane alt grup olmas1 gerektigi
yanilgisina  kapiliyor  ancak
teoremde verilen ifadeyi tekrar
gozden gecirerek bu yanilgidan
kurtuluyor.

Burada [ ‘a, b € H;’ yi gistererek] hangi alt gruplardan
bahsediyor onu bulmaya ¢alistyorum. Samrim H;
lerden bahsediyor samurim. H; ler alt gruplari oluyor
bunun [teoremde gegcen alt Qruplarimin ifadesini
gosteriyor]

(a,b € H;) anahtar fikrinden
faydalanarak alt gruplarin neler
oldugunu bulmaya calistyor.

ve humm. H de bunun (H;) kesigimi oluyor sanirim. eee.
(...) soyle kiime seklinde gosterirsek. H; lerden olugur ki
H; ler alt gruptur G nin. ve i de hani 1 2 seklinde gider.
[{Hi:H; < G,i=1.2,...} yaziyor] eeee. ve H; lerin
kesigimi H yi verir 1 den sonsuza kadar mi artik
['Niz1 H; = H’ yazyor]

(a,b € H;) anahtar fikri ve
teoremin ifadesini birlikte
disiinerek hipotezi ve hikmii
belirleyebiliyor ancak
matematiksel dil ve notasyon
bilgisi eksikligi sebebiyle

‘Nijer Hi = H” yazamuyor.

(...)1 den sonsuza kadar mu artik (...)

Teoremde gecen ‘sonlu veya
sonsuz alt gruplar’ ifadesini bu
sekilde s6zlii olarak ifade ediyor.

Hani hipotez bu kisim Bir (G,.) grubunun birtakim
(sonlu veya sonsuz) alt gruplarmin kesisimi diger
istenen bu G nin bir alt grubudur.

Hipotezi ve hiikmii

belirleyebiliyor.

Tablo 4.3’te de gorildigi gibi; Gil, hipotezi ve hikkmii belirleyerek
tamamlanmast istenen 3. Teoremin ispatinda sonraki adimlarda verilen anahtar

fikirlerden ve teoremin ifadesinden yola ¢ikmustir. Ispati olusturma siireci igerisinde
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diistiigii “iki alt grup olmasi gerektigi’ yanilgisindan teorem ifadesini yeniden gézden
gecirerek kurtulmustur. Sonugta anahtar fikirleri etkili bir bi¢imde kullanan ve
dolayisiyla teoremde gecen ‘sonlu ve sonsuz alt gruplarinin’ ifadesini ispati tamamlama
stirecinde sozlii olarak dogru ifade eden Giil, hipotezi ve hiikmii belirleyebilmis ancak

Nier Hi = H ifadesini hatal1 bir bigimde N;-; H; = H seklinde yazmistir.

4.2.1.4. Teorem.4’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.4 Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.

Giil: eee [teoremi ve kurulan hipotezi okuyor] gosterecegiz. G den bir a elemant aliyor
ve a birim elemandan farkli olsun diyor. a eleman tarafindan gerilen H alt devir
grubunu diigtinelim. Yani a eleman: tarafindan gerilsin H. uu. lagrange teoremi
geregince H nin mertebesi G nin mertebesini bolmelidir. Evet. Neden? haa H, G nin bir
alt grubu [ ‘H < G’ yaziyor]. G devirli H da devirli lagrange teoreminden de zaten ee H
nmin mertebesi G nin mertebesini boler olmalidir. Ancak diyor G nin mertebesi k, asal
sayt oldugundan 1 ve kendisinden baska béoleni yoktur. Yani dolayisiyla H nin mertebesi
ya 1 olmali veya H min mertebesi k olmali. [‘'o(H) =1 veya o(H) =k’ yaziyor]
eeeee. H y1 zaten bir devir grubu olarak kabul ettik. G nin bir alt devir grubu olarak
kabul ettik. [Anahtar fikirleri tekrar okuyor] simdi H nin mertebesi 1 olursa H e
elemanmindan sadece bariz olur [‘H = {e}’ yaziyor] ama biz burada [yukaridaki
anahtar fikirlerde gecen ‘a # e’ yi gostererek] e den farkl bir a elemani alalim dedik G
yi. Dolayisiyla bunu (H = {e}) saglamaz. H min mertebesi eger k olursa bu da G nin
kendisini verir. aaaa bu sefer alt grubu degil de direk H G ye esittir ['o(H) =k =
H = G’ yaziyor].

Miilakatgi: Yani?

Giil: O zaman H y: bir alt devir grubu olarak almistik. Dolayisiyla G de, H y1 G nin bir
alt grubu olarak aldi. Mertebesi k oldugundan direkt H ile G esittir. Dolayisiyla G de H

dan dolay1 [diyerek]; H alt devir grubu olarak aldigimiz i¢cin H da G esit oldugundan G

bir devir grubudur. G grubu bir devir grubudur [yaziyor].
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Teorem.4: 0(G) = k ve k asal ise G grubu bir devir grubudur.
Ispat4: 0(G) = k ve k asal olan G nin bir devir grubu oldugunu gosterecegiz.
a€Gvea =# e olsun a elemant tarafindan genlen\H alt devxr grubunu

diisiinelim. \i < Ga )
Lagrange teoremi geregince; o(H) | o(G) olmalidir.

Ancak 0(G) = k asal oldugundan 1 ve kendisinden baska boleni yoktur.
Ohalde; o-(H):. ‘ . \/Q(:)a. QQ_\)-——‘C_
RS Pau

5 i O\c‘ra‘( \ 1M ‘S'

H- Q|I-L d‘LV'P L\\" éﬁ_\‘(l(\

ok =8 ou?m%" & gk
Sru\(}»éur.

Sekil 4.6. Teorem.4’iin ispatina yonelik Giil’iin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 4. Teoremin ispatmna yonelik Giil’iin
¢oziimlerini iceren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢éztimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.4’te yer verilmistir.

Tablo 4.4.
Giil’tin 4. Teorem’'de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasz

Ogretmen Adayinin Ciimlesi Yorum

G den bir a elemani alyyor ve a birim elemandan farkl
olsun diyor. a eleman tarafindan gerilen H alt devir
grubunu diigiinelim. Yani a elemani tarafindan gerilsin
H. uu. lagrange teoremi geregince H nin mertebesi G
nin mertebesini bolmelidir. Evet. Neden? haa H, G nin
bir alt grubu: [ ‘H < G’ yaziyor]. G devirli H da devirli
lagrange teoreminden de zaten ee H nin mertebesi G nin
mertebesini  boler olmalidir. Ancak diyor G nin
mertebesi k, asal sayr oldugundan 1 ve kendisinden
baska boleni yoktur. Yani dolayisiyla H nin mertebesi
ya 1 olmali veya H nin mertebesi k olmali. [‘o(H) =1
veya o(G) = k’ yaziyor.]

Verilen anahtar fikirleri
yorumlayarak ve asal sayi
tanimin1  kullanarak ‘o(H) =1
veya o(H) =k’ ¢ikariminda
bulunuyor.




Tablo 4.4. (Devamt)

74

simdi H nin mertebesi 1 olursa H e elemanindan sadece
bariz olur [‘H ={e}’ yaziyor] ama biz burada
[yukaridaki  anahtar  fikirlerde gecen ‘a +e’ Vi
gostererek] e den farkl bir a elemant alalim dedik G yi.
Dolayisiyla bunu (H = {e}) saglamaz.

Yapmis oldugu ¢ikarimla
yukarida verilen ‘a # e’ anahtar
fikrini birlikte disilinerek ispati
ilerletiyor.

H nmin mertebesi eger k olursa bu da G nin kendisini
Verirr. aaaa bu sefer alt grubu degil de direk H, G ye
esittir ['o(H) =k = H =G’ yaziyor]. O zaman H yi
bir alt devir grubu olarak almigtik. Dolayisiyla G de, H
yvi G nin bir alt grubu olarak aldi. Mertebesi k
oldugundan direkt H ile G esittir. Dolayisiyla G de H
dan dolay1 [diyerek]; H alt devir grubu olarak aldigimiz

Anahtar fikirlerden yola c¢ikarak
ilerlettigi ispat1i yine anahtar
fikirlerle iligkilendirerek ispati
tamamlama ciimlesini yaziyor.

icin H da G esit oldugundan G bir devir grubudur. G
grubu bir devir grubudur [yaziyor].

Tablo 4.4’te de goriildigi gibi; Giil, verilen anahtar fikirleri ve asal asay1
tanimini kullanarak tamamlanmasi beklenen Teorem.4’iin ispatinda hem verilen anahtar
fikirleri hem de asal sayr tanimini kullanarak bir takim ¢ikarimlarda bulunmus, bu
cikarimlar yine anahtar fikirlerle destekleyerek G grubunun bir devir grubu oldugunu

gostermis ve dolayisiyla ispati tamamlamastir.

4.2.1.5. Teorem.5’in ispatina yonelik bulgular

-1

Teorem.5 G bir grup ve a € G olsun. Vx € G i¢in, @,(x) =axa™" ile tanimh

@q: G = G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢ otomorfizmasi denir.

Giil: G bir grup ve G de a elemani olsun. Her x eleman G i¢in. hummm. [Teoremi okudu
ve ispati incelemeye basladi] Once homomorfizm oldugu gésteriyor. x,y G nin elman:
G birlesme ozelligi saglyor. Dolayisiyla bunu (@gq(xy) = a(xy)a™) su sekilde
((ax)(ya™)) de yazabiliriz ashnda. Surada [‘(ax)(ya™1)’ ifadesinde parantezlerin
arasini gosteriyor] bir e etkisiz eleman vardir [‘(ax)e(ya™)’ yaziyor]. Bu e etkisiz
elemani su sekilde ((ax)aa™1(ya™1)) yazabiliriz. e ¢iinkii G nin etkisiz eleman a larda
G nin etkisiz elemant oldugundan ve G de bir grup oldugundan a min zaten tersi var.
Birlesme ozelligini [‘axa’ yaziyor] uygularsak, pardon [‘axa’ yi siliyor] degisme

ozelligini wygularsak, yani himmm ashinda e yi su sekilde de yazabiliriz bastan



75

1

[‘(ax)aa(ya™)’ deki ‘aa™!’ i silerek ‘a la’ yaziyor yani ‘(ax)a™la(ya™?)
vazmis oluyor]. Sunu da saglar eee. Birlesme ozelliginden tekrar bunlar
((axa Y (aya™1)) yazarsak, bu sefer bu ¢, (x)@,(v) ve esit olmus oluyor. Dolayisiyla

homomorfizmayt sagliyor.

Teorem.5: G bir grup ve d/e G stun. Vx € G igin,
9a() =axat

ile tanimli @,: G = G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢

otomorfizmasi denir. '

Ispat.5: VY x,y €G igin; /_7 )
9a(xy) = a(xy)at = (2% (30") =(a ")& (30-

KC\X)GF‘Q (:jo"): @Xo"'}( cja"):CQq b’J»KD.a&j)

Oldugundan, ¢, bir homomorfizmadir.
Po(x) =9, () = axa ' =ayal = x=y
Oldugundan ¢, 1-1 dir.
Vy € G igin ,(x) = axa™! =y olacak sekilde
3x € G bulunabileceginden, ¢, Grten de oluf. Su halde ¢, G nin bir

otomorfizmasidir.

Sekil 4.7. Teorem.5’in ispatina yonelik Giil’lin ¢oziimi

Ispat tamamlama formunda verilen 5. Teoremin ispatma yonelik Giil’iin
cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.5’te yer verilmistir.
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Giil’iin 5. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adayinin Ciimlesi

Yorum

Once homomorfizm oldugu gésteriyor. x,y G nin
elemanmt G birlesme ozelligi sagliyor. Dolayisiyla bunu
(@a(xy) = alxy)a™) su sekilde ((ax)(ya™)) de
yvazabiliriz ashinda.

Grupta birlesme 6zelliginden ve
‘x,y € G’ anahtar fikrinden yola
cikarak verilen ifadeyi acabiliyor.

Surada [‘(ax)(ya~1)’ ifadesinde parantezierin arasim
gosteriyor] bir e etkisiz elemani vardwr [ ‘(ax)e(ya™1)’
yaziyor]. Bu e etkisiz elemam su  sekilde
((ax)aa™1(ya™1)) yazabiliriz. . e ciinkii G nin etkisiz
elemant a larda G nin etkisiz eleman oldugundan ve G
de bir grup oldugundan a nin zaten tersi var.

Grupta etkisiz eleman 6zelligini
kullantyor.

Birlesme ozelligini [‘axa’ yaziyor] uygularsak, pardon
[‘axa’ y1 siliyor] degisme dzelligini uygularsak,

‘(axa Y (aya™1)’vyielde
edebilmek i¢in hangi 6zelligi
kullanmasi gerektigine karar
vermeye calistyor.

yani himmm ashnda e yi su sekilde de yazabiliriz bastan
[‘(ax)aa ™ (ya™')’ deki ‘aa™'’ i silerek ‘a™la’
yaziyor yani ‘(ax)a”ta(ya™1)’ yazmus oluyor].

Etkisiz eleman 6zelligini
‘(axa™Y)(aya~1)’ ye ulasma
amacina hizmet edecek sekilde
uygulayabiliyor.

Birlesme ozelliginden tekrar bunlar: ((axa™1)(aya™1))
yazarsak, bu sefer bu ¢, (x)p,(y) ye esit olmus oluyor.
Dolayistyla homomorfizmayr sagliyor.

Grup ozelliklerinden birlesme
ozelligini kullanarak ispati
tamamliyor.

Tablo 4.5’te de goriildigi gibi; Giil, tamamlanmas1 beklenen Teorem.5’in

ispatinda verilen x,y € G ve ¢, (xy) = a(xy)a~! anahtar fikirlerinden yola ¢ikarak ve
etkisiz eleman oOzelligini ve birlesme 0Ozelligini etkin bir sekilde kullanarak, ispati
tamamlamistir. Ayrica grupta birlesme ve etkisiz eleman 06zelliklerini kullanarak

islemlerini ilerletmis ve ¢, nin bir homomorfizma oldugunu goéstermistir.

4.2.1.6. Teorem.6’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.6 S kiimesi bir V vektor uzaymin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S' de S’ c S

olacak sekilde V vektor uzayinin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdir.
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Giil: S kiimesi bir V vektorii uzayimin lineer bagimsiz bir alt kiimesi veeee [Teoremi
okuyarak ispata baslama basamagini okumaya gec¢iyor] c; almis R den, x;y; S den
almus. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan... himm... Galiba sunu demek istiyor c;x; =

0 sifir.
Miilakat¢i: Carpim durumunda milar?

Giil: [‘c;x; = 0’ 1 silerek] Biraz daha séyle acarsak. Hani... i leri yerine yazarsak.
C1X1 + Cax5 + c3X3 ayy ¢arpt bu sekilde gider cpx, e kadar su sekilde [ ‘cix; + cpx5 +
C3X3 + -+ Xy = 07 yaziyor] sifir. Sisteminin ¢oziimiinde c; katsayilart 0 olmalidir
[ifadenin altindaki anahtar fikri okuyarak kendi yazdigi esitligi kontrol ediyor]. S nin
bir alt kiimesi oldugunu, kiimesi S nin bir alt kiimesi oldugundan. [bir sonraki boslugu
doldurabilmek icin anahtar fikri okuyor] evet... [ ‘x;’ yi gostererek] S deydi. [boslugun
hem altindaki hem de iistiindeki anahtar fikri tekrar okuyor] Buna gore x; v; olsun. x;
S dendi, v; de V den. [Anahtar fikri okuyor, teoremde gecen S, V nin bir alt kiimesi
ifadesi ile baglanti kurmaya ¢alisiyor] Bir alt kiimesi, S, V nin bir alt kiimesi, lineer
bagimsiz... S nin elemanlari. Himm, niye olsun ki elemanlari? Bu v; S nin elemanlar
oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdir [Anahtar fikirleri tekrar okuyor]. Burada

pek bir sey gelmiyor aklima.

Teorem.6: S kiimesi bir V vektor uzayinin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’ c S olacak
sekilde V vektdr uzayinin bir alt kiimesi ise S’ de li'neer bagimsizdir.
Ispat.6: c; € R ve x; € S olsun. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan,
Q. X QaXg i anet caxn =0
Sisteminin ¢6ziimiinde tiim ¢; katsayilar sifir (¢; = 0,i =1,.....,n) olmaldir. S’
kiimesi S nin bir glt kiimesi Qldugundan_ baz\fxller S’ de olacakt;r@—(@\olsun.
g \/ Buna gﬁre; : N/

esitligini yazalim. Bu v; vektorleri S nin elemanlar1 oldugundan v; vektorleri lineer

bABIMSIZAIL: oovinvnnissnsinimmsmnmanrsssvasasess vovsswas

Sekil 4.8. Teorem.6’nin ispatina yonelik Giil’lin ¢6ziimii
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Ispat tamamlama formunda verilen 6. Teoremin ispatma yonelik Giil’iin
cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.6’da yer verilmistir.

Tablo 4.6.
Giil’iin 6. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adayimin Ciimlesi Yorum

S kiimesi bir V vektorii uzaywin lineer bagimsiz bir alt
kiimesi veeee [Teoremi okuyarak ispata baslama
basamaginmt okumaya geciyor] c¢; almis R den, x;y; S
den almis. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan...
himm... Galiba sunu demek istiyor c;x; = 0 sifir.

ci ER ve x; €S ile S kiimesinin
lineer bagimsiz olarak verildigi
anahtar fikirler yardimiyla ‘c;x; =
0’ esitligini yaziyor.

[Miilakatcinin sorusu iizerine] [‘c;x; = 0’ yi silerek]
Biraz daha soyle agarsak. Hani... i leri yerine
vazarsak.... [‘cixq +coxp +c3x3 + -+ cpx, =07
yaziyor]

Toplam sembolii ile ifade etmek
aklina gelmiyor ancak esitligi
dogru yaziyor.

Anahtar fikir olarak verilen ‘S’

kiimesi S nin bir alt kiimesi
Buna gore x;v; olsun. x; S dendi, v; de V den. Bir alt oldugundan baz1 x; ler S’ de
kiimesi, S, V nin bir alt kiimesi, lineer bagimsiz... S nin  olacaktir. X; = v; olsun.’

elemanlari. Humm, niye olsun ki elemanlari? Bu v; S nin
elemanlart oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdir
[Anahtar fikirleri tekrar okuyor].

ifadesinde v; leri V nin elemanlari
olarak diislindiigii i¢in bosluktan
sonra verilen ‘v;vektorleri S nin
elemanlar1 oldugundan’ anahtar
fikri ile bir irtibat kuramiyor.

Burada pek bir sey gelmiyor aklima.

Ispat1 tamamlayamuyor.

Tablo 4.6’da da goriildiigii gibi; Giil, tamamlanmas1 beklenen Teorem.6’nin
ispatinda, anahtar fikir olarak verilen ‘c; € R ve x; € S ile S kiimesinin lineer bagimsiz
oldugundan’ ifadesini etkin bir bi¢imde kullanarak ilk boslugu doldurabilmesine
ragmen; ‘x; = v;’ ifadesini matematiksel notasyon bilgisi eksikligi sebebiyle yanlis
yorumlamis dolayisiyla sonraki adimlarda verilen anahtar fikirlerle bir baglanti

kuramamis ve ispat1 tamamlayamamastir.
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4.2.1.7. Teorem.7’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.7: U ve W kiimeleri V vektor uzaymin birer alt uzay1 olmak tizere; U N W

kiimesi de V nin bir alt uzayidir.

Giil: [Teoremi ve hiikmii belirleme basamagini sessizce okuyor.]
Miilakatci: Ne diistiniiyorsun Giil? Diisiindiiklerini sesli olarak anlat?

Giil: /u hi. Simdiiii U kesisim W den bir u, v elemanlart almis. ¢ de bir sabit. F cisim
diyor ama bir sabit olarak aliyoruz. eee c.u + v nin de U kesisim W nin elemani
oldugunu gosterirsek eger W nin bir alt uzay oldugunu gostermis oluruz. Simdi U
kesigim verdikten bir u, v elemant alyyor. u,v de U nundur ve u, v de W nin dir de ayni
zamanda.

Miilakat¢i: Neden?

Giil: Ciinkii hani kesigimlerinin elemani ise ayri ayrt iki kiimenin de elemant olur. eee
ondan sonra.. U, W kiimeleri ve bir alt uzay1 [Teoremi tekrar okuyor]. U, W alt uzay ise
bu [u,v yi gostererek] elemanlardan c de bir c; mesela F eleman F cisminden alirsak, U
alt uzay oldugundan c,.u + v elemanmidir U nun. [‘c; € F,c;.u + v € U’ yaziyor] bi c,
yi de yine F den segersek W de bir alt uzay oldugundan c,.u + v de seyin. Neydi bu
isaret iste W nin elemant olur. [‘c, € F,c,.u + v € W’ yaziyor] cu + v eleman U nun
ve yani sunu diyor. ASlinda direkt [siliyor] F den bir ¢ elemant da alabiliriz. Sonugta
degisken oldugu igin sabit olmasi yeterli. c¢; ¢, diye ayirmamiza gerek yok. [‘ci €
F,c, € F’ leri silerek her ikisinin yerine de ‘c € F’ yaziyor] . Bu (c.u + v) hem U
nun elemant hem W nin elemani oldugundan kesisimlerinin de elemani olur.

Teorem.7: U ve W kiimeleri V vektor uzayinin B.i:téf'glt uzf'iy; olmak tizere; U N W kiimesi de V
nin bir alt uzayl‘chr. -
Ispat.7: wveUnw olsunFE F (F cisim) denilsin.
cu+v€ UNW oldugunu géstgnneli);iz. -
wveEUNW = yv E@Ay,v €w

cut+v€eEU Acu+veEW ise
cu+velUnW dir.

Sekil 4.9. Teorem.7’nin ispatina yonelik Giil’iin ¢oziimii
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Ispat tamamlama formunda verilen 7. Teoremin ispatma yonelik Giil’iin

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.7’de yer verilmistir.

Tablo 4.7.

Giil’iin 7. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adayimin Ciimlesi

Simdiiii U kesigim W den bir u,v elemanlari almis. ¢ de
bir sabit. F cisim diyor ama bir sabit olarak alyyoruz.
eee c.u + v ninde U kesisim W nin elemani oldugunu
gosterirsek eger W nin bir alt uzay oldugunu géstermig
oluruz.

Yorum
Hipotezi ve hiikmii belirleme
basamaginda  verilen  anahtar

fikirleri yorumluyor.

Cuinkii hani kesigimlerinin elemani ise ayri ayri iki
kiimenin de elemani olur.

uv eUNW =uv el A

[‘c1 EF,ci.u+v €U’ yaziyor] bi c, yi de yine F den
secersek W de bir alt uzay oldugundan c,.u + v de
seyin. Neydi bu isaret iste W nin elemant olur. [‘c, €
F,co,u+v €W’ yaziyor] cu+v eleman Unun ve
yani sunu diyor. Aslinda direkt [siliyor] F den bir ¢
elemanmi da alabiliriz. Sonucta degisken oldugu icin
sabit olmast yeterli. ¢, ¢, diye ayirmamiza gerek yok.
[‘c; € F,c, € F’ leri silerek her ikisinin yerine de ‘c €
F’ yaziyor] .

uv eEW’ anahtar fikrini
yorumluyor.
Eksik birakilan bolumleri

tamamlarken, alt uzay kavramina
yonelik bilgileri sozlii olarak ifade
etmis  ve c; €EF,c, EF
sabitlerinden yararlanmis; sonraki
adimlarda verilen anahtar
fikirlerden yola cikarak her iki
sabitin yerine de c€F i
kullanmugtir.

Tablo 4.7°de de goriildiigii gibi; Giil, tamamlanmasi1 beklenen Teorem.7’nin
ispatinda, anahtar fikir olarak verilen hipotezi yorumlayarak ispata baslamis, alt uzay
kavramina ait bilgileri yalnizca s6zlii olarak ifade ederek eksik birakilan boliimleri
tamamlamis, sonraki basamaklarda verilen anahtar fikirlere gére tamamladig: boliimleri
revize etmistir. Goriildiigi gibi Giil; Teorem.7’nin ispatinin her asamasinda anahtar

fikirleri aktif bir sekilde kullanmustir.

4.2.2. Ezgi’nin Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumu

Ezgi hizli konusan ve heyecanli bir yapiya sahip oldugu i¢in uygulama siiresi

diger adaylara gore en kisa olan adaydir. Genel olarak anahtar fikirleri etkin bir bigimde
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kullanabilmistir. Hizl1 bir diistinme ve konusma tarzi olan Ezgi’nin diisiincelerini agiga

cikarabilmek icin arastirmaci sorular sormak durumunda kalmistir.

4.2.2.1. Teorem.1’in ispatina yonelik bulgular

Teorem.1 (G,.) birgrupve N < G = G/N bir gruptur.

Ezgi: G bir grup N normal alt grup G ise demis G /N bir gruptur. Ilk adimda x, y boliim
grubunu almis. Hani grup oldugunu gostermesi icin birlesme ozelligini gostermesi
lazim. Ondan baslamis. x,y,z G nin elemanlart ise ve bunu boliim grubundan almisy ise,
(xN)[(yN)(zN)] seklinde olacak. Bunun ((xN)[(yN)(zN)]) sonucunda suna
([(xN)(yN)]|(zN)) ulasmamiz gerekiyor. Ben bu aradaki adimlar: tamamlamam
gerekiyor. xN[(yz)N]. Sunu (xN[(yz)N]) soyle yazalim  hocam. (=
xN[(yN)(zN)]) Ben biraz alt taraftan kopya ¢ekecegim hocam. Sundan (
[(xN)(yN)](zN)). Sonra bunda xNy [‘xNy’ yaziyor] e zaten aynist olmus oluyor
[‘xNy’ yi siliyor]. Iste hocam bunu (xN[(yN)(zN)]) da acinca bundan sonra direk
buna ([(xN)(yN)](zN)) gelmiyor muyuz?

Miilakatci: Nasil gelecegiz?

Ezgi: xN, yN. Soyle yapsam x,y su ikisini [ ‘xN[(yN)’yi gostererek] (xy)N desem su
(zN) i soyle biraksam [ ‘= (xy)N(zN)’ yaziyor] direkt buna hi¢ dokunmadan buna da
((xN)y(N)) bu zaten seydi zN, soyle ([(xN)y(N)](zN)). Birlesme ozelliginin var
oldugunu gésterir. Tamam. G birim eleman, her xN eleman G /N i¢in (xN)(eN) xN;
birim eleman oldugunu direk gostermis, ben de bunu [ters eleman ozelligine yonelik
verilen anahtar fikri okudu] séyle yapayum [ters elemanin varliginin ispatina baslhyor].
(x.x"1)N diyeyim. x in kendi ile tersinin birlesimine eN. E zaten ters eleman olmas:
icin yani kendisi ile tersini isleme soktugumdan birim eleman olmasi lazim. O zaman
ben buradan x~1 eleman, x 1N elemandir G béler N derim [x™ 1N € G/N’ yaziyor].
Yani sey, ters eleman var e birimi var, birlesme var, birim var, ters eleman var, o zaman

G N bir gruptur.
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Teorem.1: (G,.)birgrupve N <G = G/N bir gruptur.

Ispat.1:
xN,yN,zN e G/N alalim. (x,y,z € G i¢in)

Bu takdirde,
(xN)[(yN)(zN)] = xN[(yz)N]
= xa lgm )

i

= (xy) Ny N)
= [&NSU(NO‘\-Ng
= (M EMIEN)

Birlesme 6zelliginin var oldugunu gosterir.

ii. G nin birim elemanie = V xN € G/N i¢in
(xN)(eN) = xN = (eN)(xN)
ve boylece, eN = N, G /N nin birim elemanidir.

iii. YxNeG/N igin (xN)™* = (x"N)e G/N var mudir?
(xN)(x7IN) = (xx')

- 2 Nl

x"‘ Noe Gy ders elemen Ve
oldugu goriiliir.

Sonug olarak; G/N bir gruptur.

Sekil 4.10. Teorem.1'in ispatina yonelik Ezgi’nin ¢6ziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 1. Teoremin ispatina yonelik Ezgi’nin

¢oziimlerini iceren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢éztimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara asagida yer verilmistir.
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Tablo 4.8.

Ezgi’'nin 1. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin
Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum

G bir grup N normal alt grup G ise demis G/N bir
gruptur. Ilk adimda x,y bélim grubunu almis. Hani
grup oldugunu gostermesi icin birlesme Ozelligini
gostermesi  lazim. Ondan baglamis. x,y,z G nin

elemanlart ise ve bunu boliim grubundan almis ise,
(xN)[(yN)(zN)] seklinde olacak.

Teoremin ifadesini ve verilen
anahtar fikri okuyarak
yorumluyor.

Eksik birakilan bilesenin
Bunun (N [(YN)(zN)]) sonucunda suna baslangicinda ve sonunda verilen

(I(xN)(yN)1(zN)) ulasmamiz gerekiyor. anahtar fikirler arasinda baglanti
kurmaya c¢alisiyor.
‘[(xN)(yN)](zN)’ anahtar

Sunu  (xN[(yz)N]) soyle yazalim hocam. (=

xN[(yN)(zN)]) Ben biraz alt taraftan kopya ¢ekecegim ]:kaN”[n (c;ezn) N]’ |y acr;l}\?} (yN) él;\l,r)a]lf

hocam. Sundan ( [(xN)(yN)](zN)). sifae yaziyor.

Iste hocam bunu (xN[(yN)(zN)]) da acinca bundan Sezgisel o olarak %spatl
- . kavrayabiliyor =~ ancak  islem

sonra direk buna ( [(xN)(yN)](zN)) gelmiyor muyuz? vap o

Soyle yapsam x,y su ikisini [ xN[(yN)’ yi gostererek]
(xy)N desem su (zN) i sdyle biraksam [ ‘= (xy)N(zN)’
yaziyor] direkt buna hi¢ dokunmadan buna da
(xN)y(N) bu zaten seydi zN, soyle ([(xN)y(N)](zN)).

‘(x(y2))N = ((xy)z)N’
adimlarinmi ifade etmeden kismen
de olsa ispat1 tamamlayabilmistir.

x in kendi ile tersinin birlesimine eN. E zaten ters Ters eleman 0&zelligini biliyor,
eleman olmasi i¢in yani kendisi ile tersini isleme birim eleman ve ters eleman
soktugumdan birim eleman olmast lazim. O zaman ben 6zelliginde verilen anahtar fikirler
buradan x~! eleman, x 1N elemandir G béler N derim yardimiyla  (xN)(x"IN)* i
[x™IN € G/N’ yaziyor]. ‘(xx~1)N’ seklinde yaziyor.

Tablo 4.8’de de goriildigii gibi; Ezgi birlesme 6zelliginin varhigint aragtirirken
islem yapmaya baslamadan 6nce teoremin ifadesini ve verilen anahtar fikirleri okuyarak
yorumlamis, eksik birakilan bileseni tamamlamak icin bilesenin baslangicinda ve
bitiminde verilen anahtar fikirlerden yola ¢ikmistir. Sezgisel olarak ispati anlayabilmis
olmasma ragmen islem yapmakta zorlanmis ancak anahtar fikirler yardimiyla birkag
islem basamag: atlayarak da olsa ispati sonu¢landirmigtir. Burada normal alt grup
tanimin1  kullanmamig, baslangicta verilen anahtar fikir yardimiyla bir ¢6ziim
gelistirmistir. Ters elemanin varhi@in1 arastirirken ise birim eleman ve ters eleman
ozelliginde verilen anahtar fikirler ve her ne kadar sozlii olarak ifade etmese de birlesme
ozelliginde verilen anahtar fikirlerden yola ¢ikarak ispat1 belirli bir diizeye getirmistir.

Kavramsal bilgileri se¢ip kullanmasina yardim edecek anahtar fikri gézden kacirdigi
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icin tek tarafli olarak islemlerini yiiriitmiis dolayisiyla ispatt beklenen diizeyde

tamamlayamamuistir.

4.2.2.2. Teorem.2’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.2 (G,.) bir grup ve H<G olsun. Va €G i¢in, Ha={x €G:a =
x(mod H)} yani Ha = a dir.

Ezgi: Bir grup H normal H grup olsun alt grup olsun, her a elaman G i¢in, Ha =
tamam ben okuyayim [teoremin ifadesini ve ispati okumaya bagsladi]. a denktir x uyan x
eleman G lerin kiimesini a iistii (Q) ile gosterelim. Yani a iistii (@) a min denklik sinifi
olsun. Yani a iistii (@) a mn denklik sinifi olsun [ifadeyi tekrarlayarak diisiiniiyor]. Yani
burada sey soylemis, surayt tekrar [teoremi gostererek] agikliyor H alt grup G i¢cin Ha
oldugunu dolayisiyla kiimelerin esitligi oldugu icin birbirlerinin alt kiimeleri oldugunu
gostermeliyiz. [Hipotezi belirleme basamagini okudu] Bunu séyliiyor. Degil mi, evet
onu soylemis birbirlerinin alt kiimesi oldugunu. Diyor ki x eleman a iistii (@), yani a
denktir x(mod H) ise ax™! elemandir H yazilr. Bunu niye yazmis? H bir alt grup
oldugundan H bir alt grup oldugundan kapalilik ozelligine gore oyle bir h eleman H

1

vardir ki ax™' elemandir h dir. ax™1 anlamadim ben. [Hipotezi kullanma basamagin

tekrar okuyor] x eleman a iistii olsun [ ‘x € @’ ifadesini béyle okuyor].

Miilakate¢i: Nereden elemanint segiyor? Neyi gostermeye ¢aligiyor? Elemanini nereden

se¢iyor? Ona bir bak bakalim.

Ezgi: [Tekrar anahtar fikre doniiyor] x elemanmni a iistiiden (@) almis. a denktir x e.
Sunu (ax~t € H) suradan a™‘elemandwr H. H alt grup oldugu icin hani x,y eleman H
icin xy~tde elemandir H olmali [bunu ayri bir yere not etti] Bunu (ax~! = h) buradan
getirmis. H bir alt grup oldugundan kapalilik ozelligine gore oyle bir h eleman H vardir
ki ax™1, h ye esittir. Yani su (ax™1) elemani bulmaya calisiyor. Zaten sonlu bir alt grup
oldugu icin, muhtemelen kapalilik ozelligini sadece alt grup olmasi ic¢in saglanmasi
yeterlidir. Bu buna ax~! & diyor. Buradan demis, grupta birlesme ozelliginden, ben
burada ne yapabilirim? Her tarafi a min tersi ile bir isleme soksam, ama dnce onu

yvapmadan énce bir sey yapmam lazim.
Miilakater: Ne yapman lazim?

Ezgi: Grupta birlesme ozelligini kullanmam gerekiyormus. Birlesme ozelligii... H bir
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alt grup oldugundan kapalilik ozelligini gore. Suradan [iigiincii basamagr ‘ex™" =

a~h’ gostererek] geri geri gitsem ben.
Miilakatci: Tabi nasil istersen.

Ezgi: ax~lburada muhtemelen surasi soyle. a lax™! = a 'h [diyerek yaziyor]
buradan zaten bu (a tax~1) buradan buna (ex~1) gelir. [Yazdig: esitligi ve alttaki
esitlikteki karsiligini gésteriyor.] Burada grupta ne ozelliginden kullanirim ben bunu.

Sey ters elemanin varligindan. Hani bunun nasil.
Miilakatci: Yaz oraya.

Ezgi: Ters eleman mi diyeyim, ters eleman ozelliginden mi diyeyim? Hani her eleman
tersi birimle isleme soktugumda e oluyor. Sonra burada x~* a™h, [‘ex > = a™1h i
gostererek] olmus. E bunu zaten direk seyden, birim eleman ile kendisini igleme
soktugumda sey oldugundan, grupta birim ozelliginden bunu séylerim. [Grup
ozelliklerini yaziyor] Hocam, surayt [bos biraktigi ilk basamagi gostererek] bulacagim
insallah. Esitligin her iki yammn tersi alimrsa x = h™a olur [ifadeyi okudu] Bizim
amacimiz ne zaten, x in H nin denklik simifindan bir eleman olarak almis [ispatin
basindaki ‘x € @’ y1 gostererek]. h eleman H ve H alt grup G oldugundan demis. h™1’e
ho dersem [‘h™! = hy’ yaziyor] buna kisaca, x in h, .a eleman Ha olur ki buradan, a
min denklik sinifimin Ha oldugu bulunur. Bir tanesini buldum [‘@ € Ha’ y1 gostererek].
Bir de digerini bulmam gerekiyor. Tersine demis y eleman Ha alinirsa. Ben burada neyi
aldim [i. ispata tekrar goz gezdiriyor] su. Tamam. Tersine y eleman Ha alirsa, x
eleman H vardir, oyle ki y = x.a diwr. y; x.a duw. [ii. ispata baslama basamagini okudu]

Buradan...
Miilakatcr: Neden oyle yazdr y; x. a dir?

Ezgi: Bu sey degil mi hocam, yan kiimenin elemant oldugundan dolay: hani bunu (y) bu

sekilde (xa) yazdh.
Miilakatci: Evet.

Ezgi: ya~ther taraftan ben surada ters eleman ézelliginden gidecegim, yine geri geri

gidiyorum. ya™! = xaa™?! sagdan isleme tabi tutmus. Sonrasinda bunu (ya™! = xe)

bulmug. Buna gelene kadar grupta birlesme ozelliginden diyor. Bir tane daha soru

isareti koyalim. [Tlk kistmda bos biraktigi ilk basamag: burada da bos birakti.]



86

ya~1 = xe ters birim bu zaten [bos birakilan yere ‘birim’ yaziyor]. ya~! = x olur.
Yani buradan x = ya™?! eleman H olur. Amacimiz o zaten bizim.. ya~‘eleman H demis.
Yani y denktir a ya, (mod H) ya gore ve a denktir y ye (mod H) ya gére; ve y eleman a
ustii (@) bulunur ki, H alt gruptur a tistii (@) demektir. Hocam sunlara bir fikrim yok

[bos birakng ilk adimlar: gosterdi].
Miilakatci: Tamam. Bu soruda sana ne yardimci oldu?

Ezgi: Ne yardimci oldu tamamen su [i. ispatta verilen ‘ex™ = a~th’ anahtar fikrini
gosterdi]. Sundan geriye dogru gitme. Ve suradaki seyler hocam, su agiklamalar [i.

ispata baglamadan énce verilen bilgileri yani hipotezi kullanma basamagin gésterdi].

Ha = {x € G:a = x(modH)} yani Ha = a dir. _
Ispat.2:  a = x (modH) kongrilansina uyan x € G lerin kiimesini @ ile gosterelim. Yani @ , a\
nun denklik smnifi olsun. H < G i¢in Ha = @ oldugunu dolayisiyla a < Hgve

Teorem.2: (G,.) bir grupve H < G olsun. Va € G igin, \

HqC @ oldugunu gostermeliyiz.
( i) x € @,yania = x(modH) = ax*eH yazilir. H bir altgrup oldugundan
kapalilik 6zelligine gére dyle bir h € H vardir k @ h dir. Buradan;

5 :
Li Y T N W (Grupta birlesme 6zelliginden)
EF2A 5
Yo ; D i B (Grupta *ers..@en. 5zelliginden)
¢
Gxl=a"h (Grupta ... kicioa... ozelliginden)
g i=g"th olur. Esitligin her iki yaninin tersi alimirsa

(x")1 = (@ h)?
x = h™'a olur.
(heHve HZG dldugundan ...... L SR denirse )
x = hoa € Hgolur ki buradan @ © Hgbulunur......... €]

ii) Tersine olarak y € Hg almirsa; x € H vardir 6yle ki )= xa dir Buradan;
........ e (Grupta birlesme ozelliginden)

Yo =%a8T (Grupta . ecs. 4% Szelliginden)
ya~t = xe (Grupta ..blen. ... ozelliginden)
yal=x olur. Buradan x = ya™" € H bulunur.

yaleH=y :—_a(modH) Va = y(modH) = y € a bulunur ki;
Hg C @ demektir............o(2)
(1) Ve (2)den Hg= a denir.

Sekil 4.11. Teorem.2 nin ispatina yonelik Ezgi’nin ¢oziimii
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Ispat tamamlama formunda verilen 2. Teoremin ispatina yonelik Ezgi’nin

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.9°da yer verilmistir.

Tablo 4.9.

Ezgi'nin 2. Teorem’'de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yénelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymmin Ciimlesi

Yorum

Bir grup H normal H grup olsun alt grup olsun, her a
elaman G i¢cin, Ha = tamam ben okuyayim [teoremin
ifadesini ve ispati okumaya bagladi]. a denktir X uyan
x eleman G lerin kiimesini a iistii (@) ile gosterelim.
Yani a iistii (@) a min denklik simifi olsun. Yani a iistii
(@) a mn denklik simifi olsun [ifadeyi tekrarlayarak
diisiiniiyor]. Yani burada sey soylemis, suray tekrar
[teoremi gdostererek] agikiyyor H alt grup G i¢in Ha
oldugunu dolayisiyla kiimelerin esitligi oldugu icin
birbirlerinin alt kiimeleri oldugunu gostermeliyiz.
[Hipotezi  belirleme basamagim  okudu] Bunu
soyliiyor. Degil mi, evet onu soylemig birbirlerinin alt
kiimesi oldugunu. Diyor ki x eleman a iistii (@), yani a
denktir x(mod H) ise ax™! elemandir H yazilir. Bunu
niye yazmug? H bir alt grup oldugundan H bir alt grup
oldugundan kapalilik 6zelligine gére oyle bir h eleman
H vardir ki ax™Yelemandir h dir. ax™Yanlamadim
ben. [Hipotezi kullanma basamagini tekrar okuyor] x
eleman a tistii olsun [ ‘x € a’ ifadesini bayle okuyor].

Ispata baglamadan &nce anahtar fikir
olarak verilen hipotezi ve hiikmii

x elemamni a iistiiden (@) almis. a denktir x e. Sunu
(ax™' € H) suradan a™' elemandir H. H alt grup
oldugu icin hani xy eleman H icin xy~* de elemandir
H olmali. Bunu (ax™! = h) buradan getirmis.

belirleme basamagi ile hipotezi
kullanma  basamagini  anlamaya
calisiyor.

Onceki  bilgilerinden alt  grup
tanimini kullanarak hipotezi
kullanma  basamagini  anlamaya
calisiyor.

Yani su (ax~1) elemam bulmaya c¢ahsiyor. Zaten
sonlu bir alt grup oldugu icin, muhtemelen kapalilik
ozelligini sadece alt grup olmast igin saglanmasi
yeterlidir. Bu buna (ax~1) h diyor.

H vyi sonlu bir alt grup olarak
diisiiniiyor ya da o an i¢in Oyle ifade
ediyor.

Buradan demis, grupta birlesme ozelliginden, ben
burada ne yapabilirim? Her tarafi a mn tersi ile bir
isleme soksam, ama dnce onu yapmadan once bir sey
yapmam lazim.

Aslinda yapmasi gereken islemi
biliyor ve ifade ediyor ancak bunu
nasil yazacagini bilemiyor.

Grupta birlesme ozelligini kullanmam gerekiyormus.
Birlesme ozelligii... H bir alt grup oldugundan
kapalilik ozelligini gore.

‘Grupta  birlesme  Ozelliginden’
anahtar fikrinden yardim aliyor.

1

Suradan (ex™* = a~1h )geri geri gitsem ben.

Ugiincii adimda verilen ‘ex™! =
a~lh’ anahtar fikrinden yola ¢ikmay1
diisiiniiyor.
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ax~burada muhtemelen surasi soyle. a tax™1 =

a~Yh [diyerek yaziyor] buradan zaten bu (a tax™?1)
buradan buna (ex~?1) gelir. [Yazdig: esitligi ve alttaki
esitlikteki karsilhigini gosteriyor.]

Anahtar fikir olarak verilen Ugiincii
adimdaki esitlikten yola ¢ikarak
ikinci adimda eksik birakilan esitligi
tamamliyor.

Burada grupta ne ozelliginden kullanirim ben bunu.
Sey ters elemanin varligindan... Hani her eleman tersi
birimle isleme soktugumda e oluyor.

Tamamladig1 esitlikte  kullanilan
kavramsal bilgiyi ve Ozelligini
biliyor.

Sonra burada x"'a'h, [ex'=alh’ i
gostererek] olmus. E bunu zaten direk seyden, birim
eleman ile kendisini isleme soktugumda sey

oldugundan, grupta birim ozelliginden bunu séylerim.

Tamamlanmig olarak verilen esitlikte
kullanilan kavramsal bilgiyi ve
ozelligini biliyor.

Bizim amacimiz ne zaten, x in H nin denklik sinifindan
bir eleman olarak almis [ispatin basindaki ‘x € a’ y1
gostererek]. h eleman H ve H alt grup G oldugundan
demis. h~'e ho dersem [‘'h™! = hy’ yaziyor] buna
kisaca, x in hy. a eleman Ha olur ki buradan, a nin
denklik simifimin Ha oldugu bulunur.

Ispata biitiinciil olarak bakarak neler
yapildigint anlamaya calistyor ve
verilen (x = hgpa) anahtar fikri ile
(x=h"'a) anahtar fikri arasinda
baglant1 kurarak bos birakilan ‘h € H

ve H<ZG oldugundan
..................... denirse’ kismini
tamamliyor. Ancak h™1, hyeH’1

tamimlamay1 ihmal ediyor.

Bir tanesini buldum [‘@ € Ha’ yi gostererek]. Bir de
digerini bulmam gerekiyor. Tersine demis y eleman
Ha alimirsa. Ben burada neyi aldim [i. ispata tekrar
goz gezdiriyor] Su. Tamam. Tersine y eleman Ha
alimirsa, x eleman H vardir, oyle kiy = x.a dir. y x.a
duwr. [il. ispata baglama basamagin okudu]

Ispata biitiinciil olarak bakarak neler
yapildigint ve sonraki adimlarada
neler yapilacagini anlamaya calisiyor

Bu sey degil mi hocam, yan kiimenin eleman
oldugundan dolayr hani bunu (y) bu sekilde (xa)
yazdi.

Yan kiimenin elemanlarinin nasil bir
formda olmasi gerektigini biliyor.

ya~Lher taraftan ben surada ters eleman ézelliginden
gidecegim, yine geri geri gidiyorum. ya~! = xaa™?!
sagdan isleme tabi tutmus. Sonrasinda bunu (ya™t =
xe) bulmus.

Anahtar fikir olarak verilen Ugiincii
adimdaki esitlikten yola c¢ikarak
ikinci adimda eksik birakilan esitligi
tamamliyor.

Buna gelene kadar grupta birlesme ozelliginden diyor.
Bir tane daha soru isareti koyalim. [ilk kisimda bos
biraktigi ilk basamag burada da bos birakti.]

i. ve ii. basamaklarin her ikisinde de
birlesme 6zelligine yonelik islemleri
olugturamryor.

1

ya~' = xe ters birim bu zaten [bos birakilan yere Tamamlanmis olarak verilen esitlikte
‘birim” yaziyor]. ya=! = x olur. Yani buradan x = kullanilan kavramsal bilgiyi ve
ya~?! eleman H olur. Amacimiz o zaten bizim.. ozelligini biliyor.

Ne yardimct oldu tamamen su [i. ispatta verilen Genel olarak bu ispati

‘ex ™Y =a"'h’ anahtar fikrini gésterdi]. Sundan
geriye dogru gitme. Ve suradaki seyler hocam, su
aciklamalar [i. ispata baslamadan oénce verilen
bilgileri yani hipotezi kullanma basamagin gisterdi].

tamamlamasinda anahtar fikir olarak
verilen l¢ilincii adimlardaki esitlikler
ve hipotezi kullanma bileseni etkili
olmustur.

Tablo 4.9°da da goriildiigii gibi; kavramsal bilgileri ve onceki bilgileri

kullanarak tamamlanmasi beklenen 2. teoremin ispatinda Ezgi, aktif bir sekilde anahtar

fikirleri kullanmaktadir. Oncesinde ve sonrasinda verilen anahtar fikirleri birlikte
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diisiinerek eksik birakilan boliimleri tamamlamaya g¢alismistir. Her iki boliimde de
yapmast gereken islemi bilmesine ve ifade etmesine ragmen nasil yazacagini bilememis
dolayisiyla birlesme 6zelligine yonelik esitlikleri olusturamamis ancak anahtar fikir
olarak verilen ti¢lincii adimlardaki esitliklerden yola ¢ikarak ikinci adimlarda eksik
birakilan esitlikleri tamamlayabilmistir. Ispata biitiinciil olarak bakarak neler yapildigin
anlamaya calismis ve yalmzca verilen (x = hya) ile (x =h7'a) anahtar fikirleri
arasinda baglanti kurarak bos birakilan ‘h€H ve H<G oldugundan
..................... denirse’ ifadesini h™1,hy € H yi1 tamimlamayr ihmal ederek
tamamlamistir. Dolayisiyla grupta ters elemanin varligina yonelik ifadeyi yazamamaistir.
Ezgi’nin bu ispati tamamlayabilmesinde etkili olan anahtar fikirler genel olarak, {i¢iincii

adimlarda verilen esitlikler ve hipotezi kullanma bileseninde verilen bilgilerdir.

4.2.2.3. Teorem.3’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.3 Bir (G,.) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplarinin kesisimi

yine G nin bir alt grubudur.

Ezgi: Bir G grubunun bir takim alt gruplarmmin kesigimi yine bir alt gruptur, demis. Bir
indis kiimesi olsun. Biz neyi géstermemiz lazim o zaman, sunu §éyle yazsam hocam. n, i
eleman [ lardan olussun. H; nin bir alt grup, ne oldugunu gésterecegim; G oldugunu
gosterecegim. Bu Hi ler de iste Hy, H, bunlar da birer grup. Bunu basta yazsam daha
iyiydi ama. [‘N;e; H; < G, H;: Hy, H, birer grup’ yazdi. Burada ‘H;: Hy, Hy Nier H; <
G’ olmas gerektigini sozlii olarak ifade etti bir okla gosterdi.] Bunlar (H;: Hy, H,) birer
grup ve bu gruplarimin kesisimi indislerden olusan kesisimi. Degistirelim mi yerlerini?
Miilakatci: Farketmez, onu anlarim.

Ezgi: Su soyle iste hani ondan once [bir ok ¢izerek ‘H;: Hy, H,’ nin ‘N;¢; H; < G’ den
once oldugunu ifade etmeye ¢aligiyor.] Bunun i¢in demis a.b eleman H alalim. Kesisim
tanmimindan demis. Her i eleman I icin a.b elemandir H;. Kesisimin tanumindan. H dan

eleman almig, tamam. Gruptan bir eleman almis. Kesisimin tanimindan. Carpimlar: da

alt grubun tanimindan, tamam.
Miilakate¢i: Neyi gostermis?
Ezgi: Kesisimi.

Miilakatci: En sonda neyi gostermis?
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Ezgi: Kesigsimin de bir alt grup oldugunu hani. Surada géstermis. [sonda gegen
‘kesisimin tanimindan, ab™* € H olur’ ifadesini gostererek] H alt grup G demis.
Miilakatci: Biz yukarda ne yazdik, neyi gosterecegiz yazdik? Hipotezi nasil kurduk?

Ezgi: Alt gruplarimin kesisimi, ben de sey demedim mi alt gruplar Kesisimleri G nin alt

grubu olsun.
Miilakatci: Evet.
Ezgi: Aslinda ayni sey degil mi bunu da H; larda H olarak.

Miilakatci: Oyle mi yapmis yani. Yani H ne, H y1 kullanmadik ya o yiizden soruyorum.

Nasil anlamaliyiz yani?

Ezgi: H; lar, yani seyi yazsak hocam. Bir hani buradaki H; lar yani tiim kesisimlerin
kiimesi ve bir tane H almis. Bunlardan temsilci bir tane H alsam. O sekilde gostermis

olabilir mi?
Miilakatgi: Bu soruda nerelerden yola ¢iktin?

Ezgi: Burada tamamen hani suna [sonraki adimlarda verilen anahtar fikirleri
gostererek] bakmaktan ziyade, ben bu sefer hani sunu (Nie H; < G) bildigimden,

kesisimlerin alt grup, kendi gosterimini kendim yapabilecegimden...
Miilakatci: Tamam.

Ezgi: Aslinda hani

Miilakatc¢i: H: hu.

Ezgi: Bunu bulabildim hocam.

Teorem.3: Bir (G,”) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) altgruplarinin kesisimi yine G nin

bir altgrubudur.
Ispat.3: I ={1,2,3,..}bir indis kiimesi olsun.
........ ﬂ@ se\uw“uu‘).b'm'0rup®
e L i
........ tererereseseesenenienenens.... Oldugunu gosterecegiz. b}

Bunun i¢in @, b € H alalim.

— Kesigimin tan1m1ndan§@gin a-b € H;

— Altgrubun tanimindan; Vi € I igina - b~ € H;
/

- Kesisimin tanimindan; a - b~ € H olur.

Oyleyse H < G dir.

Sekil 4.12. Teorem.3’lin ispatina yonelik Ezgi’nin ¢oziimii
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Ispat tamamlama formunda verilen 3. Teoremin ispatina yonelik Ezgi’nin
cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.10’da yer verilmistir.

Tablo 4.10.
Ezgi’'nin 3. Teorem’'de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin
Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum

Bir G grubunun bir takim alt gruplarinin kesisimi yine

bir alt gruptur, demis. Bir indis kiimesi olsun. Biz neyi

gostermemiz lazim o zaman, sunu §éyle yazsam hocam.

n, i eleman I lardan olugsun. H; nin bir alt grup, ne Hipotezi ve Hukmii
oldugunu gosterecegim, G oldugunu gosterecegim. Bu belirleyebilmek  i¢in  teorem
H; ler de iste Hy, H, bunlar da birer grup. Bunu basta ifadesinden yola ¢ikarak
yazsam daha iyiydi ama. [N H; < G, Hi:Hy,H, ‘NierH; <G, Hi:Hy, Hy’

birer grup’ yazdi. Burada ‘Hi:Hy,H, N H; <G’ yaziyor.

olmast gerektigini sozlii olarak ifade etti bir okla

gosterdi.] Bunlar (H;:Hy,H,) birer grup ve bu

gruplarmmin kesigimi indislerden olusan kesisimi...

Bunun icin demis a.beleman H alalim. Kesisim
tamimindan demis. Her i eleman I icin a.b elemandwr
H;. Kesisimin tamimindan. H dan eleman almis, tamam.
Gruptan bir eleman almig. Kesisimin tammindan.
Carpimlart da alt grubun tanimindan, tamam.

Sonraki adimlarda verilen anahtar
fikirleri okuyor.

Aslinda hipotezi belirliyor ancak
H; lar, yani seyi yazsak hocam. Bir hani buradaki H; lar matematiksel notasyon olarak
yani tiim kesigimlerin kiimesi ve bir tane H almig. nasil ifade edecegini bilemedigi
Bunlardan temsilci bir tane H alsam. O sekilde igin son adimla hipotezi ve hitkkmii
gostermig olabilir mi? belirleme basamaklarini
birlestiremiyor.

Burada tamamen hani suna [verilen anahtar fikirleri
gostererek] bakmaktan ziyade, ben bu sefer hani sunu
(Nier H; < G) bildigimden, kesisimlerin alt grup, kendi
gosterimini kendim yapabilecegimden, bunu bulabildim
hocam.

Anabhtar fikirlerden yardim almadi
verilen ifadeyi matematiksel dil ve
notasyonlara uygun olarak tam
anlamiyla yazamryor.

Tablo 4.10’da da gorildigi gibi; Ezgi, hipotezi ve hiikmii belirleyerek
tamamlanmasi istenen 3. Teoremin ispatinda teoremin ifadesinden yola ¢ikmustir. Ispat:
olusturma stireci igerisinde sonraki adimlarda verilen anahtar fikirleri okumasina ve

hipotezi kismen de olsa belirleyebilmesine ragmen son adimla hipotezi ve hiikmii
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belirleme basamaklar1 arasindaki iliskiyi kuramadigi i¢in hipotezi ve hiikmii

matematiksel dil ve notasyona uygun bir bicimde tam anlamiyla ifade edememistir.

4.2.2.4. Teorem.4’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.4 Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.

Ezgi: Order G, k demis, k asal ise G grubu bir devir gurubudur. Order G, k ve k asal
olsun demis. Ee G nin bir devir grubu oldugunu gosterecegiz, demis. Tamam. [Teoremi
ve hipotezi kurma basamagini okudu] a eleman G ve e olmasin, e olursa zaten direkt
oluyor. a eleman tarafindan gerilen H alt devir grubunu diigiinelim. Lagrange teoremi
geregince order H order G [ ‘o(H) | o(G)’ yi okuyor], hani alt grubu béler. Aslinda
ben de bunu soyledim. Diyor ki o(H) béler o(G) olmaldir, demis. Ancak o(G) =k,

hocam bu yapmis mi bunu?
Miilakatci: Devam et bakalim.

Ezgi: Lagrange teoremi geregince o(H) aldigi a. Yani H alt grup G ise demis hani. Bir

koseye H < G yazd..
Miilakatc¢i: H: ha.

Ezgi: Bu grubun mertebesi [yazdigi ‘H < G’ deki ‘G’ yi gostererek] alt grubun [‘Hyi
gostererek] mertebesini béler, lagrange teoremi, onu biliyorum. Ancak demis order k
[‘'0(G) = k’ ifadesini okudu] asal oldugundan 1 ve kendisinden baska boleni yoktur,
demis. Ancak order G, su (0(G)) asal. O zaman hocam order G asalsa bunun 1 ve
kendisinden baska béleni yoksa ya order H, order G ye esit, kiimenin kendisine esit
derim, ya da o(H) mn bir tek elemant var. o(H) min bir tek elemant varsa onu da
derim, e olarak alirim. E zaten e birim eleman, hani grubun tamamini tirettiginden, o
zaman H ya da ben sey derim. [‘'0(H) = 0(G)’ ve ardindan ‘o(H) = e’ yazdi] Bizden
ama ne istiyor? k asal ise G grubu a nin [teoremi yeniden okuyor]. Tamam iste order H
e, hani e olursa birim eleman da grubun tamamin iirettiginden o zaman devirli grup

olur. Diyemez miyim?
Miilakatgi: Devirli grubun tanimi neydi? Devir grubu neydi?

Ezgi: Devirli grup, mesela G =< a > tarafindan iiretilen bir eleman: tarafindan
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Miilakatci: Bir elemani tarafindan tiretilecek. Degil mi?

Ezgi: Evet. a™ mesela n eleman Z [‘G =< a >= {a™:n € Z}’ yazdi.] Yani bu kiimeye,
carpimsal grupsa mesela, katlari seklinde yazdigim zaman, a nin gruptaki tiim

elemanlar: bana vermesi gerekiyor.

Miilakatci: Ama sen iki eleman tarafindan iirettin.

Ezgi: Hani nasul iki eleman?

Miilakatci: ki tane mertebe buldun. Hem e, yani hem 1, hem k.

Ezgi: Hem 1 hem k. o(G) ye k demis. k asal oldugundan [hipotezi kurma basamagini
tekrar okuyor]. G alt... Bir dakika hocam, bir daha bakayim [tekrar okuyor] a eleman
G, a esit degildir e olsun. Tamam. a eleman tarafindan gerilen H alt devir grubunu

diisiinelim. Sunun (0(G)) mertebesi K ise.

Miilakatgi: Tamam. Order yani order H degil mi, simdi H kiimesi aslinda a tarafindan

geriliyor.
Ezgi: Evet order H y: a tarafindan gerilen bir kiime olarak almas.
Miilakatci: Yani. a ne olabilir?

Ezgi: a burada ya birim eleman tarafindandir dedim. Ya da order H. Ger¢i béliiyorsa,

kiimenin kendisi de olabilir aslinda.
Miilakatci: Evet.

Ezgi: Order H, k da olabilir.
Miilakatci: Tamam iki sik var.

Ezgi: Evet, ancak demis o(G) = k asal oldugundan 1 ve kendisinden baska bédleni
yoktur. O halde. Hocam aslinda ben bunu e olarak degil de kiimenin kendisine egit

olarak alsam. Ciinkii ben order G nin.
Miilakatci: Zaten e olarak niye alamayiz?

Ezgi: Ciinkii order H min. e esit degildir e demis. Hih su an onu gordiim [Yukarida
verilen ‘a # e’ anahtar fikrini gériiyor]. O zaman hocam ben buradan order H nin e

alamiyorum. 1 ve kendisinden baska boleni yok. O zaman order H nin mertebesini k



94

almis olarak alacagim o(H) = k yazdi. Birbirine mertebeleri esit zaten. E k da asal

sayt ve order G de k ise o zaman devirli grup olmus olmuyor mu?
Miilakatci: H devirli olmus oluyor degil mi?

Ezgi: Evet. E H da G ye esit olmus oluyor.

Miilakatci: Mertebeleri esit.

Ezgi: Mertebeleri esit. Order H, order G ye esit. E a da H tarafindan geriliyor. Cok
kolay bu ya.

Miilakatci: Buradan nasil sonuglandiririz?

Ezgi: Simdi order H min k oldugunu séyledik. Ve devirli bir grup oldugunu soyledik. k
tarafindan geril... Mertebesi k ve devirli ise o zaman G nin mertebesi de k, 0 zaman G

de devirli olacak.

Miilakatcy: Evet. Yaz bakalim.

Ezgi: Ne yazayim hocam. Nasil yazayim?
Miilakatcr: Diisiindiigiinii yaz.

Ezgi: Diisiin...[Giiliiyor] Sey nasil yazsam ki? Order H ya k dedim. Order H Soyle
yazayim [diyip dnceden yazdiklarini tekrar siliyor]. Order H diyeyim e . Ya da order H,
k olmali. ['o(H) =e ya da o(H) =k olmaldwr’ yazdi]. Hani 1 den baska ve
kendisinden... Ama e’ye egit olmadigindan dedik. Order H y1 k olarak almaliyiz.
[‘o(H) = k olarak almalyiz’ yazdi] Simdi burada séyle desek. Order H, k yani order H
order G ye esit oldu. o(H) = o(G), H devirli bir grup. Bu da (o(G)) devirli bir grup.
Bu (H) k tarafindan iiretiliyor, bu (G) da k tarafindan iiretiliyor. Mertebeleri de
birbirine esit. O zaman ben buradan dolayisiyla diyim hocam. Ne diyecektim? G grupta

H devirli olup k tarafindan iiretiliyor. O zaman G de devirli olur.
Miilakatcr: Bu soruda neler yardimct oldu sana?

Ezgi: Su, lagrange teoremi. [‘Lagrange teoremi geregince; o(H) | o(G)’ anahtar
fikrini gésteriyor.] Ciinkii hani aldigi alt grubun mertebesi grubun mertebesidir. k y1 da

asal aldigy i¢in burada zaten kendisi de séylemis. Asalsa I ve kendisinden baska boleni
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yoksa ya e ye ya da sey olmasi gerekiyor dedik. e ye esit degilse o zaman k dir.

Tamamen lagrange teoremi.

Teorem.4: 0(G) = k ve k asal ise G grubu bir devir grubudur.
Ispat.4: o(G)=kvek asal olan G nin bir devir grubu oldugunu gésterecegiz.

a € G ve a # e olsun. a elemam tarafindan gerilen H alt devir grubunu

dﬁsiine_lim. st & @ g@

Ancak 0(G) = k asal oldugundan 1 ve kendisinden bagka boleni yoktur.
O halde; '

Q= le gp A Quatzb almelia,

Oli=k alecote Q‘Mchu(z

olHl = oL6) = M devir® alup b deobwndes Srediviar,
N

R ——

G ' de devirti  oty,

Sekil 4.13. Teorem.4’iin ispatina yonelik Ezgi’nin ¢6zimii

Ispat tamamlama formunda verilen 4. Teoremin ispatina yonelik Ezgi’nin
cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.11°de yer verilmistir.
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Ezgi’nin 4. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Bu grubun mertebesi [yazdigi ‘H < G’ deki ‘G’ i
gostererek] alt grubun [‘H’ yi gostererek] mertebesini
boler, lagrange teoremi, onu biliyorum. Ancak demis
order k [‘o(G) = k’ ifadesini okudu] asal oldugundan 1
ve kendisinden baska boleni yoktur, demis. Ancak order
G, su (0(G)) asal. O zaman hocam order G asalsa
bunun 1 ve kendisinden baska béleni yoksa ya order H,
order G ye esit, kiimenin kendisine esit derim, ya da
o(H) mn bir tek elemani var. o(H) mn bir tek eleman
varsa onu da derim, e olarak alirnm. E zaten e birim
eleman, hani grubun tamamin irettiginden, o zaman H
ya da ben sey derim. [‘0(H) =0(G)’ ve ardindan
‘0(H) = e’ yazdi] Bizden ama ne istiyor? k asal ise G
grubu a min [teoremi yeniden okuyor]. Tamam iste
order H e, hani e olursa birim eleman da grubun
tamanuni tirettiginden o zaman devirli grup olur.

Yorum
Verilen anahtar fikirleri
yorumlayarak ve asal sayi

tanimin1 kullanarak ‘o(H) = o(G)
veya o(H)=-e’ c¢ikariminda
bulunuyor Ancak ‘o(H) =¢’
ifadesinden de anlagilacag: iizere
bir kavram karmasasi yasiyor.

Tamam iste order H, e, hani e olursa birim eleman da
grubun tamanum iirettiginden o zaman devirli grup
olur.

Yasadigt  kavram  karmagina
ragmen birim elemandan olusan
grubun devirli olacagimi ifade
ediyor.

Devirli grup, mesela G =< a > tarafindan iiretilen bir
elemam tarafindan (...) Evet. a™ mesela n eleman Z
[G=<a>={a™n€Z} yazdi] Yani bu kiimeye,
carpimsal grupsa mesela, katlart seklinde yazdigim
zaman, a nin gruptaki tiim elemanlarr bana vermesi
gerekiyor.

Devirli grup tanimin biliyor.

(...)Hem 1 hem k. o(G) ye k demis. k asal oldugundan
[hipotezi kurma basamagini tekrar okuyor]. G alt... Bir
dakika hocam, bir daha bakayim [tekrar okuyor] a
eleman G, a esit degildir e olsun. Tamam. a elemani
tarafindan gerilen H alt devir grubunu diistinelim.
Sunun (0(G)) mertebesi k ise.(...) Evet order H y1 a
tarafindan gerilen bir kiime olarak almus.(...) a burada
ya birim eleman tarafindandir dedim. Ya da order H.
Gergi béliiyorsa, kiimenin kendisi de olabilir aslhinda.
Order H, k da olabilir.(...) Evet, ancak demis o(G) = k
asal oldugundan 1 ve kendisinden baska boleni yoktur.
O halde. Hocam ashnda ben bunu e olarak degil de
kiimenin kendisine esit olarak alsam. Ciinkii ben order
G nin.

Devirli grup tanimini bilmesine ve
anahtar  fikirleri  iki  defa
okumasina ragmen miilakatginin
sorulartyla  yanilgisinin  farkina
kismen varabiliyor.
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[Miilakatcinin sorusu tizerine] Ciinkii order H nin. e esit
degildir e demis. Hih su an onu gordiim [Yukarida
verilen ‘a # e’ anahtar fikrini goriiyor]. O zaman
hocam ben buradan order H nin e alamiyorum. 1 ve
kendisinden baska boleni yok. O zaman order H min
mertebesini k almis olarak alacagim o(H) = k yazd.
Birbirine mertebeleri esit zaten. E k da asal sayr ve
order G de k ise o zaman devirli grup olmus olmuyor
mu?(...) E, H da G ye egit olmug oluyor.

‘a # e’ anahtar fikri yardimyla,
yanilgisim diizelterek ispati sozli
olarak tamamlayabiliyor.

Mertebeleri esit. Order H, order G ye esit. E a da H
tarafindan geriliyor. Cok kolay bu ya. Simdi order H
nin k oldugunu soyledik. Ve devirli bir grup oldugunu
soyledik. k tarafindan geril... Mertebesi k ve devirli ise
0 zaman G nin mertebesi de k, o zaman G de devirli
olacak.(...) Sey nasil yazsam ki?

Sezgisel olarak ispati
anlayabiliyor ancak yazili olarak
nasil tamamlayacagini bilemiyor.

Order H ya k dedim. Order H Soyle yazayim [diyip
onceden yazdiklarini tekrar siliyor]. Order H diyeyim e.
Ya da order H, k olmali. ['o(H) =e ya da o(H) =k
olmalidr’ yazdi]. Hani 1 den baska ve kendisinden...
Ama e’ye esit olmadigindan dedik. Order H y1 k olarak
almalyiz. [‘o(H) = k olarak almalyiz’ yazdi] Simdi
burada sdyle desek. Order H, k yani order H order G ye
esit oldu. o(H) = o0(G), H devirli bir grup. Bu da
(o(G)) devirli bir grup. Bu (H) k tarafindan iiretiliyor,
bu (G) da k tarafindan iiretiliyor. Mertebeleri de
birbirine egit. O zaman ben buradan dolayisiyla diyim
hocam. Ne diyecektim? G grupta H devirli olup k
tarafindan iiretiliyor. O zaman G de devirli olur.

Anabhtar fikir olarak verilen 6nceki
bilgileri kullanarak ispati kismen
de olsa tamamlayabiliyor.

Su, lagrange teoremi. [‘Lagrange teoremi geregince;
o(H) | o(G)’ anahtar fikrini gaosteriyor.] Ciinkii hani
aldigi alt grubun mertebesi grubun mertebesidir. k y1 da
asal aldigi i¢in burada zaten kendisi de séylemis. Asalsa
1 ve kendisinden baska boleni yoksa ya e ye ya da sey
olmasi gerekiyor dedik. e ye esit degilse o zaman k dir.
Tamamen lagrange teoremi.

Ispati tamamlama siirecinde asal
sayl tanimindan, a # e den ve
Lagrange teoreminin ifadesinden
faydalandigini belirtiyor.

Tablo 4.11°de de gorildigi gibi; Ezgi, verilen anahtar fikirleri ve asal asayi

tanimini kullanarak tamamlanmasi beklenen Teorem.4’{in ispatinda hem verilen anahtar

fikirleri hem asal sayr tanimim1 hem de Lagrange teoreminin ifadesini kullanarak bir

takim ¢ikarimlarda bulunmustur. Bu ¢ikarimlarda kavram karmasasina bagli bir takim

yanilgilar sergiledigi goriilmiis ve cesitli sorular yoneltilerek bu durumun sebebi ortaya

cikarilmaya calisilmistir. Sonugta bu yanilgilarin bilgi eksikliginden degil Ezgi’nin

heyecanli yapisindan kaynaklandig1 diisiiniilmiistiir. Ezgi; bu ispatt tamamlama
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stirecinde sezgisel olarak ispati anlayabilmis ancak yazili olarak ifade ederken zorluk
yagsamis; anahtar fikir olarak verilen asal sayr taniminindan, a#e den ve Lagrange

teoreminin ifadesinden faydalanmistir.

4.2.2.5. Teorem.5’in ispatina yonelik bulgular

1

Teorem.5 G bir grup ve a € G olsun. Vx € G i¢in, @,(x) =axa™" ile tanimh

@q: G = G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, Ya G nin bir i¢ otomorfizmasi denir.

Ezgi: G bir grup, a eleman G olsun, her x elemani G i¢in. Bir homomorfizma.
Otomorfizma, bunun ozel bir durumu olarak i¢c otomorfizma dedigini soylemis hocam.
[Teoremin ifadesini okuyor.] Buradan sey demis. [‘oldugundan ¢, bir
homomorfizmadir.” ifadesini  gostererek] Homomorfizma oldugunu oncelikle
gostermem gerekiyor. Bagslamis zaten xy elemamini almis. Bu xy Yi bu sekilde
(axya~Y)¢ikariyor demis. Ben diyorum ki hocam. Buraya bir e koyayim. [‘a(X’ yazdi]
parantezi kaldirabilir miyim? axeya™! olsun, dedim. Burada a yerine de hani suna

1>

[Teorem ifadesinde gegen ‘¢p,(x) =axa™"’ i gostererek] benzetebilmek i¢in

aywrabilmek icin diyorum ki, a.x e yerine a~la,ya™! diyeyim [‘axa™laya™?

" yazdi].
Bu (aa™1) hani birimi esit ya. Ve su (axa™1) demek zaten ¢, (x) demekti bu (aya™?)
@q(y) demekti. X ve y ile alakali. Oldugundan @, bir homomorfizmadir. Bu tamam.
1

Diyor ki ¢@,(x) = @,(y) iken axa™" oldugundan x =y bire-bir oldugunu séylemis.
Her y eleman G icin @,(x) = axa™yani y olacak sekilde, bir x elemam buldugunda
orten oldu. Orten de olur. Su halde @, G eleman bir otomorfizmadir. [Verilen diger

temel bilesenleri okuyor]

Burada baska bir sey yapmamis hocam. Bunda da yardimci, zaten burayr kendi
agtklamig hocam. Suradaki xy elemani yazildigi hani xy yazdiginda buradaki x elemani
x diye c¢ikariyor. xy de xy olarak ¢ikariyor. Ben de burada sunu diistindiim hani.
Bundan olarak da, bunlari ayri ayri yazmam gerekiyor bir sekilde, axa™' ve aya™1’i
elde etmem gerekiyor diye diisiindiim. Burada (axya™) a.x in yamna bakiyorum ne
eksik a1, y nin yamna da a eksik diyorum. Hani oradan. Bu a™! ile a yan yana ikisi
de bu birim elemandir, diyorum. Ekleyip ¢tkarman bir sey degistirmiyor. Onu kullandim

diyorum.
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Teorem.5: G bir grup ve a € G olsun. Vx € G igin,

9q(x) = axa™

ile tanimli ¢,: G = G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢

otomorfizmasi denir.

-\

Ispat.5: Vx,y €G ig:in;/‘ B . . -
(pa(xy) = a(xy)a'l = OX?UQ
= oxg odo
~—~—

= Valx\, Yaly)
Oldugundan, ¢, bir homomorfizmadir..~
@a (%) = 9, () = g =dgyart- == a8 =y
Oldugundan ¢, 1-1 dir.
Vy € G icin ¢, (x) = axa™* = y olacak sekilde
dx € G bulunabileceginden, ¢, o6rten de olur. Su halde ¢, G nin bir

otomorfizmasidir.

Sekil 4.14. Teorem.5’in ispatina yonelik Ezgi’nin ¢6ziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 5. Teoremin ispatina yonelik Ezgi’nin
cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.12’de yer verilmistir.
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Tablo 4.12.
Ezgi’'nin 5. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin
Yorumlanmasi
Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum

‘oldugundan Pq bir
...Homomorfizma  oldugunu  oncelikle  gostermem homomorfizmadir.’ Anahtar
gerekiyor... fikirden yola ¢ikarak ne yapmasi

gerektigine karar veriyor.

Bagslamis zaten xy elemanint almis. Bu xy yi bu sekilde
(axya™Y) cikariyor demis. Ben diyorum ki hocam.
Buraya bir e koyayim. [‘a(x’ yazdi] parantezi
kaldirabilir miyim? a.x.e.y.a~! olsun dedim. Burada
a yerine de hani suna [Teorem ifadesinde gegen L .
‘0a(x) = axa™l’ i gostererek] benzetebilmek icin gaghtar _flklr O_I?rak. .Y?”Ien
aywrabilmek icin diyorum ki, a.x e yerine a™la,ya™! (pal(xy ) = a(la(cy )‘11( eslt’hfgmcllery
diyeyim [‘axa~taya=!’ yazdi]. Bu (aa~1) hani birimi Y° ab.l . t‘?‘ ara iylerern
esit ya. Ve su (axa™1) demek zaten ¢, (x) demekti bu yapabiimigHr.

(aya™t) @, (v) demekti. x ve y ile alakali. Oldugundan

Qq bir homomorfizmadir.

Teorem ifadesinde verilenlerden
ve ispata baglama asamasinda

Bunda da yardimci, zaten burayr kendi agiklamis

hocam. Suradaki xy elemani yazildigi hani xy Teoremde verilen bilgiyle anahtar
vazdiginda buradaki x elemant x diye ¢ikaryor. xy de fikirde verilen ifadeyi kiyasliyor.
xy olarak ¢ikariyor.

Ben de burada sunu diistindiim hani. Bundan olarak da,

bunlart ayri ayri yazmam gerekiyor bir sekilde, axa™* VHeoiml% E?;I;ﬁ?ﬁy;ﬁﬁtggﬁiy%ﬂIyor
ve aya~'’i elde etmem gerekiyor diye diisiindiim. ? '

Burada (axya™t) a.x in yamna bakiyorum ne eksik
a~, y nin yamna da a eksik diyorum. Hani oradan. Bu
a~l ile a yan yana ikisi de bu birim elemandir,
diyorum. Ekleyip ¢ikarman bir sey degistirmiyor. Onu
kullandim diyorum.

Birim eleman 6zelligini amacina
uygun bir bi¢imde kullanarak
ispat1 yapabiliyor ancak birlesme
ozelligini kullanmiyor.

Tablo 4.12°de de goriildigi gibi; Ezgi, tamamlanmasi beklenen Teorem.5’in
ispatinda verilen ‘oldugundan ¢, bir homomorfizmadir.’ ile ¢,(xy) = a(xy)a™?
anahtar fikirlerinden ve teorem ifadesinde verilen ¢,(x) = axa '’den yola ¢ikarak
ispat1 olusturacak islemleri yapmaya baslamistir. Burada etkisiz eleman 6zelligini
amacia uygun bir sekilde kullanarak islemlerine uygulayabilmis ancak birlesme
Ozelligini  kullanmamis olmas1 sebebiyle eksik bir sekilde de olsa ispati

tamamlayabilmistir.
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4.2.2.6. Teorem.6’mn ispatina yonelik bulgular

Teorem.6 S kiimesi bir V vektor uzaymin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’ € S

olacak sekilde V vektor uzayinin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdir.

Ezgi: S kiimesi bir V vektor uzayimin lineer bagimsiz bir alt kiimesi Ve olacak sekilde bu
da alt kiimesi ise S iistii (S') de lineer bagimsiz [Teoremi okudu]. c; eleman R almus.
Vektor uzayr oldugunu. x; eleman S olsun. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan demis
[ispatin baslangicinda verilen anahtar fikri okudu], bir biri cinsinden iiretemi... Bir biri
lineer bagimsiz oldugundan, sisteminin ¢oziimiinde tiim [eksik birakilan boliimden
sonra verilen anahtar fikri okudu], mesela su... x;c; + x,¢c5 + ... sdyle desem, x,,c, =
0. ['x1¢q + x3¢5 + - x,,¢, = 0 yazdi] Burada hani hocam diyor ki, lineer bagimsiz

oldugu sistemi c; katsayilari sifir olmalidir. Ciinkii niye, lineer bagimsiz...
Miilakatci: Neden o sistemi yazdin? Ne yardimci oldu onu yazmanda?

Ezgi: Hocam onu yazmam da, tamamen hani katsayilar: sifir ya hani, bir biri hani,
bunun sifir olmasi, hani neye bagh. Hani hatirlamiyordum. Hatirlayamadim lineer
bagimsiz oldugunu. Su katsayilarin sifir oldugu zaman, hani lineer bagimsiz oldugunu

hih...
Miilakatci: Onu goriince yazdin.

Ezgi: S’ kiimesi, diyor ki. Tamam bunu yazdim. S' kiimesi diyor ki, S nin bir alt kiimesi

oldugundan, bazi x; ler S'de de olacaktir, diyor. Su ne demek? x; — v;
Miilakatcr: x; leri v; lere tasiyor.

Ezgi: Yani x; yerine aslinda v; leri mi aliyor gibi olmus. Buna gére o zaman x; leri v;
ye tasimissa hocam, vic, yazmustir [‘vic;’ diye yaziyor ancak sonra ‘vic;’ diye
diizeltiyor] vic, + soyle desem vy,c, desem 0. Hani onlari ona gétiirdii sonugta.
Esitligini, bu v; vektorleri S nin elemanlari. Sunlar (v;) eleman S oldugundan v;
vektorleri lineer bagimsiz. Cilinkii bunun (vy) da sifir olmasi i¢in ancak sey olmasi
lazim. Hani sifir olmast lazim ayni bu sekilde... v4,2,3, ... bunlar [‘v;’ leri gosteriyor]

da = 0 olmali o yiizden lineer bagimsiz olmall.

Miilakatci: Yaz dolayisiyla.
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Ezgi: Dolayisiyla diyeyim, dolayisiyla ancak bunun [‘vicq + vycy + -+ vcp =07

denklemini gostererek] hani lineer bagimsiz olabilmesi i¢cin su katsayilarin dedik, hani

sifir olmast lazim. v; ler sifir. i ler de 1,2,... den n’e kadar dolayisiyla sifir olup lineer

bagimsizdir. [ ‘Dolayiswyla v; = 0 (i = 1,2, ...) olup lineer bagimsizdr’ yazdi.]

Miilakatci: Hangisi de lineer bagimsizdir? Neyi gosterdik?

Ezgi: Seyi S’ niin de, sunun aldigimiz S' de, yani aslhinda lineer bagimsiz bir kiimenin

alt kiimesininden lineer bagimsiz oldugunu, hani biz burada gostermis olduk.

Miilakatci: Yaz istersen.

Ezgi: [yazdigi ‘lineer bagimsizdir’ ifadesini siliyor] olup S’. S de lineer bagimsizdir.

[S' de lineer bagimsizdr’ yaziyor.]

Ispat.6:

Teorem.6: S kiimesi bir V vektdr uzayinin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’/ C S olacak

sekilde V vektor uzayinin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdur.

¢; € R ve x; € S olsun. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan,

Sisteminin ¢dziimiinde tiim ¢; katsayilari sifir (¢; = 0,i =1,.....,n) olmahdr. s’
kiimesi S nin bir alt kiimesi oldugundan bazi x-l- ler S’ de olacaktir. x; = v; olsun.
Buna gore; - S

LGN L n .t s Q.

esitligini yazalim. Bu v; vektorleri S nin elemanlar1 oldugundan v; vektorleri lineer

olup N e \\Aeer b imairalie

Sekil 4.15. Teorem.6 nin ispatina yonelik Ezgi’nin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 6. Teoremin ispatina yonelik Ezgi’nin

¢oziimlerini iceren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢éztimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.13te yer verilmistir.
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Ezgi’nin 6. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Yorum

c; eleman R almis. Vektor uzayr oldugunu. x; eleman S
olsun. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan demis
[ispatin baslangicinda verilen anahtar fikri okudu], bir
biri cinsinden iiretemi... Bir biri lineer bagimsiz
oldugundan, sisteminin ¢oziimiinde tiim [eksik birakilan
béliimden sonra verilen anahtar fikri okudu], mesela su...
X161 + x50, + soyle desem, xpc, =0. [x1c1 +
XyCy + - xpc, = 07 yazdi] Burada hani hocam diyor ki,
lineer bagimsiz oldugu sistemi c; katsayilart sifir
olmalidir. Ciinkii niye, lineer bagimsiz...

‘c; ER ve x; € S olsun S kiimesi
lineer bagimsiz oldugundan’ ile
‘tim c; katsayilart sifir olmalidir.’
anahtar fikirleri yardimiyla x;¢; +
XpCy + - xpcy, =0 denklemini
yaziyor.

Hocam onu yazmam da, tamamen hani katsayilari sifir ya
hani, bir biri hani, bunun sifir olmasi, hani neye bagl.
Hani hatirlamyordum. Hatirlayamadim lineer bagimsiz
oldugunu. Su katsayilarin sifir oldugu zaman, hani lineer
bagimsiz oldugunu...

‘c; ER ve x; € S olsun S kiimesi
lineer bagimsiz  oldugundan’
anahtar fikrinde de verilen lineer
bagimsizligi hatirlamasina ‘tiim c;
katsayilar1 sifir olmalidir.” anahtar
fikrinin yardime1 oldugunu ifade
ediyor.

Su ne demek? x; — v;

Matematiksel notasyon
eksikligi yasiyor.

bilgisi

tizerine] Yani x; yerine

aslinda v; leri mi aliyor gibi olmus. Buna gére o zaman

[Miilakatcimin - hatirlatmast

x; leri v; ye tasimissa hocam, vic, yazmistir [“v;c;’ diye
yaziyor ancak sonra ‘vicq’ diye diizeltiyor] vicq + sovle
desem v,c,, desem 0. Hani onlart ona gotiirdii sonugta.
Esitligini, bu v; vektorleri S nin elemanlari. Sunlar (v1)
eleman S oldugundan v; vektorleri lineer bagimsiz.
Ctinkii bunun (vq) da sifir olmasi icin ancak sey olmasi
lazim. Hani sifir olmasi lazim ayni bu sekilde. v4,2,3 ...
bunlar da = 0 olmali o yiizden lineer bagimsiz olmall.

‘x; — v;’ ifadesini miilakatginin
hatirlatmas1 iizerine dogru bir
bicimde yorumlayarak ‘vicq +
VyCy + -+ vpc, =0’
denklemini yaziyor ve yazdigi bu
denklemi ‘bu v; vektorleri S nin
elemanlari oldugundan \
vektorleri  lineer bagimsizdir.’
anahtar fikriyle birlikte
yorumluyor.

Dolayisyla diyeyim, dolayisiyla ancak bunun [‘vicy +
V,Cy + -+ + vy¢, = 07 denklemini gostererek] hani lineer
bagimsiz olabilmesi icin su katsayilarin dedik, hani sifir
olmast lazim. viler sifir. i ler de 1,2, ... den n’e kadar
dolayisiyla sifir olup lineer bagimsizdir. [‘Dolayisiyla
v; =0(i =1,2,...,) olup lineer bagimsizdr’ yazdi.]

Matematiksel notasyon bilgisi
eksikligi  sebebiyle ‘v;> leri
katsay1 olarak ele aliyor. Lineer
bagimsizlik  tanimindan  yola
cikarak  ispati  sozli  olarak
tamamhiyor ancak yazili olarak

eksik ifade ediyor.

[Miilakat¢cimin sorusu tizerine] Seyi S' niin de, sunun
aldigimiz S' de, yani aslinda lineer bagimsiz bir kiimenin
alt kiimesininden lineer bagimsiz oldugunu, hani biz
burada gostermis olduk. (...) olup S', S’ de lineer
bagimsizdur.

Matematiksel dille ifade edilmis
teoremi ve ispat1 anlamis ve sozel

olarak ispati tamamlamis
olmasina ragmen ancak hatirlatma
yapilinca ispat  tamamlama

bilesenini eksik de olsa yazili
olarak ifade edebiliyor.
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Tablo 4.13’te de goriildiigi gibi; Ezgi, tamamlanmasi beklenen Teorem.6’nin
ispatinda, anahtar fikir olarak verilen ‘c; € R ve x; € S olsun S kiimesi lineer bagimsiz
oldugundan’ ile ‘tim c¢; katsayilar1 sifir olmalidir.” Ifadelerini kullanarak ispata
baslamis; burada onceleri lineer bagimsizligi hatirlayamamisken ‘tiim c¢; katsayilari sifir
olmalidir.” anahtar fikri yardimiyla ilk denklemi olusturabilmistir. ‘x; — v;’ ifadesinde
yasadig1 matematiksel notasyon bilgisi eksikligini miilakat¢inin hatirlatmasiyla dogru
bir bi¢imde yorumlayarak ikinci denklemi de olusturabilmis ve yazdigi bu denklemi ‘bu
v; vektorleri S nin elemanlar1 oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdir.” anahtar
fikriyle ve lineer bagimsizlik tanimiyla birlikte yorumlayarak ispati sozel olarak
tamamlamistir. Matematiksel dille ifade edilmis teoremi ve ispati anlamis ve sdzel
olarak ispat1 tamamlamis olmasina ragmen ancak hatirlatma yapilinca ispat tamamlama
bilesenini eksik bir sekilde yazili olarak ifade edebilmistir. Ezgi’nin yazili olarak eksik
tamamlamasinin sebebinin her iki sistemde de ayni katsayiy1 kullanmasi ve dolayisiyla
katsayinin sifir oldugunu yeniden ifade etme geregi duymamas: oldugu ayrica daha
once vektor olarak ele aldig1 ‘v;” leri sonraki adimlarda katsay1 olarak ifade etmesi

dolayistyla bu durumun dikkatsizlik kaynakli oldugu diisiiniilmektedir.

4.2.2.7. Teorem.7’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.7: U ve W kiimeleri V' vektdr uzaymnin birer alt uzayr olmak iizere; U N W

kiimesi de V nin bir alt uzayidir.

Ezgi: U ve W kiimeleri V vektor uzaymin birer alt uzayr olmak iizere U kesigim W
kiimesi de V nin bir alt uzayr olsun [teoremi okudu]. U kesisim sey, u ile v yi kesisimin
elemant almis. ¢ eleman F denilsin. c.u + v burada hocam seyi birlestirmis. Iki kurali
carpimla evet hatirladim. Oldugunu gostermeliyiz. u,v U kesigim W nin elemani ise. U
hani kesigimin elemani ise bu hem bunlar U nun elemamdr, hem W nin elemanidr.
Hem de... Yanhs bir sey soylemedim. Hem U nun elemanidir, hem W nin elemanidir,
demis. Bundan ne gec¢iyor. c,u...[eksik birakilan adimlarin dncesinde ve sonrasinda
verilen anahtar fikirleri gozden geciriyor.] Burada tamamen seyin ozelliklerini
kullanacagiz, kesisimin. u,v elemandwr U, hem w,v elemandir W demigsiz. Ciinkii

kesisim bunlar.

Miilakatci: U ve W da alt uzay.
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Ezgi: U ve W da alt uzaysa, 0 zaman ayrica hani, ne demistik? U ve W da alt uzaysa
sey, sunu [‘c.u + v’ yi gosteriyor] kullanacagim, aymisim kullanacagim U ayrica bir
alt uzay, W de ciinkii ayrica bir alt uzay. Alt uzayin tanuminda, hani su var [‘c.u+v €
UNW’ yi gésteriyor], su esittir oldugunu géstermektense, esittir olacak. Yani cu +

yani.
Miilakatcr: Diisiindiigiinii yaz.

Ezgi: cu + v elemandwr U olur. Ciinkii bu niye alt uzay oldugunu géstermek i¢in bunun
(ccu+v € UNW) olmasi gerekiyorsa, U da kendi basina bir hani burada [teoremi
gosteriyor] bir alt uzay oldugunu séylemis. O yiizden ben derim ki cu elemanidir ve ayni
sekilde cu+vde elemandir ve [‘ccu+v €U Ac.cu+v €W’ yaziyor]. cu+

v elemandwr W olur.
Miilakatci: Ayr: ayrt yaz istersen ¢iinkii iki tane bosluk vermis sana.

Ezgi: [‘ccu+v €U Ac.u+v € W’ yi siliyor ve ayri ayrt yaziyor] Ciinkii bunlar
birer birer ayrica alt uzay, ¢iinkii. [Her bir ifadenin yanina ‘alt uzay’ yaziyor] E zaten
hem bu (U), hem bunun (W) elemani ise kesisimler tekrar hani, geri donebilirim dedim.

Hani buradan hocam o yiizden bunlari birlestirmis. Bununla onun kesigimini.
Miilakatci: Ne yardimct oldu sana burada?

Ezgi: Bana ne yardimci oldu? Sunu (c.u+v €UNW) hani alt uzan
hatirlayamiyordum. Hatirlayamiyorum su an. Onu hani sunu (c.u+v € UNW)

goriince, direk zaten hani yazabildim.

Teorem.7: U ve W Kiimeleri V vektor uzayinn birer alt uzay: olmak iizere; U N W kiimesi de V
nin bnr alt uzayidir.
ispat.7: w,v €U NW olsun. c € F (F cisim) denilsin.
= ) cu +v €l Uﬁ oldugunu gostermeliyiz.
wveEUNW =>u,vey AuveWwW

..........................................................

cu+veU Accu+v€EW ise
cu+veUunw dir.

Sekil 4.16. Teorem.7’nin ispatina yonelik Ezgi’nin ¢ziimii
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Ispat tamamlama formunda verilen 7. Teoremin ispatna yonelik Ezgi’nin

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.14’te yer verilmistir.

Tablo 4.14.

Ezgi’nin 7. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin
Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum

u kesigim sey, u ile v yi kesigimin elemani almig. ¢ Verilen cu+tvelUnW

eleman F denilsin. c.u+v burada hocam seyi
birlestirmis. 1ki kurali carpimla evet hatirladim.

anahtar fikri alt uzay olma sartini
hatirlamasina yardimei oluyor.

Oldugunu gostermeliyiz. u,v U kesisim W nin elemani
ise. U hani kesisimin elemani ise bu hem bunlar U nun
elemanmidir, hem W nin elemanidr. Hem de... Yanls bir
sey soylemedim. Hem U nun elemanidwr, hem W nin
elemamdir, demis. Bundan ne gegiyor. c,u...[eksik
birakilan adimlarin oncesinde ve sonrasinda verilen
anahtar fikirleri gozden gegiriyor.] Burada tamamen
seyin  ozelliklerini  kullanacagiz,  kesigimin. u,v
elemandwr U, hem u,v elemandir W demisiz. Ciinkii
kesisim bunlar.

uv EUNW =uv eU A

U ve W da alt uzaysa, o zaman ayrica hani, ne
demistik? U ve W da alt uzaysa sey, sunu [‘c.u + v’ i
gosteriyor] kullanacagim, aymisimi  kullanacagim U
ayrica bir alt uzay, W de ¢iinkii ayrica bir alt uzay. Alt
uzayin tamminda, hani su var [‘ccu+v €UNW’ »
gosteriyor], su esittir oldugunu gostermektense, esittir
olacak. Yani cu + yani.

uv eW anahtar fikrini
yorumluyor, bu sekilde eksik
birakilan adimlari nasil
dolduracagi yoniinde fikir
gelistiriyor.

Verilen cu+tvelunw

anahtar fikri yardimiyla ispati
nasil yapacagina karar veriyor.

cu+v elemandir U olur. Ciinkii bu niye alt uzay
oldugunu gdstermek icin bunun (c.u+v € UNW)
olmasi gerekiyorsa, U da kendi basina bir hani burada
[teoremi gésteriyor] bir alt uzay oldugu séylemis. O
yiizden ben derim ki cu elemanidir ve aym sekilde cu +
vde elemandwr ve [cu+v €U Accu+v eW’
yaziyor]. cu+ velemandir W olur. [miilakatcimn
uyarist iizerine] [‘c.u+v €U Acu+v €W’ i
siliyor ve ayri ayri yaziyor] Ciinkii bunlar birer birer
ayrica alt uzay, ¢tinkii. [Her bir ifadenin yanina ‘alt
uzay’ yaziyor] E zaten hem bu (U), hem bunun (W)
elemant ise kesigimler tekrar hani, geri donebilirim
dedim. Hani buradan hocam o yiizden bunlar
birlestirmis. Bununla onun kesigimini.

Anahtar fikirden yola ¢ikarak
ispat1 belirli bir diizeye getiriyor,
sOzlii olarak dogru ifade etmesine
ragmen matematiksel dil ve
notasyona tam anlamiyla uygun
bir bicimde yazamiyor.

Bana ne yardimci oldu? Sunu (c.u +v € U n W) hani
alt uzayr hatirlayamiyordum. Hatirlayamiyorum su an.
Onu hani sunu (c.cu+v € UNW) goriince, direk
zaten, Hani yazabildim.

Dogrudan cu+velnw
anahtar fikrinden yardim alarak
yaptigini ifade ediyor.
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Tablo 4.14’te de goriildiigii gibi; Ezgi, tamamlanmasi beklenen 7. Teoremin
ispatinda anahtar fikir olarak verilen c.u + v e UNnW ifadesi yardimiyla dnceden
hatirlamadigi alt uzay olma sarti1 hatirlamis ve ispati belirli bir diizeyde
tamamlayabilmistir. Ezgi ayrica ispati sozlii olarak dogru ifade etmesine ragmen

matematiksel dil ve notasyona tam anlamiyla uygun bir bigimde yazamamaistir.

4.2.3. Ceyda’min Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumu

Sakin bir yapiya sahip olan Ceyda’nin uygulamanin ilk dakikalarinda
heyecanlandigimi  goren arastirmaci, sik sik sorular sorarak Ceyda’nin kendi
diistincelerine odaklanmasii saglamistir. Ceyda, Onceleri tamamlayamadigi ispatlari
heyecan durumu ortadan kalktiginda, anahtar fikirler yardimiyla tamamlayabilmistir.
Genel olarak anahtar fikirleri etkili bir sekilde kullanabilen Ceyda, kararsiz yapisi
sebebiyle sliphe duydugu cevaplarini da yine anahtar fikirler yardimiyla test etme

imkan1 bulmustur.

4.2.3.1. Teorem.1’in ispatina yonelik bulgular

Teorem.1 (G,.) birgrupve N < G = G/N bir gruptur.

Ceyda: Himm bir gruptur [teoremi okudu]. xN, yN, zN eleman béliim grubu. humm. su

béliim grubu mu onu mu yanlis hatirliyorum acaba. Hocam burada alt grup...
Miilakatgi: Normal alt grup ise G /N bir gruptur.

Ceyda: Evet N normal alt grup G ise G/N bir gruptur demis. Burada N alt grup oldugu
icin sag yan kiimeler sol yan kiimelere esit olacak, onu vermis X,y,z eleman G i¢in. Bu
takdirde xN yN islem zN su [teoremde gecen (G,.)’ yi gosteriyor] grubun islemine
gore esittir. xN islem yzN himm. Sey yapmis bi nevi hocam sanki dagitma ozelligi
varmis gibi soylemis. [ ‘(yz)N 'den yola ¢tkarak bir onceki adimda yer alan ‘(yN)(zN)’

i gosteriyor]
Miilakatci: Sanki dagitmamus. Dagitmis mi yani nasil yapmig?

Ceyda: Dagilma ozelligi varmis da yani dagilma olmus su hale gelmis [‘(yz)N =

ile son anahtar fikir arasindaki boslugu kastediyor] tamamlamaya ¢alisirsak himmm. Bi
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kere hocam ¢carpma islemi, islem. Islemde dagilma ozelligi olacak yani yanlis eSer sey
yapmiyorsam. XN soyle N yN soyle sileyim [siliyor] yeniden yazayim esittir yN evet.
[ xN[(yN)(zN)]’ yazdi esitligi ilerletmedi bir onceki adumi tekrar yazmis oldu]
Buradan mi olacak ki bu? [Son anahtar fikre yani [(xN)(yN)](zN)’ ye bakarak
diistintiyor]

Miilakatci: Ne diisiiniiyorsun?

Ceyda: Hocam simdi ashinda yol gostermis bize. Hani buna ([(xN)(yN)](zN))
ulasmamiz gerek, nasil ulasiriz? BU da birlesme ozelligini gosterir zaten oyle diyor.
Birlesme ozelliginin var oldugunu géstermeye ¢alismis. Calisiyoruz ama... Buradan
devam edersek dagilma ozelligi varsa su da iceri dagilamaz mi hocam? Evet dagilabilir
yani. Yani ¢arpmanin dagilma ozelligi. [Yazdigi ‘xN[(yN)(zN)]’ de ‘xN’yi parantez
icine dagitmayt kastediyor]

Miilakatc¢r: Carpmanin ne iizerine dagilma ozelligi?
Ceyda: Carpmamin G nin...

Miilakatcr: Carpma iizerine mi? Yani nasil bi dagilma?
Ceyda: Hocam G nin iglemi ¢arpma degil mi burada G ...
Miilakatci: Yani hu...

Ceyda: Grup islemi ¢arpma olarak ama iki islem tamimlanmasi gerekiyor e ¢carpmanin
hocam su sag ve sol yan kiimeler kavramindaki isleme gore [giiliiyor] neyse ben devam
edeyim. Herhalde olmadi séyledigim aciklama. yN soyle dagitmaya ¢alisirsak xN zN
[ (*xNyN)(xNzN)’ yazdi]. burada da yine suradan bunu yapabildigimize gore [yaptig

islemi kastediyor] hani séyle.. hummm.
Miilakatcr: N mi yazdin.

Ceyda: [siliyor]

Miilakatgi: Ne oldu?

Ceyda: N yazdim ama yanlis bi sey yazdim.

Miilakatci: Neden?
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Ceyda: Bi kere eksik ya da sunlardan birini yazmam lazimdi [x,y,z den birini

kastediyor]. Hummm devamini getiremedim ben bunun.
Miilakatc¢i: Devam et istersen. Belki sonra bakmak istersin.

Ceyda: Devam edelim hocam. G nin birim elemani e ise, her xN eleman G /N i¢in birim
elemanin varligim gostermis. Simdi hocam seyi gosterecek (xN)~! = buradan G nin...

Su an su (G /N) kavrami bilmedigim i¢in ¢ok yabanct gibi geliyor bana.
Miilakatci: Béliim grubu mu?
Ceyda: Yani boliim grubunu iste yani biliyorum ama.

Miilakatci: Ama boliim grubunun elemanlarint sana vermis ve onun grup oldugunu

gostermeni istemis.

Ceyda: Grup olmasi i¢in zaten burada soyliiyor [6nceki bilesenleri gdstererek] hocam
hani birlesme ozelligi, birim eleman olmast gerekiyor, bi de elemanin tersinin olmasi
gerekiyor diyor. Surada [birim elemanmin varliginin gésterildigi bilegsen] herhalde
bizden istedigi bi sey yok. Burada da [son temel bileseni kastediyor] elemanin tersinin,
tersi ile igleme girdigi zaman suna [ ‘(eN)’ yaziyor] esit oldugunu gosterecegiz. Bunu
nasil gosteririz? Birlesme ozelligi var demistik [yukaridaki bileseni kastediyor] hocam
sunu (xN)(x~IN)) o yiizden soyle (xNx~1N)) yazabiliriz. =e iizeri N [‘(xNx~1N) =
(eN)’ yaziyor] soyle hocam suradaki [ilk kisimda yaptigi ‘xN[(yN)(zN)] =
(xNyN)(xNzN)’ esitligini gostererek] islemden. Ben burada ¢ok toparlayamadim
ama. Hani bunu burada cok toparlayamadim ama sunu ((xNx~1N)) su ((xx~1)N)
sekilde yazabiliriz séyle. Buradan da e gelecek burast ((xx™1)) ve e iizeri N diyecegiz
[‘(xx™Y)N = eN’ yazdi]. e iizeri yani. Bir elemann tersi ile ayni elemanin tersini alip
isleme koydugumuzda e tizeri N Ye esit oldugunu gésterdik burada. Bu da her elemanin
her xN eleman G/N dedigimiz icin her elemanin tersinin oldugunu gésteriyor. O
yiizden de gruptur diyecegiz burada da surayi ¢ok toparlayamadim bi daha bi bakayim
m1 hocam. [Ilk bilesene tekrar bakmak istiyor.]

Miilakatci: Bak istersen.

Ceyda: [okuyor, siliyor] Hocam béliim grubunun ii¢ tane elemanini vermis ve bize

birlesme ozelliginin var oldugunu géstermek icin su aradaki adimlart istiyor ama su an
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toparlayamiyorum gercekten. (xN)(yN) (xN zN) iizeri degil, ya ben dyle diyorum ama
xN, yN édyle agzimdan ¢ikiyor. Gelisigiizel olarak... z iizeri N.

Miilakatgi: Evet ne yapacak?
Ceyda: Hocam buradan suna ulass nasil ulagiriz? Su an tikandim kaldim yani.
[Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya déniiyor.]

Ceyda: Bir daha bakayim hocam. Sunu gostermistim zaten [Ters elemanin varliginin
arastirtldigi basamagi gostererek]. Sunu [Birlesme ozelliginin varliginin arastirildigi
basamagi gostererek] gos...[Giiliiyor]... Birlesme ozelliginin var oldugunu gosterir
[ Diisiiniiyor]. Simdi hocam toparlamaya ¢alisiyorum. G, ya boliim kiimesinden ii¢ tane
eleman almis. Ve boliim kiimesinin de bir alt grup oldugunu grup oldugunu géstermek
icin, once birlesme ozelligi gosteriyor, sonra birim eleman ozelliginin varligini kendisi
gosteriyor, en sonunda ters elemanin varligini gosteriyor. Burada adimlar: biz yazdik.
Yani dogru yazabildim mi bilmiyorum ama. Birlesme o6zelliginin varligini da. Simdi
ifadeler goyle [xN,yN,zN yi gostererek] oldugu icin karistiriyorum aslinda gibi.

Normal hani bir béyle [x,y, z yi gostererek] bir eleman olmus olsa.
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Teorem.1: (G,.) bir grupve N < G = G/N bir gruptur.
Ispat.1: )

i. xN,yN,zNeGLN alalim. (x,y,z € G i¢in)

Bu takdirde,
(xN)[(YN)(zN)] = xN[(yz)N]
= e ) @n) eI M)
= [EMONIEW

Birlesme ozelliginin var oldugunu gosterir.

ii. G ninbirim elemani e = V xN € G/N i¢in
(xN)(eN) = xN = (eN)(xN)

ve boylece, eN = N, G /N nin birim elemandir.

iii. VN € Q}ﬂ, Jigin (xN)™ = (x"*N)e G/N var midir?
GN)@EN) = (e M)

(XNx'N) =len)
XX)nw = en
e -

/ oldugu goriiliir.
Sonug olarak; G/N bir gruptur. a

Sekil 4.17. Teorem.1'in ispatina yonelik Ceyda’nin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 1. Teoremin ispatina ydnelik Ceyda’nin

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢ozlimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara asagida yer verilmistir.
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Tablo 4.15.

Ceyda’nin 1. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin
Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum

Evet N normal alt grup G ise G/N bir gruptur demis. Boyle bir bilgi olmamasina
Burada N alt grup oldugu icin sag yan kiimeler sol yan ragmen yan kiimeleri goriince bu
kiimelere egit olacak onu vermis. ifadeyi kullaniyor

Bu takdirde xN yN islem zN su [teoremde gecen (G,.)
yi gosteriyor] grubun islemine goére egittir. xN
islem yzN himm. Sey yapmis bi nevi hocam sanki
dagitma 6zelligi varmug gibi séylemis. Dagilma ozelligi
varmis da yani dagilma olmus da su hale gelmig
[‘(yz)N = (yN)(zN)’ i gosteriyor]

Verilen anahtar fikri okuyarak
(N)[(yN)(zN)] = xN[(yz)N]

esitliginde (yz)N =(yN)(zN)
esitligini dagilma oOzelligi gibi
yorumluyor.

fikir ile son anahtar fikir arasindaki boglugu kastediyor]
tamamlamaya ¢alisirsak huimmm. bi kere hocam ¢arpma
islemi islem. Islemde dagilma ozelligi olacak yani yanlis
eger sey yapmiyorsam.xN soyle NyN séyle sileyim
[siliyor]  vyeniden  yazayim  esittir  yN  evet.
[ xN[(yN)(zN)]’ yazd: esitligi ilerletmedi bir onceki
adimi tekrar yazmig oldu.] Buradan mi olacak ki bu?
[Son anahtar fikre yani [(xN)(yN)](zN)’ ye bakarak
diistiniiyor]

(xN)[(YN)(zN)) = xN[(yz)N
seklinde verilen ilk anahtar fikirle
= [(xN)(yN)](zN) ikinci anahtar
fikir arasinda bir iliski kurarak
eksik birakilan boliimii
tamamlamaya c¢alisiyor ancak
basarili olamiyor.

Hocam simdi aslinda yol giostermis bize. Hani buna
([(xN)(YN)](zN)) ulasmamiz gerek, nasil ulasiriz? Bu
da birlesme ozelligini géosterir zaten oyle diyor.
Birlesme ozelliginin var oldugunu gostermeye ¢alismis.
Calistyoruz ama... Buradan devam edersek dagilma
ozelligi varsa su da igeri dagilamaz mi hocam? Evet
dagilabilir yani. Yani carpmamin dagilma ozelligi.
[Yazdigi ‘xN[(yN)(zN)]’ de ‘xN’ yi parantez igine
dagitmayt kastediyor.]

Bolim  grubunun elemanlarinin
ozelligini ve normal alt grup
tammmin1 ~ bilmiyor, ¢arpmanin
dagilma &zelliginden yola g¢ikarak
iglemleri yapmaya calistyor.

[Miilakat¢inin  sorusu iizerine] Grup islemi ¢carpma
olarak ama iki iglem tamimlanmasi gerekiyor e
carpmamin  hocam su sag ve sol yan kiimeler
kavramindaki igleme gore [giiliiyor] neyse ben devam
edeyim. Herhalde olmadi séyledigim agiklama.
yN soyle dagitmaya calisirsak
xN zN [‘(xNyN)(xNzN)’ yazdi]. burada da yine
suradan bunu yapabildigimize gore [yaptigi islemi
kastediyor] hani soyle.. himmm.

Dagilma ozelliginde iki islem
olmas1 gerektigini biliyor ancak
yen kiimelerde ¢carpmayi bilmiyor.

N yazdim ama yanlis bi sey yazdim.. [Miilakat¢inin
sorusu tizerine] Bi kere eksik ya da sunlardan birini
yazmam lazimdi [x, y, z den birini kastediyor.] Himmm
devamini getiremedim ben bunun.

Verilen anahtar fikirlerden yola
cikarak G/N nin elemanlarinin
xN formunda olmasi gerektigini
biliyor —ancak  burada yan
kiimelerde ¢arpmayi bilmiyor.
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G nin birim elemani e ise, her xN eleman G/N icin
birim elemanin varligimi gostermis. Simdi hocam seyi
gosterecek (xN)™1 = buradan G nin... Su an su (G/N)
kavrami bilmedigim icin ¢cok yabanci gibi geliyor bana.

Ugiincii adimda verilen anahtar
fikirleri okuyor ancak bdlim
grubunu bilmedigini ifade ediyor.

Grup olmasi icin zaten burada séyliiyor [onceki
bilesenleri gostererek] hocam hani birlesme ozelligi,
birim eleman olmas: gerekiyor, bi de elemanin tersinin
olmas1 gerekiyor diyor. Surada [birim elemanin
varligimin gosterildigi bilegsen] herhalde bizden istedigi
bi sey yok. Burada da [son temel bileseni kastediyor]
elemamin tersinin, tersi ile isleme girdigi zaman suna
[‘(eN)’ yaziyor] esit oldugunu gosterecegiz.

Grup  Ozelliklerini  ve  ters
elemanin varligini nasil
aragtiracagint  biliyor ve genel

olarak ispat1 gdzden gegciriyor.

Soyle  hocam  guradaki [ilk kisimda — yaptigi
‘*N[(yN)(zN)] = (xNyN)(xNzN)’ esitligini
gostererek| islemden. Ben burada ¢ok toparlayamadim
ama. Hani bunu burada ¢ok toparlayamadim ama sunu
((xNx™IN)) su ((xx"Y)N) sekilde yazabiliriz siyle.
Buradan da e gelecek burasi ((xx™1)) ve e iizeri N
divecegiz [‘(xx )N = eN’ yazdi]. e iizeri yani. Bir
elemamin tersi ile aym elemanmin tersini alip isleme
koydugumuzda e iizeri N ye esit oldugunu gosterdik
burada. Bu da her elemamin her xN eleman G/N
dedigimiz i¢in her elemanin ftersinin oldugunu
gosteriyor. O yiizden de gruptur diyecegiz burada

ik kisimda yaptigi islemlerden
yola c¢ikiyor ancak burada dogru
bir bi¢cimde yorumlayarak ters
elemanin varligint tek tarafli da

[/lk kisma tekrar bakmak istiyor, onceki yazdiklarim
silerek] Hocam béliim grubunun ii¢ tane elemanini
vermis ve bize birlesme ozelliginin var oldugunu
gostermek i¢in su aradaki adimlart istiyor ama su an
toparlayamiyorum gergekten. (xN)(yN) (xNzN) iizeri
degil, ya ben oyle diyorum ama xN,yN oéyle agzimdan
¢tkiyor. Geligigiizel olarak.... z iizeri N.

olsa gosterebiliyor. Yani
(xx )N =eN oldugunu
gosteriyor  ancak x"x)N
hakkinda herhangi bir sey
sOylemiyor.

Matematiksel ~ dilde  problem

yastyor aslinda dogru sOylenisini
biliyor ancak dikkat etmiyor.

[Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya
doniiyor.] Simdi hocam toparlamaya ¢alistyorum. G, ya
boliim kiimesinden ii¢c tane eleman almis. Ve béliim
kiimesinin de bir alt grup oldugunu grup oldugunu
gostermek icin, once birlesme oOzelligi gosteriyor, sonra
birim eleman ozelliginin varliginmi kendisi gosteriyor, en
sonunda ters elemanin varligini gosteriyor. Burada
adimlart biz yazdik.

Ispata biitiinciil olarak bakiyor.

Simdi ifadeler soyle [xN,yN,zN i gostererek] oldugu
icin karistirryorum aslhinda gibi. Normal hani bir boyle
[x,v, z yi gostererek] bir eleman olmus olsa.

Bolim  grubu  elemanlarinin
islemleri yapmasini zorlastirdigini
diisiiniiyor.

Tablo 4.15’te de gorildigi gibi;

aragtirirken islem yapmaya baslamadan Once teoremin ifadesini ve verilen anahtar

Ceyda birlesme o6zelliginin varligimi
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fikirleri okumus ve eksik birakilan bileseni tamamlamak i¢in bilesenin baslangicinda ve
bitiminde verilen anahtar fikirlerden yardim almistir. Ancak bolim grubunun
elemanlarinin kavramsal 6zelliklerini ve normal alt grup tanimini kullanamadig: ayrica
yan kiimelerde c¢arpma islemini bilmedigi i¢in anahtar fikirler arasindaki iliskiyi
dagilma ozelligi ile iliskilendirmeye calismis dolayisiyla birlesme 6zelliginin varligini
gosterememigtir. Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya dondiigiinde bu durumu
teyit etmis ve bolim grubunun elemanlarinin igslemleri yapmasinmi zorlastirdigini ifade
etmistir. Ters elemanin varligini arastirirken ise birlesme ozelliginde verilen anahtar
fikirden yola ¢ikmus, ilk kisimda yanlis ifade ettigi islemleri burada dogru bir bigimde
yorumlayarak ispatt belirli bir diizeye getirmis ancak kavramsal bilgileri segip
kullanmasina yardim edecek anahtar fikri gozden kagirdigi icin tek tarafli olarak

islemlerini ilerletmis dolayisiyla ispat1 beklenen diizeyde tamamlayamamastir.

4.2.3.2. Teorem.2’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.2 (G,.) bir grup ve H<G olsun. Va €G i¢in, Ha={x € G:a =
x(mod H)} yani Ha = a dir.

Ceyda: G ¢arpim bir grup, H alt grup G olsun. Her a eleman G i¢in Ha yani a yani G
nin sag yan kiimesi a eleman G nin burada yanls bisey de ifade etmis olabilirim. x
eleman G i¢in a = x(mod H) yani Ha, a min kalan siniflaridr diyor [Teoremi okuyor].
Burada a denktir x(mod H) kongriiansina uyan x eleman G lerin kiimesini a min kalan
siniflart ile gosterelim. Yani bu a min denklik sinifi olsun. Denklik sinifiymis kalan sinif.
Ayni sey degil mi hocam? Aymi sey. H alt kiime G icin oldugunu dolayisiyla a nin
denklik siniflarvmuin Ha nmin... [hipotezi ve hiikmii belirleme basamaklarini okuyor]
Burada sey yapiyor, yol gosterme olarak sey vermis hocam bize, yani sunlarin birbirine
ikisi de kiime oldugu icin esit oldugunu géstermek i¢in ikisini de birbirlerinin alt kiimesi
oldugunu gostermemiz gerekiyor demis. X eleman a min denklik siniflarimin kiimesinden
bir x eleman, a elemam almis ve a denktir x(mod H) olur demis. ise ax™1.
[Diistiniiyor] Burada ax = Hk yaziyorduk. Yok olmadi [siliyor] toplama igin gegerli
olan bi sey.

Miilakatci: Devamini da bir oku bakalim. Devamina bak.

Ceyda: Oldugundan kapalilik 6zelligine gore oyle bir ...
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Miilakatci: Biraz sesli...

Ceyda: h eleman H vardir ki esittir h dir buradan. Burada hocam sey diyor. Grup, alt
grup olma sartlarindan iki elamanmin yani x,y elemansa x.y nin tersinin grubu, alt
kiimenin elemani olmasi gerekiyor alt grup olmas: i¢in. Burada H alt grup oldugu icin
bu elemam, bu eleman (ax™Y) yani su H mn alt sey, elemamdir diyor. Kapallik
ozelligine gore de su elemana (ax™1) esit olan su isleme, isleme girdiginde hani islem
kapali oldugu i¢in kiime islemde bu islem oldugu zaman kiimenin elemanlarindan bir
tanesini verecek ve bu da H min elemani olacak diyor. Buradan su ifadeden (ax™* = h)

devam edecegiz. Buradan anladigim kadariyla yani. Grupta birlesme ozelliginden

[‘ax™1’ yaziyor] himmm ama nasil devam edecez?

Miilakatcr: Devamina bak belki yol gosterici olur.

Ceyda: [Sonraki anahtar fikirleri okuyor] Esittir h [birakilan bosluga; ‘ax™'’ in
yamna ‘= h’ yaziyor. Burada iiciincii adimda gecen ‘ex™' = a~1h’ anahtar fikrinden
yardim alyor] surayi [esitlikte ‘a’ nin sol tarafini gostererek] a nin tersi X, x ile isleme

koysak, a mn tersi ile isleme koysak bilmem olur mu? [Once ‘a’ ya bakiyor yanina

(=1

a~Y’ yazmayr planliyor ancak sonra ‘x™1’

i goriince ‘x’ yazmayt planliyor sonug
olarak ‘a™'’de karar kiliyor] a mn tersi ile isleme sokulursa burasu ah = x~olur. x
I de a min kalan siniflarindan se¢mis ve x de a min kalan siniflarinda ve alt grup oldugu
i¢in x in tersi mevcuttur ve yine bu kiimededir. Burada ‘ah’ da sag yan, sag yan
kiimesinden secilen, yok ya sol yan kiimesinden, olmadi. [siliyor] Iki yammn tersi

alimirsa sonraki [Anahtar fikirleri okuyor] su, grupta birim ézelligi olacak birim eleman

1 1

[‘ex ' =a 'h’ esitligine bakarak yamndaki boslugu dolduruyor] ex™1 isleme

konmus, a~th. Buradan x~1 mmm. [giiliiyor] Su ikinci kisma bakayim ama tersine y
eleman Ha alimwrsa x eleman H vardir. Oyle ki y = xa dir. Hani sag kiimeden bir y
elamam alimirsa diyor, oyle bir x elemani vardir ki bu kiimenin islemine gore y yi

verecek buraya grupta birlesme ézelliginden. Sunun (y = xa) iizerinden gidecegiz yine

1

ama. Suradan (ya~' = xe) aslinda tersten de ilerleyebiliriz gibi [burada bogsluktan

1

sonra verilen ‘ya™" = xe’ anahtar fikrini gésteriyor]. xa surada (y = xa) bunun tersi

1

ile isleme koyarsak a mn tersi ile [y = xa’ min yanmina ‘a™!’ yaziyor ve ‘y = xaa™1'yi

1

elde ediyor sonra alttaki bosluga gecerek], ya, ya™! esittir [ ‘ya™ = yaziyor] surada

1

[y = xaa™1 deki ‘aa™1’i gbstererek] birlesme ozelligi gegerli...
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Miilakatci: Onu asagi yaz, nerede birlesme 6zelligi?

—1>

Ceyda: [Yazdigi ‘ya™t ="ive ‘y = xa’ mn yamina yazdigi ‘a™!’ i silerek] séyle y =

xa. Her iki tarafi [bosluklardan énce verilen ‘y = xa’ y1 gostererek] a nin tersi ile

-1 _

isleme koyarsak dedik. ee a, ya~! = xaa™!

surada birlesme ozelligi gegerli

1

oldugundan su parantezi nereye koydugumuzun bi onemi yok [‘ya~!= x(aa™?)

=x(aa™) = ya™?)

yazdi]. O yiizden de ya~1soyle (ya~
Miilakatci: Onu asagiya yaz.
Ceyda: [‘= ya~1vyisiliyor] ya~! = x olacak. Burada da ters eleman ézelligi mi? Yok
birlesme ozelliginden bunu yazdik. Neyse su [Grupta... ... ..... ozelliginden] bosluk.

Miilakater: Yani ilk buradan demis ya, nereden yola ¢iktigint birinciye yazsan da daha

net ifade etsen basamaklar: tam yakalayacaksin.

Ceyda: Nas:l yani hocam?

Miilakatgr: Yani y = xa degil mi?

Ceyda: Evet.

Miilakater: Him, sonra sen ne yaptin? a™* leri mi ekledin?
Ceyda: Evet a™? leri isleme koydum.

Miilakater: Su an parantezi de yani hem a™i ayni yerde yaptin hem parantezi aym

yerde koydun o yiizden karisti.

Ceyda: Ama sonugta hocam parantezi nereye koydugumuzun ¢ok bi onemi...
Miilakateci: Yok onemi yok da yani o yiizden karigtirdin su an hangisi nerede diyosun
ya.

Ceyda: Himm.

Miilakatci: Yani ilk basta y = xa idi. sen a™tleri koydun. Degil mi?

Ceyda: Evet.

Miilakatci: Sonra birlesme ozelliginden parantezi koydun.

Ceyda: Evet.

Miilakatci: Hih yani. Birlesme ozelliginden degil mi, sonra parantezi koymus

olacaksin.

Ceyda: Sunu yazdim.
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Miilakatci: Yani birlesme ozelliginden sonra parantezi koydun.
Ceyda: Haa.
Miilakatc¢i: Anladin mi?

Ceyda: Anladim hocam. Evet, bu ifadeler [bos birakilan ifadeler] su sunlardan [bos

birakilan esitlikleri kastediyor] sonra yazilan sey.

Miilakatci: Evet tabi tabi hi hi...

Ceyda: Anladim hocam o zaman buraya birim eleman ézelligi yazacagim. Ciinkii birim
eleman ozelliginden suraya [ ‘ya™! = x’ de ‘xe’ yaziyor] e yazab...

Miilakatci: Bak yine ayni seyi yapiyorsun. Once basamak basamak yaz. Sonra sey yap.
Yani soylediklerinle yaptiklarin farkl farkli basamaklar.

Ceyda: Oyle mi oluyor hocam?

Miilakater: Simdi once ya™! = x di.

Ceyda: Evet.

Miilakatci: Sonra ne yaptin? Sey énce y = xa idi...

Ceyda: Evet.

Miilakater: Degil mi? Sonra sen a™*koydun. Bu birinci basamak...

Ceyda: Birinci basamak...

Miilakatcr: Sonra birlesme ozelliginden parantezi yerini degistirdin. Bu ikinci

basamak...
Ceyda: Himm.
Miilakateci: O/mus oldu. Yani hepsini tek basamakta yaptin. O yiizden karisti.

Ceyda: Anladim hocam. Bunu 0 zaman ya™! = x yani sunu. Bi daha altta gostermem
gerek yok herhalde. Birim eleman oézelliginden sunu yazdik o zaman. Yine mi olmadi?

Bi tirlii toparlayamiyorum [giiliiyor] hocam.
[Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya déniiyor.]

Ceyda: Zaten bu buna bakacagim herhalde. [Onceki yaptigi islemleri siliyor] Soyle

V= xaa™'" yazdi]

hocam her iki tarafi da a™% ile isleme koymustum en son. [‘ya~
Burada birlesme ozelliginden diyor. Birlesme ozelliginde sunlarin énce hangi ikili,

hangi ikisini isleme aldigimiz fark etmeyecek. O yiizden séyle aa™! yazsam [bir sonraki
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basamaga ‘ya~! = x(aa™1)’ yazdi]. BuU da diger adimi géstermis zaten. Su da birim
eleman olmug. Buraya da ters eleman yazacagiz. Sonra devam etmis hocam.

Miilakater: Bu ispatta genel olarak ne yapmis? Adimlarda falan ne yapmuig yani i de ii
de neyi gostermeye ¢alismis?

Ceyda: Hocam i de denklik sinifi kiimesinin Ha nin alt kiimesi oldugunu gostermis. ii

de de tam tersi Ha nin denklik sinifinin alt kiimesi oldugunu gostermis.

Bir dakka hocam suraya ben [i. sikkina tekrar doniiyor] bir daha bakayim. Kapalilik

Y'=h) x le bu tarafimi isleme koysak

ozelligine gore boyle bir h var. Surayr (ax~
[hipotezi kullanma basamagim okuyor]. ax™'x = hx suradan birlesme ozelliginden
suraya (x~1x) e yazabiliriz = hx [‘ae = hx’ yaziyor]. hx zaten sunun [teoremde
verilen Ha] elemant oluyor. Ciinkii x i G den sectigimiz i¢cin hx sunun (Ha) elemant
oluyor. hx in burada a ya esit olmasi da. Suraya [onceden ikinci basamaga yazdig
‘birim eleman’t silerek birinci basamaga ‘birim eleman’ yaziyor] Yine su tarafa birim
eleman yazacagiz. Ciinkii buradan bir nevi, ama olmadi. Niye olmadi diyeceksiniz
hocam. Ciinkii ben burada x i x~* ile isleme soktum. Ama alt tarafta mesela su adim
[iiciincii adimda verilen ‘ex™! = a™h’ esitligini gosteriyor] bize yol gésteriyor ki hani
yanlis bir sey yaptik [i. sikkina yazdigi ifadeleri siliyor].

Miilakatci: Ne yapmamiz lazim?

Ceyda: Ne yapmamiz lazim hocam bir kere suradaki [i. ispatin ti¢iincii basamaginda

Y= a™Yh’ esitligini gostererek] x~ yok olmayacakmis onu goriiyoruz

verilen ‘ex”
buradan. O yiizden a™? ile isleme koyacagiz [ilk basamaga; ‘a”*ax = a*h’ yaziyor].
Buradan da birlesme ozelliginden suraya [ikinci basamaga; ‘a”‘ax = a™*h’ yaziyor]
su parantezi suraya ( (a"*a)x = a~1h ) koyup buna ((a™'a)) da zaten diger adimda e
demis. Buna su birim eleman [ilk esitlikte birim eleman ozelligini kullandigini yazdi].
Daha sonra esitligin her iki yanmwmin tersi alimirsa diyor. O zaman ters eleman

ozelliginden [eksik birakilan ikinci adimda ‘ters eleman’ ozelligini kullandigini yazdi],

oldugundan burada h’ yani h nin tersi = hy olmus demisse.

Miilakatci: Neden boyle yazdin?

Ceyda: Ciinkii hocam surada [ ‘x = hga’ y1 gostererek] su (x = h™1a ) ifadenin aynisi,
ama sadece h in tersine hy demis. O yiizden yazdim bunu. Buradan da denirse a nin

denklik sinifi kiimesi Ha min alt kiimesi olur demistik. Buradan da yine tam tersi
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bulunuyor. Ikisini esit oldugunu gosterirsek zaten surada [hipotezi belirleme
basamagini gésteriyor] bize yol gostermis. Hani ikisinin esit oldugunu gostermemiz
gere... Yani nasil desem ki? Ikisinin esit oldugunu gostermemiz icin birbirlerinin alt

kiimesi oldugunu gostermemiz gerekiyordu. Onu da gosterdik yani.

Teorem.2: (G,.) birgrupve H < G olsun. Va € G igin, ik
Ha = {x € G:a = x(modH)} yani Ha = @ dir. \\
Ispat.2: afx (modH) kongriiansina uyan x € G lerin kiimesini @ ile gosterelim. Yani@) a \
nin denklik smufi olsun. H < G igin Ha a= a 'oldugunu dolayisiyla @ ¢ Hg ve - \
Hgc a oldugunu gostermeliyiz. . '
i) x € E yani a = x(modH) =>(dx‘1 € Hyazilir. H bir altgrup oldugundan
kapalilik 6zelliine gore 8yle’bir h € H vardlr ki; adc"l = hfdjr. Buradan;

Lotia. x = Tf.h ..... (Grupta blrlesme Bzelliginden)
PR M
; @;4&) kl=malh..... (Grupta . Ao £ 5zelli ginden)

ée-g_c’__l =a~h (Grupta .-.\e&.s..‘.'.\.l"?'.(.‘?)zelhgmden)
;2:—1 =a =K olur. E§iﬂig/'ul her iki yanmin tfarsi alinirsa

(x—l)—l o (a—lh) =1

=N
x =h"%a olur.

(heHve HZG oldugundan . -4'—"”'9 ......... -...denirse )
x = hoa € Hgolur ki burddan a | H(bulunur ......... €))
ii) Tersme olarak y € Hg alinirsa; x € H vardlr oyle ki;y = xa dlr Buradan;' .
yeails. XQ(.Q.Tf. ' (Grupta birlesme 6zelhgmdcn)
dﬂi&‘.f.% %(.Q-.Q.".Q (Grupta .k, ?.‘.c.’.p?ozelhgmden)
ya e =xe A (Grupta AerE B ?’c: szelliginden)
ya~l=x olur. Buradan x = ya~* € H bulunur.
ya ' € H= y = a(modH)V a = y(modH) = y € @ bulunur ki;
Hg C @ demekdir...............(2)

(1) Ve (2) den Hg = a denir.

Sekil 4.18. Teorem.2’nin ispatina yonelik Ceyda’nin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 2. Teoremin ispatina ydnelik Ceyda’nin
cozlimlerini igeren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢ozlimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.16’da yer verilmistir.



Tablo 4.16.

120

Ceyda’nin 2. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymn Ciimlesi

Yorum

G ¢arpim bir grup, H alt grup G olsun. Her a eleman
G i¢in Ha yani ayani G nin sag yan kiimesi a eleman G
nin burada yanlis bisey de ifade etmis olabilirim. x
eleman G i¢in a = x(mod H) yani Ha, a mn kalan
swniflaridir diyor [Teoremi okuyor]. Burada a denktir
x(mod H) kongriiansina uyan x eleman G lerin
kiimesini a min kalan simiflart ile gosterelim. Yani bu a
min denklik sufi olsun. Denklik simifiymis kalan sinif.
Ayni sey degil mi hocam? Ayni sey.

Ispata baslamadan 6nce anahtar
fikir olarak verilen hipotezi ve
hiikmii belirleme basamag: ile
hipotezi kullanma basamagini
dikkatlice okuyarak anlamaya
calistyor. Burada bir anlik denklik
smifi ile kalan smifi tereddiitii

yasiyor.

H alt kiime G igin oldugunu dolayisiyla a min denklik
simiflarvmin Ha min... [hipotezi ve hiikmii belirleme
basamaklarint  okuyor] Burada gsey yapiyor, yol
gosterme olarak sey vermis hocam bize, yani sunlarin
birbirine ikisi de kiime oldugu icin esit oldugunu
gostermek igin ikisini de birbirlerinin alt kiimesi
oldugunu gostermemiz gerekiyor demiy.

Anahtar fikri dogru anliyor ve
yorumluyor.

x eleman a mn denklik siniflarimin kiimesinden bir x
eleman, a elemant almis ve a denktir x(mod H) olur
demis. ise ax~'. [Diisiiniiyor] Burada ax = Hk
yaziyorduk. Yok olmadi [siliyor] toplama icin gegerli
olan bi sey. (...). Kapaliik ozelligine gore de su
elemana (ax™1) esit olan su isleme, isleme girdiginde
hani islem kapali oldugu icin kiime islemde bu islem
oldugu zaman kiimenin elemanlarindan bir tanesini

verecek ve bu da H min elemani olacak diyor.

Hipotezi kullanma basamagini
okuyor ve yorumlamaya calisiyor.

Buradan su ifadeden (ax™'=h) devam edecegiz.
Buradan anladigim kadariyla yani.

Anabhtar fikri dogru yorumluyor.

Esittir h [birakilan bosluga; ‘ax™'’ in yamna ‘= h’

yaziyor. Burada iiciincii adimda gecen ‘ex™! = a " ‘h’
anahtar fikrinden yardim aliyor] surayt [esitlikte a nin
sol tarafini gostererek] a min tersi x, x ile isleme koysak,
a min tersi ile isleme koysak bilmem olur mu? [Once ‘a’
ya bakiyor yamna ‘a™'’ yazmayr planliyor ancak sonra
‘x~Y’ i gériince ‘x’ yazmayr planliyor sonu¢ olarak
‘a~Yde karar kiliyor] a mn tersi ile isleme sokulursa
burasium ah = x~Yolur. x i de a min kalan simflarindan
se¢mis ve x de a mn kalan suuflarinda ve alt grup
oldugu igin x in tersi mevcuttur ve yine bu kiimededir.
Burada ah da sag yan, sag yan kiimesinden segilen, yok
ya sol yan kiimesinden, olmadi. [silivor] Iki yamnin

Burada tglincii adimda gegen
ex ! =a"'h anahtar fikrinden
yardim aliyor ancak ah =x71
hatali esitligini yaziyor dolayisiyla
aslinda a~'h yazmas:1 gerekirken
ah yazdigi i¢in bu ah in sol yan

tersi alimirsa sonraki [Anahtar fikirleri okuyor.]
su, grupta birim ézelligi olacak birim eleman [‘ex™1 =
a”Yh’ esitligine bakarak yanindaki boslugu dolduruyor]

kiimenin  eleman1  oldugunu
disiiniirek  yaptigr  islemden
vazgegiyor.

Kavramsal bilgiyi secip
kullanabiliyor.
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Sunun (y = xa) iizerinden gidecegiz yine ama.

Anahtar fikri dogru anliyor ve
yorumluyor

(...) Burada da ters eleman ozelligi mi? Yok birlegme
ozelliginden bunu yazdik...

[Miilakat¢inin uyarilarina ragmen]

(...) Bi tiirlii toparlayamiyorum [giiliiyor] hocam

Aslinda dogru yapiyor ancak
basamak  basamak  yazmada
problem yasiyor. Once ters
eleman  Ozelligini  kullanarak
aa~! = e oldugunu buluyor ancak
bunu yazmadan birim eleman
ozelligine geciyor.

[Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya
doniiyor.] Zaten bu buna bakacagim herhalde. [Onceki
yvaptigi islemleri siliyor] Soyle hocam her iki tarafi da
a~l ile isleme koymustum en son. [‘ya™! = xaa™1’
vazdi] Burada birlesme ozelliginden diyor. Birlesme
ozelliginde sunlarin once hangi ikili, hangi ikisini
isleme aldigimiz fark etmeyecek. O yiizden soyle aa™!
yazsam [bir sonraki basamaga ‘ya~!= x(aa"1)’
yazdi]. Bu da diger adimi gostermis zaten. Su da birim
eleman olmus. Buraya da ters eleman yazacagiz.(...)

Suraya [onceden ikinci basamaga yazdigi ‘birim
eleman’t silerek birinci basamaga ‘birim eleman’
yaziyor] yine su tarafa birim eleman yazacagiz. (...)

(...) Buradan da birlesme dzelliginden suraya [ikinci
basamaga ‘a"‘ax = a”'h’ yaziyor] su parantezi
suraya ( (a 'a)x = a 1h ) koyup buna ((a~la)) da
zaten diger adimda e demig. Buna su birim eleman [ilk
esitlikte birim eleman 6zelligini kullandigini yazdi]. (...)

Islemleri basamak basamak ve
dogru yapiyor ancak bu defa da
hangi islemin hangi 6zellige ait
oldugunu karistiriyor.

Hocam i de denklik sinifi kiimesinin Ha nin alt kiimesi
oldugunu gostermis. ii de de tam tersi Ha min denklik
stnmifimin alt kiimesi oldugunu gostermig

Genel olarak ispat1 anlamas.

Kapalilik  ozelligine gére boyle bir h var. Suray
(ax™1 = h) x le bu tarafim isleme koysak

Hipotezi kullanma basamagini
okuyor ve ax™!=h esitliginin
her iki yanim1 x ile isleme tabi
tutmayi diisliniiyor

(...) Ciinkii buradan bir nevi, ama olmadi. Niye olmadi
diyeceksiniz hocam. Ciinkii ben burada x i x~?1 ile
isleme soktum. Ama alt tarafta mesela su adim [iigtincii
adimda verilen ‘ex™' = a h’ esitligini gosteriyor]
bize yol gésteriyor ki hani yanls bir sey yaptik [i.
Stkkina yazdigi ifadeleri siliyor].

Uciincii adimda verilen ‘ex™! =

a~lh’ anahtar fikri yardimiyla
yanliginin farkina variyor.

Ne yapmamiz lazim hocam bir kere suradaki [i. ispatin
iigiincii basamaginda verilen ‘ex™! = a~1h’ esitligini
gostererek] x~1 yok olmayacakmis onu goriiyoruz
buradan. O yiizden a~' ile isleme koyacagiz [ilk
basamaga; ‘a”‘ax = a~'h’ yaziyor]. Buradan da
birlesme  ozelliginden  suraya [ikinci  basamaga
‘a”tax = a”*h’ yaziyor]

‘ex”! =a~1h’ anahtar fikrinden
yola  c¢ikarak  ispati  nasil
olusturacagi hakkinda diistiniiyor




122

Tablo 4.16. (Devamu)

Dérdiincii adimda verilen
‘esitligin her iki yaninin da tersi
almirsa’ ifadesinden yola ¢ikarak
bir ist adimda ters eleman
ozelligini  kullandigmi  yazdu.
Esitliginin her iki yaninin tersinin
almmasi ile ters eleman 6zelligini
bagdastirdi.

Daha sonra esitligin her iki yanimin tersi alinirsa diyor.
O zaman ters eleman o6zelliginden [eksik birakilan ikinci
adimda ‘ters eleman’ ozelligini kullandigini yazdi]

Onceki ve sonraki bilgileri
Oldugundan burada h’ yani h nin tersi = hy olmus birarada disiinerek ve kullanarak
demigse. (...) Ciinkii hocam surada [‘x =hga’ y1 h™! =h, yaziyor ve bu sekilde
gostererek] su (x = h™ta ) ifadenin aynisi, ama sadece ispatm i. Sikkini tamamliyor.
h n tersine hy demis. O yiizden yazdim bunu. Ancak h™1,h, € H’1 tanmimlamay1
ihmal ediyor.

Buradan da denirse a nin denklik simifi kiimesi Ha nin
alt kiimesi olur demistik. Buradan da yine tam tersi
bulunuyor. Ikisini esit oldugunu gésterirsek zaten
surada [hipotezi belirleme basamagini gosteriyor] bize
yol gostermis. Hani ikisinin esit oldugunu gostermemiz
gere... Yani nasil desem ki? Ikisinin esit oldugunu
gostermemiz igin birbirlerinin alt kiimesi oldugunu
gostermemiz gerekiyordu. Onu da gosterdik yani.

Genel olarak bu ispat1
tamamlamasinda anahtar  fikir
olarak  verilen esitlikler ve
hipotezi belirleme ve kullanma
bilesenleri etkili olmustur.

Tablo 4.16’da da goriildigii gibi; kavramsal bilgileri ve Onceki bilgileri
kullanarak tamamlanmasi beklenen 2. teoremin ispatinda Ceyda, anahtar fikirleri etkili
bir bigimde kullanmakta ve anahtar fikirler yardimiyla ispat siirecinde yaptig1 hatalardan
ispat1 arindirabilmektedir. Anahtar fikirleri okuyarak yorumlayan ve bu sekilde ispati
tamamlamaya ¢alisan Ceyda, genel olarak ispati anlamis, dnceki ve sonraki bilgileri bir
biitlin olarak ele alabilmistir. Basamak basamak ilerleyemedigi icin ispati
tamamlamakta zorluk yasamis; biitliin teoremler bittikten sonra yeniden bu teoreme
dondiigiinde adim adim ilerleyerek ispati tamamlayabilmis olmasina ragmen bu kez de
hangi adimda hangi 6zelligi kullandigini ifade edememistir. Yalnizca verilen (x = hya)
ile (x = h™!a) anahtar fikirleri arasinda baglanti kurarak bos birakilan ‘h € Hve H < G
oldugundan ..................... denirse’ ifadesini h™1, hy, € H’1 tanimlamay1 ihmal ederek
tamamlamigtir. Dolayisiyla grupta ters elemanin varligina yonelik ifadeyi yazamamustir.
Ustelik esitligin her iki yaninin da tersinin alinmasi ifadesi ile ters eleman ozelligi
arasinda bir kavram karmasasi yasamistir. Bu durumun Ceyda’nin orta diizeyde basarili

olmasindan ve kararsiz yapisindan kaynaklandig: diistiniilmiistiir.
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4.2.3.3. Teorem.3’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.3 Bir (G,.) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplarinin kesisimi

yine G nin bir alt grubudur.

Ceyda: Bir G grubunun bir takim sonlu veya sonsuz alt gruplarinin kesigimi yine G nin
bir alt grubudur [Teoremi okudu] demis. I ={1,2,3...} bir indis kiimesi olsun,
oldugunu gosterecegiz. Sunu gosterecegiz hocam. w. 1 larin kesigiminin goyle alt grup
G oldugunu gosterecegiz [‘N1 < G’ yaziyor]. Buraya baska bir agiklama yazmamiz

gerekiyor mu ama? Bunun da kesisim...
Miilakatci: Asagiya bak neyi géstermis, ne yapmis?

Ceyda: Asagida hocam kesigimin yani su kiime.. kesisim sonlu veya sonsuz alt
gruplarimin kesisimi.. Bunun i¢in a,b eleman H alalim. bi a. H kiimesi se¢mis a ve b
elemanlart almis. Kesisimin tammindan her i eleman I i¢cin a.b H; ye esit olacak sey
elemani olacak, esit olmayacak. Alt grubun tanmimindan da her i eleman I igin a.b™1 €
H; olacak. Kesisimin tanimindan yine a ¢arpr b= daha dogrusu a islem b~'eleman H

olur demig. himm. [EKSIK birakilan kisimdan sonra verilen anahtar fikirleri okudu.]
Miilakatci: Neyi gostermis, neleri kullanmig?

Ceyda: Hocam burada kesisim tanimi w1, tammindan bu a islem b lerin biitiin H; lerde

olacagini séylemis.
Miilakat¢i: H; ler ne o zaman?

Ceyda: H; lerin elemant olacagini séylemis. H; ler burada bahsettigi sonlu veya sonsuz
alt gruplar. Bir de her i elaman [ icin demis. Hani grup olma sartlari, alt grup olma
sartlart bu H; lerin. a islem b~ i ihtiva ettigi zaman H; ler alt grup olacakt. Burada
onu séylemis. Kesisimin tammimdan yine kesisimin tanimindan da su a islem b™*, H;

lerin elaman ise biitiin yani H nin da elemani oluyor.
Miilakat¢i: H ne oluyor?
Ceyda: H da bunlarin kesisim kiimesi oluyor hocam burada dedigini gore.

Miilakat¢i: O zaman yaz.
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Ceyda: [Onceki yazdiklarin silivor] Séyle olacak o zaman hocam. 1 indisleri imig
zaten, bunu ben ilk yanlis anlamisim. Soyle H; kesisim, yok oyle degil. Kesisim H;.
Biitiin H; lerin kesisimi H olmak iizere bu H mn G nin bir alt grubu oldugunu
gosterecegiz [ ‘N; H; = H olmak tizere H < G’ yazdi].

Miilakatc¢i: Ne yardimct olsu sana burada?

Ceyda: Bi kere hocam kesisimin tanimindan gitmesi hani bayagi yardimct oldu. Hani.
Alt grup tamimi belki burada a islem b~' in H larin elemani olmasi gerektigi

hatirlanabiliv ama su a islem b lerin hani H; lerin elemani ise. Bu kesigim kiimesinin de

elemant olmast sonunda hatirlanamayabilir.

Teorem.3: Bir (G,’) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) éltgruplarmm kesisimi yine G nin
bir altgrubudur.
Ispat.3: I=1{1,2,3,...} bir indis kiimesi olsun.

....................................... oldugunu gosterecegiz.
Bunun igin ab € H alalim.
— Kesisimin tanimindan; Vi € I igin a - bE H;.
- Altgrubun tanimindan; Vi € [ igina-b™1 € Ht
- Kesigimin tanimindan; a - bfi € H olur. '

Oyleyse H < G dir.

Sekil 4.19. Teorem.3’iin ispatina yonelik Ceyda’nin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 3. Teoremin ispatina ydnelik Ceyda’nin
¢oziimlerini iceren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.17°de yer verilmistir.
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Ceyda’nin 3. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi
Ogretmen Adaymn Ciimlesi Yorum
. . - Hipotezi ve Hiikkmii
Teoremin ifadesini kuduktan nr . : .
[Teore ades Okudukta sonra] | Sunu belirleyebilmek  i¢in  teorem

gosterecegiz hocam. ut. I larin kesisiminin séyle alt
grup G oldugunu gésterecegiz [‘N1 < G’ yaziyor]

ifadesinden yola c¢ikarak (‘N1 <
G’ yaziyor.

(...)Bunun icin a,b eleman H alalim. bi a. H kiimesi
secmis a ve b elemanlart almis. Kesigsimin tammindan
her i eleman i¢in a.b H; ye esit olacak sey elemani
olacak, esit olmayacak.(...) Hocam burada kesisim
tanmu w1, tammindan bu a islem b lerin biitiin H; lerde
olacagini soylemis.

Eksik birakilan hipotezi ve hiilkmii
belirleme  bileseninden  sonra
verilen anahtar fikirleri dogru bir
bi¢cimde anlayip ifade edebiliyor.

H; ler burada bahsettigi sonlu veya sonsuz alt
gruplari. Bir de her i elaman I icin demis. Hani
grup olma sartlari, alt grup olma sartlari bu

H; lerin. a islem b~ 'i ihtiva ettigi zaman H; ler alt
grup olacakti. Burada onu séylemis.

Alt grup olma sartin1 biliyor ve
hatirliyor.

Kesigimin tamimimdan yine kesigimin tamimindan da su a
islem b~ H; lerin elamam ise biitiin yani H nin da
elemant oluyor. H da bunlarin kesisim kiimesi oluyor
hocam burada dedigini gore [onceki yazdiklarini
siliyor].

Anahtar fikirler dogrultusunda
yaptigr  ¢ikarimlar  sonucunda
yazdig1 yanlis ifadeyi siliyor.

Soyle olacak o zaman hocam. I indisleri imis zaten,
bunu ben ilk yanlis anlamisim. Soyle H; kesisim, yok
oyle degil. Kesigim H;. Biitiin H; lerin kesigsimi H olmak
tizere bu H mn G nin bir alt grubu oldugunu
gosterecegiz [‘N; H; = H olmak tizere H < G’ yazd..].

Yanlig anlamalarin1 ~ verilen
anahtar fikirler yardimiyla
diizeltiyor ve ispatt belli bir
diizeye tagiyor ancak
matematiksel dil ve notasyon
bilgisi eksikligi sebebiyle

Nier Hi = H yazamyor.

Bi kere hocam kesigimin tanumindan gitmesi hani bayagi
yardimer oldu. Hani. Alt grup tanumi belki burada a
islem b~' in H larin elemam olmasi gerektigi
hatirlanabilir ama su a islem b lerin hani H; lerin
elemani ise. Bu kesisim kiimesinin de elemani olmasi
sonunda hatirlanamayabilir.

‘alt grubun tanimindan ab~! €
H; © ve ‘kesisimin tanimindan
ab™l e W’ anahtar fikirleri
arasinda baglant1 kurarak hipotezi
olusturuyor. Burada ‘alt grubun
tanimindan ab™! € H;* verilmese

yalmzca ‘kesigimin tanimmindan
ab™! € H’ ifadesi verilse de
hipotezin ve hiikmiin

belirlenebilecegini ifade ediyor.
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Tablo 4.17°de de goriildigi gibi; Ceyda, hipotezi ve hiikkmii belirleyerek
tamamlanmas1 istenen 3. Teoremin ispatinda yalnizca teoremin ifadesinden yola
ciktiginda hem gosterim olarak hem anlam olarak hatali bir hipotez kursa da anahtar
fikirleri anlayarak yorumlama yoluna gittiginde yanlislarin1 diizelterek ispati belirli bir
diizeye tasiyabilmistir. Verilen anahtar fikirlerden ‘alt grubun tanimidan ab™! € H; ¢
ve ‘kesisimin tanimindan ab™! € H’ anahtar fikirleri arasinda baglant1 kurarak hipotezi
ve hiikkmii eksik de olsa olusturabilmistir. Bu eksiklik; ifadesinde H; lerin ne olduguna
yonelik bir agiklama yapmamis olmasi ve matematiksel notasyon bilgisi eksikligi
sebebiyle N;H; = H yazip Nje H; = H yazamamis olmasidir. Burada ‘alt grubun
tanimindan ab~! € H;’ ifadesi verilmese yalnizca ‘kesisimin tanimindan ab~! € H’
ifadesi verilse de hipotezin ve hiikmiin belirlenebilecegini ifade etmistir. Bu durumdan
yola ¢ikarak, H; leri alt grup olarak ele aldigi ancak yazili olarak ifade etmedigi

sonucuna varilmaktadir.

4.2.3.4. Teorem.4’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.4 Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.

Ceyda: Mertebesi k olsun, k asal ise G grubu bir devir grubudur. Derecesi k ve k asal
olan bir devir grubu oldugunu gosterecegiz [teoremi ve hipotezi belirleme basamagin
okudu]. a eleman G ve a farkl e olsun, a eleman tarafindan gerilen H alt devir grubunu
diisiinelim. Yani burada sey demis. e den farkli se¢mis ¢iinkii zaten e ile elemanlar
tiretildigi icin hani e den farkli bir eleman igin gostermemiz gerekiyor. Lagrange
teoremi geregince; alt grubun mertebesi yok o(H) evet alt devir grubunun mertebesi
grubun mertebesini bolecek. Bunu [ ‘lagrange teoremi geregince; o(H) | o(G)’ anahtar
fikrini gosteriyor.] mesela burada vermesi yani iyi ¢iinkii yani hatirlayamazdim. Yani bu
olmasaydi. Yani Lagrange teoremini belki biliyorum ama burada kullanmam gerektigini
hatirlayamazdim herhalde. G nin mertebesi k, asal oldugundan 1 ve kendisinden baska
béleni yoktur. Burada bunu nasil kullanabiliriiiz? Burada (o(G)) k dersek, o zaman H

nin mertebesi ya k olacak ya da 1 olacak.
Miilakate¢r: Yaz asagiya.

Ceyda: Yazayim. o(H) = k veya o(H) = 1 olmali. Hani surada (o(H) | o(G))verdigi

ifadeye gore. Bir devir grubu oldugunu gostermis. Toparlayamadim su an.
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Miilakatci: k ise ne olur, 1 ise ne olur?

Ceyda: Mertebesi 1 ise zaten 1 birim eleman olacak ve su devir grubu oldugunu zaten
kanitlar. o(H) = 1ise. H = e den olusan bir grup gibi yazabiliriz. Bu da devir, devir,
alt devir grubudur. o(H) = k ise, 0 zaman hocam k, a® lar, e ye esit olacak. Yani soyle
aeleman H icin. k. Yani nasil desem. Grubun ama bu alt grubun mertebesi ... Buradan
da, toparlayamadim, olmadi. Tarafindan gerilen H alt devir grubunu diisiinelim. a
tarafindan gerilen H alt devir grubunu diisiinelim demis. O zaman a nin, grubun
mertebesi k oldugundan alt grubun alt devir grubunun mertebesi k oldugundan o zaman

a® lar e ye esit olacak. Bunu diisiinebilirim.
Miilakatci: Bunu nasil yorumlariz?

Ceyda: Bunu a®~1 ile isleme koysak...

Miilakatci: Ne diisiiniiyorsun? Ne gegiyor zihninden?

Ceyda: Su an bunu [yazdigi ‘a* =e’ yi gostererek] nasil yorumlayacagimi

bilemiyorum aslinda ama.
Miilakatgi: Devir grubu ne demek?

Ceyda: Devir grubu hocam, bir a elemani tarafindan grubun biitiin elemanlarinin

tiretilmesi gerekiyor.
Miilakatcr: Onu nasil yazarsin yani bir eleman tarafindan iiretilmesini nasil yazarsin?

Ceyda: a® lar grubun elemanlarina esit olacak. k y1 degistir yani bu k buradaki (a*) k
degil tabi. Burada da a* yine e yi iiretmis. O zaman e de grup oldugu icin, alt devir
grubu, alt yani alt grup oldugu icin e illaki H min elemani demek ki a® H nin

elamanlarni iiretebiliyor. Diye bir yorum yapip, o zaman k min, k asal, k oldugunda da
merte.. hu olmadi. Bi dakika. o(H) = k oldugunda da H bir alt devir grubudur
diyebiliriz.

Miilakatci: Neden?

Ceyda: Ciinkii e yi iiretmis hocam. k, a* e yi iiretmis. e de H min elemani. Buradan

ak =e.
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Teorem.4: 0(G) = k ve k asal ise G grubu bir devir grubudur.
Ispat.4: 0(G) = k ve k asal olan G nin bir devir grubu oldugunu gosterecegiz.
a € G ve a # e olsun. a eleman tarafindan geril'epf}?a'l't devir gx'ubunu
dilsinelim. S S
Lagrange teoremi geregince; 6 (H) ' 'o‘(G‘) olma!ldu. .
Ancak 0(G) = k asal oldugundan 1 ve kendisinden bagka béleni yoktur.

o) dawic grotoc

O(H)=1 ise H=e@
YCTEY
Qe H 0@= @ e:,gﬁ

Sekil 4.20. Teorem.4’iin ispatina yonelik Ceyda’nin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 4. Teoremin ispatina ydnelik Ceyda’nin
¢Oziimlerini iceren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.18de yer verilmistir.
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Ceyda’nin 4. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adayinin Ciimlesi

Yorum

Mertebesi k olsun, k asal ise G grubu bir devir
grubudur. Derecesi k ve k asal olan bir devir grubu
oldugunu gosterecegiz [teoremi ve hipotezi belirleme
basamagini okudu]. a eleman G ve a farkli e olsun, a
eleman tarafindan gerilen H alt devir grubunu
diistinelim. Yani burada sey demis. e den farkli se¢mis
clinkii zaten e ile elemanlar iiretildigi icin hani e den
farkl bir eleman igin gostermemiz gerekiyor

Anahtar  fikir olarak verilen
bilgileri yorumluyor.

Bunu [‘lagrange teoremi geregince; o(H) | o(G)’
anahtar fikrini gosteriyor] mesela burada vermesi yani
iyi ¢iinkii yani hatirlayamazdim. Yani bu olmasaydi.
Yani Lagrange teoremini belki biliyorum ama burada
kullanmam gerektigini hatirlayamazdim herhalde.

Lagrange  teoremini  aslinda
bildigini ancak bu ispatta
kullanilmas1 gerektigini anahtar
fikir yardimiyla hatirladigini ifade
ediyor.

G nin mertebesi k, asal oldugundan 1 ve kendisinden
baska béleni yoktur. Burada bunu nasu kullanabiliriiiz?
Burada (o(G)) k dersek, o zaman H nin mertebesi ya k
olacak ya da 1 olacak.

Asal sayr tanmmni kullanarak
verilen anahtar fikirleri
yorumluyor.

Mertebesi 1 ise zaten w1 birim eleman olacak ve su devir
grubu oldugunu zaten kanmitlar. o(H) =1ise. H=e
den olugan bir grup gibi yazabiliriz.

Birim elemandan olusan grubun
devirli olacagin1 biliyor ancak
matematiksel notasyona uygun
olarak ‘H={e}’ seklinde
yazamiyor

Bunu a*=1 ile isleme koysak... [miilakat¢inin sorusu
iizerine]l Su an bunu [yazdigi ‘a® = e’ yi gostererek]
nasul yorumlayacaginmi bilemiyorum aslinda ama.

Yazdig1 ‘a¥ = e’ esitligini ispatla
nasil iligkilendirecegini bilemiyor.

[Miilakat¢inin sorusu iizerine] Devir grubu hocam, bir
a elemant tarafindan grubun biitiin elemanlarinin
tiretilmesi gerekiyor

Devir grubunun tanimini biliyor.

a® lar grubun elemanlarina esit olacak (...) Burada da
ak yine e yi iiretmis. O zaman e de grup oldugu icin, alt
devir grubu, alt yani alt grup oldugu icin e illaki H nin
elemam demek ki a* H min elamanlarin iiretebiliyor.
Diye bir yorum yapip, o zaman k mn, k asal, k
oldugunda da merte.. hu olmadi. Bi dakika. o(H) =k
oldugunda da H bir alt devir grubudur diyebiliriz.
Ciinkii e yi tiretmis hocam. k, a* e yi iiretmis. e de H nin

elemani. Buradan a* = e

Sezgisel olarak ispati
anlayabiliyor ancak yazili olarak
nasil tamamlayacagini bilemiyor.

Tablo 4.18’de de goriildiigii gibi; Ceyda, verilen anahtar fikirleri ve asal asay1

tanimini kullanarak tamamlanmasi beklenen Teorem.4’iin ispatinda hem verilen anahtar
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fikirleri hem asal sayr tanimin1 hem de Lagrange teoreminin ifadesini kullanarak bir
takim ¢ikarimlarda bulunmustur. Burada Lagrange teoremini aslinda bildigini ancak bu
ispatta kullanilmas1 gerektigi diislincesinin anahtar fikir yardimiyla olustugunu ifade
etmistir. Ceyda, birim elemandan olusan grubun devirli olacagin1 ve devirli grup
tanimini bilmesine ayrica sezgisel olarak ispati anlayabilmesine ragmen yazili olarak

ispat1 tamamlayamamastir.

4.2.3.5. Teorem.5’in ispatina yonelik bulgular

-1

Teorem.5 G bir grup ve a € G olsun. Vx € G i¢in, @,(x) =axa™" ile tanimh

@q: G = G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢ otomorfizmasi denir.

Ceyda: G bir grup a eleman G olsun. Her x eleman G icin. @4,(x) ile tanimh
otomorfizmasidir, otomorfizmast denir [teoremi okudu]. Her x,y eleman G i¢in evet,
oldugundan @, bir homomorfizmadir. Homomorfizma oldugunu gostermemiz igin
burada soyle bir sonuca ulagmamiz lazim. Tersten diistintirsek. @,(y) sonucuna
ulasmamiz lazim [en son kisma ‘@ (x).@,(y)’ yaziyor]. Burada sunu (a(xy)a™?)
devam ettirelim. Bi kere grup oldugu icin birlesme ozelligi gecgerli olacak. Yani
axya™l; buradan ashnda sunu [teorem ifadesinde verilen ‘p,(x) =axa 1’
gostererek] axa™t, aya~! boyle iki ifade elde etmemiz lazim. Su iki basamaktan [eksik
birakilan adimlart gosteriyor] ... Ciinkii sunu (@4(x). @4 (y)) vazabilmemiz i¢in. Ama
bunu nasil elde ederiz? Suraya [‘axya™’ de x ile y arasina e yazarak ‘axeya™!’yi
elde ediyor] e yazsak x, y yani sonug¢ degismeyecek. axe sunu sileyim de [X ile y arasina
yazdigi e yi silerek bu aym esitligi bir sonraki basamaga yaziyor] axeya™1, e yerine de

1 sonucta aa™! = e = a~'a oluyordu. Suradan

a ¢carpt, a”ta yazabiliriz. axa™taya~
(axa™Yaya™?!) yazinca da direk su ifade (axa™1) bunu (¢, (x)) veriyor. Bu (aya™1),

ifade de bunu (¢, (y)).
Miilakatci: Evet, ne yardimci oldu sana?

Ceyda: Burada ne yardimci oldu? Bi kere homomorfizmadir demesi sonunda, ve benim
su homomorfizma sartim hani. @(x), @.(x),p,(y) oldugunu bilmem, su aradaki
basamaklari, hani o yazdirdi bana. Oyle diyim. @,(x) = @,(y) ise burada bire-bir
oldugunu géstermis. Orten oldugunu géstermis. Bi kere su otomorfizmayr her zaman

hatirlanilmayabilir hani bire-bir. Burada yardimct olmus yani bire-bir ve orten
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olmasinin soylenmesi. Hani surada mesela érten ve bire-birligi vermeseydi de sadece su
otomorfizmanmin §oyle orten ve bire-bir oldugunu séyle... Sunlart da yazabilirdik yani
biz.

Miilakatci: Yani sey mi demek istiyorsun? Sartlar hatirlanmayabilir ama ne oldugu...

Ceyda: Yani anahtar fikir mesela burada hocam su orten ve bire-bir oldugu verilmis

olsaydi sadece Su aradaki bu ispatlar: da kendimiz yapabilirdik.

Miilakatcr: Himm. Anladim.

Ceyda: Ama burada 6grencinin hatirlayamayacagi otomorfizma olmasinin sartlart
Miilakatci: Otomorfizma olmasinin sartlart hatirlanmayabilirdi diyorsun.

Ceyda: Hatirlanamayabilir.

Teorem.5: G bir grup ve a € G olsun. Vx € G igin, _

@ (x) = axa™

ile tammh ¢ : G —9 G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢
otomorﬁzm;lsg denir. , =

Ispat.5: VY x,y €G igin;
Pa(xy) = a(xy)a™ = Oix4 o=t

. - |
ov ot -oxega!l o ootoeso
Lo ey 4 _\
_eyga~t = grosedg

[

JC—— Q)+ Ao (3)
Oldugundan, ¢, bir iomomorfizmadi % 5 o

0.(0) = p,(y) = axa ' =ayal =>x=y

Oldugundan g, 1-1 dir.

Vy € G igin ¢, (x) = axa™* = y olacak sekilde

3x € G bulunabileceginden, ¢, érten de olur, Su halde @, G nin bir

otomorfizmasidir.

Sekil 4.21. Teorem.5’in ispatina yonelik Ceyda’nin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 5. Teoremin ispatina yonelik Ceyda’nin
¢oziimlerini iceren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.19°da yer verilmistir.
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Ceyda’nin 5. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymn Ciimlesi

Homomorfizma oldugunu gostermemiz igin burada
soyle bir sonuca ulagsmamiz lazim. Tersten diisiiniirsek.
©q(y) sonucuna ulagmamiz lazzm [en son kisma

‘0a(x).0q(y)’ yaziyor].

Yorum

‘oldugundan ®a bir
homomorfizmadir.’ Anahtar
fikirden yola  ¢ikarak  ve

homomorfizma olmanin sartim
kullanarak son basamagi yaziyor
Ve ispata boyle basliyor.

Burada sunu (a(xy)a~?1) devam ettirelim. Bi kere grup
oldugu icin birlesme ozelligi gegerli olacak.

Birlesme  6zelliginin
ifade ediyor.

varligini

Yani axya™!; buradan ashnda sunu [teorem ifadesinde
verilen ‘@,(x) = axa™'’i gostererek] axa™!,aya=!
boyle iki ifade elde etmemiz lazim. Su iki basamaktan
leksik bwrakilan adimlar:  gosteriyor] Ciinkii  sunu
(0q (). 04 (¥)) yazabilmemiz igin. Ama bunu nasil elde
ederiz? (...) Suradan (axa™‘aya™') yazinca da direk
su ifade (axa™1) bunu (¢, (x)) veriyor. Bu (aya™1),
ifade de bunu (¢, (y))

Teorem ifadesinde verilenlerden,
ispata baslama asamasinda
anahtar  fikir  olarak  verilen
esitlikten ve  birim  eleman
ozelliginden yola ¢ikarak islemleri
yapabiliyor. Birlesme 6zelligini
ilk adimlarda kullanmasina
ragmen burada ifade etmedigi
goriiliiyor.

Suraya [‘axya™’ de X ile y arasina e yazarak

‘axeya™!’ yi elde ediyor] e yazsak x,y yani sonug
degismeyecek. axe sunu sileyim de [x ile y arasina
vazdigi e yi silerek bu ayni esitligi bir sonraki
basamaga yaziyor] axeya™!, e yerine de a ¢arpi, a”ta
yazabiliriz. axa™laya™?, l=e=a"la
oluyordu.

sonucta aa~

Birim eleman 6zelligini amacina
uygun bir bicimde kullanarak
ispat1 yapabiliyor.

Burada ne yardimct oldu? Bi kere homomorfizmadir
demesi sonunda, ve benim su homOmorfizma sartini
hani. ¢ (x), @, (x), o, (y) oldugunu bilmem, su aradaki
basamaklari, hani o yazdirdi bana.

Homomorfizma sartin1 biliyor ve
islemleri uygulayabiliyor.

Orten oldugunu gostermis. Bi kere su otomorfizmay her
zaman hatwrlanmilmayabilir hani bire-bir. Burada
yardimet olmus yani bire-bir ve orten olmasinin
soylenmesi. Hani surada mesela orten ve bire-birligi
vermeseydi de sadece su otomorfizmanin soyle orten ve
bire-bir oldugunu soyle.. Sunlart da yazabilirdik yani
biz. (...)Ama burada 6grencinin hatirlayamayacagi
otomorfizma olmasimin sartlari (...) Yani anahtar fikir
mesela burada hocam su orten ve bire-bir oldugu
verilmis olsaydi sadece su aradaki bu ispatlart da

kendimiz yapabilirdik.

Otomorfizmanin sartlarinin neler
oldugunun
hatirlanamayabilecegini ancak
otomorfizmanin bire-bir ve Orten
olma sartlarinin verilerek bunlarin
ispatina  yonelik islemlerin de
eksik  birakilabilecegini  ifade
ediyor.
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Tablo 4.19°da da goriildiigi gibi; Ceyda, tamamlanmasi beklenen Teorem.5’in
ispatinda; verilen ‘oldugundan ¢, bir homomorfizmadir.” ile ¢,(xy) = a(xy)a™?
anahtar fikirlerinden ve teorem ifadesinde verilen ¢,(x) = axa™?! esitliginden ve
homomorfizma 06zelliklerini kullanarak yazdigi son adimdan yola c¢ikarak ispata
baslamis sonrasinda etkisiz eleman 6zelligi ve her ne kadar yalniz sozlii olarak ifade
etmis olsa da birlesme 6zelligi gibi grup olma sartlarin1 etkin bir bigimde kullanarak
ispati tamamlayacak islemleri siralamistir. Ceyda ayrica bu ispatta otomorfizmanin
sartlarinin neler oldugunun hatirlanamayabilecegini ancak otomorfizmanin bire-bir ve

orten olma sartlariin verilerek bunlarin ispatina yonelik islemlerin de eksik

birakilabilecegini ifade etmistir.

4.2.3.6. Teorem.6’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.6 S kiimesi bir V vektor uzaymin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’ c S

olacak sekilde V vektor uzaymnin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdir.

Ceyda: S kiimesi bir V vektor uzayimin lineer bagimsiz bir alt kiimesi. S' de S nin alt
kiimesi olacak sekilde V vektor uzaywn Bir alt kiimesi ise S' de lineer bagimsizdwr
[teoremi okudu]. c; eleman: R den bir ¢; elemani S den de x; elemani se¢mis. S kiimesi
lineer bagimsiz oldugundan sisteminin ¢oziimiinde. Bir kere suradan devam ettigimizde
surada bir egitsiz denklem sistemi yazacagiz ona ulagiyoruz. Soyle bir sey mi olacak
acaba? c;.x; = 0 mu olacak? [‘c;.x; = 0’ yaziyor sonra siliyor] Yok olmadi bir dakika.
Soyle hocam iki tane c birden sifirdan i ye kadar yine x de [‘Zic=0,x " yaziyor ve

siliyor] yok olmad: bir dakka hocam.

Miilakatci: A¢ik yaz, diisiindiigiin seyi.

Ceyda: Diistindiigiim seyi evet. ¢;.x; + c3. x5, + -+ ¢;.x; =0
Miilakatgu: i ler nereden nereye gitmis?

Ceyda: 1 den n kadar o zaman buraya [ ‘c;.x; + ¢3. x5 + -+ + ¢;. x; = 0 denkleminde
c; YI ¢, olarak diizeltiyor] n yazacagiz. Buraya [‘ci.x1+ Cy.%p + -+ cp.x; =0
denkleminde x; yi x,, olarak diizeltiyor] da n yazacagiz. S' kiimesi S nin bir alt kiimesi
oldugundan bazi x; ler S’ de olacaktir. Yani biz burada (c;.x1 + C3. X5 + -+ + Cp. Xy =

0) S den eleman sectik. Alt kiimesi (S') oldugu icin yani biitiin o, biitiin biitiin x; ler
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olmasa da bazilart S' de olacaktir diyor. Burada x; — v; olsun. Buna gore, esitligini
vazalim. Bu v; vektérleri S nin elemani oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdir.

Ayni seyi sunun (x; = v; )igin...

Miilakatci: Huu nasil yani nasil diisiinecegiz, nasil yazacagiz?

Ceyda: Soyle x1.v; + X5.V 5 + ... burada yine n e gittigini n e gittigi ile ilgili bir sey
soylememis aslinda ama x,,. v, desek

Miilakatc: i demis ya zaten i ler zaten n e gidiyor.

Ceyda: Evet suradan [anahtar fikir olarak verilen (c; = 0,i =1, ....,n) ifadesinden]
evet pardon [‘x;.v; +xp.V 5+ -+ x,.v,  yaziyor] v vektorleri S nin elemani
oldugundan. Yani S’ den sectik ve S' den segtigimiz elemanlar S nin de elemani olacak
alt kiimesi oldugu icin v; vektorleri de lineer bagimsizdwr. Biz bunu (cy.%x; + 3. x5 +
-+ ¢;.x; = 0) lineer bagimsiz bulduysak yani suradaki (c1.x1 + C3. X5 + =+ Cp. Xy, =
0) ¢; leri lineer bagimsiz bulduysak. Yok x; leri... v; vektorleri S nin elemani
oldugundan v; vektorleri de lineer bagimsizdir.

Miilakatgi: Yani neyi gostermis oldu?

Ceyda: Su (x;.v; +x3.v 5 + -+ x,.v, = 0) denklem Sisteminin sifirdan farkl

coziimii olmadigini lineer bagimsiz olmasi ig¢in. Hani sadece sifir igin saglama.
Miilakatci: [spat: tamamla o zaman.

Ceyda: O zaman v, ler sifira mu egit olacak. [v; =0 yazip, siliyor]

Tamamlayamadim. S nin elemant oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdir.
Miilakatci: v; lerin lineer bagimsiz olmasi demek ne demek?

Ceyda: Sunun (x1.v; + x3.V 5 + -+ + x,. v, = 0) stfirdan farkl ¢oziimiiniin olmamasi
demek... Sunu katsayr olarak, katsayr olarak [x;.vi+x,.v,+ -+ x,.1,=0"

denkleminde x; leri katsayr olarak gosteriyor]
Miilakatci: Yani sen su anda neyi gostermeye ¢alistin bu ispatta?
Ceyda: Lineer bagimsizlig1 gosteriyoruz.

Miilakatci: Neyin lineer bagimsizligini?
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Ceyda: Hocam bir alt kiimenin... S kiimesi V vektor uzayimin lineer bagimsiz bir alt

kiimesi ise bu alt kiimenin bir alt kiimesi de yine V vektor uzaymmin lineer bagimsizi

oluyor. Neyi gosterdik? S nin elemanlart oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdur.

O zaman S’ alt kiime S de lineer bagimsizdwr. Bunu gosterdik hocam. [ispatin sonunda

birakilan eksik kisma ‘S’ € S lineer bagimsizdir.’ yazdi.]

Miilakatci: Kontrol etmek istedigin bir sey var mi? Yeniden bakmak istedigin... Ne

yardimct oldu sana bu soru iizerine konusmak istersek eger?

Ceyda: Burada hocam sunlari falan nereden sececegimizi séylemesi [ispata baslarken

verilen ‘c; € Rve x; €S’ anahtar fikirlerini gostererek] aldigimiz elemanlari, bu

yardimcr oldu. Yine indislerin nereye gidecek, mesela indisleri vermesi [‘c; = 0,i =

1, ....,n  anahtar fikrini gostererek] yardimct oldu.

Ispat.6:

Teorem.6: S kiimesi bir V vektor uzayinin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’ < S olacak

sekilde V vektor uzaymin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdir.

c; € R ve x; € S olsun. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan,

\ ’ R S X Cartod mrn  QXO=

Sisteminin Qézﬁmﬁndé tiim ¢; katsayilar sifir (¢; = 0,i = 1, ....., n) olmalidr. S’
kiimesi S nin bir alt kiimesi olduguﬁdan bazi xl ler §" de olacaktir. xﬁ-» Y olsuﬁ.
Buna gore; |

RO T LR SR SR SR (R e

esitligini yazalim. Bu@ektérleri S nm eléman_lén oIdugunda_r; ‘iig;./yektﬁrleri Jineier
bagimsizdir. ... S!S ltnzec.. 2honsy Zch.

Sekil 4.22. Teorem.6 nin ispatina yonelik Ceyda’nin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 6. Teoremin ispatina ydnelik Ceyda’nin

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.20’de yer verilmistir.



Tablo 4.20.

136

Ceyda’nin 6. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymn Ciimlesi

Yorum

¢; elemanmi R den bir ¢; eleman: S den de x; elemani
se¢mis. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan sisteminin
¢oziimiinde. Bir kere suradan devam ettigimizde surada
bir esitsiz denklem sistemi yazacagiz.

Anahtar fikirlerden yola c¢ikarak
ispat1 nasil tamamlamasi gerektigi
hakkinda yorum yapiyor.

Soyle bir sey mi olacak acaba? c;.x; = 0 mi olacak? [
‘c;.x; = 0° yazwor sonra siliyor] Yok olmad: bir
dakika. Soyle hocam iki tane c birden sifirdan i ye kadar

yine x de [‘Zizo,x " yaziyor ve siliyor] yok olmadt bir
dakka hocam.(..)[‘ci.x1 + c3. x5 + -+ ;. x; =0’
yaziyor]

Matematiksel notasyon
eksikligi yasiyor.

bilgisi

[Miilakat¢inin sorusu tizerine] 1 den n kadar o zaman
buraya [‘c;.x; + c3. x5 + -+ c;.x; = 0’ denkleminde
ci Vi ¢, olarak diizeltiyor] n yazacagiz.  Buraya
[‘c1.x1 + Co. x5 + -+ . x; = 0 denkleminde x; Yi x,
olarak diizeltiyor] da n yazacagiz.

Miilakat¢inin sorusu iizerine ‘i =
1, .......,n" anahtar fikrinden yola
¢ikarak  yanlis indislendirerek
yazdig1 denklemi diizenliyor.

Yani biz burada ( ¢;.xq +cp.xp + -+ ¢ci.x;=0) S
den eleman sectik. Alt kiimesi (S') oldugu i¢in yani
biitiin o biitiin biitiin x; ler olmasa da bazilar1 S' de
olacaktir diyor. Burada x; — v; olsun. Buna gore,
esitligini yazalim. Bu v; vektéorleri S nin eleman
oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdwr. Ayni seyi
sunun (x; = v;) i¢in

Anahtar fikirleri okuyor ve ‘x; —
vy’ i¢in de ‘cy.Xq +Cp.Xp + 0+
Ch.Xp =0’ denklemini

olusturmay1 diisiiniiyor.

Soyle x1.v1 + X5.V 5 + ... burada yine n e gittigini n e
gittigi ile ilgili bir sey soylememis aslinda ama x,,. vy,
desek. Evet suradan evet pardon [ x1.v, + X2.V 5 +
o+ Xp. Uy yaziyor] v vektorleri S nin elemani
oldugundan. Yani S' den sectik.

Anahtar fikir olarak verilen (c; =
0,i=1,...,n) ifadesinden
yardim aliyor. Ancak ‘x; = v;’ yi
yanlis yorumluyor.

S' den sectigimiz elemanlar S nin de elemani olacak alt
kiimesi oldugu icin v; vektérleri de lineer
bagimsizdir(...) YOK x; leri... v; vektirleri S nin
elemani oldugundan v; vektorleri de lineer
bagimsizdir.(...) S nin elemani oldugundan v; vektorleri
lineer bagimsizdir.

Anahtar  fikirleri
yorumluyor.

okuyor ve

[Miilakat¢inin sorusu tizerine] Sunun (x1.v1 + X5.V 5 +
o+ X Uy, = 0) stfirdan farkl ¢oziimiiniin olmamast
demek...

Lineer bagimsizlik tanimimi ifade
edebiliyor
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Tablo 4.20. (Devamu)

Matematiksel notasyon  bilgisi
Sunu katsayi olarak, katsayi olarak [‘x,.v1 + x,.v 5 +  eksikligi ~var ancak lineer
4+ xp,. v, = 0’ denkleminde x; leri katsayr olarak bagimsizlik tanimini biliyor ve bu
gosteriyor] tanimdan yola ¢ikarak ispati sozlii
olarak tamamlayabiliyor.

Hocam bir alt kiimenin... S kiimesi V vektor uzaymmin Teoremin ifadesini agiklayarak
lineer bagimsiz bir alt kiimesi ise bu alt kiimenin bir alt  ispat1 sozlii olarak tamamlamaya
kiimesi de yine V vektor uzaymin lineer bagimsiz oluyor  ¢alistyor.

Ispat tamamlama bilesenini eksik
bir bicimde yazili olarak ifade
edebiliyor.

O zaman S’ alt kiime S de lineer bagimsizdir. Bunu
gosterdik hocam.

Burada hocam gsunlari falan nereden segecegimizi

soylemesi [ispata baslarken verilen ‘c; € Rvex; €S’ <. cRvex €S ile ‘c. =0 =
anahtar fikirlerini gostererek] aldigimiz elemanlari, bu ! r : !
yardimer oldu. Yine indislerin nereye gidecek, mesela _
indisleri vermesi [‘c; =0,i = 1,....,n" anahtar fikrini
gostererek] yardimci oldu.

..., anahtar fikirlerinden
yardim aldigin ifade ediyor.

Tablo 4.20°de de goriildiigii gibi; Ceyda, tamamlanmasi beklenen Teorem.6’nin
ispatinda, anahtar fikir olarak verilen ‘c; € R ve x; € S olsun. S kiimesi lineer bagimsiz
oldugundan’ ile ‘c;=0,i=1,...,n° ifadelerinden yardim almis; ilk denklemi
olusturabilmis ancak denklemi olustururken dikkatsizlik sonucu yanlis indis kullandigi
c;.x; ifadesini, miilakatginin sorusu tizerine ‘c; = 0,i = 1, ....,n’ anahtar fikrine tekrar
bakarak diizenlemistir. Matematiksel notasyon bilgisi eksikligi sebebiyle ‘x; — v;’
ifadesini yanlis yorumlamis dolayisiyla ikinci denklemi yanlis bir gosterimle yazmuigtir.
Ancak eksik birakilan ikinci adima yazdigir denklemde x; lerin katsayr oldugunu ifade
etmis ve bu sebeple denklemi olusturma mantiginin dogru olmasina karsin matematiksel
notasyon bilgisi eksikliginin devam ettigi goriilmiistiir. Teoremin ifadesinden yola
cikarak sozli olarak ispati tamamlamaya ¢alisan Ceyda, katsayiya yonelik bir agiklama
yapilmasi beklenen ikinci denklemde herhangi bir agiklama yapmaksizin ispat

tamamlama bilesenini yazili olarak eksik bir bicimde ifade edebilmistir.
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4.2.3.7. Teorem.7’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.7: U ve W kiimeleri V vektor uzaymin birer alt uzay1 olmak iizere; U N W

kiimesi de V nin bir alt uzayidir.

Ceyda: U ve W kiimeleri V vektor uzaymmin birer alt uzayr olmak iizere, U kesisim W
kiimesi de V nin bir alt uzayidwr [teoremi okudu]. U kesisim W den iki eleman almus. ¢
eleman F denilsin, gostermeliyiz [hiikmii belirleme basamagini okudu]. Burada c.u + v

nin kesis.. U kesisim W nin elemani oldugunu gostermeliyiz.
Miilakatci: Ne icin onu gostermeliyiz?

Ceyda: Alt uzay oldugunu gostermek icin. Orada (‘c.u + v € U N W) bize alt biz bir
nevi alt uzay olmaswin sartint séyliiyor, ipucu. Buradan. Sunu devam ettirirsek hocam
sunu (w,v € U NW). Ayri ayri su iki eleman (u,v) hani bu adimda (‘w,v €eUNW =
w,v € U Au,v € W’) onu vermis bize. Her ikisinin de elemani olacak. O zaman bu (U)
alt uzaysa iki ¢iinkii iki alt uzaysa [teorem ifadesini okuyor] ... Alt uzayligin sartin

vermis. c.u + v eleman U olacak [‘c.u + v € U’ yaziyor].

Miilakatci: Neden?

Ceyda: Ciinkii hocam alt uzay olmasu...

Miilakatcr: Yanina yaz ne alt uzay oldugu igin?

Ceyda: U alt uzay oldugu igin. Séyle sunu da yazayim [‘c.u +v € U A’ yaziyor]
Miilakatci: Bence onu asagiya yaz, ayri ayrt yaz.

Ceyda: [A yi siliyor] c.u+v eleman U. U alt uzay oldugundan. [eksik birakilan ilk
basamaga; ‘c.u+v € U ; U alt uzay oldugundan’ yaziyor] Yine ¢ demesin. ku diyelim,

herhangi ku./ikinci basamaga ‘ku’ yaziyor]

Miilakatci: ¢ vermis ama sana. k y1 tanimlaman lazim o zaman. Alt basamaga bak belki

yardimci olur.

Ceyda: [Ikinci basamaga yazdigi ‘ku’ yu siliyor] .Evet alt basamakta ¢ vermis buna da
¢ diyecegiz o zaman. c.u + v eleman W alt uzayz... Alt uzay: oldugu igin su (‘c.u + v €
UNW?) sarttan yine bunu (c.u+v € W) da yazabiliriz. W alt uzay oldugundan

[ccu+veW; W alt uzay oldugundan’ yazdi] Devaminda da zaten ve ‘N’ koymus ve
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birlestirmis hocam. Bana burada yardimci olan ozellikle de su (c.u + v € U n W) oldu
Yani bunu hatirlayamazdim. Hani su aradaki islemleri yapabilsem bile. Sunlari,
kesisimi, oldugunu falan kesisim oldugunda ne yapmamiz gerektigini bilsem bile sunu

hatwrlayamazdim..

Teorem.7: U ve W kiimeleri V vektdr uzaywmin birer alt uzay: olmak tizere; U N W kiimesi de V
nin bir alt uzayidur.
ispat.7: w,v €U NW olsun. ¢ € F (F cisim) denilsin.
Wc.u +9€E U n M_/Joldugunu gostermeliyiz.
f.u,v-é Unw = wvEU Au,vEW

O u....q!&...qhg.a.cd{gwdm
G etal el o anen o ldu Sunclon
cu+veU Acu+veW ise

c.u+vEUnv1/dir.

Sekil 4.23. Teorem.7’nin ispatina yonelik Ceyda’nin ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 7. Teoremin ispatina ydnelik Ceyda’nin
cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oztimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.21’de yer verilmistir.
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Tablo 4.21.
Ceyda’nin 7. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin
Yorumlanmasi
Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum
Verilen ‘cutvelnw’

Alt uzay oldugunu géstermek icin. Orada (‘c.u+v €
U NW?) bize alt biz bir nevi alt uzay olmasinin sartini
soyliiyor, ipucu.

anahtar fikri alt uzay olma sartini
hatirlamasina yardime1 oluyor.

Sunu devam ettirirsek hocam sunu (u,v € U N W). Ayri
ayrt su iki eleman (u,v) hani bu adimda (u,v € U N
W = u,velU Au,v €W) onu vermiys bize.

‘uLv eUNW = uv el A

(...)Ctinkii hocam alt uzay olmasi

uv EW’ anahtar fikrini
yorumluyor, bu sekilde eksik
birakilan adimlarn nasil
dolduracagi yoniinde fikir
gelistiriyor.

‘cu+velnw anahtar

fikrinden yola ¢ikarak alt uzay
olma sartin1 kullaniyor.

U alt uzay oldugu igin. Soyle sunu da yazayim
[miilakatcimin ifadesi iizerine] c.u+v eleman U. U alt
uzay oldugundan. [eksik birakilan ilk basamaga; ‘c.u +
v € U ; U alt uzay oldugundan’ yaziyor]

‘cut+velUN yaziyor
miilakat¢1  tarafindan  basamak
basamak yazmaya yonlendirilince
‘A’yi kullanmayip ifadeleri alt alta
yazarak diizenliyor.

Yine ¢ demesin. ku diyelim, herhangi ku.[ikinci
basamaga ‘ku’ yaziyor] (...) [Tkinci basamaga yazdig
‘ku’ yu siliyor] .Evet alt basamakta ¢ vermis buna da c
diyecegiz o zaman. c.u + v eleman W alt uzay:... Alt
uzayr oldugu icin su (‘ccu+v € UNW’) sarttan yine
bunu (c.u+veW) da vyazabiliriz. W alt uzay
oldugundan [‘c.u+v € W; W alt uzay oldugundan’
Yazdi] Devaminda da zaten ve ‘N’ koymus ve
birlestirmis hocam.

Miilakatcinin ~ yonlendirmesiyle
eksik birakilan kisimlardan sonra
verilen anahtar fikirlere bakiyor
ve yazdig1 ifadeyi diizenliyor.

Bana burada yardimci olan ozellikle de su (c.u+ v €
UnW) oldu yani bunu hatirlayamazdim. Hani su
aradaki islemleri yapabilsem bile. Sunlari, kesisimi,
oldugunu falan kesisim oldugunda ne yapmamiz
gerektigini bilsem bile sunu hatirlayamazdim.

Dogrudan ‘cu+tvelnw
anahtar fikrinden yardim alarak
yaptigini ifade ediyor.

Tablo 4.21°de de goriildiigii gibi; Ceyda, tamamlanmasi beklenen 7. Teoremin
ispatinda anahtar fikir olarak verilen c.u+v e UNnW ifadesi yardimiyla 6nceden
hatirlamadig alt uzay olma sartin1 hatirlamis, ‘uv eUNW = u,v €U Auv €W’
anahtar fikrini yorumlayarak, eksik birakilan adimlari nasil dolduracagi yoniinde fikir

gelistirmis ve bu sekilde ispati tamamlayabilmistir. Ceyda ayrica ispati tamamlama
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stirecinde, eksik birakilan bolimlerden sonra verilen anahtar fikirlerden de yardim alma

ve ispat1 basamak basamak yazmada miilakat¢inin uyarilarina ihtiya¢ duymustur.

4.2.4, Umut’un Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumu

Umut genel olarak; daginik bir yapiya sahip oldugu i¢in ¢oziimlerini diizenli bir
sekilde yazmakta zorluk yasamistir. Detaylara odakli yapisini ispatlart tamamlama
stirecinde verilen biitlin anahtar fikirleri detayl olarak aciklayarak gostermis, verilenleri
aciklayarak anlamaya calismistir. Ancak bu detaylara odakli yapisi sebebiyle yaptigi
aciklamalar ¢ogu ispatta onu ispatin ana temasindan uzaklastirmis ve ispati

tamamlamasina engel olmustur.

4.2.4.1. Teorem.1’in ispatina yonelik bulgular

Teorem.1 (G,.) birgrupve N < G = G/N bir gruptur.

Umut: [Teoremin ifadesine goz gezdirdikten sonra] xN,yN,zN béliim grubunun
elemanlari yani yan kiimeleri olmak iizere; x,y,z elemani G icin demis, bu takdirde,
(xN)[(yN)(zN)] Simdi bolim gurubu ozelliklerinden (xN)[(yN)(zN)] seklinde
yvazdigimiz zaman su iki elemant ([(yN)(zN)]) birlestirip N olan, ayni birim eleman
oldugu i¢in, N de igslem yapmiyorduk yani... (g.N) ile (g,N) i isleme tabi tutugumuz
da bu, (g192)N i bize veriyordu. Onu gostermis xN. Buradan aym sartlart aldigimizda,
yine x(yz)N olur, buradan da birlesme ozelliginden (xy) parantezi kaydirirsak
(xy)NzN olur. Buradan da (xy)NzN = [(xN)(yN)].zN in islemi olur. Yani burada
yvani burada bize birlegsme ozelliginin oldugunu gésteriyor, grup oldugunu gostermemiz
i¢in, ilk once birlegme 6zelligini gostermemiz gerekiyor. Buradan da [(xN)(yN)](zN)
birlesme ozelliginin var oldugunu gosterir. G nin birim elemani e olsun. Her X elemani
xN béliim grubunun elemani igin, yan kiime oldugu icin boliim grubunun da elemani
olacaktir. (g1N)(g,N) nin ¢iktis1 (g19,)N oldugu icin (xN)(eN) icin de ayni sekilde
(xe)N olacaktir. (xe) de e birim eleman oldugu icin = xN olarak ¢ikacaktir. Bunu
sagdan bir de soldan gostermemiz gerekir. Yine (eNxN) i almis, bunun da ¢iktisi
(ex)N olacaktir (ex) birim eleman oldugu xN olarak ¢ikacaktir. Sagdan ve soldan esit
oldugu icin, burada da N nin, G/N nin birim elemant oldugunu sdylemis. En son

tictincii adimda, ters elemanmin varligint gostermeliyiz. Yine her xN eleman G /N grubu
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icin, (xN)™1, (ab)™! in biz b ta™' oldugunu biliyoruz. Buradan (xN)~! in
de x N elemani G/N var midir, ona bakacagiz simdi. Simdi (xN) (x 1N) yine ¢ikt1
aym olacaktir. (xx V)N olacaktir. Buradan da (xx~') de e olacagindan N vyi verdi
yani. Bu demek ki (xN) in tersinin ((xN)~1) soldan tersinin x N oldugunu séyliiyor
bize. Ayni sekilde bir de sagdan aym islemi yaparsak; (x 1NxN) olacaktir. BU da ayn
sekilde ciktist (x 1x)N olacaktir. (x~1x) de e oldugundan burada da N olacaktir, yani
birimi verdigi icin sagdan ve soldan her ikisini de sagladigi icin burada xN in tersinin
(xN)Y=x"IN ) ( x7IN) oldugunu gésteririz. Dolayisiyla ters eleman: da

gosterdigimizde G /N bir grup oldugunu soyleriz.

Teorem.1: (G,.)bir grupve N < G = G/N bir gruptur.
Ispat.1: ‘

i ﬂ@z@lahm (xyzegljgig) Ce N)(g N')

L%ngl

= [(xN) (yN)](ZN)
Birlesme 6zelliginin var olduBunu gosterir.

.G nin b lemam & > (LR G/ jG> lew xMN)
)(eID= xN = (eN)(xN) e ] N=xN= eV
ve oylece, eN = N,G/N nin birim elemamdir. L%ﬁ ) N
XN/
iii. VxNeG/N igin (xN)™'= (x™*N)e G/N var midu? wbi=! ol )
C)wa=Q;AMJ=hJuxD) A=
' . 1. &
= N o &) T x
X)W - 9]
e oldugu gorulur.

Sonug olarak; G/N bir gruptur.

————————————————

Sekil 4.24. Teorem.1'in ispatina yonelik Umut’un ¢6ziimii



143

Ispat tamamlama formunda verilen 1. Teoremin ispatina ydnelik Umut’un

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oztimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara asagida yer verilmistir.

Tablo 4.22.

Umut’un 1. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Yorum

Simdi boliim gurubu ozelliklerinden (xN)[(yN)(zN)]
seklinde yazdigimiz zaman su iki eleman ([(yN)(zN)])
birlestirip N olan, ayni birim eleman oldugu icin, N de
islem yapmuyorduk

Burada N vyi birim eleman gibi
diisiiniiyor.

(g1N) ile (g,N) i isleme tabi tutugumuz da bu,
(g192)N i bize veriyordu.

Anahtar  fikir olarak verilen
(xN)[(ZN)(zN)) = xN[(yz)N]

esitligini yorumluyor, normal alt
grup tanimint kullanmiyor ama
[(yN)(zN)] ifadesinin [(yz)N]
seklinde vyazildigi anahtar fikri
aciklayarak islemlerini yapiyor.

Buradan da (xy)NzN = [(xN)(yN)].zN in igslemi olur.
Yani burada yani burada bize birlesme ozelliginin
oldugunu gosteriyor, grup oldugunu gostermemiz igin,
ilk once birlesme ozelligini gostermemiz gerekiyor

Birlesme 06zelligini  islemlerine
uygulayabiliyor ancak normal alt
grup ve bolim grubu iliskisini
bilmiyor. Dolayisiyla anahtar
fikirden yola ¢ikarak islemleri
yapmisg oluyor.

Her x elemani xN béliim grubunun elemant icin, yan
kiime oldugu i¢in béliim grubunun da elemam olacaktir.

Boliim grubu tanimu biliyor.

(g1N)(goN) nin  c¢ktist  (g192)N  oldugu icin
(xN)(eN) icin de aym sekilde (xe)N olacaktir. (xe) de
e birim eleman oldugu i¢in = xN olarak ¢ikacaktir.
Bunu sagdan bir de soldan gostermemiz gerekir. Yine
(eNxN) i almis, bununda ¢iktist (ex)N olacaktir (ex)
birim eleman oldugu xN olarak ¢ikacaktir. Sagdan ve
soldan esit oldugu icin, burada da N nin, G /N nin birim
elemam oldugunu soylemis...

Anahtar fikir olarak verilen birim
elemanin varliginin  gosterildigi
basamagi dogru bir bigimde analiz

ediyor.

Buradan (xN)~! in de x 1N eleman: G/N var midir,
ona bakacagiz simdi

Anahtar fikri

yorumluyor

okuyor  ve

En son iiciincii adimda, ters elemamin varligin
gostermeliyiz. (...) Bu demek ki (xN) in tersinin
((xN)~1) soldan tersinin x N oldugunu séyliiyor bize.
Ayni sekilde bir de sagdan ayni islemi yaparsak.
(x"*NxN) olacaktir. Bu da aym sekilde ciktisi
(x"1x)N olacaktir. (x~'x) de e oldugundan burada da
N olacaktir, yani birimi verdigi icin sagdan ve soldan
her ikisini de sagladigi icin burada (xN) in tersinin
(x"IN)((xN)~t = x~IN) oldugunu gosteririz

Anahtar fikir olarak verilen birim
elemanin varhiginin  gosterildigi
basamagi dogru bir bigimde analiz
ettigi i¢in ters elemanin varligini
eksiksiz  bir  sekilde ispat
edebiliyor.
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Tablo 4.22°de de goriildigi gibi; Umut, birlesme o6zelliginin  varligini
arastirirken islem yapmaya baslayabilmek ve yaptigi islemlere devam edebilmek icin
bilesenin baglangicinda verilen anahtar fikri agiklamis ve islemlerini de buradan yola
cikarak yapmistir. Grup olma sartlarmi islemlerine uygulayabilmis ancak boliim
grubunun tanimini bildigi halde normal alt grup ve boliim grubu iliskisini bilmedigi i¢in
anahtar fikirden yola ¢ikarak islemleri yaptigi diistintilmiistiir. Umut, normal alt grup
tamimini kullanmamis dolayisiyla anahtar fikirlerden yola ¢ikarak belirli bir ¢6ziim
gelistirmistir. Ters elemanin varligini1 arastirirken ise; anahtar fikir olarak verilen birim
elemanin varligmin gosterildigi basamagi dogru bir bigimde analiz etmis, kavramsal
bilgileri secip kullanmasina yardim edecek bu anahtar fikri iyi analiz ettigi igin ispati

beklenen diizeyde tamamlayabilmistir.

4.2.4.2. Teorem.2’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.2 (G,.) bir grup ve H<G olsun. Va €G i¢in, Ha={x € G:a =
x(mod H)} yani Ha = a dir.

Umut: Simdi G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. Her a eleman G i¢in Ha yan
kiimesi {x € G:a = x(mod H)} ya gore, yani Ha, a ¢izgilerden (@) olusur. a ¢izgiye
(a) esittir [teoremi okudu]. Eger ki a = x(mod H) ya gére kongriiansina uyan x
eleman G lerin kiimesini a iistii (Q) ile gosterelim. Yani a iistii (@) a nin denklik sinifi
olsun. H, G nin alt grubu oldugu i¢in Ha a ¢izgiye (@) esit oldugundan dolay: a tistii (@)
Ha min bir alt grup olur. Yani Ha lar, a ¢izgilerden (@) olustugu icin herhangi biri igin
her icin, her biri i¢cin bunu denediyim zaman Ha a iistiiniin (@) bir alt kiimesi olur. Ve
benzer olarak x eleman Ha alsak bu seferde. Yani hocam burada x eleman a igin. Bunu
her x elemani icin yaptigim zaman ['Vx € @’ yaziyor], Ha min bir alt grubu olur.
Surada da x elemam Ha aldigim zaman bu da a ¢izgilerden (@) meydana geldigi i¢in
her x eleman Ha lar oldugu zaman [*'Vx € Ha’ yaziyor], a bunun, a ¢izgi (@) bunun,
Ha nmin alt kiimesi olur. Birden ve ikiden Ha mn, a c¢izgiye (@) esit oldugunu

soyleyebiliriz. Her ikisi de Ha nin bir alt grubu oldugu igin.

Simdi ne yapmis hocam? [Asagida verilen ispatin kalan kismini farkediyor] Burada

bitirmemis mi hocam? Burada séyleyemez miyiz? a, Ha ya ve H, a iistiine (@) oldugunu.

Miilakat¢r: Once gostermen lazim... Oldugunu géstermeliyiz diyor.
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Umut: Oldugunu gostermeliyiz diyor. Tamam pardon. Simdi x € a ise, yani a =
x(mod H) ya gére. O zaman sunu [‘ax™ € H'i gostererek] yazabiliriz. Ciinkii x € @
idi. [Baska bir yere x € @ yaziyor] a da x e denk olduguna gore x ayni zamanda H nin
da eleman: [‘x € @’ mn altina ‘x € H’ yaziyor] oldugunu soyleyebiliriz. Buradan x ™1
in de H nin eleman: [‘x~* € H’ yaziyor] oldugunu séyleyebiliriz. Aym sekilde a nin da
H min eleman: [‘a € H’ yaziyor] oldugu soylersek, ax™! de H min elemani yazilir. Ya
da yan kiime olarak diisiinebiliriz. Yani , x~* H min eleman: ise aH olarak diisiiniip,
bunu da yan kiime oldugu i¢in H nin bir elemant oldugunu soyleyebiliriz. H bir alt grup
oldugundan, kapalilik ézelligine gore éyle bir h eleman H vardir ki , ax™! h dwr. Simdi
buradan verdigi ozelliklerden, ax™1 her tarafi x ile sagdan isleme tabi tutarsam, Simdi
her tarafi sagdan x ile igleme tabi tutarsam, [Eksik birakilan ilk kisma‘ax™'x = hx’
yaziyor] olur. Su birlesme ozelligini kullandigimdan, grupta birlesme ozelliginden bana
anahtar kelimeyi vermis. O zaman sunun (x~'x) e oldugunu séylerim. O zaman ae =
hx olur. Surada bosluk doldurma vermis. Grupta birle.. birim elemandan [bos birakilan
kisma ‘birim’ yaziyor], ya da a.x olarak dedik. a=*h yi elde etmem gerekir [iiciincii
adimda verilen esitlige bakiyor]. O zaman sunu a™tile carpacagiz. [Onceden yaptig
islemleri silerek] Burada hocam su ilk once su sondan a™*h ile ¢carpmis bunu [iiciincii
adimda anahtar fikir olarak verilen esitligi gostererek]. O zaman ben de onu a™1h ile

1

isleme tabi tutuyorum: a~lax~! = a ‘h. Grupta birlesme ozelligi oldugu icin

Y=a th, surasi (a~'a), e oluyor. O zaman

parantezine alryorum sunu (a~la)x~
ex™1 = a~1h elde ediyorum. Grupta birim elemanmn varligini da buluyorum [énceden
hatali olarak tamamladigi ‘Grupta birim ézelliginden’ ifadesini gostererek]. Buradan

bu bana sunu garantiliyor: ex™1’i.

Miilakatgi: Birim eleman: asagida kullanmig ama sanki.

Umut: O zaman ters elemanin varligindan mi yapmis? Ters eleman hocam dogru ¢iinkii
niye a™?! ile isleme tabi tuttugumuz icin a”‘elemanm: G dir yani, Bu da ters elemanin
varligindan séz etmis [ ‘Ters elemanmin varligindan sozetmig’ diyor ancak, ‘Grupta

a~! € G ozelliginden’ yaziyor]
Miilakatei: Ters eleman diyelim istersen, a~1degil.

umut: Ters eleman ézelliginden...[yazdigi ‘a™! € G yi silerek ‘ters eleman’ yaziyor]

ex™! = aYh dir. Simdi burada da birim elemani oldugundan e birim oldugundan [bos
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birakilan ikinci kisma ‘birim’ yaziyor.] x~1 yani e ile x™Yisleme tabi tuttugunda x~1o
da = a~1h egitligin her iki yammn tersi alinirsa, tersini aldigim, bir elemanin tersinin
tersi kendisine esittir. (a"1h) mn da tersi h™*(a™1)~! = h™1a gelir. Yani burada x =
h~ta olur. h eleman H ve H, G nin bir alt grubu oldugundan; bosluk doldurmaya ne
getirecegiz? [(x = hya) anahtar fikrini gostererek diisiiniiyor] Bunda x = hya
alimirsa mi denirse mi diyecegiz; [Bos birakilan kisma ‘x = hga’ yaziyor] denirse, x =
hoa elemant Ha olur; ki bu da bize a min Ha min bir alt kiimesi oldugunu séyler.
Tersine olarak, gerek ve yeter sartli teorem oldugu icin, hem gerek sartini, hem yeter
sartint géstermemiz gerekir. Ters olarak y eleman Ha alinirsa, x eleman H vardir; oyle
ki, y = xa; Ha yan kiime oldugu i¢in, y de yan kiime seklinde yazilabilir, x. a seklinde
vazilabilir. Buradan yine grupta birlesme ozelliginden, yani ilk once buraya [iigiincii

adimda verilen ‘ya~' = xe’ esitligini gostererek] bakiyorum y, a~1 isleme tabi tuttugu icin,

1 1

her tarafi sagdan a lile isleme tabi tutuyorum. [‘ya™! = xaa™'’ yaziyor] Yine

1

birlesme ézelligini kullan diyor; parantezi aciyorum [‘ya™! = x(aa™)’ seklinde

paranteze aliyor]. Bu da aa™?! birim eleman vardwr gruplarda e dir. [‘a.a™ =e’
yazarak siliyor]; Birim eleman sey, ters eleman vardwr pardon hocam, yine karistirdim.

1

a~Yeleman: G, dolayisiyla ters eleman ozelliginden yine, ya™lin e oldugundan =

x. e oldugunu soylerim. Grupta birim eleman vardir. Birim eleman oldugundan, birim

elemanla x i igleme tabi tuttugum zaman, X i verecektir. ya™!

X e esittir. Buradan x =
ya~tolur. Yine a™1, G nin bir elemam oldugundan, bunu yine a gibi diigiiniirsek, ‘ya’
olur. Surada y = xa idi. ‘ya’ da, x de ‘ya’ olabilir. O da eleman H olur. Yani xa
seklinde diisiiniirsek ya da y yi x, gibi alirsak, a='i de a gibi alirsak, xa, y nin elemant
ise, x;a da y nin elemam oldugunu soyleyebiliriz. Buradan ya™t, H nin bir eleman ise,

aym sekilde y nin ya™1, H mn elemaniysa, H ya esit oldugunu séyleyebiliriz. [ ‘ya™! =

1 = H(mod )’ yaziyor]

H’ yaziyor]| Buradan esit olduguna gére mod sadece sunu [ ‘ya~
h olarak alirsak (mod H) ya gore [yazdigi ‘ya~' = H(mod )’ ifadesindeki H y: h
olarak yaziyor ve ifadeyi ‘‘ya~! = h (mod H)’ bicimine getiriyor], a alsak [yazdig:
‘ya~! = h (mod H)’ ifadesini ‘ya~' = a (mod H)’ seklinde diizenliyor]. Buradan da
ya=t in denk olacagini, @ soyleyecegiz, (mod H) ya gore [‘ya=' = a’ denkligini
yaziyor]. Veyahut da suradan da (ya~! € H) direk séyleyebiliriz. ya=* H mn bir

elemani ise, y a ya gore denktir, (mod H) ya gore; veya y denk a ya ola... olmayabilir.

a = y olabilir, (mod H) ya gore. Buradan her iki durumda, y eleman: a olur. Ancak
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ve ancak ikisini birlikte saglamast icin y nin a ya esit olmasi gerekiyor a ye [Verilen
‘v € @’ yi ‘esit olmasi gerekir’ seklinde okuyor]. Bu da H min, a nin, H mn bir alt grup
oldugunu gosterir. 1 ve 2 den iki tarafli alt grup oldugu i¢in a min Ha ya esit oldugunu

soyleyebiliriz.
Miilakatcr: Alt grup mu, alt kiime mi?

Umut: A/t kiime, pardon.

Teorem.2: (G,.)birgrupve H <G olsun V a€CGi 1g:m,
Ha ={x€ Gra= x(modH)} yam Ha = @ dir,
Ispat.2: a=x (modH ) kongrwn X € G lerm kiimesini & ile gosterellm Yania,a
nin denklik smifi olsun. H < G i¢in Ha = a_oldugunu dolayisiyla @ cHa,ve\
ST bt BAD . STt e R « A

@a oldugunu gostermeliyiz. b % (> blq v( x :ET
Dx€El a', yani @ = x(modH)

kapalilik ozelhglne gore Syle bir h € H varﬂfrj k1 “ax V= h dir. Buradan ]
\ C T __M =
-

"

gs

(Grupta . l:)‘f W Q ‘L‘, bzelhgmden)

‘ olur. Esitligin her iki yaninn te a
Gy - e-hl~ a1
— p-1 _1
x = h"'a oly. \\ o
(heH ve ]: K G oldugundan VH@?‘ .............. denirse )

u) Tersme olarak y € Hg ahmrsa, x€H vardlr oyle ki; y = xg.dir.Buradap; 1
(Grup _tib;lgl_@m_mlhgmdﬁ :
(Grupta .. LQA‘S .... 6zelliginden)

Grupta ., R IX. 1\, 6zelliginden

- (Grupt ginden) 5=
yat=x olur. Buradan x = _@e H bulunur,

Y= a‘(modﬂ' YVa= y(modH')‘,:ka y € a bulunur ki;
I-_Ia,c_z_ggngl(ti,r .............. 2)

(1) Ve(2)den Hg= @ denir. %04: (ﬂ (macuH'.

Sekil 4.25. Teorem.2’nin ispatina yonelik Umut’un ¢6ziimii
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Ispat tamamlama formunda verilen 2. Teoremin ispatina ydnelik Umut’un

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.23’te yer verilmistir.

Tablo 4.23.

Umut’un 2. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adayimin Ciimlesi

Yorum

Simdi G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun.
Her a eleman G i¢cin Ha yan kiimesi {x € G:a =
x(mod H)} ya gore, yani Ha, a c¢izgilerden (Q)
olusur. a ¢izgiye (a) esittir [teoremi okudu]. Eger
ki a =x(mod H) ya gore kongriiansina uyan x
eleman G lerin kiimesini a iistii (@) ile gosterelim.
(...) Birden ve ikiden Ha nmin, a ¢izgiye (a) esit
oldugunu soyleyebiliriz. Her ikisi de Ha nin bir alt
grubu oldugu igin.

Ispata baslamadan énce teoremin
ifadesini okuyarak anahtar fikir
olarak verilen ve iki kiimenin
esitligi ile ilgili olan hipotezi ve
hiikmii  belirleme basamaklarin
detaylariyla yorumluyor.

Simdi ne yapmig hocam? [Asagida verilen ispatin kalan
kismint  farkediyor] Burada bitirmemis mi hocam?
Burada soyleyemez miyiz? a, Haya ve H a iistiine (Q)
oldugunu...

Herhangi bir islem yapmaksizin
yorumlariyla  yaptigi  ispatin
yeterli oldugunu diisiiniiyor.

Oldugunu géstermeliyiz diyor. Tamam pardon. Simdi
X € a ise, yani a = x(mod H) ya gdre. O zaman sunu
[‘ax™' € H'’i gostererek] yazabiliriz. Ciinkii x € a idi.
[Baska bir yere ‘x € @’ yaziyor] a da x e denk olduguna
gore x aym zamanda H min da elemam [x € @’ min

Alt grup olma sartlarini kullanarak

altma ‘x € H’  yaziyor] oldugunu soyleyebiliriz. hlpl({){[eZI kullanma  basamagunt
Buradan x~1 in de H min eleman: [‘x~* € H’ yaziyor] actiyor.
oldugunu soyleyebiliriz. Ayni sekilde a min da H nin
elemam [‘a € H’ yaziyor] oldugu soylersek, ax™! de H
min elemant yazilir.
Yan kiime tanimmini kullanarak

Ya da yan kiime olarak diistinebiliriz. Yani , x Y H min
elemant ise aH olarak diistiniip, bunu da yan kiime
oldugu i¢in H min bir elemani oldugunu séyleyebiliriz.

verilen anahtar fikirleri biitiinciil
bir yaklasimla ele aliyor ve
boylece hipotezi kullanma
basamagini agikliyor.

H bir alt grup oldugundan, kapalilik ozelligine gore
oyle bir h eleman H vardir ki , ax~1 h dwr. Simdi
buradan verdigi ozelliklerden,

Anahtar fikirlerden yola g¢ikiyor.

Su birlesme ozelligini kullandigimdan, grupta birlesme
ozelliginden bana anahtar kelimeyi vermis

Anahtar fikirden yola ¢ikarak
yapacagi isleme karar veriyor.

Surada bosluk doldurma vermis. Grupta birle.. birim
elemandan [bos burakilan kisma ‘birim’ yaziyor], ya da
a.x olarak dedik. a=*h yi elde etmem gerekir [iigiincii
adimda verilen esitlige bakiyor]. O zaman sunu a~lile
carpacagiz.

Ugiincii adimda anahtar fikir
olarak  verilen ex ' =a"th
esitliginden yola c¢ikarak ispata
nasil baglayacagina ve ne yapmasi
gerektigine karar veriyor.
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[Onceden yaptigi islemleri silerek] Grupta hocam su ilk
once su sondan a~*h ile ¢arpmis bunu [iigiincii adimda
anahtar fikir olarak verilen esitligi gostererek]. O
zaman ben de onu a~th ile isleme tabi tutuyorum
a~tax™! = a1h Grupta birlesme ozelligi oldugu icin
parantezine aliyorum sunu (a”*a)x™! = a~th, surasi
(a'a), e oluyor. O zaman ex '=a"'h elde
ediyorum.

Ugiincii adimda anahtar fikir
olarak  verilen ex !=a"th
esitliginden yola g¢ikarak ax™! =

h’m her iki tarafina da ayni

yonden a~! yaziyor ve eksik
birakilan ilk basamagi
tamamliyor. Ancak islemlerini
basamak basamak ilerletmede
problem yasiyor.

Grupta birim eleman varligini da buluyorum [dnceden
hatali olarak tamamladigi ‘Grupta birim o6zelliginden’

Basamak basamak ilerlemedigi ve

ifadesini gostererek]. Buradan bu bana sunu garanti o.rllcedde'lz. yaz (11g1 hitalé ifadeyi
geliyor. ex™1. [Miilakatcimin uyarisi iizerine] O zaman Zl gllleikllilrinelgm ai tas mk:vrargnrsl,gi
ters elemamin varligindan mi yapmis? Ters eleman zeli el . .
L e . . bilgileri sozli olarak ifade
hocam dogru ciinkii niye a™~ ile isleme tabi tuttugumuz . -
.. 1 . . etmesine ragmen yazarken hatali
icin a”‘elemam G dir yani, Bu da ters elemann
N .. . , . yazmis ve bu durumu
varligindan séz etmis [‘Ters elemamn varligindan N .
- L ; . ) il miilakat¢inin uyarisi ile
sozetmis’  demesine ragmen; ‘Grupta a " €G di .
o ; lizeltmistir.
ozelliginden’ yaziyor].
Ters eleman ozelliginden...[miilakatcinin  uyarisi
. . ~ ‘ _1 3. . < ’
tizerine yazd_ligz_ a_1 € Gyi .szle.rek ters elem'a'n Kavramsal bilgileri secip
yaziyor.] ex - =a “h dir. Simdi burada da birim kullanabiliyor
elemam oldugundan e birim oldugundan [bos birakilan '
ikinci kisma ‘birim’ yaziyor.]
x~1 yani e ile x tisleme tabi tuttugunda x~'o da
_ _1 o e o7 . . o .
= a” h esitligin her iki yammn tersi almmirsa, tersini Anahtar  fikir  olarak  verilen

aldigim, bir elemamin tersinin tersi kendisine egittir.
(a*h) min da tersi h™1(a 1)1 = h~1a gelir. Yani
burada x = h™1a olur.

sonraki adimlar1 agikliyor.

h eleman H ve H, G nin bir alt grubu oldugundan,
bosluk doldurmaya ne getirecegiz? [(x = hya) anahtar
fikrini gostererek diigiiniiyor] Bunda x = hga alimirsa
mi denirse mi diyecegiz;, [Bos birakilan kisma ‘x =
hoa’ yaziyor]

(x = hpa) anahtar fikri ile (x =
h™1a) anahtar fikri arasinda
baglanti kuramamis yalnizca (x =
hya) anahtar fikrinden yola ¢iktig1
icin ‘h € H ve H < G oldugundan
..................... denirse’ kismini
tamamlayamamuistir.

denirse, x = hga elemani Ha olur; ki bu da bize a nin
Ha nin bir alt kiimesi oldugunu séyler. Tersine olarak,
gerek ve yeter sartli teorem oldugu icin, hem gerek
sartini, hem yeter sartini géstermemiz gerekir.

Iki kiimenin esitliginin ispatmni
gerek ve yeter sart ispati olarak
diisiiniiyor.

Ters olarak y eleman Ha alimirsa, x eleman H vardir,
oyle ki, y = xa; Ha yan kiime oldugu icin, y de yan
kiime seklinde yazilabilir, x. a seklinde yazilabilir.

Anahtar  fikri  okuyarak yan
kiimenin  elemanlarinin  nasil
yazilmasi gerektigini yorumluyor.
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Buradan yine grupta birlesme ozelliginden, yani ilk
once buraya [iigiincii adimda verilen ‘ya~! = xe’
esitligini gostererek] bakiyorum y, a~isleme tabi
tuttugu icin, her tarafi sagdan a~lile igleme tabi
tutuyorum. [‘ya™! =xaa™!" yaziyor] Yine birlesme
ozelligini kullan diyor; parantezi agiyorum [‘ya™! =
x(aa™1)’ seklinde paranmteze aliyor].

Ugiincii adimda anahtar fikir
olarak  verilen ya~l = xe
esitliginden yola ¢ikarak y = xa
nin her iki tarafina da ayni yonden
a~! yaziyor ve eksik birakilan ilk
basamagi tamamliyor. Ancak
islemlerini  basamak basamak
ilerletmede problem yasiyor.

Bu da aa™! birim eleman vardir gruplarda e dir.
[‘a.a™! = e’ yazarak sildi]; Birim eleman sey, ters
eleman vardir pardon hocam, yine karistirdim

1. sikkinin ispatinda yaptig1 hangi
kavramsal bilginin hangi adimda
kullanildigimma  yonelik  hatay1
burada yapmiyor ancak basamak
basamak  yazmada  problem
yasamaya devam ediyor.

a~Yelemam G, dolayisiyla ters eleman odzelliginden
yine, ya~ltin e oldugundan = x.e oldugunu séylerim.
Grupta birim eleman vardir. Birim eleman oldugundan,
birim elemanla x i igleme tabi tuttugum zaman, x i
verecektir.

Kavramsal bilgileri dogru bir
bigcimde secip kullanabiliyor.

Buradan x = ya~tolur. Yine a™', G nin bir eleman:
oldugundan, bunu yine a gibi diisiiniirsek, ‘ya’ olur.
Surada y = xa idi. ‘ya’ da, x de ‘ya’ olabilir. O da
eleman H olur. Yani xa seklinde diisiiniirsek ya da y yi
x, gibi alirsak, a=i de a gibi alirsak, xa, y nin elemam
ise, x,a da y nin eleman oldugunu séyleyebiliriz

Eksik birakilan adimlardan Once
verilen y =xa anahtar fikri ile
sonra verilen x = ya~lanahtar
fikri arasinda baglanti kurmaya
calisiyor.

Buradan ya™1, H mn bir elemam ise, ayni sekilde y nin
ya L, H mn elemaniysa, H ya egsit oldugunu
soyleyebiliriz. [‘ya~' = H’ yaziyor] Buradan esit
olduguna gére mod sadece sunu [‘ya~' = H(mod)’
yvaziyor] h olarak alirsak (mod H) ya gore [yazdigi
‘va~! = H(mod)' ifadesindeki H y: h olarak yaziyor
ve ifadeyi “‘ya~! = h (mod H)’ bicimine getiriyor], a
alsak [yazdigi ‘ya~! = h (mod H)’ ifadesini ‘ya™! =
a (mod H)’ seklinde diizenliyor]. Buradan da ya=1 in
denk olacagimi, a séyleyecegiz, (mod H) ya gore
[‘ya—‘1 = a’ denkligini yaziyor]. Veyahut da suradan
da (ya~! € H) direk soyleyebiliriz. ya=* H mn bir
elemant ise, y, a ya gére denktir, (mod H) ya gére;
veya y denk a ya ola... olmayabilir. a =y olabilir,
(mod H) ya gére. Buradan her iki durumda, y elemani
a olur. Ancak ve ancak ikisini birlikte saglamasi igin y
nin a ya esit olmast gerekiyor a ye [Verilen ‘yea’yi
‘esit olmasi gerekir’ seklinde okuyor]. Bu da H min, a
nin, H mn bir alt grup oldugunu gosterir. 1 ve 2 den iki
tarafly alt grup oldugu icin a mn Ha ya esit oldugunu
soyleyebiliriz. [Miilakatcinin sorusu tizerine] Alt kiime,
pardon.

Ispatin tamamlandig1 basamakta
verilenleri  agiklarken  hatali
ifadeler kullamyor.
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Tablo 4.23’te de gorildigi gibi; kavramsal bilgileri ve onceki bilgileri
kullanarak tamamlanmasi beklenen 2. teoremin ispatinda Umut, aktif bir sekilde anahtar
fikirleri kullanmaktadir. Ispati anlamak ve yapacagi islemlere karar verebilmek igin
anahtar fikirleri aciklama yoluna gitmistir. Bosluklardan 6nce ve sonra verilen anahtar
fikirleri bir biitiin olarak diistinmiis ve bu sekilde nasil bir yol izleyecegine karar
vermeye c¢ahismustir. Ik bolimde anahtar fikir olarak verilen hipotezi kullanma
basamagindan yola ¢ikarak islemlerini hatali bir sekilde ilerletse de li¢ilinclii adimda
verilen anahtar fikir yardimiyla bu hatasin1 diizeltmis; ii. adimin ispatina da tgiincii
adimda anahtar fikir olarak verilen esitligi kullanarak baslamistir. Umut, ispatin i.
adiminda basamak basamak ilerlemedigi i¢in aslinda grup 6zelliklerine ait kavramsal
bilgileri sozlii olarak ifade etmesine ragmen yazarken hatali yazmis ve bu durumu
miilakat¢inin uyarisi ile diizeltmistir. Ispata yonelik verilen biitiin anahtar fikirleri tek
tek aciklamasina biitiinclil bir yaklasimla ispati incelemeye c¢aligmasina ragmen;
yalnizca verilen (x = hya) anahtar fikrinden yola ¢ikarak bos birakilan ‘h € Hve H < G
oldugundan ..................... denirse’ ifadesini tamamlayamamistir. Dolayisiyla dnceki
adimlarda kavramsal bilgileri se¢ip kullanabilmesine ragmen burada grupta ters
elemanin varligina yonelik ifadeyi yazamamistir. i sikkinin ispatinda yaptigi hangi
kavramsal bilginin hangi adimda kullanildigina yonelik hatay1 ii sikkinda tekrarlamamis
ancak basamak basamak yazmada problem yasamaya devam etmistir. Ispatin
tamamlandigi basamakta verilen ifadeleri agiklarken Umut’un kullandigi hatali

ifadelerin dikkatsiz ve heyecanl yapisindan kaynaklandig: diigiiniilmektedir.

4.2.4.3. Teorem.3’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.3 Bir (G,.) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplarinin kesigimi

yine G nin bir alt grubudur.

Umut: Bir (G,.) grubunun bir takim sonlu veya sonsuz alt gruplarmmin kesigiminin yine
G nin bir alt grubudur [teoremi okudu]. I = {1,2,3,... } bir indis olmak iizere, alt
gruplarimin kesisimi i eleman I dan, H olsun mesela. H; ler olsun. i eleman I dan. Bu
kesigimi G nin bir alt grubunun oldugunu gosterecegiz [ ‘N Hi < G’ yaziyor]. Bunun

icin a, b eleman H alalim. Kesisim tamimindan, her i eleman I icin...

Miilakatg¢i: H nerede? Sana sonradan H vermis ya neye H demis olabilir?
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umut: [k énce, H mn G nin bir alt grubunun oldugunu géstermem gerekir ki, ondan
sonra da kesisimlerinin alt grubu oldugunu gostermem lazim [‘H < G’ yaziyor]. G

grubunun bir takim alt gruplaruin, bir takim alt grubu diyor ya hocam burada.
Miilakat¢r: Hum. Tamam.

Umut: O yiizden yani H bir takim alt grubu olsun. G olsun. Bu ise bizden sey istiyor.
Kesisim i eleman I min yani surayt yanhs yaptik ashinda [Onceki yazdigi ‘N H; < G’
ifadesini siliyor]. Bunu atladik. H; lerden oldugunu, bunun da G nin bir alt kiimesi
oldugunu géosterecek. [Eksik birakilan boliimden farkili bir yere ‘'H < G = Nijg H; < G’
yvazdi.] E bunun i¢in de a,b eleman H alalim diyor. H dan eleman alvyorum. Kesisim
tanimindan, her i eleman I i¢in, a.b elemam H; dw. Ciinkii a burada, mesela H, in
elemani ise, H, nin elemant da b olur mesela, bu da a.b nin, H; nin elemanlar
oldugunu gosterir. Alt grubun tammindan, her i eleman A icin, mesela alt grup
tamminda her x,y elemam H; icin, x.y~ ' eleman: H; idi [diyerek ‘x,y € H; €
x.y~YH;’ yaziyor]. Bir tanimi. Bu da her i eleman I i¢in. Yani i = mesela I dan 1,2 igin
mesela, a.b~Yeleman: olmal, H, kesisim H, mesela, érnek olarak verirsek, oldugunu
gostermeliyiz. Kesisim tamimindan, a, H; nin elemaniydi. b de H; nin elemaniydi. H

grup oldugundan grupta ters eleman varligindan, , b~ de nerenin elemani olur? H nin

elemant olur. O zaman , a.b™* de elemant H olur. Oyleyse H alt grup G dir.

I @7

Teorem.3: Bir (G,) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) altgruplarinin kesigimi yine G nin
g —— st

bir altgrubudur. @ S (C\ Hi ¢

Ispat.3: I={1,23,..} bir indis kiimesi olsun. IQI
. ——
......................................... e
........... eeeeeeecdurseneseeneeer.... Oldugunu gosterecegiz.
= Hy He

Bununigina,b € L—I;al&m .
- Kesmmm tanimindan; VI. € I 19: H @

- Altgrubun tamm;pdan Vi€ l 19 w H, b1e H

— Kesisimin tanimindan; @ - b~?! E H olur. t

Oyleyse H < G dir. Ruly €& ‘
R i .l - r
X Y ~1 & B

Sekil 4.26. Teorem.3’lin ispatina yonelik Umut’un ¢dziimii
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Ispat tamamlama formunda verilen 3. Teoremin ispatina ydnelik Umut’un

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oztimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.24’te yer verilmistir.

Tablo 4.24.

Umut’un 3. Teorem’'de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Yorum

Bir (G,.) grubunun bir takim sonlu veya sonsuz alt
gruplarmmin kesisiminin yine G nin bir alt grubudur
(teoremi okudu). I = {1,2,3, ... } bir indis olmak iizere,
alt gruplarmmin kesigimi i eleman I dan, H olsun mesela.
H; ler olsun. i eleman I dan. Bu kesisimi G nin bir alt
grubunun  oldugunu  gosterecegiz  [‘NigtH; < G’
yaziyor]. Bunun icin a,b eleman H alalim. Kesigim
tamimindan, her i eleman I icin...

Teoremi  okumasina  ragmen
sonraki adimlarda verilen anahtar
fikirlerden faydalanmadan
hipotezi ve hiikkmii belirlemeye

[Miilakatcinin uyarist iizerine] Ilk énce, H min G nin bir
alt grubunun oldugunu gostermem gerekir ki, ondan
sonra da kesisimlerinin alt grubu oldugunu gostermem
lazim ['H < G’ yaziyor].

calismig ancak ifadeyi eksik
yazabilmistir.

Miilakatcinin =~ uyaris1  {lizerine
sonraki adimlarla teoremin
ifadesini iliskilendirmis ancak
teoremde gecen ‘birtakim alt
gruplariin’  ifadesini  gdzardi

ettigi i¢in ilk 6nce H’nin G’nin bir
alt grubu oldugunu sonra da
H’larin  kesigimlerinin alt grup
oldugunu gostermeyi planlamustir.

G grubunun bir takim alt gruplarvun, bir takim alt
grubu diyor ya hocam burada. O yiizden yani H bir
takim alt grubu olsun. G olsun. Bu ise bizden gey istiyor.
Kesigim i eleman | min yani surayr yanls yaptik aslinda
[Onceki yazdigi ifadeyi siliyor] (...) [eksik birakilan
boliimden farkli bir yere ‘H<G= NigH; <G’
yvazdi]

Anahtar fikirleri ve teoremin
ifadesini tam anlamiyla
iliskilendirememis dolayistyla
hipotezi ve hiikkmii dogru bir
diisiinceyle olusturamamustir.
Ispatta belirtilenin aksine H’lari
alt grup, H;’leri de bu alt gruplarin

kesisimi olarak ele almustir.

E bunun icin de a,b eleman H alalim diyor. H dan
eleman alyyorum. Kesisim tanimindan, her i eleman |
icin, a.b elemam H; dir. Ciinkii a burada, mesela H; in
elemani ise, H, nin elemant da b olur mesela, bu da a. b
nin, H; nin elemanlar: oldugunu gésterir

Hipotezi ve hilkmii belirleme
basamagini yanlis bir diisiinceyle
olusturdugu igin kesisimin
tanimini da yanlis yorumluyor.

Alt grubun tamimindan, her i eleman A icin, mesela alt
grup tamminda her x,y elemant H; icin, x.y~1 eleman:
H;idi /diyerek ‘x,y € H; € x.y H;’ yaziyor].

Alt grup tanimini biliyor.
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Tablo 4.24. (Devami)

Alt grup tanmmmum bildigi halde
hipotezi ve hiikkmii belirleme
Bu da her i eleman I igin. Yani i= mesela I dan 1,2 icin basamagin1 yanlig bir diisiinceyle
mesela, a.b~elemam olmali, H, kesisim H, mesela, olusturuyor ve ispati biitiinciil bir

ornek olarak verirsek, oldugunu géstermeliyiz yaklasimla ele alamadig1 icin
altgup tanimini ifadeyle
iligkilendiremiyor.

‘a, b€ H’ dan ve ‘ a.b 1€ H;’
den yola ¢ikmasi gerekirken son
basamagi kendi olusturdugu ancak
teoremin  ifadesine zit olan

Kesisim tammuindan, a, H; nin elemaniydi. b de H; nin
elemamydi. H grup oldugundan grupta ters eleman
varligindan, , b™' de nerenin elemani olur? H min

mantiktan yola ¢ikarak
elemant olur.

agiklamaya ¢alismis ancak basaril

olamamustir.

Tablo 4.24°te de goriildiigii gibi; hipotezi ve hitkkmii belirleyerek tamamlanmasi
istenen 3. Teoremin ispatinda Umut, sonraki adimlarda verilen anahtar fikirlerle
teoremin ifadesini birbiriyle iliskilendirememis, miilakat¢cinin uyarisi iizerine sonraki
adimlarla teoremin ifadesini iliskilendirmeye ¢alismig ancak teoremde gecen ‘birtakim
alt gruplarinin’ ifadesini gozardi ettigi i¢in ilk dnce H’nin G’nin bir alt grubu oldugunu
sonra da H’lerin kesisimlerinin alt grup oldugunu goéstermeyi planlamistir. Anahtar
fikirleri ve teoremin ifadesini tam anlamiyla iliskilendiremedigi i¢in hipotezi ve hikkmii
dogru bir diisiinceyle olusturamamus, ispatta belirtilenin aksine H’leri alt grup, H;’leri de
bu alt gruplarin kesigsimi olarak ele almistir. Bu durumda matematiksel notasyon bilgisi
eksikligi de gbze carpmaktadir. Hipotezi ve hiikkmii belirleme basamagini yanlis bir
diisinceyle olusturdugu igin kesisimin tanimini da yanlis yorumlamustir. Alt grup
tanimin1 bildigi halde hipotezi ve hiikmii belirleme basamagini yanls bir diisiinceyle
olusturmus ve ispat1 biitlinclil bir yaklasimla ele alamadig: icin alt grup tanimini

3

ifadeyle iliskilendirememistir. ‘a,b € H> dan ve ‘ a.b™! € H;” den yola ¢ikmasi
gerekirken son basamagi kendi olusturdugu ancak teoremin ifadesine zit olan mantiktan
yola ¢ikarak agiklamaya calismis ancak basarili olamamistir. Goriildiigii gibi Umut bu

teoremin ispatinda anahtar fikirleri etkili bir sekilde kullanamamastir.

4.2.4.4. Teorem.4’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.4 Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.
Umut: Order G, k; (o(G) = k) ve, ve k asal ise, G grubu bir devir grubudur [Teoremi

okudu]. o(G) = k ve k asal olan G nin bir devir grubu oldugunu gosterecegiz. a eleman
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G, gruptan bir eleman alalim. Eger bu e den farkli olsun. a elemani tarafindan gerilen
H alt devir grubunu diisiinelim. Lagrange teoreminden sonlu bir grubun elemaninin
mertebesi, grubun mertebesini bélecekti. Ancak o(G) =k asal oldugundan 1 ve
kendisinden baska béleni yoktur [verilen anahtar fikirleri okudu]. O halde, eger o
zaman o(H) nin ben ne oldugunu séylerim? Ya 1 oldugunu soylerim, ya da k ya esit
oldugunu soylerim. 1 ve kendisinden baska béleni yoksa bunlari yazabilirim [‘'o(H) =
1,0(H) = k’ yazdi].

Eger o(H) 1 e esitse bu (H) e dir. Bu da e tarafindan iiretilir [ {e} = (e)’ yazdi]. Eger
o(H) = k ise. Gruplarda, grubun mertebesi ile elemanin mertebesi eger birbirine
esitse, 0 devirli ise G grubu, H alt grubu icin de devirli oldugunu séylerim. Yani o(G)
eger k eleman tarafindan iiretiliyorsa, buradan o(H) da yine k tarafindan iiretilir derim
[‘0(G) = (k) = o(H) = (k) yaziyor]. Bu da H nin bir devir grubu oldugunu gosterir.

[‘H bir devir grubu oldugunu gésterir.’ yaziyor] Oldugunu gosterir.

Teorem.4: 0(G) = k ve k asal ise G grubu bir devir grubudur.
Ispat4: o(G)=kvek gsal olan G nin bir devir gn_]bu oldugqnu gostereceglg,
a € G ve a-# e olsun. a elemani tarafindan gerilen H alt devir grubunu

disiinelim.
R
Lagrange teoremi geregince; o(H) | 0(G) olmaldr.

Ancak o(G) = k asal oldugundan 1 ve kendisinden bagka boleni zok_}'ur.

O halde; @i o ol =k
o U | 6&0%@

(e\ = ced
h olH)=<8)
B b deu
arubu o [dugunry

Sekil 4.27. Teorem.4’lin ispatina yonelik Umut’un ¢oziimii
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Ispat tamamlama formunda verilen 4. Teoremin ispatina ydnelik Umut’un

coziimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.25°te yer verilmistir.

Tablo 4.25.

Umut’un 4. Teorem’'de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Yorum

O halde, eger o zaman o(H) nmin ben ne oldugunu
soylerim? Ya 1 oldugunu séylerim, ya da k ya esit
oldugunu soylerim. 1 ve kendisinden baska béleni yoksa
bunlari yazabilirim [‘o(H) = 1,0(H) = k’ yazdy].

Verilen anahtar fikirlerden yola
cikarak ve asal sayl tanimini
kullanarak ‘o(H) = 1,0(G) =k’
¢ikariminda bulunuyor.

Eger o(H) 1 e esitse bu (H) e dir. Bu da e tarafindan
uretilir ['{e} = (e) yazdi].

Yapmis oldugu cikarimla
yukarida verilen a # e anahtar
fikrini iliskilendirememistir.

Eger o(H) = k ise. Gruplarda, grubun mertebesi ile
elemanmin mertebesi eger birbirine esitse, o devirli ise G
grubu, H alt grubu icin de devirli oldugunu soylerim.
Yani o(G) eger k eleman tarafindan iiretiliyorsa,
buradan o(H) da yine k tarafindan iiretilir derim.

[‘0(G) = (k) = o(H) = (k) yaziyor.]

Soyledigi ciimle ile yazdig1 ifade

Gruplarda, grubun mertebesi ile elemanin mertebesi
eger birbirine esitse, o devirli ise G grubu, H alt grubu
igin de devirli oldugunu séylerim.

birbirinden farkli oldugu igin
‘elemanin mertebesi’ ifadesiyle
‘o(H) = K’yi kastettigi
diistiniilmiistiir.

‘Alt grup devirli ise G de
devirlidir’  yorumu  yapmasi

beklenen ispatta ‘G devirli ise H
alt grubu i¢in de devirli oldugunu
sOylerim.” diyerek yanlis bir
diisiince Uretmistir.

Yani o(G) eger k eleman tarafindan iiretiliyorsa,
buradan o(H) da yine k tarafindan iiretilir derim.
[‘0(G) = (k) = o(H) = (k) yaziyor.] Bu da H nin bir
devir grubu oldugunu gosterir. [‘H bir devir grubu
oldugunu gosterir.’ yaziyor.]

Grubun mertebesi ve grubu lireten
elemani ayni1 gosterimle ele almig
ayrica disiindiiklerini
matematiksel notasyona uygun bir
bi¢imde ifade edememistir.

Tablo 4.25’te de gorildiigii gibi; Umut, verilen anahtar fikirleri ve asal asayi
tanimini kullanarak tamamlanmasi beklenen Teorem.4’{in ispatinda hem verilen anahtar
fikirleri hem de asal sayr tanimimni kullanarak bir takim ¢ikarimlarda bulunmus, bu
cikarimlar1 anahtar fikirlerle destekleyemedigi dolayisiyla biitiinciil bir yaklasim
sergileyemedigi igin ispati tamamlayamamustir. ‘Alt grubu devirli ise G de devirlidir’

yorumunun yapilmast beklenen ispatta ‘G devirli ise H alt grubu i¢in de devirli
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oldugunu soylerim.” diyerek yanlis bir diisiince tiretmistir. Umut, grubun mertebesi ve
grubu tireten eleman1 ayni gosterimle ele almis ayrica diisiindiiklerini matematiksel
notasyona uygun bir bigimde ifade edememistir. Daha once kullandigr ‘o(H) = k’
dogru yazimin sonralar1 ‘o(H) = (k)’ olarak hatali bir sekilde yazmasinin; Umut’un
matematiksel notasyon bilgisi eksikliginden degil de dikkatsiz ve dagiik olmasindan

kaynaklandig1 diistiniilm{stiir.

4.2.4.5. Teorem.5’in ispatina yonelik bulgular

Teorem.5 G bir grup ve a € G olsun. Vx € G icin, ¢,(x) = axa™! ile tanimh

@s: G = G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢ otomorfizmasi denir.

Umut: G bir grup ve a, G nin bir elemani olsun. Her x eleman G igin @,(x) = axa™!

ile tamimlr @4, G den G ye G nin bir otomorfizmasidir. @, 'va G nin bir i¢ otomorfizmasi
denir [Teoremi okudu]. Ispatimizi yapalim. Her x,y eleman G icin, ilk oOnce
Qo (xy) 'nin bir otomorfizma oldugunu gostermek istiyorum. Buradan (¢,(xy) =
a(xy)a™Y) ciktist su x (Teoremin ifadesinde verilen esitlikte ‘axa™!’ ifadesindeki X)
elemanmimi xy gibi diisiiniirsek. a(xy)a™! olur. Buradan (a(xy)a™!) su arada
[‘a(xy)a~1!" ifadesinde (xy) nin ortasim géstererek ‘e’ yaziyor] bir birim eleman gibi
diistiniirsek, e gibi. a(xx~'x) olarak alirim. Oyle mi aliyorduk? Birim eleman gibi
diisiiniiyorduk. a(xx~1xy)a~t alsam, surasi [yazdigi ‘a(xx~1xy)a~!’ ifadesinde

1

‘x"1x’ i gostererek] e olacagindan, degisen bir sey olmaz. Ya da xx ‘mi alyorduk?

Hah surada axa™! [teoremin ifadesinde verilen esitligi gostererek] a cinsinden

—1>

alacagiz. O zaman surada, a~‘a alirsam ben hocam [‘a(xx 1xy)a ifadesini

1> seklinde diizenliyor], su a™'a e oldugu icin, bu (a(xa lay)a™?)

‘a(xa tay)a”
degismeyecektir. Birlesme ozelligini parantez kaydirarak, séyle (= (axa™1)(aya™1))
belirlerim. @, nin elemanlart axa™?! lerden olustugu icin, su ((axa™1)) @ (x) olacaktir.
Bu da ((aya™)) @(y) oldugundan, @, bir homomorfizmadir [islem basamaklarindan

sonra verilen anahtar fikrin ifadesini okudu].

Pa.(xy) = @o(x), pa(x)ve @, (y) oldugu icin [islem basamaklarindan dnce ve sonra
verilen anahtar fikirleri géstererek ‘@(x)’ ve ‘©(y)’ yvi ‘@q(x)’ ve ‘@q(y)’ olarak
diizenledi] @ bir homomorfizmadur. Simdi homomorfizma oldugunu gosterdik, bire-bir

ve orten oldugunu gostermemiz gerekiyor. @q(x) = @q(y) ise, @, (x) in ¢iktis1 axa™?,
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©,(y) nin ¢iktist da aya~lolur. Buradan x =y oldugunu gostermeliyiz. axa™! =

~1 ve sagdan a ile isleme tabi tutarsam

aya~Yoldugundan her iki tarafimi soldan a
a laxa™la = alaya=la, (a ta) e, (a la) e oldugundan, x = y elde edilir. O zaman
@, bire-birdir. Orten oldugunu géstermem icin, deger kiimesinden alacagim bir eleman
icin, her y eleman deger kiimesi icin, @,(x) yani, eleman axa™lolacak sekilde, yani
deger kiimesinden aldigim her y elemant icin, ¢(x) =y olacak sekilde bir x eleman G

-1

oldugunu gdstermem gerekiyor. @,(x) = axa™"in y ye esit olacak sekilde bir x

elemanint bulunabilir. Ciinkii axa™!

=y ise, her tarafi a mn, soldan a min tersi ve
sagdan a ile igleme tabi tutarsam, a ‘axa 'a = a“lya, x = a lya elde edilir. O
zaman ¢, ortendir. Boyle bir x elemani tamm kiimesinden buldugumuz icin, orten
oldugunu gosterir bize. Su halde hem bire-bir, hem orten, bir de homomorfizma oldugu
icin, G bir otomorf.., seydi izomorfizmadir. Ama G de deger kiimesi ve tanim kiimesi esit

oldugundan, aynt zamanda bu otomorfizmadir. Ama hocam i¢ otomorfizmasidir denir

diyor ya, bunu gostermemis. Sadece otomorfizma oldugunu gostermis.

Teorem.5: G bir grup ve a € G olsun. Vx € G igin,

ﬁ(ﬁ:@‘w <y afcgla~T

1le tammh (%) ’G' -G Bnm bir otomorfizmasidir. Paya G nin bir i¢

s = “'-m-\//)

ptomorﬁzmasx de —

Ispat.5: -.;_& igin;, A 4 - 40{ ce
Pa(xy) = a(xy)at= & (X‘u%\a‘
A )
< = (&% aa (a ya
Oldugundan, ¢, bir homomorfizmadir. i \e C ¢ ) \Q (3 4 y
e — "
a2 — axa = qga
Pa (%) —<pa(y) =»axa”! = aya”’ =>x-y N

Oldugundan g, 1-1 dir. a~a ><a4°' =a o yaa

Vy € Gi igin Pa (x.': y olacak sek@
Jx € G bulunabileceginden, ¢, Orten deA olur. Su llaid_e_gg_G_rml_b.lr Y = ﬁ

otomorfizmagidir. a’ axae_o a?,g

o £ 001 o gy 0 ¥y 1o

Sekil 4.28. Teorem.5’in ispatina yonelik Umut’un ¢éziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 5. Teoremin ispatina ydnelik Umut’un
cozlimlerini igeren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.26’da yer verilmistir.



Tablo 4.26.

Umut'un 5. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi
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Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Yorum

Her x,y eleman G icin, ilk once @, (xy)’nin bir
otomorfizma oldugunu goéstermek istiyorum. Buradan
(9o (xy) = a(xy)a™?!) ¢iktisi su x (Teoremin ifadesinde
verilen esitlikte ‘axa™'’ ifadesindeki x) elemanini xy
gibi diisiiniirsek. a(xy)a~? olur.

Verilen anahtar fikri okuyor ve
teoremin ifadesinde  verilen
esitlikten yola ¢ikarak anahtar
fikri agikliyor.

Buradan (a(xy)a™Y) su arada [‘a(xy)a~!’ ifadesinde
(xy) nin ortasim gostererek ‘¢’ yaziyor] bir birim
eleman gibi diigiiniirsek, e gibi. a(xx~'x) olarak alirim.
Oyle mi aliyorduk? Birim eleman gibi diisiiniiyorduk.
a(xx™Yxy)a~t alsam, surasi [yazdigi ‘a(xx~1xy)a™1’
ifadesinde ‘x~1x’ i gdstererek] e olacagindan, degisen
bir sey olmaz. Ya da xx~1 mi aliyorduk? Hah surada
axa~* [teoremin ifadesinde verilen esitligi gostererek]
a cinsinden alacagiz. O zaman surada, a la alirsam
ben hocam [‘a(xx"1xy)a™l’ ifadesini
‘a(xa™Yay)a™t’ seklinde diizenliyor], su a‘a e
oldugu icin, bu (a(xa tay)a™1) degismeyecektir.

(a(xx"1xy)a~lhatali bir sekilde

yaptigi islemleri teoremin
ifadesinde ~ verilen  ‘@,(X) =
axa™l”  esitligini  gostererek
a(xa~lay)a™?! seklinde

diizenliyor. Grupta birim eleman
ozelligini  (axa !)(aya™!) vye
ulagsma amacma hizmet edecek
sekilde uygulayabiliyor.

Birlesme ozelligini  parantez kaydirarak, soyle (=
(axa Y (aya™1)) belirlerim. @, mn elemanlar: axa™*
lerden olustugu icin, su ((axa™1)) @(x) olacaktir. Bu

da ((aya™)) o(y) oldugundan, ¢, bir
homomorfizmadwr  [islem  basamaklarindan  sonra

verilen anahtar fikrin ifadesini okudu].

Grupta birlesme ozelligini
kullanarak islemlerini ilerletiyor
ve (axa~1)(aya™!) i elde ediyor.

Pa(xy) = (%), @a(x) Ve @a(y) oldugu icin ¢ bir
homomorfizmadir.

Islem basamaklarindan once ve
sonra verilen anahtar fikirlerle
buldugu sonucu iliskilendirerek
onceden yazdig1 ‘@(x)’ ve ‘@(y)’

yi ‘@a(x)’ ve ‘@,(y)’ olarak
diizenliyor.
Pa(X) = @a(¥) ise, @q(x) in ¢iktist axa™, @q(y) nin
ciktist da aya~'olur. Buradan x =7y oldugunu
fff’”"}f..liyiz. 2,") Ol”te”v Oldzg“m; gdSte.r".’e’"hi§i”’ Bire-birlik  ve  ortenligin
eger kimesinden alacagim bir eleman igin, her y Ll ige aoner  fikireri

eleman deger kiimesi i¢in, @4,(x) yani, eleman
axa~Yolacak sekilde, yani deger kiimesinden aldigim
her y elemam icin, @(x) =7y olacak sekilde bir x
eleman G oldugunu gostermem gerekiyor (...)

islemler yaparak acikliyor.

Su halde hem bire-bir, hem orten, bir de homomorfizma
oldugu i¢in, G bir otomorf.., seydi izomorfizmadir. Ama
G de deger kiimesi ve tamm kiimesi esit oldugundan,
aynt zamanda bu otomorfizmadir. Ama hocam i¢
otomorfizmasidir denir diyor ya, bunu gostermemis.
Sadece otomorfizma oldugunu géstermis.

Otomorfizm, izomorfizm ve ig
otomorfizm  kavramlarina  ait
ozellikleri tam anlamiyla bilmiyor
yalnizca teoremin ifadesinden ve
ispattan yola ¢ikarak bir yorum
yapmaya calisiyor.
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Tablo 4.26’da da goriildiigii gibi; Umut, tamamlanmasi beklenen Teorem.5’in
ispatinda teoremin ifadesinde verilen esitlikten yola ¢ikarak verilen x,y € G ve

1

@a(xy) = a(xy)a™" anahtar fikirlerini agiklamis ve bu sekilde ispata baslamistir.

Hatali bir sekilde baslattign islemlerini teoremin ifadesinde verilen ‘@,(x) = axa !’
esitligi yardimiyla yeniden diizenlemis ve grupta birim eleman ile birlesme 6zelliklerini
(axa™1!)(aya™!) ye ulasma amacma hizmet edecek sekilde uygulayabilmistir. Islem
basamaklarindan once ve sonra verilen anahtar fikirlerle buldugu sonucu iligskilendirerek
hatalarmi1 ortadan kaldirabilmistir. Ispat tamamlama siirecini basarili bir sekilde
tamamlayan islemlerini dogru bir bicimde ortaya koyan Umut'un otomorfizm,
izomorfizm ve i¢ otomorfizm kavramlarina ait 6zellikleri tam anlamiyla bilmedigi

yalnizca teoremin ifadesinden ve ispattan yola cikarak yorum yapmaya calistig

gOriilmiistiir.

4.2.4.6. Teorem.6’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.6 S kiimesi bir V vektor uzaymin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’ € S

olacak sekilde V vektor uzayinin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdir.

Umut: S kiimesi bir V vektor uzayimin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S' de, S' alt
grup S olacak sekilde, V vektor uzaywn bir alt kiimesi ise, S' de lineer bagimsizdwr
demig [teoremi okudu]. Simdi lineer bagimsizlik tanimint kullanarak c; eleman R ve x;
eleman S lerden olusacak sekilde cy.x, + Cy. x5 + C3.%3 + -+ + ¢;. x; lerden olusuyor,
bu ifadenin 0 a esit [‘c;.x1 + C3. x5 + C3.X3 + -+ cj.x; = 0’ yazdi], eger biitiin
C1,C3,C3 ler 0 a esitse ¢y, ler lineer bagimsizdir; ancak bir tanesi igin eger 0 dan farkl
bir ¢; icin, bu lineer bagimlidir. Sisteminin lineer bagimsiz olabilmesi igin tiim c; lerin 0
olmasi gerekir. cq,c,, c3, ¢, hepsi birden c,, hepsi birden 0 olmasi gerekir. O yiizden
¢; = 0 vei; 1denn e kadar olmalidir demis. Daha sonra S' kiimesi S nin bir alt kiimesi.
S nin bir alt kiimesi oldugundan [S' C S yazdi], bazi x; ler yani suradaki (S) x; ler bazi
x; ler, ayriyeten bu kapsadigi i¢in S’ nii, bunun (S') da elemani olacaktir. Dolayistyla
x; den v; ye bir fonksiyon tamimladigim zaman buna gore; yine i = 1,2,3 ...n e kadar
gitsin. vy.xy + vy.x, + -+ v, x,, = 0 [bos bwrakilan ikinci kisma vi.xy + V. X5 +
o+ vp.x, = 07 esitligini yazdi] olmasi i¢in yine v; lerin hepsinin birden 0 olmasi

gerekir. Lineer bagimsiz olmast igin. Esitligini yazalim. Bu v; vektorleri, S nin
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elemanlart oldugundan yani v; ler S nin elemani oldugundan [‘v; € S’ yaziyor] v;
vektorleri lineer bagimsizdir. S nin niye elemanlari? Ciinkii v; ler x; leri, v; vye
gotiirtiyor [ ‘x; = v;’ yaziyor]. Suradan x; alirsam, bunu (x;) f (x;) ye gotiiriir v; de. Bu
(x;) ayni zamanda S' niin de elemant idi. S' de x; yi yine f(x;) ye gotiirecek. O yiizden
v; vektorleri aymi zamanda S de S’ nii kapsadigi icin ayni sekilde bu x; yi f(x;) ye
gotiirecektir. v; vektorlerinin elemant olur. Yani S, burada v; vektérleri S nin
elemanlart olur, x; ler. Ciinkii f(x;) seklindedir. Dolayisiyla elemani olur. Buradan da

lineer bagimsiz oldugunu séyleriz.

Teorem.6: S kiimesi b1r V vektor uzaymm lineer bagimsiz bir alt kiimesi ves ! de S " € S olacak

sekllde vV vektor uzayimn bir alt kumem ise §' de li 1zd1r.

»

Ispat.6: c; € Rvex; €S olsun S kUme51 lineer bag1m51z oldugundan,
&‘}..T&.Q‘LXI*‘CZ Xj y -~ GXi =0

Sisteminin g:ozumungg:_ugn c; ki

Punegut Xl+le1+-—~ ~0 §C 3

o LS e A @
esitligini yazalim. Bu v; v ﬂtorlerls m; k/torlen ineer
DABIMSIZAIL. .....eevveeeeeeeeeeeieeeeaeeeeeseseeie s Yi-»@(xl

= ‘Q(K\"), K \)’@

T o

Sekil 4.29. Teorem.6 nin ispatina yonelik Umut’un ¢ézimii

Ispat tamamlama formunda verilen 6. Teoremin ispatina ydnelik Umut’un
¢oziimlerini iceren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢éziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.27’de yer verilmistir.




Tablo 4.27.

Umut’un 6. Teorem’'de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi
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Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Yorum

Simdi lineer bagimsizlik tamimint kullanarak c; eleman
R ve x; eleman S lerden olusacak sekilde cq.x; +
Cy.X9 + C3.X3 + -+ + ¢;. X; lerden olusuyor, bu ifadenin
0 a esit [‘crxy+cpxy+c3.x63++c¢c.xi=0
yazdi], eger biitiin c1,c,,c3 ler 0 a esitse c, ler lineer
bagimsizdir; ancak bir tanesi igin eger 0 dan farkl bir
c; igin, bu lineer bagimlidir.

ci €ER ve x; €S ile S kiimesinin
lineer bagimsiz olarak verildigi
anahtar fikirler yardimiyla
C1.X1 +C2. Xy + C3.X3 + -+ +
¢;-X; = 0 esitligini yaziyor.

eger biitiin cq,¢y,¢c3 ler 0 a esitse c, ler lineer
bagimsizdir; ancak bir tanesi igin eger 0 dan farkl bir
c; igin, bu lineer bagimlidir.

Lineer bagimsizlik tanimimi ifade
edebiliyor.

Sisteminin lineer bagimsiz olabilmesi igin tiim c; lerin 0
olmast gerekir. cq, c,, c3, c4 hepsi birden c, hepsi birden
0 olmasi gerekir. O yiizden c; = 0 ve i; 1 den n e kadar
olmalidir demis. Daha sonra S' kiimesi S nin bir alt
kiimesi. S nin bir alt kiimesi oldugundan ['S' c S’
yazdi], bazi x; ler yani suradaki (S) x; ler bazi x; ler,
ayriyeten bu kapsadigi icin S' nii, bunun (S') da
elemant olacaktir. Dolayisiyla x; den v; ye bir fonksiyon
tammladigim zaman buna gére

Anahtar fikri

yorumluyor.

okuyor  ve

yinei =1,2,3..n e kadar gitsin. v;.x; + vy.x, + -+
Up.Xn =0 [bos bwakilan ikinci kisma ‘vi.x; +
Vo Xy + o+ vp. Xy, = 07 esitligini yazdi] olmasi igin
yine v; lerin hepsinin birden 0 olmasi gerekir.

Anahtar fikir olarak verilen ‘S’
kiimesi S nin bir alt kiimesi
oldugundan bazi x; ler S’ de
olacaktir. Xj = Vi olsun.’
ifadesinde x; =»v; yi yanls
yorumlayarak v; leri Kkatsayi
olarak diisiindigii i¢in esitligi
dogru yazamiyor.

(..)v;  vektorleri lineer bagimsizdir. S nin niye
elemanlari? Ciinkii v; ler x; leri, v; ye gétiirtiyor(...)

Ikinci esitlikten sonra verilen
anahtar  fikri  anlamaya ve
aciklamaya calisiyor. X; — v; Vi
sekilsel olarak biliyor ancak bu
ifadeyi ispata nasil uygulayacagini
bilmiyor.

Suradan x; alirsam, bunu (x;) f(x;) ye gotiiriir v; de.
Bu (x;) ayni zamanda S’ niin de elemani idi. S’ de x; yi
yine f(x;) ye gotiirecek. O yiizden v; vektorleri aym
zamanda S de S’ nii kapsadigi icin ayni sekilde bu x; yi
f(x;) ye gotiirecektir. v; vektorlerinin elemani olur.
Yani S, burada v; vekeorleri S nin elemanlart olur; x;
ler. Ciinkii f(x;) seklindedir. Dolayisiyla elemant olur.
Buradan da lineer bagimsiz oldugunu séyleriz.

Anahtar fikre agiklama getirmeye

ve dolayisiyla yazdigi ikinci
esitlikle anahtar fikri
iligkilendirmeye c¢alisiyor ancak
ispatta  v; nin  iglevini
anlayamadigi igin ispati
tamamlayamiyor.
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Tablo 4.27°de de goriildigi gibi; Umut, tamamlanmas: beklenen Teorem.6’nin
ispatinda, anahtar fikir olarak verilen ‘c; € R ve x; € S ile S kiimesinin lineer bagimsiz
oldugundan’ ifadesini etkin bir bi¢imde kullanarak ilk boslugu doldurabilmesine ve
lineer bagimsizlik tanimini ifade edebilmis olmasina ragmen; ‘x; — v;’ ifadesini ispata
nasil uygulayacagimi bilemeyerek yanlis yorumlamis dolayisiyla her ne kadar sonraki
adimlarda verilen anahtar fikirlerle bir baglanti kurmaya ¢aligsa da bunu basaramamis
ve ispatt tamamlayamamistir. Umut, eksik birakilan ilk adimda c;.x; + ¢cp. x5 +
C3.X3 + -+ ¢;. x; = 0 esitliginde c,.x, yazmast gerekirken c;.x; yazmis ancak eksik
birakilan ikinci adimda bu hatayr yapmadigi icin bu durumun dikkatsizlik kaynakli

oldugu diistiniilmiistiir.

4.2.4.7. Teorem.7’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.7: U ve W kiimeleri V' vektor uzaymnin birer alt uzayr olmak iizere; U N W

kiimesi de V nin bir alt uzayidir.

Umut: U ve W kiimeleri V vektér uzayinin birer alt kiimesi olmak iizere, U kesisim W
kiimesinin V nin bir alt uzayr oldugunu gdsteriniz [teoremi okudu]. w,v elamam U
kesisim W icin w.v nin elamant U kesisim W, ve ¢ elemani F cismi i¢in, c.u nun
elamant U kesisim W oldugunu [eksik birakilan kisimdan farkli bir boliimde ‘u,v €
UnNnWicinuveUNW’ve ‘c € Figinc.u € UNW ifadelerini yazdi] veya ikisinin
birlesmis hali; u, v eleman: U kesisim W olsun. ¢ eleman F cisim denilsin. c.u + v nin
U kesisim W nin elemani oldugunu gdostermeliyiz [Hipotezi ve hiikmii belirleme
basamagint okudu]. u,v elemani U, kesigimin tanimindan ve u,v elemant W olur. Her
ikisinin de elemani olur. u, v eger kesigimin elemant ise hem U nun elemanidir hem W
nmin elemanidir. Buradan ¢ elemant F icin, F cismi icin, c.u elemam U kesisim W ve
c.u elemant, U ve c.u elemanit W dir [‘c € Ficincu € U Acu € W’ yazdi]. Ciinkii ¢
bir cisim oldugu icin u elemani U kesisim W oldugu i¢in, hem u elemant U, u elemani
W, c.u ile ¢carptigimiz zaman, skaler ile carptigimiz zaman, bunlar (c.u) da U nun ve
W nmin elemanlart olacaktir. c.u ve v elemamdir U ve c.u ile v elemamdir W ise
[‘cu,veU Acu,v € W’ yazdi] hem c.u elemani, hem v elemani ise iki elemanin
toplami da yine bu kiimededir. Dolayisiyla c.u + v eleman U, c.u + v elemanmt W

olur. Buradan da c.u + v nin eleman: U kesisim W oldugunu séyleriz. Veyahut da hem
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diger yoldan, hem u.v nin elemani U kesisim W oldugunu gésterip, c.u nun da skalerle
carpiminda yine kapali oldugunu, yani ¢arpmaya gorve kapali, hem skalerle ¢carpma

islemine gore kapali oldugunu gostererek de séyleyebilirdik.

Teorem.7: U ve W kiimeleri V vektor uzayinin birer alt uzay1 olmak iizere; U N W kiimesi de V
f et

u,v € UNW olsun. ¢ € F (F cisim) denilsin.
cu+v€ UnW oldugunu gostermeliviz

Ispat.7:

Sekil 4.30. Teorem.7 ’nin ispatina yonelik Umut’un ¢éziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 7. Teoremin ispatina ydnelik Umut’un

¢oziimlerini igeren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.28’de yer verilmistir.



Tablo 4.28.

Umut’un 7. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi
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Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Yorum

u,v elamam U kesisim W icin u.v nin elamanm U
kesisim W, ve ¢ elemant F cismi icin, c.u nun elamani
U kesisim W oldugunu [eksik birakilan kissmdan farki
bir bolimde ‘u,v eUNWicinuveUNW’ve c€
Ficinc.u e UNW’ ifadelerini yazdi] veya ikisinin
birlesmis hali; u,v elemam U kesisim W olsun. ¢
eleman F cisim denilsin. c.u + v nin U kesisim W nin
elemam oldugunu gostermeliyiz [Hipotezi ve hiikmii
belirleme basamagini okudu]

Teoremin ifadesinden ve hipotezi
ve hiikkmii belirleme basamaginda
verilen anahtar fikirlerden yola
cikarak ispatt nasil yapacagi
hakkinda yorum yapiyor.

u, v elemanm U, kesisimin tanmimindan, ve u,v elemani
W olur. Her ikisinin de elemani olur. u,v eger
kesisimin elemanti ise, hem U nun elemanidir hem W nin
elemanmidir

uv eUNW = uyv elU A
u,v € W anahtar fikrini kesisimin
tanimini kullanarak yorumluyor.

Buradan ¢ elemani F icin, F cismi icin, c.u elemant U
kesisim W ve c.u elemani, U ve c.u elemamt W dir
[‘ceEFicincueU Acu €W’ yazdi]. Ciinkii ¢ bir
cisim oldugu icin u elemam U kesigim W oldugu i¢in,
hem u elemam U, u elemant W, c.u ile ¢carptigimiz
zaman, skaler ile carptigimiz zaman, bunlar (c.u) da
unun ve W mnn elemanlart olacaktir. c.u ve v
elemamdwr U ve c.u ile v elemamidir W ise [‘cu,v €
UAcu,veW’ yazdi.] hem c.u elemani, hem v
elemani ise iki elemanin toplami da yine bu kiimededir.
Dolayisiyla c.u+v elemam U, c.u+v elemam W
olur. Buradan da c.u + v nin elemani U kesisim W
oldugunu soyleriz.

Eksik birakilan boliimleri
tamamlarken, yalnizca kesisimin
tanimin1 esas alarak alt uzay
kavramina  yonelik  bilgileri
gozden kacirdigi ispati
eksiksiz bir bicimde
tamamlayamiyor.

icin

Tablo 4.28’de de goriildiigii gibi; Umut, tamamlanmasi beklenen Teorem.7’nin
ispatinda, teoremin ifadesinden ve anahtar fikir olarak verilen hipotez ve hiikiimden
yola ¢ikarak ispati nasil yapacagna iligkin yorum yapmis ve boylelikle ispata
baslamistir. Eksik birakilan boéliimleri tamamlarken, yalnizca kesisimin tanimini esas
alarak alt uzay kavramina yonelik bilgileri gozden kac¢irdigi icin ispati eksiksiz bir

sekilde tamamlayamamastir.
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4.2.5. Hasan’1n Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumu

Hasan genel olarak; sessiz bir yapiya sahip olmamasina ragmen bazi sorularda
sesli diisiinmekte zorluk yasamis bu ylizden miilakatgr Hasan’1 sesli diisiinmeye tesvik
etmek ve diisiincelerini agiga c¢ikarabilmek amaciyla sik sik soru sormak durumunda

kalmastr.

4.2.5.1. Teorem.1’in ispatina yonelik bulgular

Teorem.1 (G,.) birgrupve N < G = G/N bir gruptur.

Hasan: Bunu simdi sunu gosterecegiz. Hani G /N oldugunu gésterecegiz. Birlesme

ozelliginin var oldugunu gosterir. Evet. [Diistiniiyor]
Miilakatci: Nasil gosteririz? Ne diistintiyorsun?

Hasan: Yani simdi buraya [son adimda verilen [(xN)(yN)](zN)’ anahtar fikrini
gosteriyor] ulasmamiz igin degisiklikler yapmamiz gerekiyor. x indis y,z. Yani bu bir
dontistimle yapiliyordu. Hani normal alt grup doniisiimii vardi galiba. Hani su
sekildeydi. (yN).(zN) = (yzN) qibi bir doniisiimii vardi herhalde. Ondan otiirii o
sekilde yapiyorduk. Bunu nasil yapariz bu... Hem normal alt grupsa, yani Nx =
xN seklinde bir esitligi vardi ama. Yine belki onu kullanabiliriz tekrar burada. =

Nx.(yz)N seklinde yazabiliriz.

Miilakatci: Alt basamaga bak belki o yardimci olur sana. Nereden, nereye girmis?

Nasil yapabiliriz?

Hasan: Yani zN i disartya birakmak istiyoruz. Hani birlesme ozelligini gosteriyoruz.
Bunu nasil gosterebiliriz tam olarak? Geri gitsek soyle yapacaktik. [(xy)N] seklinde
burast da (zN) oluyordu [son adimdan yola ¢ikarak ‘[(xy)N](zN)' yazdi] O zaman.
Hah anladim. Buradakine [ilk adimda verilen ‘(xN)[(yN)(zN)]  anahtar fikrini
gostererek] benzetecegiz yani su sekilde. [(xyz)N] seklinde yazacagiz. Herhalde bunu.
Yani tersten gittigimizde bu sekilde gelecek. Bir tek kalan yer surasi [daha once
‘Nx.(yz)N’ yazdig ikinci advm silerek] Burayr nasil yapacagiz? Him orayr da, orayt
da yine benzer sekilde yapabiliriz. Yani bunu (xN) mesela t, iste bunu (yz) mesela k
seklinde alip tek bir N im varnus gibi, tkN olacak. t dedigimiz zaten x, digeri de yz, 0

zaman [(xyz)N] olacak. Yani aynisint elde etmis olduk burada.
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Miilakatci: Tamam. Ne yardimct oldu sana burada?

Hasan: Bana yardimci olan suydu. Suradaki ozellik [Ayrica yazmis oldugu
‘(WN)(zN) = (yzN) i gostererek] Yani biraz once de yazdigim 6zellik. Hem bu hem de
buradan [Son adimda verilen ‘[(xN((yN](zN)’ anahtar fikrini gostererek] geri gitmek

yardimci oldu birazcik.
Miilakatc¢i: Tamam devam edelim.

Hasan: Birim elemani. Evet. Hi hi. Birim elemandir. Alta gegiyorum o zaman [Birim

elemanmin varligint arastirildigi anahtar fikri okuyor].
Miilakatci: Neyi gostermeye ¢alismis?

Hasan: Simdi ters elemani gostermeye c¢alisiyor. Hani grup oldugunu gostermek igin.
Birim elemani var. Bunu da su sekilde yazabiliyorduk. (x.x )N =eN seklinde
yazabiliriz. Bu da N ye esit zaten. N zaten yukarida bulmustuk, birim elemandi. E benim
elemana gidiyorsa (x~!N) ters olacak. Yani ters eleman olacak. Buraya da sunu

yazabiliriz. (x 1)N eleman G /N, yani ters elemanin varlig.
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Teorem.1: (G,.)birgrupve N < G = G/N bir gruptur.
Ispat.1:
i. xN,yN,zNeG/N alalim. (x,y,z € G i¢in) XY :
Bu takdirde, 2 (N ) H{?f,)( ;—‘ (G2n)
(xN)[(yN)(zN)] = xN[(yz)N]
=Ly ]
= (IS
[N M2
[(xN) (yN)1(zN)

Birlesme 6zelliginin var oldugunu gosterir.

—_

ii. G nin birim elemanie = V xN € G/N igin
(xN)(eN) = xN = (eN)(xN)

ve boylece, eN = N, G /N nin birim elemanidur.

iii. VxNeG/N igin (xN)™* = (x " N)e G/N var midir?
M) (xN) = (X X)L
= aN
= N

x “In EOIN dea elmon welp: oldugu goriiliir.
Sonug olarak; G/N bir gruptur.

Sekil 4.31. Teorem.1'in ispatina yonelik Hasan’1in ¢6ziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 1. Teoremin ispatina ydnelik Hasan’in

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢ozlimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara asagida yer verilmistir.
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Tablo 4.29.

Hasan’in 1. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin
Yorumlanmast

Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum

Yani  simdi  buraya  [son  adimda  verilen Son adimda verilen
T(xN)(YN)|(zN)’  anahtar  fikrini  gosteriyor] [(xN)(yN)](zN) anahtar fikrini

ulagmamiz igin degisiklikler yapmamiz gerekiyor.

yorumluyor.

Hani normal alt grup doniisiimii vardi galiba. Hani su
sekildeydi. (yN).(zN) = (yzN) gibi bir doniisiimii
vardi herhalde. Ondan étiirii o sekilde yapiyorduk. Bunu
nasil yapariz bu... Hem normal alt grupsa, yani Nx =
xN seklinde bir esitligi vardi ama. Yine belki onu
kullanabiliriz tekrar burada. = Nx.(yz)N seklinde
yazabiliriz.

Normal alt grup tanmim ve
ozelliklerine  yonelik  Onceki
bilgilerini hatirliyor ve bunlardan
yola ¢ikarak ikinci basamagi
hatali bir ifadeyle tamamliyor.

[Miilakatcimin  uyarist iizerine] Yani zN i disariya

Miilakatcinin uyarisi {izerine son

bz.;.fakm'ak R szani 'l?il'flegme ozelliginz: adimda verilen anahtar fikri
gosteriyoruz. Bunu nasil gosterebiliriz tam olarak? Geri o
. . . gbzden geciriyor ve Son adimdan
gitsek soyle yapacaktik. [(xy)N] seklinde burasi da . . 1
yola c¢ikarak ispata  yOnelik
(zN) oluyordu [son adimdan yola ¢ikarak “slemler: vapmava baslivor
TEyINI(@N)” yazdi] b ki
Ik adimda verilen
Hah anladim. Buradakine [ilk adimda verilen ‘(xN)[(yN)(ZN)) = xN[(yz)N’
‘(xN)[(yN)(zN)]"  anahtar  fikrini  gostererek] anahtar fikri ile son adimda
benzetecegiz yani su gsekilde. [(xyz)N] seklinde verilen ‘= [xN)(YN)](zN)’

vazacagiz. Herhalde bunu. Yani tersten gittigimizde bu
sekilde gelecek. Bir tek kalan yer surasi [daha once
‘Nx.(yz)N’ yazdigr ikinci adimu silerek]

anahtar fikri arasinda baglanti
kuruyor ve son adimdan yola
cikarak dogru islemlerle bir iist
adimi tamamliyor.

Burayr nasil yapacagiz? Him orayr da, orayi da yine
benzer sekilde yapabiliriz. Yani bunu (xN) mesela t, iste
bunu (yz) mesela k seklinde alyp tek bir N im varmis
gibi, tkN olacak. t dedigimiz zaten x, digeri de yz, 0
zaman [(xyz)N] olacak. Yani aymsini elde etmis olduk
burada.

(X(yZ))N = ((Xy)Z)N adimlarim
ifade etmeden kismen de olsa
ispat1 tamamlayabilmistir.

Bana yardimci olan suydu. Suradaki o6zellik (Ayrica
yazmis oldugu [‘(yN)(zN) = (yzN) i gistererek] Yani
biraz once de yazdigim ozellik. Hem bu hem de buradan
[Son adimda verilen [(xN((yN](zN)' anahtar fikrini
gostererek] geri gitmek yardimci oldu birazcik.

Son adimda verilen anahtar
fikirden ve normal alt grup
tamimindan yardim aldigimi ifade
ediyor.

[Birim elemamin varligiun arastirddigi  basamagi
okuduktan sonra] Simdi ters elemant gostermeye
calistyor. Hani grup oldugunu géstermek igin. Birim
elemanmt var. Bunu da su sekilde yazabiliyorduk.
(x.x )N = eN seklinde yazabiliriz. Bu da N ye esit
zaten. N zaten yukarida bulmugstuk, birim elemand:. E
benim elemana gidiyorsa (x~1N) ters olacak. Yani ters
eleman olacak. Buraya da sunu yazabiliriz. (x V)N
eleman G /N, yani ters elemanin varlig.

Ters eleman Ozelligini biliyor
ancak G grubunda ters elemanin
varhigimmt ifade etmiyor. i. ve ii.
adimlarda verilen anahtar fikirler
yardimiyla xN)(x"IN) yi
(xx"1)N seklinde yaziyor.
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Tablo 4.29’da da goriildiigii gibi; Hasan, birlesme 6zelliginin varligini
arastirirken iglem yapmaya baslamadan Once son adimda verilen anahtar fikri
yorumlamis, normal alt grup tanimini ve Ozelliklerini ifade ederek eksik birakilan
bileseni tamamlamak i¢in bilesenin baslangicinda ve bitiminde verilen anahtar fikirler
arasinda baglant1 kurmaya ¢alismis ve son adimda verilen anahtar fikirden yola ¢ikarak
islemlerini ilerletmistir. Anahtar fikirleri iliskilendirmis ve normal alt grup tanimini
ifade etmis olmasina ragmen birkag islem basamagi yanlis ifade ederek ispati kismen
sonuglandirmistir. Ters elemanin varligini arastirirken ise birim eleman ve ters eleman
ozelliginde verilen anahtar fikirlerden ve her ne kadar sozlii olarak ifade etmese de
onceden yazdig1 normal alt grup tanimina yonelik yazdig: ifadeden yola ¢ikarak ispati
belirli bir diizeye getirmistir. Kavramsal bilgileri secip kullanmasina yardim edecek
anahtar fikri gdzden kacirdig1 i¢in tek tarafli olarak islemlerini yiirlitmiis dolayisiyla

ispat1 beklenen diizeyde tamamlayamamustir.

4.2.5.2. Teorem.2’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.2 (G,.) bir grup ve H<G olsun. Va €G igin, Ha={x € G:a =
x(mod H)} yani Ha = a dir.

Hasan: G ¢arpim bir grup oldugunu ve H min da G nin bir alt grubu oldugunu
soyliiyoruz. H nin sag yan kiimelerinin a nin kalan siniflart oldugunu soyliiyor mod H
ye gore, bunu gosterecegiz [teoremi okudu]. x eleman a iistii (@) yani, H bir alt grup
oldugundan kapalilik ozelligine gore, evet [Hipotezi kullanma basamagini okudu].

Simdi birlesme ozelligini gosterecegiz. Birlesme ozelligi icin ne yapabiliriz?
Miilakatci: Yani ne demeye ¢alismis, ne anladin?

Hasan: Hu anladim. E sunu gostermeye ¢alisiyoruz. Eger iki kiime birbirine esitse,
birbirinin alt kiimesidir. Bunu gdsterirsek iKi kiimenin birbirine esitliginden soz
edebiliriz. Onu gésterecegiz. Gruptaki birlesme ozelligini [Diistintiyor], suradan
gidersek  yukariya dogru [iiciincii adimda verilen ‘ex™' =a 'h’ esitligini

gostererek] ... [diisiiniiyor]

Miilakatci: Nasil gidebiliriz?
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Hasan: Simdi burada grubun birim elemanint kullanmis. Grubun birim elemanini
kullandigi icin x = h™Ya olur demis. h™'a ... [Sonraki adimlarda verilen anahtar

fikirleri okuyor.] Buna sonra bakayum.
Miilakatci: Tamam.
[Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya déniiyor.]

Hasan: Su soruya bir bakayim. Biz sunu [anahtar fikir olarak verilen ‘ax™! =h’
esitligini gosteriyor.] kullanacagiz, ama nasil kullanacagimizi... x~1, bunu bulabiliriz

[diistintiyor].
Miilakatci: Ne diisiiniiyorsun?

Hasan: Yani iki tane eleman alip, hani birlesme ézelligi dedigi i¢in, iki tane eleman alip
birlestirmemiz gerekebilir de nasil yapacagiz? Su, belki soyle bir sey olabilir; hani
yukariya dogru [iiciincii adimda verilen ‘ex™' = a lh’ esitligini gostererek]

1

gittigimizde. x™1, surast a idi. Hani sol taraftan a™' ile carptigimizi sey, isleme tabi

tuttugumuzu diisiinerek, surasi a™, burasi da iste a=*h olur [iiciincii adimda verilen
esitlikten yola ¢ikarak eksik birakilan ikinci adima ‘a™Yax = a™*h’ yazd:.]. Soldan a™1
ile isleme tabi tutarsak. Buradaki de (a~'a) yine birim elemani verecek surasi. Burasi
da yine a™! i verecek. Hani orayr bu sekilde bulabiliriz. Birlesme ézelligi icin ne

soyleyebiliriz,; peki onu diistinelim simdi.
Miilakate¢r: Orada hangi ozellikleri kullandik? Ne yazabiliriz?

Hasan: Burada sunu kullandim. Hani birim elemani gittigimiz icin, Bir elemanin tersi
ile kendisini igleme tabi tuttugumuz da birim elemand:. Buraya ne yazabiliriz? Buraya
belki ters elmamn varligi yazabiliriz. Ters eleman ozelliginden... Buraya da benzer
sekilde, hani birim elemani verdigi icin, birim eleman ozelliginden diyebiliriz. Yukariya
birlesme ozelliginden dedigi i¢in [Diistiniiyor] h eleman H ve H alt grup G oldugundan
suna bakiyorum. h, H min elamam ve H da G nin bir alt grubuymus. Buradan ne

vazabiliriz? [ Diigtiniiyor]
Miilakatci: Bir iist basamakla bir alt basamagi nasil birlestirebiliriz, burada?

Hasan: Buradan nasil birlestirebiliriz? h™'a oldugunu, bir sey dememiz lazim da [IKi

stk arasinda eksik birakilan ‘h € Hve H < G oldugundan... ........." boliimiinii ‘x =
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hoa denirse’ seklinde tamamladi.]. Ya sunu diyoruz herhalde h™' de yine H'in elemam

olacak. Yani hy gibi bir eleman diisiinebiliriz.
Miilakate¢r: Tamam. Yani nasil yazariz bunu?

Hasan: H ya mesela surasi [‘x = h™ta’ daki ‘h=1’i gostererek] H mn elemanidir. h

yazabiliriz yerine mesela. hya seklinde yazabiliriz diye diistiniiyorum ama.
Miilakatei: Yani sen h=1yerine h,, yani h~1 = h, yazabiliriz diyorsun.

Hasan: Hi hi evet evet, yazayim suraya [‘x = hga’ min iizerine ‘h™' = hy’ yazdi].
Denirse bu sekilde bulunur. Tersine demis, tersine dedigi icin herhalde sunu gosterip,
daha sonra yukariya ¢ikacagiz. y = x.a dw, demis. y € Ha alimirsa. y = x.a Buradan
belki birlesme ozelligi. Yine tersinden gidelim o zaman. Bu yine birim eleman, hani e
leri asagiya ge¢mis. Burada sunu diisiinebiliriz. y = x.a idi. Her tarafi soldan a™? ile
isleme tabi tuttugumuzu diisiinebiliriz [Eksik biwrakilan ikinci adima ‘y = xa /a™1’
yazdi]. Buna ters elemanin varligi diyebiliriz. Hani buradan (aa™') e gelecek buradan
da a™! gelecek tekrar [Soldan a~lile isleme tabi tuttugunda iigiincii adimda verilen

esitligi elde ettigini ifade ediyor]. Birlesme ozelligini diisiinebiliriz. [Diistiniiyor]
Miilakatci: Ne diisiiniiyorsun?

Hasan: Simdi su seyi anlamadim tam olarak, hani zaten bunun buraya gecirirken
birlesme ozelligini birlesme o6zelligini pek gerek yok gibi duruyor da, onun igin hani

birlesme ozelligini nerede kullanacagiz diye diigiinemedim bir an. Tamam bu da dursun.
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Teorem.2: (G,.)bir grup ve H < G olsun. YV a € G igin,
Ha = {x € G:a = x(modH)} yani Ha = @ dir.

Ispat.2: ~ a = x (modH) kongrilansina uyan x € G lerin kiimesini @ ile gosterelim. Yani @, a
nin denklik sinifi olsun. H < G igin Ha = a oldugunu dolayisiyla @ € Hg ve
Hg < @ oldugunu gostermeliyiz.
i) x € @, yani a = x(modH) = ax~! € H yazilir. H bir altgrup oldugundan
kapalilik 6zelligine gore dyle bir A € H vardir ki; azc;l/:h dir. Buradan;

................................. (Grupta birlesme ozelliginden)

C\ljﬂfx e 3 gjh ........... (Grupta Fos e leren Ozelliginden)

ﬁ‘x‘l = q‘lh (Grupta é)%&.c@mﬁzdliginden)
xt=qlh olur. Esitligin her iki yamnin tersi alinirsa
(1)1 = (a~h)?

x ='hYa olur. _ hWol= ho
( }LgH‘f ve (H < G oldugundan ... X 7. lo@u.......... denirse )
% Jigts & Hg o bairidan 2 Bgbulanns........ (1)

ii) Tersine olarak y € Hgalmirsa; x € H vardir oyle ki; y = xa dir.Buradan;

..................... (Grupta birle§rhe 6;elliginden)
Y=t fart  (Gropta K. elerm. szelliginden)
yat = xg)  (Grupta ..bAe B 8selliginden)
yd‘ =x ) olur. Buradan x = ya™* € H bulunur.
ya~ ' € H= y = a(modH)V a = y(modH) = y € & bulunur ki,

, Hg C @ demektir.............(2) . i

(1) Ve (2)den Hg= a denir.

Sekil 4.32. Teorem.2’nin ispatina yonelik Hasan’1n ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 2. Teoremin ispatina yonelik Hasan’in
cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.30’da yer verilmistir.



Tablo 4.30.

Hasan’in 2. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi
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Ogretmen Adaymin Ciimlesi

G carpim bir grup oldugunu ve H min da G nin bir alt
grubu oldugunu séyliiyoruz. H nin sag yan kiimelerinin
a min kalan simiflart oldugunu séyliiyor mod H ye gore,
bunu gésterecegiz [teoremi okudu]. x eleman a iistii (@)
yani, H bir alt grup oldugundan kapalilik ozelligine
gore, evet

Yorum
Teoremin ifadesini okuyor ve
hipotezi kullanma basamagini

anlamaya calistyor.

E sunu géstermeye ¢alisiyoruz. Eger iki kiime birbirine
esitse, birbirinin alt kiimesidir. Bunu gosterirsek iki
kiimenin  birbirine esitliginden séz edebiliriz. Onu
gosterecegiz.

Hipotezi ve hiikkmii belirleme
basamagini yorumluyor.

Gruptaki birlesme ozelligini [Diistiniiyor], suradan
gidersek yukarrya dogru [iiciincii adimda verilen
‘ex™Y = a~h’ esitligini gostererek]

Ugiincii adimda verilen ex™! =

[Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya
doniiyor.] Biz sunu [anahtar fikir olarak verilen
‘ax Y = h’ esitligini gosteriyor.] kullanacagiz, ama
nasiu kullanacagimizi... x~1, bunu bulabiliriz. Yani iki
tane eleman alp, hani birlesme 6zelligi dedigi igin, iki
tane eleman alip birlestirmemiz gerekebilir de nasil
yapacagiz?

a~'h anahtar fikrinden yola
cikmay1 diisiiniiyor.

Anahtar  fikir olarak verilen
ax"!=h esitliginden ‘Grupta
birlesme  Gzelliginden’ anahtar

fikrinden yola ¢ikarak ilerlemeyi
planliyor ancak bunu nasil
yapacagini bilemiyor.

Su, belki soyle bir sey olabilir, hani yukarrya dogru
[iigiincii  adimda verilen ‘ex™ = a lh’ esitligini
gostererek] gittigimizde. x™*, surasit a idi. Hani sol
taraftan a=! ile carpugimizi  sey, isleme tabi
tuttugumuzu diisiinerek, surast a™t, burasi da iste a=*h
olur [iigiincii adimda verilen esitlikten yola c¢ikarak
eksik birakilan ikinci adima ‘a”lax = a”lh’ yazdi].
Soldan a~! ile isleme tabi tutarsak. Buradaki de
(a™a) yine birim elemant verecek surasi. Burasi da
yine a1 i verecek. Hani oray: bu sekilde bulabiliriz.

1

Anahtar  fikir olarak verilen
iiciincli adimdaki esitlikten yola
¢ikarak ikinci adimda eksik
birakilan esitligi tamamliyor ve

[Miilakatcinin sorusu tizerine] Burada sunu kullandim.
Hani birim elemani gittigimiz icin, Bir elemanin tersi ile
kendisini isleme tabi tuttugumuz da birim elemandi.
Buraya ne yazabiliriz? Buraya belki ters elmanin varligi
yazabiliriz. Ters eleman ozelliginden... Buraya da
benzer sekilde, hani birim elemani verdigi icin, birim
eleman ozelliginden diyebiliriz.

kontrol ediyor ancak burada
birlesme ozelligini nasil
kullanacagimi  bilemedigi icin
matematiksel notasyona uygun
olarak yazamiyor.

Kavramsal bilgileri secip
kullanabiliyor. Tamamladigi
esitlikte  kullanilan  kavramsal

bilgiyi ve 6zelligini biliyor.
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Buradan nasil birlestirebiliriz? h™'a oldugunu, bir sey
dememiz lazim da [Iki sik arasinda eksik birakilan ‘h €
Hve H < G oldugundan............" béliimiinii x = hga
denirse’ seklinde tamamladi]. Ya sunu diyoruz
herhalde h~1 de yine H min elemam olacak. Yani h,
gibi bir eleman diisiinebiliriz.(...)H ya mesela surast
(x = h~'a daki h™1i géstererek) H min elemanidir. h
yazabiliriz yerine mesela. hoa seklinde yazabiliriz diye
diistiniiyorum  ama.[Miilakat¢cinin  uyaris1  tizerine]
yazayim suraya [‘x = hga’ mn iizerine ‘h™! = hy’
yazdi].

Oncesinde ve sonrasinda verilen
anahtar fikirlerden yola g¢ikarak
‘heHveH <G
oldugundan............ denirse’
bolimiiniic  nasil  doldurmasi
gerektiginin sozlii olarak ifade
etse de miilakatginin hatirlatmasi
lizerine yazili olarak kismen
tamamlayabiliyor.

Tersine demig, tersine dedigi i¢in herhalde sunu
gosterip, daha sonra yukariya ¢ikacagiz. y = x.a dir,
demis. y € Ha alvursa. y = x.a Buradan belki
birlesme ozelligi. Yine tersinden gidelim o zaman. Bu
yine birim eleman, hani e leri asagiya ge¢mis. Burada
sunu diisiinebiliriz. y = x.a idi. Her tarafi soldan a1
ile isleme tabi tuttugumuzu diistinebiliriz [EKsik
birakilan ikinci adima ‘y = xa /a™'’ yazdi]. Buna ters
elemamn varhig diyebiliriz. Hani buradan (aa™!) e
gelecek buradan da a=! gelecek tekrar [Soldan a~lile
isleme tabi tuttugunda fiiciincii adimda verilen esitligi

Anahtar  fikir olarak verilen
iiciincli adimdaki esitlikten yola
cikarak ikinci adimda eksik
birakilan esitligi tamamliyor ve
kontrol ediyor ancak burada
birlesme ozelligini nasil
kullanacagimmi  bilemedigi icin
matematiksel notasyona uygun
olarak yazamiyor. Kavramsal
bilgileri se¢ip kullanabiliyor.

elde ettigini ifade ediyor].

Birlesme  6zelligine
kavramsal bilgileri
kullanamadig1r i¢in ispati

anlamiyla tamamlayamiyor.

yonelik

secip
tam

Simdi su seyi anlamadim tam olarak, hani zaten bunun
buraya gegirirken birlesme ozelligini birlesme ozelligini
pek gerek yok gibi duruyor da, onun icin hani birlesme
ozelligini nerede kullanacagiz diye diisiinemedim bir an

Tablo 4.30°da da goriildiigii gibi; kavramsal bilgileri ve Onceki bilgileri
kullanarak tamamlanmasi beklenen 2. teoremin ispatinda Hasan, aktif bir sekilde
anahtar fikirleri kullanabilmis, 6ncesinde ve sonrasinda verilen anahtar fikirleri birlikte
diistinerek eksik birakilan boliimleri tamamlamaya calismistir. Her iki boliimde de
anahtar fikir olarak verilen li¢lincli adimdaki esitliklerden yola ¢ikarak eksik birakilan
ikinci adimlar1 tamamlamaya caligsmasina ragmen birlesme 6zelliginin kullanimina
yonelik esitlikleri olusturamamis dolayisiyla ispati tam anlamiyla tamamlayamamuistir.
Anahtar fikir olarak verilen (x = hya) ile (x = h™'a) anahtar fikirleri arasinda baglanti
kurarak bog birakilan ‘h € H ve H < G oldugundan ..................... denirse’ ifadesinin
s0zlii olarak nasil tamamlanacagini belirtse de ancak miilakat¢inin hatirlatmasiyla yazili
olarak kismen tamamlayabilmistir. Dolayisiyla grupta ters elemanin varligina yonelik
ifadeyi yazamamistir. Hasan’in bu ispati tamamlayabilmesinde etkili olan anahtar

fikirler genel olarak, ii¢iincii adimlarda verilen esitliklerdir.
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4.2.5.3. Teorem.3’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.3 Bir (G,.) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplarinin kesisimi

yine G nin bir alt grubudur.

Hasan: Bir indis kiimesi olsun. G nin bir alt grubu oldugunu gédsterecegiz [teoremi
okudu].

Miilakatci: Teoremde ne diyor, ne yapmig?

Hasan: Teorem de hani G nin sonlu ya da sonsuz alt gruplarinin kesisimi ile G nin bir
alt grup oldugunu soyliiyor. Hani bunu gostermemiz gerekiyor. G nin alt kiimelerini,
hani Gy, G, seklinde, alt gruplarini daha dogrusu, G seklinde alirsak, bunlarin da hani
sonlu ya da sonsuz oldugunu bilmiyoruz [‘Gy N Gy N G3 N Gy, ... ... <’ G’ yazdi]. G nin

bir alt grubu oldugunu mu gosterecegiz?
Miilakatci: Asagida neler kullanmuis?

Hasan: Bunun i¢in a,b eleman H alalim demis [sonraki adimlarda verilen anahtar
fikirleri sessizce okuyor]. Bunun i¢in sunu kullanmis. Hani grubun bir tanimi vardi.
Birincisi kapalilik 6zelligi, ikincisi de hani ikincinin tersi ile birincinin isleme tabi

tutulmasiyla grubun elemani olacakti.
Miilakatci: Evet. Kullandig kiimeler nasil?

Hasan: Kullandigi kiimeler Gi,G,, G seklinde. Hani G nin alt gruplar: ve bunlarin
kesigimleri. Ama H dedigini, H olarak soyledi galiba su; hani bunlarin kesisimlerine H
diyor. H nin biz G nin alt grubu oldugunu gdéstermek istiyoruz [‘G; NG, N G3 N
Gy oo e <’ G’ ifadesini ‘G; N G, N G5 N Gy, ... ... = H ,H < G’ seklinde diizenliyor.]. O
sekilde soyleyebiliriz.
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bir altgrubudur.
Ispat.3: I =1{1,2,3,...} bir indis kiimesi olsun.

Bunun i¢in a, b € H alalim.

Oyleyse H < G dir.

BRGYW AXG WARG) X (I ROy

Teorem.3: Bir (G,”) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) altgruplarinin kesisimi yine G nin

....................................... oldugunu gosterecegiz.

L

— Kesisimin tanimindan; Vi € [ i¢cina - b € H;
- Altgrubun tammindan; Vi € [ igina - b~! € H;

- Kesisimin tanimindan; a - b~ € H olur.

Sekil 4.33. Teorem.3’{in ispatina yonelik Hasan’in ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 3. Teoremin ispatina ydnelik Hasan’in

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oztimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.31°de yer verilmistir.

Tablo 4.31.

Hasan'in 3. Teorem’'de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin

Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi

Teorem de hani G’nin sonlu ya da sonsuz alt
gruplarmmin kesisimi ile G'nin bir alt grup oldugunu
soyliiyor. Hani bunu géstermemiz gerekiyor. G’nin alt
kiimelerini, hani Gq,G, seklinde, alt gruplarini daha
dogrusu, Gs seklinde alirsak, bunlarin da hani sonlu ya
da sonsuz oldugunu bilmiyoruz [‘Gy NGy, NGz N
Gy oo < G’ yazdi]. G nin bir alt grubu oldugunu mu
gosterecegiz? G nin bir alt grubu oldugunu mu
gosterecegiz?

Yorum

Hipotezi ve Hilkkmii
belirleyebilmek  i¢in  teorem
ifadesinden  yola ¢ikarak sozlii

olarak alt grup olduklarini ifade
ettigi Gy, G,, G5 lerin kesisimlerini
ele aliyor ve ‘GiNG,NG3zN
(E7— <’ G’ yaz1yor.

[Miilakat¢inin sorusu iizerine] Bunun icin a,b eleman
H alalim demis [sonraki adimlarda verilen anahtar
fikirleri sessizce okuyor].

Sonraki adimlarda verilen anahtar
fikirleri okuyor yorumluyor.

Bunun ic¢in sunu kullanmis. Hani grubun bir tanimi
vardir. Birincisi kapalilik ozelligi, ikincisi de hani
ikincinin tersi ile birincinin isleme tabi tutulmasiyla
grubun eleman olacakti.

Anahtar fikirleri yorumlarken alt
grup olma sartlarii grup olma
sartlar1 diye ifade ederek bir
kavramsal bir karmasa yasiyor.
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Aslinda hipotezi s6zlii olarak
belirliyor ~ancak  miilakatginin
sorusu iizerine sonraki adimlarda
verilen anahtar fikirlerle kendi
yazdig1 ifadeyi iliskilendirdiginde
kismen de olsa hipotezi ve hitkmii
belirleme basamaklarini
tamamlayabiliyor.

[Miilakat¢inin - sorusu  tizerine] Kullandigi kiimeler
Gy, Gy, G3 seklinde. Hani G nin alt gruplari ve bunlarin
kesisimleri. Ama H dedigini, H olarak soyledi galiba su;
hani bunlarin kesisimlerine H diyor. H nin biz G nin alt
grubu oldugunu gdstermek istiyoruz [‘Gy N G, N G3 N
Gy, ... <’ G’ ifadesini Gy NGy N G3 NGy, ... ... =
H,H <G’ seklinde diizenliyor]. O  sekilde
soyleyebiliriz.

Tablo 4.31’de de goriildigli gibi; Hasan, hipotezi ve hiikmii belirleyerek
tamamlanmasi istenen 3. Teoremin ispatinda teoremin ifadesinden yola ¢ikmistir.
Miilakatginin sorusu iizerine anahtar fikirleri okuyan ve yorumlayan Hasan, her ne
kadar grup ve alt grup kavramlarina yonelik bir karmasa yasamis olsa da hipotezi sozli
olarak ifade edebilmis ve verilen anahtar fikirlerle kendi yazdig: ifadeyi iliskilendirerek
onceden yazdigi ifadeyi diizenlemis dolayisiyla kismen de olsa hipotezi ve hiikkmii
belirleme basamaklarini tamamlayabilmistir. Burada Hasan’in aslinda hipotezi ve
hiikmii belirleme basamagini zihinisel olarak sekillendirdigi ancak sonraki adimlarda
verilen anahtar fikirlerle iligkilendirmedigi i¢in G nin altruglarin1 H; ler yerine G; lerle

gostermeyi tercih ettigi gorilmiistiir.

4.2.5.4. Teorem.4’iin ispatina yonelik bulgular

Teorem.4 Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.

Hasan: Burada asal mertebeli bir grubun devirli grup oldugunu gosterecegiz. Simdi k
ve k asal olan demis, devir grubu oldugunu gosterecegiz. a eleman G ve a farkl e olsun.
Zaten ikisi olunca asikdr olarak ¢ikiyordu. Hani ispatlanabiliyor. Lagrange teoremi
geregince, alt grubun mertebesi, grubun mertebesini bélecekti. Bolmesi gerekiyordu.
k’nin mertebesi asal oldugundan 1 ve kendisinden baska boleni yoktur. O halde, yani H

nin mertebesi kendisine esit olamaz.
Miilakatgr: Yani H nin mertebesi ne olabilir?

Hasan: H nin mertebesi 1 ve kendisinden baska boleni olmadigi i¢in ya G nin mertebesi
ne esit olacak, ya da 1’e esit olacak. 1’e esit olma durumunu zaten, e’ye esit olmasi

gerekiyordu. O zaman hani direk G ye esit olmasi gerekiyor [‘'o(H) = 0(G)’ yazdi].
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Miilakatci: Yani e’ye esit olamadigi i¢in mi G ye egit olmasi gerekiyor?
Hasan: Evet. Evet.
Miilakatci: G ye esit olmasi demek ne demek?

Hasan: G ye esit olmast demek, yani mertebece G ye esit yani G nin kendisi demek,

ashinda. Yani G nin kendisi olmasi demek.

Miilakatci: Yani nasil yorumlariz, biz bunu?

Hasan: Mertebesi G nin aynist ise, G nin asikdr oldugu...
Miilakatci: H nin mertebesi ne oldu simdi?

Hasan: H nin mertebesi G nin mertebesine esit oldu.

Miilakatci: Yani ne oldu? G nin mertebesi neydi?

Hasan: G nin mertebesi k.

Miilakatci: Tamam H in mertebesi ne oldu?

Hasan: O da k oldu. Asal oldu herhalde.

Miilakatci: Evet. Peki devirli grup olmast igin ne olmasi gerekiyor?
Hasan: Ureteci olmast lazim...

Miilakatgi: Uretecinin ne olmas: lazim?

Hasan: Tek bir eleman, tek bir eleman olmasi lazim... [Diisiintiyor]
Miilakatci: Biitiin bunlart birlestirirsek ne olur? Nasil ifade ederiz?

Hasan: [Diisiiniiyor] Bunu a eleman: tarafindan gerildigi icin, diyebiliriz. Toplamsal
olursa a.k veya a* seklinde olacak. O zaman soyle yazabiliriz belki. Hani bunun

tireteci de a olacak /‘o(H) = o(G) = (a)’ yazdi]. [Diisiiniiyor]
Miilakatci: Dolayisiyla, ne olur?

Hasan: Yani asal demesi, orayi tam ¢ikaramadim. Hani a ile alakali bir durum mu var?
Mesela asal dedigi icin a iistii k (a¥), sonucta onun asal olup olmadigim bilmiyoruz. a

tarafindan gerildigi igin, k. a da asal olmayabilir. Baska boleni yoktur.

[Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya doniiyor].
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Hasan: Suraya bakalim. k nin asal oldugunu séylemistik biraz once de. Oyle séyliiyor
zaten. Burada bunun bunu (o(H) | 0(G)) bolmesi demek, yani H nin mertebesinin G nin
mertebesine boliinmesi demek, yani ya H min, G nin mertebesine esit olacak ya da
mertebesi 1 olacak. Yani mertebesinin 1 olmas: zaten birim elemana isaret eder. Su da
(a # e) zaten hani a mn birim elemandan farkli oldugunu séyliiyoruz. Ciinkii a
tarafindan gerildigi icin, birim elemanmin bir iirete¢ Olmadigini soyliiyoruz. Bunu

soyliiyoruz.
Miilakatci: Dolayisiyla ne olacak?

Hasan: Yani G nin mertebesine esit olacak. Bu da direk sunu doguruyor. Hani G nin
mertebesine egsit olmasi igin ve alt grubu olmasi i¢in, hani direk H nin G ye esit olmasini

ortaya ¢ikartryor.['H = G’ yaziyor]
Miilakatgi: H alt devir grubuydu.

Hasan: Hi hi. Alt devir oldugunu nasil gosteririz, iste? Yani devir noktasinda biraz
stkinti... O zaman mesela a? ye iste ve iste mesela a hani iste a® .... seklinde gidecek.

Devir grubu... [{a,a? a3, ...} yazdi.]

Teorem.4: 0(G) = k ve k asal ise G grubu bir devir grubudur.

Ispat.4: 0(G) = k ve k asal olan G nin bir devir grubu oldugunu gésterecegiz.
a € G ve a # e olsun. a elemam tarafindan gerilen H alt devir grubunu
diisiinelim.
Lagrange teoremi geregince; 0(1'-‘1‘)_,] o(G) olmahdir.
Ancak 0(G) = k asal oldugundan 1 ve kendisinden baska béleni yoktur.
Ohalde; ((H)=0(A) = <aT = H=6

~fa® @t~ ]
’

Sekil 4.34. Teorem.4’{in ispatina yonelik Hasan’1in ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 4. Teoremin ispatina ydnelik Hasan’in
¢oziimlerini iceren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.32’de yer verilmistir.
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Tablo 4.32.
Hasan’in 4. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yénelik Verilerin
Yorumlanmasi
Ogretmen Adaymn Ciimlesi Yorum
Burada asal mertebeli bir grubun devirli grup oldugunu
gosterecegiz. Simdi k ve k asal olan demis, devir grubu
oldugunu gosterecegiz. a eleman G ve a farkli e olsun.
Zaten ikisi olunca agsikdr olarak ¢ikiyordu. Hani Anahtar  fikirleri  okuyor ve
ispatlanabiliyor. Lagrange teoremi geregince, alt yorumluyor.
grubun  mertebesi, grubun mertebesini  bolecekti.
Bélmesi gerekiyordu. k’nin mertebesi asal oldugundan 1
ve kendisinden baska boleni yoktur.
H nin mertebesi 1 ve kendisinden baska béleni olmadig | Ll K
icin ya G nin mertebesi ne esit olacak, ya da 1’e esit AS? Saylgglgnimim anarax
e f : verilen anahtar fikirleri
olacak. 1’e egit olma durumunu zaten, e’ye esit olmast |
gerekiyordu. O zaman hani direk G ye esit olmasi yorumiuyor.
gerekiyor [‘'0o(H) = 0o(G)’ yazdi].
‘a# e’ anahtar fikrinden yola

[Miilakat¢inin sorusu iizerine] G ye egsit olmast demek,
yani mertebece G ye esit yani G nin kendisi demek,
aslinda. Yani G nin kendisi olmast demek.(...) H nin
mertebesi G nin mertebesine esit oldu. (...) Asal oldu
herhalde.

¢ikarak yorum yapiyor. Teorem
ifadesi ve  ispatta  verilen
bilgilerden yola ¢ikarak ispati
sezgisel olarak anliyor ve sozlii
olarak ifade edebiliyor.

[Miilakatcimin ~ sorusu  iizerine] — Ureteci  olmasi
lazim...(...)Tek bir eleman, tek bir eleman olmasi
lazim... [ Diistiniiyor].

Devirli grup tanimin biliyor.

Bunu a elemani tarafindan gerildigi icin, diyebiliriz.
Toplamsal olursa a.k veya a* geklinde olacak. O
zaman soyle yazabiliriz belki. Hani bunun iireteci de a
olacak [‘o(H) = 0o(G) = (a)’ yazdi]. [Diisiiniiyor]

Mertebe ve iirete¢ kavramlarina
yonelik bilgileri yardimiyla ispati
tamamlamaya galisiyor.

Yani asal demesi, orayr tam ¢ikaramadim. Hani a ile
alakalr bir durum mu var? Mesela asal dedigi i¢in a
gistii k (a¥), sonucta onun asal olup olmadigim
bilmiyoruz. a tarafindan gerildigi i¢in, k.a da asal
olmayabilir. Baska béleni yoktur

Asal  sayr  tamimini  ispati
tamamlamada nasil kullanacagini
bilemiyor.

[Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya
doniiyor.] Suraya bakalim. k mnmin asal oldugunu
soylemistik biraz once de. Oyle séyliiyor zaten. Burada
bunun bunu (o(H) | 0(G)) bélmesi demek, yani H nin
mertebesinin G nin mertebesine béliinmesi demek, yani
ya H min, G nin mertebesine esit olacak ya da mertebesi
1 olacak. Yani mertebesinin 1 olmas: zaten birim
elemana isaret eder. Su da (a # e) zaten hani a nin
birim elemandan farkli oldugunu séyliiyoruz. Ciinkii a
tarafindan gerildigi icin, birim elemamn bir tireteg
olmadigint séyliiyoruz. Bunu soyliiyoruz.

Anahtar fikir olarak verilen 6nceki
bilgileri okuyor ve yorumluyor.
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Tablo 4.32. (Devami)

Lagrange teoreminin ve
Lagrange teoremi geregince, alt grubun mertebesi, dolayistyla ‘o(H) | o(G)’
grubun mertebesini bolecekti. Bélmesi gerekiyordu. (...) ifadesinin ne demek oldugunu

Burada bunun bunu (o(H) | 0(G)) bélmesi demek, yani biliyor ve dogru bir bi¢imde ifade

. . . g ) edip yorumluyor bu yiizden ‘H
H nin mertebesinin G nin mertebesine boliinmesi demek, Py y yu

. i . ) nin mertebesinin G nin
yani ya H nmin, G nin mertebesine esit olacak ya da mertebesine  bolinmesi  demek’
mertebesi 1 olacak. seklindeki yanlis ifadeyi

dikkatsizlik sebebiyle kullaniyor.

Yani G nin mertebesine esit olacak. Bu da direk sunu
doguruyor. Hani G nin mertebesine esit olmasi icin ve
alt grubu olmast i¢in, hani direk H min G ye esit
olmasini ortaya ¢ikartiyor. ['H = G’ yaziyor] (...) Hi
hi. Alt devir oldugunu nasil gosteririz, iste? Yani devir
noktasinda biraz sikinti... O zaman mesela a? ye iste ve
iste mesela a hani iste a® .... seklinde gidecek. Devir
grubu... [{a,a?a3,...} yazdi.]

Sezgisel olarak ispati
anlayabiliyor ancak alt devir
grubu ile grup arasinda mantiksal
bir iligki kuramadigi igin ispati
tamamlayamuiyor.

Tablo 4.32°de de goriildiigii gibi; Hasan, verilen anahtar fikirler ve asal asay1
tanim1 Kullanilarak tamamlanmasi beklenen Teorem.4’{in ispatinda hem verilen anahtar
fikirleri hem de asal say1 tanimini kullanarak bazi ¢ikarimlarda bulunmustur. ‘a # e’
anahtar fikrinden, teorem ifadesi ve ispatta verilen bilgilerden yola ¢ikarak ispati
sezgisel olarak anlayabilmis ve sozlii olarak kismen de olsa ifade edebilmis olmasina
ragmen, alt devir grubu ile grup arasinda mantiksal bir iliski kuramadigi i¢in ispati

tamamlayamamustir.

4.2.5.5. Teorem.5’in ispatina yonelik bulgular

Teorem.5 G bir grup ve a € G olsun. Vx € G icin, ¢@4(x) = axa ! ile tanimh

@q: G = G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢ otomorfizmasi denir.

Hasan: [Teoremin ifadesini gozden gecirerek] Evet bunu gostereceSiz. I¢
otomorfizmasini, i¢ otomorfizma oldugunu gosterecegiz. x.y almis yine, hani séyle
yapabiliriz [‘axeya™’ yaziyor]. Burada bir e elemam oldugunu séyleyebiliriz. e
elemami yine G nin bir, grup oldugu icin G, birim eleman oluyor. Bunu iste

axa Yaya~lseklinde yazabiliriz. Bu da suna, su sonuca varabiliriz, yine bu da
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©a(X). o (y) seklinde olur. Bire-birligi de benzer sekilde yapabiliriz. Ya bunu devam

ettirecek miyim yoksa sadece bu kadar mi?
Miilakatci: Bunu gosterdin artik, yani ne gostermeye ¢alisiyordun?

Hasan: Sey bu i¢ otomorfizma diye tanmimladiginin otomorfizma oldugunu gostermeye
calistyoruz. Yani bire-birlik yapacagiz. Yani mesela, iste diyelim Ki, her x,y eleman G
icin, Hah surasi var [Eksik birakilan basamaktan sonra verilen anahtar fikirleri
gortiyor.] HOomomorfizmadir, diyor. Homomorfizma olmast i¢in, bu sart
[ ©a(X). 0 (y)’ yi gostererek] lazim, baska bir seye gerek yok. Evet. Tamam. O zaman
baska bir seye gerek yok. Ciinkii orten oldugunu da gostermig, bire-bir oldugunu da
gostermig ve G den G ye tamimlandig igin, yani tammi ve goriintii kiimesi esit oldugu

icin de, aym gekilde soyleyebiliriz.

Teorem.5: G bir ng ve a € G olsun. Vx € G i¢in,

@a(x) = axa™

ile tammli ¢,: G = G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢
otomorfizmas: denir.

Ispat.5: VY x,y €G igin;

- o ; L )
Pa(xy) = a(xy)a~t = X &ya L_ axa Laja = t@%)%‘ﬂ)

Oldugundan, ¢, bir homomorfizmadir.

Pa(x) = p,(y) = axa™  =aya ' => x =y

Oldugundan ¢, 1-1 dir.

1 = y olacak sekilde

Vy € G igin ¢, (x) = axa™
dx € G bulunabileceginden, ¢, orten de olur. Su halde ¢, G nin bir

otomorfizmasidir.

Sekil 4.35. Teorem.5’in ispatina yonelik Hasan’1in ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 5. Teoremin ispatina ydnelik Hasan’in
¢oziimlerini iceren video kayitlari, video kayitlariin transkripti ve formdaki ¢oziimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.33’te yer verilmistir.
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Tablo 4.33.

Hasan’in 5. Teorem’'de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin
Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum

Evet bunu géosterecegiz. I¢c otomorfizmasim, i¢ Anahtar fikir olarak verilen
otomorfizma oldugunu gdosterecegiz. x.y almis yine, esitlikten yola ¢ikarak; axeya™!
hani séyle yapabiliriz [ ‘axeya™!’ yaziyor]. yaziyor.

Burada bir e elemani oldugunu séyleyebiliriz. e elemant
yine G nin bir, grup oldugu i¢in G, birim eleman oluyor.
Bunu iste axa™*aya~lseklinde yazabiliriz.

Birim eleman 6zelligini amacina
uygun bir bi¢gimde kullanabiliyor.

Ispata baslama asamasinda
anahtar  fikir  olarak  verilen
Bu da suna, su sonuca varabiliriz, yine bu da esitlikten ve Dbirim  eleman
0 (x). o (v) seklinde olur. ozelliginden yola ¢ikarak islemleri
yapiyor ancak birlesme O6zelligini
kullanmyor.

Homomorfizmaduwr, diyor. Homomorfizma olmast igin,
bu sart [yazdigi ‘©,(x).0,(y)’ yi gostererek] lazim,
baska bir seye gerek yok. Evet. Tamam. O zaman baska
bir seye gerek yok. Ciinkii orten oldugunu da gostermis,
bire-bir oldugunu da gostermis ve G den G ye
tanumlandig: igin, yani tanimi ve goriintii kiimesi esit
oldugu icin de, aym sekilde soyleyebiliriz

Homomorfizma, otomorfizma ve
i¢ otomorfizma sartlarini biliyor.

Tablo 4.33’te de goriildiigii gibi; Hasan, tamamlanmasi beklenen Teorem.5’in
ispatinda anahtar fikir olarak verilen ¢, (xy) = a(xy)a™! esitliginden yola ¢ikmis ve
homomorfizma sartin1 bildigi i¢in birim eleman 06zelligini kullanarak bu sarti
saglatmaya c¢alismistir. Homorfizm, otomorfizma ve i¢ otomorfizma sartlarin1 bilen
Hasan, ispata baslama asamasinda anahtar fikir olarak verilen esitlikten ve birim eleman
ozelliginden yola ¢ikarak islemleri yapmis ancak birlesme 6zelligini kullanmamistir. Bu

sebeple eksik bir sekilde de olsa ispati tamamlayabilmistir.

4.2.5.6. Teorem.6’nmn ispatina yonelik bulgular

Teorem.6 S kiimesi bir V vektor uzaymin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’ € S
olacak sekilde V vektor uzaymnin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdir.

Hasan: Alt kiimesi ve c; ler R nin, x; ler de S nin elemani. S kiimesi lineer bagimsiz
oldugundan, sunu yazabiliriz. c; x; + iste, bu sefer [Siliyor]. Lineer bagimsiziik
denklemini yazacagiz. Hani mesela su ¢y x1+cyx, + -+ c¢;x; seklinde, 0 a

esitleyecegiz.
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Miilakatci: Son eleman n mis. ¢, x,

Hasan: Hi hi yani [‘cix; + ¢ %, + -4 cpxy =07 yazdi]. x,, seklinde olacak ve
burada [‘Sisteminin c¢oziimiinde...... " anahtar fikrini gostererek] hani, bir denklem
sisteminden bahsediyor. c¢; katsayilarmmin sifir olmast gerektigini soyliiyor. Yine ayni
sekilde S' kiimesi de S nin bir alt kiimesi oldugundan, bazi x; ler S’ de olacaktir. x; lere
v; seklinde v; olsun demis. S'kiimesinin bir alt kiimesi oldugundan bazi x; ler S’ de
olacaktir. Yani biraz onceki verdigi bilgiye S’ kiimesi S nin bir alt kiimesi oldugundan,

alt kiime oldugunun hani, S deki x; ler S’ niin de elemani olabilir, diyor herhalde.
Miilakater: x; leri v; lere gotiirmiis.

Hasan: O zaman sunu yazacagiz hani c; vy + ¢, v, + -+ + ¢, v, = 0 yazacagiz. S nin

elemant oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdir.
Miilakatci: Evet dolayisiyla ne yazariz?

Hasan: Dolayisiyla v; vektorleri, S nin elemanlart oldugundan, hani bunlarin [iKinci

bosluga yazdigi denklemi gésteriyor] da yukarida gibi sifir olmasi gerekecek hani.
Miilakatgi: Teorem ne diyordu? Teoremi istersen bir daha oku.

Hasan: Tamam. S kiimesinin bir V vektor uzayimn lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’
de S'alt kiime S olacak sekilde V vektor uzaywin bir alt kiimesi ise S’ de lineer

bagimsizdir, diyor.
Miilakatci: S’ lineer bagimsiz oldugunu buradan nasil goriiriiz?

Hasan: Yani su denklemden (c, vi + ¢, v, + -+ + ¢, v, = 0) bahsediyoruz. Yani S’
niin lineer bagimsiz oldugunu S' deki elemanlar, x; ler, hani S nin bazi x; lerin S’ niin
elemaniydi. x; ve v; yi yazdik. x; ler lineer bagimsiz oldugu i¢in v; ler de lineer

bagimsizdir, diyebilir miyiz? Acaba.
Miilakater: Yani ispati tamamlamani istiyor sadece senden asagida.

Hasan: v; vektorleri bagimsizdir. Hah sundan bahsediyor herhalde. Hani S’ deki v; ler
ashinda S nin de eleman: oluyor. Alt kiime oldugu icin... Himm. Yani, alt kiime oldugu
icin hani, x; nin, x; gibi diistinebiliriz, x; ciinkii S nin elemant ama v; ler S’ niin

elemani, S nin alt kiimesinin elemant olmus oluyor. Yani x; ler lineer bagimsizsa v; ler
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icin de lineer bagimsizdir, diyebiliriz. O zaman hani S' de lineer bagimsizdir,
diyebiliriz.
Miilakat¢i: Tamam, yaz istersen.

Hasan: /S’ de lineer bagimsizdir’ yazd.]

Teorem.6: S kiimesi bir V vektor uzaymnn lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’ c S olacak
sekilde V vektor uzayinin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdur.
Ispat.6: c; € R ve x; € S olsun. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan,
..... C 450y 4. CAKY et o v et EpénE O
Sisteminin ¢6ziimiinde tiim c; katsayilan sifir (¢; = 0,i=1,... .,n) olmaldir. ﬂ g 'é J‘)
kﬁmesi\ S nin bir alt kiimesi oldugundan bazi x; l‘éAr\S "Ide olacaktir. x; = 139 olsun. o
Buna gore; ‘ 4 c B
LCaMi eVt s o SN Vna R
esitligini yazalim. Bu v; vek;érlqi S nin elemanlar1 oldugundan v; vektorleri lineer

bagimsizdir. . ... le.. khee-... .Aq&‘(w.l@dk*,

Sekil 4.36. Teorem.6 nin ispatina yonelik Hasan’1n ¢éziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 6. Teoremin ispatina ydnelik Hasan’in
cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢ozlimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.34’te yer verilmistir.

Tablo 4.34.

Hasan’in 6. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yoénelik Verilerin
Yorumlanmasi

Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum

Alt kiimesi ve c; ler R nin, x; ler de S nin elemam. S

kiimesi lineer bagimsiz oldugundan, sunu yazabiliriz. ‘Ci € R Ve X; €S olsun S kiimesi
lineer bagimsiz oldugundan’ ve
lineer bagimsizlik tanimindan
yola  ¢ikarak = x;cq +X,05 +
o+ c;x;  seklinde 0 a esitleyecegiz.  (...)c; -+ x¢; = 0 denklemini yaziyor.
katsayilarimin sifir olmasi gerektigini soyliiyor.

ci x, iste, bu sefer [Siliyor].  Lineer bagimsizlik
denklemini yazacagiz. Hani mesela su cq x1 + ¢3 x5 +




Tablo 4.34. (Devamu)

187

[Miilakatcimin uyarist tizerine] Hi hi yani [‘cy x4 +
Coy Xy + -+ ¢y X, = 0’ yazdi]. x,, seklinde olacak

Miilakat¢inin uyarist iizerine ‘i =
1, .......,n" anahtar fikrinden yola
cikarak yanlis yazdigi denklemi
diizenliyor.

burada [‘Sisteminin ¢oziimiinde... ... " anahtar fikrini
gostererek] hani, bir denklem sisteminden bahsediyor.

Anahtar fikri okuyor ve yazdigi
denklem sisteminin eksik
birakilan adima ait oldugunu
anahtar fikirde gegen ‘sisteminin
¢coztimiinde’ ifadesi ile
dogruluyor.

Yine aym sekilde S' kiimesi de S nin bir alt kiimesi
oldugundan, bazi x; ler S' de olacaktir. x; lere v;
seklinde v; olsun demis. S'kiimesinin bir alt kiimesi
oldugundan bazi x; ler S' de olacaktur. Yani biraz
onceki verdigi bilgiye S’ kiimesi S nin bir alt kiimesi
oldugundan, alt kiime oldugunun hani, S deki x; ler S’
niin de elemani olabilir, diyor herhalde

Verilen anahtar fikirleri anlamaya
calisiyor. x; — v; ifadesini dogru
yorumluyor.

[Miilakat¢inin ifadesi dizerine] O zaman sunu yazacagiz

Dogru bir bi¢cimde yorumladigi
x; — v; ifadesini miilakatginin da

: < ifade etmesi {lizerine ‘cq vy +
hani ¢; vy + ¢, v5 + -+ + ¢, v, = 0 yazacagiz. €y Vo + ety vy = 0" 1
denklemini yaziyor.
S nin elemam oldugundan v; vektorleri lineer . e
. .o . Yukarida  verilen tim ¢
bagimsizdr. (...) Dolayisiyla v; vektorleri, S nin Katsavilart 0 olmalidir.’
elemanlart  oldugundan,  hani  bunlarin  [ikinci 4 )

denklemde yazdigi denklemi gésteriyor] da yukarida
gibi sifir olmasi gerekecek hani.

bilgisinden yola c¢ikarak yorum
yap1yor.

(...) Yani su denklemden (c, vy + c3 vy + -+ ¢, v, =
0) bahsediyoruz. Yani S’ niin lineer bagimsiz oldugunu
S’ deki elemanlar, x; ler, hani S nin bazi x; lerin S' niin
elemanmiydi. x; ve v;’yi yazdik. x; ler lineer bagimsiz
oldugu i¢in v; ler de lineer bagimsizdwr, diyebilir miyiz?
Acaba.

‘bu v; vektorleri S nin elemanlari
oldugundan v; vektorleri lineer
bagimsizdir.”  anahtar  fikrini
anlamaya calistyor.

v; vektorleri bagimsizdir. Hah sundan bahsediyor
herhalde. Hani S’ deki v; ler aslinda S nin de elemani
oluyor. Alt kiime oldugu icin... Humm. Yani, alt kiime
oldugu i¢in hani, x; nin, x; gibi diisiinebiliriz, x; ¢tinkii
S nin elemam ama v; ler S' niin eleman:, S nin alt
kiimesinin elemant olmus oluyor. Yani x; ler lineer
bagimsizsa v; ler igin de lineer bagimsizdir, diyebiliriz.
O zaman hani S’ de lineer bagimsizdir, diyebiliriz.

‘bu v; vektorleri S nin elemanlar
oldugundan v; vektorleri lineer
bagimsizdir.” anahtar fikrini dogru
bir bigimde yorumluyor ve ispati
eksik de olsa yazili bir bigimde
tamamlayabiliyor.

Tablo 4.34’te de goriildiigii gibi; Hasan, tamamlanmasi beklenen Teorem.6’nin
ispatinda, anahtar fikir olarak verilen ‘c; € R ve x; € S olsun S kiimesi lineer bagimsiz
oldugundan’ ifadelerini ve lineer bagimsizlik tanimini kullanarak ispata baslamis; ilk
denklemi olusturabilmis ancak denklemi olustururken dikkatsizlik sonucu yanlis indis
anahtar

kullandig1  ¢;.x; ifadesini, miilakatginin uyarisi iizerine ‘i =1,.......,n°
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fikrinden yola ¢ikarak diizenlemistir. Yazdigi denklem sisteminin eksik birakilan adima
ait oldugunu anahtar fikirde gecen ‘sisteminin ¢dzlimiinde’ ifadesi ile dogrulamistir.
Kendisinin de dogru bir bigcimde yorumladigi ‘x; — v;’ ifadesini miilakat¢inin
hatirlatmasiyla birlikte ikinci denklemi olusturabilmistir. Anahtar fikirleri anlayarak
dogru bir bigimde yorumlayan Hasan, matematiksel dille ifade edilmis teoremi ve ispati
anlamis ve ‘tiim c; katsayilari sifir olmalidir.” anahtar fikrini okumus olmasina ve ikinci
yazdigi denklemde bu bilgiyi kullanarak yorum yapmis olmasina ragmen ispat
tamamlama bilesenini eksik bir sekilde yazili olarak ifade edebilmistir. Hasan’in bu
ispat1 yazili olarak eksik tamamlamasinin sebebinin eksik birakilan her iki sistemde de
ayni katsayiy1 kullanmasi ve dolayisiyla katsayinin sifir oldugunu yeniden ifade etme

geregi duymamasi oldugu diistiniilmektedir.

4.2.5.7. Teorem.7’nin ispatina yonelik bulgular

Teorem.7: U ve W kiimeleri V' vektér uzaymin birer alt uzayr olmak iizere;, U N W

kiimesi de V nin bir alt uzayidir.

Hasan: [Teoremi gozden gegiriyor.] Evet, simdi ispata baktigimizda, c.u + v eleman
Mudwr U kesisim W nmin, oldugunu gdstermek istiyoruz. x ve v ler, U nun elemani, sey
kesisimin elemant oldugu icin, ayri ayri elemanlart da olmak zorunda, diyebiliriz. O
zaman sunu yazabiliriz. w+ v de U nun elemanmidir. Benzer sekilde u+v de W nin
elemanmidir [Eksik birakilan ilk adima ‘u+v €U Au+v € W’ yazdi]. Kapaliliktan
otiirii herhalde, oradan geliyor. Daha sonra bir sayiyla ¢carpip, sabit bir sayiyla ¢arpip,
cu+v €U, ccu+v €W diyebiliriz [Eksik birakilan ikinci adima ‘c.u+v € U,
cu+v € W’yazdi].

Miilakatg¢i: Neden bunu diyebiliriz?

Hasan: Ciinkii ¢ sabit oldugu icin, belirli katsayisi olacak. O da yine hani U nun

elemani olur. Benzer sekilde.
Miilakatci: Yani neden o bu sarti saglasin ki? U ve W ne oldugu igin bu sarti saglar?

Hasan: Vektor uzaymin alt uzayr oldugu i¢in mi? Oldugundan herhalde. Ciinkii
oldugunu vermis. Yine kesisim oldugu icin, hani ikisinin de elemant oldugu igin,

kesisimin de elemani olacaktir.
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nin bir alt uzayidir.
Ispat.7:
cu+v € UnW oldugunu gostermeliyiz.

cu+velUnWw dir.

u,v € UN W olsun. ¢ € F (F cisim) denilsin.

&
Teorem.7: U ve W kiimeleri V vektor uzayinin birer alt uzay: olmak tizere; U N W kiimesi de V

wuveEUNW =>u)v€UAu,vEW

ot e Mo oA uEWM
CUAMEU N LU ELM........
cut+veU Acut+veW ise

Sekil 4.37. Teorem.7 ’nin ispatina yonelik Hasan’in ¢oziimii

Ispat tamamlama formunda verilen 7. Teoremin ispatina ydnelik Hasan’in

cozlimlerini i¢eren video kayitlari, video kayitlarinin transkripti ve formdaki ¢oztimleri

birlikte incelenerek yapilan yorumlara Tablo 4.35’te yer verilmistir.

Tablo 4.35.
Hasan’in 7. Teorem’de Anahtar Fikirleri Kullanabilme Durumuna Yonelik Verilerin
Yorumlanmasi
Ogretmen Adaymin Ciimlesi Yorum

Hipotezi ve hilkmii belirleme
Evet, simdi ispata baktigimizda, c.u + v eleman midir basamaginda  verilen  anahtar

U kesisim W nin, oldugunu gostermek istiyoruz. x ve v
ler, U nun elemani, sey kesigimin elemant oldugu igin,
ayrt ayri elemanlart da olmak zorunda, diyebiliriz.

fikirlerden yola ¢ikarak ispati
nasil yapacaglr hakkinda yorum

yapiyor.

O zaman sunu yazabiliriz. u + v de U nun elemamdur.
Benzer sekilde w+v de W mn elemamdir [EkSiK
bwrakilan ilk adima u+veU Au+v €W’ yazdi].
Kapaliliktan étiirii herhalde, oradan geliyor. Daha
sonra bir sayiyla carpip, sabit bir sayyla ¢arpip, c.u +
v €U, c.u+v € W diyebiliriz [Eksik birakilan ikinci
adima ‘c.u+v €U, c.u+v € W yazdy].

‘u,v eEUNW = uv eU A
u,v € W’ anahtar fikrinden yola
¢ikarak ve kesigimin tanimini
kullanarak eksik birakilan
adimlar1 tamamlamaya calistyor.

[Miilakat¢cinin sorusu tizerine] Vektor uzaymin alt uzayi
oldugu i¢in mi? Oldugundan herhalde. Ciinkii oldugunu
vermig. Yine kesigim oldugu igin, hani ikisinin de
elemant oldugu igin, kesigimin de elemani olacaktir.

Eksik birakilan adimlart
tamamlarken, yalnizca kesigimin
tanimin1 esas alarak alt uzay
kavramina yonelik gbzden
kagirdigi bilgileri miilakat¢inin
sorusu lizerine farkediyor ancak
ispati  eksiksiz  bir  bigimde
tamamlayamiyor.
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Tablo 4.35’te de goriildiigli gibi; Hasan, tamamlanmasi beklenen 7. Teoremin
ispatinda hipotezi ve hiikkmii belirleme basamaginda verilen anahtar fikirlerden, u,v €
UNW = uv €U ANu,v €W esitliginden yola ¢ikarak ve kesisimin tanimin
kullanarak eksik birakilan adimlar1 tamamlamaya ¢alismistir. Eksik birakilan adimlari
tamamlarken, yalnizca kesisimin tanimini esas alan Hasan, alt uzay kavramina yonelik
bilgileri gozden ka¢irmis, miilakat¢inin sorusu iizerine farkettigi bu bilgileri yazili

olarak ifade etmedigi i¢in ispat1 eksiksiz bir bicimde tamamlayamamustir.

4.3. Ogretmen Adaylariin Matematiksel Ispat Yaparken Temel Bilesenleri

Tamamlama Durumuna iliskin Bulgular ve Yorumlar

4.3.1. Hipotezi Belirleme ve Hiikmii Belirleme Temel Bilesenlerinin

Tamamlanma Durumuna iliskin Bulgu ve Yorumlar

“Bir (G,.) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplarinin kesisimi yine
G nin bir alt grubudur.” ifadesiyle verilen Teorem.3’iin ispatinda hipotezi ve hiikmii
belirleme bilesenine yonelik basamak eksik birakilmis ve Ogretmen adaylarmin bu
bilesenleri tamamlama durumlari incelenmistir. Burada 6gretmen adaylarinin hipotezi
belirleme bilesenini “i € I olmak iizere kabul edelim ki; H; ler G nin bir alt grubu olsun
(H; £G). H =N H; denirse” ifadesiyle; hiikmii belirleme bilesenini ise “H < G

oldugunu gosterecegiz” ifadesiyle tamamlamalar1 beklenmistir.

Giil, Ceyda ve Hasan hiikkmii belirleme basamagini olusturabilmisken hipotezi
belirleme basamaginda kismen de olsa matematiksel notasyon bilgisi eksikligi
yagsamislardir. Sonraki adimlarda verilen anahtar fikirlerden ve teoremin ifadesinden
yola ¢ikan Giil; hipotezi ve hiikkmii net bir sekilde ifade etmis ancak NjeH; = H
ifadesini hatali bir bicimde N;—; H; = H seklinde yazmistir. Ceyda, hipotezde H; lerin
alt grup oldugunu sozlii olarak ifade etmesine ragmen H; < G ifadesine yer vermemis
dolayisiyla bu durum ispatinda eksiklik olusturmustur. Hasan ise teoremin ifadesinden
yola ¢ikarak hipotezi ve hitkkmii s6zlii olarak ifade edebilmis, hitkkmii ayrica yazili olarak
da belirtmistir. Ayrica anahtar fikirlerle kendi yazdig: ifadeyi iligkilendirerek dnceden
yazdig1 ifadeyi diizenlemis ancak anahtar fikirlerle eksik birakilan boliim arasindaki

iliskiyi gbzden kagirdig1 ve dolayisiyla G nin alt gruplar1 oldugunu diisiindiigii G; leri H;
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yerine tercih ettigi icin hipotezi matematiksel notasyona uygun bir bicimde tam

anlamiyla ifade edememistir.

Hipotezi ve Hukmii belirleme bilesenlerini tamamlama durumuna yonelik

Giil’iin diisiinceleri asagida sunulmustur.
Miilakatci: Bu soruda ne istiyor senden? Nereye yazmant istiyor?

Giil: Su kisma [hipotez ve hiikmii belirleme basamagini gosteriyor] ama hani o kismi
suradan [Anahtar fikirlerin oldugu basamaklari gédsteriyor] bulmaya c¢alisiyorum.
Yalniz hani iki tane alt grup olmasi gerekiyor ama burada alt gruplarin hangisi

oldugunu bulmaya ¢alistyorum.(...)
Miilakatci: O zaman yazalim ne diisiintiyorsan, diisiindiiklerini ifade ederek.

Giil: eee. soyle kiime seklinde gosterirsek. H; lerden olusur ki H; ler alt gruptur G nin.
Ve i de hani 1 2 seklinde gider. [{H;:H; < G,i = 1,2, ....} yaziyor] eeee. ve H; lerin
kesisimi H yi verir 1 den sonsuza kadar mi artik [‘N;=q H; = H’ yaziyor] aaaa. ve bu
olsun. H nin G nin alt grup oldugunu géstermemiz gerekiyor.
(...) Hani hipotez bu kisum (Bir (G,.) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt
gruplarinin kesisimi) diger istenen bu (G nin bir alt grubudur).

Hipotezi ve Hikkmii belirleme bilesenlerini tamamlama durumuna yonelik

Ceyda’nin diisiinceleri asagida sunulmustur.

Ceyda: H; lerin elemani olacagini séylemis. H; ler burada bahsettigi sonlu veya sonsuz
alt gruplari. Bir de her i elaman 1 i¢in demis. Hani grup olma sartlari, alt grup olma
sartlart bu H; lerin. a islem b1 'i ihtiva ettigi zaman H; ler alt grup olacakti. Burada
onu séylemis. Kesisimin taninimdan yine kesisimin tammindan da su a islem b~ H;

lerin elemanu ise biitiin yani H nin da elemani oluyor.

Miilakatg¢i: H ne oluyor?

Ceyda: H da bunlarin kesisim kiimesi oluyor hocam burada dedigini gore.
Miilakatci: O zaman yaz.

Ceyda: [Onceki yazdiklarin siliyor] Séyle olacak o zaman hocam. 1 indisleri imis

zaten, bunu ben ilk yanls anlamisim. Soyle H; kesisim, yok 6yle degil. Kesisim H;.
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Biitiin H; lerin kesisimi H olmak iizere bu H mn G nin bir alt grubu oldugunu

gosterecegiz [‘N; H; = H olmak tizere H < G’ yazd.].

Hipotezi ve Hiikkmii belirleme bilesenlerini tamamlama durumuna yo6nelik

Hasan’1n diisiinceleri asagida sunulmustur.

Hasan: Kullandigi kiimeler Gq,G,, G3 seklinde. Hani G nin alt gruplar: ve bunlarin
kesisimleri. Ama H dedigini, H olarak soyledi galiba su; hani bunlarin kesisimlerine H
diyor. H i biz G nin alt grubu oldugunu gostermek istiyoruz [‘G; NG, N Gz N
Gy, ... ... <7 G’ ifadesini ‘G; NG, N G3 N Gy, ... ... = H,H < G’ seklinde diizenliyor]. O
sekilde soyleyebiliriz.

Teoremin ifadesinden yola ¢ikan, ispati olusturma siireci igerisinde sonraki
adimlarda verilen anahtar fikirleri okuyan ve hipotezi kismen de olsa belirleyebilen
Ezgi, son adimla hipotezi ve hiikmii belirleme basamaklar1 arasindaki iligkiyi
kuramadig1 i¢in hipotezi ve hiikkmii matematiksel dil ve notasyona uygun bir bigimde

tam anlamiyla ifade edememistir.

Hipotezi ve Hilkkmii belirleme bilesenlerini tamamlama durumuna yonelik

Ezgi’nin diisiinceleri agsagida sunulmustur.

Ezgi: Bir G grubun bir takim alt gruplarimin kesisimi yine bir alt gruptur, demis. Bir
indis kiimesi olsun. Biz neyi géstermemiz lazim o zaman, sunu $éyle yazsam hocam. n, i
eleman I lardan olussun. H; nin bir alt grup, ne oldugunu gosterecegim, G oldugunu
gosterecegim. Bu H; ler de iste Hy, H, bunlar da birer grup. Bunu bagsta yazsam daha
iyiydi ama. [ ‘N;e; H; < G, H;: Hq, Hy' birer grup yazdi. Burada ‘H;: Hy, H, Nier H; <
G’ olmas gerektigini sozlii olarak ifade etti bir okla gosterdi]. Bunlar (H;: Hy, H,) birer

grup ve bu gruplarimin kesisimi indislerden olusan kesisimi. (...)

Miilakatci: Oyle mi yapmis yani. Yani H ne, H y1 kullanmadik ya o yiizden soruyorum.

Nasil anlamaliyiz yani?

Ezgi: H; ler, yani seyi yazsak hocam. Bir hani buradaki H; ler yani tiim kesigsimlerin
kiimesi ve bir tane H almis. Bunlardan temsilci bir tane H alsam. O sekilde géstermig

olabilir mi?

Umut, kesisimin tanimini yanlis yorumlamis ve alt grup taniminmi hipotezle

iliskilendiremedigi i¢in hipotezi ve hiikmii belirleme basamagini yanhs bir diisiinceyle
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olusturmus ancak hatali olusturdugu bu ifadeyi matematiksel dil ve notasyona uygun bir

bicimde yazabilmistir.

Hipotezi ve Hukmii belirleme bilesenlerini tamamlama durumuna yonelik

Umut’un diisiinceleri asagida sunulmustur.

umut: (...) [eksik birakilan boliimden farkl bir yere ‘H < G = N H; < G’ yazdi] E
bunun igin de a, b eleman H alalim diyor. H dan eleman aliyorum. Kesisim tanimindan,
her i eleman I icin, a.b elemant H; dir. Ciinkii a burada, mesela Hy in elemani ise, H,
nin elemani da b olur mesela, bu da a.b nin, H; nin elemanlar: oldugunu gésterir. Alt
grubun tamimindan, her i eleman A icin, mesela alt grup taniminda her x,y elemani H;
icin, x.y~ 1 elemam H; idi. Bir tanimi. Bu da her i eleman I icin. Yani i = mesela I dan
1,2 icin mesela, a.b™Yeleman: olmali, H, kesisim H, mesela, 6rnek olarak verirsek,
oldugunu gdostermeliyiz. Kesigim tammuindan, a, H; nin elemaniydi. b de H; nin
elemaniydi. H grup oldugundan grupta ters eleman varhigindan, , b= de nerenin
elemant olur? H min elemant olur. O zaman , a.b™' de elemam H olur. Oyleyse H alt

grup G dir.

Gortildiigii gibi anahtar fikirlerle teoremin ifadesini birlikte diisiinerek ikisi
arasinda bir iligki kurmaya c¢alisan Ogretmen adaylart hipotezi ve hiikmii
belirleyebilmisler ancak matematiksel notasyon bilgisi agisindan sorun yasamiglardir.
Anahtar fikirler yardimiyla hipotezi ve hiikmii belirli bir diizeye getirebilen 6gretmen
adaylar1 teoremin ifadesiyle anahtar fikirleri iligkilendirmede problem yasadiklarinda bu

bilesenleri tamamlayamamiglardir.

4.3.2. Hipotezi Kullanma Bileseninin Tamamlanma Durumuna {liskin

Bulgu ve Yorumlar

“U ve W kiimeleri V vektor uzayinin birer alt uzayi olmak tizere; U N W kiimesi
de V nin bir alt uzayidir.” ifadesiyle verilen Teorem.7’nin ispatinda hipotezi kullanma
bilesenine yonelik basamak eksik birakilmis ve Ogretmen adaylarinin bu bileseni
tamamlayabilme durumlar1 incelenmistir. Burada 6gretmen adaylarindan hipotezde
verilen u,v € U N W ifadesini eksik birakilan adimlarda kullanmalar1 ve u,v € U ve
U,V nin alt uzay1 olup” ile “u, v € Wve W,V nin alt uzay1 olup” ifadelerini amaglarina

uygun bir sekilde adim adim yazabilmeleri beklenmektedir.
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Ogretmen adaylarindan yalmizca Ceyda ve Ezgi bu bileseni eksik de olsa

tamamlayabilmislerdir.

Hipotezi kullanma bilesenini tamamlama durumuna yonelik O6gretmen

adaylarmin diisiinceleri asagida sunulmustur.

umut: (...) u,v elemani U, kesisimin tanimindan ve u, v elemani W olur. Her ikisinin
de elemani olur. u,v eger kesisimin elemani ise, hem U nun elemanidir hem W nin

elemanidir.

Giil: Simdiiii U kesisim W den bir u, v elemanlar: almis. ¢ de bir sabit. F cisim diyor
ama bir sabit olarak aliyoruz. eee c.u + v nin de U kesisim W nin elemani oldugunu
gosterirsek eger W nin bir alt uzay oldugunu gostermis oluruz. Simdi U kesigim
verdikten bir u,v elemani aliyor. u,v de U nundur ve u,v de W nin dir de aym

zamanda.
Miilakatci: Neden?

Giil: Ciinkii hani kesigimlerinin elemani ise ayrt ayri iki kiimenin de elemani olur.(...) U
W alt uzay ise bu [u, v yi gostererek] (...) U alt uzay oldugundan (...) W de bir alt uzay
oldugundan (...)

Ezgi: (...) u,v U kesisim W nin elemani ise. U hani kesisimin elemani ise bu hem
bunlar U nun elemanidir, hem W nin elemanidir. Hem de... Yanlis bir sey soylemedim.
Hem U nun elemanmidir, hem W nin elemanidir, demis. Bundan ne gegiyor. c,u...[eksik
birakilan adimlarin 6ncesinde ve sonrasinda verilen anahtar fikirleri gézden gegiriyor].
Burada tamamen seyin ozelliklerini kullanacagiz, kesisgimin. u, v elemandir U, hem u, v
elemandir W demigiz. Ciinkii kesisim bunlar.(...) [‘c.cu+v €U Ac.u+v € WYi
siliyor ve ayrt ayri yaziyor] Ciinkii bunlar birer birer ayrica alt uzay, ¢iinkii. [Her bir

ifadenin yamina ‘alt uzay’ yaziyor]

Ceyda: (...) Ayrt ayri su iki eleman (u,v) hani bu adimda (‘u,v €UNW = u,v €
U Au,v € W’) onu vermis bize. Her ikisinin de elemani olacak.(...) Ciinkii hocam alt

uzay olmast...
Miilakatci: Yaz. Yanina yaz ne alt uzay oldugu igin?

Ceyda: U alt uzay oldugu igin. Soyle sunu da yazayim [‘c.u +v € U A’ yaziyor]



195

Miilakatci: Bence onu asagiya yaz, ayri ayrt yaz.

Ceyda: [A yi siliyor] c.u + v eleman U. U alt uzay oldugundan. [eksik birakilan ilk
basamaga; ‘c.u + v € U ; U alt uzay oldugundan’ yaziyor] (...) W alt uzay... Alt uzay:
oldugu icin su (‘c.u+v € UNW’) sarttan yine bunu (c.u + v € W) da yazabiliriz.

W alt uzay oldugundan [‘c.u + v € W; W alt uzay oldugundan’ yazdi]

Hasan: (...) x ve v ler, U nun elemani, sey kesisimin elemani oldugu icin, ayrt ayri

elemanlart da olmak zorunda, diyebiliriz.(...)
Miilakatci: Yani neden o bu sarti saglasin ki? U ve W ne oldugu igin bu sarti saglar?

Hasan: Vektor uzayimin alt uzayi oldugu icin mi? Oldugundan herhalde. Ciinkii

oldugunu vermiy.

Goriildigi gibi, 6gretmen adaylarinin ¢ogu hipotezi kullanma bilesenine yonelik
“u,v € U” ile “u,v € W” ifadelerini sozlii olarak ifade etmis yazili olarak aktarma
geregi duymamigslardir. Bu durumun anahtar fikir olarak verilen u,v eUNnW =
u.v €U Au,v € W ifadesi nedeniyle hipotezi kullanmaya yonelik bilgileri amaca
yonelik adim adim yazma gere§i duymamalarindan kaynaklandigi diisiiniilmektedir.
Ogretmen adaylarmin hipotezi kullanarak yazmalari beklenen “U, V nin alt uzay1 olup”
ile “W,V nin alt uzay1 olup” ifadelerini Umut’un aksine Ezgi, Ceyda, Giil ve Hasan
sOzli olarak ifade etmislerdir. Ceyda miilakat¢inin uyarisi iizerine yazili olarak ifade
edebilmisken; Hasan miilakat¢inin sorusuna cevap niteliginde bu ifadeyi kullanmistir.
Biitiin bunlar gézoniine alindiginda 6gretmen adaylarindan yalniz Ezgi eksik de olsa

hipotezi kullanma bilesenini tamamlayabilmistir.

4.3.3. Tamim Kullanma Bileseninin Tamamlanma Durumuna iliskin Bulgu

ve Yorumlar

“(G,.) birgrupve N <G = G/N bir gruptur.” ifadesiyle verilen Teorem.1 ve
“Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.” ifadesiyle verilen Teorem.4’iin
ispatinda tanim kullanma bilesenine yonelik basamak eksik birakilmis ve 6gretmen

adaylarinin bu bilegeni tamamlayabilme durumlari incelenmistir.

Teorem.1’in ispatinda N <G = G/N’nin grup olma sartlarim1 saglayip

saglamadigr arastirilmis dolayisiyla ilk adimda birlesme Ozelliginin  varligt
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gosterilmistir.  Birlesme  6zelliginin ~ varligma  yonelik islem basamaklarinin
yapilabilmesi i¢in normal alt grup tanimindan faydalanilmistir. Eksik birakilan
adimlarda 6gretmen adaylarindan normal alt grup tanimindan yola ¢ikarak “N < G igin
G/N ={xN:x € G}  boluim  grubu tammmini  ve “N<G = (xN,yN €
G/N icin (xN)(yN) = (xy)N” ifadesini  kullanarak islemlerini ilerletmeleri
beklenmistir. Bu noktada bu bilgileri hatirlatmasi i¢in “xN,yN,zN € G/N alalim.
(x,y,z € G igin)” anahtar fikri verilmistir. Ogretmen adaylarinin ispat tamamlama
stirecleri incelendiginde yalniz Hasan’in bu bilgileri kismen de olsa hatirlayarak

kullandig1 goriilmiistiir. Bu baglamda Hasan’1n diislinceleri asagida sunuldugu gibidir.

Hasan: (...) Hani normal alt grup doniigiimii vardi galiba. Hani su sekildeydi.
(yN).(zN) = (yzN) gibi bir doniisiimii vardi herhalde. Ondan otiirii o sekilde
yvapiyorduk. Bunu nasil yapariz bu... Hem normal alt grupsa, yani Nx = xN seklinde
bir esitligi vardi ama. Yine belki onu kullanabiliriz tekrar burada. = Nx.(yz)N

seklinde yazabiliriz.

Burada Hasan; normal alt grup tanimi ve Ozelliklerine yonelik bilgileri
hatirlamig ancak bunlardan yola ¢ikarak eksik birakilan ikinci basamagi hatali bir

ifadeyle tamamlamistir.

Teorem.1’de tanim kullanma bilesenini tamamlama durumuna yonelik iki adayin

diisiinceleri asagida sunulmustur.

Giil: eee G,N den bir elemanlar almis ve x,y,z de zaten G nin evet, n ler N nindir
zaten. Bunlar da x,y,n dir. Sunlar ((xN)[(yN)(zN)] = xN[(yz)N]) suraya
(= [(xN)(yN)](zN)) ulasiyor [Teoremi ve verilen anahtar fikirleri okudu]. Birlesme
ozelligini saglatmaya ¢alisiyor yani. Acaba bunu ([(yN)(zN)]) eger bu ([(yz)N])
sekilde yazabiliyorsak, bunu da su sekilde yazabiliriz [ ‘(xN)[(yN) (ZN)) "yi ‘(xyz)N’
seklinde yaziyor]. Sonra x,y,z; G nin, G de grup oldugundan birlesme ézelligi zaten

saglar.

Ceyda: Hocam simdi ashinda yol gostermis bize. Hani buna ([(xN)(yN)](zN))
ulasmamiz gerek, nasil ulasiriz? Bu da birlesme ozelligini gosterir zaten oyle diyor.
Birlesme ozelliginin var oldugunu goéstermeye c¢aligmis. Calisiyoruz ama... Buradan

devam edersek dagilma 6zelligi varsa su da iceri dagilamaz mi hocam? Evet dagilabilir
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yani. Yani ¢carpmanin dagilma ozelligi. [Yazdigi ‘xN[(yN)(zN)]’ de ‘xN’yi parantez
icine dagitmayt kastediyor.]

Normal alt grup tanimimi kullanmamalarina ragmen anahtar fikirlerden yardim
alan Giil ve Umut birlesme 6zelliginin varliginin arastirildigi adimlar kismen de olsa
tamamlayabilmislerdir. Oysaki ayni1 anahtar fikirler normal alt grup tanimim

kullanmayan Ezgi ve Ceyda’nin bu basamagi tamamlamalarinda yeterli olmamaistir.

Teorem.4’iin ispatinda mertebesi asal olan bir grubun devir grubu olup olmadig:
arastirilmis ve ispatin son boliimii eksik birakilmis ve 6gretmen adaylarindan asal say1
tanimin1 kullanarak ‘o(H) 1n o(G) yi bolmesi i¢in o(H) = k olmalidir’ ¢ikarimini
yapmalar1  beklenmistir. Ispat1 tamamlama siiregleri incelendiginde &gretmen
adaylarinin tamaminin asal say1 tanimii kullandiklar1 ve beklenen ¢ikarimi yaptiklar

goriilmistiir. Bu baglamda bazi katilimeilarin ifadeleri asagida sunulmustur.

Ceyda: (...) G nin mertebesi k, asal oldugundan 1 ve kendisinden baska béleni yoktur.
Burada bunu nasil kullanabiliriiz? Burada (0(G)) k dersek, 0 zaman H nin mertebesi ya

k olacak ya da 1 olacak.

umut: (...) O halde, eger o zaman o(H) nin ben ne oldugunu soylerim? Ya I oldugunu
soylerim, ya da k ya esit oldugunu soylerim. 1 ve kendisinden baska boleni yoksa
bunlart yazabilirim [‘'o(H) = 1,0(H) = k’ yazdi].

4.3.4. Ozellik Kullanma Bileseninin Tamamlanma Durumuna fliskin Bulgu

ve Yorumlar

“(G,.) bir grup ve N< G = G/N bir gruptur.” ifadesiyle verilen Teorem.1,
“(G,.) bir grup ve H < G olsun. Va €G i¢in, Ha = {x € G:a = x(mod H)} yani
Ha = a dir.” ifadesiyle verilen Teorem.2 ve “G bir grup ve a € G olsun. Vx € G i¢in,
©o(x) = axa™! ile tammh @,: G — G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢
otomorfizmas1 denir.” ifadesiyle verilen Teorem.5’in ispatlarinda 6zellik kullanma
bilesenine yonelik basamaklar eksik birakilmis ve 6gretmen adaylarmin bu bileseni

tamamlayabilme durumlari incelenmistir.

Teorem.1’in ispatinda 6gretmen adaylarinin; i. ispatta, G bir grup oldugundan

(x,y,z € G) igin birlesme dzelligini kullanarak (x(yz))N = ((xy)z)N esitligini ayrica
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iii. ispatta ters elemanin varliginin arastirildigi boéliimde de yine G bir grup oldugundan
Vx € Gicinx ' € G ozelligini kullanarak esitlikleri olusturabilme durumlar
incelenmistir. Ifadeleri incelendiginde o6gretmen adaylarindan Giil ve Umut’un
islemlerini yaparken G nin bir grup oldugu ve dolayisiyla birlesme o6zelliginin var
oldugu bilgisinden hareketle islemlerini ilerlettikleri ve beklenen esitligi
olusturabildikleri; ters elemanin varligina yonelik grup 6zelligini ise yalniz Giil’lin ifade
ettigi ve kullandigr goriilmiistiir. Umut’un bu basamakta ‘G bir grup oldugundan ters
elemaninin da var oldugu’nu ifade etmeyisi, ilk adimda bu durumu gézoniine aldigi igin

yeniden ifade etme geregi duymadigi seklinde yorumlanmustir.

Teorem.1’de 6zellik kullanma bilesenini tamamlama durumuna yoénelik Giil ve

Umut’un diisiinceleri soyledir:

Giil: (...) Sonra x,y,z G nin, G de grup oldugundan birlesme 6zelligi zaten saglar. Bu
sekilde ((xy)zN) aywrabiliriz. Hah evet su sekilde ((xy)(z)N) yazayim: su sekilde
aywrirsak eger, su sekilde birlesme ozelligi sagladigindan su sekilde yazabiliriz:
([(xy)N](zN)) uuu tekrar bunu ([(xy)N]) acarsak, buna ((xN)(yN)(zN)) ulagmis

oluruz buradan.(...)

(...) Ondan sonra x G nin elemani, G de bir grup o zaman x iizeri -1 de G nin elemani

olur ki x in ters elemani olur ve bu da etkisiz elemana esittir. Bu da eN olur.(...)

Umut: Buradan aymi sartlart aldigimizda, yine x(yz)N olur, buradan da birlesme

ozelliginden (xy) parantezi kaydirirsak (xy)NzN olur.

Teorem.2’de i. ve ii. ispatlarda 6gretmen adaylarmin grupta birlesme 6zelligini
kullanma durumlar1 incelenmis bu baglamda ilk adimlarda ‘grupta birlesme
ozelliginden’ ifadesinden yola ¢ikarak ‘a”l(ax™!) = a lh’ esitlifine birlesme

1= a7 1h’ esitligini olusturabilmeleri beklenmistir.

ozelligini uygulayarak ‘(a”'a)x~
Ogretmen adaylarmin diisiinceleri incelendiginde; Umut, Giil, Ezgi ve Hasan i. ve ii.
ispatta yapilmasi gereken islemleri bilmelerine ve ifade etmelerine ragmen nasil
yazacaklarint  bilememis dolayisiyla  birlesme  Ozelligine  yonelik  esitligi
olusturamamigslardir. Ceyda ise birlesme Ozelligine yonelik kavramsal bilgileri
uygulayarak esitligi olusturabilmis ve birlesme 6zelligine yonelik adimi dogru

tamamlayabilmistir.
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Teorem.2’de kavramsal bilgileri secip kullanmalarina yoénelik bazi 6gretmen
adaylarinin diisiinceleri sOyledir:

Giil: (...) Buradan; grupta birlesme dzelliginden, grupta etkisiz eleman sanirim bi de

1

ters eleman ozelliginden. Surada: [‘ax™" = h’ yaziyor ve ispati yapmaya basltyor] her

iki tarafi a min tersiyle isleme sokuyor, sagdan tabi, bu da a min [‘a /ax™' = h’

1

vazdi] [esitligin diger tarafina ‘a™"’ yazmayip sadece soyliiyor]

Miilakatci: Diger tarafi da yaz istersen daha agiklayici olsun, ne taraftan dediysen o
taraftan.
Giil: [siliyor] su sekilde mi? [‘a'/ax™' = h/a~1’ yaziyor]
Miilakater: nereden isleme sokuyorsun a™1 i?
Giil: sagdan [diyerek ‘a™'/ax™' = h/a™! sagdan’ yaziyor]
Miilakatci: Simdi sola yazdin da o yiizden...
Giil: 41 pardon soldan igsleme sokuyorum [ ‘sagdan’ 1 silerek ‘soldan’ yaziyor]
Miilakatgi: Bir tarafta soldan oldu bir tarafta sagdan oldu.
Giil: evet [siliyor] bunu ama séyle mi yazayim, éyle de yazamam, hah soyle [‘a™1/
ax~t = ha '/ yaziyor] mi? [a=1/ i siliyor] [giilerek] séyle oklar ¢izsem olmaz mi?
Miilakat¢i: Sen bilirsin, tamam.
Giil: 1z Soldan diye belirteyim her iki tarafi [‘a'/ax™! = h’ esitliginin basina ‘soldan’
yaziyor]

Goriildugi gibi Gil, i. ve 1i. ispatlarinin her ikisinde de birlesme 6zelligini
kullanamamis ve bu duruma ek olarak matematiksel notasyon bilgisi eksikligi sebebiyle
de ilgili adimlar1 tamamlayamamustir.

[Diger sorular bittikten sonra tekrar bu soruya doniiyor.]

Ceyda: Zaten bu buna bakacagim herhalde. [onceki yaptigi islemleri siliyor] Soyle

1

hocam her iki tarafi da a™* ile isleme koymustum en son. [‘ya™! = xaa™’ yazdi]

Burada birlesme ozelliginden diyor. Birlesme ozelliginde sunlarin énce hangi ikili

hangi ikisini isleme aldigimiz fark etmeyecek. O yiizden soyle aa™! yazsam [bir sonraki

1

basamaga ‘ya~! = x(aa™')’ yazdi]. (...) Ne yapmamiz lazim hocam bir kere suradaki
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i. ispatin dictincii basamaginda verilen ‘ex™' = a~ h’ esitligini gostererek] x~1 yok
P g gini g

olmayacakmis onu goriiyoruz buradan. O yiizden a™*

ile isleme koyacagiz [ilk
basamaga; ‘a”Yax = a " h’ yaziyor]. Buradan da birlesme ozelliginden suraya [iKinci
basamaga,; ‘a”‘ax = a”‘h’ yaziyor] su parantezi suraya ((a"la)x = a“1h ) koyup

buna ((a™'a)) da zaten diger adimda e demis.

Goriildugii gibi Ceyda, i. ve ii. ispatlarinin her ikisinde de birlesme 6zelligini
kullanmis, yalmiz ilk basamaklara yazdigi esitliklerde parantez kullanmayi ihmal

etmistir.

Teroem.5’in ispatinda Ozellik kullanma bilesenine yonelik basamak eksik
birakilmis ve Ogretmen adaylarimin bu bileseni tamamlayabilme durumlar
incelenmistir. Burada 6gretmen adaylarinin bir doniisiimiin homorfizm olmasi igin
gereken “@,(xy) = @, (x)@,(y)” sartin1 hatirlayarak islemlerini bu yonde yapmalari
ayrica islemlerini yaparken de grupta birim eleman ve grupta birlesme 6zelliklerini

kullanmalar1 beklenmistir.

Ogretmen adaylarinin ifadeleri incelendiginde tamaminin homomorfizma
ozelligini hatirlayarak islemlerine bu sekilde yon verdigi goriilmiistiir. Islemleri
yaparken Giil, Ceyda ve Umut hem birim eleman hem de birlesme Ozelliklerini
amaclarina uygun bir sekilde kullanabilmis; Ezgi ve Hasan ise yalnizca birim eleman
ozelligini kullanmig, birlesme 6zelligini kullanmayr ihmal etmislerdir. Ogretmen
adaylarindan Ceyda birlesme 6zelliginin varligini ilk adimda ifade etmis ancak yazili
olarak uygulamamistir. Dolayisiyla Ceyda’nin birlesme 6zelligini kullanacagini bildigi,
islemlerini bu noktadan hareketle devam ettirdigi ancak yazili olarak ifade etmeyi ihmal

ettigi diislinlilmiistiir.
Bu duruma iligkin 6gretmen adaylarindan bazilarinin diisiinceleri soyledir:

Ceyda: (...) Burada sunu (a(xy)a™') devam ettirelim. Bi kere grup oldugu icin

1.

birlesme ozelligi gecerli olacak. Yani axya™"; buradan ashinda sunu [teorem

1

ifadesinde verilen ‘p,(x) = axa™'’i gostererek] axa™,aya™! boyle iki ifade elde

etmemiz lazim. Su iki basamaktan [eksik birakilan adimlar gosteriyor] ... Ciinkii sunu
(9, (x). () yazabilmemiz icin. Ama bunu nasil elde ederiz? Suraya [‘axya™1’ de x

1

ile y arasina e yazarak ‘axeya™"’ yi elde ediyor] e yazsak x,y yani sonug

degismeyecek. axe sunu sileyim de [x ile y arasina yazdigi e yi silerek bu ayni esitligi
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1

bir sonraki basamaga yaziyor] axeya™l, e yerine de a carpi, a”‘a yazabiliriz.

1

axa taya™?, sonucta aa™! = e = a~ta oluyordu. Suradan (axa™taya™!) yazinca da

direk su ifade (axa™1) bunu (¢, (x)) veriyor. Bu (aya™1), ifade de bunu (¢, (v)).

Hasan: (...) Burada bir e elemant oldugunu séyleyebiliriz. e elemant yine G nin bir,
grup oldugu icin G, birim eleman oluyor. Bunu iste axa™taya~lseklinde yazabiliriz.

Bu da suna, su sonuca varabiliriz, yine bu da ¢,(x). @, (y) seklinde olur.

Giil: (...) Surada [ ‘(ax)(ya™1)’ ifadesinde parantezlerin arasini gésteriyor] bir e etkisiz
elemant vardr [‘(ax)e(ya )’ yaziyor]. Bu e etkisiz eleman: su sekilde
((ax)aa™t(ya™)) yazabiliriz. e ciinkii G nin etkisiz elemant a larda G nin etkisiz
elemani oldugundan ve G de bir grup oldugundan a nin zaten tersi var. Birlesme
ozelligini [axa yaziyor] uygularsak, pardon [‘axa’ yi siliyor] degisme odzelligini
uygularsak, yani himmm ashinda e yi su sekilde de yazabiliriz bastan
[‘(ax)aat(ya 1)’ deki ‘aa™''i silerek ‘a™la’ yaziyor yani ‘(ax)ala(ya™1)’
vazmig oluyor]. Sunu da saglar eee. Birlesme ozelliginden tekrar bunlar
((axa™Y)(aya™1)) yazarsak, bu sefer bu ¢, (x)@,(v) ve esit olmus oluyor. Dolayisiyla

homomorfizmayt sagliyor.

Goriildigii gibi 6gretmen adaylar1 genel olarak ispat tamamlama siirecinde
kullanmalar1 gereken Ozellikleri amaglarina uygun bir bi¢cimde kullanabilmislerdir.
Ispat1 tamamlama siirecinde kullanilmas:1 gereken 6zelliklerin kullanilmamasimnin bilgi
eksikliginden ziyade 6zelligin kullaniminin ithmal edilmesinden ve 6zelligin islemlerde

nasil uygulanacaginin bilinememesinden kaynaklandig: diigiiniilmektedir.

4.3.5. Kavramsal Bilgileri Secip Kullanma Bileseninin Tamamlanma

Durumuna iliskin Bulgu ve Yorumlar

“(G,.) bir grup ve N <G = G/N bir gruptur.” ifadesiyle verilen Teorem.1,
“G birgrupve H<Golsun. Va € G igin, Ha = {x € G:a = x(mod H)} yani Ha =
a dir.” ifadesiyle verilen Teorem.2, “S kiimesi bir V vektdr uzayinin lineer bagimsiz bir
alt kiimesi ve S’ de S’ € S olacak sekilde V' vektor uzaymin bir alt kiimesi ise S’ de
lineer bagimsizdir.” ifadesiyle verilen Teorem.6 ve “U ve W kiimeleri V vektor uzaymin
birer alt uzay1 olmak iizere; U N W kiimesi de V nin bir alt uzayidir.” ifadesiyle verilen

Teorem.7’nin ispatlarinda kavramsal bilgileri se¢ip kullanma bilesenine yonelik
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basamaklar eksik birakilmis ve Ogretmen adaylarmin bu bileseni tamamlayabilme

durumlari incelenmisgtir.

Teorem.1’de ters elemanin varhi@min arastirildigt basamakta &gretmen
adaylarinin ters elemanin varhi@ina yonelik kavramsal bilgileri kullanabilmesi
incelenmis bu baglamda “(xN)(x IN) = eN = (x"IN)(xN)” esitligini olusturarak
islemlerini yapmalar1 beklenmistir. Bu kavramsal bilginin hatirlanmasini kolaylagtirmak

amaciyla etkisiz elemanin varligina yonelik basamak anahtar fikir olarak verilmistir.

Ogretmen adaylarinin diisiinceleri incelendiginde; yalmiz Umut’un anahtar fikir
olarak verilen birim elemanin varliginin gosterildigi basamagi dogru bir bigimde analiz
ettigi gorlilmiistiir. Dolayistyla Umut kavramsal bilgileri secip kullanmasina yardim
edecek bu anahtar fikri 1yi analiz ettigi i¢in ispat1 beklenen diizeyde tamamlayabilmistir.
Diger 6gretmen adaylar1 ise, kavramsal bilgileri se¢ip kullanmalarina yardim edecek
anahtar fikri gozden kacirdiklart igin tek tarafli olarak islemlerini ilerletmisler

dolayistyla ispat1 beklenen diizeyde tamamlayamamislardir.
Bu duruma yonelik bazi 6gretmen adaylarinin goriisleri syledir:

Ezgi: (...) G birim eleman, her xN eleman G/N i¢cin (xN)(eN) xN; birim eleman
oldugunu direk gostermis, ben de bunu [ters eleman ozelligine yonelik verilen anahtar
fikri okudu] soyle yapayim [ters elemammn varhigimin ispatina bashyor]. (x.x )N
diyeyim. x in kendi ile tersinin birlesimine eN. E zaten ters eleman olmasi icin yani
kendisi ile tersini igleme soktugumdan birim eleman olmasi lazim. O zaman ben
buradan x~* eleman, x N elemandir G boler N derim [x"1N € G /N’ yaziyor]. Yani
sey, ters eleman var e birimi var, birlegsme var, birim var, ters eleman var, o zaman G N

bir gruptur.
Hasan: Birim elemani. Evet. Hi hi. Birim elemandir. Alta gegiyorum o zaman [Birim
elemanin varligimi arastirildigr anahtar fikvi okuyor].

Miilakatci: Neyi gostermeye ¢caligmis?

Hasan: Simdi ters elemani gostermeye ¢alisiyor. Hani grup oldugunu gostermek igin.
Birim elemani var. Bunu da su sekilde yazabiliyorduk. (x.x"1)N = eN seklinde

yazabiliriz. Bu da N ye esit zaten. N zaten yukarida bulmugstuk, birim elemandi. E benim
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elemana gidiyorsa (x~!N) ters olacak. Yani ters eleman olacak. Buraya da sunu

yazabiliriz. (x "1)N eleman G /N, yani ters elemanin varhigu.

umut: (...) G nin birim elemani e olsun. Her X elemani xN boliim grubunun elemani
i¢in, yan kiime oldugu i¢in béliim grubunun da elemani olacaktir. (g;N)(g,N) nin
ctktist (g192)N oldugu i¢cin (xN)(eN) i¢in de ayni sekilde (xe)N olacaktir. (xe) de e
birim eleman oldugu i¢cin = xN olarak ¢ikacaktir. Bunu sagdan bir de soldan
gostermemiz gerekir. Yine (eNxN) i almis, bunun da ¢iktisi (ex)N olacaktir (ex) birim
eleman oldugu xN olarak ¢ikacaktir. Sagdan ve soldan esit oldugu icin, burada da N
nin, G/N nin birim elemani oldugunu séylemis. En son iiciincii adumda, ters elemanin
varligim gostermeliyiz. Yine her xN eleman G /N grubu icin, (xN)~1, (ab)™! in biz
b~*a™?! oldugunu biliyoruz. Buradan (xN)~! in de x 1N elemani G /N var midir, ona
bakacagiz simdi. Simdi (xN) (x 1N)yine ¢ikti ayni olacaktir. (xx~ )N olacaktir.
Buradan da (xx~1) de e olacagindan N vyi verdi yani. Bu demek ki (xN) in tersinin
((xN)~1) soldan tersinin x N oldugunu séyliiyor bize. Aym sekilde bir de sagdan ayn:
islemi yaparsak; (x NxN) olacaktir. Bu da aymi sekilde ¢iktist (x *x)N olacaktir.
(x"'x) de e oldugundan burada da N olacaktir, yani birimi verdigi icin sagdan ve
soldan her ikisini de sagladigi icin burada xN in tersinin ((xN)™! =x"IN ) ( x7IN)
oldugunu gosteririz. Dolayisiyla ters elemam da gosterdigimizde G /N bir grup

oldugunu séyleriz.

Goriildugi gibi Ezgi, ters elemanin varligini arastirirken birim eleman ve ters
eleman ozelliginde verilen anahtar fikirler ve her ne kadar sozlii olarak ifade etmese de
birlesme 6zelliginde verilen anahtar fikirlerden yola ¢ikarak ispati belirli bir diizeye
getirmistir. Benzer sekilde Hasan da birim eleman ve ters eleman 6zelliginde verilen
anahtar fikirlerden ve her ne kadar sozlii olarak ifade etmese de onceden yazdigi normal
alt grup o6zelliginden yola ¢ikarak eksik birakilan adimlari tamamlamaya g¢alismistir.
Ancak her ikisi de kavramsal bilgileri segip kullanmalarina yardim edecek anahtar fikri
gozden kagirmis ve dolayisiyla tek tarafli olarak islemleri yiiriitmiis ve ispat1 beklenen
diizeyde tamamlayamamiglardir. Oysa Umut, kavramsal bilgileri se¢ip kullanmasina
yardim edecek anahtar fikri iyi analiz etmis ve yorumlamis, bu sayede ters elemanin

varligina yonelik basamagi eksiksiz tamamlamistir.



204

Teorem.2’de i ve ii ispatlarinda birim ve ters eleman ozelliklerine yonelik
Ogretmen adaylarmin kavramsal bilgileri incelenmis ikinci adimlarda ters eleman
kavramini hem islemlerine uygulayabilmeleri hem de ifade etmeleri, tiglincti adimlarda
ise verilen esitlikte yapilan islemlerin birim eleman kavramina yonelik oldugunu ifade

etmeleri beklenmistir.

Ogretmen adaylarinin diisiinceleri bu baglamda degerlendirildiginde Giil, Ezgi
ve Hasan i. ve ii. ispatta birim ve ters elemanlara yonelik kavramsal bilgileri dogru bir
bicimde secip ifade edebilmislerdir. Ceyda birim ve ters elemana yonelik kavramsal
bilgileri dogru bir bicimde se¢ip kullanamamistir. Islemlerini basamak basamak
yazmada sorun yasayan Ceyda biitiin sorular bittikten sonra yeniden bu soruya zaman
ayirmak istediginde ise ayni durum yasanmamus, islemlerini basamak basamak
yazabilmistir. Bu durumun Ceyda’nin uygulamanin ilk dakikalarindaki heyecanindan ve
uygulamaya yonelik tecriibesizliginden kaynaklandigi diisiiniilmektedir. Ogretmen
adaylarindan Umut ise, kavramsal bilgileri se¢ip kullanmada sorun yasamamis ancak
islemlerini dogru ilerletmesine ragmen basamak basamak yazarak aktarmada basarili

olamamustir.

Teorem.2’de kavramsal bilgileri secip kullanmalarina yonelik bazi 6gretmen

adaylarinin diistinceleri sOyledir:

Giil: (...) eee [bir sonraki adima ‘a™*ax™' = a™*h’ yaziyor] h seklinde surasi (a™1a)
e olur, bu (a tax™! =a 'h) dabuna (ex ! = a 'h) ulasmamizi saglar. Bu grupta
[diisiinerek] ters eleman ozelliginden olabilir [diyerek bwrakilan ilk bosluga ‘ters
eleman’ yaziyor]. Sonra eee ¢arpt x — 1 de bu zaten her iki tarafin tersini almis, grupta
etkisiz eleman bu da [bwrakilan ikinci bosluga ‘etkisiz eleman’ yaziyor], immm buradan
x, a min tersi a olur h eleman H ydi ve H, G nin alt grubu oldugundan imm gimdiii evet
x i esitligini (x = h™a) gosterdik [i stkkina ait hipotezi ve hiikmii belirleme basamagini

1

tekrar okuyor] , sunu ax™' = h gostermedik mi? h mn tersi H, yok, X X nerenin

elemaniydi x, G nin elemani h da zaten H nin a da Ha nin elemant mi oluyor, yok o da
G nin elemant bu da H nin. Ha...... tersine bakarsak y eleman Ha alinirsa, H vardir
oyle ki y = xa buradan sey [‘a™'/ sagdan’ yazarak] bu da ...... sagdan igleme sokuyor,

1

[va™! = xaa™1’ yaziyor] surasi (aa™?') e zaten etkisiz eleman [birakilan bosluga
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‘etkisiz eleman’ yaziyor], yok ters eleman mi? [yazdigi ‘etkisiz eleman’ 1 siliyor] simdi y

eleman H

Miilakatci: Oralart neden yazmadin?
Giil: Burayu, tam emin olamadim.
Miilakatcir: Hangi ozelligi kullandin?

Giil: Ters eleman [diyerek ii. ispatta birakilan ilk bosluga ‘ters eleman’ yaziyor]

Burada da etkisiz elemani [diyerek ikinci bosluga yaziyor] (...)

Goriildigi gibi Giil, i. ispatta duraksamadan etkisiz ve ters eleman kavramlarini
ilgili bosluklara yazabilmisken ii. ispatta ayn1 adimlar1 tamamlarken duraksamis, yaptig
islemleri tekrar gozden gegirdikten ve emin olduktan sonra ilgili adimlan
tamamlayabilmistir. Bu duruma grup oOzelliklerini hep ayni sirayla gostermenin

olusturdugu aliskanliklarin ya da ezberin sebep oldugu diistiniilmektedir.

Umut: (...) O zaman ex~! = a~1h elde ediyorum. Grupta birim elemanin varligin: da

buluyorum /onceden hatali olarak tamamladigi ‘Grupta birim ozelliginden’ ifadesini

gostererek]. Buradan bu bana sunu garantilivor: ex™1'i.

Miilakatgi: Birim elemani asagida kullanmig ama sanki.

Umut: O zaman ters elemanin varligindan mi yapmis? Ters eleman hocam dogru ¢iinkii
niye a™! ile isleme tabi tuttugumuz icin a”‘elemanm: G dir yani, Bu da ters elemanin
varligindan soz etmis [‘Ters elemamin varligindan sézetmis’ diyor ancak; ‘Grupta

a~! € G ozelliginden’ yaziyor]

(...) Buradan yine grupta birlesme ozelliginden, yani ilk énce buraya [iigiincii adimda

1

verilen ‘ya~' = xe’ esitligini gostererek] bakiyorum y, a~!isleme tabi tuttugu icin, her

1 1

tarafi sagdan a™lile igleme tabi tutuyorum. [‘ya~! = xaa™'’ yaziyor] Yine birlesme

V=x(aa ')’ seklinde paranteze

ozelligini kullan diyor; parantezi agiyorum [‘ya~
aliyor]. Bu da aa™! birim eleman vardir gruplarda e dir. [‘a.a™! = e’ yazarak
siliyor], Birim eleman sey, ters eleman vardwr pardon hocam, yine karistirdim.
a~Yeleman: G, dolayisiyla ters eleman ozelliginden yine, ya™lin e oldugundan =
x. e oldugunu soylerim. Grupta birim eleman vardir. Birim eleman oldugundan, birim

elemanla x i igleme tabi tuttugum zaman, x i verecektir. ya™! x e egittir. Buradan x =
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ya~tolur. Yine a™, G nin bir elemam oldugundan, bunu yine a gibi diisiiniirsek, ‘ya’

olur. Surada y = xa idi. ‘ya’da, x de ‘ya’olabilir. O da eleman H olur.

Gorildiigii gibi Umut, i. ispatta basamak basamak ilerlemedigi ve onceden
yazdig1 hatali ifadeyi silmedigi icin aslinda grup Ozelliklerine ait kavramsal bilgileri
sOzlii olarak ifade etmesine ragmen yazarken hatali yazmis, bu durumu miilakatginin

uyarisi ile diizeltmis ve ii. ispatta da ayn1 durum yaganmamustir.

Teorem.6’nin ispatinda Ogretmen adaylarindan lineer bagimsizliga yonelik
kavramsal bilgileri hatirlamalar1 ve eksik birakilan ilk iki adimi bu dogrultuda
tamamlamalar1 beklenmistir. Katilimcilarin  tamami lineer bagimsizlifa yonelik
kavramsal bilgileri hatirlamis ve eksik birakilan ilk adimi tamamlamis olmalarina
ragmen matematiksel dil ve notasyon bilgisi eksiklikleri sebebiyle ‘x; — v;” ifadesini
yorumlayamamiglardir. Umut ve Ceyda eksik birakilan ikinci adim i¢in vq.xq +
Vy. Xy + -+ + vy x, = 0 denklemini olusturmus; Ceyda x; leri Umut ise v; leri katsayi
olarak ele aldigini ifade etmistir. Bu durum lineer bagimsizlia yonelik kavramsal
bilgileri bilmelerine ragmen matematiksel dil ve notasyon bilgisi eksikliklerini bir kez
daha gostermistir. Ezgi ve Hasan miilakat¢inin da uyarisiyla ‘x; = v;’ ifadesini dogru
bir bigimde yorumlayarak ikinci denklemi olusturabilmislerdir. Hasan’in miilakat¢inin
uyarisindan once de ‘x; — v;’yi dogru anladigina yonelik ifadeleri olmasina ragmen
miilakatcinin uyarist ile ikinci denklemi yazmaya basladigi goriilmistir. Ancak
Umut’un Teorem.6’ya yonelik ispat siireci incelendiginde de miilakat¢cinin Hasan ve
Ezgi’nin ‘x; - v;’ ifadesini dogru yorumlamasina sebep olan uyarisint Umut’un sozlil
olarak zaten ifade ettigi ancak bu ifadeyi Hasan ve Ezgi gibi dogru yorumlayamadigi
goriilmistiir. Dolayisiyla 6gretmen adaylarinin lineer bagimsizliga yonelik kavramsal
bilgileri kullanabildikleri ve bilesene ait tamamlanmayan adimlarin matematiksel dil ve
notasyon bilgisine ve bu bilgilerin yorumlanmasina iliskin eksiklikleri sebebiyle

tamamlanamadig1 goriilmiistiir.

Teorem.6’da kavramsal bilgileri secip kullanmalarina yonelik bazi 6gretmen

adaylariin ifadeleri soyledir:

umut: (...) Simdi lineer bagimsizlik tanumni kullanarak c; eleman R ve x; eleman S
lerden olusacak sekilde cy.x1 + Cy. x5 + C3.X3 + -+ + ¢;. x; lerden olusuyor, bu ifadenin

0 a esit [‘c1.X1 + C3. Xy + C3. %3 + -+ ¢;.x; = 0 yazdi], eger biitiin c,,c,,c5 ler 0 a
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esitse ¢y, ler lineer bagimsizdir, ancak bir tanesi icin eger 0 dan farkl bir c; icin, bu
lineer bagimlidir. Sisteminin lineer bagimsiz olabilmesi i¢in tiim c; lerin 0 olmasi
gerekir. cq, ¢y, c3, ¢4 hepsi birden c,, hepsi birden 0 olmast gerekir. O yiizden c¢; = 0 ve
i; 1 den n e kadar olmalidir demis. Daha sonra S’ kiimesi S nin bir alt kiimesi. S nin bir
alt kiimesi oldugundan ['S' € S’ yazdi], bazi x; ler yani suradaki (S) x; ler bazi x; ler,
ayriyeten bu kapsadigi i¢in S’ nii, bunun (S') da elemani olacaktir. Dolayisiyla x; den
v; ye bir fonksiyon tamimladigim zaman buna gére; yine i = 1,2,3 ...n e kadar gitsin.
V1.X1 +Vy. %0 + -+ v,.x, =0 [bos birakilan ikinci kisma vi.x; +vy.x, + -+
V. X = 07 esitligini yazdi] olmasi igin yine v; lerin hepsinin birden 0 olmasi gerekir.
Lineer bagimsiz olmasi icin. Esitligini yazalim. Bu v; vektérleri, S nin elemanlar
oldugundan yani v; ler S nin elemam oldugundan [‘v; € S’ yaziyor] v; vektorleri
lineer bagimsizdir. S nin niye elemanlari? Ciinkii v; ler x; leri, v; ye gétiiriiyor [ ‘x; —

v; ' yaziyor]. Suradan x; alirsam, bunu (x;) f (x;) ye gotiiriir v; de.

Hasan: (...) Lineer bagimsizlik denklemini yazacagiz. Hani mesela su ¢y xq + ¢, x5 +

-+ ¢; x; seklinde, 0 a esitleyecegiz.
Miilakatci: Son eleman n mis. ¢, x,

Hasan: Hi hi yani [‘ci x1 +¢c3 x5 + -+ Ccpx, =07 yazdi]. x,, seklinde olacak ve
burada [ ‘Sisteminin ¢oziimiinde... ... " anahtar fikrini gostererek] hani, bir denklem
sisteminden bahsediyor. c¢; katsayilarmmin sifir olmasi gerektigini soyliiyor. Yine ayni
sekilde S kiimesi de S nin bir alt kiimesi oldugundan, bazi x; ler S" de olacaktir. x; lere
v; seklinde v; olsun demis. S'kiimesinin bir alt kiimesi oldugundan bazi x; ler S' de
olacaktir. Yani biraz onceki verdigi bilgiye S’ kiimesi S nin bir alt kiimesi oldugundan,

alt kiime oldugunun hani, S deki x; ler S’ niin de elemani olabilir, diyor herhalde.
Miilakater: x; leri v; lere gotiirmiis.

Hasan: O zaman sunu yazacagiz hani c; vy + ¢, v, + -+ + ¢, v, = 0 yazacagiz. S nin
elemant oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdir.

Teorem.7’nin ispatinda Ogretmen adaylarindan alt uzay kavramina yonelik
kavramsal bilgilerden yola c¢ikarak “c.u+v € U” ile “c.u+v € W” ifadelerini
yazmalar1 beklenmektedir. Ispat tamamlama siiregleri incelendiginde biitiin 6gretmen

adaylarinin “c.u +v € U” ile “c.u + v € W ifadelerini yazabildikleri ancak Umut ve
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Hasan’in bu ifadeleri yazarken kesisimin tanimini kullandiklari, alt uzaya yonelik
kavramsal bilgileri kullanmadiklart ve dolayisiyla eksik birakilan adimlart dogru

tamamlayamadiklar1 goriilmustiir.

Teorem.7’de kavramsal bilgileri secip kullanmalarina yonelik Umut ve Ezgi’nin

ifadeleri soyledir:

umut: (...) Buradan c elemant F i¢in, F cismi i¢in, c.u elemant U kesisim W ve c.u
elemant, U ve c.u elemant W dwr [‘c € Ficincu € U Acu € W’ yazdi]. Ciinkii ¢ bir
cisim oldugu icin u elemani U kesisim W oldugu igin, hem u elemani U, u elemant W ,
c.u ile carptigimiz zaman, skaler ile ¢carptigimiz zaman, bunlar (c.u) da U nun ve W
min elemanlari olacaktir. c.u ve v elemanidir U ve c.u ile v elemanidir W ise [‘cu,v €
U Acu,v € W’ yazdi] hem c.u elemani, hem v elemant ise iki elemanmin toplamt da
yine bu kiimededir. Dolayisiyla c.u + v elemani U, c.u + v elemant W olur. Buradan
da c.u + v nin elemant U kesisim W oldugunu séyleriz. Veyahut da hem diger yoldan,
hem w.v nin elemani U kesisim W oldugunu gosterip, c.u nun da skalerle ¢carpiminda
vine kapali oldugunu, yani ¢carpmaya gore kapali, hem skalerle carpma islemine gore

kapali oldugunu géstererek de soyleyebilirdik.

Ezgi: cu + v elemandwr U olur. Ciinkii bu niye alt uzay oldugunu gostermek i¢in bunun
(ccu+v € UNW) olmasi gerekiyorsa, U da kendi basina bir hani burada [teoremi
gosteriyor] bir alt uzay oldugunu séylemis. O yiizden ben derim ki cu elemanidir ve ayni
sekilde cu+vde elemandir ve [‘cu+v €U Ac.u+v €W’ yaziyor]. cu+

v elemandwr W olur.
Miilakatci: Ayr: ayrt yaz istersen ¢iinkii iki tane bosluk vermis sana.

Ezgi: [c.cu+v €U Ac.u+v € W’ yi siliyor ve ayri ayrt yaziyor] Ciinkii bunlar

birer birer ayrica alt uzay, ¢iinkii. [Her bir ifadenin yanina ‘alt uzay’ yaziyor]

4.3.6. Onceki Bilgileri Kullanma Bileseninin Tamamlanma Durumuna

fliskin Bulgu ve Yorumlar

Bireyin halihazirda bilmesi gereken yardimci bir teoremi ya da ispatin akisi
sirasinda ulastigi bir bilgiyi kullanip kullanamadiginin arastirildigi onceki bilgileri

kullanma bileseninin tamamlanma durumu, “(G,.) bir grup ve H < G olsun. Va € G
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icin, Ha = {x € G:a = x(mod H)} yani Ha = a dir.” ifadesiyle verilen Teorem.2’de
ve “S kiimesi bir V' vektér uzayinin lincer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de §' c S
olacak sekilde V vektor uzayinin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdir.” ifadesiyle

verilen Teorem.6’da arastirilmistir.

Teorem.2’de  Ogretmen adaylarindan ‘h€H ve H <G oldugundan
............................. denirse’ ifadesini tamamlarken verilen ‘h€H ve H< G
bilgilerini kullanmalar1 ve eksik birakilan boliimii ‘h™! € H ve h™! = h, € H’ yazarak
tamamlamalar1 beklenmistir. Ifadeler incelendiginde dgretmen adaylarinin higbirinin bu
adimda verilen Onceki bilgileri etkin kullanamadiklar1 ve dolayisiyla grupta ters
elemanin varligina yénelik ‘h™! € H’ ifadesini yazamadiklar1 goriilmiistiir. Ogretmen
adaylar1 bu admmi tamamlarken Onceki bilgileri kullanmamis olmalarina ragmen
Umut’tan farkli olarak Giil, Ezgi, Ceyda ve Hasan eksik birakilan boliimden bir adim

1_

once ve bir adim sonra verilen anahtar fikirler arasinda iliski kurarak en azindan ‘h™ =

hy’ esitligini yazabilmislerdir.

Teorem.2’de Onceki bilgileri kullanmasina yonelik Ceyda’nin ifadeleri soyledir:
Ceyda: (...) oldugundan burada k' yani h nin tersi = hy olmus demisse.
Miilakatg¢i: Neden béoyle yazdin?

Ceyda: Ciinkii hocam surada [ ‘x = hoa’ y1 gostererek] su ( x = h™ta ) ifadenin aynisi,

ama sadece h in tersine hy demis. O yiizden yazdim bunu. (...)

Gortildiigii gibi Ceyda, eksik birakilan boliimden 6nce verilen bilgileri degil anahtar

fikir olarak verilen bilgileri kullanarak eksik de olsa bu boliimii tamamlayabilmistir.
Teorem.2’de onceki bilgileri kullanmasina yonelik Umut’un ifadeleri soyledir:

Umut: (...) h eleman H ve H, G nin bir alt grubu oldugundan; bosluk doldurmaya ne
getirecegiz? [(x = hoa) anahtar fikrini gostererek diistiniiyor] Bunda x = hya
alimirsa mi denirse mi diyecegiz, [Bos birakilan kisma ‘x = hya’ yaziyor] denirse, (...)
Goriildigi gibi Umut, eksik birakilan boliimden 6nce verilen bilgileri okudugu halde bu
bilgileri kullanmadan ilerlemeye ¢alismis diger 6gretmen adaylarin yaptigr gibi bir iliski

de kuramamis dolayisiyla bu boliimii tamamlayamamustir.
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Teorem.6’da Ogretmen adaylarindan ispat igerisinde verilen ‘Sisteminin
¢Oziimiinde tiim ¢; katsayilann sifir (¢; =0,i=1,....,n) olmahdir.” bilgisini
kullanarak ispatin sonunda ‘Gyleyse biitiin b; katsayilart sifirdir.” ¢ikarimini yapmalari
beklenmistir. Ifadeler incelendiginde 6gretmen adaylarindan Ezgi, Ceyda ve Hasan’mn
bu c¢ikarimi zihinsel olarak yaptiklart ancak yazili olarak ifade edemedikleri
miilakat¢cinin da yonlendirmesiyle yazdiklar1 ifadelerde bu konuya yonelik bir bilgi
vermedikleri; diger katilimcilarin ise bu ¢ikarimi yapamadigi dolayisiyla eksik birakilan
adim Oncesinde verilen bilgiyi amaglarina uygun bir bicimde kullanamadiklar
gorilmiistiir.

Teorem.6’da dnceki bilgileri kullanmasina yonelik Ceyda’nin diisiinceleri soyledir:
Ceyda: (...) Biz bunu (c;.x1 + ¢3. x5 + -+ + ¢;. x; = 0) lineer bagimsiz bulduysak yani
suradaki (c1.%1 + C3. %y + -+ cp. X, = 0) ¢; leri lineer bagimsiz bulduysak. Yok x;

leri... v; vektorleri S nin elemani oldugundan v; vektorleri de lineer bagimsizdir.
Miilakatgi: Yani neyi gostermis oldu?

Ceyda: Su (x;.v1 +x5.v 5 + -+ x,.v, = 0) denklem Sisteminin sifirdan farkl

coziimii olmadigini lineer bagimsiz olmasi i¢in. Hani sadece sifir igin saglama.
Miilakatei: [spat: tamamla o zaman.

Ceyda: O zaman v, ler sifira mi egit olacak. [v; =0 yazip, siliyor]

Tamamlayamadim. S nin elemani oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdur.
Miilakatci: v; lerin lineer bagimsiz olmasi demek ne demek?

Ceyda: Sunun (x1.v1 + x.V 5 + -+ + x,. v, = 0) stfirdan farkl ¢oziimiiniin olmamasi
demek... Sunu katsayr olarak, katsayi olarak [x,.v1 +x3.V 3+ -+ x,.v, =0’

denkleminde ‘x;’ leri katsayr olarak gésteriyor]

Goriildigi gibi Ceyda eksik birakilan ikinci adima yazdigi denklemde x; lerin
katsay1 oldugunu ifade etmis ve bu sebeple denklemi olusturma mantig1 dogru olmasina
ragmen matematiksel notasyon bilgisi eksikligi ve Onceki bilgileri kullanamamasi

sebebiyle bu bileseni tamamlayamamaistir.

Teorem.6’da Onceki bilgileri kullanmasina yonelik Hasan’in  diistlinceleri

sOyledir:
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Miilakatci: Evet dolayisiyla ne yazariz?

Hasan: Dolayisiyla v; vektorleri, S nin elemanlart oldugundan, hani bunlarin [iKinci

bosluga yazdigi denklemi gésteriyor] da yukarida gibi sifir olmasi gerekecek hani.
Miilakatgi: Teorem ne diyordu? Teoremi istersen bir daha oku.

Hasan: Tamam. S kiimesinin bir V vektor uzayimn lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’
de S'alt kiime S olacak sekilde V vektor uzaywmin bir alt kiimesi ise S’ de lineer

bagimsizdir, diyor.
Miilakatci: S’ lineer bagimsiz oldugunu buradan nasil gériiriiz?

Hasan: Yani su denklemden (ci; vy + c, vy, + -+ + ¢, v, = 0) bahsediyoruz. Yani S’
niin lineer bagimsiz oldugunu S' deki elemanlar, x; ler, hani S nin bazi x; lerin S niin
elemaniydr. x; ve v; yi yazdik. x; ler lineer bagimsiz oldugu icin v; ler de lineer

bagimsizdir, diyebilir miyiz? Acaba.

Goriildugii gibi Hasan, ‘tiim c; katsayilar1 sifir olmalidir.” anahtar fikrini okumus
olmasma ve ikinci yazdigi denklemde bu bilgiyi kullanarak yorum yapmis olmasina
ragmen her iki denklemde de ayni katsayryr kullandig1 i¢in katsaymin sifir oldugunu

yeniden ve yazili olarak ifade etme geregi duymamustir.
Teorem.6’da 6nceki bilgileri kullanmasina yonelik Ezgi’nin ifadeleri soyledir:

Ezgi: (...) Sunlar (v,) eleman S oldugundan v; vektirleri lineer bagimsiz. Ciinkii bunun
(vy) da sifir olmast icin ancak sey olmast lazim. Hani sifir olmasi lazzim ayni bu
sekilde... v4,2,3, ... bunlar [“v;’ leri gosteriyor] da = 0 olmali o yiizden lineer bagimsiz

olmall.
Miilakatci: Yaz dolayisiyla.

Ezgi: Dolayisiyla diyeyim, dolayisiyla ancak bunun [‘vicq + vycy + -+ vcp =07
denklemini gostererek] hani lineer bagimsiz olabilmesi i¢in su katsayilarin dedik, hani
sifir olmasi lazim. v; ler sifir. i ler de 1,2, ... den n’e kadar dolayisiyla sifir olup lineer

bagimsizdir. [ ‘Dolayisyla v; = 0 (i = 1,2, ...) olup lineer bagimsizdir’ yazdi.]

Gortldiigii gibi Ezgi, her iki sistemde de ayn1 katsayiy1 kullandig1 ve dolayisiyla
katsayimnin sifir oldugunu yeniden ifade etme geregi duymadigi ayrica dikkatsizlik

sonucu daha once vektor olarak ele aldig ‘v;’ leri sonraki adimlarda katsayir olarak
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ifade ettigi icin bu bileseni tamamlayamamistir. Bu durumda Ezgi’nin, dikkatsizlik
kaynakli matematiksel notasyon bilgisi eksikligi ve Onceki bilgileri kullanamamasi

sebebiyle bu bileseni tamamlayamadig diistiniilmiistiir.

Biitiin bunlar gozoniine alindiginda Ezgi, Ceyda ve Hasan’in aslinda eksik
birakilan boliimii tamamlayabilmek icin verilen Onbilgiyi kullanabildikleri ancak
matematiksel notasyon bilgisi eksikliginden kaynaklanan yanlis yazimlari sebebiyle bu
bileseni tamamlamaya yonelik dogru ¢ikarimi yazili olarak ifade edemedikleri sonucuna

varilmstir.

4.3.7. islem Yapma Bileseninin Tamamlanma Durumuna iliskin Bulgu ve

Yorumlar

“(G,.) birgrup ve N <G = G/N bir gruptur.” ifadesiyle verilen Teorem.l1,
“(G,.) bir grup ve H < G olsun. Va €G igin, Ha = {x € G:a = x(mod H)} yani
Ha = a dir.” ifadesiyle verilen Teorem.2 ve “G bir grup ve a € G olsun. Vx € G i¢in,
@ (x) = axa™t ile tamml @,: G = G, G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢
otomorfizmasi denir.” ifadesiyle verilen Teorem.5’in ispatlarinda 6gretmen adaylarinin

islem yapabilme durumlar1 incelenmistir.

Ogretmen adaylarmin islemlerini beklenen sekilde yapabilmeleri, Teorem.1’de
grupta birlesme ve ters eleman Ozellikleri ile normal alt grup tanimini
kullanabilmelerine; Teorem.5’te ise grupta birlesme ve ters eleman 6zellikleri ile grup
homomorfizmasinin 6zelligini kullanabilmelerine ve ayrica yaptiklart islemleri adim
adim yazabilmelerine baghdir. Bu sebeple bu teoremlerde bu bilesenlere yonelik
aktarilan bulgular 6gretmen adaylarinin islem yapma bilesenini tamamlama durumuna

yonelik bulgulara isaret etmektedir.

Ogretmen adaylarmin  Teorem.1’in ispatimin tamamlanmasinda yaptiklari
islemler biitiinciil bir bakis agisiyla ele alindiginda; (G,.) grubunun birlesme 6zelligini
Giil ve Umut, normal alt grup tanimini ise yalniz Hasan kullanmigken, (G,.) grubunun
ters eleman 6zelligini hi¢bir katilimeinin kullanmadigi ve sozlii olarak da ifade etmedigi
gorilmiistir. Ancak katilimcilardan Giil, Ezgi, Umut ve Hasan anahtar fikirlerden
yardim alarak islemlerini beklenen diizeyde ilerletebilmislerdir. Teorem.5’in ispatinin

tamamlanmasinda yaptiklar1 islemler biitliinciil bir bakis acisiyla ele alindiginda ise;
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O0gretmen adaylarinin tamaminin grupta birim eleman o6zelligi ve homomorfizma
Ozelligini kullandiklarin1 ancak birlesme 6zelligini yalniz Giil ve Umut’un kullandigi,
Ceyda’nin soOzlii olarak ifade ettigi ancak bu 0Ozelligi islemlerinde yazili olarak
belirtmedigi, Ezgi ve Hasan’1n ise birlesme 6zelligini hi¢ kullanmadiklar1 gériilmiistiir.
Bununla  birlikte biitiin ~ katilimecilar  bu  teoremin ispatinda  iglemlerini

tamamlayabilmislerdir.

Biitiin bunlar gozoniine alindiginda 6gretmen adaylarinin bir 6zelligi ya da bir
tanimi kullanmadan da anahtar fikirler yardimiyla islemlerini ilerletebilecegi sonucu

cikartlmistir.

Teorem.1’de O6gretmen adaylarinin islem yapabilme durumlari ile birlesme
ozelligi, ters eleman o6zelligi ve normal alt grup tanimini kullanma durumlarinin

karsilastirmasi Tablo 4.36’da sunulmustur.

Tablo 4.36.
Teorem.1’de Islem Yapabilme Bileseninin Tanim ve Ozellik Kullanma Durumuna Gore
Incelenmesi
Ogretmen Birlesme Ters Eleman  Normal Alt islem Y apabilme
Aday1 Ozelligi Ozelligi grup Tanim 3 b
Anahtar fikirler
Giil Kulland1 Kullanmadi Kullanmadi  yardimiyla eksik de olsa
yapabildi
Anahtar fikirler
Ezgi Kullanmadi Kullanmadi Kullanmadi  yardimiyla eksik de olsa
yapabildi.
Ceyda Kullanmadi Kullanmadi Kullanmadi Islemleri yapamad.
Anahtar fikirler
Kulland1 Kullanmadi Kullanmadi yardimiyla iglemlerini
Umut 2
yapabildi.
Anahtar fikirler
Hasan Kullanmadi Kullanmadi Kulland1 yardimiyla eksik de olsa

yapabildi.
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Teorem.5’te Ogretmen adaylarinin islem yapabilme durumlari ile birlesme
ozelligi, birim eleman 06zelligi ve homomorfizma o6zelligini kullanma durumlarinin

karsilastirmasi Tablo 4.36’da sunulmustur.

Tablo 4.37.
Teorem.5 'te Islem Yapabilme Bileseninin Tamm ve Ozellik Kullanma Durumuna Gore
Incelenmesi
Ovretmen Adavi Birlesme Birim Eleman Homomorfizma Islem
g y Ozelligi Ozelligi Ozelligi Yapabilme
.. Kullandi Kulland: Kulland: Eksiksiz olarak
Giil yapti.
Birlesme
ozelligini
Ezgi Kullanmads Kulland1 Kulland1 kullanmadan
yapti.
Birlesme
Yalniz sozli ozelligini yazil
Ceyda olarak ifade Kulland1 Kulland: olarak
etti kullanmadan
yapti.
Eksiksiz olarak
Umut Kulland: Kulland: Kulland: yaptt.
Birlesme
ozelligini
Hasan Kullanmadi Kulland: Kulland: kullanmadan
yapti.

Goruldiigi gibi, islem yapabilmek icin kullanilmasi beklenen o6zellik veya
tanimlarin herhangi birinin kullanilmamasi her ne kadar anahtar fikirler yardimiyla olsa
bile islemlerin eksik olmasi sonucunu da beraberinde getirmistir. Bununla birlikte
islemlerinin eksiksiz yapilabilmesi, bu siiregte kullanilmasi gereken biitiin 6zelliklerin
veya tanimlarin kullanmasina baghdir.

Teorem.2’de ise dgretmen adaylarindan i. ispatta verilen ax™! = h esitliginde

1

esitligin her iki yanmi a~?! ile soldan isleme tabi tutarak ve a~'(ax™!) =a 'lh

esitligini elde etmeleri ve benzer sekilde ii. ispatta y = xa esitliginde esitligin her iki
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1

yanmi a~ ! ile sagdan isleme tabi tutarak ya~! = (xa)a~! esitligini elde etmeleri ve

yine islemlerini adim adim yazabilmeleri beklenmektedir.

Teorem.2’ye yonelik yazili ve sozlii ifadeleri analiz edildiginde

ogretmen adaylarmim tamaminin, i. ispatta verilen ax ™!

= h esitliginde esitligin her iki
yanmni a~ ! ile soldan isleme tabi tutarak ve a~1(ax™1) = a~1h esitligini, benzer sekilde
ii. ispatta y = xa esitliginde esitligin her iki yanim1 a~? ile sagdan isleme tabi tutarak

ya~! = (xa)a™?

esitligini elde ettikleri ancak digerlerinden farkli olarak Ceyda’nin
islemlerini adim adim yazabildigi goriilmiistiir. Ogretmen adaylarinin islemlerini adim
adim yazamamalar1 birlesme Ozelligini nasil uygulayacaklarini bilememelerinden
kaynaklanmistir. Hasan, Giil ve Elif esitlikleri dogru olusturmus ancak islemlerini adim
adim yazmakta problem yasadiklari i¢in ilk adima degil ikinci adima yazmislar, Umut
esitligi dogru olusturmus ve ilk adima yazmig ancak ayni adimda birlesme 6zelligini de
uygulayarak (ata)x! = a~1h esitligini elde etmistir. Bu durumun katilimeilarm ayni

adimda birden fazla cebirsel isleme yer vermelerinden kaynaklandig: diistiniilmektedir.

4.3.8. Ispati Tamamlama Temel Bileseninin Tamamlanma Durumuna

fliskin Bulgu ve Yorumlar

“Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.” ifadesiyle verilen
Teorem.4’lin ve “S kiimesi bir V vektor uzaymnin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de
S" c S olacak sekilde V vektor uzaymin bir alt kiimesi ise S’ de lineer bagimsizdir.”
ifadesiyle verilen Teorem.6’nin ispatlarinda ispati tamamlama bilesenine yonelik
basamak eksik birakilmis ve Ogretmen adaylarinin bu bileseni tamamlayabilme

durumlari incelenmistir.

Ogretmen adaylarindan Teorem.4’te ispat1 biitiinciil olarak ele almalar1 ve
dolayisiyla sonugta da ‘Dolayisiyla G grubu H grubuna esittir. Yani; H = (a) ve
o(H)=k olup G=(a)=H dir.’ ifadesini kullanarak ispat1 tamamlamalar
beklenmistir. Ogretmen adaylarinin diisiinceleri incelendiginde Giil, Ezgi, Ceyda ve
Hasan’in sezgisel olarak ispati anladiklar1i ancak yalniz Giil’iin yazili olarak ispati
tamamlayabildigi goriilmustiir. Ezgi yasadigi kavram karmasasi sebebiyle, Hasan alt

devir grubu ile grup arasinda mantiksal bir iligki kuramamasi sebebiyle, Ceyda ise
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diistincelerini yazili olarak nasil ifade edecegini bilememesi sebebiyle ispati

tamamlayamamuistir.
Teorem.4’te ispatin tamamlanmasina yonelik Ceyda’nin diisiinceleri soyledir:

Ceyda: a® lar grubun elemanlarina esit olacak. k y1 degistir yani bu k buradaki (a*) k
degil tabi. Burada da a* yine e yi iiretmis. O zaman e de grup oldugu icin, alt devir
grubu, alt yani alt grup oldugu icin e illaki H min elemani demek ki a* H mn
elamanlarn tiretebiliyor. Diye bir yorum yapip, o zaman k min, k asal, k oldugunda da
merte.. hu olmadi. Bi dakika. o(H) = k oldugunda da H bir alt devir grubudur
diyebiliriz.

Miilakatci: Neden?

Ceyda: Ciinkii e yi iiretmis hocam. k, a* e yi iiretmis. e de H min elemani. Buradan

ak =e.

Teorem.4’te ispatin tamamlanmasina yonelik Hasan’1n diisiinceleri soyledir:
Hasan: Yani G nin mertebesine esit olacak. Bu da direk sunu doguruyor. Hani G nin
mertebesine esit olmasi igin ve alt grubu olmasi icin, hani direk H nin G ye esit olmasini

ortaya ¢ikartryor.['H = G’ yaziyor]
Miilakatgi: H alt devir grubuydu.

Hasan: Hi hi. Alt devir oldugunu nasil géosteririz, iste? Yani devir noktasinda biraz
stkinti... O zaman mesela a? ye iste ve iste mesela a hani iste a® .... seklinde gidecek.

Devir grubu... [{a,a? a3, ..} yazdi]
Teorem.4’te ispatin tamamlanmasina yonelik Umut’un diisiinceleri ise sOyledir:

Umut: Eger o(H) I e esitse bu (H) e dir. Bu da e tarafindan iiretilir [‘{e} = (e)’
vazdi]. Eger o(H) = k ise. Gruplarda, grubun mertebesi ile elemanin mertebesi eger
birbirine esitse, 0 devirli ise G grubu, H alt grubu icin de devirli oldugunu séylerim.
Yani o(G) eger k eleman tarafindan iiretiliyorsa, buradan o(H) da yine k tarafindan
tiretilir derim [‘0(G) = (k) = o(H) = (k) yaziyor]. Bu da H mn bir devir grubu

oldugunu gésterir. [‘H bir devir grubu oldugunu gésterir.’ yaziyor] Oldugunu gosterir.

Gorildigi  gibi Umut, Teorem.4’lin ispatini, biitiinciil bir yaklasim

sergileyemedigi ve ispata yanlis bir diisiinceyle yaklastig1 i¢in tamamlayamamustir.
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Ogretmen adaylarindan Teorem.6’da ispat1 biitiinciil bir yaklasimla ele almalar
ve sonug olarak ‘dolayisiyla S’ de lincer bagimsizdir.” ifadesiyle de tamamlamalar
beklenmistir. Katilimcilarin ifadeleri incelendiginde; Hasan, Ceyda ve Ezgi’nin ispati
biitiinciil bir yaklagimla ele alarak ‘S’ de lineer bagimsizdir.” ciimlesiyle tamamladiklari,
Umut ve Giil’lin ise ‘x; = v;” ifadesini matematiksel notasyon bilgisi eksikligi
sebebiyel yanlis yorumlamalar1 dolayisiyla ispati biitiinciil olarak ele alamadiklar1 ve
ispat1 tamamlayamadiklar1 goriilmiistiir. Hasan ve Ezgi’nin diistindiiklerini miilakat¢inin

hatirlatmasi iizerine yazili olarak ifade etmislerdir.

Teorem.6’da ispatin tamamlanmasina yonelik Umut ve Ceyda’nin diislinceleri

sOyledir:

umut: (...) Bu v; vektorleri, S nin elemanlart oldugundan yani v; ler S nin elemani
oldugundan [ 'v; € S’ yaziyor] v; vektorleri lineer bagimsizdr. S nin niye elemanlari?
Ciinkii v; ler x; leri, v; ye gétiiriiyor [ ‘x; = v;’ yaziyor]. Suradan x; alirsam, bunu (x;)
f(x;) ye gotiiriir v; de. Bu (x;) aym zamanda S' niin de elemani idi. S' de x; yi yine
f(x;) ye gétiirecek. O yiizden v; vektérleri ayni zamanda S de S’ nii kapsadigi i¢in aym
sekilde bu x; yi f(x;) ye gotiirecektir. v; vektorlerinin elemant olur. Yani S, burada v;
vektorleri S nin elemanlart olur,; x; ler. Ciinkii f(x;) seklindedir. Dolayisiyla elemani

olur. Buradan da lineer bagimsiz oldugunu soyleriz.

Goriildugi gibi Umut, sozlii olarak ispati tamamlama climlesini ifade etse de bu
ifadesi ispat siirecinde verilen bilgilerin yanlis bir diisiinceden yola ¢ikarak agiklamig

olmast sebebiyle Umut’un bu bileseni tamamladigi diigiiniilmemektedir.
Miilakater: Yani sen su anda neyi géstermeye ¢calistin bu ispatta?
Ceyda: Lineer bagimsizlig1 gosteriyoruz.

Miilakatcr: Neyin lineer bagimsizligini?

Ceyda: Hocam bir alt kiimenin... S kiimesi V vektor uzayimin lineer bagimsiz bir alt
kiimesi ise bu alt kiimenin bir alt kiimesi de yine V vektor uzaymmin lineer bagimsizi
oluyor. Neyi gosterdik? S nin elemanlari oldugundan v; vektorleri lineer bagimsizdr.
O zaman S’ alt kiime S de lineer bagimsizdwr. Bunu gosterdik hocam. [ispatin sonunda

birakilan eksik kisma ‘S’ C S lineer bagimsizdir.’ yazdi.]
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Goriildigi gibi Ceyda, ispat1 biitiinciil bir yaklasimla ele alarak ispat tamamlama

climlesini olusturabilmis ve yazili olarak ifade edebilmistir.
Teorem.6’da ispatin tamamlanmasina yonelik Hasan’1n diisiinceleri soyledir:
Miilakatci: Yani ispati tamamlamani istiyor sadece senden asagida.

Hasan: v; vektirleri bagimsizdwr. Hah sundan bahsediyor herhalde. Hani S' deki v; ler
aslhinda S nin de eleman: oluyor. Alt kiime oldugu icin... Himm. Yani, alt kiime oldugu
icin hani, x; nin, x; gibi diistinebiliriz, x; ciinkii S nin elemant ama v; ler S’ niin
elemani, S nin alt kiimesinin elemant olmus oluyor. Yani x; ler lineer bagimsizsa v; ler
icin de lineer bagimsizdir, diyebiliriz. O zaman hani S' de lineer bagimsizdir,
diyebiliriz.
Miilakat¢i: Tamam, yaz istersen.
Hasan: /S’ de lineer bagimsizdir’ yazdi.]

Teorem.6’da ispatin tamamlanmasina yonelik Ezgi’nin diisiinceleri soyledir:

Miilakatci: Hangisi de lineer bagimsizdir? Neyi gosterdik?

Ezgi: Seyi S’ niin de, sunun aldigimiz S’ de, yani aslinda lineer bagimsiz bir kiimenin

alt kiimesininden lineer bagimsiz oldugunu, hani biz burada gostermis olduk.
Miilakat¢i: Yaz istersen.

Ezgi: [yazdigi ‘lineer bagimsizdwr’ ifadesini siliyor] olup S'. S’ de lineer bagimsizdwr. [

S’ de lineer bagimsizdir’ yaziyor.]

Goriildugii gibi Hasan ve Ezgi biitlinciil bir yaklasimla ispat1 ele almis ve sozlii
olarak ispati tamamlama climlesini olusturabilmis ancak diislindiiklerini miilakatginin

hatirlatmasi iizerine yazili olarak ifade etmislerdir.

Biitlin bunlar gézoniine alindiginda 6gretmen adaylarinin ispat1 biitiinciil olarak

ele aldiklarinda ispati tamamlama climlesini olusturabildikleri sdylenebilir.



BESINCI BOLUM

5. SONUC, TARTISMA ve ONERILER

Arastirmanin bu bdoliimiinde matematiksel ispat siirecini olusturan temel
bilesenlerin belirlenmesine yonelik, 6gretmen adaylarinin matematiksel ispat yaparken
temel bilesenleri tamamlama ve anahtar fikirleri kullanabilme durumlarina yonelik elde

edilen bulgulardan ortaya ¢ikan sonug, tartisma ve Onerilere sirastyla yer verilmistir.

5.1. Matematiksel Ispat Siirecini Olusturan Temel Bilesenlerin Belirlenmesine

Yonelik Sonug, Tartisma ve Oneriler

Matematiksel ispat yapma siirecinde bireylerin karsilastigi zorluklardan yola
cikilarak olusturulan ve cebir uzmanlarmin goriisleri dogrultusunda son sekli verilen
temel bilesen formuyla (Sekil 4.2) ispat, zorunlu ve hiyerarsik olmayan bir yapiyla adim
adim ele alinmistir. Bir ispatta bu bilesenlerin her birinin mutlaka yer almasi zorunlu
degildir. Teoremin ifadesine ve ispatinin yapisina gére hangi temel bilesenlerin ispatin

yapisini olusturdugu degisiklik gosterebilmektedir.

Matematiksel ispat yapma siirecinde karsilasilan zorluklardan biri ispata nasil ve
nereden baslayacagini bilememektir (Karaoglu, 2010; Moore, 1990; Morali vd., 2006;
Polat ve Akgiin, 2016). Sekil 4.2°’de verilen temel bilesen formunda ispata baslama
siireci hipotezi belirleme ve hiikmi belirleme olarak iki alt basamakta ele alinmistir.
Hipotezi belirleme basamagi; ispatin temelini olusturan bir varsayimin kurulmasini;
hiikkmii belirleme basamag ise hipotezden yola c¢ikilarak varillacak olan yarginin

belirlenmesini igerir.

Ispat yapma siirecinde karsilasilan bir diger 6nemli zorluk ise yontem bilgisi
eksikligidir. Bu baglamda ispat Ogretimi sirasinda etkili bir ydntem bilgisinin
kazandirilmas1 (Weber, 2001) ve ispat yapma siireci incelenirken de dogru ydntemin
secilip secilmediginin arastirilmasi gerekmektedir. Temel bilesen formunda yer verilen
ispat yontemini belirleme basamagi, uygun ispat yonteminin teorem ifadesinden yola

cikilarak tespit edilebilmesini igerir.
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Ispat yapma siireci bireylerin yeterli diizeyde kavramsal bilgiye sahip olup
olmadiklarindan (Karaoglu, 2010; Moore, 1990) ve matematiksel tanimlar1 ve onlari
nasil kullanacaklarini bilip bilmediklerinden (Bayazit, 2009; Moore, 1990; Polat ve
Akgiin, 2016; Sahin, 2016) etkilenmektedir. Ayrica bireylerin 6n bilgi ve temel bilgi
eksiklikleri de ispat yapma siireclerini zorlastirmaktadir (Polat ve Akgiin, 2016).
Dolayisiyla bireylerin dnceki bilgilerinin ve kavramsal bilgilerinin yeterli olup olmadigi
ve bu bilgileri ve tamimlari kullanabilme durumlart da matematiksel ispat yapma
sirecini sekillendirmektedir. Sekil 4.2°de verilen temel bilesen formunda yer alan tanim
kullanma bileseni, tanimlarin ispatin amacina yonelik kullanimini; onceki bilgileri
kullanma bileseni, sahip olunmasi gereken bir 6n bilginin ya da ispat yapma siirecinde
ulagilan bir bilginin kullanimini; kavramsal bilgileri secip kullanma bileseni ise
matematiksel kavramlarin ve bu kavramlara yonelik bilgilerin dogru bir bigimde
secilerek kullanimini icermektedir. Hipotezi kullanma bileseni ise teoremin ispat1 i¢in
bir hipotez belirlenmis ve ispatin akisi igerisinde hipotezin kullanimi gerekmisse bu

hipotezin kullanimini kapsamaktadir.

Cebir alaninda uzman {i¢ akademisyenin goriisleri dogrultusunda temel bilesen
formuna ilave edilen 6zellik kullanma ve islem yapma bilesenlerinin de ispat yapma
siirecini sekillendirdigi diisiiniilmektedir. Ozellik kullanma bileseni ispat1 olusturmaya
yardimct olmasi beklenen matematiksel bir 6zelligi kullanmayi; islem yapma bileseni

ise cesitli cebirsel islemlerle ispati belli bir diizeye tasimay1 igermektedir.

Ispati tamamlama bileseni ise ispat yapma siirecinde ulasilan biitiin bilgilerin
belirli bir diizende ele alinarak gerekli ¢ikarimin yapilmasini ve matematiksel dil ve

notasyona uygun ifadelerle ispatin sonlandirilmasini gerektirmektedir.

Bir teoremin ispatinin temel bilesenler yardimiyla asamalandirilmasiin ve bu
asamalandirma ile bireylerin ispat yapma siirecinin basamak basamak ele alinmasinin
hem ispat Ogretiminde hem de ispat yapma siirecinin incelenmesinde kolaylik
saglayacagl disiiniilmektedir. Sekil 4.2°de verilen temel bilesen formu kullanilarak
hiyerarsik olmayan belirli bir diizen igerisinde ispat dgretimi yapilmasinin anlamayi
kolaylagtiracag1 ve Ogreticiye ispat yapma siirecinde Ogrencilerinin hangi basamakta

zorluk yasadiklarini bilme imkan1 taniyacagi 6ngoriilmektedir.
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5.2. Ogretmen Adaylarmin Matematiksel ispat Yaparken Anahtar Fikirleri

Kullanabilme Durumlarina liskin Sonuc, Tartisma ve Oneriler

Arastirmanin bu boliimiinde 6gretmen adaylarinin matematiksel ispat yaparken
anahtar fikirleri kullanabilme durumlarina yonelik elde edilen bulgulardan ortaya ¢ikan

sonug, tartisma ve Onerilere yer verilmistir.

Ogretmen adaylarinin  anahtar fikirleri kullanabilme durumlarini ortaya
cikarabilmek amaciyla yedi teoremin anahtar fikirlerle desteklenmis ispatlarindan
olusan bir uygulama kullanilmistir. Ispat arastirmas1 karmasiklikla ugrasmay1 gerektirir
(Reid, 1999). Bu karmasiklig1 nispeten ortadan kaldirabilmek ve bireylerin ispat yapma
siireglerini detayli olarak ortaya koyabilmek amaciyla ispat siireci bilesenlere
ayrilmistir. Uygulamada bazi bilesenler eksik birakilmis ve eksik birakilan bilesenin
tamamlanabilmesi icin anahtar fikir ad1 verilen ipuclarina yer verilmistir. Ispat yaparken
biitiin bilgileri koordine edip kullanmada zorluk yasanabildigi (Moore, 1990) i¢in bu
uygulamada anahtar fikirler ispat icerinde belirli bir diizende verilmis bu sekilde
ogretmen adaylarinin eksik birakilan temel bilesenleri tamamlayabilmek igin verilen
anahtar fikirleri kullanabilme durumlar1 belirlenmeye calisilmistir.  Ogretmen
adaylarinin eksik birakilan bilesenleri tamamlarken anahtar fikirlerden etkili bir sekilde
faydalandiklar1 yalniz Umut’un bazi teoremlerde anahtar fikirlerden faydalanmak yerine
aciklama yoluna gittigi dolayisiyla anahtar fikirleri ispata yardimci olacak sekilde
kullanamadigr goriilmiistiir. Ogretmen adaylar1 ispatin akisina odaklanip anahtar
fikirleri farketmedikleri ya da sesli diisiinmeyi ihmal ettikleri durumlarda aragtirmaci

tarafindan uyarilmiglardir.

Elde edilen bulgularin analizleri biitliinciil bir yaklasimla ele alindiginda

asagidaki sonuglar ortaya ¢ikmistir:

Normal alt grup tanimi kullanilarak birlesme 6zelliginin varhigmnimn arastirildigi 1.
Teoremin 1ilk adiminda Ogretmen adaylarinin c¢ogu normal alt grup tanimini
kullanmamis eksik birakilan adimlarin baslangicinda ve bitiminde verilen anahtar
fikirlerden yola ¢ikarak ispati tamamlamaya ¢aligsmislardir. Burada yalniz Hasan normal
alt grup tanimini ifade etmis olmasina ragmen eksik birakilan bileseni tamamlamak igin
bilesenin baslangicinda ve bitiminde verilen anahtar fikirler arasinda baglant1 kurmaya

calismig ancak son adimda verilen anahtar fikirden yola ¢ikarak islemlerini ilerletmistir.
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1. Teoremin ii¢lincii adiminda ise 6gretmen adaylarin ikinci adimda anahtar fikir
olarak verilen kavramsal bilgilerden de yola ¢ikarak ispati tamamlamalari beklenmis
yalniz Umut ikinci adimdaki kavramsal bilgileri detayli olarak inceledigi i¢in tigiincii
adimi eksiksiz olarak tamamlayabilmistir. Diger Ogretmen adaylar1 yalnizca iiglincii
adimin baslangicinda anahtar fikir olarak verilen esitlikten yola ¢iktiklari i¢in tek tarafli

olarak islemlerini ilerletmis dolayisiyla ispat1 beklenen diizeyde tamamlayamamaislardir.

2. Teoremin ispatinin tamamlanmasi siirecinde 6gretmen adaylarinin tamami
anahtar fikirleri etkin bir sekilde kullanmislar ve biitiin adimlarda anahtar fikirlerden
yola c¢ikarak bir ¢oziim gelistirmeye c¢alismislardir. Eksik birakilan adimlari
tamamlarken yaptiklar1 hatalar1 da yine anahtar fikirler yardimiyla diizeltmislerdir.
Onceki bilgilerin kullanilmasima yonelik bilesenin tamamlanmasinda dgretmen adaylar
verilen Onceki bilgileri kullanmak yerine eksik birakilan adimin Oncesinde ve
sonrasinda verilen anahtar fikirler arasinda bir iliski kurmaya ¢alismis ve bu sekilde
eksik de olsa ispati tamamlayabilmislerdir. Diger 6gretmen adaylarindan farkli olarak
Umut 6nceki ve sonraki adimlar arasinda iliski kurmak yerine yalniz 6nceki adimda
verilen anahtar fikirden yola ¢iktig1 i¢in eksik birakilan bu bileseni nasil tamamlamasi

gerektigini bilememis ve tamamlayamamistir.

3. Teoremin ispatinda 6gretmen adaylarindan hipotezi ve hiikmii belirlemeleri
istenmis ve anahtar fikir olarak hipotez ve hiiklimden sonraki adimlar verilmistir.
Ogretmen adaylar hipotezi ve hiikmii belirlemede anahtar fikirlerden yardim almustir.
Teoremin ifadesinden yola ¢ikarak hipotezi ve hikkmii belirlemeye c¢alisgan Ceyda
yazdigi anlam ve matematiksel gosterim agisindan hatali ifadeleri yine anahtar fikirler
yardimiyla yeniden diizenlemisken Hasan ise yazdig1 ifadeyi anahtar fikirleri okumasina
ragmen diizenlememistir. 3. Teoremde diger Ogretmen adaylarmin aksine anahtar
fikirleri etkin bir sekilde kullanamayan Umut hipotezi ve hiikmii belirleyememis ve

uygun bir sekilde ifade edememistir.

Anahtar fikir olarak verilen asal sayr tanim1 kullanilarak ve yine anahtar fikir
olarak verilen bilgiler biitiinciil bir yaklagimla ele alinarak belirli ¢ikarimlarin
yapilmasinin beklendigi 4. Teoremin ispatinda Ogretmen adaylari anahtar fikirleri
kullanarak belirli ¢ikarimlarda bulunmuslar ve bu ¢ikarimlarla ispati tamamlama yoluna

gitmiglerdir. Ogretmen adaylar1 bu teoremde asal say1 tanimini kullanarak beklenen
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cikarimi yaptiklar1 ve sezgisel olarak ispati anlayabildikleri halde yazili olarak ifade
etmede Giil hari¢ sorun yasamislardir. Ayrica Ceyda Lagrange teoremini aslinda
bildigini ancak bu ispatta kullanilmasi1 gerektigi diisiincesinin anahtar fikir yardimiyla

olustugunu ifade etmistir.

5.Teoremde temelde homomorfizma 6zelligini hatirlamalar1 beklenen 6gretmen
adaylarinin birlesme ve etkisiz eleman O6zelliklerini kullanarak islemlerini yapmalari
beklenmis, islemlere baslama adimi olan esitlik anahtar fikir olarak verilmistir.
Ogretmen adaylarmin tamami anahtar fikirden yola ¢ikarak islem basamaklarini
ilerletmislerdir. Bu noktada Umut islem basamaklarindan 6nce ve sonra verilen anahtar

fikirlerle buldugu sonucu iligkilendirerek hatalarin1 da ortadan kaldirmistir.

6. Teoremde lineer bagimsizlik, 7. Teoremde ise alt uzay kavramlarina yonelik
verilen anahtar fikirleri etkin olarak kullanabilen 6gretmen adaylar: yazdiklari ifadeleri
yine anahtar fikirler yardimiyla yeniden diizenlemislerdir. 6. Teoremde biitiin 6gretmen
adaylar1 eksik birakilan ilk adimi anahtar fikirler yardimiyla tamamlayabilmisken, her
ne kadar anahtar fikirleri kullanarak ikinci adimi da nasil tamamlayabilecekleri
hakkinda bir fikre sahip olsalar da Giil, Ceyda ve Umut matematiksel notasyon bilgisi
eksikligi sebebiyle bu adimi tamamlayamamislardir. 7. Teoremde ise alt uzay
kavramina yonelik anahtar fikirleri kullanabilen Giil, Ceyda ve Ezgi, anahtar fikirleri
kullanmayarak kesisimin tanimindan yola ¢ikan Umut ve Hasan’a gore daha basarili bir

stire¢ sergilemislerdir.

Anahtar fikirler 6gretmen adaylarinin sezgisel olarak ispati anlamalarini, ispata
yonelik olumlu bir tutum gelistirmelerini, ispata baglamalarini, cebirsel islemlerini
yapmalarmi ve ispati tamamlamalarin1 kolaylastirmaktadir. Ogretmen adaylari ispat
yapma siirecinde ortaya koyduklari hatali adimlar1 yine anahtar fikirler yardimiyla
diizenlemislerdir. Teoremlerin anahtar fikirlerle desteklenmesi, g¢alismaya katilan
O0gretmen adaylarinin teoremi ispatlama performansini da etkilemistir ancak 6gretmen
adaylarinin teoremin ispati ile ilgili sahip olduklar1 kavramsal bilginin diizeyi ya da
yeterliligi (Ornegin; Ceyda’nin anahtar fikirleri kullanmasina ragmen 1. Teoremde
normal alt grubun tanimindan hareketle yapilan islemleri dagilma o6zelligi olarak

algilamas1 sebebiyle ispati tamamlayamamasi gibi) anahtar fikirlerden faydalanma
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diizeyini de etkilemistir. Arastirmayla ulasilan bu sonuglar Karaoglu’'nun (2010)

caligmasinin bulgulariyla da tutarlilik gostermektedir.

Bireyler hangi bilgiye ispatin hangi asamasinda yer verecegini
bilememektedirler. Bu sonucu destekler nitelikte Moore (1990) da ispati1 yapilan bir
teoremdeki tim bilgileri bireylerin ayni anda koordine edip kullanmakta sorun
yasadiklarimi belirtmistir. Anlama ve detaylandirmay1 saglayan anahtar fikirler (Raman,
2002) bireylere bir bilginin ispatin hangi asamasinda kullanildigin1 gorebilme ya da
bilgilerini koordine edip kullanabilme imkani sunmaktadirlar. Bu arastirmada da
anahtar fikirlerin ispatin sezgisel olarak anlagilmasinda O6nemli bir rol oynadig
goriilmistiir. Bu sebeple anahtar fikirlerle desteklenmis bir ispati tamamlamak
ogretmen adaylarmma zor gelmemektedir. Buna ragmen bir ispat anahtar fikirler
yardimiyla ne kadar kolaylastirilirsa kolaylastirilsin yine de temel diizeyde eksikligi ve
yanlis 6grenmeleri olanlar anahtar fikirleri kullanamamaktadir. Ancak burada da anahtar
fikirler, 6grencinin daha derinlerde olan yanlis 6grenmelerini ortaya ¢ikarabilme olanagi
sunmaktadir. Anahtar fikirlerle desteklenerek verilmis bir ispatin tamamlanabilmesi i¢in
birey, hangi bilgiyi kullanmas1 gerektigini ve dolayisiyla ispat1 hangi bilginin eksikligi
sebebiyle tamamlayamadigimni da gorebilmektedir. Biitlin bunlardan hareketle anahtar

fikirlerin ispat yapma siirecinde ve 6gretiminde etkin bir rol oynadigi sdylenebilir.

Selden A. ve Selden J.,’e (2007) gore, 6gretim elemanlari; yalnizca kendilerinin
veya ders kitaplarinin ispatlarin1 sunmamali, 6grencilerin ispat girisimleri ile ilgili
Ogretici-6grenci ve Ogrenci-Ogrenci seklinde karsilikli etkilesimlerini de dikkate
almalidirlar. Ispat yapma gibi karmasik bir siireci yalnizca ders anlatimi yoluyla
tamamen Ogretmeye c¢alismak, birisine ayak baglarim1 baglamay: telefonla 6gretmek
gibidir. Bu durum elbette miimkiindiir ancak en etkili yol bu degildir. Karaoglu'na
(2010) gore, anahtar nokta ve fikirler 6grencilerin ispat yapma performanslarini olumlu
yonde etkilemektedir. Dolayisiyla 6gretim silirecinde anahtar fikirlerden yardim
alinmasimin ve anahtar fikirlerle desteklenmis ispatlarin ders anlatim siirecine dahil
edilmesinin ispat Ogretimine katki saglayacagi diisiiniilmektedir. Ogrencilere bir
teoremin ispatlanmasi anahtar fikirler yardimiyla 6gretilirse; 6grencinin bu 6gretim
siireci sonunda bir ispatin temel noktalarin1 belirleyebilecek ve en bastan
olusturulmasinda  kendine yardimci olabilecek ipuglarint  zihinsel olarak

sekillendirebilecek dolayisiyla ezber yapmaya ihtiyag duymadan ispat yapabilecek
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duruma gelmesi saglanabilir. Raman’a (2003) gore; anahtar fikirlere, lise ve liniversite
miifredatinda merkezi bir yer ayirmak, ogrencilerin matematiksel ispatlara yonelik
olumlu bir bakis agis1 gelistirmelerine yardimci olmak i¢in 6nemli bir adim gibi

goziikkmektedir.

Matematik 6gretmeni adaylarmin egitim siirecinde yiizlerce teorem ve bunlarin
Ispatlarin1  6grendikleri gbéz Oniine alinirsa, Ogretmen adaylarinin ispat yapmayi
igsellestirebilecekleri etkinlikler gelistirilerek Ogrenilen bilgilerin ezbere dayali
edinilmesinin Oniine gecmek gerekmektedir (Giiler vd., 2012). Anahtar fikirlerle
desteklenmis ispatlardan olusan etkinlikler gelistirilerek Ogretmen adaylarinin ezber
yapmaksizin ispat yapabilmelerine ve ispat yapmayi igsellestirebilmelerine katki

saglanabilir.

Bu arastirma yalnizca dogrudan ispat yontemiyle yapilmis teorem ispatlariyla
sinirlandirilmig, ispat yonteminin belirlenmesine yonelik teoremlere uygulamanin
yogunlugu sebebiyle yer verilmemis, bu durum farkli bir ¢alismada ele alinmak tizere
ayr1 tutulmustur. Verilen anahtar fikirlerin her soruda farklilik géstermesi 6n kosuluyla
anahtar fikirlerle desteklenmis ispatlar dgrencilere verilerek ispat yontemini belirleme
basamaginin 6grenciler tarafindan tamamlanmasinin istendigi benzer bir ¢alismayla,
ogrencilerin yontem belirlemede yasadiklari zorluklarin nelerden kaynaklandigin

ortaya ¢ikarmak farkli bir arastirmanin konusu olabilir.

5.3. Ogretmen Adaylarin Matematiksel Ispat Yaparken Temel Bilesenleri

Tamamlama Durumuna fliskin Sonuc, Tartisma ve Oneriler

Arastirmanin bu boliimiinde 6gretmen adaylarinin matematiksel ispat yaparken
temel bilesenleri tamamlama durumlarina yonelik elde edilen bulgulardan ortaya ¢ikan

sonug, tartisma ve Onerilere yer verilmistir.

Ogretmen adaylarinin  temel bilesenleri tamamlama durumlarini ortaya
cikarabilmek amaciyla yedi teoremin ispatinda 19 bilesen eksik birakilarak hazirlanmig
bir uygulama kullanilmistir. Hipotezi ve Hiikmii belirleme bilesenleri 3. Teoremde,
hipotezi kullanma bileseni 7. Teoremde, Tanim kullanma bileseni 1. ve 4. Teoremlerde,
Ozellik kullanma bileseni 1., 2. ve 5. Teoremlerde, Kavramsal Bilgileri Secip Kullanma

bileseni 1., 2., 6. ve 7. Teoremlerde, Onceki Bilgileri Kullanma bileseni 2. ve 6.



226

Teoremlerde, Islem Yapma bileseni 1., 2. ve 5. Teoremlerde ve son olarak Ispat

Tamamlama bileseni ise 4. ve 6. Teoremlerde eksik birakilmistir.

3. Teoremde anahtar fikirlerle teoremin ifadesini birlikte diistinerek ikisi
arasinda bir iligki kurmaya c¢alisan Giil, Ceyda ve Hasan hipotezi ve hiikmii
belirleyebilmisler ancak hipotezi belirleme basamaginda matematiksel notasyon bilgisi

eksikligi sebebiyle sorun yasamislardir.

7. Teoremde hipotezi kullanma bilesenini sozlii olarak ifade eden Giil, Ceyda,
Ezgi ve Hasan yazili olarak aktarma geregi duymamuislardir. Ancak Ceyda miilakat¢inin
uyaris1 lzerine yazili olarak ifade edebilmisken Ezgi hipotezi kullanmaya yonelik
ifadeleri eksik bir sekilde yazmistir. Hasan hipotezi kullanma bilesenine yonelik ifadeyi
miilakatcinin sorusuna cevap niteliginde ifade etmistir. Biitiin bunlar gozoniine
alindiginda Ogretmen adaylarinin bu bilesene yonelik ifadeyi sezgisel olarak

kullandiklari, ancak yazili olarak ifade etme geregi duymadiklari sonucuna varilmistir.

1. Teoremde yalniz Hasan normal alt grup tanimimi kullanmigken; 4. Teoremde
biitiin  0gretmen adaylar1 asal sayr tanimimi kullanarak beklenen ¢ikarimi
yapabilmislerdir. 1. Teoremde normal alt grup tanimi ispat sirasinda anahtar fikir olarak
verilmemis ancak 4. Teoremde asal say1 tanimi anahtar fikir olarak verilmis ve
adaylarin bu tanimi kullanarak belirli bir yorum yapmalarina yonelik adim eksik
birakilmigtir. Tanimlar, eger anahtar fikir olarak verilmislerse Ogretmen adaylar1 bu
tanim1 kullanmakta sorun yagamamuglar ancak ifadesi anahtar fikir olarak verilmeyen
tanimlar1 her ne kadar bu tanimlara iliskin bir nokta verilse de hatirlamakta ve ispat
yaparken kullanmakta sorun yasamislardir. Oysa Giiler’e (2013) gore 6gretmen adaylari
kullandiklar1 tanimlar1 ifade etmede ve yaptiklar ispatlarda gerekli olan tanimlarin

adimlarini ve kullanma sebeplerini agiklamada isteklidirler.

Ogretmen adaylarindan 1. Teoremin ispatinin i. adiminda islemlerini yaparken
grupta birlesme 6zelligini kullanmalari, 1ii. adiminda ise grupta ters eleman 6zelligini
kullanmalar1 beklenmis yalniz Giil ve Umut islemlerini yaparken bu iki ozelligi de
kullanabilmistir. 2. Teoremde ise eksik birakilan ikinci adimlari grupta birlegsme
ozelligini kullanarak yazdiklar esitlikle tamamlamalari istenmis ancak Umut, Giil, Ezgi
ve Hasan yapilmasi gereken islemleri bilmelerine ve ifade etmelerine ragmen nasil

yazacaklarin1  bilememis dolayisiyla birlesme Ozelligine yonelik  esitlikleri
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olusturamamiglardir. Yalniz Ceyda eksik birakilan bu adimi beklenen diizeyde
tamamlayabilmistir. 5. Teoremde, homomorfizma 06zelligi biitiin 6gretmen adaylari
tarafindan uygulanabilmis, homomorfizma oldugunun gosterilmesine yonelik islemlerde
Giil, Ceyda ve Umut grupta birim eleman ve grupta birlesme 6zelliklerini, Ezgi ve
Hasan ise yalniz birim eleman 6zelligini kullanmislardir. Ispati tamamlama siirecinde
kullanilmas1 gereken 6zelliklerin kullanilmamasi ispatin eksik tamamlanmasina sebep
olmustur. Bu durum katilimcilarin 6zellige yonelik bilgi eksikliginden degil 6zelligin
kullanimin1 ihmal etmelerinden, kullanilabilme ihtimalini gézden kagirmalarindan veya
Ozelligi nasil kullanacaklarim1  ve nasil ifade edeceklerini bilememelerinden

kaynaklanmustir.

Giil, Ezgi, Umut ve Hasan birim eleman ve ters eleman kavramlariyla ilgili
bilgilerden hareketle 2. Teoremde hangi islemin hangi kavrama ait oldugunu ifade
edebilmisken, Umut disinda diger adaylar ters eleman kavraminin varhigiyla ilgili
kavramsal bilgileri 1. Teoremin {iiglincii adiminda kullanamamiglar ve dolayisiyla bu
adimi tek tarafli olarak ispatlama yoluna gitmislerdir. Biitliin 6gretmen adaylar1 lineer
bagimsizlikla ilgili kavramsal bilgileri kullanarak 6. Teoremde eksik birakilan ilk adima
uygun denklemi yazabilmis ancak matematiksel dil ve notasyon bilgisine ve bu
bilgilerin yorumlanmasina iligkin eksiklikleri sebebiyle Giil, Ceyda ve Umut bilesene ait
ikinci adimi tamamlayamamiglardir. Yine biitiin 6gretmen adaylarimin 7. Teoremde alt
uzay kavramuyla ilgili bilgilerden yola ¢ikarak yazmalar1 beklenen ifadeleri eksik
birakilan boliimlere yazabildikleri ancak Umut ve Hasan’m bu ifadeleri yazarken alt

uzayla ilgili bilgileri kullanmadiklari, kesisimin tanimini kullandiklart gorilmistiir.

Eksik birakilan adima yonelik verilen onceki bilgiler 2. Teoremde higbir
ogretmen aday tarafindan kullanilmamig ve dolayisiyla grupta ters elemanin varhigiyla
ilgili ‘A~ € H’ ifadesi de yazilmamistir. 6. Teoremde ise Ezgi, Ceyda ve Hasan’m
verilen Onceki bilgilerden hareketle beklenen ¢ikarimi zihinsel olarak yaptiklar ancak
yazili olarak ifade etmedikleri goriilmiistiir. Ogretmen adaylar1 ispat tamamlama
stirecinde eksik birakilan boliimii tamamlayabilmeleri i¢in gereken on bilgileri ispat
siirecinde kullanamamis olmalarina ragmen farkli anahtar fikirlerden yardim alarak
bileseni tamamlama yoniinde adim atabilmislerdir. Verilen onceki bilgileri kullanabilen

ogretmen adaylar ise yaptiklar1 ¢ikarimi notasyon bilgisi eksikligi sebebiyle dogru bir
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bigimde yazili olarak aktaramamislardir. Dolayisiyla onceki bilgileri kullanmalariyla

ilgili bileseni eksiksiz bir bigimde tamamlayamamiglardir.

1. Teoremin ispatinin tamamlanmasi siirecinde d6gretmen adaylarin i. adimda
(G,.) grubunun birlesme 6zelligini ve normal alt grup tanimini; iii. adimda ise (G,.)
grubunun ters eleman 6zelligini kullanarak islemlerini yapmalar1 beklenmistir. i. adimda
Gil ve Umut birlesme 6zelligini kullanmisken normal alt grup tanimini kullanamamus,
diger adaylarin aksine Hasan normal alt grup tanimimi kullanmig, Ezgi de birlesme
Ozelligini ve normal alt grup tanimini kullanmamis ancak anahtar fikirler yardimiyla
islemlerini beklenen diizeyde tamamlayabilmistir. Ceyda kavramsal bilgileri yetersiz
oldugu icin islemleri yapamamuistir. iii. adimda ise Ogretmen adaylarinin higbiri ters
eleman Ozelligini kullanmamis ancak anahtar fikirler yardimiyla eksik de olsa
islemlerini yapabilmislerdir. Burada yalniz Umut ters eleman 6zelligini kullanmamasina
ragmen yine anahtar fikirler yardimiyla bu adimi tamamlayabilmistir. 2. Teorem’de
ogretmen adaylarindan hem i. hem de ii. adimlarda anahtar fikir olarak verilen

esitliklerde soldan ve sagdan a™?

’1 igleme tabi tutarak bunu yazili bir bigimde ifade
etmeleri beklenmistir. Biitiin 6gretmen adaylarinin bu islemi yaptiklar1 ancak Ceyda
hari¢ digerlerinin islemlerini basamak basamak yazmada problem yasadiklari
goriilmiistiir. Ogretmen adaylar: islemlerini adim adim ilerletemedikleri igin bir sonraki
adimda birlesme Ozelligini uygulayarak olusturmalar1  beklenen esitlikleri
olusturamamiglardir. Umut ise her iki islemi de olusturmus ancak tek bir basamakta
ifade etmis dolayisiyla eksik birakilan boliimleri uygun bir bicimde tamamlayamamustir.
5. Teoremde homomorfizma 0zelligi kullanilarak tamamlanmasi gereken ispatta
O0gretmen adaylarindan, islemlerini birlesme 06zelligi ve birim eleman 6zelligini
kullanarak ilerletmeleri beklenmistir. Biitiin 6gretmen adaylart homomorfizma ve birim

eleman 6zelligini kullanmisken, Giil, Umut ve Ceyda’nin bunlara ek olarak birlesme

ozelligini de kullandiklar1 goriilmistiir.

4. Teoremde Giil, Ezgi, Ceyda ve Hasan ispati sezgisel olarak anlamig ancak
yalniz Giil yazili olarak ispati tamamlayabilmistir. Ezgi yasadigi kavram karmasasi
sebebiyle, Hasan alt devir grubu ile grup arasinda mantiksal bir iliski kuramamasi
sebebiyle, Ceyda ise diisiincelerini yazili olarak nasil ifade edecegini bilememesi

sebebiyle ispati tamamlayamamistir. 6. Teoremde ise Hasan, Ceyda ve Ezgi ispati
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biitiinciil bir yaklagimla ele alarak tamamlamis, Umut ve Giil ise matematiksel notasyon

bilgisi eksikligi sebebiyle ispati tamamlayamamislardir.

Giiler (2013) aragtirmasinda 6gretmen adaylarmin birlesme 6zelliginin, birim
eleman Ozelliginin ve ters eleman Ozelliginin ne anlam ifade ettigini bilmediklerini
ortaya koymustur. Ancak 6gretmen adaylarinin anahtar fikirlerle desteklenmis ispat
yapma siireci incelendiginde grupta birim eleman, ters eleman ve birlesme 6zellikleriyle
ilgili bilgileri se¢ip kullanabildikleri goriilmiistiir. Ogretmen adaylarmin islem yaparken
bu ozelliklerden yeterli diizeyde faydalanamamalar1 ise bu kavramlari ya da nasil
uygulandiklarin1 bilmemelerinden degil islemlerini adim adim yapmamalarindan ve
cogu zaman farkinda bile olmadan uyguladiklar bir 6zelligi (6zellikle birlesme) ifade
etmemelerinden kaynaklanmaktadir. Dolayisiyla 6gretmen adaylar1 her ne kadar tam
olarak anlamini bilmeseler ya da ifade edemeseler de bir 6zellikle ilgili bilgileri anahtar
fikirler yardimiyla secip kullanabilmektedirler. Anahtar fikir olarak verilmeyen
tamimlarin ifade edilmesinde ve kullamlmasinda sorun yasanmaktadir. Ogretmen
adaylar1 1. Teoremin ispatinin i. adiminda ifadesi verilmeyen normal alt grup tanimini
kullanmamuslar; anahtar fikirlerle desteklenmis ispatlara yonelik islem yapma siirecinde
ozellikleri kismen de olsa uygulayabilmelerine ragmen kullandiklar1 tanimlart ifade
etmemisler, yaptiklari islemin normal alt grup tanimina dayandigini farketmemislerdir.
Bu sonu¢ Giiler’in (2013) ve Bayazit’in (2009) arastirmariyla da benzerlik
gostermektedir. Oysa 6gretmen adaylar: anahtar fikir olarak ifadesi verilen bir tanimi
ispat yapma siirecinde kullanmakta sorun yagsamamuglardir. Ayrica 1. Teoremde Ceyda
kavramsal bilgileri yetersiz oldugu ic¢in anahtar fikirlerden yeterli diizeyde
faydalanamamis ve dolayisiyla ispata yonelik islemleri olusturamamis ve beklenen
diizeyde ispati tamamlayamamistir. Bu durum goézoniine alindiginda Karaoglu (2010)
ile benzer olarak; teoremin ispati siirecinde 6gretmen adaylarinin kavramsal bilgilerinin
yetersiz olusu anahtar fikirlerden faydalanma diizeyini ve dolayisiyla ispatin

tamamlanmasi siirecini de etkiledigi sonucuna varilmstir.

Giiler’e (2013) gore, Ogretmen adaylar1 ispata nasil baslayacaklarmi ifade
etmekte gligliik yasamaktadirlar. Ancak bu aragtirmada goriildiigii gibi anahtar fikirlerle
desteklenmis bir ispatta hipotezi ve hiikkmii belirleyebilmek dolayisiyla ispata baglamak
kolaylagsmaktadir. Bu sonu¢ Karaoglu’nun (2010) arastirma sonuclar ile de tutarlilik

gostermektedir.



230

Ogretmen adaylarimin  dogru varsaymmi ortaya attiklari  halde ispati
sonuclandiramamalar1 yeterli gerek¢e sunamamalarindan ve dnceden 6grenilmis yanlig
bilgilerden kaynaklanmaktadir (Ceylan, 2012). Bu arastirmadan elde edilen sonuca gore
ispatlar, anahtar fikirler yardimiyla 6nceden 6grenilmis yanlis bilgilerden arindirilsalar
ve yeterli gerekcelerle desteklenseler bile wverilen bilgiler biitiinclil olarak ele
alinmadiginda ve matematiksel notasyon bilgisi eksikligi (Moore, 1990; Selden ve
Selden  2007) sebebiyle anahtar fikirler =~ yanlis  yorumlandiginda da
tamamlanamayabilmektedirler. Dolayisiyla anahtar fikirlerle desteklenmis ispatlar
ancak biitiinciil bir yaklagimla ele alinmalarmmin yaninda kavramsal bilgi ve
matematiksel notasyon bilgisi eksikliginin yasanmadigi durumlarda eksiksiz bir bigimde

tamamlanabilirler.

Ispat tamamlama siirecinin detayli olarak incelenmesini saglayan temel bilesen
formu ispat 0gretimi sirasinda da kullanilabilir. Hazirlanan temel bilesen formuna gore
kategorize edilen ve hiyerarsik olmayan bir diizen igerisinde okuyucuya sunulan bir
ispatin karmasik yapisindan kurtularak daha anlasilir bir ispat olabilecegi ve dolayisiyla
ogrencilerin ileriki zamanlarda kendi anahtar fikirlerini kendileri olusturarak ezber
yapmaksizin verilen bir ispati tamamlayabilme Yyetisine sahip olabilecekleri

distiniilmektedir.
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EK 1. GONULLULUK SOZLESMELERI

Degerli Ogrenciler:

Atatirk Universitesi Kazim Karabekir Egitim Fakilltesi Matematik Ogretmenligi
mezunuyum ve Egitim Bilimleri Enstit0sdi Ortadgretim Fen ve Matematik Alanlari Egitimi Ana
Bilim Dali Matematik Egitimi Bilim Dali’nda doktora 8grencisiyim. Damgman hocam Sayin Prof.
Dr. Ramazan DIKICI ile beraber doktora tez konum olan “Matematik Ogretmeni Adaylannin
Matematiksel Ispatta Onceden Belirlenen Anahtar Fikirleri Yazabilme Siregleri” isimli caligmay:
yiritmekteyiz.

Doktora tez ¢aligmamin hedefine ulagabilmesi igin Lineer Cebir ve Soyut Cebir derslerini
alan gdniilll &fretmen adaylarina ihtiyacrmiz bulunmaktadir. Calismada katilimeilar aragtirmaci
ile beraber miilakata katilacak ve yapilan milakatlar video ile kayit altina alinacaktir. Caligmaya
baglaysp daha sonra aynlan katlmcilar hakkinda kotd niyet beslenmeyecek ve Ofretmen
adaylarinin b8liimlerindeki durumlarinda herhangi bir olumsuzluk yaratmayacaktir,

Millakatlar siiresince katilimcilar herhangi bir nskle veya olumsuz bir durumla
kargilasmayacaklardir. Aragtirmada toplanan veriler asla katilimeilarin 8zelini yansitmayacaktr.
Katiimetlarin isimleri gizli tutulacak ve aragtirma raporlagtinhrken kod isimler kullanilacakr.

Eger arastrma ile ilgili bir sorunuz olursa bana (MESEMSSESME numarali telefondan veya

I ——

Saygilarimla,
Aysun CETIN

Yukanidaki aragtirmaya katilmaya gon@lltytim.
Adi-Soyad: Tarih: 22 -© S-29!| S
Imza: v Saat: E@ (S {2V



Degerli Ofirenciler:

Atatlirk Universitesi Kazim Karabekir Egitim Fakiiltesi Matematik Ogretmenligi
mezunuyum ve Egitim Bilimleri Enstitiisi Ortadgretim Fen ve Matematik Alanlan Egitimi Ana
Bilim Dali Matematik Egitimi Bilim Dali’nda doktora &grencisiyim. Danigman hocam Sayin Prof.
Dr. Ramazan DIKICI ile beraber doktora tez konum olan “Matematik Ogretmeni Adaylarmin
Matematiksel Ispatta Onceden Belirlenen Anahtar Fikirleri Yazabilme Siiregleri” isimli ¢alismay:
yiirtitmekteyiz,

Doktora tez ¢alismamin hedefine ulagabilmesi igin Lineer Cebir ve Soyut Cebir derslerini
alan goniillii 6gretmen adaylarina ihtiyacimiz bulunmaktadir, Calismada katilimeilar aragtirmacs
ile beraber mulakata katilacak ve yapilan miilakatlar video ile kayit altina ahnacaktir. Calismaya
baglayip daha sonra ayrilan katilimeilar hakkinda kdtii niyet beslenmeyecek ve Ggretmen
adaylarinin biltimlerindeki durumlarinda herhangi bir olumsuzluk yaratmayacaktir.

Millakatlar siiresince katilimcilar herhangi bir riskle veya olumsuz bir durumla
kargilasmayacaklardir. Arastirmada toplanan veriler asla katilimeilarin 6zelini yansitmayacaktir.
Katilimeilarin isimleri gizli tutulacak ve aragtirma raporlastinilirken kod isimler kullanilacakur,
Eger aragtirma ile ilgili bir sorunuz olursa bana NN numaral telefondan veya

T (resinden ulagabilirsiniz.

Saygilarimla,
Aysun CETIN

Yukaridaki aragtirmaya katilmaya goniilltiytim,
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yuriitmekteyiz.

Doktora tez galiymamin hedefine ulagabilmesi igin Lineer Cebir ve Soyut Cebir derslerini
alan gbniillii dFretmen adaylanna ihtiyacimiz bulunmaktadir. Calimada katilimeilar arastirmact
ile beraber miilakata katilacak ve yapilan millakatlar video ile kayit altina alinacaktir. Caligmaya
baglayip daha sonra ayrilan katilimeilar hakkinda kot niyet beslenmeyecek ve Ogretmen
adaylannin bélimlerindeki durumlarinda herhangi bir olumsuzluk yaratmayacaktir.

Millakatlar stiresince katilimeilar herhangi bir riskle veya olumsuz bir durumla
karsilagmayacaklardir. Aragtirmada toplanan veriler asla katilimeilarm 6zelini yansitmayacaktir.
Katilimcilarin isimleri gizli tutulacak ve aragtirma raporlagtirilicken kod isimler kullanilacaktir.
Eger arastirma ile ilgili bir sorunuz olursa bana | maral telefondan veya

I csinden ulasabilirsiniz.

Saygilarimla,
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Matematiksel [spatta Onceden Belirlenen Anahtar Fikirleri Yazabilme Siiregleri” isimli ¢ahsmay
yiiriitmekteyiz.

Doktora tez ¢aligmamin hedefine ulagabilmesi igin Lineer Cebir ve Soyut Cebir derslerini
alan gonilli Sgretmen adaylarina ihtiyacimiz bulunmaktadir. Caligmada katilimeilar aragtirmac:
ile beraber miilakata katilacak ve yapilan millakatlar video ile kayit altina alinacaktir. Caligmaya
baglayip daha sonra ayrilan kaulimcilar hakkinda k&t niyet beslenmeyecek ve dgretmen
adaylarinin béliimlerindeki durumlarinda herhangi bir olumsuzluk yaratmayacaktir.

Miilakatlar stiresince katilhmeilar herhangi bir riskle veya olumsuz bir durumla
kargilagmayacaklardir. Arastirmada toplanan veriler asla katiimeilanin 6zelini yansitmayacaktur.
Katlimeilarin isimleri gizli tutulacak ve aragtirma raporlagtinthirken kod isimler kullanilacaktur.
Eger aragtima ile ilgili bir sorunuz olursa bana (N umarali telefondan veya

I " cn ulssabilisinz.

Saygilarimla,
Aysun CETIN

Yukandaki aragtirmaya katiimaya goniilliiyim,
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Degerli Ogrenciler:

Atatitrk Universitesi Kazim Karabekir Egitim Fakiltesi Matematik Ogretmenligi
mezunuyum ve Egitim Bilimleri Enstitiisi Ortadgretim Fen ve Matematik Alanlart Egitimi Ana
Bilim Dali Matematik Egitimi Bilim Dali’nda doktora dgrencisiyim. Danigman hocam Sayn Prof.
Dr. Ramazan DIKICI ile beraber doktora tez konum olan “Matematik Ogretmeni Adaylarinin
Matematiksel Ispatta Onceden Belirlenen Anahtar Fikirleri Yazabilme Siiregleri” isimli galismay:
yiiriitmekteyiz.

Doktora tez ¢aligmamin hedefine ulagabilmesi igin Lineer Cebir ve Soyut Cebir derslerini
alan goniilli 6gretmen adaylarina ihtiyacimiz bulunmaktadir. Caligmada katilimeilar aragtirmact
ile beraber miilakata katilacak ve yapilan millakatlar video ile kayit altina alinacaktir. Caligmaya
baglayip daha sonra ayrilan katilimeilar hakkinda kdtll niyet beslenmeyecek ve &gretmen
adaylarinin bliimlerindeki durumlarinda herhangi bir olumsuzluk yaratmayacaktir.

Miilakatlar siiresince katilimcilar herhangi bir riskle veya olumsuz bir durumla
kargilasmayacaklardir. Arastirmada toplanan veriler asla katilimcilarin 6zelini yansitmayacaktir.
Katilimeilarin isimleri gizli tutulacak ve arastirma raporlagtirilirken kod isimler kullanilacaktir.
Eger aragtirma ile ilgili bir sorunuz olursa bana W umaral1 telefondan veya

Saygilarimla,
Aysun CETIN

Yukaridaki aragtirmaya katilmaya goniilliiyiim.
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EK 2. TEMEL BILESENLERINE AYRILARAK UZMAN INCELEMESINE
SUNULAN ISPAT ORNEKLERI
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Teorem.2;y/ G bir grup ve H < G olsun. Va € G i¢in,

Ispat.2:

Ha = {x € G:a = x(modH)} yani Ha = a dir.

G iy

a = x (modH) kongriiansina uyan x € G lerin kiimesini @ ile gosterelim. Yani a , aﬁjmﬂ
g )

nin denklik smifi olsun. Ha =@ oldufu”w Jgg)kmd(\{'l

i) x €@, yania = x(modH) = ax™?

€ H yazilir. H bir altgrup oldugundarflg M‘”k::dloum

kapalilik 6zelligine gore Syle bir h € H vardir ki; ax™* = h dir. Bu esitligin her iki

yanma a” i soldan igleme tabi tutarsak;

g ax V)=
(@la)xt=ath
B =g

£ H=gh
(@)= (g )

x = hla olur.

60;"%‘;
(h€H ve H<Goldugundanh™ € H h™ = hy € H denirse ) s

(Grupta birlesme ozelliginden) Kﬁ"ﬁ\:
(Grupta ters eleman 6zelliginden) } C’: V%‘
(Grupta dzdes eleman 6zelliginden) ful o

olur. Esitligin her iki yaninin tersi alinirs

Y

X = hya € Hgolur ki buradan @ ¢ Hgbulunar............ )

ii) Tersine olarak y € Hgalinrsa; x € H vardr dyle ki; y = xa dir. Bu esitligin her iki

yanma a~ " i sagdan isleme tabi tutarsak;
ya ! = (xa)a™
ya ! = x(aa™)
yal=xe

v ey

lc av-
(Grupta birlesme ozelliginden) ra\;‘?j :
bipW!

(Grupta ters eleman ozelliginden) jeaP
"_glu('/ﬁuﬂ

{Grupta dzdes eleman dzelliginden)

olur. Buradan x = ya™ € H bulunur.

ya ' € H=y = a(modH) Vo = y(modH) = y € a bulunur ki;

Hgc a demektir.........

..... )
(DVe(2)den Hg=a denir. —

spah  Jamanlome.
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EK 3. TEMEL BILESENLERI EKSiK BIRAKILMIS iSPAT TAMAMLAMA
FORMU

Teorem.1: (G,.) birgrupve N < G = G/N bir gruptur.
Ispat.1:
i. xN,yN,zN € G/N alalim. (x,y,z € G igin)

Bu takdirde,

(xN)[(yN)(zN)] = xN[(yz)N]

= [xN)(yN)]1(zN)

Birlesme 6zelliginin var oldugunu gosterir.

ii. G nin birim elemanie = V xN € G/N igin
(xN)(eN) = xN = (eN)(xN)

ve boylece, eN = N, G /N nin birim elemanidir.
iii. YxN € G/N icin (xN)™! = (x"1N)e G/N var midir?

(xN)(x™'N) =

oldugu goriiliir.

Sonug olarak; G/N bir gruptur.
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Teorem.2: (G,.) birgrupve H < G olsun. Y a € G igin,

Ha = {x € G:a = x(mod H)} yani Ha = a dir.
Ispat.2:  a = x (mod H) kongriiansina uyan x € G lerin kiimesini @ ile gosterelim.
Yani a , a nin denklik smifi olsun. H < G i¢in Ha = a oldugunu dolayisiylaa € H,
ve H, c a oldugunu gostermeliyiz.

i)x € a,yania = x(mod H) = ax™! € H yazilir. H bir alt grup
oldugundan kapalilik dzelligine gore dyle bir h € H vardir ki; ax™! = h dir. Buradan;

................................. (Grupta birlesme 6zelliginden)

................................. (Grupta ............... 0zelliginden)
ex 1 =a"lh (Grupta ............... ozelliginden)
x1=alh olur. Esitligin her iki yaninin tersi alinirsa
(x~1)1 = (a"1h)"?

x = h™taolur.

(heH ve H<Goldugundan ............................. denirse )

x = hya € H, olur ki buradan @ c H, bulunur......... (1)

ii) Tersine olarak y € H, alinirsa; x € H vardir 6yle ki; y = xa dir.

Buradan;

..................... (Grupta ................ 6zelliginden)
ya ! = xe (Grupta ................. ozelliginden)
yal=x olur. Buradan x = ya~! € H bulunur.
ya ! € H= y = a(modH)V a = y(mod H) = y € a bulunur ki;
H, c a demektir.............. (2)

(1) Ve (2)den H, = a denir.
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Teorem.3: Bir (G,”) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplarinin kesisimi yine
G nin bir alt grubudur.

Ispat.3: I ={1,2,3,..} bir indis kiimesi olsun.

....................................... oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in a, b € H alalim.

— Kesisimin tanimindan; Vi € [ icina - b € H;

— Alt grubun tanimindan; Vi € I icina-b~! € H;
— Kesisimin tanimindan; a - b~ € H olur.

Oyleyse H < G dir.

Teorem.4: Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.
Ispat.4:  o(G) = k ve k asal olan G nin bir devir grubu oldugunu gosterecegiz.
a € G ve a # e olsun. a eleman: tarafindan gerilen H alt devir grubunu
diistinelim.
Lagrange teoremi geregince; o(H) | o(G) olmalidir.

Ancak o(G) = k asal oldugundan 1 ve kendisinden baska bdleni yoktur.
O halde;
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Teorem.5: G bir grup ve a € G olsun. Vx € G igin,

@q(x) = axa™

fle tanimli @,:G — G,G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i
otomorfizmasi denir.
Ispat.5: Vx,y €G igin;

1:

pa(xy) = alxy)a”

Oldugundan, ¢, bir homomorfizmadir.

0(x) =p,(y) = axa t=ayat =>x=y

Oldugundan ¢, 1-1 dir.

1 = y olacak sekilde

Vy € G i¢in ¢,(x) = axa~
dx € G bulunabileceginden, ¢, oOrten de olur. Su halde ¢, G nin bir

otomorfizmasidir.

Teorem.6: S kiimesi bir V' vektor uzayimin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’ ¢
S olacak sekilde V wvektor uzayinin bir alt kiimesi ise S’ de lineer
bagimsizdir.
Ispat.6: c; € R ve x; € S olsun. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan,

Sisteminin ¢oziimiinde tim ¢; katsayilart sifir (¢; =0,i=1,.....,n)
olmalidir. S’ kiimesi S nin bir alt kiimesi oldugundan baz1 x; ler S’ de olacaktir. x; — v;
olsun. Buna gore;

esitligini yazalim. Bu v; vektorleri S nin elemanlart oldugundan v;

vektorleri lineer bagimSIZAIr. ..o
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Teorem.7: U ve W kiimeleri V vektor uzaymin birer alt uzayr olmak iizere; U N W
kiimesi de V nin bir alt uzayidir.
Ispat.7:  u,v € UNW olsun. c € F (F cisim) denilsin.

c.u+v € UNW oldugunu gistermeliyiz.

uvelUnW =uvelU Au,veW

cu+velU Ac.u+veW ise
c.u+velUnWwdir.
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EK 4. EKSIK BIRAKILAN TEMEL BILESENLERIi TAMAMLANMIS ISPAT
FORMU

Teorem.1: (G,.) birgrupve N < G = G/N bir gruptur.
Ispat.1:
i. xN,yN,zN € G/N alalim. (x,y,z € G igin)
Bu takdirde, *
(xN)[(yN)(zN)] = xN[(yz)N] {N < G oldugundan

[x(yz)N] {G’de birlesme 6zelliginden
[(xy)zIN

= [(xy)N](zN)
[(xN)(YN)](zN) *

Birlesme 6zelliginin var oldugunu gosterir.

ii. G nin birim elemanie = V xN € G/N igin
(xN)(eN) = xN = (eN)(xN)

ve boylece, eN = N, G /N nin birim elemanidir.

iii. VXN € G/N igin*
(xN)(x™IN) = eN = (x"IN)(xN)
(xx YN = (xx )N = eN {G’de ters eleman dzelliginden
olup
(xN)™* = (x"'N)e G/N *oldugu goriiliir.

Sonug olarak; G/N bir gruptur.
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Teorem.2: (G,.) birgrupve H < G olsun. Y a € G igin,

Ha = {x € G:a = x(mod H)} yani Ha = a dir.

Ispat.2: a = x (mod H) kongriiansina uyan x € G lerin kiimesini a ile gosterelim.
Yania,a
nin denklik sinifi olsun.

i) xea , yani a=x(mod H) > ax ' € H yazilr. H bir alt grup
oldugundan kapaliik 6zelligine gore 6yle bir h € H vardir ki; ax™! = h dir. Bu
esitligin her iki yanina a1 i soldan isleme tabi tutarsak;

a t(ax ') =a'h (Grupta birlesme 6zelliginden)
(a 'a)x™' = a'h (Grupta ters eleman ozelliginden)

ex't=alh (Grupta 6zdes eleman 6zelliginden)

xt=alh olur. Esitligin her iki yaninin tersi
alinirsa

(x~1)1 = (@ th)"?

x=h"ta olur.
(h€ Hve H < G oldugundan h™* € H h™* = hy € H denirse)

x = hya € H, olur Ki buradan acH,
bulunur............ (1)

ii) Tersine olarak y € H, alinirsa; x € H vardir dyle ki; y = xa dir. Bu

esitligin her iki yanma a~ ! i sagdan isleme tabi tutarsak;

1

ya~! = (xa)a” (Grupta birlesme 6zelliginden)

ya~t =x(aa™') (Grupta ters eleman 6zelliginden)
ya ! = xe (Grupta 6zdes eleman 6zelliginden)
ya~l=x olur. Buradan x = ya~! € H bulunur.

ya~! € H= y = a(mod H)V a = y(mod H) = y € a bulunur ki;
H, c a demektir.............. (2)

(1) Ve (2)den H, = a denir
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Teorem.3: Bir (G,”) grubunun birtakim (sonlu veya sonsuz) alt gruplariin kesisimi
yine G nin  bir alt grubudur.
Ispat.3: I ={1,2,3,..} bir indis kiimesi olsun.

*i € I olmak tizere kabul edelim ki; H; ler G nin bir alt grubu
olsun. (H; < G)

Bu takdirde; H =N H; denirse H<G oldugunu
gosterecegiz.*

Bunun i¢in a, b € H alalim.

— Kesisimin tanimindan; Vi € [ icina - b € H;

— Alt grubun tanimindan; Vi € I igina - b~ ! € H;

— Kesisimin tanimindan; a - b~ € H olur.

Oyleyse H < G dir.

Teorem.4: Mertebesi asal olan her G grubu bir devir grubudur.
Ispat.4: 0(G) = k ve k asal olan G nin bir devir grubu oldugunu gosterecegiz.
a € G ve a # e olsun. a eleman: tarafindan gerilen H alt devir grubunu
diistinelim.
Lagrange teoremi geregince; o(H) | o(G) olmalidir.
Ancak o(G) = k asal oldugundan 1 ve kendisinden baska boleni yoktur.
O halde;* o(H) m o(G) yi bolmesi i¢in o(H) = k olmalidir.
Dolayisiyla G grubu H grubuna esittir. Yani; H = (a) ve o(H) = k olup
G = (a) = H dir.*
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Teorem.5: G bir grup ve a € G olsun. Vx € G igin,

@,(x) = axa™!

ile tanimhi ¢,:G = G,G nin bir otomorfizmasidir. ¢, ya G nin bir i¢
otomorfizmasi denir.

Ispat.5: Vx,y €G igin;

1 1

Pa(xy) = a(xy)a™ = a(xa 'ay)a™" = (axa ") (aya™)
= (pa(x)(pa(y )

Oldugundan, ¢, bir homomorfizmadir.

1

0(x) =¢p,(y) = axat=ayat =>x=y

Oldugundan ¢, 1-1 dir.

1 = y olacak sekilde

Vy € G i¢in ¢, (x) = axa™
dx € G bulunabileceginden, ¢, Orten de olur. Su halde ¢, G nin bir

otomorfizmasidir.

Teorem.6: S kiimesi bir V' vektor uzayimin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ve S’ de S’ c
S olacak sekilde V wvektor uzayinin bir alt kiimesi ise S’ de lineer
bagimsizdir.
Ispat.6: c; € R ve x; € S olsun. S kiimesi lineer bagimsiz oldugundan,

C1X1 + Cxy + -+ cpx, =0

Sisteminin ¢oziimiinde tim ¢; katsayilart sifir (¢; =0,i=1,.....,n)

olmalidir. S’ kiimesi S nin bir alt kiimesi oldugundan baz1 x; ler S’ de olacaktir. x; — v;
olsun. Buna gore;

bivy + byvy + -+ byv, =0
esitligini yazalim. Bu v; vektorleri S nin elemanlar1 oldugundan v; vektorleri lineer

bagimsizdir. Oyleyse biitiin b; katsayilar1 sifirdir. Dolayisiyla S de lineer bagimsizdr.
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Teorem.7: U ve W kiimeleri V vektor uzaymin birer alt uzayr olmak iizere; U N W
kiimesi de V nin bir alt uzayidir.
Ispat.7: u,v € UnW olsun. c € F (F cisim) denilsin.
c.u+ v € UNW oldugunu géstermeliyiz.
uvelUnW =uvelU AuvelW
u,v € Uve U,V nin altuzayrolupc.u+v € U
w,v € WveW,Vninaltuzayiolupc.u+v ew
cu+velU Acu+veW ise

c.u+velUnWwdir.
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