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OZET

ZAMAN SKALASINDA BiRiNCi VE iKiNCi MERTEBEDEN DOGRUSAL
DINAMIK DENKLEMLER

Giil AYDEMIR

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Doc. Dr. Ahmet Sinan OZKAN
2017, 57+xi sayfa

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Giris boliimiinde, konunun 6nemi ve tarihsel gelisimi
anlatilmaktadir. Tkinci bolimde, zaman skalasi teorisinin temel kavramlari ile zaman
skalasinda tanimli herhangi bir fonksiyon i¢in tlirev ve integral kavramlar1 verilmektedir.
Uciincii ve dérdiincii boliimlerde, sirasiyla birinci ve ikinci mertebeden lineer dinamik
denklemlerin genel teorisine yer verilmektedir. Besinci boliimde, zaman skalasinda kurulan
Sturm-Liouville tipinde siir deger problemi ele alinip, bu tip problemlerin 6z deger ve 6z

fonksiyonlariin 6zellikleri incelenmektedir.

Anahtar kelimeler: Zaman Skalasi, Delta Tiirev, Delta Integral, Dinamik Denklemler.
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ABSTRACT

THE FIRST AND SECOND ORDER LINEAR DYNAMIC EQUATIONS ON
TIME SCALE

Giil AYDEMIR

Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Dog. Dr. Ahmet Sinan OZKAN
2017, 57+xi pages

This thesis consists five chapters. In introduction, the importance and historical development
of the subject is explained. In the second chapter, the basic concepts of time scale theory and
derivation and integration of a function defined in time scale are given. In chapter 3 and 4, the
general theory of first and second order linear dynamic equations is explained, respectively. In
the last chapter, the Sturm-Liouville type boundary value problem is considered and the

properties of eigenvalues and eigenfunctions of this type of problems are investigated.

Key Words: Time scale, Delta derivation, Delta integration, Dynamic equations.
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SIMGELER DiZiNi

Zaman skalasi

Sag-yogun siirekli (rd-siirekli) fonksiyonlarin sinifi
Reel sayilar kiimesi
Tam sayilar kiimesi
Bileske gosterimi
Ileri sigrama operatorii
Geri sigrama operatorii
Graininess fonksiyonu
coo™ 1, n>1
foo
f fonksiyonunun A-tiirevi
f fonksiyonunun ikinci mertebeden A-tiirevi
Wronsky determinanti (Wronskiyan)
Regresif fonksiyonlar kiimesi
x ve y vektorlerinin i¢ carpimi

f fonksiyonunun a dan b ye A-integrali

Mutlak degerinin karesi (a, b)T tizerinde Lebesque anlaminda

integrallenebililir olan fonksiyonlarin uzay:.
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1. GIRIS

Matematigin tamaminda ve matematigi kullanan tiim bilim dallarinda ¢ok 6énemli bir
yere sahip olan fonksiyonlar teorisi giiniimiizde miikemmel bir seviyeye ulagsmigtir. Hig
kusku yok ki fonksiyonlar teorisinin en énemli ve en temel problemlerinden biri fonksi-
yonun bagl oldugu degiskenlere gore degisim hizinin belirlenmesidir. Matematiksel
olarak bu problem tiirevle agiklanir. Fakat uygulamali bilimlerde kargilagilan bir cok
problem matematiksel olarak modellendiginde tanim kiimesi ayrik noktalardan olusan
fonksiyonlar ortaya cikar. Ayrik kiimelerde taniml fonksiyonlar i¢in birden fazla tiirev
tanimindan bahsedilebilir ve bu tiirevler klasik analizdeki tiirev tanimindan farkhdir.
Klasik analizde, R reel sayilar kiimesinde veya R’nin bir [a, b] alt araliginda taniml olan
bir f fonksiyonunun bir ¢ € (a,b) noktasindaki tiirevi

£ty — i L0 =1

s—t t—s

limiti ile aciklanir. Buna kargin tanim kiimesi Z tam sayilar kiimesi olan bir f fonksiyonu

icin bir t € Z noktasindaki ileri fark tiirevi

Af(t)=f+1)—f(@)

seklinde, geri fark tiirevi ise

seklinde tanimlanir.

h > 0 herhangi bir reel say1 olmak tizere
hZ = {hk:k e€Z}

kiimesi de ayrik noktalardan olusan bir kiimedir. "h — sayilar” kiimesi olarak ad-
landirilan bu kiimede tanimlh bir fonksiyonun bir ¢ € hZ noktasindaki tiirevi asagidaki

sekilde tanimlanir

ft+h) = f()
- :

Son yillarda popiiler olan bir diger ayrik kiime de ¢ > 1 bir reel say1 olmak iizere

AV § (t) =

o = {qk ck=0,1,2, }

1



kiimesidir. ”q — sayilar” kiimesi olarak isimlendirilen bu kiimedeki bir tiirev kavrami

flgt) — f ()
qt —1

Dyf (t) =
formiilii ile verilir.
Gortildiigii gibi, fonksiyonun taniml oldugu kiimenin yapisi degistiginde tiirev kavramini
aciklayan formiiliin de degismesi gerekmektedir. 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan
hazirlanan doktora tezinde ayrik analiz ile siirekli analizi bir ¢at1 altinda birlegtirmek
amaciyla zaman skalasi teorisi ortaya atilmistir. Bunun ic¢in de her iki teorideki tiirev
kavramlari tek bir tanim yardimiyla birlestirilmistir. Hilger, R’nin bos kiimeden farkh
herhangi bir kapali alt kiimesini zaman skalas1 diye adlandirmis ve zaman skalasinda,
tum stirekli ve ayrik kiimelerdeki tiirev kavramlarini genellestiren bir tiirev tanimi
vermistir. Boylece siirekli analizdeki ve ayrik analizdeki; tiirev, integral, diferansiyel
denklem, baglangi¢c ya da sinir deger problemleri gibi kavramlar zaman skalasina ak-
tarilmigtir.
Zaman skalasi, diferansiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi saglar. Za-
man skalasinda tanimlanan tiirevli denklemlere dinamik denklemler denir. Herhangi
bir zaman skalasindaki bir dinamik denklem, hem siirekli analizdeki diferansiyel denk-
lemlerden hem de ayrik analizdeki fark denklemlerinden daha geneldir. R’de tanimh
diferansiyel denklemler veya Z’de tamiml fark denklemleri igin ayr1 sonuclar vermek
yerine, zaman skalasinda tanimlanan genel bir dinamik denklem g6z 6niine alinarak in-
celeme yapilabilir. Ayrica zaman skalasi sadece R ve Z i¢in degil farklh yapidaki siirekli
ya da ayrik kiimeler iizerinde aragtirma yapma imkani saglar.
Ozellikle biyoloji, tip ve ekonomi problemlerinin bir ¢ogu ayrik kiimelerde analiz yap-
may1 gerektirir. Ustelik, zamana bagiml cesitli degiskenleri bulunduran bu tip prob-
lemler tiirev yardimiyla modellenmektedir. Bu ise zaman skalasi teorisinin uygulamal
bilimlerdeki énemini ortaya koymaktadir.
Zaman skalasinda gerek birinci mertebeden gerekse yiiksek mertebeden dogrusal denk-
lemler, dinamik denklemler teorisinin en temel konularindandir. Ozel olarak ikinci mer-
tebeden bir dinamik denklem olan Sturm-Liouville denklemi uygulamali bilimlerdeki

problemlerde yaygin olarak ortaya c¢ikar. Zaman skalasi R oldugunda yani siirekli



analizde Sturm-Liouville diferansiyel denklemi ile ilgili olduk¢a genig bir literatiir bu-
lunmaktadir. Sturm Liouville diferansiyel denklemi ile iiretilen operatorlerin spektral
teorisi ile ilgili ilk sonuclar Bernoulli, D’Alembert, Euler, Liouville ve Sturm’a ait-
tir. 1836’da Sturm ve Liouville, belirli kosullar altinda Sturm Liouville denklemini
ve belli sinir kogullarimi saglayan sifirdan farkl y(z) fonksiyonlarimin varhgma olanak
veren A sayilarinin, yani 6zdegerlerin, ayrik bir kiime olusturdugunu ispatlamiglardir.
Giintimiizde bu tip denklemler iizerine kurulan problemler kapsaml gekilde galigilmig ve
oldukca onemli sonuglar elde edilmigtir.

Zaman skalasinda Sturm Liouville teorisi ise ilk olarak Erbe ve Hilger tarafindan 1993’de
ele alinmigtir. Herhangi bir zaman skalasinda, cesitli Sturm-Liouville problemlerinin
ozdeger ve 6zfonksiyonlarimin 6zellikleri Agarwal, R.P., Bohner, M., Wong, P.J.Y.(1999);
Erbe, L., Peterson, A. (2000); Davidson, F.A., Rynne, B.P. (2007); Guseinov, G.S (2007
ve 2008); Kong, Q. (2008); Amster, P., De Na poli, P., Pinasco, J.P. (2008 ve 2009);
Huseynov, A., Bairamov, E. (2009); ¢alismalarinda ele alinmigtir.

Bu tezde zaman skalasi teorisinin temel kavramlar: ile birinci ve ikinci mertebeden
dogrusal dinamik denklemlerin genel teorisi islenmekte ve zaman skalasi {izerinde kuru-
lan ayrik sinir kogullu Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6zdeger ve ¢zfonksiyon-
larinin onemli 6zellikleri verilmektedir. Ikinci boliimde verilen tiim sonuclar Bohner ve
Peterson’un "Dynamic Equations on Time Scales" eserinden alinmig olup bu sonuglarin
ispatlar1 icin bu eser kaynak gosterilmektedir. Diger boliimlerde derlenen sonuclarin
ayrmtil ispatlarma da yer verilmistir. Ozel olarak, besinci bsliimde yer alan bazi ispat-

lar ve ornekler orjinaldir.



2. ZAMAN SKALASINDA ANALIZIN TEMEL KAVRAMLARI
2.1. Temel Tanim ve Ornekler

Tanmim 2.1.1: R’nin bos kiimeden farkli, kapali herhangi bir T alt kiimesine zaman

skalast (time scale) denir. Ornegin,
R, Z, N, No, [0,1]U[2,3], [0,1] UN,
WZ ={hk:keZ}, h>0
¢°={¢"keN}, g¢>1
K,={¢": kez}u{0}

kiimeleri birer zaman skalasidir.
T zaman skalasi

d(t,s)=|t—s|, t,seT (2.1)
doniisiimii ile bir metrik uzaydir. T’nin R i¢inde kapali bir alt kiime olmasindan dolay1
T’nin (2.1) metrigi ile bir tam uzay oldugunu soyleyebiliriz. Boylece, metrik uzaylarin
genel teorisinden T icinde bir dizinin limiti, noktanin komsulugu, acik kiime, kapal
kiime, kompakt kiime vs. gibi kavramlar verilebilir. Ornegin, § > 0 verilen bir reel say1
olmak iizere ty € T noktasimin 6 — komsulugu Us (tg) = {t € T : |t — to| < 0} seklinde
tanimlanir.
Ayni zamanda, f : T — R fonksiyonlar igin siireklilik kavrami ve siirekli fonksiyonlarin
genel ozellikleri agiklanabilir.
Bir T zaman skalasinda kapali, acik ve yar1 kapali (yar1 agik) araliklar a,b € T ve a < b

olmak iizere,
la,bly ={teT:a<t<b}

[a,b)p ={teT:a<t<b}
(a,b]p ={teT:a<t<b}

(a,b)p ={teT:a<t<b}



seklinde tanimlanir.

Tanim 2.1.2: T bir zaman skalas1 olmak iizere,

inf{seT:s>t},t#supT
t, t=supT

o:T—T, ot) =

sup{seT:s<t},t#infT
t, t=infT
H:T_)[()?OO)a ,u(t):O'(t)—t

p:T—T, p(t)=

seklinde tamimlanan o, p ve u fonksiyonlarina sirasiyla ileri sicrama operatorii, geri
sicrama, operatorii ve graininess operatorii denir.

T’nin kapali olmasindan her ¢ € T igin o (t) € T ve p (t) € T oldugu agiktir.

Tamim 2.1.3: T bir zaman skalas1 ve ¢t € T olmak iizere, o (t) = t ise t’ye sag yogun
nokta, o (t) > t ise t'ye sag yayilmig nokta, p (t) = ¢ ise t’ye sol yogun nokta ve p (t) < t
ise t’ye sol yayilmig nokta denir. Hem sol yogun hem de sag yogun olan noktaya yogun
nokta adi verilir. p(t) <t < o(t) ise t izole noktadir.

Ornek 2.1.4: T =[0,1] U {2} U [3, 4] zaman skalas1 i¢in
to = 0 : sag yogun o(0)=0
t1 =1 :sag yayilmig ve sol yogun o (1)=2ve p(l)=1
to = 4 : sol yogun p(4) =14
ts = 3 : sol yayilmig ve sag yogun o (3) =3 ve p(3) =2

ty = 2 :izole 0(2)=3 ve p(2)=1

Ll 1 1\ 1
= — : yogun —l=pl=z)==
SRR A “\2)7P\2) 72

Ornek 2.1.5:

a. T = R ise tamimdan her ¢ € R igin

o(t)=inf{s€R:s>t} =inf(t,00) =1t



ve benzer sekilde
p(t)=sup{s € R:s <t} =sup(—oo,t) =t

bulunur. Her ¢ € R igin ¢ sol yogun ve sag yogun nokta oldugundan yogundur. Graniniess
i fonksiyonu

pt)y=c(t)—t=t—t=0

seklinde olup, bu esitlik V¢ € R icin saglandigindan p = 0 dir.
b. T = hZ ise her t € hZ icin

o(t)=inf{t +h,t+2h,t+3h,..} =t+h

p(t)=sup{....t —3h,t —2h,t —h} =t —h

w=nh

bulunur.
Ozel olarak T = Z ise her t € Zigin o (t) =t + 1, p(t) =t — 1 ve p = 1 dir.
c. T=K,=q¢”U{0}, ¢ > 1 halinde her t € K, ve t > 0 igin

o (t) = inf {qt, ¢*t, ¢’t, } =qt

ve t = 0 icin

dir. Dolayisiyla her ¢ € K, i¢in

o () = gt, p(t) = 375

yazilabilir.
d. T =N ise her ¢t € N i¢in
o(t)=t+1



bulunur.
e. T=10,1]U[2,3]ise her t € [0,1] U [2,3] igin

7

t, tel0,1)U][2,3],
o(t)=

bulunur.

2.2. Zaman Skalasinda Tiirev

T bir zaman skalasi olmak {tizere
T — {m}, T sol-yayilmig bir maksimum m noktasia sahipse
T* .=

T diger durumlarda

Y

kiimesi T’deki tiirevlenebilme bolgesi olarak adlandirilir.
Tanim 2.2.1: Kabul edelim ki
f:T—-R

bir fonksiyon ve ¢t € T* olsun. Her ¢ > 0 i¢in t'nin en az bir U = (t — 6,t +6) N'T

komsulugu, her s € U eleman: i¢in

|[f (o () = ()] = f2 (). [0 (t) = s]| < e]o(t) - s]

egitsizligi saglanacak sekilde mevcut ise, f’e t noktasinda A — diferansiyellenebilir

veya A — tiirevlienebilir fonksiyon ve f2 (t) sayisma f fonksiyonunun ¢ noktasmdaki



A\ — tiirevi veya Hilger tiirevi denir. Bununla birlikte, V¢ € T* icin f(¢) mevecut ise

f ’yve T¥da A — di ferensiyellenebilirdir denir.
[ TF >R

fonksiyonu f 'nin T*’daki A — tiirevi olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.2: f: T — R fonksiyonu verilsin ve ¢t € T* olsun. O halde
(i) Eger f fonksiyonu ¢ noktasinda A — tirevienebilirse, t'de siireklidir.

(i) Eger f, t'de siirekli ve ¢ bir sag yayilmig nokta ise f, t’de A — tiirevlenebilirdir ve

bi¢imindedir.
(iii) Eger t sag yogun nokta ise f’nin t’de A — tiirevlenebilir olmast i¢in gerek ve yeter

kosgul sonlu
WIGENIO

s—t t—s

limitinin var olmasidir. Bu durumda

dir.
(iv) f, t'de A — diferansiyellenebilir ise

foO) = F@) +ult).f2 )

esitligi gegerlidir. Burada f(t) = f (o (¢)) dir.

Tanimdan, T = R ise f’nin A — tirev:

ve T = 7Z ise



fonksiyonu t € Z’de A\ — diferansiyellenebilir ve

fo) = =f+1) - f@)=Af()

dir.
Ornek 2.2.3:
T herhangi zaman skalasi olmak iizere agsagidaki esitliklerin gecerli oldugu

A\ — tirev tammmindan elde edilebilir.

0.

a. Herhangi bir ¢ sabiti icin f: T — R, f(t) = c ise f2(¢)
b. f: T =R, f(t)=ctise f2(t) =c.

c. [:T—R,f(t)==t2ise fo>t)=t+0o(t).

e. f:TN(0,00) — R, f(t) = tise f2(t) = 1
f.f:T—{0} >R, f(t)=1iseo(t)#0i¢n f2(t) = —ﬁ.

Ornek 2.2.4:

Bu ¢rnekte de bazi 6zel zaman skalalarinda bazi fonksiyonlarin A — tirevleri verilmek-
tedir.

a. T =R ise o(t) =t oldugundan

()" = 2t.

b. T = hZ ise o(t) =t + h oldugundan

(*)° =t + (t+h) =2t + h.

c. T =K, ise o(t) = gt oldugundan



d. T=NZ = {\/E ke NO} ise 0(t) = V2 + 1 oldugundan

() = £ 4to(t) +02(t)

= 28 +tVE2 4+ 1+ 1.

e. T= {2(2k) ke NO} ise o(t) = t* oldugundan

(Y2 = 2+ 2o(t) + to?(t) + 03 (t)

= O+ 4+t 8

f. T=10,1]U[2,3] ise

Teorem 2.2.5: f,g: T — R fonksiyonlarinin ¢ € T* noktasinda A — tiirevlenebilir

oldugunu varsayalim. Bu durumda:

(i) f+ g, bir « sabiti i¢in af ve fg fonksiyonlar1 da t’de A — tiirevlenebilirdir. Ayrica

t noktasinda

(f9)= (1) = f2Mgt)+f (o) g ()
= f®) "+t go ()

esitlikleri gecerlidir.
(ii) Eger g (t) g (o (t)) # 0 ise / orani da t'de A — tiirevlenebilirdir ve
g




esitligi gecerlidir.
(iii) Eger f (t).f (o (1)) # O ise, %, t’de A — diferensiyellenebilir ve

A
(?) N TORICIO)
dir.

Tanim 2.2.6: f: T — R fonksiyonu verilsin. Bir ¢ € T — {max T} noktasinda

i) to sag yayilmig nokta ise f (o (t9)) > f (to);

ii) to sag yogun nokta ise dyle bir U(ty) komsulugu var ki, t > ¢y olan her ¢t € U(ty) igin
f (&) > [ (to)

kosullar1 gecerli ise f’e ¢y noktasinda sag-artan fonksiyon denir.

Tanim 2.2.7: f: T — R fonksiyonu verilsin. Bir t; € T — {max T} noktasinda

i) to sag yayilmis nokta ise f (o (to)) < f (to);

ii) to sag yogun nokta ise dyle bir U(ty) komsulugu var ki, ¢t > ¢y olan her t € U(ty) igin
f(t) < f(to)

kosullar1 gecerli ise f’e ty noktasinda sag-azalan fonksiyon denir.

Teorem 2.2.8: f: T — R fonksiyonu t, € T — {max T} noktasinda A — tirevlenebilir

ve f2 (tg) > 0 (f2 (to) < 0) ise f, to noktasinda sag-artan (sag-azalan) fonksiyondur.

Teorem 2.2.9: f: T — R, [a, b|r araliginda siirekli, [a, b)r arahiginda A —tirevienebilir

bir fonksiyon ve f(a) = f(b) ise
fou) <0< f2(v)
esitsizligin saglayan u,v € [a,b)r noktalar1 vardur.

Teorem 2.2.10(Ortalama Deger Teoremi): f: T — R, [a, b|r araliginda siirekli ve
[a,b)r arahginda A — tirevlenebilir bir fonksiyon ise

f(0) — f(a)

. < /°0)

fou) <

esitsizligini saglayan u,v € [a,b)r noktalar: vardir.
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Sonug 2.2.11: f: T — R, [a, b]y araliginda siirekli ve [a, b) araliginda A—tiirevienebilir
bir fonksiyon olsun. Eger V¢ € [a, b)r i¢in

i) f2(t) > 0 ise f fonksiyonu [a, by araliginda artandr.

ii) f2(t) < 0 ise f fonksiyonu [a, b]y arahginda azalandir.

iii) f2(t) = 0 ise f fonksiyonu [a, b]r araliginda sabittir.

Tamim 2.2.12: f: T — R fonksiyonu T* da A — tiirevienebilir olsun.
2. TF — R fonksiyonu da T+ = {T*}* kitmesinde A — tiirevlenebilir ise f fonksiyonu

ikinci mertebeden A — tirevlenebilirdir denir ve ikinci tiirev
2 A

fA — fAA r (fA)
seklinde tanmimlanir. Genel sekilde, f'nin n. mertebeden A — tiirevi, f~" : T*" — R her
t € T*" icin

n n—1 A

= () e

seklinde tanimlanir.
Ornek 2.2.13:

T herhangi bir zaman skalas1 ve ¢ bir sabit olmak tizere f : T — R, f (¢) = ¢t fonksiyonu

icin f2 (t) = c ve f24 (t) = 0 du.
2.3. Zaman Skalasinda Integral

Tanim 2.3.1: Eger f : T — R fonksiyonunun T’deki tiim sag yogun noktalarda
sag tarafli limitleri var(sonlu) ve T’deki tiim sol yogun noktalarda sol tarafl limitleri

var(sonlu) ise bu f fonksiyonuna T’de diizenli (regulated) fonksiyon denir.
T’de stirekli her fonksiyonun diizenli oldugu agiktir fakat bunun tersi dogru degildir.

Tanim 2.3.2: Eger f: T — R fonksiyonu, T’deki sag yogun noktalarda siirekli ve sol
yogun noktalarda sonlu limite sahip ise f’ye rd-siirekli fonksiyon denir.

f: T — R rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi

Crd - O’rd <T> - O’rd (Tu R)
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ile gosterilir. f : T — R n. mertebeden A — tiirevlenebilir ve n. mertebeden A — tiirevi

rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi ise
Cra = Crq (T) = C7y (T, R)
seklinde ifade edilir.
Teorem 2.3.3: f: T — R bir fonksiyon olsun.
(i) f fonksiyonu siirekli ise rd-siireklidir.
(ii) f fonksiyonu rd-siirekli ise diizenlidir.
(iii) o operatorii rd-siireklidir.
(iv) Eger f rd-siirekli ise f7 da rd-siireklidir.

Tanim 2.3.4: Bir
F:T—R

fonksiyonu, V¢ € T* icin

esitligini saghyorsa F' fonksiyonuna f : T — R fonksiyonunun anti tiirevi(ilkeli) denir.

Bu durumda f’in belirsiz integrali
/f (t)At=F(t)4+c¢, (cintegral sabiti)

ve Cauchy integrali, a,b € T igin

b

[raati=ro-F
seklinde tanimlanir.

Ornek 2.3.5:

T = Z ve o # 1 olmak fiizere,

ot At

S _
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belirli integralini hesaplayalim.

T = Z oldugundan
fo ) =Af 1)

yazilir. Buna gore o # 1 sabiti igin

ot A:A at :&tﬂ_at:at
a—1 a—1 a—1

b
t b__ a
/atAt: a +C ve /atAt:a a
a—1 a—1

esitligi yardimiyla,

olur.

Teorem 2.3.6 (Anti Tiirevlerin Varligi): Her rd-siirekli fonksiyon anti tiireve sahip-

tir. Ozel olarak to € T icin f fonksiyonunun anti tiirevi,
t
F:T—R, F(t)—/f(T)AT,
to

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.3.7: T bir zaman skalasi, a,b € T ve a < b olsun. P = {tg,t1,...t,} C T
kiimesi @ =ty < t; < ... < t,_1 < t, = b geklinde tammlanirsa bu kiimeye [a, b]r
araliginin bir pargalanmasi denir. [a, b|y araligimin tiim pargalanmalarinin ailesi P(a,b)
ile gosterilir. Ayrica bir P = {t; : i = 0,n} € P(a,b) parcalanmas1 herhangi bir § > 0
icin "Vi € {1,2,...,n}, t;—t;_1 < dveyat,—t,_1 > 0 ve p(t;) = t;_1" kosulunu saglarsa P
ye [a, b]y araligimin bir d—pargalanmasi denir. [a, b|t araliginin tiim 6 —parcalanmalariin

ailesi de Pjs(a, b) ile gosterilir.

Tanim 2.3.8: f, [a,b]r arahginda sinirh bir fonksiyon, P = {t; : i = 0,n} € P(a,b) ve

&, € [ti—1, ti]r keyfi bir nokta olmak tizere

S=Y f(&)(ti—ti)
i=1
ifadesine f’in P pargalanmasina kargilik gelen Riemann A—toplami denir.
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Simdi de klasik analizdekine benzer olarak Riemann A—integralinin tanimimi verelim.

Tamim 2.3.9: f, [a, b]r araliginda sinirh bir fonksiyon olsun.

"Ve > 0 i¢in 39 > 0 vardir 6yle ki, her bir P € Ps(a,b) parcalanmasi i¢in &; € [t;_1,t]r
noktalarinin segiminden bagimsiz olarak |S — I| < e esitsizligi gegerlidir." &nermesi
saglanacak sekilde bir I sayisi varsa f’e [a, bt araliginda A —integrallenebilir fonksiyon
(veya Riemann A—integrallenebilir fonksiyon) denir. Bu I sayisi tektir ve bu sayiya da

f’in [a, b]y arahigimdaki A—integrali (veya Riemann A—integrali) denir ve

I:/f(T)AT

a

seklinde gosterilir.

Teorem 2.3.10: f: T — R, f(t) = ¢ sabit fonksiyonu A —integrallenebilirdir ve

dir.

Teorem 2.3.11: f : T — R bir fonksiyon ve ¢ € T olsun. Eger f, [t,0(t)]r'de

A—integrallenebilirdir ve

dir.

Teorem 2.3.12: [a, b araliginda tanimh her bir
i) monoton, ii) siirekli, iii) rd-siirekli veya iv) diizenli

fonksiyon A —integrallenebilirdir.

Teorem 2.3.13: f, [a, b]y arahginda A —integrallenebilir bir fonksiyon,
m = inf{f(t) : t € [a,b]r} ve M = sup{f(t) : t € [a,b|r} olsun. ¢ : R — R fonksiyonu
[m, M| araliginda siirekli ise @o f bilegke fonksiyonu [a, b]y araliginda A—integrallenebilir-

dir.
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Teorem 2.3.14(Analizin Temel Teoremi-1): f, [a,b]r araliginda siirekli, [a, b)r a-
raliginda A — tiirevienebilir ve f2, [a,blr arahgimda A—integrallenebilir ise

b

/fA(t)At:fw)—f(a)

a

gecerlidir.

Teorem 2.3.15(Analizin Temel Teoremi-2): f, [a, bt araliginda /A—integrallenebilir

bir fonksiyon olmak iizere ¢ € [a, b|r igin

F(t):/tf(T)AT

fonksiyonu [a, b|r’de siireklidir. Ayrica f, bir ¢y € [a,b)T sag yogun noktasinda siirekli

ise I’ bu noktada A — tiirevlenebilirdir ve F* (to) = f (to) dir.

Teorem 2.3.16: f ve f* siirekli fonksiyonlar ise

t A t
[renan) =sew.n+ [ enar
esitligi gecerlidir.

Teorem 2.3.17: Eger a,b,c € T, a« € R ve f,g fonksiyonlar1 [a,b]r araliginda

A —integrallenebilir ise

(1)
(ii)

(iii)



(iv)

v)
/ £ (o (£) g (t) At = (fg) (b) — (f9) (a) — / 2 (0 g (1) At
(vi) b
/ £ () g (&) At = (£9) () — (f9) (a) - / F2 () g (o (8) At
(vii) .
/ F)At=0

dir.
(ix) Her t € T igin f(¢) > 0 ise

/bf(t)AtZO

dir.

Tanim 2.3.18: F : [a,b] = R, E(t) =sup{s € T:s<t},t € [a,b] seklinde tanimh

bir fonksiyon ve f : T*¥ — R keyfi bir fonksiyon olsun. Bu durumda f o E : [a,b) — R

fonksiyonu f’in [a,b]’'na bir geniglemesi olur. Eger f o E fonksiyonu [a,b] araliginda

Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir(veya integrallenebilir) ise f fonksiyonuna [a, b); araliginda
Lebesgue anlaminda olciilebilir(veya integrallenebilir) fonksiyon denir. f’in [a,b), ara-

higindaki Lebesgue integrali
b

/f(t)At:/bfoEdt

a
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seklinde tanimlanir. Burada egitligin sag tarafindaki integral [a, b] araligindaki standart
Lebesgue integralidir.
T sirl zaman skalasi, o = inf T, b = sup T olmak iizere

Ly(a,b)={f:|f *, (a,b)y iizerinde Lebesgue anlamimda integrallenebilir } kiimesi

b

(f.g) = / f (g DAL

i¢ carpimu ile bir Hilbert uzayidir.
f, la,b]’de Riemann anlaminda A—integrallenebilir ise Lebesgue anlaminda da integral-
lenebilirdir ve bu durumda bu integrallerin degerleri birbirine egittir. Ayrica Lebesgue

integrali i¢in Teorem 2.3.16 ve Teorem 2.3.17°deki ozellikler gegerlidir.

Teorem 2.3.19: [a, br araliginda A—integrallenebilen her bir f fonksiyonu igin

(i) Eger T =R ise
/f(t)Atz/f(t)dt

dir. Burada sag taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

(ii) Eger T yalmizca izole noktalar iceren bir zaman skalasi ise

dir.

/bf(t)At’:Z:f(kh)h
dir.
(iv) Eger T = Z ise b
/f(t)Atzjif(t)
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dir.

Ornek 2.3.20:
a. T = Z iken
¢ t—1
/SAS = s
0 s=0
= 0+14+243+...+(t—2)+(t—1)
B (t—1).(t—1+1)
N 2
B t.(t—1)
N 2
dir.
b. T = hZ iken
t %_1
/SAS = ) f(sh)h
4 k=0
-1
= sh?
k=0
£-1
= h2 s
k=0
t
= h2[0+1+2+3+...+(g—1)}
t t1
== h2 ——1 T
(i-1) i
1
dir.
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3. BIRINCi MERTEBEDEN LINEER DENKLEMLER

f: T x R? = R herhangi bir fonksiyon olmak iizere

yo (1) = f(ty (8).y7 (1)) (3.1)

seklindeki denkleme birinct mertebeden dinamik denklem adi verilir.

Eger ozel olarak
Fy ),y () =f )y @)+ f2 (1)
veya

&y @),y7 (1) = @)y () + f2(t)

olacak sekilde f; : T — R ve fo : T — R fonksiyonlar1 varsa (3.1)’e T zaman skalas
tizerinde tammh birinci mertebeden lineer(dogrusal) dinamik denklem denir.

Bir y : T — R fonksiyonu T’de birinci mertebeden A — tiirevlenebilir ve Vt € T* icin

yo (1) = f(ty (8).y" (1))

esitligini sagliyorsa, bu fonksiyona (3.1) denkleminin bir ¢oziimii denir.
(3.1) denkleminin tiim ¢oziimlerinin kiimesi denklemin genel ¢oziimii olarak adlandirilir.
Genel ¢oziim bir tek keyfi sabit bulunduran bir fonksiyon ailesidir.

Belirli ¢ty € T ve yo € R sayilar igin (3.1) denkleminin

y (to) = o (3.2)

kosulunu saglayan ¢oziimiiniin aranmasina baglangic deger problemi, (3.2) koguluna da
baslangi¢ kosulu denir.

Bu boliimde birinci mertebeden lineer dinamik denklemler ve bu denklemler icin baglangic
deger problemleri incelenecektir. Bunun icin 6ncelikle, klasik analizdeki iistel fonksi-
yonun zaman skalasindaki genellestirilmesi sayilan genellestirilmig iistel fonksiyon ve

onun bazi1 énemli 6zellikleri verilmelidir.
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3.1. Genellestirilmis Ustel Fonksiyon

Tamim 3.1.1: T bir zaman skalas1 olmak iizere p : T — R fonksiyonu verilsin. Vt € T*
icin 14 (t) p (t) # 0 ise p’ye regresif fonksiyon denir. T’den R’ye tanimli tiim rd-siirekli

ve regresif fonksiyonlarin kiimesi R veya R (T, R) seklinde gosterilir.

Lemma 3.1.2: R kiimesi

(p®q) (&) =pt)+q) +ut)pt)q(t), teT* (3.3)
islemine gore bir degismeli gruptur. Bu gruba regresif grup adi verilir.

ispat:
i) Oncelikle iglemin kapali oldugunu gosterelim. Bunun icin p,q € R igin p® ¢ € R
oldugunu gostermeliyiz.

VteTrigin 1+pu(t)p(t) #0ve 1+ u(t)q(t) #0 ise

L+u®)(poq) @) = 1+p®p@) +p®)q@)+ (®)’pt)q(t)
= (I+p@®)p@®) A +p(t)q(t))
£ 0

oldugundan p & q € R gecerlidir.

i) Vp,q,r e Riginp@® (¢dr)=(p®q)Dr ve pdq = q& p oldugu islemin tanimindan
aciktir.

iii) 0 sifir fonksiyonunu gostermek iizere, Vp € R igin p & 6 = 0 @ p = p dir.

p(t)

L+ pu(t)p(t)

p@(©p)]t) = p(t)@(_%)

. p(®)
L+ p(t)p(t)

iv) p € R olmak iizere ©p = — alirsak Vt € T i¢in

p(t)

= 20 EAOMG

—u(t)p ()

esitligi saglanir. Bu ise ©p fonksiyonunun p’nin ters elemani oldugunu gosterir. Boylece

ispat biter.
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@ islemi ve bu igleme gore ters eleman kullanilarak p © ¢ iglemi,

req ) = (o (eq9)(t)
— )= e

p(t)+pu(t)p(t)

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.1.3: p € R olmak tizere e, : T x T — R,

o (t:5) =exp | [ 6. (1) b7

seklinde taniml e, (¢, s) fonksiyonuna genellestirilmis iistel fonksiyon denir.

Burada
——Log(1+p(7)p(r)), p(r)>0

Eury (P (7)) =
p(7), w(r) =0

dir.

Lemma 3.1.4: p € R ise Vs,t,u € T igin
i)eo(t,s) =1, e,(tt)=1,

ii) e, (t,u) ., (u,s) = ¢, (t,s),

i) ¢, (0 (1)) = (1+ () p(8)) & (1, 5)
esitlikleri gegerlidir.

ispat:

(i) ve (ii) siklar tanimdan agiktir.
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iii) o (t) =t ise ispat agiktir. o (t) > t olsun.

)
e, (0 (t),5) = exp / € (0 (7)) AT

ot

t )
= exp /{fu(T) (P(T))ATJF/fu(T) (p (7)) A7

= ep(t,s)expu(t)E,q (p (1))
= e, (t,s)exp (Log (14 pu(t)p(t)))

= & (ts)[I+pu(t)p ()
olur.
3.2. Birinci Mertebeden Lineer Denklemler Icin Baglangic-Deger Problemleri

Tanim 3.2.1: p € R ise
T OESIOMOERT) (3.6)

denklemine birinci mertebeden regresif lineer dinamik denklem denir. Ozel olarak

q (t) = 0 ise (3.6) denklemine homojen lineer regresif denklem adi verilir.

Teorem 3.2.2: t; € T olmak tizere e, (t,ty) fonksiyonu

y(to) =1

baglangi¢c deger probleminin ¢oziimiidiir.

Ispat: e, (to,to) = 1 oldugu Lemma 3.1.4 (i)’den agiktir. 5 (t,to) = p(t)ep(t to)

oldugu gosterilmelidir.
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o (t) > t olsun. Dogrudan hesaplama ile Teorem 2.3.11 ve Lemma 3.1.4 (ii) den

ep (0 (1), to) = ey (1, %0)
o(t)—t

(s

er (t,tg) =

_ ep/j - )0> {exp [11 (1) €4 (0 ()] — 1)
- eplft(’tl;“) {exp Log (1 + pu(t)p(t)) — 1}
r ep (t, t[)) .

- 25 {L+p(t)p(t) -1}

= p (t) €p (t, to)

elde edilir.

Simdi de o (t) =t ve y = e, (t, tg) olmak iizere ¢ > 0 verilmis olsun. Vs € Us(?) igin

[y (&) =y (s) —p @)y () (t = s)| <elt -] (3-8)

esitsizligi saglanacak gekilde en az bir Us(t) komsulugunun mevcut oldugunu gostermek

yeterlidir.
ly (t) =y (s) =p () y () (t = 5)[ = lep (£,t0) — €p (s,80) — P (t) €, (t, f0) (£ — 5)|

= lep (8 to)[ |1 = ep (5,8) = p () (¢ = 5]

t

= lep (t,t0)[ |1 = €y (5,) = [ Euiry (P (7)) AT + ftfum (p () AT —p(t) (t = s)

S

yazilabilir. Buradan

t

L—e,(s,t) = [ &4 (p (1)) AT

S

ly(t) =y (s) =p @y ()t =s)| < lep(t,%0)]

(3.9)
+[ep (¢, t0)]

[ (0(7)) AT — p (1) (£ — 5)

elde edilir.
lim &, (p (7)) = & (p (1)) = p () (3.10)

T—1
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oldugundan 36; > 0 ve V7 € Uy, (t) icin

€

S p(r) - )] < —— 3.11
gegerlidir. Buna gore s € Us, (t) alirsak
t
lep (8, to)l | [ Eury (P (7)) AT —p () (£ — 5)
t
= ley (t10)| [ [Eun) (P (7)) = & (0 (B))] A (8.12)
<Slt—s
3
yazabiliriz. Diger yandan
! 1—h—e" _ 0
- h B
esitligi gegerli oldugundan 30, > 0 ve Vs € Uy, (t) igin
1—e,(s,t)— /ﬁu(ﬂ ) AT| < &y /§
esitsizligi gecerlidir. Burada
: €
€1 = min{1, } (3.13)

14 [3p(t)e, (t,to)|
dir.
Boylece Us(t) := Us, (t) N Uy, (t) alirsak s € Us(t) igin
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e (5.1) - / b () AT| < / £y (0 (7)) A7
— e / €0 (0 (7)) AT — & (p (£)) A7)
+ [ewmar
<e / €0y (p (1) — & (0 (£))] AT
e p ()]t —
elde ederiz. Bu ise (3.13) den
e (£ 10)] |1 = e, (s, 1) /gw) ) Ar| < —|t—s| (3.14)

esitsizligini verir. (3.12) ve (3.14) egitsizlikleri birlestirilerek (3.8) ispatlanir.
Teorem 3.2.3: p € R olmak iizere (3.7) baglangig deger probleminin tek ¢oziimii

y (1) = e (t;to)

dir.

Ispat: Kabul edelim ki v (¢) (3.7) baglangic deger probleminin bir ¢oziimiidiir.
< g () \° _ y () ey (tto) — 1 (t)e e5 (t,to)
)

e (t:to e (t;to) ep (o (1) To)
Py (t)ep (tito) = p () 31 () ep (T, o)

B e (t:10) € (0 () . o) =0

oldugundan = (' (sabit) olmahdur.

ep (t, to)

Diger yandan
Y1 (to) = ep (to, o) =1

oldugundan C' = 1 dir. Boylece (3.7) baglangic deger probleminin tek ¢oziimii
() =y () = e (£, 10)
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fonksiyonudur.

Sonug 3.2.4: p € R ise

denkleminin genel ¢oziimii

y(t) = C.e, (t,to) (3.15)

seklindedir. Burada C' keyfi sabittir.

Teorem 3.2.5: p € R ise

baslangic deger probleminin ¢oziimii
t

y (1) = ey (1) d o + / ey (to, 0 (7)) ¢ (1) A7 (3.16)

to

seklindedir.
Ispat: Oncelikle denklemin ¢oztimiinii
y(t) = C(t) e (t,t0) (3.17)

seklinde arayalim. Burada C (t), T zaman skalasinda A — tiirevienebilir herhangi bir

fonksiyondur.

Yy (t) = C2 (t) ey (o (1) ,t0) + C (t) € (. to) (3.18)

oldugundan (3.17) ve (3.18)’i denklemde yerine yazarak

C2 (1) = ¢y (to, o (1)) ¢ (¢)

ve buradan
t

C (t) :/ep (to,o (1)) q (1) AT + Cy

to

elde edilir.
Boylece



denkleminin genel ¢oziimiinii

t

y(t) = ey (t,t0) < Co+ /ep (to,o (1)) q (1) AT

to
seklinde yazabiliriz. y (t9) = yo baslangic kogulunu gozoniine alirsak Cy = 7o oldugu

cikar. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.6: p,q € R olmak {izere

N ;

Vs et

ii) e, (t,5) e, (t,5) = epaq (t, 9)

t

iii) €p( 78)
e, (t, )

bagintilar gecerlidir.

= epoq (1, 5)

ispat:

i) Dogrudan tiirev hesaplayarak

(i) - o) PRl

p
(L+pu(@)p(t)ep(t,s)
_ —p(t) 1
(L +p()p(t)) eyt s)
op (1) —
= op
ep (L, 5)
elde edilir. Boylece her bir s icin L fonksiyonu
ey (t,s)
y> =cpt)y
y(s)=1

baslangi¢c deger probleminin ¢oziimiidiir.

Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3’den bu problemin tek ¢oziimii eg,, (¢, s) dir. Buna gore

e, (t, 8) = €gp (tv 5)
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esitligi gecerlidir.
ii) Her bir s i¢in
y(t) :==ep(t,s)eq(t,s)
alalim.
y> () = e5(t,s)eg(t,s)+el(t,s)es (t,s)
= p(t)ep(t,s)eg(t,s) +[1+ut)p)]q(t)ey(t s)eq(t,s)
= ep(tis)eg(t,s)[p(t) +q(t)+p(t)p(t)q(t)]

= e (t,s) e (t,s)p@ g =Dyt

ve her bir s igin

oldugundan vy (t) fonksiyonu
v ()= (r@q)y(t)
y(s)=1
baglangic deger probleminin c¢oziimiidiir. Yine Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3’den bu

baslangic deger probleminin tek ¢oziimii e,q, (t,s) dir. Buna gore y () = epaq (¢, )

gecerlidir.
iii)
ey (t,s)
= t
eq (t,s) e (1) eq (t,s)
= e, (t,s)eg,(t,s)
= epeq (1,9)

elde edilir.
3.3. Genellestirilmis Ustel Fonksiyon Ornekleri

Ornek 3.3.1: T =R ise

oldugundan



baglangic deger probleminin ¢oziimiiniin

J p(t)de
y(t) =ev
oldugunu biliyoruz. Buna gore R’de
t
[ p(t)dt
ey (t,tp) = €'

gecerlidir.

Ozel olarak p (t) = a (sabit) alinirsa,
eq (t,tg) = 2710
olur.
Ornek 3.3.2: T =hZ, h > 0 zaman skalasini alalim. o € C\ {—% sabit olsun.
€a(t,0)=(1+ah)i, teT

icin gegerlidir. Gergekten, y (t) = (1 + ah)% alalim.

oldugunu gosterirsek ispati tamamlamms oluruz. y (0) = (1 4 ah)’ = 1 oldugu aciktur.

Diger yandan hZ’de

y(t+h) —y()
h
(1+ah) ™ — (1+ah)
h
(1+ ah)™™ = (1 + ah)
h

t (14+ah—1
= (Lo

yo () =

>+

-

=l

= a(l+ ozh)’%
= ay(t)
oldugunda istenen esitlik elde edilir.
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Ornek 3.3.3: T =Z ise
¢a (t,0) = (1 + a)'

dir. Ozel olarak
e1 (t,0) = 2°

dir.

Ornek 3.3.4:
y>=y+3, teZ
y(0)=0
baslangi¢c deger problemini ¢ozelim. Teorem 3.2.5’den

t

y = el(t,O)/el(O,T—l—l)BTAT

0
t

&y / PARR I

bulunur.
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4. IKINCi MERTEBEDEN LINEER DENKLEMLER

Bu béliimde p,q ve f, C,q uzaymdan alman fonksiyonlar olmak iizere TF = (']I‘k)k

kiimesinde verilen

Yy e+ p() Yy +qt)y=0 (4.1)

ve

Yy +pWyt +qt)y=f(t) (4.2)

denklemlerinin ¢oziimlerini aragtiracagiz.
(4.1) ve (4.2) denklemlerine, ikinci mertebeden sirasiyla homojen ve homojen olmayan
lineer dinamik denklemler denir.

Birinci mertebeden denklemlere benzer olarak, Vt € T* icin

L—pu(t)p(t)+p2(t)g(t)#0

ise (4.1)’e (veya (4.2)’ye) regresif denklem adi verilir. Bundan boyle aksi belirtilmedikge
(4.1) ve (4.2) denklemlerinin regresif denklemler oldugu kabul edilecektir.

(4.1) (veya (4.2)) denklemini saglayan ikinci mertebeden A — tiirevienebilir y (t) fonksi-
yonuna bu denklemin bir ¢oziimii denir.

Belirli bir ty € T* ve yo,y1 € R igin (4.2) denkleminin

y(to) = wo

Y= (to) = 0

kosullarini saglayan ¢oziimiiniin aragtirilmasina baslangic deger problemi denir.

a, 8 € T olmak tizere (4.2) denkleminin |, 5], araliginda tanimh olup

y(a) =

y>(B) = n

kosullarini saglayan ¢oziimlerinin arastirilmasina da sinir deger problemi denir.
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4.1. Homojen Dinamik Denklemin Co6ziimleri
y, (t) ve y, (t), (4.1)’in herhangi iki ¢oziimii olmak iizere

Yo Y,

A

W 0= " "
Yy vy,

(4.3)

determinantina, y, (t) ve y, (t) ¢oziimlerinin Wronsky determinant1 veya Wronskiyani
denir.
Eger Vt € TF icin W (y,,5,) (t) # 0 ise {y, (t),y, (t)} kiimesi (4.1) denkleminin temel

¢oziimler sistemi(kiimesi) olarak adlandirilir.

Lemma 4.1.1: y, (t) ve y, (t), (4.1)’in herhangi iki ¢oziimii olmak iizere agagidakiler

gecerlidir.
. Y Y
D u®OWyw) @)= " |,

y? s
. Yl oY,
i) Wy, y,) (1) = A A

Yo Y,
1) Vi € T icin W2 (y,,5,) () = ?/AIA yl
Yoty

dir.
ispat:

i)o(t)=tise u(t) =0,y7 (t) =y, (t) ve yJ (t) =y, (t) oldugundan ispat agiktir.

o (t) > t olsun. Dogrudan hesaplama ile

Yy Y
W<y17y2>(t) - ; Z
vy,
Y, Y,
= yf — Y ygg — Y,
p(t)  p(t)
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Y, Y, Y, Y,

= 1 - 1 1
PIRENO R I IGO0k
I S A
~on®) v, Y,
elde edilir.
ii) Determinantin 6zellikleri kullanilarak
W)@ = [
Yoy,
A O e O T
Yy s
_ W |
ye oyl Ul
I
ye oy

bulunur.
iii) y, (¢) ve y, (t), (4.1)’in ¢oziimleri oldugundan ikinci mertebeden A — tiirevienebilir
fonksiyonlardir. Bu nedenle W (y,,,) (t) fonksiyonunun her bir t € T* noktasmda

A — tirevi mevecut olup

A
WA (yqu) <t> = (y1y2A _ylAyz)

= D+ yTys s —ytys =yt tyS

Ly
o AN
ylA o Yo

esitligi gecerlidir.
Teorem 4.1.2(Abel): to € T* vey, (1), v, (t) fonksiyonlar1 (4.1) denkleminin ¢oziimleri

olsun. Bu durumda

W (Y15 92) (1) = e—pipg (,10) W (915 92) (o) (4.4)
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esitligi gecerlidir.
Ispat: W (t) = W (y,,u,) (t), W (tg) = Wy alalim.

Y Y
WA (t) - AIA AQA
Y, Y
y7 Yy

. v; 3
y> (=p () +u)q ) vo (=p )+ p(t)q(t))
Yy ('
+
—q(t)y? —q )y
= (O +uam)| " -
Y- Y

= (=p®) +p(t)q @)W ()

oldugundan W (t) fonksiyonunun W4 (¢) = (—p (t) + p (t) ¢ (¢t)) W (¢) dinamik denkle-

mini ve W (ty) = Wy baglangig kogulunu sagladigini ispatlamig oluruz. Dolayisiyla
W (t) = e_prpq (t,10) Wo

esitliginin gegerli oldugu goriiliir.
Teorem 4.1.3: {y, (), vy, (t)}, (4.1) denkleminin temel ¢oziim sistemi ise bu denk-
lemin genel ¢oziimii

y(t) = ey, (1) + 6, (1) (4.5)
seklindedir.
Ispat: y, () ve g, (), (4.1) denkleminin ¢oziimleri oldugundan
y(t) = c,y, (t) + ¢y, (t) ifadesi de bu denklemi saglar. Denklemin tiim ¢oziimlerinin
(4.5) seklinde oldugunu gosterebilirsek ispat1 tamamlamig oluruz.
u(t), (4.1) denkleminin

u (to) = Ug, UA (to) = U1
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baglangic kosullarimi saglayan ¢oziimii olsun.

u(t) =y, (1) + ¢y, (1)

olacak sekilde bir tek (c,, ¢,) ikilisinin var oldugunu gostermeliyiz.

u” (t) = c,y™ (t) + c,y2 (t) oldugundan baslangig kosullar yardimiyla

C Y (to) + G, (to) = Uo

(4.6)
ClylA (tO} + CzyQA <t0> =

lineer cebirsel denklem sistemini elde ederiz.
Bu sistemin katsayilar determinant1 W (y,, v, ) (to) dir. {y, (t), vy, ()}, denklemin temel
¢oziim sistemi oldugundan W (y,,v,) (to) # 0 dir. Dolayisiyla, (4.6) sistemi bir tek

(¢,,¢,) ¢oziimiine sahiptir. Bu ise ispat1 tamamlar.
4.2. Sabit Katsayili Lineer Homojen Denklemler

a, B € R olmak iizere T zaman skalasinda
Yot +ay® + By =0 (4.7)

dinamik denklemini g6zoniine alalim.
Aciktir ki Vt € T igin 1 — au () + Bp? (t) # 0 ise (4.7) denklemi regresiftir.
Bu denklemin ¢oziimiinii y (t) = e (¢,1o) seklinde arayalim. Burada A € C, t; € T* ve
Vt € TF igin 1+ Au (t) # 0 oldugu kabul edilmektedir. ey (t,t,) fonksiyonunun birinci
ve ikinci mertebeden A — tirevleri

ex (tto) = Nex(t,to)

ex” (tto) = Ney(t,to)
esitliklerini sagladigindan bu esitlikler (4.7) denkleminde yerine yazilirsa
(A +aX+B)ex(ttg) =0

ve dolayisiyla

M4+al+B=0 (4.8)
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elde edilir. (4.8)’e (4.7)’'nin karakteristik denklemi denir.

Acgiktir ki bu denklemin ¢oziimleri

\ —a+y/a? -4
1:
2

(4.9)
—a— /a2 —40
2

Ao =

seklindedir.

Buna gore, e (t,ty) fonksiyonunun (4.7) denkleminin ¢oziimii olmast igin gerekli ve
yeterli kogul A sayisinin (4.9)’da verilen \; ve Ay sayilarindan birine egit olmasidir.
Lemma 4.2.1: (4.7) denkleminin regresif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul (4.9) esit-

likleri ile tanimlanan \; ve Ay sayilarmnin regresif olmasidir. Yani V¢ € T* icin
L—ap(t)+Bp*(t) £0 <=1+ \p(t) #0ve 1+ ou(t) #0

dir.
Ispat: Vt € T* icin

(T+Xp (@) L+ Xop (1) =1+ (M + o) () + Mdops® (2)
=1—au(t) + Bu*(t)
esitligi gecerli oldugundan ispat acgiktir.
Teorem 4.2.2: o? — 48 # 0 olsun. (4.7) denklemi regresif ise bu denklemin temel

cozlimler sistemi
{ex (t.t0), ex, (t,t0)}

seklindedir. Burada tq € T* ve A\j, Ay, (4.9) esitlikleri ile tanimh sayilardir.
Ispat: (4.7) denklemi regresif ise ey, (t,15) ve ey, (t,to) fonksiyonlarmin bu denklemin
¢oziimleri oldugunu gosterdik. Dolayisiyla W (ey,, €y,) (t) # 0 oldugunu gostermek
yeterlidir. o? — 45 # 0 ise
ex, (t,to) e, (t,to)

A

ey (tto) ey, (t to)

€ (t, tU) €xa (tv tU)
)\1€>\1 (t,to) )\26)\2 (t,to)

W (€>\1’ 6>\2) (t) =
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= ()\2 — )\1) S5¥] (t,to) €, (t,to)
= —va?—4Be,, (t,to) ey, (t, to)
£ 0

dir. Boylece {ey, (t,t0), ex, (t,t0)} kiimesi, (4.7) denkleminin temel ¢oziimler sistemidir.

Sonug 4.2.3: (4.7) denklemi regresif ve a? — 43 # 0 ise bu denklemin genel ¢oziimii

Yy (t) = €6\ (t’ tO) + Gy, (t’ tO)

seklindedir.
4.3. Ikinci Tip Lineer Homojen Dinamik Denklem

(4.1) denklemine alternatif olarak agagida verilen dinamik denklemi gozoniine alalim.

AN

Y=t +p )y’

+q()y” =0 (4.10)
Burada 7 (t) = y* o o dir.

Tanim 4.3.1: p € R ve q € C,, ise (4.10) denklemine regresif denklem denir.
Teorem 4.3.2: (4.1) ve (4.10) tipindeki regresif denklemler birbirine denktir.

ispat:
v =y+ytut)

ya =yt +yttu(t)

esitlikleri kullanilarak (4.10) denklemi

an D) Fpt)g(t) A q(t) B
“*“<t>p(t>]{y S EOFOR +1+u(t)p(t)y}_0

seklinde yazilabilir.

YR 4p Wy + )y =0 (4.11)



denklemi elde edilir. Buna gore, (4.10) denklemi (4.1) tipindeki bir denkleme doniigtiirii-
lebilir.
Ayrica Vt € TF igin

L—p()pr () +p () () = 1—p(t)

(t)p(t) L+p(t)p(t)
_ k@Ol
L+p(t)p(t)
1
T 1+up)
£ 0

oldugundan, elde edilen (4.11) denklemi regresiftir.
Simdi de gosterelim ki, (4.1) tipinde

y>r+p(t)yS +q)y=0

denklemi regresif ise bu denklem (4.10) tipinde regresif bir denkleme doniigtiiriilebilir.

Vt € TFigin, 1 — pu () p (t) + p2 (t) q (t) # 0 olsun. Bu durumda

Y HpMyt +a@y =y +p) [ —n @y +q ) [y — ) y?]

= A= pOp@) v+ By +a®)y —a () p®) [y —y>2u ()
= [ 0p0)+ R 0a@] (v O
q(t) -
T 0P+ 0e)” }

esitligi yazilabilir. Buna gore (4.1) denkleminin (4.10) tipindeki bir denkleme doniigtiirii-
lebilir oldugu elde edilir.
Son olarak Vt € T* icin

P —ntal) 1
L—p@®)p@)+p>t)q) 1—p@)pE)+p*t)q()

oldugundan elde edilen denklem regresiftir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

1+ p(t) # 0
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4.4. Homojen Olmayan Lineer Dinamik Denklemler igin Parametrelerin

Degisimi Metodu

Homojen olmayan (4.2) dinamik denklemini gozoniine alalim. Buna kargilik gelen (4.1)
homojen denkleminin temel ¢oziim sistemi {y; (¢),y2 (¢)} olsun.

(4.2) denkleminin ¢oziimiinii

y () =c, W)y (t) +c, (1) ya (t) (4.12)

seklinde arayalim. Burada ¢, (t) ve ¢, (t), T’de A — tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

(4.12)’nin A — tirevini alirsak

yazabiliriz.

e () y7 (t) + ey () w3 (8) =0 (4.13)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda
yAr ) = e 0y () + e (g () e Dy (1) +e 8y (¢)

bulunur.

y(t), vy () ve y>2 (t), (4.2) denkleminde yerine yazilarak

(0 () + D 0957 (1) + e, Oy (1) + e, ()50 (1)
+p(0) [e ) O+, (095 O] +a(t) e B9 () + e, (B g (O] = (1
(1) () + e ()" (1) = £ (1) (4.14)

elde edilir.

(4.13) ve (4.14) esitliklerinden olusan cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse,

by SOBEO

“a W (41, y2)
()7 (1)
' (®) We (y1,y2)
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bulunur. Buradan

a(t) = /f AT—{—a,
ylay2

() = /f ylyzA T

elde edilir. Burada a ve b integral sabitleridir. Bu ifadelerin (4.12)’de yerine yazilmasiyla,

(4.2) denkleminin genel ¢oziimii

to

seklinde bulunur.
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5. ZAMAN SKALASINDA STURM-LIOUVILLE OZDEGER PROBLEMIi

5.1. Problemin Tanimi ve Probleme Karsilik Gelen Operator

T smurh bir zaman skalasi, &« = inf T ve § = p (sup T) olsun. Asagida verilen siir deger

problemini gozoniine alalim.

ly:=—y>> +qt)y” =Ny, teT¥ (5.1)
Ui (y) := a1y® (a) = by () =0 (5.2)
Us (y) == asy™ (B) — bay (B) = 0 (5.3)

Burada ¢ (t) € Ls («, §) reel degerli bir fonksiyon ay, by, as,bs € R ve A kompleks para-
metredir.
(5.1)-(5.3) problemine T zaman skalasinda tanimlanan Sturm-Liowville tipinde sinr-

deger problem: denir. Siirekli analizde klasik Sturm-Liouville probleminin
—y +qt)y=2y,  te€(a,p)

ary’ (@) = buy (@) = 0
azy/ (8) = by (8) = 0

seklinde oldugu bilinmektedir. Bu problemle ilgili calismalar oldukca genis bir literatiir
olusturmaktadir.

Bir A sayist igin (5.1) denkleminin (5.2) ve (5.3) siniwr kosullarini saglayan bir

y (t) # 0 ¢oziimii varsa, N'ya (5.1)-(5.3) probleminin bir 6zdegeri, y (t) fonksiyonuna da
o ozdegere karsilik gelen 6z fonksiyon denir.

Ls (o, B) uzayinda, tamm kiimesi

D(L):{yeL2(a,6)\yECfd(T), Ul(y):Uz(Z/)ZO}

olan ve Yy € D (L) icin



seklinde tamimlanan L operatoriinii gozoniine alalim. L’nin lineer bir operatér oldugu

kolayca gosterilebilir. Bu L operatorii tizerine kurulan 6zdeger problemi
Ly = \y°

seklinde ifade edilir. Bu problem, (5.1)-(5.3) simir-deger problemi ile gakismaktadir.
Bagka bir deyigle L operatériiniin her bir 6zdegeri, (5.1)-(5.3) probleminin bir 6zdegeridir.
Ve tersine (5.1)-(5.3) probleminin her bir 6zdegeri, ayni1 zamanda L operatoriiniin bir
ozdegeridir.

Teorem 5.1.1: Vy,z € D (L) igin

(Ly,27) = (y°, Lz)

esitligi gecerlidir.
ispat:

B8
(Ly,2") = / (=422 + g () ") 27 (8) At

B

8
= — / yohET (1) At + / q(t)y’z° (1) At

B B
= PO+ [ 0t [ayE @ o

« 87

B8 B8
= P 1P+t @) | - / Y78 (1) At + / 0 (8) 577 (1) O

B
= WpE ) - W@+ [0 +a07) A0

olur.

Ayrica, y, z € D (L) oldugundan
Ui (y) =Uz(y) = Ui (2) =U2(2) =0

dir. Dolayisiyla
Wly,z] (B) = Wy, 2] () = 0
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elde edilir. Boylece
(Ly,2%) = (y°, Lz)

esitliginin dogru oldugu goriiliir.

Sonug 5.1.2:

i) L operatoriiniin ve dolayisiyla (5.1)-(5.3) probleminin tiim 6zdegerleri reel sayilardir.
ii) y (t) ve z (t), (5.1)-(5.3) probleminin farkh 6zdegerlerine kargilik gelen 6zfonksiyonlar

ise
/ Y5 () At = 0

gecerlidir.
Ispat: i) Ay, L operatoriiniin bir 6zdegeri ve y () bu 6zdegere karsilik gelen 6z fonksiyon

olsun. Teorem 5.1.1’den
(Ly,y7) = (7, Ly)
gegerlidir. Dolayisiyla (Ly,y?) € R dir. Diger yandan

(Ly,y7) = (Mo¥”,¥7) = X (7, y7)

esitligi gecerli oldugundan )y 6zdegerinin reel say1 oldugu aciktir.

i)

Lz = MX92°
olsun. Teorem 5.1.1’den
)\1 <y07 ZU> = <Ly7 ZU> = <y07 LZ> = )\2 <y07 ZU>

yazilabilir. A\; # Ay oldugundan
<y0’ ZU> =0

dir.
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5.2. Sturm-Liouville Denkleminin Baz1 Ozel Coziimleri

S (t,A),C(t,A), ¢ (t,\) ve 9 (t, A) fonksiyonlar: (5.1) denkleminin sirasiyla

S(a,A) =0, S%(a,A\)=1 (5.4)
Cla,\)=1, C®(a,\) =0 (5.5)
el A) =ai, ¢ () =b (5.6)
Y (B,A) =az, 2 (B,A) = by (5.7)

baglangic kosullarim saglayan ¢oziimleri olsun.

Lemma 5.2.1: y(¢) ve z(t) (5.1) denkleminin iki farkli ¢ziimii olsun. Bu ¢oziimlerin
Wy (t),z(t)] Wronsky determinant: ¢’den bagimsizdir.

ispat:

W2y (1),2() = (y(t)z> () —y> () =(1)"

= Y2 ()25 (1) +y7 (1) 252 (1) —y® ()25 (1) —y>2 (1) 27 (1)
= ¥ (O {a @) = Ay 27 () =7 (1) {q (1) = A} =7 (1)
= 0

esitligi gecerli oldugundan ispat aciktir.

Lemma 5.2.1°e gore

WIS, Cl(t) = WIS C](x)
= S(a,\)C% (o, \) = 5% (o, \) C (e, \) = —1

esitligi gegerlidir. Bu nedenle {S (¢,\), C (¢, \)} kiimesi (5.1) denkleminin temel ¢oziim
sistemidir. (5.4)-(5.6) baslangi¢ kosullar1 kullanilarak

0 (t,A) = a1C (E,N) + 015 (¢, A)

esitliginin dogru oldugu kolayca gosterilebilir.

Teorem 5.2.2: S (t,\),C(t,\), ¢ (t,\), ¢ (t,\) ¢oziimleri ve bu ¢oziimlerin birinci
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mertebeden A — tiirevleri, N’nin tiim kompleks diizlemde analitik fonksiyonlaridir.
Ispat: ¢ (t, \)’min analitik oldugunu ispatlayalim. Diger fonksiyonlarin analitikligi ben-

zer sekilde ispatlanabilir. Ay € C herhangi bir kompleks say1 olsun.

0 (tv )‘> = <t7 )‘) - ¢ <t7 )‘0>

fonksiyonunu taniyalim. Bu fonksiyon igin

¢"2 (L, \)

@AA (tv )‘) — e (ta )‘U)
g0(7'

o

(6, M) {q (t) = A} =7 (£, Ao) {q () = Ao}
)
)

q () {7 (£, A
=q () {¢” ;A
—(A=20) " (1, 1)
=q () ¢7 (£, A) = Md” (£, X) = (A = Ao) 7 (£, A)

7 (t? )‘0)} — Ap? (ta )‘> + Ao” (ta )\0)
7 (t20) = Ao {7 (5, A) — 97 (£, Ao) }

4
2

esitligi gecerlidir. Buna gore ¢ (¢, A) fonksiyonu
=650 (L,2) + g (1) 67 (1 X) = 2007 (£,2) + (A = Xo) ¢ (£, 1) (5:8)
denklemini saglamaktadir. Diger yandan (5.6) baglangi¢ kogullarina gore
¢ (@, ) = 6% (a, ) =0 (5.9)

oldugu agiktir. Dolaysiyla ¢ (¢, \) fonksiyonu (5.8), (5.9) baslangi¢ deger probleminin
¢oziimiidiir. Sabitlerin degisimi yontemi kullanilarak (5.8), (5.9) baglangi¢ deger prob-
lemi ¢oziiliirse

t

¢@Aw=M—AM/KP@Awsqu—Swamﬁcmxﬂwwa»As (5.10)

esitligi elde edilir. (5.10) esitliginin her iki tarafimi A — A\g’a boliip A — A iken limit
aliirsa,

t

—/Wﬂémﬁﬁﬂw—W@A@Cw%ﬂW@AMAE

«

. e(t,A) = e(t, )
Jm X— o
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esitliginin gegerli oldugu goriiliir. Buna gore, ¢ (¢, \) fonksiyonu \g noktasinda dife-
ransiyellenebilirdir. g keyfi segildiginden ¢ (¢, \) fonksiyonu tiim kompleks diizlemde

analitiktir.

5.3. Ozdegerlerin Ozellikleri

W (1, ) fonksiyonu t’ye bagh olmadigindan bu fonksiyon A (\) seklinde gosterilebilir.
(5.7) baslangig kogulundan

AN = (8,0 % (8,0 =v> (8,2 ¢ (8,2
= axp® (B,A) = b0 (B, \)

yazilabilir.

@ (t,\) ve > (t,\), X'nm analitik fonksiyonlar1 oldugundan A ()\) da oyledir. A ()\)
fonksiyonuna, (5.1)-(5.3) probleminin karakteristik fonksiyonu denir.

Lemma 5.3.1: A (\) fonksiyonunun sifirlari, (5.1)-(5.3) probleminin zdegerleri ile
cakigir.

Ispat: (5.1) denkleminin genel ¢oziimii
y(t,\) = AS (t,\) + BC (t, \)

seklinde yazilabilir. Bu ¢oziimiin (5.2) ve (5.3) kosullarinda yerine yazilmasiyla

ar [AS? (o, N) + BC* (o, A)] — b1 [AS (a, A) + BC (a, \)] = 0

as [AS® (B, A) + BC® (B, \)] — b2 [AS (B, A) + BC (8,\)] = 0
elde edilir. (5.4) ve (5.5) baglangic kosullar1 kullanilarak

aA—6B=0
[a252 (B,A) = b2S (B, )] A+ [asC> (B, A) — b€ (B,\)] B=0

yazilabilir. Bu sistemin sifirdan farkli bir (A, B) ¢oziimiiniin var olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosgul

ay _bl

CI/ZSA (ﬁ, )\) — b2S (5, )\) (IQCA (ﬁ, )\) — bQC (5,/\)

=0
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olmasidir. Buradan

alagCA (5, )\) — albgC (6, )\) + (IgblsA (5, )\) — bleS (6, )\) =0
= as [a1C® (B, A) + b15° (B, N)] = ba [a1C (B, A) + 515 (B,A)] =0

= azp® (B,0) — b2 (B,A) = 0

elde edilir. Buna gore (5.1)-(5.3) probleminin her bir 6zdegeri A (\) fonksiyonunun bir
sifiridir.

Tersine A sayist A (\) fonksiyonunun herhangi bir sifir ise ¢ (¢, \) fonksiyonu (5.1)-(5.3)
probleminin sifirdan farkl ¢oziimii olacagindan \ sayisi bu problemin bir 6zdegeri olur.

Lemma 5.3.2: )\, (5.1)-(5.3) probleminin herhangi bir 6zdegeri olsun. Bu durumda

@ (£, M) = X, ¥ (£, Ao) (5.11)

esitligi gegerli olacak sekilde x, # 0 sayis1 vardir.
Ispat: Ay, (5.1)-(5.3) probleminin bir zdegeri oldugundan

dir. Buna gore

W (9 (t, M), ¢ (£, X)) = ¢ (£, o) SOA (t, M) — wA (t,20) o (t,X0) =0

()

ifadesinin tanimli oldugu her ¢ icin sifira esit oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla

gecerlidir. Bu ise

¥ (t, Ao)
¥ (ta )\0>

fonksiyonu sabit olup istenen egitlik elde edilir.

Not: (5.6) ve (5.7) basglangi¢ kosullarmmdan
ay o ¥ <6a )\0)

XO - @Z) (O{, )\0) a9

elde edilir.
Teorem 5.3.3: (5.1)-(5.3) probleminin tiim 6zdegerleri cebirsel olarak basittir.

Ispat: Ao, (5.1)-(5.3) probleminin herhangi bir 6zdegeri olsun.
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oldugu agiktir. A" (\g) # 0 oldugunu ispatlamak yeterlidir. ¢ (£,A), (5.1) denkleminin

¢oziimii oldugundan
=% (A + (1) 97 (1, 0) = 27 (t, ) (5.12)
yazilabilir. Bu egitligin her iki tarafinin \’ya gore tiirevini alirsak,
—N S (B A) + (8 @R (0) = 97 (1 A) + A5 (1) (5.13)

esitligini elde ederiz. (5.12) denklemini 5 (¢, A) ile (5.13) denklemini de —¢? (¢, A) ile
carpip taraf tarafa toplarsak,

900 (t’ >‘) QDAAA (t’ )‘) - QOK (tv /\) QOAA (tv )‘) i (900 (tv )‘))2

egitligini buluruz. Bu esitligin her iki tarafi a’dan §’ya integrallenirse,

B B
[ (e 0682 @0 = K062 @0) st = [ (o 1) 20

«

yazilabilir.

O (N 037 (8 A) — @5 (8, N) 922 (8 N) = <90 (£ A) 5 (B ) — @ (8, N) 0 (¢, A)>A

esitligi gecerli oldugundan,
B
[ @A = plan)ef (@) - g (a0 62 (a,4) -

«

—0 (B, M) ex (B A) + 0 (B,X) 0™ (B, N) (5.14)
=0 (B,0) ¢° (B, X) — ¢ (B, N) @5 (B, \)

elde edilir.
(5.14) esitliginde A — A¢ iken limit alirsak,

15}
/ (7 (£, 20) A = 03 (8, o) 9™ (B2 M) — 0 (8, 30) 2 (8. Mo)

esitligini yazabiliriz. Buna gore (5.11) egitliginden,

B
/ (67 (8, 20))2 5t = x, [baoy (8, 20) — ase® (B, M)
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= —x, 2 (\o) (5.15)

gecerlidir. ¢ (¢, \g) 6z fonksiyon oldugundan, (5.15) esitliginin sol tarafi sifirdan farkhduir.
Bu ise A’ (\g) # 0 oldugunu ispatlar.
Teorem 5.3.4: T sonlu n eleman bulunduran bir zaman skalasi ise T {izerinde verilen

(5.1)-(5.3) probleminin zdegerlerinin sayisi
S:=n—2—def (a1 + p()by) — def (az)
seklindedir. Burada def sembolii

U 40
1 ,U=0

def (U) =

seklinde tanimlanmaktadir.
Ispat: T zaman skalasi sonlu eleman bulundurdugundan tiim elemanlar: izole nokta-

lardir. Dolayisiyla
T={a,0(a),0%(a),...,0" (), 0" (a)}, B=0""(a)

seklinde alinabilir. Burada

dir.
(5.6) baslangig kosullaridan

07 (, A) = @ (0, A) + p (@) = (a, A) = a1 + (@) by

gecerlidir.

T izole noktalardan olustugundan

QOA <t7 /\) =

_ QOAU (t7 /\> — 90A (tv )‘)
e (t ) = "o
_ 1 [w? (BN = @7 (BA) @7 (1) — o (tN)
)

e (t p(t)

1 {r®e” 6N = () + i (1) ¢ (1Y)
po (8) (e (1)) T () o (8, 0)
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esitlikleri gecerlidir.
e (PVESUIGEPYICA(PY

oldugundan

o7 (0A) = 7 () (8) {g (8) = A} 7 (8, A) +

elde edilir. Burada

90 = wOuOa0+ "D
)
hi) = (1)
dir.

(5.16) esitligi kullanilarak

(a1 + p (@) b)) NP+ Py (N); a4+ p(a)by #0 ise
- (5.17)

-2 a1 r—2 .
AT+ Po_g(A); a; + p () by =0 ise
k=0 p(a)

esitligi elde edilir. Burada P._o (\) ve P._3(\) swrasiyla (r —2). ve (r — 3) . dereceden

7 (o, A)
T £ (a)

polinomlardir.

Diger taraftan

A = ap® (B,4) = bap (B, )
v? (BN ¢ (B,A)

= a e —bap (B, 1) (5.18)
1

= la2? (B, A) — (ag + b2) 11 (B) ¢ (B)]

esitligi elde edilir.
(5.17) formiiliinden,

derg (8) = derg” " (a) = { nod atpule (5.19)

dere” (B) = dery” @{



(5.18) ve (5.19) egitliklerinden

(

n—2, a+p(a)b #0, ax#0
n—3, ar+pu(a)by #0, ay=0
der/\ (\) = Lt u(@)b# ?
n—3, a1+u(a)b1:0, a27é0
n—4, ap+p(a)by =0, ay=

\

oldugu sonucuna varilir. Boylece 6zdeger sayisinin
S:=n—2—def (a1 + p(a)b) —def (az)

oldugunu ispatlamig oluruz.

Ornek 5.3.5: T = {0,1,2,3} olmak iizere

sinir deger probleminin 6zdegerlerini bulunuz.

Coziim: Gerekli tiirevler alinip denklemde yerine yazilirsa,

A y -y o
T i VY
yAA _ yAU—yA

()
=y —y°

2

yo (1) = 2y7(8) +y(t) = =Ay” (1), te€{0,1}

elde edilir. Bu denklem ve simir kosullarindan

—y(2)+2y (1) —y(0) = dy (1)
—y(3)+2y(2) —y (1) = 2y (2)
(1) =y (0) =0
y(3)—y(2) =
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esitlikleri yazilabilir.

keT,y(k) =y ile gosterelim. Buna gore
(
Yo+ A=2)y1+132=0
Y1+ A=2)y2+y3=0
Yo—y1 =0

Yo —y3 =0
ve
A=Dy+y2=0
yi+(A=1)y=0
esitlikleri bulunur. Bu sistemin agikar olmayan ¢oziime sahip olmasi i¢in katsayilar

determinantinin sifir olmasi gerekir. Bu nedenle,

A—1 1
=0
1 A—-1
esitliginden A =0 ve My =2 0Ozdegerleri bulunur.
Diger yandan bu problemin 6zdeger sayisinin S = 2 oldugu Teorem 5.3.4 de verilen

formiilden de aciktur.

Ornek 5.3.6: T = {0,1,2,3} olmak iizere,

—yAh =7, te T ={0,1}

v (0) +y(0) = 0

y>(2) = 0

sinir deger probleminin 6zdeger sayisini ve bu 6zdegerleri bulunuz.

Co6ziim: Teorem 5.3.4’den bu problemin 6zdeger sayisi
S=n—-2—def (a1 + p(a)b)—def (az) =1

dir. Verilen denklem ve siir kosullarindan
—y(2)+2y(1) —y(0) =
—y(3)+2y(2) —y(1)
y(1) =y (0) +y(0)=0
y(3)—y(2)=0
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esitlikleri elde edilir.

k€T, y(k) =y, olmak iizere bu egitlikler

;

Yo+ (A=2)y1 +32=0
hm+A=2)y2+ys; =0

y1=0
L Y2 = Ys
seklinde yazilabilir.
Buradan,
Yo+ y2 =0
A=1)y=0

bulunur. yy = y» = 0 ise agikar ¢oziim elde edilir. Bu nedenle y, ve y, terimlerinin
sifirdan farkli olmasi gerekmektedir. Buradan, problemin tek 6zdegerinin A\; = 1 oldugu
bulunur.

Ornek 5.3.7: T = {0, 1,2,3} olmak {izere

—ytt = N7, te TV ={0,1}

y>(0)+y(0) = 0

y(2) = 0

sinir deger probleminin 6zdegerlerini bulunuz.

Coziim: Teorem 5.3.4’e gore bu problemin 6zdeger sayisi
S=n—-2—def (a1 + p(a)b)—def (az) =0

olmalidir.

Denklem ve sinir kogullar: yardimiyla
—y(2)+2y(1) —y
—y(3)+2y(2) -y

54



esitlikleri yazilabilir.

k€T, y(k) =y, olmak iizere bu egitlikler

;

Yo+ (A=2)y1 +32=0
Y1+ A=2)y2+y3 =0
y1 =20

y2 =10

\
sistemini olugturur. Bu sistemin yalnizca agikar ¢oziimii var oldugundan problemin

ozdegeri yoktur.
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