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YUKSEK MERTEBEDEN BELiR'Li.TiPTEKi DiFEl%ENSi.YEL
DENKLEMLERIN COZUMLERININ DAVRANISI UZERINE

Nagehan KILINC GECER
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Doktora Tezi, Eyliil 2017
Damisman: Dog. Dr. Pakize TEMTEK

OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Tez calismamizin temelini olusturan orijinal
sonuglarm alt yapisini olusturmak i¢in birinci boliimde amaca yonelik temel tanim ve
kavramlar, iiclinci ve dordiincii mertebeden lineer ve lineer olmayan belirli tipteki
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinimliligi ile ilgili sonuglar literatiir taramasi

ile birlikte kronolojik bir sekilde verilmistir.

Tamamen orijinal sonuglardan olusan ikinci ve iigiincii boliimde ise, oncelikle ti¢lincii
mertebeden stirekli dagilimli mixed argiimentli neutral diferensiyel denklem tipinin ve
daha sonra da dordiincii mertebeden pozitif ve negatif katsayili lineer olmayan
diferensiyel denklem tipinin ¢6zlimlerinin salinimliligr ile ilgili 6nemli sonuglar elde

edilmistir.
Son olarak dordiincii boliimde, sonug ve Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Salinim, lineer olmayan diferensiyel denklem, neutral diferensiyel

denklem.
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ON THE BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF CERTAIN TYPES OF
DIFFERENTIAL EQUATIONS OF HIGHER ORDER
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some fundamental definitions
and theorems which constitute the basis of our thesis work are expressed, moreover the
results with the solutions of the third and fourth order linear and non-linear differential
equations are given chronologically together with the literature review.

In the second and third chapters which are constituted from fully original results firstly
third order neutral differential equations with continuously distributed mixed arguments
and then fourth order non-linear differential equations with positive and negative

coefficients with oscillation related results are provided.
Lastly, in the fourth chapter conclusions and recommendations are presented.

Keywords: Oscillation, non-linear differential equation, neutral differential equation.
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GIRIS

Bilinmeyen fonksiyon ve bunun cesitli mertebeden tiirevlerini iceren denklemlere
diferensiyel denklem adi verilir. Diferensiyel denklemler iizerinde iki asr1 askin bir
stiredir ¢calisilmaktadir. Ayn1 zamanda diferensiyel denklemlerin matematik diginda pek
¢ok bilim dalinda da uygulamasi mevcuttur. Ornegin uzay bilimlerinde diinyadan
yoriinge disina atilan uydularda, hava araglarmin bircogunda, denizalt1 araclarinin basing
ve derinlikle ilgili calismalarinda, kati hal fiziginde kullanilmasi gibi. Dolayisiyla
karsimiza ¢ikan her diferensiyel denklemi ¢6zme ihtiyaci normaldir. Fakat bilindigi gibi
her diferensiyel denklemin ¢6ziimii mevcut degildir. Bu gercek, bircok arastirmaciyi
diferensiyel denklemleri ¢6zmeden ¢6ziimleri hakkinda yorum yapmaya yoneltmistir. Bu
noktada diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin davraniglari ciddi bir dneme sahip olup,
¢Ozlimlerin salmimliligi, salinimsizligy, kararliligi, kararsizligi ve asimptotik davraniglari
gibi kavramlar ortaya ¢ikmistir. Ornegin her diferensiyel denklem salmimli degildir. Bir

diferensiyel denklemin salinimli olabilmesi i¢in belirli sartlara ihtiyag duyulmaktadir.

Diferensiyel denklemlerin ¢aligilmasi ile birlikte salinim teorisi de yaklasik iki yiiz yildir
arastirilip, gelistirilerek incelenmeye devam edilmektedir. Ozellikle ikinci mertebeden
diferensiyel denklemler ile ilgili yapilan ¢aligmalar literatiirde genis bir yer tutmaktadir.
Ugiincii ve daha yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler ile ilgili yapilan ¢aligmalar
ise, ikinci mertebe diferensiyel denklemlere nazaran daha az sayida olup son zamanlarda

bilim diinyasinda daha fazla merak uyandirmistir.

Teorik olarak literatlir gegmisine bakarsak, salmim teorisinin temelleri 1836 yilinda
Sturm ile atilmistir. Bundan sonra Kneser’in 1893 yilindan once bazi salinim kriterleri
bulunmasina ragmen tamamen kayda deger sonuglar Hartman[ 1-7], Hille[8], Leighton[9-
12], Nehari[13], Wintner[1-7, 14-17] in caligmalar1 ile devam etmistir. Son yillara
gelinceye kadar ikinci mertebe diferensiyel denklemler siirekli bir gelisim i¢inde olup

daha genel formdaki denklemlerin incelenmesine baglanmistir.



Bu sirada yiiksek mertebeden denklemlerin salinimi da merak uyandirmaya devam etmis
ve ikinci mertebeden denklemler ile ilgili yapilan ¢aligmalar, diger yiikksek mertebeden

denklemlerin ¢alisilmasina 151k tutmustur.

Ucgiincii mertebeden diferensiyel denklemler iizerine ise, Birkhoffun 1911 yilindaki
calismasma kadar kayda deger bir calisma bulunmamaktadir. Ayrica Birkhoff, ikinci
mertebeden daha yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler i¢cin ayirma ve karsilastirma
teoremlerini arastrmistir. Salimim teoremleri ile ilgili olan diger sonuglar da 1930°’da
Cimmino[18], 1931°de Mammana[19], 1948’de Sansone[20] ve 1951°de Zlamal[21]
tarafindan elde edilmistir. Ayrica ii¢lincii mertebeden diferensiyel denklemler teorisi
1955°den bu yana Gregus[22-26], Hanan[27], Lazer[28], Parhi[29-30], Temtek[31-38],
Tiryaki[39-43] ve Aktas[39-41] tarafindan 6nemli l¢tide gelistirilmistir.

Dérdiincli mertebeden denklem yapilarmin ¢aligilmasi ise, 1958 yilinda Leighton ve
Nehari[44] nin ¢alismasi ile kayda deger bir 6nem kazanmis ve bir¢ok arastirmacinin da
dikkatini ¢ekmistir. Daha sonra Howard[45], Barrett[46-50], Kreith[51] gibi bir¢ok
arastirmaci dordiincii mertebe denklemler i¢in salinim teorisine katkida bulunmustur.
Diger mertebeden diferensiyel denklemlerde oldugu gibi dordiincii mertebeden
diferensiyel denklem tiplerinde de ayirma, karsilastirma, salimimlilik ve salinimsizlik

teoremleri olusturulmustur.

n. mertebeden diferensiyel denklemlerin c¢alisilmasi ise, Reynolds[52] ile 1921 yilinda
baslamig olup giiniimiize gelinceye kadar yliksek mertebeden diferensiyel denklemler ile
ilgili caligmalar gelistirilerek devam edilmistir. n. mertebeden diferensiyel denklemler
icin Ozellikle Hille, Wintner ve Leighton’un elde ettigi sonuglar genellestirilip bircok

arastirmaci[53-65] tarafindan ¢alisilmistir.

Diferensiyel denklemler ¢alisilirken, bilinmeyen fonksiyonun denklemdeki yerine gore
lineer, lineer olmayan, yari lineer, gecikmeli, ileri, mixed, neutral, vb. gibi ¢esitli smiflara
ayrilmistir. Gecikmeli terim igeren diferensiyel denklem kavramu ise, ilk defa Kondorse
tarafindan 1771 yilinda ortaya atilmistir. Fakat bu konu ile ilgili ¢alismalar genellikle
yirminci yiizyillda yapilmaya baglanmistir. Gecikmeli terim igeren diferensiyel
denklemler uygulamali bilimin birgok alaninda kullanilmaktadir. Ornegin kontrol
sistemlerinin modellenmesinde, niifus dinamigi, immiinoloji, enzim kinetigi, ekoloji ve

biyoloji gibi. Ancak ileri terim igeren diferensiyel denklemler veya hem ileri hem



gecikmeli terim iceren yani mixed tipteki denklemler daha az bilim insani tarafindan

calisilmustir.

Ozetle, ilk salmim teorisi calismalaridan itibaren farkli yapidaki diferensiyel denklemler
cesitli yontemlerle ¢alisilnus ve ¢alisilmaya da devam edilmektedir. Ozellikle son yillarda
yapilan ¢aligmalarda salinim ile ilgili kriterler ve elde edilen sonuglar diferensiyel
denklemlerin daha genel yapilari igin verilmistir. Bunun yani sira salinim ile ilgili
ispatlarda farkli yontemler kullanilmistir. Bu yontemlerin en ¢ok bilinenleri Riccati

doniisiimii ve integral ortalama teknigidir.

Ayrica ilk olarak ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin salinimai ile
baslayan salinim teorisi daha sonra stirekli gelistirilerek ilerlemis ve salinimin yani sira
salmimsizlik da ciddi bir arastirma konusu olmustur. Bdylece bir¢ok matematikci
tarafindan ¢esitli mertebedeki denklem yapilarinin salinimsizligi ve bunun icin elde

edilen kriterler 6nem arz etmistir.

Bu tez ¢aligmasinda amacimiz tigiincii ve dordiincii mertebeden diferensiyel denklemlerin
belirli tipleri i¢in yeterli sartlar altinda bazi salinim kriterleri elde ederek, incelenen
diferensiyel denklem tipleri i¢cin salmim sonuglarina ulagmaktir. Tamamen orijinal
sonuglardan olusan ikinci ve iglincii bolimiin alt yapisini olusturmak icin birinci
bolimde amaca yonelik temel tanim ve kavramlar ile birlikte bazi salinim kriterleri,

teoremleri ve sonuglar1 kronolojik bir bigimde verilmistir.

Ikinci boliimde, y > 0 ve t > t, olmak iizere

b ll)”

| | + f p(t, 1x[r(t, 10)]du

a

da d

+ [ 0. OF Lo € ODEE + [ (e, g (Lo (e )Ddn = 0 M

c c
seklindeki tiglincli mertebeden siirekli dagilimli mixed argiimentli neutral diferensiyel
denklemi i¢in saliimlilik kriterleri verilmistir. Ayrica genellestirilmis Riccati doniisiimii

ve integral ortalama teknigi kullanilarak, (1) diferensiyel denkleminin her ¢6ziimiiniin



salinimli oldugunu ya da sifira yakinsadigini garanti eden yeni yeter sartlar elde

edilmistir.

Uciincii boliimde ise,

l l
(r® (x® +pOx(e®))") + Y a®6 (x(w®)) = Y h®H (x(0:(®)) = 0

formundaki dordiincii mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemi
incelenerek denklemin ¢dziimlerinin asimptotik davraniglari ve sinirsiz salinimi igin yeter
sartlar olusturulmustur. Bu sartlar1 olustururken ¢oziimlerin salmimliligi ve asimptotik

davranislar1 6zel olarak

o)

t
——dt < o©

r(t)
0

kabulii altinda ¢alisilmustir.



1. BOLUM

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde yeri geldikge kullanilacak bazi 6nemli tanim, teorem ve sonuglar lizerinde

durulacaktir[66,67,68].
F € ([ty,©) X R3,R) vet = t, = 0 olmak iizere

F(t,x(®),x'(t),x"(t)) =0 (1.1)
diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim.

Tamm 1.1. t € [t,, ®) C [ty, ) olmak lizere [t,,) aralig1 lizerinde iki kez
diferensiyellenebilir ve (1.1) denklemini saglayan bir x(t) fonksiyonuna, (1.1)

denkleminin ¢6ziimii denir. Ayrica t, = t, > 0 sayisi x(t) ¢oziimiine bagl bir degerdir.

Tamm 1.2. x(t), [t,, ) arahiginda verilen bir diferensiyel denklemin bir ¢oziimii olsun.
Eger en az bir t € [ty, ) i¢cin x(t) # 0 oluyorsa, bu ¢oziime agikar olmayan ¢oziim

denir.

Tanmm 1.3. x(¢t), (1.1) diferensiyel denkleminin [t,, ) araliginda asgikar olmayan bir
¢coziimii olsun. Eger t > ¢, i¢in x(t) ¢Oziimili sonsuz sayida sifirlara sahipse, bu x(t)

¢6ziimiine salmimlidir denir. Bu tanima gore salimmli bir x(t) ¢6ziimii igin lim t,, = o
n-—-oo

ve x(t,) = 0 olacak sekilde bir (t,) dizisi vardur.

Tamm 1.4. (1.1) diferensiyel denkleminin agikar olmayan bir x(t) ¢6ziimi salinimh

degilse, salinimsizdir. Yani bu ¢6ziim [t,, o) araliginda sonlu sayida sifira sahipse,



salinimsizdir. Coziim salinimsiz ise, her t > t; igin x(t) # 0 olacak sekilde bir

t; € [ty, ) sayis1t mevcuttur. Diger bir ifadeyle, salinimsiz bir ¢dziim belirli bir yerden

sonra pozitif veya negatif olmalidir.

Tamm 1.5. Eger (1.1) diferensiyel denkleminin biitiin ¢éziimleri salinimli ise, denkleme

salmimlidir, aksi halde salinimsizdir denir.

Ayrica son tanim hari¢ yukarida verilen biitiin tanimlar {i¢iincii mertebeden diferensiyel
denklemler i¢in de gegerlidir. Yani tigclincii mertebeden bir diferensiyel denklemin asikar
olmayan bir ¢6ziimii x(t) olsun. Yeterince biiyiik ¢ degerleri i¢in x(t) ¢6ziimii sonsuz

sayida sifira sahip ise, salmimli aksi halde salinimsizdir denir.
Ancak tiglincii mertebeden bir diferensiyel denklemin salinimi i¢in durum farklidir.

Uciincii mertebeden bir diferensiyel denklemin en az bir ¢6ziimii salinimli ise, denkleme

salinimli denklem aksi halde salimimsiz denklem denir.

Ornek 1.1. f reel bir sabit olmak iizere x”'(t) + Bx(t) = 0 diferensiyel denklemini goz

Oniine alalim. f > 0 durumunda lineer bagimsiz iki ¢6ziim cos\/E t ve sin /[t

seklindedir. Burada her iki ¢6ziimde salmimli oldugu igin diferensiyel denkleme de

salmimlidir denir. B < 0 durumunda ise, lineer bagimsiz iki ¢oziim eV=Pt ve e~V=At

olur. Bu durumda ise denklem salinimsizdir.

Simdi de adi diferensiyel denklemlerin bir tiirii olan fonksiyonel diferensiyel denklemler

ve fonksiyonel diferensiyel denklemlerin siniflandirilmasindan kisaca bahsedelim.

Adi diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri sadece belirli bir
zamanda hesaplanir. Giinliik yasantimizda ise bazi olaylar sadece simdiki zamana degil

gecmise ve gelecege bagl olabilir.

Buna gore adi diferensiyel denklemler sadece t degiskenine bagli iken bazi tipteki
diferensiyel denklemler T > 0 olmak tizere t — t veya t + t degiskenine bagl olabilir.
Bu tipteki diferensiyel denklemlere fonksiyonel diferensiyel denklemler denir. Ayni

zamanda bu denklemler sapan (deviating) argiimentli denklemler olarak da bilinmektedir.

Fonksiyonel diferensiyel denklemler bilinmeyen fonksiyonunun icerdigi degiskenlere

gore smiflandirilabilirler.



Tamm 1.6(Gecikmeli (Delay, Retarded) fonksiyonel diferensiyel denklemler).

Gecikmeli diferensiyel denklemler en yiiksek mertebeden tiirevi t degiskenine bagli iken
diger tiirevlerin t veya t’den daha kiiciik degiskenlere bagli oldugu diferensiyel
denklemlerdir.

Ornek 1.2.x' (1) —x(t — 1) +x(t) +2=10
" ! l —
x"(6) +3x'(6) = 5x (t—3) = 0
x"(@t)—-7x'(t—2)+5=0
denklemleri gecikmeli fonksiyonel diferensiyel denklem tipine birer drnektir.

Tamm 1.7(ileri (Advanced) fonksiyonel diferensiyel denklemler).

Ileri diferensiyel denklemler en yiiksek mertebeden tiirevi t degiskenine bagl iken diger

tiirevlerin t veya t’den daha biiylik degiskenlere bagli oldugu diferensiyel denklemlerdir.
Ornek 1.3. x'(t) = x(2t) + x(t) + x(t + V3) + ¢t
17 T E
x"() =x'(t+ 1) +x(t+2)
x"t)=x"(t+4)+x'(t+2)+ 2t
denklemleri ileri fonksiyonel diferensiyel denklem tipine 6rnek olarak gosterilebilir.

Tamm 1.8(Karma (Mixed) fonksiyonel diferensiyel denklemler).

Hem gecikmeli hem de ileri terimlerin bulundugu fonksiyonel diferensiyel denklemlere

mixed fonksiyonel diferensiyel denklemler ad1 verilir.
Ornek 1.4. x'(t) —x(t =3) +x(t +5) + x(Ox(t +4)+5=0

x"()+2x'(t—1)—2x(t+2)=0
x"(£) — x"(2t) + x’ (t - g) +x(t+1)=0

denklemleri karma fonksiyonel diferensiyel denklem tipine 6rnek teskil eder.



Tamm 1.9(Notral (Neutral) fonksiyonel diferensiyel denklemler).

Bu tip diferensiyel denklemlerde en yiiksek mertebeden tiirev sadece t degiskenine bagl
degil, hem t’den biiyikk hem de t’den kiigiik degiskenlere bagl olabilir.

Ornek 1.5. x'(t) = tx'(t — 1) + sint + 3
x"t-1D)—-x"(t+2)+x(t)+1=0
x"(t+5)+x"Q2t)+x'(t)—8=0

denklemleri birer notral fonksiyonel diferensiyel denklemdir.

Burada belirtelim ki bazi adi diferensiyel denklemler salinimsiz iken bu denklemlere

karsilik gelen gecikmeli diferensiyel denklemler salinimli olabilir.

Ornek 1.6. x'(t) + x(t) = 0 denkleminin x(t) = e~t salmmmsiz ¢oziimii iken bu
denkleme karsilik gelen bir gecikmeli denklem olan x'(t) + x (t - g) = 0 diferensiyel

denkleminin x(t) = sint salimiml bir ¢éziimiidiir.

Ornek 1.7. x"(t) —x(t) =0 denkleminin x(t) = et ve x(t) =e! salmmsiz

¢Ozlimleri iken yine bu denkleme karsilik gelen bir gecikmeli denklem olan

x"'(t) — x(t —m) = 0 diferensiyel denkleminin x(t) = sint ve x(t) = cost salinimh

¢Oziimleridir.

Bilindigi gibi salinim teorisi Sturm ile baglamis ve ikinci mertebeden denklemler ile ilgili

olan Sturm Ayirma ve Karsilastirma teoremleri de bu teorinin temellerini olusturmustur.
Bu teoremleri hatirlayalim.
Teorem 1.1(Sturm Ayirma Teoremi).
u(t) ve v(t) fonksiyonlari
x"+pt)x"+qt)x=0

diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz iki ¢6ziimii olsun. Burada p(t) ve q(t), (0, )
araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlardir. Bu durumda v(t) nin ardigik iki sifirt

arasinda u(t) nin bir ve yalniz bir sifir yeri vardir.



Ispat. u(t) ve v(t) ¢oziimleri lineer bagimsiz oldugundan, onlarin
w(t) = W, v)(@) = u(t)v'(t) — v()u'(t)

ile belirtilen Wronskiyeni sifir olamaz. W (t) siirekli oldugundan bir aralikta ya pozitif ya
da negatif olmak zorundadir. t; ve t,, v(t) nin ardisik iki sifir1 olsun. t; ve t, noktalarinda
Wronksiyen u(t)v'(t) ye indirgenir. Bu noktalarm her birinde u(t) ve v'(t)
carpanlarinin her ikisi sifirdan farklidir. Ayrica v’ (t;) ve v'(t,) zit isaretlere sahip olmak
zorundadir. Abel Teoremi’nden Wronksiyen sabit isarete sahip oldugu i¢in u'(t;) ve
u’(t,) nin isaretleri zit olmak zorundadir. Bu yiizden siireklilik nedeniyle u(t),t; ve t,

arasinda bir noktada sifir olmak zorundadir.

Dikkat edelim ki u(t) nin t; ve t, arasinda birden fazla sifir1 olamaz. Zira bu durumda
aym iddiaya gore v(t),u(t) nin bu sifirlar1 arasinda bir sifira sahip olmak zorunda

kalacakti. Bu ise v(t) nin ardisik sifirlari olan t; ve t, varsayimiyla celisir.

Ornek 1.8. y” + y = 0 diferensiyel denkleminin y, (t) = sint ve y,(t) = cost lineer
bagimsiz ¢oziimleridir. Bilindigi gibi sint ve cost fonksiyonlarindan birinin ardisik iki

sifir yeri arasinda digerinin bir ve yalniz bir sifir yeri vardir.
Teorem 1.2(Sturm Karsilastirma Teoremi).
p(t) > 0 olmak lizere

(p®u) +qOu=0
denkleminin (a, b) araliginda bir ¢oziimii u ve

pOv) +e®)v =0

denkleminin de bir ¢6ziimii v olsun. Q(t) > q(t) olacak sekilde Q ve g fonksiyonlari
siirekli olsun. (a, b) araliginda t4, t,, u nun ardisik iki sifir1 ise, t; < t < t, araliginda v

nin en az bir sifir1 vardir.

Ispat. Kabul edelim ki v,t; < t < t, araliginda hicbir sifira sahip olmasm. Bu durumda
genelligi bozmaksizin t; <t <t, araliginda v(t) >0, u(t) >0 oldugunu kabul
edebiliriz. Ayrica hipotezden V t € [a, b] igin

(W (®) + q(®ut) =0 (1.2)
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(V' () +Q®)v(t) =0 (1.3)

yazilabilir. Buradan (1.2) denklemini v(t) ile, (1.3) denklemini ise, u(t) ile ¢arpip taraf

tarafa ¢ikarma islemi yaptigimizda

{p@O'@v(e) —v' (Ou@]} = [Q() — q(O)]u(®)v(¢)
elde edilir. Bu ifadenin t; den t, ye integrali alindiginda,

t2

p(t)u' (t2)v(t,) — p(t)u' (E)v(ty) = j[Q(t) —qOu@®v(®)de  (1.4)

t1
elde edilir. Teoremdeki hipotezden p(t,) > 0 oldugu bilinmektedir. Ayricat; < t < t,

arahginda u(t,) =0 ve u(t) >0 oldugundan u'(t,) < 0 elde edilir. v(t) >0

oldugunda v(t,) = 0 olur. Buna bagl olarak

p(t)u' (t)v(t;) < 0
elde edilir. Benzer sekilde

p(t)u' (t)v(ty) =0

oldugu goriiliir. (1.4) esitligini géz 6niine aldigimizda esitligin sag yani pozitiftir. Sol
yani ise, negatiftir ki bu bir ¢eligkidir. O halde kabuliimiiz yanlistir. Buradan v(t)

fonksiyonunun t; < t < t, araliginda en az bir sifira sahip oldugu sonucuna varilir.

Ozel olarak c(t) ve C(t),t, = 0 i¢in t, < t < oo araliginda pozitif reel degerli siirekli

fonksiyonlar ve de c(t) < C(t) olmak lizere

u’' +c()u=0
ve

vV +C)v=0

diferensiyel denklemleri alinarak, Sturm Karsilastrma Teoremine benzer sekilde

yazilabilir.
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Ornek 1.9. y'+y=0
ve
z'"+4z=0

diferensiyel denklemlerini ele alalim. Verilen denklemlerde Q(t) = 4 ve q(t) = 1 olup,
Q(t) > q(t) dir. ik diferensiyel denklemin y(t) = sint (veya y(t) = cost) ¢dziimii ile
ikinci diferensiyel denklemin z(t) = sin2t (veya z(t) = cos2t) ¢dziimiinii ele alalm.
Bu iki ¢6ziim karsilastirilirsa y(t) nin ardigik herhangi iki sifir1 arasinda z(t) nin bir sifir1

vardrr.

Ikinci mertebeden denklemler ile ilgili salinimlilik ¢alismalarmin yani sira tezimizin
konusunu olusturan Ticiincli ve dordiincii mertebeden diferensiyel denklemlerin
¢Ozlimlerinin salmimliligi, son zamanlarda daha fazla merak uyandirmis ve bu konularla

ilgili caligmalar hiz kazanmastir.

Simdi biz de tezimizin alt yapisini olusturan bazi ii¢lincii mertebeden diferensiyel

denklem yapilarmi, salinimlilik kosul ve sonuglarini kronolojik bir sekilde verelim.

Daha Oncede bahsettigimiz gibi {liglincii mertebeden diferensiyel denklemlerin
¢Ozlimlerinin salinimlilik teorisi son elli yildir biiyiik 6l¢iide gelismis olmasina ragmen
ozellikle Gregus[22-26], Hannan[27], Lazer[28], Rab[69-72], Svec[73-75], Villari[76,

77] tarafindan elde edilen bazi sonuglar uzun zamandir bilinmektedir.

IIk olarak Birkhoff[78], 1911 yilinda ii¢iincii mertebeden denklemler ile ilgili olan
calismast ile mertebesi ikiden yiiksek olan diferensiyel denklemler i¢in ayirma ve
karsilastirma teoremlerinin calisilmasina Onderlik etmistir. Bundan on yil sonra

Reynolds[52], Birkhoff’un sonug¢larmin bazilarin1 genellestirmis ve gelistirmistir.

Birkhoff ve Reynolds’un ¢aligmalar1 oldukca 6zel olup sadece salinim kriterleri ile
ilgilenmez. Aslinda Birkhoff, daha ¢ok arastirilan ikinci ve dordiincii mertebeden
caligmalarin aksine ti¢lincii mertebeden self-adjoint durum iizerine dikkat ¢ekmistir.
Diger karsilastirma ve salinim teoremleri ise, sirastyla 1930°da Cimmino[18], 1931°de
Mammana[19], 1948’de Sansone[20] ve 1951°de Zlamal[21] tarafindan elde edilmistir
[66].
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Simdi Birkhoft[78] tarafindan elde edilen {igiincli mertebeden self-adjoint denklemi i¢in

ilk ayirma teoremini verelim.

Teorem 1.3(Birkhoff). Eger u ve v, b € C! olmak iizere
u” +b(x)u’ + %b’(x)u =0 (1.5)

diferensiyel denkleminin en az bir sifira sahip lineer bagimsiz ¢éziimleri ise, bu taktirde
u Ve v nin sifirlar1 tek tek veya ¢ift olarak birbirini ayirir. Ayrica (1.5) denkleminin hig¢

sifir1 olmayan bir ¢6ziimii her zaman vardir.
1966 yilinda ise, Lazer

u”" +bx)u' +c(x)u=0 (1.6)
diferensiyel denklemi i¢in asagidaki aymrma teoremlerini ispatlamistir.

Teorem 1.4(Lazer). Eger b € C*! olmak iizere b(x) < 0,c(x) <0 ve 2c(x) < b'(x)
ise, bu taktirde (1.6) diferensiyel denkleminin herhangi iki lineer bagimsiz ¢éziimlerinin

sifirlar1 birbirini ayirir.

Teorem 1.5(Lazer). Eger ¢ € C? olmak iizere b(x) <0, c(x) <0 ve

2b(x)
c(x)

bagimsiz salinimli ¢éziimlerinin sifirlar1 birbirini ayirir.

+ [Tlx)] > 0 ise, bu taktirde (1.6) diferensiyel denkleminin herhangi iki lineer

Bu aymrma teoremlerinin yani sira ii¢lincii mertebeden diferensiyel denklemler i¢in
karsilastirma teoremleri de bulunmustur. Hanan ve Lazer tarafindan bulunan bu

karsilastirma teoremlerini de verelim.
Hanan[79] karsilagtirma teoremini asagidaki
u" +a)u” +bx)u' +c(x)u=0 (1.7)
u" +al)u” +b(x)u'+C(x)u=0 (1.8)
denklemleri i¢in

c(x)=Clx), 0<x<om (1.9
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kabulii altinda vermistir. Oncelikle teoremde gegen bir tanim1 ifade edelim.
Tamm 1.10. Eger (1.7) denkleminin her u(x) ¢6ziimii
ul@) =u'(a0) =0,u"(a) >0,0<a <o

ozelliklerini sagliyorsa, (1.7) denklemine I sinifindandir denir. Burada u(x) > 0 ¢ozimii

(0, @) araligindadr.

Teorem 1.6(Hanan). Eger (1.8) denklemi I sinifindan ve (1.9) kabulii saglaniyorsa, bu
taktirde (1.7) denklemi de I smifindandir. Ayrica sirasiyla (1.7) ve (1.8) in konjuge

noktalar1 6, (a), 6;,(a) arasmdan = 1,2, ...; @ = 0 olmak {izere

Sp(a) < 85,1 (a)

esitsizligi vardir. Bu durumda 6zellikle (1.8) denklemi salinimli ise, (1.7) denklemi de

salinimlidir.

Bu teorem 1961 yilina kadar hi¢ kimse tarafindan elde edilememisti. Birkhoff{78] ise,
farkli bir terminoloji kullanarak 1911 yilinda a(x) =0 6zel durumu altinda

8, (a) < 6{(a) oldugunu ispatlamistir.
Lazer[28] ise (1.6) denklemini karsilastirmak i¢in m bir sabit olmak {izere

u” + [b(x) + mxc(x)]lu=0 (1.10)
ikinci mertebeden denklemini kullanmuistir.

Teorem 1.7(Lazer). Kabul edelim ki b € C! olmak iizere b(x) = 0,c(x) =0 ve
2c(x) = b'(x) olsun. Eger (1.10) denklemi salinimh olacak sekilde m > 1/2 sayisi var
ise, bu taktirde (1.6) denklemi de salinimlidir.

Simdiye kadar agikladigimiz li¢iincli mertebe diferensiyel denklemlerin salinim teorisinin
temellerini olusturan bu ayirma ve karsilastirma teoremlerinin yami sira ticlinci
mertebeden diferensiyel denklemler i¢cin salinimlilik kriterleri de elde edilmistir. Simdi

de bu kriterlere ve sonuglarina bakalim.
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Kneser-Hille limit tipinde ve Hille-Winter-Leighton-Nehari integral tipinde salmim
kriterleri bulunmustur. Uygun sartlar altinda (1.6) diferensiyel denkleminin salinimlilik

ozelliklerini igeren birkag teoremden bahsedelim.
Teorem 1.8(Sabit katsayilar durumu).

(1) Eger b<0, c>0 ve ¢ — (%) (=b)¥? > 0 ise, bu taktirde (1.6) denklemi

salinimhdir. Bu sart saglandiginda bir u; ¢oziimiiniin sabit katlar1 hari¢ (1.6)
denkleminin biitiin ¢6ziimleri salinmhidir. u,(x) ¢oziimii (0,c0) araliginda

sifirlanmaz ve x — oo iken biitiin tiirevleri ile birlikte monoton olarak sifira gider.
(2) Eger b< 0, c<0 ve c +( )( b)3/?2 < 0 ise, bu taktirde (1.6) denklemi

salimimlidir. Bu sart saglandiginda (1.6) denklemi iki lineer bagimsiz salinimli
¢Ozlime sahiptir.

(3) Eger b > 0 ve ¢ > 0 ise, bu taktirde (1.6) denkleminin bir u; ¢6ziimiiniin sabit
katlar1 hari¢ biitiin ¢6ziimleri salinmhdir. u,(x) ¢6ziimii (0,) araliginda

sifirlanmaz ve x — oo iken biitiin tiirevleri ile birlikte monoton olarak sifira gider.

Hanan, Kneser-Hille tipinden hareketle asagidaki salinim kriterini bulmustur.
Teorem 1.9(Hanan). Eger bazi1 p > 1 sayilar1 igin b € C* olmak iizere
2c(x) >b'(x),0 < x < 0
ve
il_)rg inf x?b(x) > p, 311_)1‘{)10 inf x3c(x) > —p
sartlar1 saglaniyorsa, bu taktirde (1.6) denklemi salinimlidir.

Teorem 1.10(Kondrat’ev[62]-Lazer[28]). Eger b(x) < 0,c(x) > 0,0 < x < oo ve

f [c(x) — ( b(x))*1dx = o0

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1t mevcut ise, (1.6) denklemi salinimlidir.

Kondrat’ev, bu sonucu 1958 yilinda ve b(x) = 0 sart1 altinda elde etmistir.
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Teorem 1.11(Gregus[26]). Kabul edelim ki b € C?* olmak iizere b(x) < 0,c(x) > 0 ve
esitligin sadece izole noktalarda ortaya ¢iktigr 0 < x < oo i¢in 2c(x) = b'(x) sartlar1
saglansin. Eger (1.6) denklemin bir salinimli ¢6ziime sahipse, bu taktirde sifirlanmayan
U, (x) ¢oziimiiniin sabit katlar1 hari¢ (1.6) denkleminin biitiin ¢oziimleri salinimlidir.

Ayrica x — oo iken u; (x) sonlu bir limit degerine sahiptir.

Teorem 1.12(Lazer[28]). Kabul edelim ki ¢ € C? i¢in b(x) < 0,c(x) > 0 ve

2b(x) [ 1

c(x) @

gecerlidir.

] < 0,0 < x < oo sartlar1 saglansin. Bu taktirde Teorem 1.11 in sonuglar1

Teorem 1.13(Svec[80]-Villari[75]). Eger b(x) = 0,c(x) > 0 ve (1.6) denkleminin bir

salmimli ¢6ziimii var ise, bu taktirde x — oo iken her salinimsiz ¢6ziim de sifira gider.

Teorem 1.14(Zlamal[21]-Lazer[28]). Kabul edelimki b € C! i¢in b(x) = 0,c(x) > d,
burada d pozitif bir sabit ve c(x) = b'(x),0 < x < oo olsun. Eger u(x), (1.6)

denkleminin herhangi bir salinimsiz ¢6ziimii ise, bu taktirde
u € C?(1, ) olmak iizere lim u(x) = lim v'(x) = 0
X—00 X—>00

dir. Ayrica herhangi iki salinimsiz ¢6ziim lineer bagimlidir.

Daha fazla sonug ise, Azbelez ve Caljuk[55], Cerven[81], Gregus[23-26], Kalafati[82],
Kondrat’ev[62, 63], Rab[70-72] ve Svec[73-75] in ¢alismalarinda bulunabilir.

Su ana kadar iiciincii mertebeden diferensiyel denklemler i¢in bulunan ilk ayirma ve
karsilastirma teoremleri ile belirli denklemler i¢in salinim kriterlerini igeren teoremleri

belirttik. Simdi de farkli denklem tiplerinin literatiir gegmisine bakalim.

1966 yilinda Waltman[83] , t = t, i¢cin
x"'(8) + p(Ox'(t) + g(O)x*(t) =0 (1.11)
x"(8) + p(0)x'(6) + q(O)f (x (D) = 0 (1.12)

denklemlerini ele almis ve salinim i¢in iki teorem olusturmustur. Her iki denklemden de
elde edilen sonucglar integral sartlarin1 ve tek sifir1 olan ¢dziimlerin salinimliligini

icermektedir.
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1967 yilinda ise, Schuur[84] t > t, i¢in
x"@)+p@)x" (@) + q@)x'(t) + r()x(t) =0 (1.13)

denklemini incelemis ve p,q,r fonksiyonlar1 [0,00) araliginda reel degerli siirekli

fonksiyonlar olmak iizere
v(t) < a<v,(t) < B <wvs(t)
olacak sekilde @ < B sabitleri mevcut ise, (1.13) denkleminin [0, o) araliginda

a < z < 8 olmak iizere

t

x(t) = x(0) exp jz(s)ds

0
seklinde bir ¢6ziime sahip oldugunu ispatlamistir. Burada v,, vy, v ler

v3 +p()v? + qu(t) +r(t) =0
denkleminin kdkleridir.

Heidel[85] ise, 1968 yilinda (1.11) denkleminin salinimli ¢oziimlerinin varh@ini ve

salinimsiz ¢éziimlerinin davranigini incelemistir. Bu incelemede iki farkl

(i) p®)<0,q9@)=<0
(i) p@)=0,q1t)=0

durumlarini ele almistir.

1968 de Barrett[86], t = t, olmak iizere

x"'(8) + p(O)x'(t) + g(®)x(t) =0 (1.14)

formundaki {giincli mertebeden diferensiyel denklemini goz Oniine almustir.
Calismasindaki temel sonu¢ da bu denklemin ¢oziimlerinin salinimsizligr ve
diskonjugeligi ile ilgilidir. Aslinda tiglincii mertebeden denklemlerin salinimsizligi ve

diskonjugeligi ile ikinci mertebeden denklemlerin diskonjugeligini kargilagtirmigtir.
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Ornegin
[ slalas <
to

ve
f slp(s)|ds <
to

ise, bu taktirde (1.14) denklemi diskonjugedir ve boylece salinimsizdir.

Kim[87] 1970 de, (1.13) denkleminin katsayilarmin reel degerli fonksiyonlar oldugu
durumda incelemis ve ayirma teoremlerini, ¢oziimlerin sifirlarmin dagilimini ve
diskonjugelik kriterlerini tartismistir. Diskonjugelik i¢in, eger katsayilar acik bir aralik

olan (a, b) iizerinde tanimli olmak iizere

ozelliklerini saglarsa, bu taktirde (1.13) denkleminin (a, b)aralig1 iizerinde diskonjuge

oldugunu ispatlamaistir.
1970 yilinda ise, Ahmad ve Lazer yine (1.13) denklemini ele alip,
p(t) <0,q(t) <0ver(t) <0
oldugunda, asagidaki iki durumun birbirine denk oldugunu ispatlamislardir.

(A) (1.13) denkleminin salmimli bir ¢6ziimii mevcuttur.
(B) Egerw, (1.13) denkleminin asikar olmayan salinimsiz bir ¢6ziimii ise, bu taktirde
t =>t; icin sgnw(t) = sgnw’'(t) = sgnw"”(t) veyine t > t; igin

w()w'(t)w" (t) # 0 olacak sekilde t; > t, sayis1 mevcuttur.

Yine 1970 de, Utz[88] tiglincii mertebeden (1.13) diferensiyel denklemini ele almis ve

denklemin ¢dziimlerinin asimptotik davranislarini arastirmistir.

Jones[89] ise, 1973 yilinda p(t) <0,q(t) >0 oldugu durumda (1.14) denklemini

incelemis ve salimmsiz ¢oziimlerin davramslarmi ¢alismigtir. Eger x(t) salimimsiz bir
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¢6ziim ve (1.14) denkleminin salinimli bir ¢oziimii var ise, bu taktirde L!im tx'(t) =0
oldugunu ve x(t) > 0,x'(t) <0 ve x""(t) > 0 oldugunda da L!im x(t) = 0 olacagim
ispatlamigtir.

Yine 1973 yilinda Etgen ve Shih[90], (1.14) denkleminin diskonjugeligi i¢in bazi yeterli

sartlar olusturmuslardir. Aslinda Etgen ve Shih[91] yine ayn1 yil yaptiklar1 baska bir

calismada ise, (1.13) denkleminin diskonjugeligi i¢in baz1 yeni sartlar olusturmuslardir.

Ayni yil yapilmaya devam edilen c¢aligmalardan bir tanesi de Soltes[92] tarafindan

f(u)/u = K > 1 oldugu durumda (1.12) denkleminin incelenmesidir.

Daha sonra 1974 de, Jones[93] (1.14) denklemini arastirmis ve (1.14) denklemi ile onun
adjoint denklemi olan

x"' () + p()x'(£) + (p' (©) = q(©)x(t) = 0

denklemi arasinda bir iligki bulmustur. Ayrica Jones, Lazer[28] in elde ettigi sonuglar1

genellestirmistir.
Mehri[94] de, 1976 dat € (0, ) igin
x"@)+q®)x(@)=0 (1.15)

seklindeki tiglincii mertebeden lineer diferensiyel denklemini incelemis ve Leighton[12]

un sonuglarini genisletmistir. Mehri, (1.15) denkleminin ancak ve ancak

[ee)

f q(t)dt = oo (1.16)

to

oldugu durumda salinimli oldugunu ispatlamistir. Yine Erbe de 1976 yilinda (1.13)
denkleminin genel formunu ele almis, ¢oziimlerin asimptotik davranislari iizerine
calismis ve saliim i¢in bazi yeni yeterli sartlar olusturmustur. Erbe ayn1 zamanda 1979

yilina kadar ¢esitli denklem yapalari ile ilgili bir¢ok ¢alisma yapmustur.

1981 yilinda, Kusano ve Naito[95]

1 1 [x®]7 ’
[rz&) lrl(t) I?’o(t)l l ] —p@®x(z(®)) = 0
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gecikmeli diferensiyel denklemi i¢in bazi karsilastirma teoremleri vermislerdir. Burada

i =0,1,2 olmak tizere r;(t), 7(t) ve p(t) fonksiyonlar: siirekli fonksiyonlar, [t,, o)

aralig1 tizerinde
r;(t) > 0,p(t) > 0,7(t) >0vet - oo ikent(t) » oo, 7(t) < t
dir.
Gregus[96], 1987 de
x"() +2A®)x" (&) + [A'(t) + b(t)]x(t) =0, t = ¢, (1.17)

denkleminin salmimlilig1 icin bazi yeterli sartlar elde etmistir. Bundan on yil sonra
Gregus ve Jr. Gregus[97] (1.17) diferensiyel denklemini g6z Oniine almis ve asagidaki

sonucu ispatlamistir. t € (a, ), a > 0 i¢in
At) >m > 0,A4'(t) <0,A(t)+B(t) >d/t

olsun. Bu durumda x(t) ¢6ziimii hari¢ (1.17) denkleminin her ¢6ziimii (a, o) araligi

iizerinde salinimlidir. Burada t — oo iken x(t) = 0,x'(t) = 0ve x"(¢t) = 0 dur.
1990 da Parhi ve Das[98] lineer
x"(t) +a(®)x" () + b®)x'(t) + c(t)x(t) =0 (1.18)

diferensiyel denklemini ele almis ve eger

j'02a3(t)+ _a@b() 2 <a2(t)

7 c(t) 3 —3\/5 3 —b(t)) dt =00 (1.19)

to

saglaniyor ise, bu taktirde (1.18) denkleminin salinimliligmi ispatlamistir. Burada dikkat
edelimki a(t) = 0 = b(t) oldugunda (1.18) denklemi, (1.15) denklemine ve (1.19) sart1
da (1.16) sartina indirgenir.

Yine Gregus 1992 yilinda, [t,, ) araliginda p’(t) ve q(t) siirekli fonksiyonlar, u # 0
fw

icin uf(u) >0 ve 0 <6 <o igin lil’%T = @ > 0 kabulleri altinda lineer olmayan
u—

(1.12) diferensiyel denklemini incelemistir.
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1993 de, Parhi ve Das[99] lineer (1.18) diferensiyel denklemini g6z 6niinde bulundurmus

ve eger

3
2

—b(t) + a’(t)) dt = o

230 ab@®) 2 (a2
J 27 T _3\/§<3

saglantyor ise, bu taktirde (1.18) denkleminin salinimliligini ispatlamistir.

1995 yilinda, Skerlik[67] p ve q pozitif fonksiyonlar olmak iizere (1.14) lineer
diferensiyel denklemini incelemis ve Lazer[28] tarafindan olusturulan sonuglari

gelistirmistir.
Yine 1995 yilinda Das[100]
x" () + a(®)x"(t) + b(t)x'(t) + c(®)x(t) = f(t) (1.20)
forced denklemini ele almig ve bazi yeni salinim kriterleri olusturmustur.
1996 da Dzurina[101], Skerlik tarafindan ¢alisilan denklemin gecikmeli versiyonu olan
x"' () = p()x'(t) + q(®)x(z()) = 0
lineer gecikmeli diferensiyel denklemini ¢alismustir.

Cecchi ve arkadaslar1[67] 1996 da,

(5 Tlt)x’(t)]l)l +q(Ox(O) =0, t=¢

lineer diferensiyel denklemi i¢in bazi yeterli sartlar vermislerdir.

Cecchi ve arkadaslar1[67] bu seferde 1997 yilinda,

(S [Ex®]) +e@raw) =0, t2t

lineer olmayan diferensiyel denklemini goz oniine almislar ve ¢oziimlerin asimptotik

davranislarini calismislardir. Burada

u
lim sup L < o0
u—0 u
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veya

u
lim sup% >0

|u|—»o0
dir.

1998 yilinda ise, Cecchi ve Marini[67] (1.12) lineer olmayan denklemini f fonksiyonu
azalmayan ve u # 0 i¢in uf(u) > 0, p(t) monoton olmayan ve sabit isarete sahip
olmayan bir fonksiyon ve q(t) > 0 sartlar1 altinda ele almiglardir. Bu galismadan elde

ettikleri sonuglar Waltman[83] tarafindan olusturulan sonuglarin genisletilmis halidir.

Yine 1998 de, Tiryaki ve Celebi[102] t = t, igin

" Op®(*' )" +q@Of (x(®) = 0 (1.21)

lineer olmayan denklemini goz Oniinde bulundurmuslardir. Burada p ve q pozitif
fonksiyonlar, u # 0 i¢in uf (u) > 0 ve @ > 0 seklinde tanimlanmigdir. Tiryaki ve Celebi,
(1.21) denkleminin salinimlilig1 i¢in bazi yeterli sartlar olusturmuslar ve ¢éziimlerin

asimptotik davraniglar1 iizerine ¢calismalar yapmiglardir.

1998 yilinda Parhi ve Padhi[103], Das[100] tarafindan elde edilen kosullardan farkli

olarak katsayilar {izerine yeni sartlar koyarak
x"'(t) + a(t)x"(t) + b(O)x'(t) + c()x(z(t)) =0 (1.22)

denklemini g6z Oniine almislardir. Bu calismada yazarlar temel sonuglari ispatlamak i¢in

(1.22) denkleminin

Lx(t) + q(t)x(r(t)) =0
kanonik formunda yazilabilecegini ispatlamiglardir.

1999 da sirasiyla Bartusek[67], Parhi ve Padhi[103], Parhi ve Panigrahi[104]

Gl ®]) —awrem)=0, t2
1.22) ve (1.15) denklemlerini ele alip, incelemislerdir.
( p

2001 yilinda Bartusek[67] ayrica Cecchi ve Martini[67] f(0) = 0 ve u # 0 igin
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uf(u) >0, q(t) >0 olmak tizere (1.12) lineer olmayan diferensiyel denklemini

yeniden ele almiglardir.

2003 de ise, Candan ve Dahiya[105]

(b@(@@x'®)) + ) a®f (x(a®)) = h®

ve

d

(b (a®x'®)') + f a6, Of (x(o(t.9))dg =0

[

formundaki fonksiyonel diferensiyel denklemlerin salinimliligini incelemislerdir. Burada

a,b,h € C([ty,»©),R),a(t),b(t) >0,f:R - Rsiireklivei =1,2,...,m i¢in
t - oo iken g;(t) — oo dur.

Ayrica ilgili calismada

ve

sartlar1 altinda bir¢ok salinimlilik sonucu bulunmustur.

Yine Candan ve Dahiya[106] 2005 yilinda

b

@O [BO D + cOx(t - D] + f p(t,)x(0(t,6))d¢ = 0

a

formundaki sapan argiimentli {iglincii mertebeden neutral fonksiyonel diferensiyel

denklemlerin salmimliligini

(@) a(t),a’(t),b(t),c(t) € C([ty, ), (0,0)),0 < c(t) < 1,a'(t) =0,
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o dt o dt
©) | i =vel 5=

(©) p(t, &) € C([ty, ) x [a, b],[0,0)) ve t,, = t, icin p(t, &) fonksiyonu belirli bir
yerden sonra higbir [t,,, ©) X [a, b] yar1 ekseni ilizerinde sifir degildir,
(d) a(t,é) € C([ty, ) X [a,b],R),a(t, &) + 17 < t,0(t, ) fonksiyonu sirastyla t ve

¢ degerlerine gore azalmayandir ve tlim infeepa,p; 0(t, &) = oo dur
kabulleri altinda incelemislerdir.

2007 de ise, Tiryaki ve Aktas[107] ti¢iincli mertebeden damping terimli lineer olmayan
gecikmeli diferensiyel denklemini Riccati doniisiimii ve integral ortalama teknigini
kullanarak denklemin her ¢6ziimiiniin ya salmimli ya da sifira gittigini garanti eden bazi

yeterli sartlar vermislerdir. Ele aldiklar1 bu fonksiyonel diferensiyel denklem

(O GOy +p®)y" + aOf (y(g(®)) =0 (123)
formundadir.
Yine ayni yil Temtek[108]

y" +q@®) ") +p©hly) = f(t)

seklindeki homogen olmayan {igiincii mertebeden diferensiyel denklemin ¢éziimlerinin
salinimsizlig1 igin yeterli sartlar vermistir. Burada p(t) < 0,q(t) < 0, f(t) = 0 olacak
sekilde p, g ve f fonksiyonlari reel degerli siirekli fonksiyonlardir. y > 0 tek tamsayilarin
oran1 ve y # 0 i¢in h(y)y > 0 olacak sekilde h fonksiyonu (—oo, o) araliginda siirekli

bir fonksiyondur.

2008 yilinda Grace vd.[109]

o)

1
f a a(s)ds < o
oldugu durumda,

2

d d *
E(a(t) (dtz x(t)) ) +q@®)f(x[g®]) =0

ve
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%(a@) (;‘—;x@)) ) = q@OfGlgOD +pOhGlo(®])  (1.24)

iiclincli mertebeden lineer olmayan fonksiyonel diferensiyel denklemlerinin biitiin

¢oziimlerinin salinimlilig1 i¢in bazi yeterli sartlar sunmuslardir.
2009 da ise, Senel ve Temtek[110] tiglincii mertebeden lineer olmayan forced
(r(©x")" + q(©Okx") + p(O)h(x) = £(¢)

diferensiyel denklemini ele almiglar, burada r(t) > 0,f(t) =0 fonksiyonlari
[0,00) araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlardir. Ayrica k(x") ve h(x) fonksiyonlari
x # 0i¢in h(x)x > 0,x" # 0igin k(x")x" > 0 olacak sekilde siirekli fonksiyonlardir. Bu

sartlar altinda denklemin ¢oziimlerinin salinimsizlig i¢in yeterli sartlar elde etmislerdir.

2010 yilinda da sirasiyla Aktas vd.[111], Baculikova ve Dzurina[112], (1.23) ve y pozitif

tek tamsayilarin orani olmak iizere

[0 ([x(® £p©OxE@)]")'] + e (x©) =0

iiclincli mertebeden diferensiyel denklem yapilar1 i¢in salinim kriterleri aragtirmislar ve

elde ettikleri bazi salinim sonuglarini ¢alismalarinda ifade etmislerdir.

2011 de yine Baculikova ve Dzurina[113], y pozitif tek tamsayilarin orani,

a(t),q(t) € C([to, )) olup pozitif fonksiyonlar, 7(t)C([ty, ), 7(t) < t,
lim 7(6) = o0, [ a7 (s)ds = o0 ve x # 0 igin f(x) € C(~00,00),x/(x) > 0,

f'(x) = 0 ayrica xy > 0 i¢in —f (—xy) = f(xy) = f(x)f(y) kabulleri altinda
[a@)[x" (O] + qOf (x[z(®©)]) =0

seklindeki {iglincli mertebeden lineer olmayan fonksiyonel diferensiyel denkleminin

salinimlilik davranisi ile ilgilenmislerdir.

Yine ayni yil Li vd.[114]

[a@®)(x"®)] +q@®x(x(®)) = 0
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formundaki ti¢lincii mertebeden gecikmeli diferensiyel denkleminin salinim 6zelliklerini

aragtirmiglardir. Bir 6nceki ¢alismadan farkli olarak burada a’(t) = 0 ve

[ee]

1
f W(t)dt < oo,

to
ayrica y sabiti ile ayn1 6zelliklere sahip a sabiti tanimlanmistir.

Agarwal vd.[115] 2012 yilinda, mixed argiimentli {igiincii mertebeden lineer olmayan
fonksiyonel (1.24) diferensiyel denkleminin biitiin ¢6ziimlerinin salmimlihigini ve
asimptotik 6zelliklerini ¢aligmiglardir. Daha 6nce bahsettigimiz gibi ayni1 denklem Grace
vd.[109] tarafindan incelenmisti. Bu galismanin onceki ¢alismadan farki ise, (1.24)
denklemi i¢in yeni karsilastirma teoremleri elde edilmesi ve bdylece salinimlilik

kriterlerinin iyilestirilerek, genellestirilmis olmasidir.

Bu ¢alismanim yani sira ayni yil Zhang vd.[116]

b "' a4

(O |x(@®) + f p (6 x[e(ew)ldu| | + f a(6, Of (elo(t, e = 0

a c

yapisindaki siirekli dagilimli gecikmeli degiskenli iiglincii mertebeden neutral
diferensiyel denklemi i¢in salinim kriterleri vermislerdir. Buradaki dikkat ¢ekici kosullar

f(x)

fooLdt =0,0<p(t) = f;p(t,u)du SP<lvex#0igin—== 6 > 0 olmasidir.

r(t)

2013 de Candan[117] ise, simdiye kadar incelenen denklem yapilarindan farkli olarak

gecikmeli argiiment iceren

(n® [y @) ) + a2 € - o) + g Ox7(¢ + ) = 0

ve
, b b
(O [0y @) ) + [ GO @ - + [ B o2+ OaE =0

liciincli mertebeden lineer olmayan neutral diferensiyel denklemlerinin ¢ézlimlerinin

salinimliligini ve asimptotik 6zelliklerini ele almistir.
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Son olarak 2015 yilinda da Tian vd.[118], @ = 1 tek tamsayilarin orani olmak tizere

1A
b % d

r©| |20 + [ e Ox(wo)ag| | | + [ ator (o))t =0

a c

seklindeki {iclincii mertebeden dagilimli sapan argiiment iceren neutral diferensiyel
denkleminin salinimlilik ve asimptotik davraniglarini incelemislerdir. Zhang vd.[116]

caligmasindaki kabullerin aynisi bu ¢alisma i¢inde gegerlidir.

Boylece iiciincii mertebeden cesitli 6zellik ve yapilardaki diferensiyel denklemlerin
salmim teorisi farkli acilardan ele alinarak Ozetlenmis olup, simdi de dordiincii
mertebeden diferensiyel denklemlerin salinimliligi ile ilgili yapilan c¢alismalari

inceleyelim.

Doérdiinci mertebeden lineer diferensiyel denklemlerin c¢oziimlerinin salinimlilik
davraniginin arastirilmasi matematiksel fizigin titresen ¢ubuk problemi ile baslamistir.

Courant ve Hilbert[119] tarafindan arastirilan bu problem
[a()u"]" — Ac(x)u=0
seklindedir. Asagidaki
[aC)u"]" —c(x)u=0,a(x) >0,c(x) >0 (1.25)
ve
[AC)v"]" — C(x)v =0,4(x) > 0,C(x) >0 (1.26)

diferensiyel denklemler i¢in karsilastirma ve salinim teoremleri Leighton ve Nehari[44],
Howard[45], Kreith[51] tarafindan elde edilmistir. 1958 yilinda yapilmis olan Leighton
ve Nehari’nin ¢alismasindan 6nce dordiincii mertebeden diferensiyel denklemler i¢in ¢ok

az sonug bilinmekteydi.

Oncelikle dordiincii mertebeden diferensiyel denklemler i¢in elde edilen ayirma

teoremlerinde kullanilan 6nemli bir lemmay1 ifade edelim.

Lemma 1.1. a Ve c, sirasiyla C? ve C smifindan pozitif birer fonksiyon olsunlar. Eger

u,u’,u" ve (au')" fonksiyonlarmin hepsi birden a noktasinda nonnegatif (bunlardan bir
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tanesi # 0 olmak tizere) olacak sekilde u(x), (1.25) denkleminin bir ¢éziimii ise, bu
taktirde a ve c tizerine olan kabullerin saglandig1 yerlerdeki her x > « igin x noktasinda

hepsi pozitiftir.

Lemma 1.1, (1.25) denkleminin her zaman en az bir salinimsiz ¢éziime sahip oldugunu
gOsterir. Mesela bu ¢6ziim, (0, o) araligindaki sifirlarin sadece sonlu bir sayisidir. Ayrica
(1.25) diferensiyel denkleminin asagidaki ornekte oldugu gibi salinimli ¢oziimleri de

vardrr.

Ornegin 6zel olarak u® —u = 0 diferensiyel denklemi u, = sinx ve u, = cosx
salmimli ¢oziimleridir. Dordiincii mertebeden diferensiyel denklemler i¢in gecerli olan
biitiin ¢oztimlerin salinimli olmasi veya biitiin ¢6ziimlerin salinimsiz olmasi durumu

ikinci mertebeden diferensiyel denklemler i¢in verilen tanimlardan farklhidir.

Teorem 1.15(Leighton ve Nehari). Eger (1.25) diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz
coziimleri u(a),u(B) = v(a) = v(B) =0 (0 < @ < B) olacak sekilde u ve v ise, bu

taktirde u ve v nin sifirlar1 (a, 8) araliginda birbirini ayirir.
Teorem 1.16(Fite[120], Leighton ve Nehari). Eger u ve v,
[a()u"]" + c(x)u=0,a(x) > 0,c(x) >0 (1.27)

diferensiyel denkleminin y noktasindaki katli sifirlar1 ile birlikte linecer bagimsiz

¢Oziimleri ise, hem (0,y) hem de (y, ) araliginda u ve v nin sifirlar1 birbirini ayrir.

Simdi de dordiincii mertebeden diferensiyel denklemler i¢in olusturulan karsilagtirma

teoremlerinden bahsedelim.

Teorem 1.17(Leighton ve Nehari). Kabul edelim ki (1.25) ve (1.26) diferensiyel
denklemlerinde 0 < x < o olmak tizere a(x) = A(x) ve c(x) < C(x) olsun. Eger 6,, ve
6, swrastyla (1.25) ve (1.26) diferensiyel denklemleri i¢in n. konjuge noktalar1 ise, bu
taktirde 6, < &, dir.

Goriildiigi gibi c(x) in isareti (1.25) diferensiyel denkleminin ¢éziimlerinin salmimlilik

davraniglari tizerinde ciddi bir 6neme sahiptir. Bu durumda agagidaki teoremi verelim.



28

Teorem 1.18(Leighton ve Nehari).

C(x)=c(x)>0,0<A(x) <alx)
kabulii altinda (1.27),

[a())u"]"+ C(x)u=0 (1.28)
ve

[A)u"]" + c(x)u=0 (1.29)
denklemleri i¢in a nin konjuge noktalar1 arasinda

On < Oan-1, On < 62, n=1,2,..)

iliskisi vardir. Ozel olarak eger (1.27) diferensiyel denklemi salinimli ise, (1.28) ve (1.29)

denklemlerinin her ikisi birden salinimlidur.
(1.25) diferensiyel denkleminin bir genel hali olan
[aCHu"]" + [b)U'] —c(x)u=10

seklindeki dordiincii  mertebeden diferensiyel denklemi Barrett[48] tarafindan
calisitlmistir. Bu  diferensiyel denklemde a,b,c fonksiyonlar1 swrasiyla C2,Ct,C

smifindandir ve 0 < x < o0 i¢in a(x) > 0,b(x) = 0 ve c¢(x) = 0 dur.

Simdi de dordiincli mertebeden diferensiyel denklemlerin salinimsizligi ile ilgili sartlari

iceren teoremleri ifade edelim.
Teorem 1.19(Leighton ve Nehari).
(au")" = Acu,u(a) =u'(a) =u(B) =u'(B) =0

probleminin en kiigiik 6zdegeri A = A(B) olup, her B > a igin A(B) > 1 ise, (1.25)

denklemi (a, o) araliginda salinimsizdir.

Teorem 1.20(Howard). Eger u® = c(x)u denklemi (@, ) araliginda salinimsiz ise, bu

taktirde asagidaki
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f (t— )2 c(O)dt < (x —a),

f(t - x)C(t)dt < 3_%(12 — 6\/§)(X _ a)_2,

[ee)

f c()dt <3(x — )3, (@ < x < )

X

esitsizlikler saglanir.

Teorem 1.21(Leighton ve Nehari). Eger @ > 0 i¢in

f%, joxzc(x)dx

integrallerinin her ikisi birden mevcut ve sonlu ise, bu taktirde (1.25) diferensiyel

denklemi salinimsizdir.

Dordiincli mertebeden farkli yapidaki diferensiyel denklemlerin salimimlilig1 iizerine

yapilan ¢aligmalardan dikkat ¢ekenleri kronolojik olarak 6zetleyelim.

IIk olarak 1958 yilinda Leighton ve Nehari dordiincii mertebeden self-adjoint lineer

diferensiyel denklemlerin belirli bir sinifin1 ¢calismis ve
x® = p(t)x
diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin salmimliligi ile ilgili bircok sonu¢ vermistir.

Daha sonra Howard[45] 1960 da,

(r@)x"(@®)" = p()x(t)

diferensiyel denklemi i¢in salimmlilik kriterleri olusturmustur. Burada t € (0, ) i¢in
r(t) € C? ve pozitif bir fonksiyondur ayni sekilde t € (0, ) i¢in p(t) € C de pozitif bir

fonksiyondur.

Daha sonra 1976 yilinda Kusano ve Naito[121,122],
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(r@©x" ()" + x()F (x2(t),t) = 0

diferensiyel denkleminin

[ee]

t
——dt < o

r(t)
0

veya

sartlar1 altinda salinimliligini incelemistir. Burada r ve F fonksiyonlar1 (0, 0) X [0, o)

aralig1 lizerinde pozitif ve siirekli fonksiyonlardir.

Kusano ve Naito’nun dordiincii mertebeden diferensiyel denklemlerin salimmmlilig ile
ilgili bahsettigimiz ¢alismasinin yani1 swra daha birgok aragtrmacmin ¢alismasi
bulunmaktadir. Bunlar arasindan son yillarda yapilan Parhi ve Tripathy’ nin

calismasini[ 123] gosterebiliriz.

Parhi ve Tripathy 2004 yilinda,

(n@OE® +p@xE -)") +qO6(x(E - ) =0

formundaki dordiincii mertebeden lineer olmayan neutral diferensiyel denklemi igin

[ee)

f rlt(:t) dt < «©

0

sart1 altinda bazi salinim kosullar1 elde etmistir.

Yine Parhi ve Tripathy[124] 2005 yilinda ise,

(R @OE® +pOxE—1)") +q@®6(xE ~a)) = 0

ve forced yapidaki

(rl(t)(x(t) + p(®)x(t — r))")” +q(OG(x(t —0)) = £(£)
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dordiincii mertebeden diferensiyel denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimi i¢in yeterli

sartlar1 bu seferde

dt

I
8

t
1 (t)

kabulii altinda incelemistir.

2013 de Tripathy[125] ve ayrica Tripathy vd.[126] da sirasiyla

(% ((x(t) +p()x(t — T))”)a> =q@®)f(xt — o) +r®g(x(t + 03))

seklindeki lineer olmayan dordiincii mertebeden neutral diferensiyel denklemini ve

(rO (@ + p@Ox(t —)") + a6 (x(t — 0)) — OH(x(t — p)) = 0

seklindeki lineer olmayan dordiincii mertebeden neutral gecikmeli diferensiyel
denklemini arastrmiglardir. Bu diferensiyel denklemler icin yeterli sartlar altinda

salinimlilik sonuclar1 elde etmislerdir.

Son olarak ise 2014 yilinda Bartusek ve Dosla[127],

x® (@) + q(®Ox" () +r@®Of (x(©) = 0
lineer olmayan dordiincii mertebe diferensiyel denkleminin ¢éziimlerinin salinimliligini

(i) yeterince biiylik t degerleri igin ¢ € C(R,),q(t) > 0,7 € C(R,),r(t) > 0 ve

R, = [0, c)seklinde tanimlanan fonksiyonlar,
(i) f € C(R) fonksiyonu u # 0 igin f(u)u > 0 olacak sekilde ya u € R i¢in
If(w)| = |ulyada0 < A< 1igin [f(w)] = |ul?
kabulleri altinda arastirmiglardir.

Boylece iiciincii ve dordiincli mertebeden diferensiyel denklemlerin salinim teorisi i¢in
literatiir taramas1 tamamlanmis olup toplanan bu bilgiler tezimizin temelini olusturan

boliimlere ilham vermis ve kaynak olusturmustur.



2. BOLUM

UCUNCU MERTEBEDEN SUREKLi DAGILIMLI MiXED
ARGUMENTLI NEUTRAL DIiFERENSIYEL DENKLEMLERIN
SALINIMI

Bu boéliimde, bir 6nceki boliimde yapilan literatiir taramasindan yola ¢ikarak, tamamen

orijinal sonuclar1 bulunan calismamiz verilecektir.

Bu ¢aligmanin amaci y > 0 tek tamsayilarin orani ve t > t, olmak {izere

b //Y'

o | + f p(t,10xl (e, 1) du

a

d d

+ [ @ OF Lo € ODEE + [ a0t g Glo (e )Ddn = 0 @.1)

c c

seklindeki tiglincii mertebeden siirekli dagilimli mixed argiimentli neutral diferensiyel
denklemi i¢in salmimlilik kriterlerini vermektir. Ayica genellestirilmis Riccati dontistimii
ve integral ortalama teknigini kullanarak, (2.1) diferensiyel denkleminin her ¢oziimiiniin
salinimli oldugunu ya da sifira yakinsadigini garanti eden yeni bazi yeterli sartlar elde
edecegiz. Yani (2.1) diferensiyel denkleminin salinimlilik davranisi ile ilgilenecegiz. Bu

boliim boyunca kullanacagimiz asagidaki kabulleri verelim.

(H1) r(t) € € ([ty, ), (0,0)) olmak iizere

1

r'(t) = 0ve f;: (r(%))y dt = oo
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dir.

(H2) p(t, 1) € C([to,0) X [a, b, R), 0 < p(t) = [ p(t,w)dp < P < 1.
(H3) t(t, ) < tve tlgg “rel?‘ilg] T(t, u) = o olacak sekilde u i¢in

T(t, 1) € C([ty, ) X [a, b], R) azalmayan bir fonksiyondur.

(H4) ¢,(t, &) < tve tll)rg srer[lci,rtlz] ¢4 (t, &) = oo olacak sekilde ¢ igin

b1 (t, &) € C([ty, ) X [c,d], R) azalmayan bir fonksiyondur.

(H5) u #0, % >85>0 olmak iizere f(x),g(x)eC(R,R) ve f(x), g(x)

fonksiyonlar1 ayni 6zelliklere sahiptir.

(H6) ¢,(t,n) =t ve tlim max, ¢, (t,n) = o olacak sekilde 7 i¢in
—oo nefc,

¢, (t,n) € C([ty, ) X [c,d],R) artmayan bir fonksiyondur.

(H7) q1(£,), 4, (t, ) € C([to, ®) X [c, d], (0, )) dir.
Burada

b

20 =20 + | pCe (e ] d 22)
olarak alalim.
Buna gore (2.1) diferensiyel denklemi
[r(©)([z(©]")])
d d
+ [ G@OFClo L ONAE + [ 4, mgGlpale M = 023)

seklinde de ifade edilebilir.
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Daha 6nce de ifade ettigimiz gibi (2.1) diferensiyel denkleminin bir x(t) ¢oziimii eger
belirli bir yerden sonra ne pozitif ne de negatif ise, salimimlidir aksi taktirde salinimsizdir

denir.

Son yillarda salinim teorisi ve diferensiyel denklemlerin uygulamalarini igeren ¢ok sayida
calismanin[111,112,116,128] yan1 sira ligiincii mertebeden diferensiyel denklemlerin
salmimlilik kriterleri ile ilgili ¢alismalar nispeten azdir ve bu calismalarin ¢ogu da
gecikmeli denklem ile ilgilidir. Ugiincii mertebeden siirekli dagilimli gecikmeli degisken
iceren neutral diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin salinimhiligi ile ilgilenen

calismalar[31,33,34,36-38,107,109,111,129] daha az sayidadir.

Son zamanlarda Baculikova ve Dzurina[112],

[0 ([x(®) £ p©Ox(E@)]") ] +ax(x®) = 0

seklindeki fi¢lincii mertebeden neutral diferensiyel denklem c¢iftinin asimptotik
ozelliklerini ¢alismuglardir. Bu  diferensiyel denklemde a(t), q(t), p(t) pozitif

fonksiyonlar, 7(t) <t,8(t) < tvey > 0 pozitif tek tamsayilarin oranidir.
Zhang vd.[116],

b "' a4

(O |x(©) + f p (6, wx[e(tw)]du| | + f a(6, ) f (xo (e, ONdE = 0

a c

seklindeki siirekli dagilimli gecikmeli degiskenli ii¢lincli mertebeden neutral diferensiyel

denklemin salinimlilik davranisi ile ilgilenmislerdir.

Bizim bu bolimde elde edecegimiz sonuglar ise, [116] da elde edilen sonuglarin
gelistirilmis halidir ¢iinkii ¢, (t,n) =t seklindeki ileri degiskeni ve pozitif tek

tamsayilarin orani olmak tizere y > 0 sabiti eklenmistir.
Simdi teoremler de kullanacagimiz lemmalar1 ifade ve ispat edelim.

Lemma 2.1. x(t), (2.1) diferensiyel denkleminin pozitif bir ¢6ziimii ve z(t), (2.2) de

tanimlandig1 gibi olsun. Bu taktirde z(t) asagidaki iki 6zellikten sadece birine sahiptir.

Yani yeterince biiyilik t; degerleri i¢in t > t; olmak lizere ya



35

() z(t) >0,z'(t) >0, z"(t) >0,
ya da

(am z()>0z'(t)<o0, z"(t) > 0.
dir.

Ispat. Kabul edelim ki [t,,00) araligi iizerinde x(t), (2.1) diferensiyel denkleminin

pozitif bir ¢6ziimii olsun. Burada z(t) > x(t) > 0 ve

d d

FOAOIYY = - [ 66O Gl ONE - [ 4,mgGls,EmDdn <0
c c
oldugu goriilebilir. Bu taktirde r(t)([z(t)]"")Y azalan bir fonksiyon ve boylece belirli bir
yerden sonra tek bir isarete sahiptir, bu durumda t > t; > t tizerinde z"' (t) ya belirli bir
yerden sonra pozitiftir ya da belirli bir yerden sonra negatiftir. t > t; > t, tlizerinde
z"(t) > 0 oldugunu iddia edelim. Aksi taktirde, kabul edelim ki z"'(t) < 0 olsun, bu
taktirde

r®)(z" () < -M <0

olacak sekilde M > 0 sabiti mevcuttur. Son esitsizligin t; den t ye integrali alinirsa,

t

z'(t) < z'(t;) — M% J. (%) ds

ty

<l

elde edilir. t — oo iken (H1) den z'(t) - —oo ve boylece belirli bir yerden sonra

z'(t) <0dr. z"(t) <0 ve z'(t) < 0 oldugundan z(t) < 0 elde ederiz ki bu da bizim
z(t) > 0 kabuliimiiz ile ¢elisir. Bu durumda z(t), (I) ve (II) ozelliklerinden sadece

birisine sahiptir. Boylece ispat tamamlanar.

Lemma 2.2. x(t),(2.1) diferensiyel denkleminin (II) &zelligine sahip olan z(t)

fonksiyonuna karsilik gelen pozitif bir ¢6ziimii olsun. Eger
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1

f f [muf (qs(s) + q4(s))ds] dudv = (2.4)

to v

ise, bu taktirde tlim x(t) = tlim z(t) = 0 dir. Burada q5(t) = KV§ fcd q.(t, &)d§,

q.(t) = KY6 fcd q,(t,n)dn seklinde tanimlanmistir.

Ispat. Kabul edelim ki x(t), (2.1) diferensiyel denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun.
z(t) > 0 ve z'(t) < 0 oldugundan bu taktirde sonlu bir tlim z(t) = I degeri mevcuttur.

Iddia ediyoruz ki I = 0 olsun. Kabul edelim ki I > 0 olsun, bu taktirde her £ > 0 igin

[+e>z(t)>1dr. e< @ secersek,

b

£ = 20 - [ pCewlx(e.0)]an

a

b

> 1 —fp(t,u) [x(z(t, ) ]du

a

>1-p®)[z(z(t )]

>]—P(+¢)>Kz(t) (2.5)
elde edilir. Burada K = =22 > 0 dur. (H5) ve (2.5) kullanilrsa, (2.1) diferensiyel
denkleminden

d d

FOE )] = - [ 66 OF .6 ONE - [ 4,CmgGlsmDdy

c

d d

< - [ 4@ OEIPONY8dE — [ a6 Lot 7S

c
d a

< K78 [ @Ol OV dE — K6 [ q,em o mDydn

c c

bulunur. Dikkat edelim ki z(t), (IT) 6zelligine sahiptir, (H4) ve (H6) kabullerinden
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roE"®)]

d a

< K180 6 DD [ 016 — K619, [ gz ety

Cc c

= 020 (2(6:(0)) = 0. (2(64(®))" (2.6)
elde edilir. Burada ¢5(t) = ¢, (t,d), P, (t) = ¢, (¢, c) seklinde tanimlanmustir.

(2.6) esitsizliginin t den oo a kadar integrali alinirsa,
rOE©) 2 [ (66 (46:6)) + 6 (2(646) ) as

olur. (z(q,')3(s)))y 217, (2(¢s (s)))y > I7 esitsizlikleri kullanilirsa,

ZII (t) > _1
ry Lt

f (q5(s) +q4(s))] ds (2.7)

esitsizligi elde edilir.
(2.7) esitsizliginin t den oo a kadar integrali alinirsa,

1

(o] (o] .y
—z'(t) = If [ﬁf (qs(s) + q4(s))ds] du

bulunur. Ayrica son esitsizligin de t; den co a kadar integrali alinirsa,

[EN

(o] (o] 7
z(ty) =1 f f [r( )f(q3(s)+q4(s))ds] dudv

tl v
elde edilir. Bu ifade (2.4) kabulii ile ¢elisir. Bu taktirde I = 0 olup, ayrica

0 < x(t) < z(t) esitsizligi tlim x(t) = 0 olmasim gerektirir. Béylece ispat tamamlanur.

Lemma 2.3[112, Lemma 3]. Kabul edelim Ki (t,, ) araligi tizerinde u(t) > 0,
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u'(t) = 0,u”"(t) < 0olsun. Butaktirde t > T; degeri i¢in

u(r(t)) - lu(t)
() ~— ot

olacak sekilde her [ € (0,1) igin bir T} > t, degeri mevcuttur.

Ispat. Ortalama deger teoreminden ve u’(t) nin monotonluk 6zelliginden
u(t) — u(r(t)) < u’(r(t))(t — T(t))

veya

u(t) Py u’(r(t))

WG0) = T uko) (£~ =) @8)

oldugu goriiliir. Ortalama deger teoremini bir kez daha kullanirsak,

u(r(t)) > u(r(t)) —u(ty) = u’(r(t))(r(t) — to)
elde edilir. t > T, degeri igin

u(r(t))

w(ew) =" 22

olacak sekilde her I € (0,1) i¢in bir T; = t, degeri mevcuttur. (2.8) esitsizligi (2.9) ile
birlikte dikkate alinirsa,

u(t) 1 t
u(‘L'—(t))S 1+m(t—‘[(t>) Sm

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir.
Lemma 2.4[112, Lemma 4]. Kabul edelim ki (T}, o) araligi iizerinde z(t) > 0,

z'(t) >0,z"(t) > 0,z""(t) < 0olsun. Bu taktirde t > T; i¢in

z(t) t-T,
70> 2

esitsizligi vardur.
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Ispat. Ilk olarak

t-T)>

Z(t) = (t —T)z(t) - — 2 ®)

seklinde tanimlansin. Bu taktirde
_ 2
Z(Tl) =0ve Z’(t) = Z(t) _ %Z”(f)

dir. Z(t) > 0 oldugunu ispatlayacagiz. Taylor teoreminden ve z"(t) artmayan

oldugundan
t —T))?
z(t) = z(T) + (t —T)z'(T) + %z”(t)
elde edilir ki bu esitsizlik
! (t - Tl)z n !
Z'(t) = z(t) — — 2 (t)=z(T)+ (&—-T)z'(T)) >0

olmasini gerektirir. Z(T;) = 0 oldugundan t > T, igin Z(t) > 0 dir, bu da istenen

esitsizligi saglar.
Temel Sonugclar

Bu kisimda (2.1) diferensiyel denklemi i¢in baz1 yeni salinim kriterleri verecegiz.

Teorem 2.1. Kabul edelim ki (2.4) sart1 saglansin ve p € C*([t,, ), (0,)) seklinde
pozitif bir fonksiyon mevcut olsun. x(t), (2.1) diferensiyel denkleminin bir ¢dziimii

olsun. Eger

t
tlim supf P(s) — (2.10)

T

r&e') ],
G+ 1)V+1pV(s>] do =0

sart1 saglaniyor ise, bu taktirde (2.1) diferensiyel denkleminin her ¢6zliimii ya salmimlidir

ya da sifira yakinsar. Burada

d

4s(0) = 5(1— P)Y f 0 (6, E)dE, bs(®) = b (t, )

c

ve
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d

06 = 60 = PV [ ue.)dn, 96() = 9(t,)

c

olmak tlizere

®s (t)>y <¢5(t) - Tl>y

P,(t) = gqs (t)p(t)lV< n >

(2.11)

¢6(t) 4 Ps(t) — T, 4
t 2

+q6 () p(O)Y (

seklinde tanimlanmaistir.

Ispat. Kabul edelim ki x(t), (2.1) diferensiyel denkleminin salmimsiz bir ¢dziimii olsun.
Genelligi bozmaksizin her t; € [ty, ) ve t = t, igin x(t) > 0, (t,u) € [t;, o) X [a, b]
icin x((t, 1)) > 0 ve (t, &) € [t;, ) X [c,d] igin x(¢p,(t,€)) > 0 aym sekilde (¢, 1) €
[t,, ) x [c,d] igin x(,(t, 7)) > 0 oldugunu iddia edebiliriz ve z(t) fonksiyonu (2.2)
de tanimlandig1 gibidir. Lemma 2.1 den z(t), (I) veya (II) 6zelligine sahiptir.

z(t), (I) 6zelligine sahip oldugunda,

b

x(®) = 2(8) — f p(t, 1x[r(t, 1)]du

a

b

> 2(t) - f p(t, 102le(t, W)]du

a

b
> 2(8) — 2[x(¢, b)) f p(t,)du

b
>|1 —fp(t.u)du z(t)

> (1 -P)z(t) (2.12)

esitsizligi elde edilir. (H4), (HS) ve (H6) kabulleri kullanilirsa,
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d d
OO = - [ 66 OF Glou ODAE — [ a,mgGls6 Dy

d

d
< =60 =P [ a2 (6,.£))ds =501~ PY [ a6z (62em))n

Cc

d d
< =60 =Py (6,0.0) [ 0 (6. = 501 = P2 (9(0)) [ ae,man

< —qs5(0)z" (ps(1)) — q6(D)z" (P (1)) (2.13)
esitsizligi bulunur. Ayrica
[r(©)([z(©)]")]' <0

dir. Son esitsizlik 7’ (t) = 0 ile birlikte diisiiniiliirse, z"’(t) < 0 elde edilir. Boylece

t € [T, ) igin z(t) nin z(z(t,w)) > 0, z($:(t,€)) >0, z(¢.(t,m) >0, z'(t) > 0,
z"(t) > 0, z'"(t) < 0 ifadelerini saglayacak sekilde bir T > t, degeri mevcuttur.

Riccati doniisiimii ile w(t) fonksiyonunu

r@)([z@®)]")Y
(z@®)"

w(t) = p(t) (2.14)

seklinde tanimlayalim.

Dolayisiyla w(t) fonksiyonunun pozitif oldugu ve

p(t)
(z®)"

, ® \ ., o
w'(t) = ( (Z’,’ (t))y) r® (201" + ¢ @) (2]

_ '@z _ ([([=z@])) p@)r @) ([2(0)]")"
(z'(®)" ([z(®)])?

p(t)
(z®)"

+(r (@O [z(])7)

esitligini sagladig goriiliir. w(t) fonksiyonunun tanimindan ve (2.13) esitsizliginden



AON y(z'®) " 201" pOr@©) (2]

@ T ([z(©)])*
~[as(®)z7 (¢5(1)) + q6() 27 (6 (D))] (Z’,)((—tt)))y
p((t)) () - yp(t)r(tEiEiE;;}/:)ly+l
s (8509) + a0 (o) (“)))
p,((t)) (t)_%wy?ﬂ
(p(Or@®)r
[QS(t)Zy(d)S(t))+Q6(t)zy(¢6(t))]( ((t))) (2.15)

elde edilir. u(t) = z’'(t) ile birlikte Lemma 2.3 den [ € (0,1) i¢in t > T, olmak iizere

1 >lr(t) 1
702" 760)

oldugu goriiliir ki bu (2.15) esitsizligi ile birlikte

' +1 Y
wio) = p(—(t?w(t) - %WYT = qs(Op O <¢5t(t)> 2" (¢5(®) _
g (p(r ()" (z(¢5(0))
vogy
—qs(Dp(OT <¢6t(t)> 2" (6 () i
(Z’(d)e(t)))
esitsizligini verir. Lemma 2.4 den
20> @

oldugu kullanilirsa,

42
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+1 Y N
(p(t)r(t)V

¥ N
~aspor (252 (2O =T) (216)

elde edilir. (2.11) ifadesinden

p(()) (t) — %wﬂ (2.17)

(p(Or©)

w'(t) < =P (t) +

esitsizligi bulunur, burada A = VT“ dir. A = 0 ve B > 0 olacak sekilde

PRV S (t)rvﬂ(t)(y)—l

(p(Or@®)r (v + 1),0’1(0

fonksiyonlarmi tanimlayalim. Bu taktirde

AABA 1 —A* < (1 —-1)B% (2.18)
esitsizligi[130] kullanilarak,
p'( ) y r®(p'(©)"
w(t) - ——wt < T

saglanir. Son esitsizlikten ve (2.17) den

r@®) (')

w'(t) < —P(t) + RGO

bulunur. Her iki tarafin T den t ye integrali alinirsa,

f

y+1

r(s)(p'(s))
(v + Dr+1p¥(s)

P (s) — ds < w(T) —w(t) <w(T)
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elde edilir ki bu (2.10) kabulii ile gelisir. Eger z(t), (II) ozelligine sahip ise, (2.4)

saglandigindan bu taktirde Lemma 2.2 nin sartlar1 saglanir. Bu durumda gim x(t)=0

dir. Boylece Teorem 2.1 in ispat1 tamamlanar.

Uyan 2.1. Teorem 2.1 den p(t) nin farkli se¢imleri ile birlikte (2.1) denkleminin

salmimliligi i¢in farkli sartlar elde edebiliriz.

Tamm 2.1. D ={(t,s):t=s=>ty}; Dy ={(t,s):t>s=t,} olsun. He€ C(D,R)

fonksiyonu eger t > t, icin H(t,t) =0, (t,s) € D, i¢in H(t,s) >0 ve aHa(z,s) <0
ozelliklerini sagliyor ise, X sinifina aittir(H € X) denir.
Teorem 2.2. Kabul edelim ki (2.4) saglansin,
0H(t,s) p'(s) h(t,s) -
H(t,s) = ————(H(t,s))r*? 2.19
35+ o) =gy HE) 219
ve
t o
_ 1 (h_(t, ) " 7(s)
tlLrg SupH(t, o) f H(t,s)P,(s) — O+ Dy ds = o (2.20)
iy

esitlikleri saglanacak sekilde p € C1([tg, ),(0,0)), h € C(Dy,R) ve HEX
fonksiyonlar1 mevcuttur. Bu taktirde (2.1) diferensiyel denkleminin her ¢6ziimii ya
salmmmhidir ya da sifira yakinsar. Burada h_(t) = max{0,—h(t)} seklinde

tanimlanmustir.

Ispat. Kabul edelim ki x(t), (2.1) diferensiyel denkleminin salinimsiz bir ¢dziimii ve z(t)
fonksiyonu (2.2) de tanimlandig: gibi olsun. Eger Lemma 2.1 deki durum (I) saglaniyor
ve Teorem 2.1 in ispatindaki gibi hareket edilirse, t > ¢, i¢in (2.17) esitsizligi saglanir.
(2.17) esitsizliginin her iki tarafi H(t, s) fonksiyonu ile ¢arpilir ve t = t, > t, igin t, den

t ye integrali alinirsa,

t t t

fH(t,s)Pl(s)ds < - fH(t,s)W’(s)ds+ fH(t,s)

ta ty ty

p'(s)
p(s)

w(s)ds
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t

_ fH(t, 9—F  wi(s)ds
£, (p(Hr())r

4

= H(t, t,)w(t,) + faHa(: )

t2 t2

w(s)ds + f H(t,s)'[; (5)) w(s)ds

H(t,s) % wh(s)ds
: (p(Ir ()Y

= H(t, tz)W(tz)

flaH(t ) P (S)H(t s)l w(s)ds — jH(t S)%WA(S)ds

& (p()r(s))r

elde edilir. (2.19) esitligi kullanilirsa,

h(t,s)

f H(t,s) P,(s)ds = H(t, t,))w(t,) + f [ e | wisds

H(t,s) ;1 wl(s)ds
& (p(Hr ()Y

fH(t,s) P,(s)ds = H(t, t,)w(t,) + f [% (H(t,s))# w(s)ds

t

- f H(t,s) ————w(s)ds (2.21)
£ (p()r(s))”

bulunur. Bu nedenle Teorem 2.1 de oldugu gibi

A*=H(t,s) ———wi(t), BY1= h_(t, s)(r(t)y)ylﬁ
(P(t)r(t))? (y + 1)(p(t))z

seklinde tanimlansin.
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AABA1 — A* < (A —1)BA

esitsizligi kullanilirsa,

t

J lh;((t;)s) (HC, s))#l w(s)ds — f H(t ) ———— wA(s)ds
2 ty (p(s)r(s))y

3 F(ho(t,9) ' (s)

(v + Dr+1pY
t2

elde edilir. Son esitsizlikten ve (2.21) ifadesinden

t

f H(t, s) P(s)ds < H(t, t,)w(t,) +

t2 t2

(o) ()
(y + Dr+1py

oldugu bulunur ve bu da

(h_(t, )" 7 (s)
(v + Dr+tpy

H(t,s)P,(s) —

1 t
H(t, tz)tf ]ds < w(ty)

olmasini gerektirir. Son esitsizlik (2.20) kabulii ile ¢elisir. Boylece Teorem 2.2 nin ispat1

tamamlanair.

Ornek 2.1. Asagidaki ii¢iincii mertebeden

b n3\’ d
2 x(t)+f:l—2x(%> du +ft£3f<x (#))d{
+ f:—zg(x(t +eM)dn=0, t>0 (2.22)

Cc

neutral diferensiyel denklemi g6z Oniine alalim, burada r(t) = t2, y = 3, p(t, 1) = t%,

() = 12 069 = 55 ¢1(69) = 55 a2(6m) = %, ¢2(6,m) = £+ €7 seklindedir.

Burada (H,) ve (2.5) kabuliiniin saglandig1 asikardir.
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Yani

ve

1

jojo [T(lu)f(%(S) + Q4(S))dS] dudv = jojo [%jo I (S%+ Siz) dsr .

to

esitlikler elde edilir. Burada g (£) = K76 [ ; (¢, ©)d§ = 2 (d? — ¢?) = ket~ (k bir

sabittir), g,(t) = KV6de q,(t,n)dn = —(d2 —c¢?) = kt=? (k bir sabittir) seklinde

2t2

tanimlanmaistir.

Boylece, Teorem 2.1 den p(t) = t alinirsa,

t

tlim supf P(s) —
T

r()(p' ()" 4
G+ 07|

ky 1
s2(s+e )3(s+e @ Tl)3——] ds = o
26 4s

f [212 s(s+¢)3(s+c—2T)3% + 5

elde edilir. Burada

Y _ Y % B y
Pi(t) = qs(Dp (DI <¢5(t)> <¢5(2 Tl) +qs(Op(O <¢6(t)> <¢6(2 Tz)

t t

t+c\3 /t+c 3
3 Tl

—_ 3 —d 3 —d 3
:kt‘3t(l> 2 2 +kt‘2t<l> t+e t+e *—T,
1 2 t 2 1 2 t 2

(t+e D3(t+e?—T)3

kq
t(t+c)3 (t+C—ZTz)3+26 >

2643

ve
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d d
3\? [ ¢ _
05 =601 = PY [ 6.9 =3(1-3) [ e =35 @ - = ke
C Cc
(k, bir sabittir),
d d
= §(1—P)" in=3(1-3) [Man o3t (@2— ey =g o2
q6(t)_ ( - ) ‘h(t;n) 77— _Z t_z 7]— 4‘3t22( _C)= 1t
C Cc

(k, bir sabittir) seklindedir. Bu nedenle Teorem 2.1 den, (2.22) diferensiyel

denkleminin her ¢6ziimii salinimlhidir veya sifira yakimsar.



3. BOLUM

DORDUNCU MERTEBEDEN POZITIF VE NEGATIF KATSAYILI
LINEER OLMAYAN DIFERENSIYEL DENKLEMLER ICIN
SALINIM SONUCLARI

Son yillarda birinci ve ikinci mertebeden pozitif ve negatif katsayili gecikmeli
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salinimlilik davranisinin ¢aligilmasi yogun bir

ilgi olusturmustur[ 131-137]. Biz bu boliimde

p)
(r1 (t) (x(t) + P(t)x(ff(t)))”) + Z q:(t) G (X(Ti(t)))
i=1

£
- W @®H (x(p:(©)) = 0 €8y

seklindeki dordiincii mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemini
inceledik. Burada i € {1,2,...,#} olmak iizere ry,0,q;, T;, h;,p; fonksiyonlar1 [0, )
aralig1 iizerinde siirekli ve pozitif olarak tanimlansinlar, p € C([0,),R) dir. d,b # 0
icin dG(d) > 0,bH(b) > 0 olacak sekilde G, H € C(R,R) fonksiyonlar1t mevcut ve H
sinirly, G ise azalmayan bir fonksiyondur. Ayrica g; < a(t) < t olacak sekilde o; pozitif
bir sabit ve thl?o o(t) = w seklindedir. i € {1,2,...,¢} i¢in 7(t) < 1;(t) <t olacak

sekilde T € C(]0, ), R) fonksiyonu mevcut ve tlim 7(t) = oo dur. Benzer sekilde

i €{1,2,..,¢}i¢in p(t) < p;(t) < tolacak sekilde p € C([0, ), R) fonksiyonu mevcut

ve tlim p(t) = oo dur.
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Bu boliimdeki amacimiz ise, (3.1) diferensiyel denkleminin ¢éziimlerinin salinimlilik

ozelliklerinin ve asimptotik davraniglarmin

[ee]

t
(H) fn@“<“

0

kabulii altinda aragtirilmasidir.

Eger (3.1) denkleminde a(t) =t — 7 ve

{ £
> a6 (x(m®)) - Y m@H (x(n®))

ifadesi yerine q(£)G(x(t — @)) alinirsa, bu taktirde denklem

(R@OGE® +p@xE-1)") +a@6(xE-a) =0 3.2)

denklemine indirgenir. Burada 7,a > 0 seklinde sabitler, d # 0,dG(d) > 0 olacak
sekilde G € C(R, R) fonksiyonu tanimlanmis ve G azalmayan bir fonksiyondur. Parhi ve

Tripathy[124] bu diferensiyel denklemi yine ayn1 (H,) kabulii altinda ¢alismuslardir.

Tripathy vd.[126] ise,

(rOG® +p®yE-)") +a6(E - @) - KOHKE =) =0 (33

formundaki dordiincii mertebeden lineer olmayan neutral diferensiyel denklemini
T,a, > 0 seklinde sabitler ve G, H fonksiyonlar1 yukaridaki kabullere sahip olacak
sekilde alarak incelemislerdir. Ayrica Tripathy vd. (3.3) denklemini bizim (H;)

kabulimiize ilaveten

oo

S (o]
(H,) Ofmf th(t)dtds < o

kabulii altinda ele almiglardir. (3.1) diferensiyel denklemi (3.2) ve (3.3) diferensiyel
denklemlerine gore daha genel oldugundan c¢alisilmaya degerdir. Ayrica bizim
calismamiz Tripathy vd.[126] nin ¢alismasma gore bazi salinimlilik sonug¢larinin daha

genel ve gelistirilmis halidir. Bu ¢alismada n = max{o,t; p;} ve her t >t, i¢cin
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sup{x(t) : t = ty} > 0 olmak lizere (3.1) diferensiyel denkleminin bir ¢6ziimii olarak
x € C([—n, ), R) fonksiyonu kastedilmektedir. (3.1) diferensiyel denkleminin bir x(t)
¢cOzlimiiniin salinimlilik tanimi i¢in ise, ne belirli bir yerden sonra pozitif ne de belirli bir

yerden sonra negatiftir ifadesi kullanilabilir.
Simdi teoremlerin ispatinda kullanilacak olan asagidaki lemmalar1 vererek baglayalim.

Lemma 3.1[123]. (H;) kabulii saglansin. Eger yeterince biiyilk t degerleri igin
() f" (t) siirekli iki kez diferensiyellenebilir ve

(n@®f"@®) <0, %0

olacak sekilde f(t) belirli bir yerden sonra pozitif iki kez siirekli diferensiyellenebilir bir
fonksiyon ise, bu taktirde yeterince bliyiik t degerleri i¢in asagidaki durumlardan bir

tanesi saglanir.

(@ f'(®) > 0,"(t) > 0 ve ((Of"(®)) >0,
(b) £(£) > 0, £(£) < 0 ve (r, ()f"(®)) >0,
©) F/(©) >0,f"(t) < 0ve (n()f"(®) <0,

(d) f'(£) <0, (1) > 0 ve (r()f" (1)) > 0.

Lemma 3.2[123]. Kabul edelim ki Lemma 3.1 in sartlar1 saglansin. Bu taktirde asagidaki

durumlar gecerlidir.

(1 Lemma 3.1 in (¢) durumunda yeterince biiyiik t degerleri i¢in asagidaki

! [ d
£ 2 =(nOF " ©) RO, f'(®) 2 —1(Of "(”f ok

f() 2 ktf'(¢) ve £(8) = —k(r ()f" () tR(D)
esitsizlikleri saglanir.

S—

Burada k > 0 bir sabit ve R(t) = |, toor—(st)ds seklinde tanimlanmusgtir.
1

(i)  Lemma 3.1 in (d) durumunda yeterince biiyiik t degerleri igin
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f(@) = r (®)f"(t)R(t) esitsizligi saglanir.

Lemma 3.3[123]. Eger Lemma 3.1 in sartlar1 saglaniyor ise, bu durumda yeterince biiyiik
t degerleri icin k R(t) < f(t) < k,t olacak sekilde k; >0 ve k, >0 sabitleri

mevcuttur.

Lemma 3.4[123]. (H;) kabulii saglansin. Kabul edelim ki yeterince biiylik t degerleri
icin (r1 (t)z”(t))” < 0, # 0 olacak sekilde [0, o) arahig1 lizerinde reel degerli iki kez
siirekli diferensiyellenebilir bir z(t) fonksiyonu mevcuttur. Eger belirli bir yerden sonra

z(t) > 0 ise, bu taktirde yeterince biiyiik t degerleri i¢in asagidaki durumlardan birisi

saglanir.
(@) z'(t) > 0,2"(t) > 0 ve (r(Dz"(t)) >0,
(b) z'(£) > 0,z (t) < 0 ve (r(0)z"(t)) >0,
() z'(t) > 0,2"(¢) < 0 ve (r,(D)z" (1)) <0,

(d) z'(t) < 0,2"(t) > 0 ve (r,(D)z" (1)) > 0.

Eger yeterince biiyiik t degerleri i¢in z(t) < 0 ise, bu durumda da yeterince biiyiik t
degerleri igin ya (b)-(d) durumlarindan birisi ya da

(e) z'(£) < 0,2"(t) < 0 ve (r,()z" (1)) >0,

(f) z'(t) < 0,2"(t) < 0 ve (r,(t)z"(t)) < 0.
durumlarindan birisi saglanir.
Lemma 3.5[138].t = t; > ti¢in x(t) > 0,t =t = 0 igin de

z(t) = x(t) + p(t)x(t — ) olacak sekilde p,x,z € C([0,0),R) fonksiyonlar1 ve

tlim inf x(t) =0, tlim z(t) = L degerleri mevcut olsun. Ayrica 1<i<4 igin p;
degerleri sabit olmak tizere p(t) fonksiyonu
(i) O0=sp®)=p. <1,

(i) 1<p,<p) <ps,
(i) py<p()<oO.
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sartlarindan bir tanesini saglar. Bu taktirde L = 0 dur.

Temel Sonuglar

Simdi (H;) kabuli altinda (3.1) diferensiyel denkleminin ¢6ziimlerinin sinirsiz salinimi
ve asimptotik davranislart i¢in olusturdugumuz yeterli sartlar1 verelim. Bu amag icin

asagidaki kabulleri yapalim.

(H3) d,b e R,d,b >0 i¢in G(d) + G(b) = AG(d + b) olacak sekilde 1 > 0 degeri

mevcuttur,
(Hy) d,b € Ricin G(db) = G(d)G(D),

(Hg) d € R icin G(~d) = —G(d), ve H(—d) = —H(d),

(He) t = 0y igin [ Q(D)dt = o0,@(1) = min{q(t),q(a (1))},

(H)y >1,t, =1 > 0icin f: b()Q) X, G (R(Ti(t))) dt = oo,
burada b(t)=min{R (t), R” (¢(t))} seklinde tanimlansin,

(Hg) ¥y > 1,t, =1 > 0 icin f: RY(t) X!, G (R(Tl-(t))) q;(©)dt = oo dur.

Uyan 3.1.

[ee)

ds

R(E) < j; 7‘125)

oldugundan, (H,) kabuliinden dolay1 t — oo iken R(t) — 0 sonucuna varabiliriz.

Uyan 3.2. (H,) kabuli G(—d) = G(—1)G(d) = —G(d) olmasmi gerektirir. Aslinda
G(1)G(1) =G6(1)ve G(1)>0 olmasi G(1) =1 olmasim gerektirir. Ayrica
G(—1)G(—1) = G(1) = 1 olmasida (G(—l))2 = 1 olmasidir. G(—1) < 0 oldugundan
G(—1) = —1 sonucunu ¢ikarabiliriz. Boylece

G(—=d) =G6(-1)G(d) = -G(d)

dir. Dahas1 d,b > 0 i¢in G(db) = G(d)G(b) ve d € Ri¢in G(—d) = —G(d) olmas1 her

x,y € Rigin G(xy) = G(x)G(y) olmas1 anlamma gelir. Biitiin bunlara ilaveten



54

a=>0,b>0,y=0,u=>0vea+b=1 olacak sekilde G(u) = (a + blu|")|u|*sgnu
ifadesi mevcuttur. Ayrica G fonksiyonu (Hs), (H,) ve (Hg) 6zelliklerini saglar.

Teorem 3.1. 0 < p(t) <a<1veyal<p(t) <a< o olsun. Kabul edelim ki (H,)-
(H,) sartlar1 saglansin. Bu taktirde (3.1) diferensiyel denkleminin o(t) = t — o; olmak

iizere her ¢6ziimil ya salinimlidir ya da t — oo iken sifira yakinsar.

Ispat. Uyar1 3.1 den dolay1 t — oo iken b(t) — 0 a gider. Boylece (H,) kabulii

o ’
f 0y 6 (R(u®))dt = (3.3)

olmasini gerektirir. Kabul edelim ki x(t), (3.1) diferensiyel denkleminin salinimsiz bir
¢6ziimii olsun. Bu taktirde t > t, > p i¢in ya x(t) > 0 yada x(t) < 0 dir. t > ¢, i¢in
x(t) > 0 olsun. Burada

z(t) = x(t) + p(t)x(a(t)) (3.4)
K(t) = f = > (0~ h@H (x(p(6)) dods (3.5)
t s =1
ve
v(t) = z(t) — K(t) = x(t) + p(t)x(a(t)) — K(¢) (3.6)
alinirsa, t > t, + 0y i¢in
{
(nOv" @) = —Z a6 (x(r®)) <0, %0 (3.7)

elde edilir. Boylece t=to+0y icin v(t),v'(t), (v () ve (rn@®v"(®)
fonksiyonlar1 [t;, ) araliginda monotondur. Bu durumda t > t; i¢in karsimiza iki
durum ¢ikar, yani v(t) > 0 veya v(t) < 0 dir. Kabul edelim ki ilk durum saglansin.
Lemma 3.1 den (a), (b), (c), (d) durumlarindan herhangi bir tanesi saglanir. (a), (b) ve (d)
durumlarindan birinin saglandigini varsayalim. (Hs), (H,) Ve (Hg) kabulleri kullanilirsa,

(3.1) diferensiyel denklemi t > t, > t; igin
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£
0= (1®Ov"©®)" + ) a®6 (x(u®)) + 6@ (r(e®)r"(¢©))

{
+6G(a) Z (1) G (x (Ti(“(t))))
> (n(0)v"(©)" +6(a) (T1(U(t))v"(0 (t)))”

+10 (t)i 6 (x(w©) + ax (1(0(©)))

¢
> (n(Ov"(®)" + 6(@) (n(e@®)v"(c(®)) +20(0) Z G (z(r(1))
seklinde vyazilabilir. Burada  z(t) < x(t) +ax(a(t)) oldugunu kullandik. (3.5)

esitliginden K(t) > 0,K'(t) < 0 oldugu gériiliir ve bdylece de (H,) kabuliinden dolay1
tlim K(t) mevcuttur. Ayrica t > t; i¢in v(t) > 0 esitsizligi t = ¢, i¢in v(t) > z(t)

olmasini gerektirir ve boylece de son esitsizlik t > t, igin
124 ‘g
(n@v"®©)" +6(@ (1 (c®)v" (1)) +20® ) 6 (v(n(®)) <0
i=1
olmasini veya t = t; > t, igin (H,) kabulii ve Lemma 3.3 den
. ’
(v (®)" + 6(@) (r(e@®)v" (a(®)) + AG(kl)Q(t)z 6 (R(u(1)) <0
i=1

olmasini gerektirir. Bu esitsizligin t; den oo a integrali alinirsa,

o ¢
A6 (ky) f Q(t)ZG(R(ri(t))) dt < oo

elde edilir ki bu ifade (3.3) esitligi ile ¢elisir.

Simdi de (c) durumunun saglandigimi kabul edelim. Lemma 3.2 ve Lemma 3.3

kullanilarak t > t, > t; i¢in
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k(—r(D)v" (1)) tR(2) < v(t) < kyt
ifadesi bulunur. Boylece L = k—kz > 0 olmak tizere
-[(Crev®)) ] = 0 - D ((rwv®)) T (rev )’

> (y = DIR (O Ty ai(0)6 (x (r(0(0))) 38)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda esitsizlik

1=y’

_ [((—rl(t)v” (t))’)l_y], —G(a) [((—rl(a(t)) v (0(0)) ) ]

>(y—1LY

P i
RY (£) Z (06 (x(:(1))) + G(@RY (a(1)) Z q:(c(1))G (x (Ti(a(t))))
i=1 i=1
f
= Ay = DLYb(0)Q() Z G (Z(Ti(t)))
{
> Ay - DIB@®Q® Y 6 (v(z(®))

£
> Ay - DI GBI ) 6 (R(u®))

haline doniisiir. Bu da
o ?
Ay — DL G(ky) f b(t)Q(t)Z G (R(ri(t))) dt < o

olmasini gerektirir fakat bu elde edilen sonug (H,) kabulii ile ¢elisir. Boylece ikinci
durum gegerlidir. Sonug olarak z(t) < K(t) esitsizligi K(t) smirli oldugundan x(t) nin

siirlt olmasini gerektirir. Lemma 3.4 iin (b)-(f) durumlarindan herhangi birisinden
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t=>t, >t; i¢in bu durumun gecerli oldugu gorilir. Lemma 3.4 iin (e) ve (f)

durumlarinda tlim v(t) = —ooelde edilir ki bu durum x(t) nin smirh ve gim v(t) nin

mevcut olmasi ile ¢elisir. (b) veya (¢) durumlarini goz 6niine alirsak,

—00 < th_glo v(t) < 0 olur. Sonug olarak
0> tll_)rg v(t) = tlLrg sup[z(t) — K(t)] = tll_)rglo sup[x(t) — K(t)]
> tll_)r(r)lo sup x(t) — tlLrglo K(t) = tlgg sup x(t)
olmasi, lll_)lg x(t) = 0 olmasmi gerektirir. Burada dikkat edelim ki tlLrg K(t) = 0 dir. Son

olarak da Lemma 3.4 iin (d) durumu saglansin. Bu taktirde tlim (r (D" (t))l mevcuttur.

Boylece (3.7) ifadesinin t, den oo a integrali alinirsa,

© ¢
f Z q;()G (x(ri(t))) dt < o

t, i=1

veya

® ¢
f 0) Z G (x(z:(®))) dt < oo (3.9)

elde edilir. Eger tlim inf x(t) > 0 ise, bu taktirde (3.9) esitsizligi

t[ Q(t)dt < o

olmasmi gerektirir ki bu ifade de Uyar1 3.1 den dolay1 (Hg) kabulii ile ¢elisir. Boylece

tlim infx(t) = 0 dur. tlim v(t) mevecut oldugundan Lemma 3.5 de kullanilirsa,
tlim v(t)=0= tlim z(t)

elde edilir. Hatta z(t) = x(t) olmasi tlim x(t) = 0 olmasini gerektirir. Eger t > t, igin

x(t) < 0 ise, bu taktirde t > t, i¢in y(t) = —x(t) almir ve
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£
(n® (y® +p@y(e®)) )+ a®6 (y(n®))

£
= @©H (y(pi(0)) = 0

olur. Boylece Teorem 3.1 in ispat1 tamamlanir.

Uyan 3.3. Teorem 3.1 den goriiliir ki t = t; i¢in v(t) < 0 oldugu durumda x(t) sinirhdir
ayrica t — oo iken sifira yakinsar. Fakat bu gercek x(t) nin smirsiz oldugu durumlari

gerektirmez. Boylece asagidaki teorem ispatlanmistir.

Teorem 3.2. 0 < p(t) < a < oo olsun. Kabul edelim ki (H;)-(H,) sartlar1 saglansm. Bu

taktirde (3.1) diferensiyel denkleminin her smirsiz ¢dziimii salinimlidir.

Teorem 3.3. Kabul edelim ki 0 < p(t) < a < 1olsun. Eger (H,), (H,), (H,), (Hs) Ve
(Hg) sartlar1 saglaniyor ise, bu taktirde (3.1) diferensiyel denkleminin her sinirsiz ¢6zimii

salinimlidir.

Ispat. Burada t — oo iken R(t) — 0 oldugunu biliyoruz. (Hg) sarti

(o]
to

olmasini gerektirir ve bu durumda

l

£
6 (R(:(1)) qi(®)dt = oo (3.10)

fiqi(t) dt = o (3.11)

to =1

dir. x(t), smmsiz ve t>t,> 0igin x(t) > 0olacak sekilde (3.1) diferensiyel
denkleminin salmimsiz bir ¢dziimii olsun. t > t, > 0 i¢in x(t) < 0 durumu da benzerdir.
t =ty + o0y i¢in (3.7) ifadesini elde edebilmek igin z(t), K(t) ve v(t) sirasiyla (3.4),
(3.5) ve (3.6) da oldugu gibi tanimlansin. Sonug olarak t > t, + o, i¢in [t;, ©) araliginda
v(t),v'(t), (rl (t)v" (t)) ve (rl (t)v" (t))’fonksiyonlarmm her biri sabit isaretlidir.
Kabul edelim ki t > t; i¢in v(t) > 0 olsun. Bu taktirde Lemma 3.1 saglanir. Eger (a)

veya (b) durumlarindan herhangi bir tanesi saglanir ise, bu durumda t > t; igin
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0<v'(t)=2'(t)—K'(t)

esitligi z'(t) > 0 veya < 0 olmasim gerektirir. x(t) sinirsiz oldugundan z(t) nin de
sinirsiz olduguna dikkat edelim. Boylece z’(t) < 0 degildir. Sonug olarak z'(t) > 0 dir

ve

(1= p(®)z(®) < z(t) = p(Dz(0 (1)) = x(&) = pOP(a(V))x (a((6))) < x(6)
elde edilir. Buda t > t, > t; i¢in
x(t) > 1 —a)z(t) > (1 —a)v(t)

olmas1 demektir. Bu durumda (3.7) ifadesi

£
> 6(-aw(@®)) a® < ~(r©v"©)"

i=1

olmasini, Lemma 3.3 ve (H,) kabuliinden de

i 6k (1 - )6 (R(1:(0)) q:(0) < —(n(Wv"(®)"  (3.12)

olmasini gerektirir. (3.12) esitsizliginin t, den oo a integrali alinirsa,

o ¢
f Z G (R(Ti(t))) q;(t) dt < oo

l

elde edilir ki bu da (3.10) ifadesi ile ¢elisir. Lemma 3.1 in (¢) durumunda (3.8) esitsizligini
elde etmek i¢in Teorem 3.1 in ispatindaki gibi ilerleyebiliriz. (3.8) esitsizligi kullanilarak

t >t,icin

, £
-[(rv©)) 7] = - D - k)R © ) a6 (REw)

esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin t, den co a integrali alinirsa,

[00]

{
f R () z (06 (R(z(D)) dt < oo

)
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bulunur ki bu ifade (Hg) kabulii ile geligir. Lemma 3.1 in (d) durumunda ise, L!im v(t)
mevcuttur, yani tlim z(t) mevcuttur. Bu durum bizim kabuliimiiz ile ¢eliski olusturur.
Uyar1 3.3 den dolay1 v(t) < 0 durumu g6z Oniine alinmaz. Béylece Teorem 3.3 iin ispati

tamamlanir.

Teorem 3.4. Kabul edelim ki —1 < a < p(t) <0 olsun. Eger (H,),(H,), (Hs) ve
(Hg) kabulleri saglanir ise, bu taktirde o(t) =t — oy ile birlikte (3.1) diferensiyel

denkleminin her ¢6zlimii ya salinimlidir ya da t — oo iken sifira yakinsar.

Ispat. t > t, > 0 icin x(t) > 0 olacak sekilde x(t), (3.1) diferensiyel denkleminin
salmimsiz bir ¢6ziimii olsun. z(t), K(t) ve v(t) sirasiyla (3.4), (3.5) ve (3.6) da oldugu
gibi tanimlansin. Burada t > t, + o, i¢in (3.7) elde edilir ve boylece v(t), [t;, ) araligi
lizerinde monotondur. t > t, i¢in v(t) > 0 olsun. Kabul edelim ki ¢t > t; i¢in Lemma

3.1 in (a), (b) ve (d) durumlarindan bir tanesi saglansin. Lemma 3.3 den t > t, > t; i¢in
x(t) = v(t) = k,R(t) sonucunu ¢ikaririz ve boylece (3.7) ifadesi

© p

f Z q:(H)G R(Tl(t))) dt <o, tz3>t,+0

t3 i=1

olmasini gerektirir. Fakat bu esitsizlik (3.10) kabulii ile ¢eligir. Simdi (c) durumunu goz
Oniine alalim. Teorem 3.1 in ispatindaki gibi ilerlenirse (3.8) esitsizligini elde ederiz.

Ayrica Lemma 3.3 den t > t, i¢in x(t) = v(t) = k,R(t) bulunur. Sonug olarak

t=>t; >t, +aigin

, £
-[(r@vr)) 7] 2 0 - DreEIr © Y a6 (RE©))

esitsizligine ulagilir. Bu esitsizligin t; den oo a integrali alinirsa,

o ¢
f RY(b) Z 606 (R(z(1))) dt < oo

elde edilir ki bu sonug (Hg) kabulii ile gelisir. Eger t = t; i¢in v(t) < 0 ise, bu taktirde
x(t) smirhdir. Bu durumda z(t) de sinirhdir ve ayni durum v(t) iginde gegerlidir. Ayrica
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Lemma 3.4 iin (e) ve (f) durumlarmin her ikisi de géz oniine alinmaz. Ilaveten (b) veya

(c) durumunda
—o0 < tll_)rglo v(t) <0
elde edilir. Aslinda tll_)rg K(t) = 0 olmas1 durumundan dolayi
fmv(®) = i 2(0)
dir. Boylece
02 Jimv(®) = lim ()
= tlLrglo sup[x(t) + p(t)x(a(t))]

> lim sup x(t) + li{r_l)cinnf (ax(a(t)))

t—>coo

= lim sup x(t) + alim sup x(a(t))

t—oo t—ooo

= (1+ a)limsup x(t)

t—>oo

olmas1 limsup x(t) = 0 olmasini1 gerektirir yani tlim x(t) = 0 dir. Simdi (d) durumu

t—oo

saglansin. Buna gore
lim (r, (v (©)

mevcut oldugundan (3.7) ifadesi

® ¢
f Z ()G (x(r;(1)) ) dt < oo (3.13)

t, =1

olmasini gerektirir. Eger li{n infx(t) > 0 ise, bu taktirde (3.13) den

fwiqi(t) dt < o

t, i=1
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oldugu goriliir fakat bu ifade (3.11) ile gelisir. Boylece li{n infx(t) = 0 dir. Lemma 3.5

den dolay1
tlim v(t) =0= tlim z(t)

oldugunu iddia ediyoruz. Yukaridaki ispat takip edilirse, limsup x(t) = 0 oldugunu

t—oo

gorebiliriz ve bu durumda tlim x(t) = 0 dir. Eger t > t, i¢in x(t) < 0 ise, bu taktirde
yukaridaki gibi hareket edilirse, li{n infx(t) = 0 elde edilir. Bu da tlim x(t) =0
demektir. Boylece Teorem 3.4 iin ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.5. Kabul edelim ki —oo < p(t) <0 olsun. Eger (H,),(H,),(Hs) ve

(Hg) kabulleri saglaniyor ise, bu taktirde o(t) =t — oy ile birlikte (3.1) diferensiyel

denkleminin her smirsiz ¢oziimii salinimlidir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 Teorem 3.4 iin ispatma benzer oldugu i¢in ihmal edilmistir.



4. BOLUM

SONUC VE ONERILER

6.1. Sonuclar

Bu tezde, iiglincii ve dordiincii mertebeden diferensiyel denklemlerin salinimlilik
problemi ele alindi. Ugiincii mertebeden siirekli dagilimli mixed argiimentli neutral
diferensiyel denklemlerin ve dordiincii mertebeden pozitif ve negatif katsayili lineer
olmayan diferensiyel denklemlerin belirli bir smifi i¢in ¢oztiimlerin salinimliligi ile ilgili
sartlar verilerek teoremler ispatlandi. Bu ispatlarda Riccati doniisimii ve integral

ortalama teknigi kullanildi.
6.2. Oneriler

Bu tezde kullanilan metotlar ve elde edilen sonuglar daha farkli ve genel diferensiyel
denklem yapilarmna uygulanabilir. Ayrica bizim inceledigimiz denklem yapilari igin farkli
metotlar kullanilarak salinim ve salinimsizlik sonuglar1 elde edilebilir. Ayni1 zamanda E.
Tung’un 2017 yilinda yaptigi ¢alismada[139] elde edilen sonuglar bizim ele aldigimiz
tictincii mertebeden diferensiyel denklem yapisi igin de uyarlanabilir ve ¢alismada da
bahsedildigi gibi adi diferensiyel denklemler icin elde ettigimiz sonuglar fark

denklemlerine tasinabilir.
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