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Aragstirilan yanit degiskenin nitel 6lgekli yapiya sahip olmasi sik¢a rastlanan
bir durumdur. Yanit degiskenin yapisinin iki veya daha fazla kategoriye sahip
oldugu durumlarda, bu yanit degiskenin tahminini elde etmek i¢in lineer regresyon
yontemleri yerine siniflandirma yontemleri kullanilir. Diskriminant analizi, hatal
siniflandirma olasiligint en aza indirgeyerek gozlemleri ait olduklar1 kategorilere
ayirmak i¢in kullanilan en temel siniflandirma yontemlerinden birisidir.

Bu tez ¢alismasinda diskriminant analizi ve bu analize alternatif olarak
onerilen lojistik ve probit regresyon analizleri, iki ve ikiden fazla kategoriye sahip
yanit degisken i¢in ayr1 ayr1 incelenmistir. Bu amagla, ilk olarak bazi siniflandirma
yontemleri hakkinda 6n bilgi verilmis ve neden lineer regresyonun uygulanamadigi
aciklanmistir. Degiskenlerin ¢cok degiskenli normal dagilmasi ve ortak varyans-
kovaryans matrisli olmalar1 varsayimlarin1 gerektiren lineer diskriminant analizi ile
ortak varyans-kovaryans matrisli olma kosulunu gerektirmeyen karesel
diskriminant analizi incelenmistir. Bu varsayimlarin gergeklesmedigi kosullarda
onerilen, lojistik ve probit regresyon analizleri sirasiyla ele alinmistir. Yapilan
uygulama ile elde edilen bulgular 6zetlenmis ve bu yontemlerin simflandirma
dogruluklar kargilastirilmustir.

Anahtar Kelimeler: Lineer diskriminant analizi, Karesel diskriminant analizi,
Lojistik regresyon analizi, Probit Regresyon analizi,
Smiflandirma
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It is a frequent occurrence that the response variable studied has a qualitative
scale structure. In cases where the response variable structure has two or more
categories, the classification methods are used instead of the linear regression
methods to obtain an estimate of the response variable. Discriminant analysis is
one of the most basic classification methods used to separate the observations into
categories they belong to by minimizing the probability of incorrect classification.

In this thesis, in addition to the discriminant analysis, logistic and probit
regression analyzes which are proposed as an alternative to discriminant analysis,
are examined separately for response variables with two and more than two
categories. For this purpose, firstly some preliminary information about the
classification methods are given and it is described that why the linear regression
can not be applied. Linear discriminant analysis which requires the assumption that
the variables are multivariate normal distribution with common variance-
covariance matrix and quadratic discriminant analysis that does not require
common variance covariance matrix, are examined. The logistic and probit
regression analyzes, which are proposed in the conditions where these assumptions
do not take place, are given respectively. The findings obtained by the application
are summarized and the classification accuracy of these methods are compared.

Key words: Linear discriminant analysis, Quadratic discriminant analysis, Logistic
regression analysis, Probit regression analysis, Classification




GENISLETILMIS OZET

Bir gozlem degeri i¢in kategorik yapida bir yanit tahmin etmek, bu gozlemi
bir gruba smiflandirmak olarak adlandirlir. Yanit degiskenin yapisinin iki veya
daha fazla kategoriye sahip oldugu bdyle durumlarda, bu yanit degiskenin
tahminini elde etmek icin lineer regresyon yontemleri yerine siniflandirma
yontemleri kullanilir. Diskriminant analizi siniflandirma yontemlerinin en basinda
gelen yontemlerdendir ancak belirli varsayimsal kisitlamalarindan dolay1 kendisine
alternatif yontemler 6nerilmektedir.

Bu tez c¢alismasinda en temel smiflandirma yontemlerinden biri olan
diskriminant analizi ve bu analize alternatif olarak Onerilen lojistik regresyon
analizi ve probit regresyon analizi incelenmektedir.

Diskriminant analizi, gozlem (birey) tzerinden olgiimler alindiginda bu
olgimlere bagh olarak goézlemi, daha 6nceden bilinen sonlu sayidaki farkli
gruplardan birisine atayan istatistiksel bir siniflandirma yontemidir. Temel olarak,
incelenen go6zlemin gergek grubunun belirlenmesinde kullanilacak diskriminant
fonksiyonlarinin bulunmasi ve bu fonksiyonlar: kullanarak olusturulacak atama
kuralina uygun bigimde s6z konusu bireyin o grupta bulunma olasiliklar

araciligiyla atanacagi grubun belirlenmesi amaglanir. Diskriminant fonksiyonlari

i_inci gruptaki n; gdzlemli k tane grup (6rneklem) igin, her bir gézlem vektorii X;;

kullanilarak

yij =b'x i:1,2,...,k, j:l,Z,...,ni (1)

ij?

esitligi ile ifade edilir. Daha yalin bir ifadeyle bu analiz, p aciklayict degisken

sayis1 olmak tizere



y=b'X=bx +bX, +...+b X, (2)

esitligine benzer siniflandirma fonksiyonlar1 saglamaktadir. Diskriminant analizini

uygulayabilmek i¢in;

1) Gruplar ¢ok degiskenli normal dagilim géstermeli,

2) Degiskenlere ait varyans-kovaryanslar homojen olmali,

3) Degiskenlerin ortalamalar1 ile varyanslar1 arasinda bir iligki
bulunmamali,

4) Degiskenler arasinda ¢oklu baglant1 (Multicolinearity) bulunmamali,

5) Gruplar gereginden fazla ve gereksiz degisken igermemeli

seklindeki varsayimlarin saglanmasi gerekmektedir. Bu varsayimlarin saglanma
durumuna gore diskriminant analizi, dogrusal (linear) ve karesel (quadratic)
diskriminant analizi olarak iki ana gruba ayrilarak incelenmektedir. Lineer
diskriminant analizi (LDA) ¢ok degiskenli normal dagilim gosteren kitlelerden
rasgele ¢ekilmis orneklem veri matrislerinin gruplar arasi varyans-kovaryans

matrislerinin (S,=S,=...=S, ) esit olmasi kosulunda uygulanabilmektedir.

Gruplar arasi varyans-kovaryans matrisleri esit degil ise karesel diskriminant
analizi (QDA) uygulanmaktadir. Gruplar arasi varyans-kovaryansinin esit olup
olmadigi Box’s M testi ile kontrol edilirek veri yapilarina gore hangi diskriminant
yoOnteminin uygulanmasi gerektigine karar verilmektedir.

Diskriminant analizi yOnteminin temel varsayimlarindan olan,
degiskenlerin c¢ok degiskenli normal dagilmasi ve gruplarin ortak varyans-
kovaryans matrisli olmalar1  varsayimlarinin = saglanmamasi  durumunda
diskriminant analizi yerine lojistik regresyon analizi (LRA) kullanilabilmektedir.

LRA, yanit degiskenin ikili ya da ¢oklu, aciklayici degiskenlerin ise
kategorik, sirali veya siirekli olmasi durumunda belirli bir dagilim varsayimina
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bagli kalmaksizin yanit degisken ile agiklayict degiskenler arasindaki neden-sonug
iligkisinin belirlenmesinde ve ayni zamanda agiklayict degiskenlerin etkilerine
dayanarak verilerin siniflandirilmasinda kullanilan bir yontemdir. Lojistik
regresyonun bir diger 6zelligi de, elde edilen sonuglarda degerlerin sadece hangi
grupta olduklarmi degil, aynm1 zamanda diskriminant analizine benzer olarak o
grupta bulunma olasiliklarmi da belirlemesidir.

Lojistik regresyon analizinin amaci, istatistikte kullanilan diger model
yapilandirma yontemlerine benzer sekilde; en az degiskeni kullanarak, yanit
degiskeni ile agiklayici degiskenler arasindaki iligkiyi tanimlayabilen en iyi uyuma
sahip ve yorumlanabilen bir model bulmaktir. Lojistik regresyon analizinde, yanit
degisken dogrudan modellenememektedir. K tane grup i¢in ikiserli karsilastirma
yapabilen (k-1) tane lojistik modele ihtiyag duyulur. Bu durumda kosulu olasiliklar
Y, 'nin K grubu i¢in

PO, =i | )= PO

> exp(x/8,)

ve lojistik fonksiyonlar g7 =[f,,, Bj,: B3, Bj,] olmak iizere

Ph=iI %) | _ o -
In(P(yFOIXi)j_Xiﬂj j=12,..k ()

P(y,=j 1 %)

genel formunda ifade edilmektedir. Burada In(
P(y;=01x)

J lojit doniigiim (log-

odds orani) olarak adlandirilmaktadir.



Probit regresyon analizi (PRA) lojistik regresyona alternatif olarak
kullamlan bir model olup, kategorik verilerin analizlerinde kullanilan dogrusal
olmayan modelleme yoOntemleri iizerine yapilan c¢alismalardan biridir. Lojit
modelde oldugu gibi probit modelde de, yanit degiskeni ikili ya da ¢oklu, agiklayici
degiskenler ise kategorik, sirali veya siirekli durumda olabilmektedir.

Probit regresyonda @, standart normal dagilimin kiimiilatif dagilim

fonksiyonunu gbstermek iizere, ®'(p,) den yararlamlmaktadir. ®7'(p,)

fonksiyonuna probit regresyon fonksiyonu denir. PRA da yanit degiskeninin
normal dagildigi varsayimi yapilirken, LRA da bu degiskenin lojistik egriye
dayandigi varsayilmaktadir. Diger bir ifadeyle, logit model lojistik birikimli
dagilim fonksiyonunu kullanirken, probit model normal birikimli dagilim
fonksiyonunu kullanmaktadir.

Bu 6n bilgiler 1siginda uygulama calismasinda, goézlemlerin gruplara
ayrilmasmda kullanilan diskriminant analizi bu analize alternatif olan lojistik
regresyon analizi ve probit regresyon analizi ile incelenip karsilastirilmistir. Gergek
veri seti ilizerine ve bir simiilasyon c¢aligsmasi {izerine bu analizler yapilarak LDA
varsayimini saglayan verinin diger yontemlere gore daha iyi bir siniflandiric
oldugu goriilmiistiir. Klasik diskriminant varsayimlarini saglamayan verilerde ise
QDA’nin LDA’ya gore daha dogru smiflandirmalar elde ettigi tespit edilmistir.
Ayrica diskriminant analizine alternatif olarak onerilen LRA ve PRA nin
sonuclarinin caligilan veriler i¢in neredeyse ayni sonuclari verdikleri ve yakin

olasilik tahminlerine sahip olduklar1 goriilmiistiir.
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1.GIRIS Selin SEVINDIK

1. GIRIS

1.1. Simflandirmaya Genel Bakis
y=XB+&, e~(0,0°1,) (1.1)

¢oklu lineer regresyon modelini goz Oniine alalim. Burada; Y:Nnx1 yamt
degiskenler vektori, X :Nxp agiklayict degiskenlerin matrisi, f:px1
bilinmeyen regresyon Katsayilarinin (parametreler) vektorii, &:Nnx1 hatalarin
vektorii, E(g) =0 ve Var(g) = o*1, dir.

Coklu lineer regresyon modelinde, y yanit degiskeninin nicel oldugu
varsayilir. Ancak bunun yerine birgok durumda yamt degiskeni niteldir. Ornegin,
mavi, kahverengi ya da yesil degerlerini alan g6z rengi niteldir. Nitel degiskenler
genellikle kategorik olarak adlandirilirlar; bu terimler birbirlerinin yerine
kullanilmaktadir.

Tahmin edilen nitel yanitlar i¢in ¢alisilan yaklasimlar “smiflandirma” olarak
bilinen islemlerdir. Bir gdzlem icin nitel bir yanit tahmin etmek, bu gdzlemi
“simiflandirmak” olarak adlandirilir. Ciinkii bu tahmin, gézlemi bir kategoriye ya
da gruba atamayi igerir. Diger bir yandan, genellikle smiflandirma i¢in kullanilan
yontemler, smiflandirmanin temeli olarak, oncelikle nitel degiskenin her bir
kategorisinin olasiligim tahmin eder. Bu anlamda bu yontemler regresyon yontemi
gibi de davranmaktadir.

Nitel bir yanit1 tahmin etmek i¢in kullanilan siniflandirma teknikleri ya da
simiflandiricilar  mevcuttur. Bunlarin  yaygin  olarak kullanilanlar;; Bayes
siiflandiricisy, lojistik regresyon, probit regresyon, diskriminant analizi ve K-en
yakin komguluklardir.

Smiflandirma problemleri, belki de regresyon problemlerinden bile daha sik

karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin:
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1. Muhtemelen {i¢ tibbi kosuldan birine dayanan bir dizi belirti ile acil
servise gelen bir kisinin, bu ii¢ kosuldan hangisine sahip oldugu
belirlenebilmelidir.

2. Online bir banka servisi, kullanicinin IP adresine, gegmis islem tarihine,
vs, dayanarak site iizerinde gergeklestirilen bir iglemin hileli olup
olmadigini belirleyebilmelidir.

3. Bir biyolog hastalikli olan ve olmayan hasta sayisi i¢in DNA dizilimi
verisine dayanarak, zararli olan (hastalik yapici) veya olmayan DNA

mutasyonlarini anlayabilmelidir.

Regresyonda oldugu gibi, simiflandirma ¢ergevesinde bir smiflandirici
olusturmak icin kullanabilecek bir dizi (X, Y;),...,(X,,Y,) deneysel gozlem

mevcuttur. Sadece deneysel veri iizerinde degil, aymi zamanda deneyde
kullanilmayan test edilecek gozlemler i¢in de en iyi smiflandirici elde edilmek

istenir.

1.2. Baz1 Simflandirma Yontemleri
1.2.1. Diskriminant Analizi

Diskriminant analizi, veri kiimesindeki degiskenlerin iki veya daha fazla
gercek gruplara ayrilmasina imkan verecek sekilde, birimlerin ya da gozlemlerin p-
tane Ozelligi ele alinarak bu birimlerin gercek gruplarina optimal diizeyde
atanmalarin1 saglayacak fonksiyonlar olusturan bir yontemdir. Ornegin A,B ve C
gibi birbirine yakin 6zellikleri olan {i¢ hastalik olsun. Her hastaligin p tane 6zellige
(degiskene) gore bir degeri olacaktir. Diskriminant analizi ile her hastaligin p
ozellige (degiskene) gore diger hastaliklardan farkim ortaya koyan ve grup
ozelliklerini belirleyen fonksiyonlar olusturulmasi miimkiindiir. Bu fonksiyonlar

yardimiyla yeni bir hastalifin gézlem vektoriiniin hangi grup 6zelligini tasidigi
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yani hangi hastalik tanisina sahip olabilecegi belirlenebilir ve dogru gruba atanmasi
diskriminant analizi ile yapilabilir.

Diskriminant analizi, gruplandirma modellerinin gelistirilmesinde kullanilan
ilk cok degiskenli istatistiksel gruplandirma yontemidir.

Diskriminant analizi, genel anlamda ayirma iglevine sahip olup, bireylere ait
p tane Ozellikten yararlanarak ait olduklar1 gruplar (kitleleri) belirlemede veya
mevcut gruplari birbirinden ayiracak en iyi fonksiyonu bulmada kullanmilan ¢ok
degiskenli istatistik tekniklerinden birisidir (Camdeviren, 2000).

Diskriminant analizi tizerindeki ilk ¢alismalar 1936 yilinda Fisher tarafindan
yapilmugtir. Fisher, iki grubu birbirinden ayirabilmek amaciyla bagimsiz
degiskenlerin lineer bir bilesimi olan diskriminant fonksiyonlarini olusturmustur.

Birimlerin gruplanmasinda bazi matematiksel esitliklerden faydalanilir.
Diskriminant fonksiyonu olarak adlandirilan bu esitlikler birbirine en ¢ok benzeyen
gruplar1 belirlemeye olanak saglayacak sekilde gruplarin ortak 6zelliklerini
belirlemek amaciyla kullanilmaktadir. Gruplari aymrmak amaciyla kullanilan
karakteristikler ise diskriminant degiskenleri olarak adlandirilmaktadir. Kisaca
diskriminant analizi, iki veya daha fazla sayidaki grubun farkliliklarinin
diskriminant degiskenleri vasitasiyla ortaya konmasi iglemidir (Klecka, 1980).

Arastirmaci, hatali siniflandirma olasiligint en aza indirgeyerek gozlemleri
ait olduklar1 gruplara ayirmak veya bu goézlemlerin ¢ekilmis olduklar1 gruplari
belirlemek isteyecektir (Johnson-Wichem 2002). Burada, belirlenecek gruplarin
ortalamalar1 arasindaki farkliligin maksimum olmasi amaglanir.

Diskriminant analizi yonteminin temel varsayimlari, degiskenlerin ¢ok
degiskenli normal dagilmasi ve gruplarin ortak varyans-kovaryans matrisli
olmalaridir. Bu varsayimlari saglayan diskriminant fonksiyonu lineer diskriminant
fonksiyonu (LDF) olarak adlandirilir. Bu varsayimlarin saglanmamasi durumunda

alternatif fonksiyonlar kullanilabilir. Verilerin normal dagildigi ancak, gruplarin
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varyans-kovaryans matrislerinin farkli olmalari durumunda kullanilan fonksiyon
karesel diskriminant fonksiyonu (QDF) olarak tanimlanir.

Diskriminant analizinin islevleri iki ana baslik altinda toplanabilir.
Bunlardan ilki, ¢ekildigi kitle bilinmeyen herhangi bir gozlemin (degiskenin)
uygun kitleye (gruba) atanmasidir. Ikinci islevi ise, gelecekte kullamlabilir
fonksiyonlar vermesidir ki bu islev nedeniyle diskriminant analizi kiimeleme
analizinden farklilasmakta ve ¢ok degiskenli regresyon analizine yaklagmaktadir.
Diskriminant analizinde kiime (grup) sayisi bilinmekte, bu say1 analiz siiresince
degismemekte ve arastirmacidan gozlemleri bu kiimelere siniflandirmasi

istenmektedir. (Tathdil, 2002).

1.2.2. Lojistik Regresyon Analizi

Lojistik modelin ilk olarak kullanimi, biyolojik deneylerin analizi igin
Berkson (1944) tarafindan onerilmistir. Cornfield (1962), lojistik regresyondaki
katsay1 tahmin islemlerinde diskriminant fonksiyonu yaklagimini ilk kez kullanarak
popiiler hale getirmistir.

Lojistik modelini Cox (1970) gelistirmis, ¢esitli uygulamalarmi yapmus,
Halperin ve ark. (1971) ise lojistik regresyonun, bagimsiz degiskenlere ait normal
dagilim varsayiminin yerine gelmedigi durumlarda diskriminant analizine alternatif
olarak gosterilebilecegini savunmuslardir. Finney de (1971) lojistik regresyonu
probit analizine alternatif olarak dnermistir.

Lojistik regresyon analizi, yanit degiskenin ikili ya da g¢oklu, agiklayict
degiskenlerin ise kategorik, sirali veya siirekli olmasi durumunda belirli bir dagilim
varsayimina bagli kalmaksizin yanit degisken ile agiklayici degiskenler arasindaki
neden-sonug iliskisinin belirlenmesinde ve ayni zamanda agiklayici degiskenlerin

etkilerine dayanarak verilerin siniflandirilmasinda kullanilan bir yontemdir.
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Lojistik regresyonun bir diger 6zelligi de, elde edilen sonuglarda degerlerin
sadece hangi grupta olduklarini degil, ayn1 zamanda o grupta bulunma olasiliklarint
da belirlemesidir.

Lojistik regresyon analizi, ¢esitli varsayim bozulmalar1 (normal dagilima,
ortak kovaryansa sahip olmama gibi) durumunda diskriminant analizi ve ¢apraz
smiflandirma tablolarina alternatiftir. Ayrica, yanit degiskenin 0 ve 1 gibi ikili
(dichotomous) ya da ikiden ¢ok diizey igeren kesikli degisken (polychotomous)
olmasi durumunda, normallik varsayiminin veya diger varsayimlarin bozulmasi
nedeniyle dogrusal regresyon analizine alternatif olmaktadir (Elasan, 2010).

Aciklayict degiskenlerin bazilarmin siirekli, bazilarmin kesikli olmasi
durumlarinda diskriminant analizine alternatif olarak lojistik regresyon analizi
onerilir (Tathdil, 2002).

Lojistik regresyon analizinin amaci, istatistikte kullanilan diger model
yapilandirma yontemlerine benzer sekilde; en az degiskeni kullanarak, yanit
degiskeni ile agiklayict degiskenler arasmdaki iliskiyi tanimlayabilen en iyi uyuma

sahip ve yorumlanabilen bir model bulmaktir.

1.2.3. Probit Regresyon Analizi

Probit regresyon analizi, lojistik regresyona alternatif olarak kullanilan bir
analiz olup, bir veya daha fazla agiklayict degiskenin kategorik bir yanit degiskeni
(sag, oli; calisiyor, calismiyor vb.) iizerindeki etkisini bulmak i¢in kullanilir. Her
iki analiz birbirlerine olduk¢a benzer ve her iki yontem ile elde edilen olasilik
tahminleri birbirlerine yakin degerdedir. Matematiksel uygulamasi ve yorumlama
kolayligindan dolay1 lojistik model daha ¢ok tercih edilmektedir. Ancak paket
programlarinin  yayginlasmasit ile probit modelinde bahsedilen zorlugu
asilmaktadir. Kullanilacak olan paket programa ve arastirmacinin tercihine gore iki

model arasinda tercih yapilabilir.
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Lojistik regresyon analizinde log odds (olabilirlik oranlart) kullanilirken,
probit regresyon analizinde kiimiilatif normal dagilim kullamilmaktadir(Bek,2009).

Probit regresyonda @, standart normal dagilimin kiimilatif dagilim fonksiyonunu

gostermek tizere (D_l(ﬂ') den yararlanilmaktadir. (D_l(ﬂ') fonksiyonuna probit

denir.

1.2.4. Siflandirma Problemi i¢in Uygulanan Bayes Kural

A ve B herhangi iki olay olsun. A’nin meydana geldigi verilmisken B’nin
meydana gelme olasiligi, P(B|A) olasiligin1 bulmak igin, Bayes Kurali asagidaki
gibi ifade edilir:

P(A ve B)

P(BIA) = P(A)

(1.2)

Bu formiil; kosullu olasiligin, A ve B’nin ikisinin gergeklesme olasiliginin
A’nin kosulsuz olasiligina boéliinerek elde edildigini gostermektedir. Bu her iki

olaym  birlikte  meydana  gelme  olasiligim1  bulmak i¢in  olan,
P(AveB)=P(A)P(B|A) kuralinin basitce yeniden diizenlenen cebirsel bir

ifadesidir.
Bir gozlem, k>2 iken k grubun birine siniflandirilmak istensin. Diger bir

deyisle, Yy nitel yanit degiskeninin k olas1 farkli ve sirasiz deger alabildigi
varsayllsin. 77, , K inct gruptan gelen rasgele segilen bir gozlemin genel ya da
onsel olasihgmi gostersin; bu Yy yanit degiskenin K _inc1 grubu ile iligkili olarak
verilen bir gozlemin olasihgidir. f, (X) =P(X =x|y=Kk), k inc1 gruptan gelen
bir gozlem i¢in X’in yogunluk fonksiyonunu gostersin. K inc1 gruptaki bir

gozlemin X = X’e sahip olma olasihigi yiiksek ise, f,(X) nispeten biiyiiktiir.
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Ayrica K _1nc1 gruptaki bir gbzlemin X = X ’e sahip olma olasilig1 ¢ok diistik ise,
f, (X) kiigiiktiir.

Yukaridaki Bayes kurali notasyonunu kullanarak, A olayi= gozlenen X ve B
olayi= Yy yanit degiskenin K ic1 gruptan gelen gozlem olarak alimirsa, ilgilenilen

olasilik

P(y =k 'nin tiyesi ve gdzlenen x)
P(g06zlenen x)

P(y =k 'nin iiyesi | gozlenen x) =

olarak bulunabilir. Bu durumda Bayes teoremi

7 £ ()

P(y=K|X =x)= —ok 2™
(y=k[X=x) ZL% =

(1.3)

olarak ifade edilir. p,(X)=P(y=k|X =X) kisaltmasini kullanarak, bu ifade
dogrudan P, (X) hesaplamak yerine, kolaylikla (1.3)’deki 7, ve f (X)’in
tahminlerinin kullanilabilecegini 6énermektedir. Genel olarak, eger kitleden alinan
y ’lerin rasgele bir orneklemi mevcutsa, 7, ’y1 tahmin etmek kolaydir: K inci
gruba ait olan deneysel gozlemlerin bir kismi kolaylikla hesaplanabilir. Ancak
f, (X)’i tahmin etmek, bu yogunluklar i¢in bazi basit formlar varsayilmazsa daha

zorlayici olur. P, (X) K_inc1 gruba ait bir X =X gozleminin sonsal olasilig1 olarak

adlandirilir. Yani P, (X) k inci gruba ait gozlemin, bu gdzlemin tahmin degeri
verilmisken olasiligidir.
Bir gozlemi P, (X)’i en biyiik olan gruba siniflandiran Bayes

siniflandiricisi, tiim siniflandiricilar arasinda miimkiin olan en diisiik hata oranma

sahiptir. Bu elbette ki sadece (1.3)’deki terimlerin hepsi dogru olarak belirlenmisse
7
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dogrudur. Bu nedenle, f,(X)’i tahmin etmek igin bir yol bulunursa, o zaman

Bayes siniflandiricisina yaklasan bir siniflandirici gelistirilebilir.

1.2.5. K-En Yakin Komsuluk Kural
En eski parametrik olmayan siniflandirma yontemi, ayn1 zamanda k-en yakin
komsu kurali olarak ta bilinen, Fix ve Hodges’in (1951) en yakin komsu kuralidir.

Yontem kavramsal olarak basittir. Uzaklik fonksiyonu
(X _Xj),sil(xi = %), j#i

kullanilarak bir X; goézlem vektoriinden diger tim X; noktalarina olan uzaklk

hesaplanur. Burada S ortak orneklem kovaryans matrisidir.

(% — XJ.)'S_l (X; —X;) karesel uzaklik fonksiyonuna Mahalanobis uzakhigi denir
(Mahalanobis, 1936). X, ’yi iki gruptan (grup 1: G, ve grup 2: G,) birine
smiflandirmak igin, X, ’ye en yakin k noktalar: incelenmektedir ve k noktalarinin
cogunlugu G, e ait ise X, G,” e atanir; diger durumda X, G,’ e atanur.
k =k, +k, iken, k, nokta ile G, deki noktalarin sayisi kalan Kk, nokta ile G,’

deki noktalarin sayis1 ifade edilirse, bu durumda kural su sekilde ifade

edilebilmektedir:

k, >Kk,, (1.4)

ise X;, G,’e ve diger durumda G,’ e atanir. N, ve N, 6rneklem biiyiiklikleri

farkli ise sayimlar yerine oranlar1 kullanmak istenebilir:
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k., k
H.5%
nl n2

, (1.5)

ise X;, G,’e atamr. Bir baska iyilestirme Onsel olasiliklar (7;) gbz Oniinde

bulundurularak yapilabilmektedir:

u > ﬁ , (16)
k,/n, =

ise X, G,’¢ atanir. Bu kurallar kolaylikla ikiden fazla gruba

genisletilebilmektedir. Ornegin, (1.5) su sekilde olur: gézlem en yiiksek K, /n,
oramna sahip olan gruba atanir, burada K; sorudaki gézlemin en yakin K komsu

arasinda G, ’den gelen gozlem sayisidir.
Karar k degerine gore uygulanmalidir. Loftsgaarden ve Quesenberry (1965)
genel bir n;, igin \/E ’ye yakin K segimi énermislerdir. Uygulamada, birden fazla

Kk degeri denenebilir ve en iyi hata oranli olan kullanilabilmektedir.

1.3. Neden Lineer Regresyon Degil?

Nitel yanit olmast durumunda lineer regresyon uygun olmayacaktir.
Ornegin, acil servisteki bir kadin hastanin belirtilerine dayanarak saghk durumu
tahmin etmek istensin. Bu basitlestirilmis 6rnekte, 3 miimkiin teshis vardir: felg,

asirt dozda ilag ve epilepsi nobeti. Bu {i¢ degiskeni kodlayarak, Y nitel yanit

degiskeni asagidaki gibi nicel bir yanit degiskeni olarak diisiiniilebilir:

1, felcise
y =42, asirndozdailagise
3, epilepsi nobeti
9
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Bu kodlamay1 kullanarak, XX, tahmin edicilerine dayanan Y ’yi tahmin

eden bir lineer regresyon modeli uydurmak igin en kii¢iik kareler (EKK)
kullanilabilir. Maalesef ki bu kodlama, fel¢ ve epilepsi ndbeti arasindaki asir1 doz
ilact agiklayarak ve felg ve asir1 dozda ilag arasindaki farkin agir1 dozda ilag ve
epilepsi ndbeti arasindaki fark ile ayni oldugunu 6ne siirerek, sonuglar lizerinde bir
siralama anlamina gelir. Uygulamada bu durumda olmasi gereken belirli bir neden
yoktur. Ornegin, ii¢ durum arasinda tamamen farkli bir iliski anlamina gelen, esit

derecede uygun bir kodlama segilebilirdi:

1, epilepsindbeti ise
y =12, felgise
3, asir1 dozdailagise

Bu kodlamalarm her biri, sonugta deney gozlemleri tizerinde farkli 6n
tahmin kiimelerine neden olan, temelde farkli lineer modeller gosterirdi.

Yanit degiskenlerinin degerleri dogal bir siralamada alinsaydi, 6rnegin hafif,
orta ve siddetli gibi ayrica hafif ve orta arasinda hissedilen farklilik orta ve siddetli
arasindaki farklilik benzer olsaydi, bu durumda 1,2,3 kodlamasi uygun olabilirdi.
Ne yazik ki, genellikle ikiden daha fazla seviyeli nitel bir yanit degiskeni, lineer
regresyon i¢in kolay olan nicel bir yanita doniistiirme yolu dogal olmaz.

Bu durum iki degiskenli (iki seviyeli) nitel bir yanmit i¢in daha iyidir.
Ornegin, hastalarm saglik durumu igin sadece iki olasilik olabilir: felg ve asiri
dozda ilag. O zaman yanit degiskenini asagidaki gibi kodlamak i¢in, potansiyel

olarak kukla (dummy) degisken kullanilir:

_ {O, felc ise
~ (1, asiridozdailag
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1.GIRIS Selin SEVINDIK

Bu durumda bu iki yanita gore lineer regresyon uydurulabilir ve § >0.5 ise

asir1 dozda ilag ve diger durumda felclik tahmin edilebilir. iki degiskenli durumda
yukaridaki kodlamayi tersine dondiirsek bile ayni final tahminlerini olusturacak
olan lineer regresyonun gosterilmesi zor degildir.

Yukaridaki gibi 0/1 kodlamali ikili yanit degisken i¢in, EKK ile regresyon
uygun olabilir: lineer regresyon kullanarak elde edilen Xﬁ "nin, bu 6zel durumdaki

p(asir1 dozda ilag|x) nin ger¢ek bir tahmini oldugu gosterilebilir. Ancak, lineer
regresyon kullaniyorsak tahminlerin bazilart [0,1] araligmin disinda olabilir,
dolayisiyla olasilik olarak yorumlanmalar1 zor olacaktir. Yine de, tahminler bir
siralama saglar ve kaba olasilik tahminleri gibi yorumlanabilirler. Ilging bigimde,
ikili yanit1 tahmin etmek igin lineer regresyon kullanirsak elde ettigimiz
siiflandirmalar, lineer diskriminant analizi ( LDA) yontemi ile ayni olacaktir.
Kukla degiskeni yaklasimi ikiden fazla seviyeli yanit degiskeni karsilamak
icin kolaylikla genisletilemez. Bu nedenlere gore, nitel yanit degerler i¢in tam
olarak uyan bir siiflandirma yontemi kullanmak daha uygundur (James, Witten,

Hastie ve Tibshirani, 2015).
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

2. DISKRIMINANT ANALIZi

2.1. Grup Ayristirmasinin Tanin

Bir kitle ya da kitleden alinmis bir 6rneklemi temsil etmek igin grup terimi
kullamlir. Gruplarin ayrilmasinda iki temel amag vardir:

Grup aynstirmasmin tanmimi, degiskenlerin dogrusal fonksiyonlarindaki
(diskriminant fonksiyonlar1) iki ya da daha fazla grup arasindaki farklari
tanimlamak ve agiklamak i¢in kullanilmaktadir. Tanimlayici diskriminant analizi
amagclari, gruplarin ayrilmasiyla p degiskenin goreceli katkisini belirlemeyi ve
gruplarin yapisimi en iyi sekilde belirlemek i¢in Ongdriilebilir noktalar {izerinde
optimal diizlemi bulmay1 igerir.

Gozlemlerin, degiskenlerin dogrusal ya da karesel fonksiyonlarindaki
(smiflandirma fonksiyonu) gruplara tahmini ya da atanmasi, gruplarin birine bir
birey orneklem birimi atamak i¢in kullanilir. Bir birey ya da nesne igin gozlem
vektoriindeki olgiilmiis degerler, bireyin biiyiik olasilikla ait oldugu grubu bulmak
icin simflandirma fonksiyonu tarafindan hesaplanmaktadir.

Diskriminant fonksiyonlari, gruplari en iyi sekilde aywran degiskenlerin
dogrusal kombinasyonlaridir. Bu fonksiyonlar iki grup icin ve ikiden fazla grup

icin ayr1 olarak incelenir.

2.2. Iki Grup i¢in Diskriminant Fonksiyonu

Karsilastirilacak iki kitlenin ayn1 2 kovaryans matrisine fakat u,ve u,
farkli ortalama vektorlerine sahip oldugu varsayism. ki kitleden alman
XigsXips eens Xipy V& X515 X555 «euy X, Orneklemleri ile ¢alisilir. Genel olarak her
bir X; vektdrii p-tane degisken lizerindeki Olgimleri olusturur. Diskriminant

fonksiyonu iki grup ortalama vektorleri arasindaki mesafeyi maksimum yapan bu
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

p-tane degiskenin lineer kombinasyonudur. Bu lineer kombinasyon Yy =b'X, her

bir gdzlem vektoriinii bir skalere doniistiiriir.

Yii :blxﬁ =b.LXli1+b2X1i2 +"'+bpxlip’ i =12,...n

Yo =b%y =B % +0,%,, +...+b X, i=12,..,n,

ip!

Dolayistyla iki 6rneklemdeki n, +n,tane

Xll X21
X12 X22
Xln1 X2 n,

gozlem vektorleri,

Y Yo
Y12 Yo
yln1 y2n2

skalerlerine doniigtiiriiliir.

N N2
X = > X /N, ve X, = > Xy I,
-1 i=1

iken
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

n
=D Vi/n=b% ve y,=b%X,
i-1
ortalamalar1 bulunur. Daha sonra (y,—V,)/s, standartlastiriims farkini
maksimize eden bir b vektorii bulunmak istenir.
(Y, —V,)/s, ifadesi negatif olabilecegi i¢in (Y, — v,)*/ Sf, karesel uzakligi
kullanilir. S, ve S, gruplarin kovaryans matrisleri, S ortak 6rneklem kovaryans

matrisi S = (nl _1)51 + (nz —1)52
n+n,-2

iken, y,’nin  orneklem  varyansi

n —\2
Sf, = M—'lw =b'Sb kullanilarak bu uzaklik asagidaki gibi ifade edilir:
n -

(371 _yz)z _ [b,()_(l — )_(2)]2 .

- (2.1)
s b'Sh
(2.1)’in maksimumu
b=S7(%~X,) 2:2)

oldugunda ya da b vektorii S™(X, —X,)’in herhangi bir kati oldugunda ortaya
¢ikar. Bu nedenle maksimize edilen b vektorii tek degildir. Ancak yonii tektir,

diger bir deyisle b,b,,...,b, bagil degerleri ya da oranlan tektir ve y=b'X,
v, —72)2 / Sf, ’yi maksimize eden dogru tlizerinde X noktalari tizerine izdiser.

Dikkat edilmelidir ki S ’nin var olmas1 igin, N, +n, —2> p olmalidr.
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

b=S"(X,—X,) ile verilen optimum yon, (¥, -V,)*/ Sf, karesel uzaklig

X, ve X, arasindaki standartlastirilmis uzakliga esit oldugundan, X, ve X, ’nin

birlestigi ¢izgiye etkili bir sekilde paraleldir. Bu durum (2.2), (2.1) yerine yazilarak
goriilebilir. y=b'X icin

Vi=Y)’ v v yeirw _«
1—22 ( 1_)(2)S l( 1_X2) (2-3)
Sy
dir, burada b=S"(X,—-X,) dir. (X, —X,)’S (X —X,) karesel uzakligi
Mahalanobis uzakligi olarak adlandirilir. b’ =(X,—X,)’'S™ oldugundan, (2.3)
esitligi (Y, —Y,)?/s, =b'(X,—X,) olarak yazilabilir ve b=S7(X, —X,)ile
temsil edilenden baska herhangi bir yon, b'X; ve b'X, arasinda daha kiigiik bir fark

verecektir.
Sekil 2.1, (2.2)’ de verilen b vektorii icin Y =0b"X diskriminant fonksiyonu

tarafindan tek boyutla temsil edilen iki degiskenli normal (p=2) iki grubun

ayrilmasim gostermektedir. Bu sekildeki kitle kovaryans matrisleri esittir.
Yo =b%y =0xy,; +0,X;;, Ve Yai = 0%y =BX5 +0,X,, dogrusal
kombinasyonlari, iki grubun optimum ayrisma dogrusu iizerinde X; ve X,
noktalarini ¢izer (yansitir). X; ve X, degiskenleri iki degiskenli normal olduklari
icin, y=Bb X, +b,X, =b'X dogrusal kombinasyonu tek degiskenli normaldir. Bu
nedenle bu fonksiyon Y ile temsil edilen dogru boyunca iki tek degiskenli normal

yogunluklar ile gosterilmektedir.
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

Y

Sekil 2.1. Tki grup diskriminant analizi (Rencher, 2002)

Diskriminant fonksiyonu dogrusu Yy de kesisen iki elipsin kesigim
noktalarin1 birlestiren dogrudaki nokta, dogru fizerinde gosterilen noktalarin
maksimum ayristirma (minimum ¢akigma) noktasidir. Sekil 2.1°de gosterildigi gibi
iki kitle 2" ortak kovaryans matrisli ¢ok degiskenli normal ise, tim olasi grup

ayristirmalarmin yeni bir tek boyutta ifade edilebilecegi gosterilebilir.
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

-3y

-}.'
Sekil 2.2. Diskriminant fonksiyonu ile elde dilen ayristirma (Rencher, 2002)

Sekil 2.2°de, diskriminant fonksiyonu ile elde edilen en iyi ayristirma
gosterilmektedir. Y’ ile ifade edilen diger ydnlerdeki gosterim, doniistiiriilmiis Y,
ve Y, ortalamalar1 arasinda daha kiigiik bir standartlagtirilmis uzaklik ve ayrica

gosterilen noktalar arasinda daha biiyiik bir ¢cakigsma verir.

2.2.1. iki Grup Diskriminant Analizi ve Coklu Regresyon Arasindaki Iliski
Iki grup diskriminant analizi ve ¢oklu regresyon analizi arasindaki baglant:
ilk kez Fisher (1936) tarafindan belirtilmistir. Flury and Riedwyl (1985) bu iligki

hakkinda daha fazla goriis vermislerdir.
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

Coklu regresyon ve iki grup icin diskriminant analizi arasindaki ortak
baglant1 Hotelling T? istatistigi olarak bilinen T nin hesaplamasi agisindan

ortaya konulur. iki 6rneklem p degisken igin genellestirilmis T 2

T2 =[nn, / (n +m)](X —%,)'S (X —X,)

seklinde hesaplanir. iki 6rneklem T 2 de her bir gozlem vektorii X; ve X,; i¢in

; . .. n
Grup 1°deki her bir X, Xy,,..., X;, i¢in y; = p
n +n,
B . . v n,
Grup 2°deki her bir X,,,X,,,...,X,, i¢in y; =—
2 n +n,

olacak sekilde bir kukla degisken tanimlanir. Bu durumda Yy, tiim n, +n, gézlem

icin ¥ =0 olacak sekilde, grup 1 ve 2’yi belirleyen bir gruplama degiskeni olur.
Ayrica Yy degiskeni x’ler i¢in uyduruldugunda (fitted) tahmin edilen regresyon

denklemi
V= :80 +:6A’1)(i1 +Bzxiz +---+:épxip (2.4)

olarak yazilir. Burada i tim N +n, gozlem iizerinde degisir ve [, m EKK

tahmini

,Bo = y_ﬂl)_(l + 2_2 +---+ﬂp)_(p
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

seklindedir. Bu tahmin regresyon denkleminde yerine konularak,

9i =y+ ,BAl(Xil - )_(1)+ﬂ,\2(xi2 - )_(2)+"'+lép(xip - )_(p)

= B (Xy = X) + B (X = X,) +oot B (%, = X,) (Y=0) (2.5)

elde edilir. (2.5) esitliginin katsayilar vektorii ff = (ﬂAl’Bz,..., Bp)', diskriminant

fonksiyonu katsayilar vektorii b = S™(X, — X,) ile dogru orantilidir:

n1n2
= b. 2.6
F (n,+n)(n +n,—2+T?) (26)
R? ¢oklu korelasyon katsayist olmak iizere, T2 ile R? arasindaki iliskisi
2 R?
T°=(n+n,-2)—— 2.7
( 1 2 ) 1_ R2 ( )
olarak hesaplanir. Buradan R?’nin f ve T? ile iligkisi
2 T
R*=(X,—-X,)p= (2.8)

n+n,—2+T?

esitligi ile elde edilir.
Y, = ,Bo +13A1Xi1 +ﬁ2 Xio +...+,éID X, ¢oklu regresyon denkleminde p tane

degiskenden en az birinin modele katkis1 olup olmadigini test etmek icin

Hy: =, ==, =0
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

hipotezi test edilir. H, hipotezi regresyon kareler ortalamasinin hata kareler

ortalamasina orani olarak ifade edilen

MS, _n-p-1 R’ _F

F=
MS... p 1-R? ~*PPH

istatistigi kullanilarak elde edilebilir. Bu mantikla TZ ile R® arasindaki iliski
kullanilarak, gruplari ayirmak igin p+q degiskenin g tanesinin anlama katkisi

olmadig1 hipotezleri i¢in regresyona gore test istatistigi

n+n,-p-q-1 R§+q_R§
q 1-R?

p+q

F =

ile elde edilebilir, burada R’ ve R’

o swasiyla p+q ve p degiskenli

regresyonlardan elde edilen ¢oklu korelasyon katsayilaridir.

2.3. ikiden Fazla Grup I¢in Diskriminant Fonksiyonlar
2.3.1. Diskriminant Fonksiyonlari

Ikiden fazla grup olmasi durumunda kullanilan diskriminant analizi
teknikleri, iki grup i¢in gelistirilenlerin genellestirilmis bigcimleridir. Bu durumda
da yine p degiskenli, ikiden fazla sonlu sayida kitle bulunmaktadir. Gozlemler,
kitleler arasinda ayirma giicii en biiyiikk olacak sekilde belli sayida dogrusal
baglantilar yardimiyla siniflandirilmaktadir. Gozlemlere ait p degiskeni, p boyutlu
uzayda tamimlayacak Oyle eksenler bulunmali ki veri topluluklar1 bu eksenler
boyunca olabildigince ayrilabilsin. ikiden fazla grup igin diskriminant analizinde,

cok degiskenli gozlemleri en iyi sekilde k gruba ayiran degiskenlerin dogrusal
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2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

kombinasyonlarmi bulmakla ilgilenilir. ikiden fazla grup igin diskriminant analizi,

¢esitli amaglara hizmet eder:

i) Iki boyutlu bir grafikte grup ayrmmi incelenir. ikiden fazla grup olmasi
durumunda, grup ayrimini tanimlamak birden daha fazla diskriminant
fonksiyonu gerektirir. p-boyutlu uzaydaki noktalar ilk olarak iki
diskriminant fonksiyonu ile gosterilen iki-boyutlu uzay {izerine
yansitilirsa, gruplarin nasil ayrilacagmin miimkiin olan en iyi goriiniimi
elde edilir.

ii) Gruplar1 neredeyse orjinal kiime kadar iyi ayiran, orijinal degiskenlerin
bir kiimesi bulunur.

iii) Grup ayrisimina bagil katkilari agisindan degiskenler siralanir.

iv) Diskriminant fonksiyonlari ile ifade edilen yeni boyutlar yorumlanir.

v) Sabit-etkiler ¢ok degiskenli varyans analizi (MANOVA) takip edilir.

iii. ve iv. amaclar yakindan iliskilidir. ilk dort amagtan herhangi biri, v.
amact gerceklestirmek icin kullanilabilir. Coklu i¢ iliski ve aykir1 gozlemlerin
varliginda yararli olabilen diskriminant fonksiyonlarinin alternatif tahmin edicileri
de mevcuttur (Rencher, 1998).

Iki grup olmasi durumunda tek bir ayirici fonksiyon gruplari birbirinden
ayirirken, ¢ok grup olmasi durumunda tek ayirici fonksiyon tiim gruplart ayirmada
yeterli olamamaktadir. Bu nedenle ikinci, hatta ii¢iincii ayirici fonksiyonlara ihtiyag
duyulmaktadir. Bulunacak ayirici fonksiyonlardan ilki, gruplar arasindaki en biiyiik
ayirinu saglayan olacaktir. ikinci fonksiyon, ilki ile iliskisi olmayan ve ilk ayirict
fonksiyondan sonra gruplar arasinda en iyi aywrimi saglayan baglanti olacaktir.

Diger fonksiyonlar da benzer bicimde yorumlanacaktir (Tathdil, 2002).

i_inci gruptaki n, gozlemli k tane grup (6rneklem) igin, her bir gézlem

vektorii X;; kullanilarak y; = b'Xij, i=12,...k, j=12,...,n. elde edilir ve
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N > 1e 31
1% /', “dir. Tki grup durumunda

y. =b’X. ortalamalar1 bulunur, burada X; = Z
oldugu gibi, V,,Y,,...., ¥, 'lar1 maksimum diizeyde aywran b vektorii aranr.
Vi) Yo,y Y arasindaki ayrilmayr agiklamak igin, (2.1) aymrma kriteri k-grup

durumuna genellestirilir: b'(X;, — X,) = (X, — X,)'b oldugundan (2.1)

(71 — 72)2 — [b,()_(l — iz)]z — b’()_(l — )_(2)()_(1 — )_(2),b (2-9)
$2 b'Sh b’Sb

y

formunda ifade edilir.
(2.9) esitligini k gruba genisletmek igin, (X, —X,)(X, —X,) ’nin yerine

MANOVA’dan gelen gruplar aras1 kareler toplami matris gosterimi olarak
k
H=nY (%.-Y)¥.-V)
i=1

ve S yerine grup i¢i kareler toplam matris gésterimi olarak

k n

E ZZZ(yij _yi.)(yij _Vi.),

i=1 j=1
kullanilarak, Fisher tarafindan tanimlanan iki varyans oran

_b'Hb
b'Eb

A

(2.10)

elde edilir. Ayrica
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SSH=nY"" (¥, -V.)? =12,k (2.12)

ve

SSE:ZH(Y"— -V.)? i=12,...,k j=12,.,n (2.12)

olmak lizere

. SSH(y)

- SEns (2.13)

olarak da ifade edilebilir, burada SSH(Yy) ve SSE(Y) y icin gruplar arasindaki
ve grup i¢i kareler toplamidir. Buradan elde edilecek A, ozdegerlerine karsilik

gelen Ozvektorler yukarida belirtilen kosullart saglayan ayirici fonksiyonlar
olacaktir.

(2.10) asagidaki formda yazilabilir:

b'Hb = Ab'EDb,
b'(Hb—AEb)=0. (2.14)

Maksimum A°da b ’nin aldigi deger i¢in yapilan arastirmada (2.14)’iin
¢oziimleri olan Ave b degerleri incelenir. (2.14)’te b’ =0" ¢dziimine 1 =0/0

degerini verdiginden izin verilmez. Diger ¢oziimler
Hb—AEb=0 (2.15)

esitliginden bulunur,
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(E'TH-11)b=0 (2.16)

formunda yazilabilir. (2.16)’nin ¢oziimleri A, A,,...,A,, E™H ’nin 6zdegerleridir
ve by,b,,...,b, sirasiyla bu dzdegerlere karsilik gelen dzvektérlerdir. Ozdegerlerin
A >4, >..> A seklinde siralandiklari disiiniilir. Ozdegerlerin sayist (sifir
olmayan) s, H matrisinin rankidir ve s=min (k-1, p) olmak tizere k-1 ya da p’den
daha kiigiik olarak bulunur. Bdylece en biiyiik oOzdeger 4, (2.10)’daki
A=Db'Hb/b'Eb 'nin maksimum degeridir ve maksimumu iireten katsay1 vektorii
b, 6zvektoriine karsilik gelir. Dolayisiyla ortalamalart maksimum diizeyde ayiran
diskriminant fonksiyonu y, =b/X ’dir, yani, Yy, ortalamalar1 maksimum diizeyde
ayiran boyutu ya da yonii temsil eder.

Ay Ay A Ozdegerlerine karsilik gelen E'H "nin s tane b,.b,,...,b,
ozvektorlerinden, X, X,,..., X, arasindaki farkliliklarin boyutlarini ya da yonlerini
gosteren s-tane diskriminant fonksiyonu, y, =b/X,y, =b,X,...,y, =b/X elde
edilir. Bu diskriminant fonksiyonlari iliskisizdir, ancak k-1< p oldugundan E'H
matrisi simetrik olmadig1 i¢in bu diskriminant fonksiyonlar1 ortogonal (1 # | igin
b, =0) degildirler. Dikkat edilmelidir ki 6zdegerlere karsilik gelen Y;, Y., ¥

numaralanmasi, burada k-grup i¢in yapilmamustir.

Her bir diskriminant fonksiyonu Y, ’nin bagil oénemi, kendi 6z degerinin

Ozdegerler toplamina orani alinarak degerlendirilebilir:

! (2.17)
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Bu kritere gore, iki ya da ii¢ diskriminant fonksiyonu grup farkliliklarin
tamimlamak igin genellikle yeterli olur. Kiigiik 6zdegerlerle iliskili diskriminant
fonksiyonlar1 ihmal edilebilir. Her bir diskriminant fonksiyonu igin 6nemlilik testi

de mevcuttur.

E™H matrisi simetrik degildir. Bdyle durumlarda 6zdegerler ya karekdk
yontemi ile ya da gelistirilmis Ozel algoritmalar kullanilarak elde edilebilir
(Tathdil, 2002). Ozdegerlerin ve 6zvektdrlerin hesaplanmasi igin pek ¢ok algoritma

sadece simetrik matrisler i¢in kabul edilir. E 'nin Cholesky faktérizasyonunun
E=UU olmasi durumunda, (U")'HU "simetrik matrisinin 6zdegerlerinin
E™H "mkiler ile aym oldugu gosterilir. Ancak dzvektérler igin bir diizeltmeye
ihtiyag duyulur. (U *)"HU ™’in bir ézvektérii ¢ ise, 0 zaman b=U "¢ , E™H
’in bir 6zvektoridiir.

Yukaridaki tartisjma esit olmayan O&rneklem biiyiiklikleri n,n,,...,n,
agisindan ileri stiriilmiistiir. Bu durum, uygulamalarda yaygindir ve higbir zorlukla
karsilasiimadan ele alinabilir. ideal olarak, en kiigiik N, degiskenlerinin sayis1 p’yi

asmalidir. Bu matematiksel olarak gerekli degildir ancak daha duragan (stabil)

diskriminant fonksiyonlar1 saglayacaktir (Rencher, 2002).

2.3.2. Diskriminant Fonksiyonlan i¢in Bir iliski Olgiisii: Fisher’in Kanonik
Korelasyonu

Coklu regresyon analizinde, y bagimli degiskeni ile X, X,,..., X, bagimsiz
degiskenleri arasindaki iliski ¢oklu korelasyon katsayisi R? ile verilir. Benzer
olarak tek yonlii ANOVA’da bu iliski Fisher’in korelasyon orami 7° ile verilir.

Bunlar sirasiyla
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» _ regresyon kareler toplam
genel kareler toplami

ve

» _ gruplar aras: kareler toplami
genel kareler toplami

olarak tanimlanmaktadir.

Bu iliski dlgiileri kullamilarak, y,,Y,,..., Yo bagimli degiskenleri ve u;,
i1=12,...,k ile iligkili bagimsiz gruplama degiskeni i arasindaki iligkinin olgiileri
de elde edilebilir. Bu olgiiler, “degiskenler gruplara ne kadar iyi ayrilabilir?”

sorusuna cevap vermeye ¢alisir (Rencher, 2002).

(2.11) ve (2.12) esitlikleri kullanilarak, birinci diskriminant fonksiyonu

y, =b/X i¢in grup arasindaki kareler toplamu ile toplam kareler arasindaki orani:

== A _ SSH(y,) (2.18)
¢ 1+ 4  SSE(y,)+SSH(y,) '

oldugundan, Roy’un @ istatistiginin R* benzeri bir iligki Olciisii olarak gorev
yaptig1 belirtilir. 7792 ’nin bagka bir yorumu, birinci diskriminant fonksiyonu ve k-1
(kukla) grup tiye degiskenlerinin en iyi dogrusal kombinasyonu arasindaki

maksimum R?°dir. Maksimum korelasyona (birinci) kanonik korelasyon adi

verilir. Karesel kanonik korelasyon her bir diskriminant fonksiyonu i¢in

r’=——-_, i=12,..,s (2.19)
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esitligi yardimiyla hesaplanir.
Cok degiskenli iligkinin bir 0l¢iisii olarak kullanilan ortalama karesel

kanonik korelasyon;

2.0
A ===, i=12,..,s (2.20)
S

ifadesi de iligskinin bir 6l¢iisii olarak kullanilabilir.

2.4. Diskriminant Analizinde Anlamlilik Testleri

Diskriminant fonksiyonlarinin kurulmasi igin ¢ok degiskenli normallik
varsayimlar1 agik¢a gerekli degildir. Ancak hipotezleri test etmek ig¢in normallik
varsayimina ihtiya¢ duyulur.

Diskriminant analizi MANOVA’nin tersidir ve anlamsal olarak aralarinda
karigiklik mevcuttur. MANOVA’da bagimsiz degiskenler gruplar ve bagimli
degiskenler tahmin edicilerken; diskriminant analizinde bagimsiz degiskenler
tahmin ediciler, bagimli degiskenler ise gruplardir. Vurgulanan degiskenler
farklilik gostermesine ragmen, matematiksel olarak ikisi de aynidir. Bu nedenle
diskriminant analizinde genel istatistiksel anlamliligi degerlendirme kriterleri

MANOVA’dakilerle benzerdir.

Diskriminant analizinde; Wilk’s Lamda (Wilk’s A), Roy en biiyiik
karakteristik kokii (Roy’s @), Hotelling izi (Lawley-Hotelling U®) ve Pillai
kriteri (Pillai VvV ©) arasindaki se¢im MANOVA ile aym etkenlere sahiptir.
Rencher’e gore, diskriminant fonksiyonlar1 kapsaminda Wilk’s A 6zdegerlerin bir
alt kiimesi {izerinde kullanilabildigi i¢in; Roy’s 6, Lawley-Hotelling U © ve Pillai
V ® olan diger it MANOVA testinden daha yararhdir.
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Diskriminant analizi adimlarin1 yonlendirmek ve grup fiyeligini tahmin
etmek amaciyla bagimsiz degiskenlerin giivenilirligini degerlendirmek i¢in uygun

olan bir diger istatistiksel kriter Mahalanobis uzakligidir.

2.4.1. iki Grup Durumu i¢in Testler
(2.3) esitligi araciligryla, diskriminant fonksiyonu Y =b'X ile elde edilen

doniistlirilmiis ortalamalarin ayrisiminin X, ve X, ortalama vektorleri arasindaki

standartlastirilmig  uzakliga (Mahalanobis D? uzakligina) esit oldugu

goriilmektedir. Cok degiskenli normal dagilimli ve ortak varyans-kovaryansh

kitleden gelen 6rneklemler i¢in D? degeri F dagilimina sahiptir.

p(nl + nz)(nl +n, - 2)

a,p,m+n,—p-1

(2.21) esitliginden yararlanarak, elde edilen diskriminant fonksiyonunun
ayirict ozelliginin anlamli olup olmadiginin testinde F tablosunun uygun serbestlik

derecelerindeki tablo degerleri kritik deger olarak kullanilir. Hesaplanan F degeri
F

a,p,m+n,—p-1

tablo degeri ile karsilagtirilir. F > F , olmasi durumunda,

a,p,n+n,—p=
bulunan diskriminant fonksiyonun bireyleri (gozlemleri) gruplara ayirma
ozelliginin iyi oldugu sonucuna ulasilir. Aksi durumda diskriminant analizi

sonuclarina giivenilmeyecegi yorumu yapilir.

Bu standartlastirilmis D® uzakligr iki gruplu Hotelling T? ile de dogru

orantilidir.

T? = [—”1”2 ] D’ (2.22)

n +n,
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oldugu ve T %>nin F-dagilimi yaklagimindan faydalanarak

+n,-p-1
o

oldugu goz oOniine alinirsa, F’nin anlamhiligs p ve n +n,—p—1 serbestlik

dereceli F-dagiliminin kritik degeri kullanilarak test edilir. F > F

a,p,m+n,—p-1
olmasi durumunda, dolayisiyla T2 anlamli ise diskriminant fonksiyonu katsayi
vektorii b, onemli olgiide O ’dan farkhdir. Daha bigimsel olarak, kitle
diskriminant fonksiyonu katsayr vektorii; b= X"'(u, —p,) olarak ifade
edilmektedir, boylece H, :b=0 hipotezi H, : 4, = u, hipotezine esit olur.
Diskriminant fonksiyonu katsayilarinin bir alt kiimesinin anlamliligini test
etmek igin, X ’lerin karsilik gelen altkiimelerinin testi kullanilabilir. Belirli bir

by X formuna sahip olan kitle diskriminant fonksiyonunun hipotezleri de test

edilebilir (Rencher, 1998).

2.4.2. ikiden Fazla Grup Durumu i¢in Testler

Ikiden fazla grup olmasi durumda elde edilen diskriminant fonksiyonlarmimn
anlamhilik kontroliinde Wilk’s A kriteri kullanilir. Bu kriter Wilk’s U olarak ve
genellestirilmis varyans orani olarak da bilinmektedir (Rencher,2002). A Kkriteri ile
diskriminant fonksiyonlarmin diskriminant degerleri arasinda cebirsel bir iligki
vardir. A degerinin kiigiik bulunmasi gruplar arasi farkliligin 6nemli oldugunu
gosteren bir isarettir. Bu deger, ayn1 zamanda MANOVA’ninda temelini teskil
etmektedir (Cangiil, 2006).

Wilk’s A testi olarak bilinen, H, : g, = u, =... = p, hipotezinin olabilirlik

oran testi
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_ ||
|E+H|

ile verilir,. A<A ise sifir hipotezi reddedilir. Burada p: degisken sayisi

P e
(boyut), v, =k —1: hipotez i¢in serbestlik derecesi ve v =N —K: hata i¢in
serbestlik derecesi olarak tamimlanir.

Wwilk’s A, E™*H in Ay Ayyey A 0zdegerleri bakimindan asagidaki sekilde
de ifade edilir:

S 1
A=l

A=b'Hb/W'Eb diskriminant kriterinin, E™H ’in en biiyiik 6zdegeri A,

ile maksimize edildigi ve kalan A,,..., A 0zdegerlerinin diger diskriminant

boyutlarma karsilik geldigi ifade edilmisti. Bu ozdegerler ortalama vektorler
arasindaki anlamli farkliliklar icin Wilk’s A testindekiler ile aynidir.

Dengeli olmayan bir tasarim (her bir grupta farkli Orneklem) igin

N = Zi n; ya da dengeli ( her bir grupta esit 6rneklem) durumda N =kn iken

R P A

(2.24)

A, 1n i olarak dagilmaktadir. A, kii¢iik oldugundan dolayi, bir ya da daha fazla

A biiyiik olsa bile 6zdegerlerin anlamliligi ig¢in ve bu yiizden diskriminant

fonksiyonlar i¢in Wilks” A - testi yapilir.
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s dzdeger, X, X,,..., X, ortalama vektérlerinin ayriminin s boyutunu ifade

eder. Eger varsa bu boyutlarin hangisinin anlamli oldugu ile ilgilenilir.

A i¢in kullamilan kritik degerler tablosundan yararlanilarak saglanan

anlamhlik testine ek olarak, A, ig¢in

UE:N—k:Zini—k ve v, =k-1ile

V, =-lue _%(p_UH +D]In A,

=—[N —1—;(p+k)]ln1jﬁ

SIN-1-2(p+ k)Y I+ 4).,

i=1

kullanilabilir.

(2.25)

yaklagik olarak p(k—1) serbestlik dereceli y”’dir. A, test istatistigi ve onun

(2.25) yaklasimi A}, 4,,...,A,’in tamammin anlamliligini test eder. Test, H,’ m

reddedilmesine neden oluyorsa, A ’larin en az birinin anlamh olarak sifirdan farkl

oldugu sonucu ¢ikarilir ve bundan dolay1 ortalama vektorlerin ayrigiminin en az bir

boyutu vardir. A, en biyiik oldugu i¢in, Y, =b/X

anlamlili§indan emin olunur.

ile birlikte sadece onun

Ay, Az, A 'nin anlamlii@ini test etmek icin, Wilk’s A ’dan A, silinir ve

iligkili ;(2 -yaklagimi asagidaki gibi elde edilir:
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V, =—N-1-2(p+k)]InA,

=[N —l—%(p+k)]iln(1+ﬂ,,) (2.27)

Burada V,, yaklasik (p—1)(k —2)serbestlik dereceli y*dir. Bu test H,
‘m reddedilmesine neden oluyorsa, en azindan Yy, =0, X diskriminant
fonksiyonu ile iliskili A, ’nin anlamli oldugu sonucu ¢ikarilir. Bu teste her bir 4,

i¢cin H, reddedilmeyene kadar bu sekilde devam edilebilir.

m_inci adimdaki test istatistigi
A =TT— (2.28)

"dir, Ay emnkems ile dagilmaktadir,

V, =—N-1-2(p+k)InA,

=[N —1—;(p+k)]i|n(1+/1,) (2.29)

i=m

istatistigi, yaklastk (p—m+1)(k —m) serbestlik dereceli y* dagilimma sahiptir.
Bazi durumlarda, arastirmacinin  pratik olarak Oneme sahip oldugunu

diisinmesinden dolayr daha fazla A istatistiksel olarak anlamli olacaktir.
A / Zj ﬂ,j kiictik ise, iligkili diskriminant fonksiyonu anlamli olsa bile ilgi ¢ekici
olmayabilir.

Her bir A, igin bir F- yaklasimu da kullanilabilir.
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icin, U =N -k ve v, =k -1 ile kullamlarak,

1A,
AYY df,

(2.30)

elde edilir, burada

’(k-1)°>-4
t:\/pgf(k—)l)z—S’ w=N-1-2(p+k),

df, = p(k-1), df, =wt—3[p(k-1)-2]

“dir.

igin,

1- AV df,
F= Ut 4§
A, df;

(2.31)

kullanilir, burada p ve k-1 yerine p-m+1 ve k-m ile:
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[ (p-m+D*(k-m)> -4
“N(p-m+1)?+(k-m)>-5"

w=N-1-(p+k),
df, =(p—m+1)(k—m),
df, :Wt—%[(p—m+1)(k—m)—2]

seklindedir.

2.5. Diskriminant Fonksiyonlarimin Yorumu

Diskriminant fonksiyonlarim1 yorumlama ve her bir degiskenin katkisini
belirleme arasinda yakin bir iligki vardir ve her zaman bir ayrim yapilamamaktadir.
Yorumda katsayilarin isareti dikkate alinir; katkisini belirlemede isaretler
gormezden gelinir ve katsayilar mutlak degerce siralanir. Daha yaygin olarak
fonksiyonlar1 yorumlamadan ziyade degiskenlerin katkisin1 degerlendirme ile
ilgilenilir.

Gruplar1 ayirmak icin diger degiskenlerin varliginda her bir degiskenin

katkisin1 degerlendirmek i¢in yaygin ii¢ yaklasim vardir. Bu ii¢ yaklagim:

1. Standartlastirilmig diskriminant fonksiyonu katsayilarini belirlemek,
2. Her bir degisken i¢in kismi F-testi hesaplamak,
3. Her bir degisken ve diskriminant fonksiyonu arasinda bir iliski

hesaplamaktir.
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2.5.1. Standartlagtirilmis Diskriminant Fonksiyonu Katsayilar:

Diskriminant fonksiyonlarmdaki degiskenlerin ayirmaya etkilerinin ya da
fonksiyona ne kadar katkida bulunduklarinin bilinmesi 6zellikle yorum asamasinda
onemli oldugundan, boyle bir karsilastirmanin yapilabilmesi igin bulunan
katsayilarin standartlagtirilmasi gerekir.

Iki grup durumunda, iki grubun ayrilmasinda X’lerin bagil katkis

y=b'X =bx +b,x, +...+b x_ diskriminant fonksiyonundaki b., r=1,2,...,p

r?
katsayilar1 karsilastirilarak degerlendirilir. Ikiden fazla grubun ayrilmasinda X’lerin
katkisini degerlendirmek i¢in diskriminant fonksiyonlarmin kullanimi ile ilgili yine
benzer yorumlar yapilir. Ancak bu tiir karsilastirmalar sadece X’ler orantili ise, yani

ayn1 Olgek iizerinde Olglilmiis ve karsilastirilabilir varyansh ise bilgilendiricidir.

X’ler orantili degilse, standartlastirilmis degiskenlere uygulanabilen b’

r
katsayilarma ihtiya¢ duyulur.

Iki gruplu durumda, Grup 1 ya da 2°deki i_inci gézlem vektorii X,; ya da

X,,; i¢in, standartlastirilmis degiskenler agisindan diskriminant fonksiyonu

y, = b ARy g e A +..+b; fa U U (2.32)
S 5 S,
1=12,..,n,
Yy zbl* Xoi = X1 +b; Xaiz = X +...+b; Xaip ~ Xap ,
s, S,
i=12,..,n,
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seklinde ifade edilir. Burada X, = (X3, X;,...%,,) Ve X, = (X1, X5p,...%,,) iki grup
i¢in ortalama vektorleridir ve S., S ’in r_inci kosegen elemaninin karekokii olarak

elde edilen r_inci degiskeninin 6rneklem igi standart sapmasidir. A¢ik bir sekilde,

bu standartlastirilmis katsayilar

b =sb,, r=12,..,p (2.33)

r r-r

formunda olmalidir. Vektor formu ise
b = (diag S)Mb (2.34)

seklinde ifade edilir.
Ikiden fazla grup durumu icin, benzer bir bicimdeki diskriminant

fonksiyonlar1 standartlastirilabilir. b m=12,..,s; r=12,....p ile m_inci

mr !

diskriminant fonksiyonundaki r_inci katsayi ifade edilirse, o zaman

by, =s,b,, (2.35)

k
standartlagtirilmig formdur, burada v =N -k = Z n.—k hata i¢in serbestlik
i1

derecesi olmak iizere S,, S =E /v nin kosegeninden elde edilen grup igi

standart sapmadir. Iki grup icin bir diskriminant fonksiyonu oldugundan (2.3)’deki

b’ ’mn sadece tek bir alt simgeye sahip olmasi gibi, burada birgok diskriminant

fonksiyonu oldugundan b ’mn iki alt simgeye sahip olduguna dikkat edilmelidir.
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Alternatif olarak, m_inci 6zvektor sadece bir skaler ile ¢arpilana kadar tek

oldugu i¢in,
by =./e.b,,, r=12,..,p (2.36)

kullamilarak standartlagtirma daha da kolaylastirilabilir. Burada e _, E ’nin r_inci

'
kosegen elemanidir.

Degiskenlerin grup ayrilmasina bagil katkisini 6lgmek i¢in, diger bir ifadeyle
degiskenler arasinda farkli olan Ol¢ekleri dengelemek i¢in standartlagtirilmis
diskriminant fonksiyon katsayilar1 kullanilir. Ornegin, iki gruptan birincisindeki
gozlemler igin (2.32) ile

yli=b1*X1ilS_7ﬂ+b;X1i2_Y12+"'+b;Ma i:1,2,...,nl

1 S Sp

fonksiyonu mevcuttur. (X, —X,)/S, standartlagtirilmig degiskenleri Slgekten

bagimsizdir ve bundan dolayr b’ =sb,, r=12,.,p standartlastiriimis
katsayilari, gruplari maksimum olarak ayirirken diskriminant fonksiyonu Y ’ye
degiskenlerin ortak katkisini tam olarak yansitir. fkiden fazla grup durumu igin,
b=(b,b,,...,b,) her bir diskriminant fonksiyonu katsay1 vektéril, E'H ’nin bir

ozvektoriidiir ve bu sekilde digerlerinin varliginda her bir degiskenin etkisinin yan1
sira degiskenler arasindaki 6rneklem korelasyonlarini da hesaba katar.

Bu standartlagtirma s-tane diskriminant fonksiyonunun her biri igin

uygulanir. Genel olarak, her biri farkli bir yoruma sahip olacaktir; yani, b,

katsayilarmin yapis1 bir fonksiyondan digerine cesitlilik gosterecektir. Gruplara

ayirmak amaciyla katkilarmin sirasmma gore degiskenleri siralamak igin,
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katsayilarm mutlak degerleri kullanilabilir. Daha ileri gitmek ve yorumlamak ya da

bir diskriminant fonksiyonuna “isim” vermek istersek, isaretler dikkate alinabilir.
Bundan dolayi, o6rnegin; Y, =.8X —.9X, +.5X;, Y, =.8X +.9X,+.5%;’den
farkll anlama gelmektedir. Ciinkii y,; X, ve X, arasindaki farka bagli iken Y,;
X, Ve X, 'nin toplamu ile iliskilidir.

Diskriminant fonksiyonu bir regresyon denklemi gibi diger lineer

kombinasyonlar ile ayn1 sinirlamalara tabidir. Ornegin:

1. Ozellikle degiskenler eklenir ya da silinirse bir degisken icin katsay:
degisebilir.
2. Orneklem biiyiikliigii degiskenlerin sayisina gore cok biiyiik olmazsa,

katsayilar 6rneklemden ornekleme duragan olmayabilir.

Birinci smirlama, eldeki belirli degiskenlerin varliginda katsayilarin her bir
degiskenin katkisimi yansittigina dikkat ceker. Gergekte bu durum, katsayilara
uygulanmak istenen seydir. Ikinci smirlamaya gére, katsayilarin tahminleri isleme
alian degiskenlerden bagimsiz degildir. Daha duragan tahminler, 2 degiskenli 50
gozlemden elde edilenden cok 20 degiskenli 50 gbzlemden elde edilir. Diger bir
ifadeyle, N/ P ¢ok kiiciik ise, bir érneklemde yiiksek siralamaya (ranka) sahip

degiskenler diger orneklemde daha az onemli olarak ortaya gikabilir (Rencher,

2002).

2.5.2. Kismi F-Degerleri
Herhangi bir X, degiskeni igin, diger degiskenlere X, ’nin eklenmesiyle
saglanan ayrigimi gormek i¢in, yani X, ’nin onemini gérmek igin kismi F-testi

yapilir. Her bir degisken icin kismi F hesaplandiktan sonra, degiskenler siralanir.

Iki grup durumunda, kismi F degeri
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2 2

T2-T
F=(v-p+)2——= (2.37)
V+T,

olarak verilmektedir, burada sz; tim p degisken i¢in iki 6rneklem Hotelling T?

dir, sz_l; X, hari¢ tim degiskenler igin Tz-istatistigi ve V=n +n,—2"dir.

(2.37)°deki F-istatistigi F,, , , olarak dagilmaktadir.

Ikiden fazla grup durumu igin, diger p-1 degiskene gore diizeltilmis X, igin

kismi A

A
AKXy oo X gy Xy X ) = —2 (2.38)
Ay

olarak verilmektedir, burada A ;; tim p degisken igin Wilks’ A ’dir ve A, ;; X

r

harig tiim degiskenleri icerir. Karsilik gelen kismi F

1-Av.-p+l
A Vy

F (2.39)

olarak verilmektedir, burada Vvi=N-k, v,=k-1 ve A (2.38)da

tanimlanmustir. (2.38)’daki kismi A -istatistigi, A, olarak dagilmaktadir

HoVe—P+L
ve (2.39)’deki kism F, F, ., olarak dagilmaktadir.

(2.38) ve (2.39)’deki kismi F-degerleri tek boyutlu grup ayrisimu ile iligkili
degildir c¢iinkii bunlar standartlagtirilmis diskriminant fonksiyon katsayilaridir.

Ornegin; X,, s diskriminant fonksiyonunun her birinde farkli bir katkiya sahip
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olur, fakat X, igin kismi F- degeri tiim boyutlar gbz oniine alinarak grup

ayrisimina X, 'nin katkisinin genel bir gosterimini olusturur. Ancak kismi F-
degerleri, birinci diskriminant fonksiyonlar1 i¢in 6zellikle birinci fonksiyonun

mevcut ayrismanin ¢ogunu agiklamasindan dolayr A, / Zjﬂ'j ¢ok biiyiikse,

standartlastirilmig  katsayilara gore degiskenleri ¢ogu zaman aymi sirada

siralayacaktir.
Tiim X’ler igin yapilan 77/2\ =1-A genel iliski ol¢giisiine benzer olarak, X,
i¢in iliskinin kismi bir dizini,

R?=1-A,, r=212,...p (2.40)

r

. X_ icin (2.38)°daki kismi A *dir. Bu kismi R?,

olarak tamimlanabilir, burada Ar :

gruplanan degiskenler ve diger ( P—1) tane X’e gore diizeltildikten sonraki X

arasindaki iliskinin bir dl¢iisiidiir.

2.5.3.Degiskenler ile Diskriminant Fonksiyonlar1 Arasindaki fliskiler

Bircok kitabin ve arastirma yazilarimin degerlendirdigine gore degisken
Ooneminin en iyi Ol¢imi Moy, » her bir degisken ve diskriminant fonksiyonu
arasindaki iliskidir (korelasyondur). Iddia edildigine gore bu iliskiler degiskenlerin
diskriminant fonksiyonlarina ortak katkisina gore standartlastirilmis katsayilardan
daha bilgi vericidir. Bu iligkiler cogu zaman yiikk ve yapi katsayilar1 olarak
adlandirilir ve rutin bir sekilde bir¢cok temel programlarda hesaplanmaktadir. Fakat,
Rencher (1988; 1992b; 1998) s6z konusu bu korelasyonlarin ¢ok degiskenli
durumda degil de tek degiskenli durumda her bir degiskenin katkisini gosterdigini
belirtmektedir. Bu korelasyonlar aslinda her bir degisken i¢in t yi ve F i yeniden

iiretirler ve devaminda diger degiskenlerin varligin1 gérmezden gelerek sadece her
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bir degiskenin kendi basina gruplari nasil ayirdigini gosterirler. Bu yiizden bu
korelasyonlar degiskenlerin gruplarin ayrilmasina ortak katkisi hakkinda herhangi
bir bilgi vermez. Eger diskriminant fonksiyonlarinin yorumu igin kullanilirlarsa
yaniltici olurlar.

Cok degiskenli bilgi saglamada korelasyonlarin basarisizligi grafiksel
incelemeler yapilarak da tahmin edilebilirdi. Standartlagtirilmis katsayilara olan
itiraz, bazi degiskenlerin silinip ve digerlerinin eklenmesi durumunda
degistiklerinden dolay1 onlarin “duragan olmamasi” goriisii {izerine dayalidir.
Aslinda bu yolla onlarin davranislar1 ve hatta degiskenlerin birbirleri tizerindeki
ortak etkisinin yansimalari bilinmek istenir. Cok degiskenli analizde, ilgi eldeki
degisken kiimesinin ortak performansi lizerine odaklanir. Diger tiim degiskenlerden
bagimsiz olarak her bir degiskenin katkisini istemek, diger degiskenleri gérmezden

gelen tek degiskenli bir dizin istemektir. Moy iligkileri sabittir ve degiskenlerin
iYj

eklenip silinmesinden etkilenmezler. Bu onlarin dogasi geregi tek degiskenli

olduklarinin agik bir gostergesidir (Rencher, 2002).

2.6. Diskriminant Analizinde Sa¢cilim Grafikleri

Diskriminant analizi ile bireyler tam Ol¢lim uzayindan uygun olan bir alt
uzaya indirgenir. Bu nedenle diskriminant analizi, asil amaci diginda boyut
indirgeme teknigi bigiminde de diistiniilebilir. Diskriminant analizi tarafindan
etkilenmis boyut indirgemenin bir faydasi1 grafik ¢izme potansiyelidir. E'H'm
bliylik 6zdegerlerinin sayisi1 ortalama vektorler tarafindan olusturulan uzayin

boyutunu yansitir. Bir¢ok veri setinde, ilk iki diskriminant fonksiyonu

A+ A, +...+ A, ’nin ¢ogunu agiklar ve ardindan ortalama vektorlerinin sekli etkili

bir sekilde iki boyutlu grafikte gosterilebilir. Eger gerekli boyut ikiden biiyiikse, iki
boyutlu grafikteki gruplar arasi goriinimde bazi bozulmalar meydana gelebilir,

yani iki boyutta cakisan bazi gruplari ii¢lincii boyutta daha iyi ayirabilir.
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Bireysel gozlem vektorleri X;; ’lere gore ilk iki diskriminant fonksiyonunu
¢izmek i¢in 1=1,2,...,K; j=12,..,n olmak iizere Yy = bl'xij Ve Yy = béxij

hesaplanir ve

, b'x.. !
Yi = & = lr ’ :[bl,]xij = BXij (2.41)
Yaij bzxij b;

ifadesinin N = Zi N, degerinin sacilim grafigi ¢izilir.

Doniistiiriilmiis ortalama vektorleri,

y, :@”}:[g}z =B%, i=12,.k (2.42)

y; bireysel degerleri ile ¢izilmis olmalidir. Bazi durumlarda, grafik sadece
Y., Y,ie Y, dOniistiiriilmiis ortalama vektorleri ile gosterilebilir.

E™'H in Ozdegerleri bireysel noktalarinin degil, ortalama vektdrlerinin
boyutunu ortaya c¢ikarmaktadir. Gerekli boyut daha az olmaliyken degiskenler
iliskili oldugu icin, bireysel gdzlemlerin boyutu p’dir. Ornegin s=2 ise, bu sekilde
ortalama vektorleri sadece iki boyutu kaplar, bireysel gozlem vektorleri normal
olarak ikiden daha fazla boyuta uzanirlar ve onlarin grafige dahil edilmesi ortalama
vektorlerin iki boyutlu diizlem iizerinde bir izdiigiimiinii olusturur.

Diskriminant fonksiyonlarinin iliskisiz ancak ortogonal olmadiklarindan

dolay1, b, ve b, arasindaki ag1 90° olamaz (yani, bb, #0). Yine de uygulamada

alisilmis olan yontem, dikddrtgensel bir koordinat sistemi iizerine diskriminant

fonksiyonlarini ¢izmektir. Olusan bozulma genellikle ciddi degildir.
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2.7. Diskriminant Analizinde Degiskenlerin Adimsal Se¢imi

Bir¢ok uygulamada c¢ok sayida bagimli degisken mevcuttur ve arastirmaci
gruplart ayrrmak igin diger degiskenlerin varliginda gereksiz olan degiskenleri
atmak ister. Arastirmacinin digerlerine oranla bazi bagimsiz degiskenlere daha
fazla 6ncelik vermek i¢in bir nedeni yoksa 6n incelemede giris sirasimi belirlemek
icin istatistiksel kriterler kullanilir. Diger bir deyisle daha az bagimsiz degisken
isteniyor ama bunlar arasinda bir tercih sebebi yoksa daha az tahmin edici tiretmek
icin adimsal (stepwise) diskriminant analizi kullanilir. Burada bagimli degiskenler
(y’ler) segilerek vurgulanir ve bundan dolay1 temel model ( tek-y6nli MANOVA)
degismez. Diger yandan, regresyondaki alt kiime segiminde modelin degismesine
bagli olarak bagimsiz degiskenler segilmektedir.

Ileri dogru secim yonteminde; kendisi aracilifiyla gruplari maksimum
sekilde ayiran bir tek degisken ile baslamir. Daha sonra her bir adimda, Wilk’s A
’ya dayanarak kismi F-istatistigini maksimum yapan degisken dahil edilir. Béylece
iizerinde ve Otesinde ayrisim gruplarina gore maksimum ek ayrigimin elde
edilmesi, zaten diger degiskenler tarafindan saglanmis olur.

Geriye dogru eleme yonteminde; tim degiskenlerle baslanir ve daha sonra
her bir adimda kismi F degeri ile gosterilen en az katki saglayan degisken silinir.

Adimsal se¢im ileriye ve geriye dogru yaklasimlarin bir kombinasyonudur.
Her seferinde degiskenlerden biri eklenir ve her bir adimda degiskenler, 6nceden
girilen herhangi bir degiskenin son eklenen degiskenlerin varliginda gereksiz hale
gelip gelmedigini gormek icin yeniden incelenir. Bu islem, giris i¢in mevcut
degiskenler arasindaki en biiyilk kismi F Onceden belirlenmis bir esik degeri
asamadiginda sonlandirilir. Adimsal se¢im yontemi, pratikte uygulanmasindan
dolay1 uzun zamandir popiilerdir.

Uygulanan bu yontemlerin tamami genel olarak adimsal diskriminant analizi
olarak adlandirilmaktadir. Ancak, ashinda adimsal MANOVA yapilmaktadir.

Higbir diskriminant fonksiyonu se¢im sirasinda hesaplanamaz. Segilmis
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degiskenler i¢in diskriminant fonksiyonlar1 alt kiime se¢imi tamamlandiktan sonra
hesaplanabilir. Ayrica, bu secilen degiskenler siniflandirma analizinde

kullanilabilecektir.

2.8. Smiflandirma Analizi: Gézlemlerin Gruplara Atanmasi

Diskriminant fonksiyonlar1 tarafindan karakterize edilen grup ayrigiminda
diskriminant analizinin tanimlayici yoni ele alimir. Gozlemlerin gruplara atanmast
olayr ise diskriminant analizinin Ongorii yoniidir. Bu durumu, diskriminant
analizini tammlayic1 yoniinden agik bir sekilde ayirmak i¢in ‘siniflandirma analizi’
olarak adlandirmak tercih edilmistir. Fakat smiflandirma sik sik diskriminant
analizi olarak da ifade edilmektedir.

Swiflandirmada, grup tyeligi bilinmeyen bir érnekleme birimi (konu veya
nesne), birimle iligkili 6l¢iilmiis degeri X olan p-boyutlu vektérler iizerinde bir
gruba atanir. Birimi siiflandirmak i¢in her bir gruptan goézlem vektorlerinin

onceden elde edilmis bir 6rneginin bulunmasi gereklidir. Daha sonraki adimda X

ile k 6rneklemin X, X,,...X, ortalama vektorleri karsilastirilir ve birimi X ’e en

yakin olan X, ‘nin grubuna atanir. Burada, gruplar terimi alindiklar1 k 6rneklemi ya

da k kitleyi ifade etmektedir.

Bu smiflandirma teknigini agiklamak icin baz1 6rnekler verilebilir:

1. Bir iiniversite kabul komitesi basarili olma olasilig1 ya da basarisiz olma
olasilig1 olarak adaylar1 siniflamak isteyebilir. Eldeki degiskenler ¢esitli
alanlarindaki lise puanlari, standartlastirilmis test skorlari, lisenin
derecesi, ileri seviye derslerin sayisi, vs. olabilecektir.

2. Afrikal, ya da ° katil’ olarak adlandirilan arilar gorsel olarak siradan
yerli bal arilarindan ayrilamazlar. Onlar1 kolaylikla tanimlamak igin
kromatografi peak 6zelligine dayanan on degisken kullanilabilmektedir

(Lavine and Carlson, 1987).
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3. Soygunlar1 ¢oziilebilir ya da ¢oziilemez olarak siniflandirilmak igin
parmak izinin varhigi, gorgii taniklarinin varhigi ve polis varana kadarki
zaman gibi degiskenler kullanilabilmektedir.

4. Bir takim degiskenler bes farkli hava istasyonunda Olciilebilir. Bu
degiskenlere bagli olarak 6zel bir havaalaninda iki saat igindeki
yiikseklik smirmi tahmin etmek istenebilir. Yiikseklik i¢cin degiskenler;
kapali, algak enstriiman, yiiksek enstriiman, algak acik, ylksek agik
seklinde kategorilere ayrilabilmektedir.(Lachenbruch, 1975).

Gozlemleri gruplara atamak iizere her grup i¢in bir siniflandirma fonksiyonu
olusturulur. Yeni gozlemlerin gruplara atanmasi i¢in de bu smiflandirma
fonksiyonlar1 kullanilir. Siniflandirma fonksiyonlari, yeni gozlemler i¢in grup
iiyeligini tahmin etmek ve aymi érneklemde ¢apraz gegerlilik (holdout) yontemi ile

gozlemleri siniflandirmanin yeterliligini kontrol etmek i¢in kullanilirlar.

2.8.1. iki Gruba Simflandirma

Iki kitle olmasi durumunda, bir ornekleme birimi iki kitleden birine
smiflandirilabilir. Mevcut olan bilgi 6rnekleme birimi tizerinde 6lgiilen X gozlem
vektoriindeki p degiskeni icermektedir. 2.8. boliimiinde verilen ilk 6rnekte, X ’de
kaydedilmis lise puanlar1 ve farkli test skorlar1 ile bir aday vardir. Bu adaymn
iiniversitede basarili olup olmayacagi bilinmemektedir, fakat basarili olup

olmadiklar1 bilinen iiniversitedeki onceki 6grencilerin verileri mevcuttur. Bagaril

olanlar i¢in X, ve basarisiz olanlar igin X, ile X Kkarsilastirilarak, bu adayn

sonunda hangi gruba ait olacagi tahmin etmeye calisilir.
Iki kitle oldugu zaman Fisher ’in (1936) lineer smiflandirma yontemi

kullanilabilir. Fisher ’in yontemi i¢in normallik varsayimi gerekli degildir; ancak

temel varsayim bu iki kitlenin aym kovaryans (2] =2,) matrisine sahip
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olmasidir. Her iki kitleden birer 6rneklem elde edilir ve X;, X, ve S hesaplanir.

Smiflandirma i¢in basit bir yontem diskriminant fonksiyonuna dayali olarak

yapilabilir:
y=b'X =(X,—X%,)S*X. (2.43)

Burada X, iki gruptan (kitleden) birine siniflamak istenen yeni 6rnekleme birimi
tizerindeki Olglimlerin vektoridir. X ’nin X, ’ya mu veya X, ’ya mu yakin olup
olmadigini belirlemek i¢in (2.43)’deki Y ’nin Y, doniistiiriilmiis ortalamasina m1
yoksa Y, doniistiiriilmiis ortalamasina m1 daha yakm oldugu kontrol edilmelidir.

[k drneklemden her bir X;; gézlemi igin (2.43) hesaplanir ve Y, Y, Yi,, €lde

n
edilir. Bu degerler kullanilarak Y, = Z y, /n, =b'%X, = (X, —X,)’'S™X, ve benzer

=)
sekilde Y, =b'X, elde edilir. iki grup G ve G; olarak gosterilsin. Fisher’in lineer
simflandirma yontemi eger Y=0'X V,’yva VY,’dan daha yakinsa X'’i G
grubuna atar; y, Y,’ya daha yakinsa X ’i G2 grubuna atar. Bu durum Sekil

2.3.’te 6rneklendirilmistir.

Sekil 2.3 deki yapi igin,
1,
y>§(y1 + yz) (2-44)

ise Yy nin Y, ’ya daha yakin oldugu anlasilir. Bu genelde dogrudur, ciinkii Y, her

zaman Y, ’dan daha biiyiiktiir. Bu durum kolaylikla asagidaki gibi gosterilebilir:
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Vo=V, =b'(X = %,) = (% = %,)' S (%, —X,) >0, (2.45)

ciinkii s pozitif tammlidir. Bu nedenle Y, >V, dir (b, b'=(X,-%X)'S™
_ . 1,

formunda olsaydi, o zaman Y,—Y, pozitif olurdu). > (Y, +V,) orta nokta

1. _
oldugundan, y>§(y1 +Y,) ifadesi y’nin V,’ya daha yakin oldugunu gésterir.

(2.45) ile y,’dan Y, ya olan mesafe X,’dan X, ’ya olan mesafeyle aymdir.

1 M
O

Sekil 2.3. iki gruba simflandirma igin Fisher’in prosediirii (Rencher, 2002)
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1, _
Swmiflandirma kuralin1 X agisindan ifade etmek igin, dnce E(yl +Y,)

_(Y1+yz)z_()_(l_)_(z)lsil(il"'iz) (2-46)
formunda yazilir. Bu durumda siniflandirma kurali su hale gelir:
' 2 T Yol 1 N T Ve-lrg 2
b'X =(X,-X,)’S™X >E(X1_X2) ST(X, +X,) (2.47)
ise, X G grubuna atamr ve
br IV - Vo1 1 V2 T Vel N
X=(X-X,)S"X< E(x1 -X,)'ST (X, +X,) (2.48)

ise, X Gy grubuna atanir.
Bu lineer smiflandirma kurali gruplarin tanimlayici ayrisimi ile baglantil

olarak kullanilan aym1 Y =Dbh'X diskriminant fonksiyonunu kullamr. Bu yiizden

iki-grup durumundaki diskriminant fonksiyonu lineer smiflandirma fonksiyonu
olarak da gorev yapar. Bu lineer fonksiyon araciligiyla yapilan siniflandirma
analizi lineer diskriminant analizi (LDA) olarak adlandirilir. Ancak ikiden fazla
grup durumunda, tammlayict diskriminant fonksiyonlarindan farklt olan
siniflandirma fonksiyonlar1 kullanilir.

Dagilimsal varsayimlar yapilmadigi i¢in Fisher’in (2.47) ve (2.48)'y1
kullanan yaklagimi aslinda parametrik degildir. Fakat iki kitle esit kovaryans
matrisleriyle normal ise, o0 zaman bu yontem asimptotik olarak en uygun olanidir.

Yani, hatali simiflandirma olasilig1 minimize edilmistir.
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7, ve r, onsel olasiliklar iki kitle i¢in biliniyorsa, smiflandirma kurali bu

ek bilgiden yararlanmak i¢in Bayes siniflandirma kuralina donistiiriilebilir.

Cok degiskenli normal dagilim, bireysel olarak her bir tahmin edicinin her
bir ¢ift tahmin edici arasindaki bir miktar korelasyon ile tek boyutlu normal
dagilima uydugunu varsayar. p-boyutlu X rasgele degiskeninin ¢ok degiskenli

normal dagilimina sahip oldufunu géstermek igin, X ~ N (#,2) yazilir. Burada
E(X)=u, X (p-boyutlu bir vektdr)’in ortalamasi ve Cov(X)=2", X ’in pxp

kovaryans matrisidir.

Cok degiskenli normal yogunluk fonksiyonu,

f(x) exp(—%(x W) (X —u)) (2.49)

h
(27)" 2]

olarak tanimlanir.

p tahmin edici durumunda LDA simflandiricisi, K inc1 gruptaki gézlemlerin
cok degiskenli bir normal dagilim Np(,uk,Z ) ’dan ¢ekildigini varsayar. Burada
M, gruba Ozgii ortalama vektorii ve X', tim K grup igin ortak olan kovaryans
matrisidir.

7, , K nci gruptan gelen rasgele segilen bir gézlemin genel ya da Onsel
olasiigimi ve f, (X) =P(X =x]|y=K), k mc1 gruptan gelen bir gozlem i¢in X’in

yogunluk fonksiyonunu gdstersin.

Bu durumda Bayes teoremi

7 £ (X)

P(y=k|X =x) = —dk™)
(y=k[X =x) Z.k:ﬂl =™

(2.50)
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olarak ifade edilir. p,(X)=P(y=k|X =X) kisaltmasi yapilarak, k_mc1 grup

i¢in yogunluk fonksiyonu f, (X) (2.50)’de yerine konulursa Bayes teoremi

1

k 1 1 o
Z._lﬂlwwexp(—z(x—ﬂ.)f (X—m)j

oxp 5 (X~ TH(X )|

p, (X) = (2.51)

olarak elde edilir. Bayes siniflandiricisi, X gozlemini (2.51) degeri en biiyiik olan
gruba atamayi gerektirir. Denk olarak Bayes smiflandiricist X  gozlemini,

(2.51)’in logaritmasini alarak ve terimleri yeniden diizenleyerek elde edilen
50 =mZ X = p X u +Inz, (2.52)

degeri en biiyiik olan gruba atamaktadir.

Onsel olasiliklar 7, ; G1’deki gdzlemlerin oramdir, 7,; G, deki gdzlemlerin
oranidir ve burada 7z, =1— 7, ’dir. Ornegin, belli bir iiniversiteye yeni girenlerin
80%’inin mezun oldugu varsayildiginda, 7, =0.8 ve 7,=0.2 olur. Onsel
olasiliklar1  kullanmak ig¢in, iki kitlenin f(X =x|y=G))=f(x) ve

f(X=x|y=G,)=f,(X) yogunluk fonksiyonlari da bilinmelidir. O zaman

Welch (1939)’e gore hatali siniflandirma olasiligini en aza indiren en uygun

(optimum) siiflandirma kural soyledir:

7 f(X=x|y=G)>r,f(X=x|y=G,), (2.53)

51



2. DISKRIMINANT ANALIZI Selin SEVINDIK

diger bir ifadeyle
m £, (x) > 7, f,(X)

ise X Gj grubuna atamir ve tersi ise X G; grubuna atamir. G; tarafindan temsil
edilen kitleden 6rneklem alindiginda, f,(X) yogunluk i¢in uygun bir gosterimdir
ve alisilmis anlamda kosullu bir dagilimi temsil etmemektedir.

Iki yogunlugun esit kovaryans matrisli cok degiskenli normal oldugu
varsayilarak, yani f(X=x]y=G)=N_ (#,2) ve

f(X=x]y=G,)=N,(u,, %) ise 0 zaman (2.50)’den (p,,u, ve X yerine

tahminleri ile) asagidaki kural elde edilir:

b'’X =(X,—X,)'S™X > %(7(1 -%,)'SH (X, +X,)+In (ﬁ] (2.54)

7

ise X Gigrubuna atanir ve tersi ise X G grubuna atanir. Parametrelerin yerini
tahminleri kullanmildigindan, (2.54)’deki kural (2.53)’deki gibi artik optimal
degildir. Ancak bu kural asimptotik olarak optimaldir, yani 6rneklem biiytikligi
arttikca optimallige yaklasir.

P =1 boyutlu iki normal yogunluk fonksiyonu f,(X) ve f,(X), iki farkl
grubu temsil etsin. iki yogunluk fonksiyonu i¢in ortalama ve varyans parametreleri
w=-125, u,=1.25 ve o7 =o- =1 hesaplanmis olsun. Iki yogunluk cakisir
(ust tste gelir) ve bu yiizden X verilmisken gozlemlerin ait oldugu grup hakkinda
bazi belirsizlikler s6z konusudur. Bir gdzlemin her iki gruptan esit olasilikla geldigi
varsayilirsa, yani 7; =7, =05 alimirsa, Bayes smiflandiricisi  b'’X <0 ise

gozlemi G: grubuna ve diger durumda G, grubuna atar. Bu 6rnek Sekil 2.4.’de
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gosterilmektedir. Bu durumda, X ’in her bir grup i¢inde normal dagilimindan
cekildigi ve iligkili tiim parametreler bilindigi zaman Bayes siniflandiricisi
hesaplanabilir. Ancak bir ger¢cek yasam durumunda, Bayes siniflandiricisi

hesaplanamaz.

'
)
'
? | |
4 2 0 2 4

Sekil 2.4. Iki tek-boyutlu normal yogunluk fonksiyon. Kesikli dikey ¢izgi Bayes
karar smirim temsil etmektedir (James, Witten, Hastie ve Tibshirani,
2015)

7w, =71, ise, (2.51)’deki normallige dayanan Bayes karar kural (2.47) ve
(2.48)’da verilen Fisher’in yontemi ile aymi olur. Bu nedenle normallik varsayimina
dayanmayan Fisher’in kurali, veri 2, =2, ve m, =7, ile ¢ok degiskenli normal

kitleden geldiginde en uygun ozelliklere sahiptir. Bundan dolay1 Fisher’in yontemi
parametrik olmamasina ragmen, normal olarak dagilmis kitleler ya da lineer

egilimli diger kitleler i¢in daha iyi caligmaktadir.
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X2

|
Sekil 2.5. Lineer olmayan ayrigimli iki kitle (Rencher,2002)

Sekil 2.5.’te lineer egilimli olmayan iki kitlenin ayrisimi gosterilmektedir.
Bu ornekteki gibi %95 kontiire sahip iki kitle varsayildiginda, noktalar diiz bir
¢izgi lizerinde herhangi bir yonde yansirsa neredeyse tamami ¢akisacaktir. Boyle
bir durumda lineer bir diskriminant yontemi iki kitleyi basarili bir sekilde

ayiramayacaktir.

2.8.2. ikiden Fazla Gruba Simflandirma

Iki grup durumundaki gibi, X;, X,y X Orneklem ortalama vektorlerini

bulmak i¢in k grubun her birinden bir 6rneklem kullanilir. Grup tyeligi bilinmeyen
X vektorii igin bir yaklasim X ’e en yakin olan ortalama vektorii bulmak i¢in bir
uzaklik fonksiyonu kullanmaktir ve karsilik gelen gruba X atanir. Ikiden fazla
grup olmasi durumunda tanimlayici diskriminant fonksiyonlarindan farkli olan
siniflandirma fonksiyonlar1 kullanilir. Verilerin normal dagildigi ancak, gruplarin
kitle varyans-kovaryans matrislerinin esit ya da farkli olmalar1 durumuna goére

kullanilan siiflandirma fonksiyonlar1 ele alinir.
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2.8.2.1. Lineer Simiflandirma Fonksiyonlar

Birimlerin k tane normal dagilimli ve ortak varyans-kovaryans matrise sahip
kitleden gelmesi durumu igin gelistirilen yontem, Fisher’in iki grubun ayriminda
kullanmilan ydnteminin devami bigimindedir. Anderson (1962) tarafindan gelistirilen

bu yontem K grubun birbiri ile kargilastirilmasi esasina dayanr.
2 =2,=---=2 esitligi varsayilir. Birlestirilmis &rneklem kovaryans
matrisi ile ortak kitle kovaryans matrisi
e, E

S :mg(ni _1)Si = m (255)

tahmin edilir. Burada n, ve S;, swrasiyla 6rneklem biiyiikliigii ve i_inci grubun
kovaryans matrisidir, E tek-yonli MANOVA’dan elde edilen hata matrisi ve

N =Zini “dir. Her bir X, 1=1,2,...,K igin

D’ (X)=(X-%X)'S(X~X) (2.56)

uzaklik fonksiyonu ile X karsilastirilir ve X , D?(X) ’nin en kiigiik oldugu gruba

atanir.
Genigletilen (2.54) ile, LDA igin genisletilmis bir lineer bir siniflandirma
kurali elde edilir:

D*(X)=XS"'X - X'S7'X —X'S'X +X'S™'X (2.57)

=XSTX -2%'S'X +X'S7X..
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(2.57)’in sag kistmdaki X'S™*X terimi, i’nin bir fonksiyonu olmadigi ve bu
nedenle gruptan gruba degismeyecegi icin ihmal edilebilmektedir. Ikinci terim X

’in lineer bir fonksiyonudur ve iiglincii terim X ’i igermemektedir. Bu nedenle

X'S™X silinir ve L,(X) ile gosterilen lineer simflandirma fonksiyonu

L(X)=-2%'S"X +X'S'X

elde edilir. Bu esitlik, normal dagilim ve 6nsel olasiliklara dayanan Bayes kuralini
1
kullanabilmek igin _E ile garpilir, bu durumda lineer smiflandirma kurali su

sekilde olur: X ,
Li(X):T(i'S‘lX—%Z'S‘l)_(i, i=12,..k (2.58)

degeri maksimum olan gruba atanmir. X ’nin bir fonksiyonu olarak (2.58) esitliginin

lineerligini vurgulamak i¢in

L(X)=c/X+c,=C,X,+C, X+ +Cp X, +Cyg

, 1 _1aao
olarak ifade edilebilir. Burada ¢/ = X'S™ ve C :_E Xi'S 1Xi ’dir. Bu yontemi

kullanarak X ’i bir gruba atamak i¢in k grubun her biri i¢in C,, C;, ve L (X),
1=12,...,K hesaplanr ve X, L(X)’si en biiyiik olan gruba atamr. Bu
(2.56)’deki D?(X)’si en kiigiik olan, yani X ’ye en yakin olan X, ortalama

vektoriiniin grubu ile ayn1 olacaktir.
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Ikiden fazla grup durumuna gére (2.53)’deki optimum smiflandirma kurali
genisletildiginde X, 7, f(X =X|y=G;) yi maksimum yapan gruba atanir. Bu
kural ile yanls siniflandirma olasiligi minimize edilir. Esit kovaryans matrisleri ve
grup Uyelerinin 7, 7,,..., 77, Onsel olasiliklar1 ile normallik varsaymmi yapilirsa, o
zaman f (X =x|y=G;) =N (g, 2)olur ve parametrelerin yerine tahminleri
kullamlarak genisletilen kural

L' (X)=Inz, +%'S™X —%x’sli. i=12,..k (2.59)

olarak elde edilir ve X L'(X)’in maksimum degerli grubuna atanir.
m, =7m,=..=m ise, bu durumda normal dagilim i¢in simflandirma oranmni
optimize eden (2.59), X ’in X, ’ya uzakligini minimize eden sezgisel yaklasima
dayali olan (2.58)’a indirgenir.

Literatirde, (2.58)’da tammlanmuis olan L (X) lineer simiflandirma
fonksiyonlar1 lineer diskriminant fonksiyonlar1 (LDF) olarak da tammlanir. Ancak

onlar, katsayilar1 E "H ’1n 6zvektorleri olan lineer diskriminant fonksiyonlarmdan

farkhdir. Aslinda, K -tane siniflandirma fonksiyonu ve S=min(p,k-1) -tane

diskriminant fonksiyonu olacaktir. Burada K grup sayisi ve p degisken sayisidir.
Pek ¢ok durumda grup farkliliklarini etkili bir sekilde tanimlamak i¢in tiim S
diskriminant fonksiyonlarina ihtiyag duyulmaz, buna karsilik tim k siniflandirma
fonksiyonlarnin ~ gozlemleri  gruplara  atamada  kullanilmalar1  gerekir

(Rencher,2002).
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2.8.2.2. Karesel Simflandirma Fonksiyonlari

Ikiden fazla grup durumunda lineer smiflandirma fonksiyonlari, her bir grup
icindeki gozlemlerin gruba ait ortalama vektorii ve tiim k sinif igin ortak olan bir
kovaryans matrisi ile ¢ok degiskenli normal dagilimdan ¢ekildigini varsaymaktadir.
Ancak, uygulamada ¢ogu zaman meydana gelen smiflandirma fonksiyonlari
kovaryans matrislerinin heterojenligine karst duyarhidir. Gozlemler siklikla
kovaryans matrislerindeki kosegen iizerinde daha biiyiikk varyanslara sahip olan
gruplara smiflandirilma egilimindedir. Bu nedenle eger siiphelenmek i¢in bir neden

varsa kitle kovaryans matrisleri esit varsayllmamalidir.
2 =2,=---=2 oesitligi kabul edilmezse, smiflandirma kurallar

smiflandirma oranlarimin optimalligini korumak i¢in kolaylikla degistirilebilir.

(2.56)’nin yerine,
D*(X)=(X -%X)'S (X -X), i=12..k (2.60)

kullanilabilir. Burada S,, i inci grup i¢in 6rneklem kovaryans matrisidir. Onceden
oldugu gibi, X, D?(X)’si en kiiiik olan gruba atanir. S yerine S ile (2.60),
(2.58)’deki gibi X ’nin lineer bir fonksiyonuna indirgenemez ancak karesel bir
fonksiyon olarak kalir. Bu nedenle S,’ye dayanan fonksiyonlar Kkaresel

siiflandirma  fonksiyonlar1 (QDF) olarak adlandirilir. Bu smflandirma
fonksiyonlar1 ile yapilan analiz ise karesel diskriminant analizi (QDA) olarak

adlandirilir.

Esit olmayan kovaryans matrisleri ve 7,,7,,...,7, Onsel olasiliklar1 ile
normallik varsaymmi yapilirsa, o zaman f(X=x|y=G)=N_ (,2]) ve

7, T (X =Xx|y=G;,) ’ye dayanan optimal karesel siniflandirma kurali,
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Q(X)=Inr, —%|n|si|_%(x ~-X)'S M (X -X) (2.61)

olarak elde edilir ve X, Q,(X) degeri maksimum olan gruba atanir.
T =7, =..=7m, iseyada 7 ler bilinmiyorsa, In 7, terimi silinir.
S,’ye dayanan bir karesel siniflandirma kurali kullanmak i¢in, her bir n,,

p’den daha bilyiik olmalidir ki bdylece S;* mevcut olsun. Bu kisitlama S ’ye

dayanan lineer siniflandirma kurallar1 i¢in gegerli degildir. Karesel siniflandirma
fonksiyonlar: ile daha fazla parametre tahmin edildigi i¢in, N, ’nin daha biiylik

degerleri tahminlerin duraganligi i¢in gereklidir.

Neden k grubun ortak bir kovaryans matrisi paylastigini varsayip
saymamamiz onemlidir? Diger bir deyisle, neden LDA yerine QDA, ya da tam
tersi tercih edilir? Bu sorularin cevabi yanli-varyans durumunda yatmaktadir. p
tahmin edici oldugunda, bir kovaryans matrisi tahmin etmek p(p+1)/2
parametre tahmin edilmesini gerektirir. QDA simiflandiricisi her bir gruptaki

toplam Kp(p+1)/2 parametre icin, ayr1 bir kovaryans matrisi tahmin eder.

Ornegin, 50 tahmin edici ile bu say1 1275’in herhangi bir kat1 kadar ¢ok fazla
parametre olacaktir. K grubun ortak bir kovaryans matrisli oldugu varsayiminin

kullanildig1 yerde LDA siniflandirma modeli x’e gore lineer olur, bunun anlami
tahmin etmek icin Kp tane lineer katsayr oldugudur. Sonu¢ olarak LDA

siiflandiricisi, QDA siniflandiricisina gore daha az esnek bir siniflandiricidir ve
bu nedenle daha kii¢lik bir varyansa sahiptir. Bu durum aslinda potansiyel olarak
tahminin performansinin gelismesine neden olabilir. Fakat LDA simiflandiricisinin
k grubun ortak bir kovaryans matrisi paylastigi varsaymmu sikintili ise, bu durumda
LDA yiiksek yanliliktan dolay1 yanlis bir tercih olabilir. Ornegin, nispeten birkag

egitim gozlemi varsa ve bu nedenle azalan varyans onemli ise, LDA QDA’dan
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daha iyi bir tercih olma egilimindedir. Bunun tersine, egitim seti ¢ok biiyiikse bu
nedenle smiflandiricinin varyansi énemli bir endise degilse ya da k grup i¢in ortak
kovaryans matrisi varsayimi agik¢a saglanmmuyor ise QDA tavsiye edilir (James;

Witten; Hastie; Tibshirani, 2015).

2.9. Tahmin Edilen Hatalh Sitmflandirma Oranlan

Bilinmeyen bir gozlem herhangi bir kurala gore smiflandirildiginda, her
zaman o gozlemi hatali siniflandirma olasiligi vardir. Bu durum herhangi bir
istatistiksel yontemin dogasinda olan belirsizligin bir pargasidir. Diskriminant

analizi fonksiyonlarinin grup ayrisimindaki etkisi, dnem testi kullanarak ya da

Al zj A; yi inceleyerek degerlendirilir. Grup tiyeligi tahmin etmede kullanilan

smiflandirma yontemlerinin yeterliligini degerlendirmek i¢in de genel olarak hatali
siiflandirma orani kullanilir. Bu oran literatiirde genel olarak yanlis siniflandirma
olasilig1 olarak da kullanilir. Ayrica onun tamamlayicist olan dogru siiflandirma
oram da kullanilabilmektedir.

Hatali smiflandirma  orammin basit bir tahmini, smiflandirma
fonksiyonlarinin hesaplanmasinda kullanilan ayni veri seti iizerinde siniflandirma
yonteminin denenmesiyle elde edilebilir. Bu yontem genellikle tekrar yerine koyma

metodu olarak bilinir. Her bir gézlem vektorii Xx;;, smiflandirma fonksiyonlarin

temsil eder ve bir gruba atanir. Bu durumda dogru siniflandirmalarin sayist ve
yanlis siniflandirmalarin sayis1 hesaplanir. Tekrar yerine koymadan kaynaklanan
yanlig siniflandirma orani hata orami olarak adlandirilir. Sonuglar siniflandirma
tablosunda veya hata (confusion) matrisinde gosterilir. Siniflandirma tablosu,
diskriminant fonksiyonunun veri setindeki her bir gozlemi nasil siniflandiracagini
aciklar. Smiflandirma tablolarindan dogru bir sekilde siniflandirilan gozlemlerin
yiizdesi ile siniflandirma hatalarinin niteligi ve sayisi bulunur.

Her grupta esit sayida gozlem bulundugunda, smiflandirma siireci tarafindan

dogru bir sekilde siniflandirilan gozlem oram ile sans eseri dogru siiflandirilmasi
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gereken gozlem oramini karsilastirmak kolaydir. Iki adet esit biiyiikliikte grup
varsa, gozlemlerin sadece %50°si dogru bir sekilde siniflandirilir. Bu durumda
gbzlemler gruplara yansiz atanir ve her gruptaki atamalarm yarisi dogru olur. Ug
esit bliylikliikte grup varsa, dogru smiflandirma %33 olur ve oranlar grup sayisina
gore bu sekilde devam eder. Ancak gruplardaki gézlem sayilari esit olmadiginda,
dogru smiflandirilmas1 gereken gbzlem oranlarinin hesaplanmasi biraz daha
karmagiktir.

Iki grup i¢in siniflandirma tablosu asagidaki formda olur:

Tablo 2.1. Iki grup igin siniflandirma tablosu

Gergek Gozlem Tahmin Edilen Grup
Grup Sayisi 1 2

1 nl nll n12
2 n2 n21 n22

Tablo 2.1.’e gore; Grup 1°deki N, goézlemleri arasinda, N, =n,, +n,, iken,
n,, tanesi Grup 1’e dogru bir sekilde siniflandirilmistir ve n,, tanesi Grup 2’ye
yanlis siniflandirilmistir. Benzer sekilde Grup 2°deki n, goézlemin, n, =n, +n,,

iken, N, tanesi Grup 1’e yanlis simiflandirilmistir ve n,, tanesi Grup 2’ye dogru

bir sekilde siniflandirilmistir. Boylece,

n.+n
hata oran1 = 12—2L
n, +n,
— My, + 1y _Np+Ny,
n, + N, +ny, +n,, n

ile tahmin edilir. Benzer olarak,
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o n.,+n
dogru simiflandirma oran1 = L—%
n

seklinde ifade edilir.

Ikiden fazla grup i¢in siniflandirma tablosu asagidaki formda olur:

Tablo 2.2. Ikiden fazla grup i¢in siniflandirma tablosu

Gercek Siniflandirilan Grup

Grup 1 2 --- k Toplam
1 Ny n, o Ny n,

2 Ny, Ny, °tc Ny n,

k Ny N, i Ny N
Toplam n, n, .- n, n

Tablo 2.2.ye gore, satirlar 1’den k’ye kadar, gozlemlerin gergekten ait

oldugu k grubu gosterir. Siitunlar k gruba yapilan tahmini siniflandirmalar1 gosterir.

n,,, 1. gruptaki dogru smiflandirilmis gézlem sayisidir. Ancak N, , yanhslikla 2.
Gruba smiflandirilmis gdzlem sayisint gosterir. Bu durumda n;; = i_inci gruba ait

olup j inci gruba smiflandirilanlarin sayisidir. ideal kosullarda bu hata matrisi,
kosegen bir matris olur; uygulamada kosegen-dis1 elemanlarin ¢ok kiiciik sayilar
olarak alinmas1 beklenir.

Satir toplamlar1 veri setindeki her bir kitleye ya da gruba ait olan
gozlemlerin sayisini, siitun toplamlart ise bu gruplarin her birine smiflandirilmis

olan gozlemlerin sayisini verir. Veri setindeki toplam gozlem sayist N ’dir.

Buradaki nokta gosterimi, satir toplamlarindaki ikinci alt indis iizerindeki toplami
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gostermek i¢in ve siitun toplamlarindaki birinci alt indisi iizerindeki toplami

gostermek igin kullanilir.

y; grubundaki bir birimin y; kitlesine simflandiriimast olasilig:
p(il 1)

ile gosterilsin. Bu hatali siniflandirma olasiliklari, i grubuna hatali siniflandirilan j
grubundan alman goézlem sayisinin, j grubundan alinan 6rneklemdeki toplam

gbzlem sayisina boliinmesiyle

N - n;
pil J)=—
nj_

ile tahmin edilir. Bu tahmin hatali siniflandirma oranlarim verir.

Hatali siniflandirma oram kolayca elde edilebilmekte ve birgok siniflandirma
yazilim programlar1 tarafindan rutin olarak verilmektedir. Bu oran gelecekteki bir
gozlemi yanlis siniflandiracak olan mevcut ornekleme dayali siniflandirma
fonksiyonlarimizin bir olasilik tahminidir. Bu olasiliga gercek hata orani denir. Ne
yazik ki hatali siniflandirma oranmi gercek hata oranini eksik tahmin eder ciinkii
smiflandirma fonksiyonlarinin hesaplanmasinda kullanilan veri seti ayn1 zamanda
onlarin degerlendirilmesinde de kullanilir. Hatali siniflandirma oranindaki bu
yanliligt azaltmaya yonelik gelistirilen bazi tahmin yaklagimlari mevcuttur

(Rencher, 2002.)

2.10. Hata Oranlarimin Gelistirilmis Tahminleri
Biiyiik orneklemler i¢in tahmin edilen hata orani, gergek hata oranmi i¢in
sadece kiiglik bir miktarda yanliliga sahiptir ve hata orami kiiciik bir siiphe ile

kullanilabilir. Ancak kii¢iik 6rneklemler i¢in bu oran yanliliga neden olur. Hata
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oranindaki yanlilig1 azaltmak icin, yani hata oranini daha gergeke¢i bir seviyeye

¢ikarmak i¢in iki yontem ele alinir.

2.10.1. Orneklemi Parcalama

Yanlihig1 6nlemek amaciyla 6rneklem, bir simiflandirma kurali olusturmak
i¢in kullanilan deneme 6rneklemi ve onu degerlendirmek i¢in kullanilan bir kontrol
orneklemi olarak rasgele iki pargaya ayrilir. Deneme 6rneklemi ile lineer ve karesel
smiflandirma fonksiyonlar1 hesaplanir. Bu islem sonunda, deneme 6rnekleminden
elde edilen smiflandirma fonksiyonlar: ile kontrol 6rneklemindeki her bir gdzlem
vektorii temsil edilmis olur. Deneme o&rneklemindeki gozlemlerden hatali
smiflandirilan gézlemlerin orani hesaplanabilir.

Bu  gozlemler  simiflandirma  fonksiyonlarmin ~ hesaplanmasinda
kullanilmadigr i¢in elde edilen hata orani yansizdir. Ancak bu yontem, verinin en
iyi sekilde kullanilmasini saglamaz ve bu nedenle tahmin edilen hatal
siiflandirma olasiliklar1 genellikle kesin degildir.

Rencher’e (2002) gore drneklemi parcalamanin en az iki dezavantaji vardir.
Birincisi; bu yontem elde olmayan biiyiikk orneklemler gerektirir. ikincisi;
uygulamada kullanilan siiflandirma fonksiyonlarmi degerlendirmez. Orneklemin
yarisina dayali olan hata tahmini biitiin 6rnekleme dayali olana gdre dnemli Slciide
farkli olabilir. Hata oram tahmininin varyansini minimize etmek amaciyla verilerin
tamamini ya da tamamina yakinini smiflandirma fonksiyonlar1 olusturmak igin

kullanmak tercih edilir.

2.10.2. Holdout Yontemi: Capraz Dogrulama

Holdout yontemi 6rneklemi parcalama yonteminin gelismis bir halidir. Bu
yontem bir-tanesini-digarda-birakma yontemi ya da c¢apraz dogrulama olarak da
bilinmektedir. Holdout yontemi hata oranlarini tahmin etmek i¢in kullanilir. Bu

yontemde, biri hari¢ biitiin gozlemler kullanilarak smiflandirma kurali hesaplanir
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ve bu kural daha sonra ihmal edilen gézlemi siniflandirmak i¢in kullanilir. Her bir
gbzlem i¢in bu yontem tekrarlamir ve hatali simiflandirilan gézlemlerin oranini

hesaplanir.

Holdout yonteminde N =" n, orneklem biiyiikligiindeki her bir gbzlem

diger N —1 gozleme dayal fonksiyon tarafindan simflandirilir. Bu yontemde N
farkli siniflandirma yontemi olusturulmasi gerektigi igin hesaplama yiikii artar.
Ancak, gelecekteki yeni goézlemler igin gercek simiflandirma kurali biitiin N

gbzleme dayali olmalidir.
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3. LOJISTIK REGRESYON ANALIiZi

Lojistik regresyon analizi, gozlemlerin gruplara atanmasinda sik kullanilan
tic yontemden (digerleri kiimeleme analizi ve diskriminant analizi) birisidir.
Kiimeleme analizinde gdzlemlerin atanacagi grup sayist tam bilinmezken,
diskriminant ve lojistik regresyon analizinde grup sayis1 bilinmekte, mevcut veriler
kullamlarak bir smiflandirma modeli elde edilmekte ve kurulan bu model
yardimiyla veri kiimesine eklenen yeni gozlemlerin gruplara atanmasi miimkiin
olabilmektedir (Tathdil, 2002).

Lojistik regresyonda yanit degisken, dogrusal regresyon analizinde oldugu
gibi, baz1 degisken degerlerine dayanarak tahmin edilmeye caligilir. Bagimli
degisken 0,1 gibi iki (binary) ya da ikiden ¢ok kategori igeren kesikli
(multinominal) degisken oldugunda normallik varsaymmi bozulmakta ve dogrusal
regresyon analizi uygulanamamaktadir. Boyle durumlarda lojistik regresyon analizi
oOnerilir.

Degiskenlerin normal dagildigi ve gruplarin ortak kovaryans matrisine sahip
oldugu varsayimlarina dayanan diskriminant analizi yonteminde bazi degiskenlerin
kesikli olmasi, yontemin yanli tahminler vermesine neden olur. Bu durumda da
lojistik regresyon analizi daha etkili ve giliglii (robust) kestirimler verdiginden
diskriminant analizine alternatif olarak uygulanmaktadir (Basarir, 1990).

Lojistik regresyonda bagimsiz degiskenlerin normal dagilim gostermesi,
bagimli degisken ile dogrusal iliski i¢inde olmasi ya da bagimh degiskenlerin
(gruplarin) esit varyansa sahip olmasi zorunlulugu yoktur (Tabachnick ve Fidell,
2015). Lojistik regresyon kategorik verilerin modellemesinde siklikla kullanilan bir
istatistiksel yontemdir. Bu yontem yanit degiskenin iki gruplu oldugu durumdan
ikiden fazla gruplu oldugu duruma genellestirilebilir. Bu analiz, yanit degiskeninin
iic veya daha fazla grup icerdigi durumlarda; yanit degiskeni ile agiklayict

degiskenler arasindaki iliskiyi belirlemede kullanilan yontemlerden birisidir.
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Lojistik regresyon modelleri bagimli degiskenin yapisina gore iice
ayrilmaktadir. Bu modellerden ikili lojistik regresyon modeli; kategorik bagiml
degiskenin iki durumlu (6rnegin: var-yok) oldugu durumda kullamlir.
multinominal lojistik (MNL) regresyon modeli; kategorik bagimli degiskenin gok
kategorili ve nominal (6rnegin: medeni durum, evli- bekar- bosanmis) oldugu
durumlarda kullanilir. Cok kategorili ve sirali bir yap1 s6z konusu ise (6rnegin:
likert tipi Olgekler, az-orta-¢ok) sirali (ordinal) lojistik regresyon modelleri
kullanilir.

3.1. Iki Gruplu Lojistik Regresyon Modelleri
Lojistik regresyon analizinde, yanit degisken dogrudan

modellenememektedir. Daha dogru bir yaklagimla, lojistik regresyon analizi, Y

yanit degiskeninin degerinin birlestirilmis olasilig1 lizerine kurulmustur.

Varsayalim ki model,
Vi =Xp+e (3.1)

bicimine sahiptir. Burada, g'=[£,, 8, ;... 3,1 ve 1=12,..n"dir ve yanit
degiskeni Y, ’de p acgiklayict degisken ya 0 ya da 1 olmak tizere iki grup degerini
alir. Yanit degiskeni Y, ’nin, asagidaki olasilik dagilimi ile Bernoulli rasgele

degiskeni oldugu varsayilir:

y. Olasilik
P(yi :1) =D
0 P(y,=0)=1-p,
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Burada P(y,) i_inci denegin yamt degiskenin kategorilerinin birisinde yer
almasma iligkin kestirilen olasiliktir. E(g)=0 oldugundan yamt degiskenin
beklenen degeri, E(Y,)= X/ = p,olarak yazilir. Bu esitlik, E(y;)=X/f yamt
fonksiyonu ile verilen beklenen yanitin, sadece yamit degiskeninin 1 degerini aldigi

p,=P(y,=1|/X=x;) kosullu olasilik anlamina gelir. Lojistik regresyonda,

__exp(xip) (3.2)
" L+exp(xp)
diger bir ifadeyle,
1
P (3.3)

" L+ exp[-(XB)]

ikili (binary) lojistik fonksiyonu kullanilir. (3.2)’deki fonksiyon {tizerinde

matematiksel islemler yapilarak

P exp(xp) (3.4)
1-p

elde edilir. i degeri, odds (olabilirlik) oram olarak adlandirilir ve (0, o)

i
araliginda herhangi bir deger alabilir. 0 ve o’ a yakin odds degerleri yanit
degiskeninin 1 degerini almasinin, sirasiyla ¢ok diisiik ve ¢ok yiiksek olasiliklarini
gosterir.

(3.4)’lin her iki tarafinin logaritmasi alinarak,

69



3. LOJISTIK REGRESYON ANALIiZI Selin SEVINDIK

In [Lj —Xp (3.5)

1-p,

elde edilir. Burada |n[1i} P, olasiliginin lojit doniisiimii (log-odds orani)
Y

olarak adlandirilir.
Lojistik regresyonda, yanit degiskenin agiklayici degiskenlere karsi sagilim
grafiginden, yanit degiskeninin kesikli olmasindan dolay:1 iligkiler agik¢a

goriilemez. Bu nedenle yanit degisken yerine P, olasilik degerine kars1 grafik

cizilir. Lojistik fonksiyon ¢izimi adin1 alan bu grafik S seklindedir ve fonksiyon

stirekli olup 0-1 arasinda degerler alir.

Lineer regresyon modelinde f, X ’deki bir-birim artigla iligkili Yy ’deki
ortalama degisimi verir. Bunun tersine, lojistik regresyon modelinde X bir birim
artarken p tarafindan log odds oram degisir. Ancak, (3.2)’deki p, ve X,
arasindaki iligki diiz bir dogru olmadigindan, f X, ’deki bir birim artisla iligkili
olan p,’deki degisime karsilik gelmez. X, ’deki bir birim artig nedeniyle degisen
P, ’nin miktar1 X; ’nin mevcut degerine bagli olacaktir. Fakat X; degerine
bakilmaksizin, B pozitif ise, artan X, artan p, ile iligkili olur ve f negatif ise,
bu durumda artan X, azalan p; ile iligkili olur. Bu durumda p, ve X, arasindaki
iliski dogrusal degildir. Lojistik regresyon fonksiyonunda, X, ’nin mevcut
degerlerine bagh olarak X, ’deki birim degisim basma E(Y,) = p,’deki degisim

Sekil 3.1°de gosterilmektedir.
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a)
'y
E(y,.)

b)
5o

X
0

Sekil 3.1. Iki gruplu lojistik regresyon fonksiyonu a) artan, b)azalan (Vupa,2004)

Iki grup lojistik regresyon modeline iliskin varsayimlar kisaca soyledir:

e Vv, {01}

o P(y,=1X=x)=p,
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* V., Y,,..., Y, degerleri istatistiksel olarak bagimsizdir,

e Aciklayict degiskenler ( X, ) birbirinden bagimsizdur.

Lojistik regresyon modelinin yanmit degiskeninin sinirlarini genigletmek

Pi

amaciyla uygulanan |n(1 J lojit donisiimiiniin bazi1 o6zellikleri de sOyle

siralanir:

e p arttikca lojit(p,) *de artar.
e p., 0-1arasinda iken lojit(p,) tiim gergel degerleri alir.

e p, <0.5 ise lojit(p,) <0 ve p, >0.5 ise lojit(p;) >0 dur.

Bu ozelliklerden tigilinciisii gozlemlerin siniflara atanmasinda kullanildigi

i¢in ¢ok dnemlidir.

3.2. ikiden Fazla Gruplu Lojistik Regresyon Modelleri

Yanit degiskeninin ikiden fazla gruplu kesikli degisken olmasi durumunda
bu degiskenin aciklayicit degiskenler iizerindeki regresyon modeli, coklu grup
(polychotomous) lojistik model adini almaktadir. Uygulama da bagimli degiskenin
yapisina gore iki farkl analiz uygulanir. Bagimli degisken ikiden ¢ok kategorili ve
nominal bir degisken ise “gok gruplu (multinominal) lojistik regresyon analizi”
kullanilir. bagimli degisken siralama oOlgegiyle elde edilmis ise, bu durumda da
“sirali (ordinal) lojistik regresyon analizi” kullanilir. 6rnegin ti¢ farkli akademik
programda Ogrenim goérmekte olan &grencilerden olusan bir bagimli degiskenin
olmasi durumunda, MNL regresyon uygulanir. Ogrencilerin 6grenim gordiikleri
akademik programdaki basarilarmin  “diistik”, “orta” ve “yiiksek” olarak

gruplandigi durumda ise sirali lojistik regresyon uygulanir.
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Swrali Olgekli yanit degisken, en az li¢ kategoride gozlenen degerler
icermelidir. Sirali 6lgekli veriler kodlanirken ya da isimsel olarak kategorileri
belirlendiginde yanitlarin dogal siralama yapisinda olmasi gerekir. Ornegin hastalik
siddeti soz konusu ise, hafif<orta<agir olarak kategoriler belirlenmelidir. Hasta
bireyin hastalik siddeti bu kategori yapisi i¢inde dogru olarak degerlendirilmelidir.

MNL regresyon analizi yonteminde yanit degiskeninin herhangi bir grubu,
referans grup olarak alinir ve diger gruplar bu referans gruba goére analiz edilir. k
gruptan olusan yanit degiskeni igin, yanit degiskeni ile aciklayic1 degiskenler
arasindaki iligskinin incelenmesinde referans grubu ile her bir grubun tek tek
incelendigi k-1 tane denklemin hesaplanmasi gerekmektedir (Kleinbaum ve Klein,
2002).

Baslangigta yanit degiskeninin 0, 1 ve 2 gibi {i¢ seviyeli oldugu durumu ele
almsin. Bu durumda iki tane farkli iki grup lojistik model s6z konusudur. Biri

Y, =1’¢ kars1 Yy, =0 i¢in, digeri ise Yy, =2’ye karst Y, =0 igindir. Boylece
y, =0 grubu referans gruptur. Yy, =2’ye karsi Yy, =1’i karsilastiran lojistik

fonksiyon yukarida tanimli iki karsilastirmaya iliskin lojistik fonksiyonlarin
farklarindan elde edilmektedir.

Her bir gruptaki kosullu olasiliklar

o 1
P(y;=0[x;)= 1+exp(x/p,) +exp(x;p,)
P(y,=1ix )= —— )
T Leexp(X(B,) + exp(x/B,)
P(y :2|X' ): eXp(Xi,ﬂZ)
S a0 + exp(xip)
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olarak elde edilir, burada g} =[,y, 8,1, Biz-- Bp], 1=0,1,2"dir. Bu kosullu

olasiliklar kullanilarak ikili karsilastirmaya iliskin lojistik fonksiyonlar;

P(y| :1|Xi)

" [m =Pt BuXat PoXo . +ﬁ1pXP
P(y| :2|Xi)

In(m = By + B Xi + B %, +"'+ﬂszp

seklinde tanimlanir.

Yanit degisken k kategorili oldugunda gruplari ikiserli karsilastiran (k-1)

tane lojistik modele ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu durumda kosullu olasiliklar Y; ’nin

k grubu igin

P(y;=j 1 %)= 1p(xﬂ)

Zexp(xﬂ )

ya da esdeger olarak

_ep(ap)

ZGXD(X(ﬂ i)

(3.6)

ve lojistik fonksiyonlar
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In(wj: XiB, (3.7)

PY,=0[ x,)

genellestirilmis formlari ile elde edilir, burada B =[B,q, Bj1s Bjzre- Byl

j=12,...k’dr.
Diskriminant analizinde oldugu gibi lojistik regresyon analizinde de k grubu

birbirinden ayirmak i¢in (k-1) tane lojistik fonksiyon gereklidir.

3.3. Lojistik Model Parametrelerinin Tahmini

Lojistik modelde parametrelerin tahmin edilmesi i¢in ¢esitli yontemler
onerilmistir. Bu yontemler; en ¢ok olabilirlik (ECO), yeniden agirliklandirilmig
iteratif EKK ile tekrarli veri durumunda kullanilan minimum lojit ki-kare
yontemleridir (Tathdil, 2002). Bunlardan en yaygin kullanilani ECO tahmin
yontemidir.

Genel olarak ECO yontemi, gézlenen veri kiimesini elde etmenin olasiligini
maksimum yapan bilinmeyen parametrelerin degerlerini tahmin etmeyi amaclar.
Bu yontemi uygulamak i¢in Oncelikle ECO fonksiyonunun olusturulmasi
gerekmektedir. Bu fonksiyon gozlenen verilerin olasiliklarini, bilinmeyen
parametrelerin bir fonksiyonu olarak verir. Bu parametrelerin ECO tahmin
edicileri, fonksiyonu maksimum yapan degerleri bulacak sekilde segilir. Bu
nedenle sonucta elde edilen tahminler, gozlenen verilerle ¢ok yakin degerlere
sahiptir (Kasko, 2007).

Iki gruplu lojistik regresyon modeli olmasi durumunda Yy, Bernoulli rasgele
degiskeni igin, basari olasiligi  P,=P(y,=1|X=X,) basarisizlik olasiigi 1—p;

oldugunda i_inci gézlem igin genel olasilik 1 =1,2,...,N igin,

75



3. LOJISTIK REGRESYON ANALIiZI Selin SEVINDIK

P(y, | x)=p," - p, )17yi (3.8)

seklinde yazilabilir. Gozlemlerin birbirinden bagimsiz olduklar1 varsayildig i¢in, n

gozlem i¢in bu olasilik terimlerinin ¢arpilmasiyla olabilirlik (likelihood) fonksiyon
Iy x)=P(y|x)=]]p"@-p)"" (3.9)
i=1

seklinde elde edilir.

ECO yonteminin kurali geregi, y yanit degiskeninin gézlenme olabilirligini
maksimum kilacak bicimde, p aciklayici degiskene iliskin f parametrelerinin
tahminini bulmak amaglanir. Bu durumda amag, |(Yy|X) olabilirlik fonksiyonunu
maksimum yapacak ﬁ' katsayilar vektoriinii belirlemektir. Lojistik modelin
olabilirlik fonksiyonu, (3.8) esitliginde P, yerine (3.2) ile verilen acik ifadesi

yerine konularak tekrar elde edilir. Elde edilen lojistik olabilirlik fonksiyonu,

logaritmasi alindiginda
L(g) =Inll(y | x, B)] = Zn:[yi In(p;) +(@-y)In(L- p))] (3.10)

seklinde olup, bu fonksiyon log likelihood (LL) fonksiyonu olarak adlandirilir. LL

fonksiyonunun f ya gére birinci tiirevi,
2. (yi—p)=0 (3.12)
i=1
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Z(yi - p,)x =0 (3.12)

olabilirlik denklemlerini vermektedir. Burada (3.11) ve (3.12) denklemleri sirasiyla

B,ave 2=12,...,p igin BB, ye gore tiirevi alimip sifira esitlenerek elde edilen

olabilirlik denklemleridir. Bu denklemlerin ¢6zimii ile ﬁ tahmin degerleri elde
edilir.

Standart ¢oklu regresyon analizinde f ’ya gore tiirev alarak elde edilen
olabilirlik esitlikleri bilinmeyen parametreleri igeren dogrusal ifadelerdir, bu

nedenle kolayca ¢oziimlenebilir. Lojistik regresyon analizinde P, nin (3.2) ile

tanimlandig1 gibi iistel olmas1 nedeniyle denklem f ’ya gore dogrusal degildir. Bu

nedenle ECO yontemi ile tek adimda kesin ¢6ziime gidilemez, iteratif ¢oziimleme

gerekmektedir ( Aldrich ve Nelson, 1986: Basarir 1990°dan).
Iteratif ¢oziimlemede f ’lara herhangi bir baslangi¢ degerleri verilerek elde

edilen ilk tahminlerinden, her adimda ¢ kadar kii¢iik miktarda eksiltme ya da
arttirma yapilip tiirevler almir ve ECO tahminleri bulunur. iteratif islemler
yakinsama saglanincaya dek devam eder. Yakinsama ancak O diizeltme
terimlerinin iterasyon degerlerini degistirmedigi noktada saglanir ve siire¢ durur.

Bu yontemin en 6nemli dezavantaji iterasyon sayisinin ¢ok olabilmesidir.
Iterasyon sayisim azaltmanin en onemli yolu ise baslangic degerinin dogru
secimidir. Bu degerin belirlenmesinde diskriminant katsayilar1 ve grafiksel
gosteriminden yararlamlarak gozle tahmin en yaygin kullanilan iki yoldur (Tathdil,
2002).

Hosmer ve Lemeshow (1989) olabilirlik denklemlerinin ¢6ziimlerinin,
iteratif bir yontem olan genellestirilmis agirhikli EKK yontemi ile de elde

edilebilecegini belirtmislerdir.

77



3. LOJISTIK REGRESYON ANALIiZI Selin SEVINDIK

Ikiden fazla gruplu lojistik regresyon modellerinde kullanilan tahmin
yontemleri, iki grup durumunda uygulanan yontemlerin genel halidir.
Coklu grup lojistik regresyon igin (3.6) ile elde edilen kosullu olasiliklarin

genel formu,
PQY; =1 [ %)=P; (%) (3.13)

ile verilebilir.

Olabilirlik fonksiyonu olusturmak i¢in grup iiyeligini belirlemede ii¢ tane iki
deger alan degiskenden yararlamlir. y=j, J=0,1,2 ic¢in 3 gruba vy, olarak
kodlama yapilir. Bu degiskenler, y=0 i¢in y,=1, y, =0 ve y,=0; y=1 i¢in
Y, =0, y,=1vey,=0; y=2 i¢in y,=0, y,=0 ve y,=1 olmak iizere
gosterge (dummy) degiskenler biciminde kodlanmaktadir. Y ’nin tiim degerleri i¢in

Z y; = 1°dir. n bagimsiz gézlemli 6rneklem i¢in kosullu olabilirlik fonksiyonu,
i

1y 1% 8) =T TP )P Pa ()" 314)

seklindedir.

Diskriminant analizinde oldugu gibi lojistik regresyon analizinde de k grubu
birbirinden ayirmak i¢in (k-1) tane lojistik fonksiyon gerektiginden, toplam (k-
I)(p+1) tane katsayr tahmin degeri elde edilir. Tiim simflarin referans grupla

karsilastirlmasinda S=1,2,...,K =1 icin karsilik gelen kosullu olasilik
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b, = P(y, =s| x,)= ~XPB)

> exp(x8,)

(3.15)

ile elde edilir. n gozlem icin bu olasilik terimlerinin ¢arpilmasiyla olabilirlik

fonksiyonu

Iy X. ) =] TPOi=s] )

n k
=] 1| exp(xip.) 1 2 exp(xiB;) (3.16)

seklinde elde edilir. Yanit degiskeninin Kk seviyeli oldugu g¢oklu grup lojistik

modelde acgiklayict  degiskenlerin  olusturdugu  katsayillar matrisi X,
n(k-1)x(k-1)(p+1) boyutludur ve X =(X;,X,,...,X,) dir. Py, (3.15)
esitliginden P, olasilik degerinin i_inci goézlem i¢in tamimlanmis tahmini,
r'=(r,r,,..,r) gozlenen ve beklenen degerlerin farkindan elde edilen rezidii

(artik) vektorii ve $=1,2,...,k =1 olmak iizere,

=Yg~ psi

seklinde tanimlanir. ECO tahmini, (3.16) esitliginin logaritmasi alinarak elde edilen

log olabilirlik (LL) fonksiyonunun f *ya gére tiirevi almarak

SInl(y| X, B _ .
o8

(3.17)
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seklinde bulunan vektoriin sifira esitlenerek ¢éziimiinden elde edilir.

3.4. Lojistik Regresyon Parametrelerinin Anlamhilik Testleri
Tahmin y&ntemlerinden herhangi birinin  kullanimi  ile bulunan f

katsayilarmin tahmininden sonra elde edilen modeldeki parametrelere ait anlamlilik
testleri yapilir. Bagimli degisken hakkinda, modelde yer alan bagimsiz degiskeni
iceren modelin, o degiskeni icermeyen modelden daha c¢ok bilgi igerip igermedigi
s0z konusu bagimsiz degiskene ait katsaymin anlamlilik testi yapildiginda
belirlenmis olur. Buna gore bagimli degiskene ait gdzlenen degerler, her iki
modelden elde edilen tahmin degerleriyle karsilastirilir. Eger herhangi bir bagimsiz
degisken igeren modelin, tahmin degerleri adi gegen degiskeni icermeyen
modelden daha iyi ise o degiskenin anlamli oldugu sonucuna varilir. Ayrica,
tahmin edilen degerlerin, gdzlenen degerleri ne kadar dogru yansittigi da dikkate

alinmasi gereken bir husustur (Hosmer ve Lemeshow, 2000).

3.4.1. Olabilirlik oram testi (Likelihood-ratio test)
Lojistik regresyonda goézlenen ve beklenen degerlerin karsilastirilmas: log
olabilirlik (likelihood) fonksiyonu ile yapilir. Olabilirligin logaritmasi anlamina

gelen log likelihood (LL) degeri, modelden elde edilen degiskenleri igceren
olabilirlik fonksiyonu yardimiyla hesaplanir. LL degerinin -2 kat1 ;(2 dagilimina
uyar ve lojistik regresyonda —2LL istatistik degeri, 6l¢eklendirilmis sapma
istatistigi ya da y” sapmasi olarak adlandirilir. D =—2LL olarak ifade edilir.

Olabilirlik oran testi, hipotez testi amaciyla D =-2LL sapma degerini
kullanir. Dogrusal regresyondaki hata kareler toplamina karsilik gelen bu D
istatistigi (Deviance istatistigi) uyum 1iyiligine karar vermede onemli bir rol

oynamaktadir. Bu esitlige gore degiskenli ve degiskensiz modele gore ayri ayr1 D
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istatistigi bulunduktan sonra, G istatistigi ile bagimsiz degiskenin anlamli olup

olmadig1 konusunda bilgi edinilmektedir (Hosmer and Lemeshow 2000).
G = D(Degiskensiz Model) — D(Degiskenli Model) (3.18)

Olabilirlik fonksiyonunun yazilmasi ile,

a3y g] 1_.|[ﬂﬂ 319
le{y n[yi +aoyin =) (3.19)

bi¢imine doniisen sapma O6lgiitii, p modeldeki parametre sayisini géstermek lizere,
(n—p) serbestlik dereceli ;(2 tablo degeri ile karsilastirilir.

G’yi hesaplamak i¢in farki alinacak D degerlerinin her ikisi i¢in de doymus

modelin olabilirlikleri ortak oldugundan G istatistigi

(3.20)

G=-2In { Degiskensiz Modelin Olablhrhgl}

Degiskenli Modelin Olabilirligi

seklini almaktadir. Sapma degeri minimum olan model en iyi model olarak

diisiiniiliir.
3.4.2. Wald Testi

Lojistik regresyon katsayilarinin anlamli olup olmadigini test etmede

kullanilabilecek ikinci test Wald testidir. Wald testine ait test istatistiginin dagilimi

81



3. LOJISTIK REGRESYON ANALIiZI Selin SEVINDIK

standart normal dagilima yaklasir. Her degisken i¢in standart hatalar kullanilarak Z

testi yapilir. Lojistik regresyon katsayilarinin, standart hatasina orant;

A

B
=11 3.21
SE(4) e

Wald istatistigi olarak adlandirilir. Bu istatistik standart normal dagilimin kritik

degerleri ile karsilastirilarak anlamlilig1 belirlenir. Ayn1 zamanda Wald istatistigi

=7%= [Lj (3.22)
SE(8)

seklinde de elde edilebilmektedir. Bu durumda ise Wald test istatistigi 1 serbestlik
dereceli y* dagilim gosterir ve 1 serbestlik dereceli x° dagilimn kritik

degerleri ile karsilastirilarak anlamlilig belirlenir.

Menard (1995), biiylik katsayilarda standart hatanin biiyiimesi Wald
istatistigi ( ;(2) degerinin kiiclildiigli konusunda uyarmistir. Agresti (1986), kiigiik
ornek genisligi icin olabilirlik oran testinin Wald istatistiginden daha uygun

oldugunu bildirmistir. Wald testi, 6rnek hacminin biiylik olmas1 durumunda anlam

kazanmaktadir.

3.4.3. Skor Testi
Bagimli degisken ile bagimsiz degisken arasinda iliski olup olmadigi

konusunda fikir veren bu istatistigin temeli olabilirlik fonksiyonuna

dayanmamaktadir. Bu istatistik, asimptotik olarak p serbestlik dereceli z?

dagilimi gostermektedir (Sharma, 1996).

Tek parametreli iki gruplu basit lojistik regresyon modeli,
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P, = exp(B, + BiX) (3.23)
1+exp(B, + BX;)

olmak tizere, skor testi (ST) igin test istatistigi,

z X (Yi —Y)
ST = == (3.24)

Jya—mi(xi ~%)?

ile elde edilir. Burada Yy =n,/n ve )7(1—37)2(xi —X)? varyans tahminidir.

i=1
Skor istatistigi yukaridaki esitlik ile lojistik regresyondaki herhangi bir
degiskene ait katsaymnin anlamlilik testi i¢in gegerli bir yontemdir (Hosmer and
Lemeshow, 2000). Katsayilarm anlamlilik kontrolii yapildiktan sonra katsayilarin

yorumlanmasi odds oranlar1 kullanilarak yapilmaktadir (Christensen, 1990).

3.5. Lojistik Regresyon Katsayilarimin Yorumlanmasi
Lojistik yanit fonksiyonunda tahmin edilen f regresyon katsayisinin

yorumlanmasi dogrusal bir regresyon modelindeki kadar kolay degildir. Lojistik

model karmagik ve lineer olmayan bir forma sahip oldugu i¢in X degiskenindeki

bir birimlik artisin etkisini 6lgmek zordur. Lineer lojit modeldeki f ’nimn isareti

yaklasim bu parametrelerin tahminin kolaylastirmasina ragmen, yorumlanmalari

daha fazla dikkat gerektirir.
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Aciklayict degiskenlerdeki birim basina degisim, logit ya da odds’larin dogal
logaritmasinda artan ya da azalan etkiye sahiptir. Ancak, bu etkiler bilinmeyen f

parametrelerinin biiylikligi ile dogrudan 6lglilememektedir.

B, katsayist yorumlanirken; X ’deki her birimlik artis i¢in B odds

orami tahmini ile elde edilen lojistik yanit fonksiyonundan yararlamlir.

odds = % =exp(B, + B x) =e (e/)* (3.25)

(3.25), f. katsayisi i¢in kolay bir yorumlama saglar. Bu durumda X
degiskenindeki her birimlik artis, olayin ger¢eklesme olasiliginin (odds’un)

logaritmasin1 £, kat arttirir. Diger bir ifadeyle, x degiskenindeki her birimlik artig

olasiligin logaritmasim1 f Kkat arttirtyor ise olasilig e’ kat arttirr seklinde

yorumlama yapilir.

Bagimsiz degiskenlerin 6lcek tiplerine gore katsayilarin yorumlanmasi
degismektedir. Lojistik regresyon modelindeki tahmin edilen katsayinin alternatif
olarak uygun yorumu, iki lojit arasindaki farka dayandirilir.

Belli bir 6zellige sahip olma durumuna gore X degiskeninin 1 ve O olarak
ikili deger aldig1 dlgek tipi igin, P, = P;(X) *nin ve 1— p; *nin iki farkli degeri olur.
X =1 degerli gozlemler arasindaki odds degeri P(1)/[1— p(1)], benzer olarak
X =0 degerli gozlemler arasindaki odds degeri pP(0)/[1— p(0)] olarak

tanimlanir. Odds oran1 (OR),

_odds(x=1) _ p()/[1- p()]
~odds(x=0)  p(0)/[1- p(0)]
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eﬂo+ﬂl 1
1+ erBO +A 1+ eﬂO eﬁ0+ﬂ1 A
— — =@

eﬂo 1 eﬂo
1+e” J\1+efo*h

olarak elde edilir.

Ikili bagimsiz degiskenli lojistik regresyon icin lojit fark araciligiyla,

In[OR(1,0)] = In[odds(x =1)]—In[odds(x = 0)]

=In(e*) =4,

elde edilir.

OR’nin dagilimi yeterince biiyiik veriler i¢in normaldir. Bu durumda OR’ya
gbre yorum yapilabilir: OR>1 ise dzellige sahip olmak, 6zellige sahip olmamaya
gore yanit degisken iizerindeki olasiligr arttirir. OR<1 ise 6zellige sahip olmamak,
ozellige sahip olmaya gore olasiligr arttirir. Her zaman biiyiik 6rneklem ihtiyact

saglanmayabilir. Bdyle durumlarda dahi odds oranimin logaritmik doniisiimii

IN(OR) *1n dagilim1 normaldir.
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4. PROBIT REGRESYON ANALIZi

Kategorik verilerin analizlerinde kullanilan dogrusal olmayan modelleme
yontemleri lizerine yapilan ¢aligmalardan biri de probit regresyon analizidir. Probit
modelin literatiire ilk geg¢isi Berkson (1944) tarafindan 6nerilen lojistik modelden
10 y1l 6nce 1934 te; Ingilizcesi probability unit’in (olasilik birimi) kisaltmasi olan
probit terimini ortaya atan Bliss tarafindan gerg¢eklesmistir.

Bliss’in yaptig1 ¢aligma probit modelin ilk olarak uygulandigi ¢aligmadir.
Bliss bu ¢alismada; doz-yanit (dosage-response) iligkisini arastirmigtir. Biyolojiksel
mikroorganizma kitlesine ait bu arastirmada; kademeli olarak arttirilan doz
diizeylerine maruz kalan organizmalarm verdikleri iki smifli 6liim ya da sag kalim
yanitlarinin doz diizeyleri ile olan iligkisini incelemek igin probit model
kullanilmustir.

Ilerleyen yillarda, iki gruplu yanit degiskenlerin analizlerinin ardindan,
nominal ya da swrali yapidaki ikiden fazla gruplu yamit degisken analizlerini
incelemek icin sirasiyla ¢ok guruplu ve sirali probit regresyon modelleri ilizerinde

caligilmustir.

4.1. iki Gruplu Probit Model

Probit modelin altinda yatan varsayim, yanit fonksiyonunun
Yi =XiB+¢
formunda olmasidir. Burada X; gozlemlenebilen fakat Y, gozlemlenemeyen

degiskendir. Probit modelde, temel yanit degiskenin iki diizeyli hale getirilmemis
iken normal dagildigi sayilir. Yanit degisken
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_JLy>c
W= 0,y,<c

seklinde iki diizeyli hale getirilir. Yy, yanit degiskeninin sonucu atanirken, esik

deger olarak kullanilan ¢ degeri genellikle 0 olarak alinmakta olup, sifir yerine

baska say1 degeri de kullanilabilir.
X degiskeni, u ortalamali o’ varyansli normal dagilima sahip ise X

degiskenine ait olasilik yogunluk ve kiimiilatif dagilim fonksiyonlar1 su sekilde

olmaktadir:
f(x)= L ewrnrt ooy coo (4.1)
\27o ’ '
Fu):T_JL_e“wW%Z (4.2)
* 2o '

Normal standart z degiskeni icin, ®(z) kiimiilatif normal dagilim
fonksiyonu ®(z) = P(Z <) olarak tammlanirsa, hata terimlerinin bagimsiz ve

standart normal dagilima sahip oldugu varsayimi ile probit model

p, =P(y, =1| X) =P(X/f +¢& >0| X)

~P(s, > x| X)
~1-F(-x)
=1—®(Zﬁ£)2=|
5
= D(Xp) (4.3)
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seklinde tanimlanir. Ayrica

P(y, =0] X) = P(X/8+& <0| X)
= P(g <—X/B| X)
~F(-Xp)
= O(-xp) (4.9)

olarak ifade edilebilir. Burada @ standart normal olasilik dagilmdir. X!/ probit
skoru ya da indeksi olarak adlandirilir ve normal dagilima sahiptir.
Bir olaym gergeklesme olasiligini ifade eden p,, 0 ve 1 aralig1 iginde yer

alir. Bu olasilik standart normal egrinin —oo ile X/f arasindaki bolgenin alanina

esit olup X/ indeksinin biiyiik degerleri olaym gergeklesme olasiliginin yiiksek

oldugunu ifade etmektedir.

Kiimiilatif dagilim fonksiyonu monoton bir fonksiyondur ve fonksiyon
monoton oldugu siirece tersi vardir. Probit model i¢in bu fonksiyon monoton
artandir ve probit regresyon denklemini elde etmek icin (4.3) esitliginin tersi

almabilir:

q)_l( ) =Xxp (4.5)

burada @ kiimiilatif normal dagilim fonksiyonunun tersidir ve (4.3) esitligindeki
kiimiilatif normal dagilim fonksiyonunun tersi alinarak probit fonksiyonunun
dogrusallagtirilmas: saglanir. (4.5) modeli de genellestirilmis lineer modeller

formunda probit regresyon modeli olarak ifade edilir (Ozaric1, 1996).
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Probit katsayis1 f, tahmindeki bir birimlik artisin probit indeksinde
yapacagl ff standart sapmalik yiikselmeyi ifade eder. Diger bir ifadeyle, probit

katsayis1 bagimsiz degiskenin bagimli degiskene ait standart z degerinde yapacagi
etkiyi olger. Bu katsayilarin sayisal biiyiikliiklerinin bir énemi ve 6zel bir yorumu

yoktur, sadece iliskinin yonii ve derecesini belirler (Ar1 ve Onder, 2012).

. p=0(xf)

0.5

-3 o +3 xp

Y

Sekil 4.1. Probit Model

4.2. Probit Model Parametrelerinin Tahmini

Iki diizeyli bagimli degisken modellerinden probit regresyon modelindeki
parametreleri tahmin etmede lojistik model i¢in uygulanan benzer yontemler
kullanilir. Genellikle agirlikli EKK, ECO, minimum Kki-kare ve iteratif olarak
yeniden agirliklandirilmis EKK teknikleri kullanilmaktadir (Finney, 1971). Lojit
modelde oldugu gibi bireysel gozlemler kullanildiginda probit modelde de en
uygun tahmin yéntemi ECO y&ntemi olmaktadir (Igyiiz, 2010).
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Regresyon modellerinin tahmininde siradan EKK dan sonra en ¢ok
kullanilan ve siradan EKK tekniginden daha giiglii teorik 6zelliklere sahip nokta
tahmin yontemi ECO yontemidir.

Kiimiilatif normal doniistirme yaklasimi dogrusal olmadigindan probit
modelin tahmini i¢in agirhkli EKK yontemi uygun degildir. Bu nedenle, ECO

yontemi ile probit modelin parametrelerinin daha tutarli tahminleri elde edilebilir.

y, Bernoulli rasgele degiskeni i¢in, bir olaym meydana gelme olasilig
p,=P(y,=1]X=x,), i=12,...,n ve meydana gelmeme olasiligt 1— p, oldugunda

i_inci gézlem i¢in genel olasilik,
P(y, | x)=p," - p, ) (4.6)

seklinde yazilabilir. G6zlemlerin birbirinden bagimsiz olduklari varsayildigi igin, n
gozlem i¢in bu olasilik terimlerinin c¢arpilmasiyla olabilirlik (likelihood)

fonksiyonu

(1% = P(y1) =] p* &= )

veya
I(y|x) = p,...p, A= Py 0)-- (L= P,)

seklindedir, burada n,: Yy, =1 olan gézlem sayisi, N,: Y, =0 olan gozlem sayisi

olmak tizere n, +N, =N ’dir.

ECO yonteminde, probit olabilirlik degerini miimkiin oldugunca maksimize

edecek model parametre degerleri bulunmaya calisilmaktadir. Bu nedenle elde
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edilen probit olabilirlik fonksiyonu, p, yerine (4.3) ile verilen acik ifadesi

konularak logaritmasi alindiginda
L(B) =Inll(y|x, B)]= Zn:[yi IN(@(x;)) + (1~ ) In(L-D(x/p))] (4.7)

seklinde olup, bu fonksiyon log olabilirlik (log likelihood, LL) fonksiyonu olarak

adlandirilir. LL fonksiyonunun f *ya gore birinci tiirevi alinip sifira esitlenir.

oLB) _ | Vb |
op _Zﬂ:{@i ' yi)(l—CDi)}Xi y -

Burada ¢ : standart normal dagilim igin olasilik yogunluk fonksiyonu, @, :

kiimiilatif dagilim fonksiyonudur.

Probit i¢in olabilirlik denklemleri

[ i —@(xXB) | ¢(x'B)
T o(xp) [1—@(:5/?)]

x; =0,]=12,.., p parametre sayis1  (4.9)

olarak elde edilir.
Elde edilen p-tane denklemin ¢6ziilmesiyle model parametrelerinin tahmin

degerleri elde edilir. Ancak olabilirlik fonksiyonundaki f3; parametreleri dogrusal

degildir. Lojistik modelde agiklandigi gibi probit modelde de ECO yontemi ile
dogrusal olmayan parametreler tahmin edilebileceginden ECO yontemi ile tek

adimda kesin ¢6ziime gidilemez, iteratif ¢coziimleme gerekmektedir.
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Iteratif ¢oziim yardimiyla, bir baslangic tahmininden baslanarak, log
olabilirlik degerini degistiren parametrelerdeki degisimin biytikligi ve yoni
belirlenir. Daha fazla degisim ile olabilirlik fonksiyonunda yeterli bir iyilesme
olmadig1 zaman, iterasyon durur ve algoritmanin doniistiigii sdylenir. Bir dizi farkli
donistim  kriterleri kullanilabilir. Log-olabilirlikteki (ylizde) degisim ya da
parametrelerdeki (yiizde) degisim gibi farkli algoritmalar, bir iterasyondan
digerine, katsayilardaki degisimi l¢en farkli teknikler kullanir (Aldrich ve Nelson,
1984).

ECO tahmin edicilerini elde etmek igin iteratif yontemlerden genellikle
Newton-Raphson ve skorlama yontemi kullanilmaktadir (Igyiiz,2010). Newton-
Raphson ile benzeri algoritmalar1 kullanan ve probit analizinin ¢éziimlenmesinde
yararlanilan istatistik programlarindan bir tanesi olan SPSS programi, probit
regresyon modellerin parametre tahminlerini hesaplarken Newton-Raphson
algoritmasindan yararlamir. Benzer istatistik programlari; Quasi-Newton, Simplex,
Simplex ve Quasi-Newton, Hooke-Jeeves Pattern Mover, Rosenbrock Pattern
Search, Rosenbrock ve Quasi-Newton gibi farkli yontemler kullanarak da islem
yapabilir (Ozaric1, 1996).

4.3. ikiden Fazla Gruplu (Multinominal) Probit Model

Iki diizeyli bagimli degiskenlerin analizlerinin ardindan, nominal yapidaki
bagimli degisken analizlerini incelemek igin ikiden fazla diizeyli (multinominal)
yapidaki modellemeler {izerinde calisilmistir. Yanit diizeylerinin ¢ok gruplu
dagilim gostermesi durumunda, kategoriler arasindaki bagimlilik yapismi goz
Oniine alan ve kategoriler arasinda farklilik gosteren degiskenleri de modele katma
olanagi saglayan Multinominal Probit (MNP) modeli bu kosullarda diger tiim
modellerden daha kapsamli olmaktadir.

MNP model ilk olarak 1927°de Thurstone tarafindan 6nerilmistir. Ardindan

uzun bir siire matematiksel olarak hesaplama yontemleri karisik olan bu modelin
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hesaplama yontemleri lizerinde ¢aligilmigtir. Clinkii MNP modelde kullanilan bag
fonksiyonu cok kath integral hesaplamalarim gerektirmektedir. Bu sikintidan
dolayr bir dénem bu yo6ntem, uygulamalarda yaygin olarak kullanilamamustir.
Aragtirmacilar bu donem boyunca, yontemi kolay uygulanabilecek hale getirmek
icin ¢aligmiglardir. MNP modelinin ilk olarak formiillestirilmesi ise literatiirde
Hausman ve Wise tarafindan 1978’de olmustur. Ilerleyen yillarda MNP modelin
gelistirilmesi devam etmis ve bilgisayar uygulamalarinda ortaya ¢ikan hesaplama
zorlugu asilmistir. Boylelikle MNP model bilgisayar uygulamalarina daha kolay
aktarilabilmis ve gelistirilebilmistir. Bu kolaylikla birlikte modelin yaygin bigimde
kullanmimini saglamustir.

MNP modelin temelinde MNL modelde oldugu gibi; bireyin o kategori
icerisinde yer almasi olasiliginin modellenmesi yatar. MNP modelde bag
fonksiyonu olarak; kiimiilatif standart normal dagilim fonksiyonunun tersini
kullanir. Dolayisiyla incelenen fonksiyon yapist kiimiilatif standart normal dagilir.
Gerekli varsayim ise hatalarm normal dagildigi varsayimidir. Hatalarin varyans
kovaryans matrisinin hesaplanabildigi model, sec¢imler arasmndaki iliskiyi
inceleyebilme olanagi saglamaktadir.

MNL modeller hatalarin her birinin bagimsiz dagilabilecegini varsayar. Bu
bagimsizlik varsayimi olabilirlik fonksiyonunu daha kolay hesaplama avantajina
sahip olmasina ragmen, ¢ogu durumda ger¢cek olmayan tahminlere neden olur.
MNP modeller yogun bir hesaplama gerektirir, ancak bagimsizlik varsayimi
gerektirmez ve pek ¢ok arastirmaci bu sebeple MNP modelin daha iyi bir model
oldugunu varsayar (Kropko, 2008).

MNP modelin hatalarn  bagimsizlik varsayimim gerektirmemesi; bu
varsayimin hem gercellendigi hem de gercellenmedigi kosulda kullanilabilmesini
saglar. Bagimsizlik durumu varyans-kovaryans matrisinin birim matrisi (X =1)
oldugu durumda ortaya ¢ikar ve Hausman test istatistigi ile test edilebilir. Varyans-

kovaryans matrisinin birim matrise esit olmamasi durumunda (X #1), yani
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bagimsizlik varsayiminin ger¢eklesmedigi durumda MNP model, MNL modellere
gore parametre kestirimlerinde listiin olmaktadir (Altinigik,2007).

Yanit degisken k kategorili oldugunda varsayilan model
Yij = Xp i TE;

seklindedir, burada g, ~N(@,2), Xi =L Xips Xizyees X1,

B =180, Byns Bizr- Byl 1=1,2,...,n ve j=12,....,k’dir. Bu durumda i_inci

bireyin j inci kategoriye se¢ilme olasiligi

Py =POi=i %)
=Py > Vi Vi > Vi Y > Vi Yy > Vi)
= Pl(g; —&0) > X((Bi=B)): s (8 = &) > X (B0 = By),
(& = &i10) > X By =B (& &) > X((B = P))] - (4.10)

olarak elde edilir. Bu olasiliga bakarak sadece Y; ’ler arasindaki farkliliklar

belirlenir bu nedenle lojit model durumundaki gibi bir referans kategorisi atanir.
Bunun bir sonucu olarak da kovaryans matrisi kxk dan (k —1) x (k —1) boyutuna
indirgenir (Hujer, 2004). MNL modelde oldugu gibi MNP modelde de kategori

sayisinin bir eksigi (K —1) kadar model tahmin edilir.
I=1....(J=1),(j+1),... K olmak iizere & =¢; —&, ve Uy = X/(f, - B))

tammlanirsa, bu durumda P(y,=j | X;) olasiligi
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J. I _[ "'J¢(8i1l""gi(j—l)'8i(j+l)""’gik)dgil"'dgi(j—l)dgi(j+1)"'dgik
Ui Uiy Uigs) Ui

(4.11)

ile verilir. MNP modeller ile burada pratik olarak ¢oziim elde etmek zordur. Boyle
yilksek boyutlu integraller kapali formda degildirler, yani integraller
sinirlandirilmamistir. Bu nedenle K > 3 igin bu integraller Monte-Carlo simiilasyon

teknikleri kullanilarak hesaplanabilmektedir.

4.4. Probit Regresyon ile Lojistik Regresyon Analizinin Karsilastirmasi

Probit regresyon analizi lojistik regresyon ile oldukea iligkilidir ve probit
model, lojistik regresyon modeline alternatif olarak kullanilan bir modeldir. Her iki
regresyon modeli de yanit degiskeninin iki ya da daha fazla gruptaki gézlemlerin
olasihig1 iizerine yogunlasir. iki analiz de belirli bir dizi degiskenden yamit
degiskenin 1’¢ esit olmasinin olasilik tahminlerini {iretir.

Lojistik regresyon ile probit regresyon analizi arasindaki farklilik, yanit
degiskeni olusturan olasiliklara uygulanan doniisiimden kaynaklanir. Lojistik
regresyon olasihigm lojit doniisimiinii kullanirken; probit regresyon her bir
gozlenen olasiligin, gozlenen olasiligin bulundugu normal dagilimin altindaki
degerlerle degistirildigi probit doniisiimii kullanir (Tabachnick ve Fidell, 2015).
Dolayisiyla lojistik modelde lojistik dagilim fonksiyonu kullanilirken, probit
modelde kiimiilatif standart normal dagilim fonksiyonu kullanilmaktadir. Ayrica
probit ve lojit modelin aralarindaki diger bir fark, lojistik birikimli dagilim
fonksiyonunun u¢ bolgelerinin probit modele gore daha genis olmasidir; Sekil
4.2’deki  birikimli  dagilim  fonksiyonlar1 incelendiginde bu  durum

goriilebilmektedir.
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o0
Sekil 4.2. Probit ve lojit modelin kiimiilatif dagilimlar1 (Gujarati, 2003)

Lojistik dagilim ve kiimiilatif normal dagilimin birbirlerine benzeyen
dagilimlar olmasindan dolay1r 6rneklem ¢ok biiyiilk olmadikga, iki modele ait
esitliklerden elde edilen sonuglar ¢ok farkli olmayacaktir (Sakal, 2014).

Olasiligin 0.5 oldugu durumlarda her iki doniisiimde sifir degerini iiretirler.
Ciinkii probit icin normal dagilimda gozlemlerin yaris1 z=0 degerinin altinda

kalacaktir. Lojit doniisiim i¢in ise durum

In( 0.5 Jz 0
1-05

seklindedir. Ancak, u¢ noktalarda degerler farklilasmaktadir. Ornegin; 0.95

olasiiginda probit(z) degeri @ '(0.95) =1.65 iken lojit(0.95)=2.94’tiir. Fakat
lojit ve probit dagilimlarinin sekilleri, olasiliklar ¢ok asir1 yliksek olmadikca

oldukga benzerdir, ayn1 zamanda iki analizin sonuglar1 da olduk¢a benzerdir.

97



4. PROBIT REGRESYON ANALIZI Selin SEVINDIK

Probit modeldeki yanit degisken i¢in normal dagilim varsayimi, probit
regresyon analizini lojistik regresyon analize gore daha sinirlandirict yapmaktadir.
Bu nedenle, ¢ok diisiik veya ¢ok yliksek degerlere sahip bir¢ok gézlem degerinin
bulundugu veri setlerinde normal dagilimla ilgili sikinti olacagindan, lojistik
regresyon probit regresyon analizine gore daha iyi bir secenek olarak diistiniiliir
(Tabachnick ve Fidell, 2015).
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5. UYGULAMA VE BULGULAR

Bu ¢alismada ilk olarak omurga hastaliklarinin teshis ve siniflandirilmasini
saglamak amaciyla, 3 siifli ve her bir smifta farkli biiyiikliikkte 6rneklem bulunan
vertebral kolon (omurga) veri seti kullanilacaktir. Bu veri tizerine Diskriminant
Analizi, Lojistik Regresyon Analizi ve Probit Regresyon Analizi uygulanarak
optimum smflandirma modeli gelistirilip bu yontemlerin = simflandirma
dogruluklar1 karsilastirilacaktir. Bu uygulamada kullanilan vertebral kolon veri seti
UCI Machine Learning Repository (Frank ve Asuncion, 2010) internet sitesinden
elde edilmistir.

Ikinci uygulama olarak bir simiilasyon ¢aligmasi ile 3 simfli ve her bir sinifta
esit biiyiikliikte 6rneklem bulunan granite veri seti iiretilmistir. Uretilen bu
simiilasyon verisi tizerine arastirilan bu 3 analiz i¢in benzer adimlar uygulanarak,
analiz yontemlerinin siniflandirma dogruluklar: karsilastirilacaktir.

Calismadaki hesaplamalar SPSS 21 ve STATA 13 programlarindan elde
edilmistir. Uretilen simiilasyon verisi iss MATLAB progranu araciligiyla elde

edilmistir.

5.1. Gergek Veri Seti Uzerine Uygulama
5.1.1. Veri Setine Iliskin Bilgiler

Vertebral kolon (omurga) insan viicudunun ayrilmaz bir pargasidir.
Genellikle otuz ii¢ omurgadan olusan, yirmi dort adet eklemli, dokuzu kaynagmis
omurgadan olusan bir yapidir. Gévdenin dorsal (arka) kisminda bulunur ve omurlar
arasi (intervertebral) disklerin sayisi ile ayrilmistir. Bu otuz ii¢ vertebra (omurga),
servikal (boyuna ait) egride yedi omur, torasik (gogse ait) egride on iki omur,
lomber (bele ait) egride bes omur ve sakrum (kuyruk sokumu) egrisinde dokuz
omur iceren bes farkli gruba ayrilmistir (Bailey ve Love, 2008).
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Bu ¢aligmadaki vertebral kolon veri setinde iki farkli omurga bozuklugu olan

disk hernisi (bel fitig1) ve spondilolistezi (bel kaymas1) yer almaktadir.

e Disk Hernisi (Bel fitig1); omurganin en hareketli boliimlerine etki eden
fleksiyon (esneme) kuvvetinin etkisi ile olusan omurlar arasi disk
cikintisidir.

e Spondilolistezi (Bel kaymasi); omurga kemiklerinin birbirleri tizerinde 6ne

ya da arkaya dogru kaymis olmasidir.

Bu ¢alismada kullanilan veri seti, Dr. Henrique da Mota tarafindan Fransa,
Lyon’da bulunan Massues Mesleki Egitim ve Arastirma Merkezi'ndeki omurga
ameliyatlarinda tibbi bir bdlgede toplanmistir. Bu veri tabani omurganin sagital
panoramik radyografilerinden elde edilen 310 hastayla ilgili verileri icermektedir.
Verideki 100 hasta, omurgalarinda herhangi bir patoloji olmayan goniillii (normal)
hastalardir. Geri kalan veriler, disk hernisi (60 hasta) veya spondilolistezi (150
hasta) nedeni ile ameliyat edilen hastalardan elde edilmistir. Bu nedenle, veri
taban1 210 anormal hastadan olusmaktadir.

Veri tabanindaki her hasta, legen kemigine (pelvis) ve bel kemigine
(lomber) ait omurganin sekli ve hizalamasindan kaynaklanan 6 biyomekanik

ozellik ile agsagidaki gibi karakterize edilmistir.

e Pelvis/legen kemigi insidansi (pelvic incidence, PI),
e Pelvis egimi (pelvic tilt, PT),

e Lordoz/bel kemigi agis1 (lumbar lordosis, LuL),

e Sakral/kuyruk sokumu egim (sacral slope, SS),

e Pelvis yarigapi (pelvic radius, PR)

e Spondilolistezi /kayma derecesi (degree spondylolisthesis, DS)
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Calismada kullanilan 6rneklem EK-1’de verilmistir.

5.1.2. Diskriminant Analizi Uygulamasi

Diskriminant analizi uygulanmasindan Once analize ait tiim varsayimlar
(normallik, aykir1 deger ve ¢oklu iliski) test edilmistir.

Diskriminant ~ Analizinin varsayimlarindan biri olan degiskenlerin
normalliginin smanmasit i¢in; tanimsal istatistikler hesaplanmis, normallik
grafikleri ve histogramlar elde edilmistir ve degiskenlere tek tek Kolmogorov-
Smirnov testi uygulanmustir.

1.tip hata katsayis1 %5 olmak lizere, Kolmogorov-Smirnov testi sonuglari ve
tammsal istatistikler Tablo 5.1°de verilmistir. Normallik testi sonucu tim
degiskenlerin anlamlilik diizeyi 0,05 ten kiigiik ¢ikmustir. Biiyiikk 6rneklemlerde
veri normal dagilsa bile bu degerler anlamli ¢ikmamaktadir. Bu nedenle ¢ok
degiskenli analiz i¢in siirekli degiskenlerin normallige sahip olup olmadigini test
etmenin bir bagka yolu olan ¢arpiklik ve basiklik degerlerine gore degerlendirme
yapilmistir. Carpiklik degerleri -1,5 ve 1,5 arasinda ve basiklik degerleri -2 ve 2
arasinda olan verinin normal dagildigi varsaymm yapilir ( George ve Mallery,

2010).

Tablo 5.1.Vertebral Kolon Verisinin Tanmimsal Istatistikleri

Degisken | K.S. K.S. Ortalama | Standart | Carpiklik | Basiklik
Ist.” AnJ?mll Sapma | Katsayisi | Katsayisi

Pl 0,071 ICl)t(001 60,496 17,236 | 0,520 0,224

PT 0,083 | 0,000 17,543 10,008 | 0,677 0,676
LuL 0,069 | 0,001 51,931 18,554 | 0,599 0,162
SS 0,058 | 0,014 42,954 13,423 | 0,793 3,008
PR 0,059 | 0,011 117,92 13,318 | -0,177 0,935
DS 0,173 | 0,000 26,297 37,559 | 4,318 38,068

*Kolmogorov-Smirnov Test Istatistigi
**Kolmogorov-Smirnov Anlamlilik Degeri
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Analiz sonuglarina gore sakral/kuyruk sokumu egimi (sacral slope) ve
spondilolistezi / kayma derecesi degiskenlerinde 2’ten biiyiik ¢arpiklik ve basiklik
degerlerine rastlanmustir.

Ayrica degiskenlerin dogrusalliklart Normal Q-Q grafikleri ile incelenmis ve
116. verinin pelvis insidansi, sakral egim ve spondilolistezi derecesi

degiskenlerinde ortak aykirt gézleme sahip oldugu saptanmigtir.

Normal Q-Q Plot of pelvic_incidence

4

Expected Normal

T T T T T
25 50 75 100 125
Observed Value

Sekil 5.1.’in baglangict
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Normal Q-Q Plot of pelvic_tilt
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Sekil 5.1.”in devami
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Normal Q-Q Plot of sacral_slope

5,0

2,5

Expected Normal

0,01

2.5

T T T T T T T
o 20 40 60 80 100 120

Observed Value

Normal Q-Q Plot of pelvic_radius
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Sekil 5.1.”in devami
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Normal Q-Q Plot of degree_spondylolisthesis

107
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Sekil 5.1. Vertebral Kolon Verisinde Normallik Varsayimi Testi I¢in Elde Edilen
Normal Q-Q Grafikleri

Bu aykir1 gozlem degerlerine sahip bel kaymas1 (Spondilolistezi) olan 116.
hastanin verisi hem pelvis insidansi, sakral egim ve spondilolistezi derecesi
degisken oOl¢iimleri silinerek hem de tiim degisken Ol¢liimlerinden yani 116.
hastanin verisi tamamen silinerek tekrar normallik testleri yapilmuistir.

Yapilan iki analiz sonu¢larinda da normallik test sonuglar1 ve sonrasinda
diskriminant analizi varsayimlar1 igin yapilan korelasyon, Box’s M ve
siniflandirma sonuglar1 gibi neredeyse tiim analiz sonuglarinin ayni oldugu tespit
edilmigtir. Bu sonuglara dayanarak bundan sonraki diskriminant analizi
uygulamalar1 116. hastanin verisi tamamen silinerek elde edilen sonuclari
igcermektedir.

Aykirt gozlem degerlerine sahip, bel kaymasi (spondilolistezi) olan 116.
hastanin verisi silinerek tekrar tanimsal istatistikler hesaplanmis ve normallik
grafikleri incelenmistir. Bulgular incelendiginde, degiskenlerin normallestigi
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goriilmektedir. Aykir1 gézlemin silinmesi sonrasi tamimsal istatistikler Tablo 5.2’

de verilmistir.

Tablo 5.2. Diizeltilmis Vertebral Kolon Verisinin Tanimsal Istatistikleri

Degisken Ortalama Medyan | Standart | Carpiklik Basiklik
Sapma | Katsayisi Katsayisi

PI 60,272 58,600 16,804 0,374 -0,358
PT 17,572 16,420 10,011 0,672 0,674
LuL 51,942 49,780 18,583 0,597 0,151
SS 41,280 42,370 12,676 0,229 -0,261
PR 117,953 118,340 | 13,326 -0,183 0,938
DS 25,643 11,460 30,234 1,296 1,593

Tablodan goriildiigii gibi 2’ten biiylik ¢arpiklik ve basiklik degerlerine
saptanmamustir. Ayrica normallik grafikleri de incelenmis ve aykiri gézlem
sorununun ortadan kalktig1 belirlenmistir.

Coklu dogrusal baglanti sorunu olup olmadiginin test edilmesi igin,
degiskenler aras1 korelasyon katsayilarindan olusan korelasyon matrisi
hesaplanmustir. Korelasyon katsayilar1 Tablo 5.3. te verilmistir.

Degiskenler arasi korelasyon katsayilarinin -0.34 ile 0.80 arasinda degistigi
ve pelvis insidans1 biyomekanik 6zelliginin diger degiskenlerle 0,70 den biiyiik
yiiksek iliski gosterdigi (Tablo 5.3) belirlenmistir. Buradan hareketle, veri setinde
coklu iligki (multicollinearity) bulundugu ve pelvis insidansi (PI) degiskeninin

modelden ¢ikarilarak analize devam edilmesine karar verilmistir.
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Tablo 5.3. Degiskenler Aras1 Korelasyon Katsayilari

pelvic pelvic | lumbor | sacral | pelvic | degree
incidence| tilt lordosis | slope radius [spondylo
listhesis

pelvic 1.000

incidence

pelvic 0.659 1.000

tilt

lumbor 0.739 0.432 | 1.000

lordosis

sacral 0.805 -0.085 | 0.639 1.000

slope

pelvic -0.244 0.0305 | -0.081 -0.347 | 1.000

radius

degree 0.6421 | 0.534 | 0.672 0.429 | -0.000 | 1.000

spondylolisthesis

Diskriminant analizinin uygulanmasi asamasinda c¢oklu regresyona benzer
yontem olan stepwise metodu kullanilmistir. Burada tahmin edici degiskenler
modele gruplar arasindaki diskriminant (ayristirma) giiglerine gore art arda girerler.
F degeri her bir tahmin edici i¢in hesaplanir ve tahmin edici degiskenler, kriter
degisken gibi degerlendirilerek tek degiskenli varyans analizi uygulanir. En biiylik
F degerine sahip tahmin edici degisken diskriminant fonksiyonuna dahil edilir.
Ikinci tahmin edici, énceden belirlenmis kismi F degerini asiyorsa modele dahil
edilir. Segilen her bir tahmin edici, dnceden eklenen tahmin edici degiskenlerin
varliginda gereksiz hale gelip gelmedigini gérmek i¢in yeniden incelenir.

Dahil etme islemi her asamada tiim istatistikler hesaplanarak tiim tahmin
ediciler i¢cin devam eder. Bu islem, giris i¢in mevcut degiskenler arasindaki en
biiylik kismi F onceden belirlenmis esik degeri asmadiginda sonlandirilir. Béylece
modele dahil edilen ve dahil edilmeyen iki tahmin edici grubu olusur. Stepwise

metodu belirlenen kritere gére uygulanir. Bu kriterler asagidaki gibidir.

a) Wilk’s Lamda Kriteri
b) Mahalanobis D? Kriteri
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¢) EnKigiik F Kriteri

Cahgmamizdaki diskriminant analizi uygulamasinda tim bu kriterlerin
sonuclart elde edilmis ve ilk olarak Wilk’s Lamda ve Mahalanobis D? kriterleri
karsilagtirilmistir. Wilk’s Lamda kriterinin siniflandirma sonucunun daha yiiksek
¢ikmasima ragmen, tahmin edici degiskenlerin se¢iminde analizde degerli goriilen
pelvis egimi (pelvic tilt) ve lordoz/bel kemigi agis1 (lumbar-lordosis) degiskenlerini
diskriminant model tahminine dahil etmedigi goriilmiistiir. ik asamada degiskenler
icin gergeklestirilen ¢oklu iligki varsayimu testi de goz oniine alinarak, Mahalanobis
D? kriterinin Wilk’s Lamda kriterine gére daha gercek¢i sonuglar verdigi
Ongorilmiistiir.

Ek olarak En Kiigiik F kriteri sonuglarinin, Mahalanobis D? kriteri ile
karsilastirildiginda uygulamaya dahil edilecek tahmin edici degisken secimi ve
simiflandirma sonuglar1 agisindan bir farklilik gostermedikleri belirlenmistir. Bu
nedenle uygulanan analiz stepwise metodu Mahalanobis D? kriterine gore yapilmis
ve analiz sonuglar1 yorumlanmustir.

Diskriminant analizinde ilk olarak kovaryans matrislerinin esitligi
varsayimimn test edilmesi gerekir. Bu varsayimin sinanmasi i¢in Box’s M testi
uygulanmigtir. Test sonuglar1 Tablo 5.4’ te verilmistir.

Testin sifir ve alternatif hipotezi asagidaki sekildedir:

Ho: Bagimli degisken tarafindan olusturulan gruplar arasinda kovaryans
matrisleri farklilik gostermemektedir.

Hi: Bagimhi degisken tarafindan olusturulan gruplar arasinda kovaryans
matrisleri farklilik gostermektedir.

Tablodan goriildiigii gibi 0,05 anlamlilik diizeyinde sifir hipotezi

reddedilmektedir. Yani, grup kovaryans matrisleri esit degildir.
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Tablo 5.4. Box’s M Testi Sonuglari

Box’s M Degeri 400,310

F (Yaklasik) Degeri 12,978
Serbestlik Derecesi 1 30
Serbestlik Derecesi 2 126436,215
Anlamlilik 0,000

Daha once de ifade edildigi gibi diskriminant analizi yonteminin temel
varsayimlari, degiskenlerin normal dagilmasi ve gruplarin ortak kovaryans matrisli
olmalaridir. Bu varsayimlari saglayan diskriminant fonksiyonu lineer diskriminant
fonksiyonu (LDF) ve bu smiflandirma fonksiyonu ile yapilan analiz lineer
diskriminant analizi (LDA) olarak adlandirilir. Bu varsayimlardan esit grup
kovaryans matrisleri varsayiminin saglanmamasi durumunda yani, gruplar arasi
kovaryans matrislerinin farkli olmalar1 durumunda kullamilan fonksiyon karesel
diskriminant fonksiyonu (QDF) ve bu siiflandirma fonksiyonu ile yapilan analiz
ise karesel diskriminant analizi (QDA) olarak adlandirilir.

Bu galismada yontemlerin simiflandirma sonuglarindaki farkliligini ortaya
koyabilmek amaciyla, ilk asamada esit kovaryans varsayiminin saglanmadigi ihlal
edilerek LDA simiflandirma sonuclar1 elde edilmistir. Daha sonra bu varsayimin
saglanmamasi1 durumunda Onerilen QDA siniflandirma sonuglarmna yer verilmistir.

Diskriminant analizinde tahmin edilen diskriminant modeli i¢in, uyum iyiligi
istatistikleri, model katsayilari, siniflandirma fonksiyonlar1 ve smiflandirma
tablosuna yer verilmistir.

Diskriminant fonksiyonunun oneminin degerlendirilmesi i¢in; kanonik
korelasyon, Ozdeger ve Wilk’s Lamda istatistikleri incelenmistir. Ozdeger ve

kanonik korelasyon katsayis1 Tablo 5.5’ te verilmistir.
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Tablo 5.5. Ozdeger ve Kanonik Korelasyon

Function |Eigenvalue (% of Variance |Cumulative % [Canonical
Correlation

1 2,5302 91,4 91,4 ,847

2 ,2392 8,6 100,0 ,439

a. First 2 canonical discriminant functions were used in the analysis.

Kanonik korelasyon diskriminant skorlar1 ve gruplar arasindaki iliskiyi 6lger
ve aciklanan toplam varyansi gosterir. Bu degerin yorumlanabilmesi igin karesinin
alinmasi gereklidir.

Birinci kanonik korelasyon degeri 0,847 olup (0,847)°=0,72 dir. Buna gore
birinci diskriminant fonksiyonu bagimli degiskendeki varyansin %72’sini
aciklamaktadir.

Diskriminant analizinde genel istatistiksel anlamliligi degerlendirme
kriterlerinin MANOV A’ dakilerle benzer oldugu 2. béliimde ifade edilmisti.

Diskriminant analizinde Wilk’s Lamda (Wilk’s A) aym zamanda
Ozdegerlerin bir alt kiimesi iizerinde kullanilabildigi icin; Roy en bilyilik
karakteristik kokii (Roy’s ), Hotelling izi (Lawley-Hotelling U®) ve Pillai
kriteri (Pillai V ©) gibi diger iic MANOVA testinden daha yararhidir. MANOVA
anlamlilik test sonuclar1 Tablo 5.6’da verilmistir.

Wilk’s Lamda istatistigi, grup ortalamalarinin birbirinden farkli olup
olmadiklarin1 ve diskriminant skorlarindaki toplam varyansin gruplar arasindaki
farklar tarafindan agiklanamayan kismini gosterir. Tablo 5.6’dan goriildiigi gibi
diskriminant fonksiyonunda toplam varyansin %23’ gruplar arasindaki farklar
tarafindan agiklanamamaktadir. Aym zamanda p<0,05 olup her bir diskriminant
fonksiyonu i¢in 6zdeger istatistiginin anlamli oldugu ve bu fonksiyonlarin ayirici

modeller olusturdugu kabul edilmistir.
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Tablo 5.6. Wilk’s Lambda Sonuglari

NMurber of obs = 309
W = Wilks"' lamkda L = Lawley-Hotelling trace
P = Pillai's trace B = Boy's largest root
Source Statistic df F{dfl, df2) = F Prob>=F
class W 0.2236 2 10.0 604.0 65_93 0.0000 &
E 0.90%7 10.0 606.0 50_57 0.0000 a
L 2.76594 10.0 602.0 83 .36 0.0000 a
=} 2.5303 5.0 303.0 153.33 0.0000 u
RBesidual 30a
Total aoa
2 = exact, a = approximate, u = upper bound on F

Bagimsiz degiskenlerin 6neminin degerlendirilmesi igin diskriminant
fonksiyonu katsayilarma (Tablo 5.7) ve yapi1 matrisindeki (Tablo 5.8) her bir
degisken yiikiine bakilmasi gerekir.

Tablo 5.7. Standartlagtirilmis Kanonik Diskriminant Fonksiyonu Katsayilari

Function

1 2
pelvic tilt -,256 -,406
lumbar lordosis ,168 ,244
sacral slope 321 ,659
pelvic radius -,330 ,821
degree spondylolisthesis |,968 -,303

Mutlak degerce biiyiik katsayi, bagimsiz degiskenin 6nemliligine isaret eder.
Katsayilarin igsaretleri ise iligkinin yoniinii gostermektedir. Standartlastirilmis
diskriminant fonksiyonlar1 arasinda yer almayan degiskenin etkili olmadigi

sonucuna varilir.
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Tablo 5.7’ye gore analize dahil ettigimiz 5 biyomekanik degiskeninde etkili
degiskenler oldugu goriilmektedir. Pelvis insidanst degiskeni modelden
¢ikarilmadan gerceklestirilen diskriminant analizi sonuglarinda da Tablo 5.7°de
verilen fonksiyon matrisi elde edilmis, burada da pelvis insidansi degiskeninin yer
almadigi ve bu degiskenin etkili olmadigi desteklenmistir. Buradaki katsayilar
regresyon analizindeki beta katsayilarina karsilik gelmektedir.

Mutlak degerce en biiylik katsaymnin birinci diskriminant fonksiyonunda bel
kaymas1 derecesi (degree spondylolisthesis) degiskenine ait oldugu, dolayisiyla
burada bagimli degiskeni gruplara ayirmada en onemli bagimsiz degiskenin bel
kaymas1 derecesi oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde ikinci fonksiyon igin ise
ayirmada en 6nemli degisken pelvis yaricapr (pelvic radius) dir. Buna karsilik,
ayrima en az katkiyir saglayan bagimsiz degisken, birinci ve ikinci diskriminant
fonksiyonu igin lordoz/bel kemigi acis1 (lumbar lordosis) olmustur.

Bagimsiz degiskenlerin 6neminin degerlendirilmesinde kullanilabilecek
baska bir Olglit yapr matrisidir. Tablo 5.8’de yapir matrisinden elde edilen
korelasyonlar verilmistir. Bu matris, her bir degiskenin diskriminant fonksiyonu ile
korelasyonunu gosterir.

Yap1 matrisine gore, birinci diskriminant fonksiyonu ile mutlak degerce en
yiiksek korelasyona sahip bagimsiz degiskenler bel kaymasi derecesi (degree
spondylolisthesis) ve lordoz/bel kemigi acis1 (lumbar-lordosis), en diisiik

korelasyona sahip degisken pelvis yaricapt (pelvic radius) degiskenidir.
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Tablo 5.8. Yap1 Matrisi

Function

1 2
degree spondylolisthesis 783 -, 176
lumbar lordosis 539" 299
sacral slope 478 ,523"
pelvic radius -,154 451"
pelvic tilt ,204 -,.392"

*Her bir degisken ve herhangi bir degisken
arasindaki mutlak degerce en yiiksek korelasyon

LDA i¢in Fisher’in lineer diskriminant fonksiyonu katsayilarma Tablo
5.9°da yer verilmistir. Her bir grup i¢in siiflandirma fonksiyonlar1 degiskenlerin

asagida belirtilen kisaltmalar1 kullanilarak elde edilmistir.

e Pelvis/legen kemigi insidansi (pelvic incidence, PI),
e Pelvis egimi (pelvic tilt, PT),

e Lordoz/bel kemigi agis1 (lumbar lordosis, LuL),

e Sakral/kuyruk sokumu egim (sacral slope, SS),

e Pelvis yarigapi (pelvic radius, PR)

e Spondilolistezi /kayma derecesi (degree spondylolisthesis, DS)
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Tablo 5.9. Smiflandirma Fonksiyonu Katsayilari (Fisher’in Lineer Diskriminant
Fonksiyonu Katsayilari)

class
Disk Hernia  [Spondylolisthesi |Normal
S

pelvic tilt ,340 214 272
lumbar lordosis -,049 ,005 -,021
sacral slope ,783 ,945 ,885
pelvic radius 1,024 ,989 1,106
degree spondylolisthesis -,267 -,109 -,274
(Constant) -74,854 -80,852 -87,828

Diskriminant analizinde, elde edilen k-1 diskriminant fonksiyonlarina ihtiyag
duyulmaz. Goézlemleri gruplara atamada tiim k siniflandirma fonksiyonlarmin
kullanilmalar1 gerekir.

Bel fitig1 (disk hernia) grubu i¢in lineer siniflandirma fonksiyonu;

y, =—74,854+0,340*PT —0,049* LuL +0,783*SS +1,024*PR - 0,267 * DS

Bel kaymasi (spondylolisthesis) grubu i¢in lineer siniflandirma fonksiyonu;

y, =—-80,852+0,214*PT+0,005* LuL +0,945*SS + 0,989*PR —0,109* DS

Normal grubu i¢in lineer siniflandirma fonksiyonu;

y, =—87,828+0,272*PT-0,021* LuL + 0,885*SS+1,106*PR —0,274* DS

seklinde yazilir.
Smiflandirma fonksiyonlar1 yeni gézlemlerin siiflandirilmasinda kullanilan

fonksiyonlardir. Katsayilar1 yorumlanamamaktadir.
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Analizin dogru smiflandirma yiizdesinin, yani analizin basarisinin
degerlendirilmesi i¢in siniflandirma tablosu elde edilmistir. LDA siniflandirma

sonuglar1 Tablo 5.10°da verilmistir.

Tablo 5.10. Lineer Diskriminant Analizi Smiflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Disk Hernia Spondylolis | Normal | Toplam
thesis

Gergek Grup

Sayim | Disk Hernia 39 0 21 60
Spondylolisthesis | 4 135 10 149
Normal 12 3 35 100

% Disk Hernia 65,0 ,0 35,0 100,0
Spondylolisthesis | 2,7 90,6 6,7 100,0
Normal 12,0 3,0 85,0 100,0

Dogru siniflandirma oran1 %83.8’dur.

LDA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimiyla her bir hasta i¢in tahmin
edilen grup tyeliklerinin olasiliklar1 EK-2’te verilmistir. Tablo 5.10’dan goriildiigii
gibi, lineer diskriminant analizinde bel fitig1 (disk hernia) olan hastalar1 %65, bel
kaymas1 (spondylolisthesis) olan hastalar %90,6 ve normal hastalarin %85°1 dogru
simiflandirilmistir. Bu durumda bel fitig1 (disk hernia) olan hastalarin %35
(n=21)’1, bel kaymas1 (spondylolisthesis) olan hastalarin %9,4 (n=14)’1i ve normal
hastalarinda %15 (n=15)’i hatali simiflandirilmistir. Lineer diskriminant analizi
sonucunda bel fitig1, bel kaymasi ve normal olan hastalarin toplamda dogru
siniflandirma oram %83,8°dir.

Tablo 5.4’teki Box’s M testi sonuglarina goére grup kovaryans matrisleri
esittir hipotezi reddedilmisti. Bu durumda esit grup kovaryans matrisleri
varsayiminin saglanmamasindan dolay1 gruplar arasi kovaryans matrislerinin farkl

olmalar1 durumunda 6nerilen QDA uygulanmustir.
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5 biyomekanik degiskenin karesel fonksiyon olarak yazimindaki
matematiksel zorluk nedeniyle karesel diskriminant fonksiyonlarmin katsayilari
kullamlan paket programlar aracilifiyla elde edilememistir. Bu nedenle karesel
siniflandirma fonksiyonlar1 da olusturulamamistir. Bu analiz sonuglari i¢in sadece
smiflandirma sonuglari1 yorumlanabilmektedir.

Tablo 5.11°de QDA sonuglarma gore elde edilen siniflandirma tablosuna yer

verilmistir.

Tablo 5.11. Karesel Diskriminant Analizi (QDA) Siniflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Disk Hernia Spondylolis | Normal | Toplam
thesis

Gergek Grup

Sayim | Disk Hernia 41 1 18 60
Spondylolisthesis | 1 146 2 149
Normal 14 5 81 100

% Disk Hernia 68,33 1,67 30,0 100,0
Spondylolisthesis | 0,67 97,99 1,34 100,0
Normal 14,0 50 81,0 100,0

Dogru simiflandirma orani %86.7 dr.

QDA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimriyla her bir hasta i¢in tahmin

edilen grup dyeliklerinin olasiliklar1 EK-2’te verilmistir.. Tablo 5.11°dan
goriildiigii gibi, karesel diskriminant analizinde bel fitig1 (disk hernia) olan
hastalar1 %68, bel kaymasi (spondylolisthesis) olan hastalar %98 ve normal
hastalarm %81°1 dogru smiflandirilmistir. QDA sonucunda bel fit1g1, bel kaymasi

ve normal olan hastalarm toplamda dogru smiflandirma orant %86,7 dir.

5.1.3. Lojistik Regresyon Analizi Uygulamasi
Bu boliimde lojistik regresyon modeli tahmin edilmis ve lojistik regresyon

analizi ile elde edilen siniflandirma tablosu sonuglar1 verilmistir.
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[lk olarak, bagimli degiskenin multinominal (2’den fazla simiflr) olmasindan
dolay1r uygulama oncesi bu veri icin MNL modelin dogru olup olmadiginin
gostergesi olan IIA: Ilgisiz Alternatiflerin Bagimsizlik (Independent of Irrelevant
Alternatives) varsayiminin gegerliligi Hausman-McFadden testi ile aragtirilmustir.
Bu bagimsizlik varsayiminin  saglanma durumu, &zellikle bu varsayimi
gerektirmeyen MNP model ile karsilastirma yapabilmek amaciyla test edilmistir.

Elde edilen test sonucunda;

Ho: Katsayilardaki farklilik sistematik degildir (ITA varsayimi saglanir)

bigiminde kurulan hipotezi test eden Hausman-McFadden Test istatistik degeri
chi2(5)=21,31 (>0,05) bulunmus ve sifir hipotezi kabul edilmistir. Sonug olarak
kullamilan veri seti i¢in ITA varsayiminin saglandig1 ve bu veri setine MNL model
uygulanabilecegine karar verilmistir.

Veri setini en iyi agiklayan modelin belirlenmesinde, yaygin olarak
kullanilan  Olgiitlerden birisi Akaike bilgi kriteri (Akaike Information
Criteria=AIC), digeri de Bayesian bilgi kriteri (Bayesian Information Criteria) dir.
Karsilagtirmak istenen modellerden; uygun modelin se¢iminde, her iki olciit
bakimindan diisiik degerli olan model tercih edilir. Diger bir ifade ile daha az
saylda aciklayic1 degisken iceren ve uyumu iyi olan modelde kiiciik AIC ve BIC
degerleri elde edilir. Eger herhangi iki modelden de aymi AIC degeri elde
edilmigse, bunlardan agiklayic1 degisken sayisi az olani tercih edilir (Lawles, 1987:
Wang ve Putterman, 1998).

Tablo 5.12 incelendiginde, sadece sabit terim igeren modele gore son
modelden elde edilen AIC ve BIC degerlerinin daha diisiik oldugu goriilmektedir.
Buradan yalmizca sabit terim iceren modele gore son modelin uyumunun daha iyi
oldugu soylenebilir. Ayrica olabilirlik oran test (Likelihood Ratio Test) istatistigi

de anlamli bulunmustur.
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Tablo 5.12. Model Uyum Bilgisi

Model Model Fitting Criteria Likelihood Ratio Tests
AlC BIC -2 Log Chi- df Sig.

Likelihood Square

Intercept |643,674 (651,140 | 639,674
Only
Final 207,044 259,311 | 179,044 460,630 12 ,000

Sadece sabit terim i¢eren modelin -2LL (Log Likelihood) degeri ile bagimsiz
degiskenlerin de ilave edildigi modelin —2LL degeri arasindaki fark 460,63
bulunmustur. %5 anlamlilik diizeyinde “bagimsiz degiskenler i¢eren modelin,
sadece sabit terim iceren modelden anlamli farklilik gdstermedigi” hipotezi
reddedilir. Diger bir deyisle; bagimsiz degiskenlerden en az biri bagimli degiskenle

anlamli derecede iliskilidir yorumu yapilir.

Tablo 5.13. Pseudo R-Kare

Cox and Snell 775
Nagelkerke ,887
McFadden ,720

Standart regresyon analizindeki R¥ye benzer olarak lojistik regresyonda da
yapay (pseudo) R? degerleri elde edilmektedir. Bunlardan en yaygin olanlar1 Tablo
5.13’te verilmistir. Burada standart regresyon analizindeki R? den daha kiigiik R?
degerleri elde edilir ve bu degerler 1’e ulasmaz. Bu durum, lojistik regresyon
analizindeki modelin daha zayif oldugu ve sonuglarinin da daha zayif modele gore
elde edildigi seklinde yanlis anlagilmamalidir.

Lojistik regresyon parametrelerinin anlamliliginmi test eden Tablo 5.14’de
bulunan Wald istatistigi, B’nin anlamliligma iligkin bir Ol¢iidir. Bagimsiz
degiskenlerin B katsayilarinin, sifirdan anlamli bir sekilde farklilik gosterip
gostermedigini tespit etmeye ¢alisarak her bir degiskenin modele katkisini agiklar.

Lojistik regresyon katsayilarimin, standart hatasina orani;
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A

I

~

" SE(R)

Wald istatistigi olarak adlandirilir. Bu istatistik standart normal dagilimin
kritik degerleri ile karsilastirilarak anlamliligi belirlenir. Teorik anlatimda da

belirtildigi tizere Wald istatistigi

ey
SE(8)

seklinde de elde edilebilmektedir. Bu durumda ise Wald test istatistigi 1 serbestlik

dereceli y° dagilimi gosterir ve 1 serbestlik dereceli x> dagilimumin kritik

degerleri ile karsilastirilarak anlamlilig belirlenir.

Lojistik regresyon parametrelerinin anlamliligini test etmede kullanilan diger
oOlciit ise hesaplanan p degerleridir. %5’ten kiiciik olan p degerlerine ( p<0,05)
sahip degiskenler model i¢in anlamlidir.

Tablo 5.14’te verilen Wald istatistik degerleri Z° degerlerine gore

hesaplanmistir. Wald istatistik degerleri %5 anlamlilik diizeyinde )(12 = 3,84

degerinden biiyiik olan degiskenler anlamli model parametrelerine sahiptir yorumu
yapilir.

Elde edilen tablo sonucunda hem p degerlerine hem de Wald istatistik
degerlerine bakildiginda sirasiyla, bel fitig1 (disk hernia) sinifi icin PI, PT, LuL, SS
ve DS degiskenlerinin ve bel kaymasi(spondylolisthesis) sinifi i¢in ise PI, PT, LuL,
SS ve PR degiskenlerinin bagimli degiskenin {iizerinde anlamli olmadig:
goriilmektedir. Diger bir ifadeyle, bel fitig1 (disk hernia) sinifi i¢in sadece pelvis
yarigapi (PR) bel kaymasi(spondylolisthesis) sinifi i¢in ise sadece kayma derecesi

(DS) anlamli bulunmustur.
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Tablo 5.14. Lojistik Regresyon Parametre Tahminleri

Sinif2 B Std. Error | Wald df | p Exp(B)

DHP 20,223 4,264 | 22,488 | 1| ,000

Intercept -3,553 40,656 ,008 | 1| ,930 ,029
PI 3,653 40,657 ,008| 1| ,928 38,579
PT -,035 ,030 | 1,344 | 1| ,246 ,966
LuL 3,400 40,655 ,007 | 1| ,933 29,976
SS -,130 ,029 | 20,130 | 1| ,000 ,878
PR ,006 ,039 0241 1| ,978 1,006
DS

Sp¢ -1,563 4,971 ,099 | 1| ,753

Intercept 23,744 73,039 , 106 | 1| ,745| 2,05E+10
PI -23,656 73,052 106 1| ,746 | 5,33E-11
PT -,013 ,045 082 | 1| ,775 ,987
LuL -23,688 73,044 , 105 1| ,746 | 5,16E-11
SS -,052 ,030 | 3,037 | 1| ,081 ,949
PR ,315 ,054 | 33,753 | 1| ,000 1,371
DS

a. Normal referans grubudur.
b. DH: Disk Hernia
c. SP: Spondylolisthesis

Anlamlilik testi sonuglarinda analizde bulunmasi gereken bagimsiz
degiskenlerin anlamli ¢ikmamasindan dolay1 Olabilirlik Oran Testi uygulanmustir.
Degiskenli ve degiskensiz modele gore ayrt ayrt D =-2LL sapma degeri

hesaplanmis ve elde edilen

G = D(Degiskensiz Model) — D(Degiskenli Model)

G istatistigi ;(2 tablo degeri ile karsilastirilarak bagimsiz degiskenlerin

modelde olup olmamasina karar verilmistir.
[lk olarak lojistik regresyon analizinde model parametreleri arasinda anlamli
¢cikmayan pelvis insidans1 (PI) degiskeni modelden ¢ikarilmig ve lojistik regresyon

analizi yeniden uygulanmistir.
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Tablo 5.15. PI Degiskeni Cikarilarak Elde Edilen Model Uyum Bilgisi
Model Model Fitting Criteria Likelihood Ratio Tests

AIC BIC -2 Log [Chi- df Sig.
Likelihood Square

Intercept 643,674 651,140 (639,674
Only
Final 203,170 (247,970 (179,170 460,504 (10 ,000

Yeni olusan modelin -2LL sapma degeri D(Degiskensiz Model) =179,170

olarak elde edilmistir. Hesaplanan G istatistik degeri;

G = D(Degiskensiz Model) — D(Degiskenli Model)
=179,170-179,044=0,126

;(:_5;0‘05:3,84tab10 degerinden kii¢iikk oldugundan olabilirlik oran testi

sonucunda PI degiskeni anlamsiz ¢ikmustir. Bu testi desteklemek amaciyla ayrica
dogru smiflandirma oranlar1 karsilagtirilmistir. Tiim degiskenlerin oldugu modele
gore lojistik regresyon analizi dogru smiflandirma sonucu %87.4 olarak elde
edilmigtir. PI degiskeni model dis1 birakildiginda elde edilen siniflandirma sonucu
da %87.4 olarak bulunmus olup, smiflandirma sonucuna da bir etkisi
olmamasindan dolayr PI degiskeninin modelde olmamasi gerektigine karar
verilmistir.

Tablo 5.16’da PI degiskeninin modelden ¢ikarilarak elde edilen parametre
tahminlerine gore, bel fitig1 (disk hernia) ve bel kaymasi (spondylolisthesis)
siniflari i¢in olusturulan her iki sinif modelinde hem Wald istatistik degeri hem de
p degerine gore LUL (bel kemigi acis1) degiskeninin ortak anlamsiz degisken
oldugu goriilmektedir.

Bir sonraki asamada LuL degiskeni de modelden c¢ikarilmis ve lojistik

regresyon analizi yeniden uygulanmustir.
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Tablo 5.16. PI Degiskeni Cikarilarak Elde Edilen Lojistik Regresyon Parametre

Tahminleri
Sinif2 B Std. Wald daf | p Exp(B)
Error
DHP Intercept 20,192 | 4,248 | 22,597 | 1| ,000
PT ,100 ,039| 6,625 | 1| ,010 1,105
LuL -,036 ,030 | 1,388 1] ,239 ,965
SS -,152 ,041 | 13,820 | 1| ,000 ,859
PR -,130 ,029 | 20,200 | 1| ,000 ,878
DS ,006 ,039 ,021 | 1| ,885 1,006
Spe Intercept -1,182 | 4,801 ,061| 1| ,805
PT ,092 ,061 | 2,287 | 1,130 1,096
LuL -,017 ,044 152 | 1| ,696 ,983
SS -,057 ,065 778 | 1| ,378 1,059
PR -,055 ,029 | 3,666 | 1| ,056 ,947
DS ,313 ,054 | 34,078 | 1| ,000 1,368

a. Normal referans grubudur.
b. DH: Disk Hernia
c. SP: Spondylolisthesis

Tablo 5.17. Pl ve LuL Degiskenleri Cikarilarak Elde Edilen Model Uyum Bilgisi

Model Model Fitting Criteria Likelihood Ratio Tests
AlC BIC -2 Log Chi-Square df Sig.
Likelihood
Intercept | 643,674 |651,140 639,674
Only
Final 200,663 |237,996 180,663 459,011 8 ,000

Yeni olusan modelin -2LL sapma degeri D(Degiskensiz Model) =180,663

olarak elde edilmistir. Hesaplanan G istatistik degeri;

G = D(Degiskensiz Model) — D(Degiskenli Model)
=180,663 179,170 =1,493

;(52_4;0’05 =3,84 tablo degerinden kiiciik oldugundan LuL degiskeni de anlamsiz

cikmistir. LUL degiskeninin oldugu modele gore, bu degiskenin model dist
birakilmasi sonucu elde edilen siniflandirma sonucu da %87,4 olup, siniflandirma
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sonuclarinda da degisiklik olmamasindan dolayr LuL degiskeninin de modelde

olmamasi gerektigine karar verilmistir.

Tablo 5.18’de PI ve LuL degiskenlerinin modelden ¢ikarilarak elde edilen

parametre tahminlerinde Wald istatistik degeri ve p degerine gore, bel fitig1 (disk

hernia) sinifi icin DS degiskeninin ve bel kaymas1 (spondylolisthesis) sinifi i¢in ise

PT ve SS degiskenlerinin anlamsiz degiskenler oldugu goriilmektedir.

Tablo degerine gore anlamsiz bulunan bu degiskenler teker teker modelden

cikarilip, analizler yeniden uygulanarak bu degiskenlerin olabilirlik testi yardimiyla

model i¢in anlaml1 olup olmadiklar1 belirlenmistir.

Tablo 5.18. Pl ve LuL Degiskenleri Cikarilarak Elde Edilen Lojistik Regresyon
Parametre Tahminleri

Sinifa B Std. wald [df [p Exp(B)
Error
DHP Intercept 20,856 | 4,249 | 24,091 | 1| ,000
PT ,081 ,035 | 5,343 | 1] ,021 1,084
SS -,183 ,033 | 30,480 | 1| ,000 ,833
PR -,136 ,029 | 22,371 | 1| ,000 ,873
DS ,000 ,039 ,000 | 1| ,997 1,000
Spe Intercept -515 | 4,754 012 | 1| 914
PT ,083 ,060 | 1,905 | 1] ,167 1,086
SS ,038 ,043 77| 1| ,378 1,038
PR -,059 ,028 | 4,276 | 1| ,039 ,943
DS 311 ,053 | 34,339 | 1| ,000 1,368
a. Normal referans grubudur.
b. DH: Disk Hernia
c. SP: Spondylolisthesis

IIk olarak en diisiik Wald istatistik degerine sahip olan DS agciklayic

degiskeni modelden ¢ikarilmis ve lojistik regresyon analizi yeniden uygulanmistir.

Yeni olusan modelin -2LL sapma degeri D(Degiskensiz Model) = 408,746

olarak elde edilmistir.
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Tablo 5.19. PI, LuL ve DS Degiskenleri Cikarilarak Elde Edilen Model Uyum

Bilgisi
Model Model Fitting Criteria Likelihood Ratio Tests
AIC BIC -2 Log Chi-Square df Sig.
Likelihood
Intercept | 643,674 651,140 639,674
Only
Final 424,746 |454,613 408,746 230,928 6 ,000

Hesaplanan G istatistik degeri;

G = D(Degiskensiz Model) — D(Degiskenli Model)
=408, 746—180,663= 228,083

15_3;0’05 =3,84 tablo degerinden biiyiik oldugundan DS degiskeni

olabilirlik testine gore anlamli ¢ikmustir. Ayrica bir dnceki %87,4 smiflandirma

orami ile Kkarsilastirildiginda, DS degiskeninin de model disi birakildiginda

smiflandirma oramm %71,8 olarak elde edilmistir. G istatistik degerine gore

anlamli ¢ikan DS degiskeni, siniflandirma sonucunu da zayiflattig1 icin modelde

olmas1 gerektigine karar verilmistir.
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Tablo 5.20. Pl, LuL ve DS Degiskenleri Cikarilarak Elde Edilen Lojistik
Regresyon Parametre Tahminleri

Sinif2 B Std. Wald df | p Exp(B)
Error
DHP Intercept 16,382 | 2,966 | 30,497 | 1 | ,000
PT ,059 023 | 6,435 | 1] ,011 1,061
SS -,157 ,028 | 30,883 | 1| ,000 ,855
PR -,103 ,020 | 26,837 | 1| ,000 ,902
Spe Intercept , 191 | 2,058 ,009 | 1,926
PT , 106 ,019 | 31,753 | 1| ,000 1,112
SS ,093 ,018 | 27,484 | 1| ,000 1,097
PR -,048 ,015 | 10,626 | 1| ,001 ,953
a. Normal referans grubudur.
b. DH: Disk Hernia

c. SP: Spondylolisthesis

Tablo 5.20’de PI, LuL ve DS degiskenlerinin modelden ¢ikarilarak elde
edilen parametre tahminlerinde, Wald istatistik degeri ve p degerine gére modele
dahil edilen 3 degiskenin de model i¢in anlamli oldugu goriilmektedir.

Bu sonuglardan yararlanarak, DS, PT, SS ve PR olmak lizere 4 agiklayici
degiskeninde model igin anlamli oldugu sonucuna varilmistir. Ancak daha az
degiskenle optimal siniflandirma tablosu elde edebilmek amaciyla PT ve SS
degiskenleri model dis1 birakilarak da analizler tekrarlanmis ve bu degiskenlerin de
model i¢in anlamli olup olmadiklar test edilmistir.

PT degiskeni model dis1 birakildiginda elde edilen sonuglar soyledir:

Tablo 5.21. PI, LuL ve PT Degiskenleri Cikarilarak Elde Edilen Model Uyum

Bilgisi
Model Model Fitting Criteria Likelihood Ratio Tests
AlC BIC -2 Log Chi-Square df Sig.
Likelihood
Intercept | 643,674 |651,140 639,674
Only
Final 203,351 |233,217 187,351 452,323 6 ,000
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Yeni olusan modelin -2LL sapma degeri D(Degiskensiz Model) =187,351

olarak elde edilmistir. Hesaplanan G istatistik degeri;

G = D(Degiskensiz Model) — D(Degiskenli Model)
=187,351-180,663= 6,663

15_3;0’05 =3,84 tablo degerinden biiyiik oldugundan PT degiskeni olabilirlik

testine gore anlamli ¢ikmuistir.

Tablo 5.22. PI, LuL ve PT Degiskenleri Cikarilarak Elde Edilen Lojistik Regresyon
Parametre Tahminleri

Sinif2 B Std. Wald df | p Exp(B)
Error

DHP Intercept 24,437 | 4,225 | 33,448 | 1| ,000
SS -,189 ,033 | 31,963 | 1| ,000 ,828
PR -,154 ,029 | 27,999 | 1| ,000 ,858
DS ,005 ,038 ,016 | 1| ,899 1,005

Spe Intercept 2,534 | 4,593 304 | 1,581
SS ,040 ,043 884 | 1,347 1,041
PR -,073 ,029 | 6,255 | 1| ,012 ,930
DS ,303 ,049 | 38,161 | 1 | ,000 1,354

Normal referans grubudur.
DH: Disk Hernia
c. SP: Spondylolisthesis

oo

Tablo 5.22’de PI, LuL ve PT degiskenlerinin modelden ¢ikarilmasiyla elde
edilen parametre tahminlerinde, Wald istatistik degeri ve p degerine gore, bel fitig1
(disk hernia) sinifi i¢in DS ve bel kaymas1 (spondylolisthesis) sinifi i¢in ise SS
degiskenlerinin anlamsiz degiskenler oldugu goriilmektedir.

PT (pelvis egim agis1) degiskeninin modelden ¢ikarilmasi olabilirlik testi

sonucuna ek olarak, %87,4 smiflandirma sonucunu degistirmemesine ragmen bel
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kaymas1 ve bel fitig1 hastaliklarmin teshisindeki 6nemi agisindan modele dahil

edilmesi gerektigine karar verilmistir.

SS degiskeni model dis1 birakildiginda elde edilen sonuglar séyledir:

Tablo 5.23. PI, LuL ve SS Degiskenleri Cikarilarak Elde Edilen Model Uyum

Bilgisi
Model Model Fitting Criteria Likelihood Ratio Tests
AlC BIC -2 Log Chi-Square df Sig.
Likelihood
Intercept | 643,674 (651,140 639,674
Only
Final 255,374 |285,241 239,374 400,299 6 ,000

Yeni olusan modelin -2LL sapma degeri D(Degiskensiz Model) = 239,374

olarak elde edilmistir. Hesaplanan G istatistik degeri;

G = D(Degiskensiz Model) — D(Degiskenli Model)
=239,374-180,663=58,711

15_3;0’05 =3,84 tablo degerinden biiyiik oldugundan SS degiskeni olabilirlik

testine gore anlaml ¢ikmustir.

Tablo 5.24°de PI, LuL ve SS degiskenlerinin modelden ¢ikarilmasiyla elde
edilen parametre tahminlerinde, Wald istatistik degeri ve p degerine gore, bel fitig1
(disk hernia) sinifi i¢in DS ve bel kaymasi (spondylolisthesis) sinift i¢in ise PT

degiskenlerinin anlamsiz degiskenler oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.24. PI, LuL ve SS Degiskenleri Cikarilarak Elde Edilen Lojistik Regresyon
Parametre Tahminleri

Sinif2 B Std. Wald daf | p Exp(B)
Error

DHP Intercept 6,073 | 2,382 | 6,499 | 1| ,011
PT ,082 ,028 | 8597 | 1| ,003 1,085
PR -,065 ,019 | 11,623 | 1| ,001 ,937
DS -,008 ,032 ,072| 1| ,789 ,992

SpPe¢ Intercept 1,373 | 3,370 , 166 | 1 | ,684
PT ,098 ,065 | 3,179 | 1| ,075 1,103
PR -,062 ,026 | 5,837 | 1] ,016 ,940
DS ,310 ,050 | 37,946 | 1| ,000 1,363

a. Normal referans grubudur.
b. DH: Disk Hernia
c. SP: Spondylolisthesis

SS (sakral egim) degiskeninin modele dahil edilmesi olabilirlik testi
sonucuna ek olarak, model dis1 birakildiginda siniflandirma sonucunu % 82,5’¢
zayiflatmasi acisindan modele dahil edilmesi gerektigine karar verilmistir.

Biitiin bu analizlerin sonunda lojistik regresyon modeli i¢in PI ve LuL
degiskenlerinin katsayilar1 anlamsiz bulunarak PT, SS, PR ve DS bagimsiz
degiskenlerin katsayilari, olusturulan lojistik regresyon modelleri i¢in anlamli
bulunmustur.

Tahmin edilen smiflandirma fonksiyonlarmi elde etmek i¢cin PI ve LuL
degiskenlerinin model dis1 birakilarak elde edilmis olan Tablo 5.18’den

yararlanilmustir.

ﬂj Z[ﬂjo,ﬂjl,ﬂjz,---,ﬂjp], j=1,2,3 i¢in smflar 1: Disk Hernia, 2:
Spondylolisthesis ve 3; Normal olarak kodlanmis, normal hastalar referans alinarak

elde edilen bel fitig1 (disk hernia) ve bel kaymasi (spondylolisthesis) gruplarina
iligkin lojistik fonksiyonlar sirasiyla;
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|n(—P(yi :1|Xi)] =20,856+0,081*PT-0,183*SS-0,136*PR
P(y;=3[x;)

In [ P(y, :lei)J =0,083*PT +0,038*SS—-0,059*PR +0,311*DS
P(y; =31x;)

seklinde olusturulmustur.

Katsayilarin  yorumlanmasi i¢in Tablo 5.18’deki odds oranlar1 (ef)
kullanilarak, bagimsiz degiskenlerdeki degisikliklerin bagimli degisken tizerindeki
etkileri goriilebilir.

Bel fitig1 (disk hernia) grubuna iliskin modelde sabit terim anlamli
bulunmustur ancak sabit terimi yorumlamak her zaman miimkiin degildir. PT ‘deki
1 birim artis bel fitig1 olma riskini normal bireye goére 1,084 kat arttirmakta,
SS’deki 1 birim artis bel fitig1 olma riskini normal bireye gore 0,833 Kkat
arttirmakta, PR’deki 1 birim artis bel fit1g1 olma riskini normal bireye gore 0,873
kat arttirmaktadir.

Bel kaymasi (spondylolisthesis) grubuna ait tahmin modeline gore, PT ‘deki
1 birim artis bel kaymas1 olma riskini normal bireye gore 1,086 kat arttirmaktadir.
SS’deki 1 birim artis bel kaymasi olma riskini normal bireye gore 1,038 kat
arttirmakta, PR’deki 1 birim artig bel kaymasi olma riskini normal bireye gore
0,943 kat arttirmakta ve DS’deki 1 birim artis bel kaymasi olma riskini normal
bireye gore 1,368 kat arttirmaktadir. Iki smifinda tahmininde ortak olarak en etkili

bagimsiz degiskenin PT oldugu soylenebilir.
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Tablo 5.25. Lojistik Regresyon Analizi Smiflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Disk Hernia Spondylolis Toplam
thesis

Gergek Grup

Sayim | Disk Hernia 39 1 20 60
Spondylolisthesis | 1 145 3 149
Normal 12 2 86 100

% Disk Hernia 65 1,67 33,33 100,0
Spondylolisthesis | 0,67 97,32 2,01 100,0
Normal 12,0 2,0 86,0 100,0

Dogru siniflandirma oran %87,4’dr.

Lojistik regresyon analizinde ECO katsayr tahminleri yardimiyla her bir
hasta i¢in hesaplanan grup olasiliklar1 EK-2’de verilmistir. Tablo 5.25’dan
gorildigii gibi, lojistik regresyon analizinde bel fitig1 (disk hernia) olan hastalarin
%065, bel kaymasi (spondylolisthesis) olan hastalarin %97,3 ve normal hastalarin
%86’s1 dogru smiflandirilmistir. Bu durumda bel fitig1 (disk hernia) olan hastalarin
%33,3 (n=20)’i, bel kaymas1 (spondylolisthesis) olan hastalarin %2,7 (n=4)’si ve
normal hastalarinda %14 (n=14)’ii hatali siiflandirilmistir. Lojistik regresyon
analizi sonucunda bel fitig1, bel kaymasi ve normal olan hastalarin toplamda dogru

siniflandirma orani1 %87,4 olarak elde edilmistir.

5.1.4. Probit Regresyon Analizi Uygulamasi

Probit regresyon analizi ile ECO yontemi kullanilarak elde edilen parametre
tahminleri Tablo 5.26°da verilmistir.

Tim bagimsiz degiskenler analize dahil edildiginde probit model sonuclari

lojistik model sonuglari ile benzerlik gostermistir.
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Tablo 5.26. Probit Regresyon Parametre Tahminleri

Sinif2 B Std. Error p

DHP Intercept 11,496 2,742 4,19 ,000
Pl -1,428 28,088 -,05 ,959
PT 1,486 28,089 ,05 ,958
LuL -,020 ,020 -1,01 314
SS 1,339 28,088 ,05 ,962
PR -,074 ,019 -3,95 ,000
DS ,003 ,025 11 ,912

Spe Intercept -,085 2,882 -,03 ,976
PI 13,606 44,307 31 ,759
PT -13,558 44,314 -,31 , 760
LuL -,012 ,026 -, 47 ,640
SS -13,577 44,311 -,31 , 759
PR -,029 ,018 -1,70 ,090
DS ,156 ,028 5,66 ,000

N=309

Log likelihood= -89,070

Wald chi2(12)= 67,63

Probit>chi2= 0,000

a. Normal referans grubudur.
b. DH: Disk Hernia
c. SP: Spondylolisthesis

Tablo 5.26’ya gore, bel fitig1 (disk hernia) smnifi i¢in PI, PT, LuL, SS ve DS

degiskenlerinin ve bel kaymasi(spondylolisthesis) sinifi i¢in ise PI, PT, LuL, SS ve

PR degiskenlerinin bagimli degiskenin iizerinde anlamli olmadig1 goriilmektedir.

Lojistik regresyonda gerceklestirilen adimlara benzer sekilde, ilk olarak PI

degiskeni daha sonra da LUL degiskeni model dis1 birakilarak model i¢in anlaml

olup olmadiklar1 incelenmistir. Siniflandirma sonuclarina etkileri de géz 6niine

alimarak, inceleme sonucunda PI ve LuL bagimsiz degiskenlerinin modelde

olmamasina karar verilmistir.

Pl ve LUL bagimsiz degiskenleri modelden c¢ikarilarak, vertebral kolon

verisine probit regresyon analizi yeniden uygulanmistir. Elde edilen parametre

tahminleri Tablo 5.27°de verilmistir.
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Tablo 5.27. Pl ve LuL Degiskenleri Cikarilarak Elde Edilen Probit Regresyon

Parametre Tahminleri

Selin SEVINDIK

Sinif2 B Std. Error | z p

DHP Intercept | 11,799 | 2,734 4,32 ,000
PT ,047 ,023 2,03 ,042
SS -,106 ,021 -4,93 ,000
PR -,076 ,018 -4,14 ,000
DS -,001 ,024 -,07 ,940

Spe¢ Intercept | ,372 2,786 ,13 ,894
PT ,041 ,035 1,20 ,231
SS ,014 ,025 57 571
PR -,033 ,016 -1,94 ,052
DS ,151 ,026 5,89 ,000

N=309

Log likelihood= -90,025

Wald chi2(12)= 68,54

Probit>chi2= 0,000

a. Normal referans grubudur.
b. DH: Disk Hernia
c. SP: Spondylolisthesis

Tablo 5.27’¢ gére modelin uyum iyiligi p=0,00<0,05 oldugundan modelin
anlamli oldugu anlasilmistir. Parametre tahminlerinde bel fitig1 (disk hernia) sinifi
icin DS ve bel kaymasi (spondylolisthesis) smifi igin PT, SS ve PR degiskenlerinin
anlamsiz goriinmesine ragmen, bu degiskenler tahmin olasiliklarindaki ve
dolayisiyla siniflandirma giiciindeki etkilerinden dolay1 analize dahil edilmislerdir.

Probit modelde normal hastalar referans alinarak, tahmin edilen katsayilarla

elde edilen bel fitig1 (disk hernia) grubuna iliskin probit siniflandirma fonksiyonu;

y, =11,799+0,047*PT — 0,106 *SS-0,076 * PR — 0,001* DS

bel kaymasi (spondylolisthesis) grubuna iligkin probit simiflandirma fonksiyonu;

132



5. UYGULAMA VE BULGULAR Selin SEVINDIK

y, =0,372+0,041*PT + 0,014 *SS-0,033* PR+0,151* DS

seklindedir.

Probit model katsayilar1 dogrudan yorumlanamamaktadir. Tahmin edilen
katsay1 degerleri omurga hastaligi siniflarinin z skorlarini etkilemektedir.

Pelvis egimindeki artig, normal hastalara gore bel fitig1 (disk hernia)
hastaligi ve bel kaymas1 (spondylolisthesis) hastaligi riskini arttirmaktadir. Sakral
(kuyruk sokumu) egimindeki artig, normal hastalara gore bel fitig1 (disk hernia)
hastalig1 riskini azaltmakta ancak bel kaymasi (spondylolisthesis) hastaligi riskini
arttirmaktadir. Pelvis yaricapindaki artig, normal hastalara gore bel fitig1 (disk
hernia) hastalig1 ve bel kaymasi (spondylolisthesis) hastaligi riskini azaltmaktadir.
Kaymasi derecesindeki artis ise normal hastalara gore bel fitigr (disk hernia)
hastaligi riskini azaltmakta ancak bel kaymasi (spondylolisthesis) hastaligi riskini
arttirmaktadir.

Probit regresyon analizinde ECO katsay1 tahminleri yardimiyla her bir hasta
icin hesaplanan grup olasiliklar1 EK-2’de verilmistir. Bu tahmin olasiliklarina

dayanarak olusturulan siniflandirma tablosu Tablo 5.28 ile elde edilmistir.

Tablo 5.28. Probit Regresyon Analizi Siniflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Disk Hernia Spondylolis Toplam
thesis

Gergek Grup

Sayim | Disk Hernia 39 1 20 60
Spondylolisthesis | 1 145 3 149
Normal 12 2 86 100

% Disk Hernia 65 1,67 33,33 100,0
Spondylolisthesis | 0,67 97,32 2,01 100,0
Normal 12,0 2,0 86,0 100,0

Dogru smiflandirma orani %87,4’dr.

133



5. UYGULAMA VE BULGULAR Selin SEVINDIK

Probit regresyon analizinde bel fitig1 (disk hernia) olan hastalarin %65, bel
kaymas1 (spondylolisthesis) olan hastalarin %97,3 ve normal hastalarm %86’s1
dogru siniflandirilmistir. Probit regresyon analizi sonucunda bel fitig1, bel kaymas1
ve normal olarak smiflandirilan hastalarin toplamda dogru smiflandirma oram
%87,4 olarak elde edilmistir. Lojistik regresyon analizi siniflandirma sonucu ile

ayni sonucu vermektedir.
5.1.5. Analiz Yontemlerinin Karsilagtirilmasi
Gergek veri seti lizerine yapilan uygulamalar sonucunda LDA, QDA, LRA

ve PRA yontemlerini karsilastirabilmek i¢in asagidaki genel tablo olusturulmustur.

Tablo 5.29. Gergek Veri Uygulamasinda Yontemlerin Karsilastirilmasi

Yontem LDA QDA LRA PRA
Dogru Siniflandirma | 83,8 86,7 87,4 87,4
Orani (%)
Hatali Siniflandirma | 16,2 13,3 12,6 12,6
Orani (%)

5.2. Simiilasyon Veri Seti Uzerine Uygulama
5.2.1 Veri Seti iliskin Tanmimlamalar

Petrografide (yer kabugu kiitlelerini inceleyen bilim dalinda) klasik bir ayirt
edici analiz 6rnegi QAPF diyagramidir. Bu diyagram volkanik taglar1 (6zellikle
yerin derinliklerinde kayalasmis pliitonik taslar1), %100 normallestirilmis kuvars
(Q: quartz), alkali feldispat (A: alkali feldspar), pilajiyoklaz (P: plagioclase) ve
feldispatimsilarin (F: feldsparthoids) yiizdelikleri araciligiyla siniflandirir. QAPF
diyagramim Uluslararasi Jeoloji Birimi Birligi (International Union of Geological
Sciences) pliitonik (derinlik) taslari siniflandirmak icin siklikla kullanmaktadir.
Ornegin; %50 kuvars, %30 alkali feldispat, %20 pilajiyoklaz ve %0

feldispatimsilar iceren bir pliitonik tas granit tasi olarak adlandirilmaktadir.
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Uygulamada QAPF yiizdelikleri temel alinarak, X1 ve X, degiskenleri ile
tamimlanan 30, 90 ve 180 birimlik sentetik granit tas Ornekleri veri setleri
olusturulmustur. Bu iki degisken oksit olarak ifade edilen iki kimyasal elementin
yiizdeliklerini  (agirlik  yilizdesi olarak) temsil etmektedir. Yapilan ©n
aragtirmalardan bu tag orneklemlerinin, 3 farkli magmatik olay sirasinda farklh
zamanlarda olusan 3 granitten geldigi varsayillmistir. Bu granit 6rneklemlerinde
Olgiilen degerlerin normal dagildigi varsayilmigtir. Veri setleri i¢in kullanilan
simiilasyon kodu MATLAB Recipes for Earth Sciences (Trauth, 2015) kitabindan

elde edilmistir.

5.2.2. N=30 Birimlik Orneklem I¢in Yapilan Uygulamalar

3 farkh granit tiirdi i¢in, her bir granit grubunda 10’ar 6rneklem olacak
sekilde toplam n=30 birimlik veri iiretilmistir. Uretilen bu veri i¢in sirasiyla
diskriminant analizi, lojistik ve probit regresyon analizleri uygulanmustir.

Diskriminant analizi uygulamasi i¢in gerekli varsayimlar (normallik, aykiri
deger ve ¢oklu iligki) test edilmistir.

Veri normallik varsayimi ile iiretilmis olmasina ragmen normallik testi
uygulanmis c¢arpiklik ve basiklik degerlerine gore verinin normal dagildigi
varsayimi dogrulanmustir. Degiskenlerin dogrusalliklart Normal Q-Q grafikleri ile
incelenmis aykir1 gozlemlere rastlanmamistir. 30 birimlik granit verisinin tanimsal

istatistikleri Tablo 5.30°da verilmistir.

Tablo 5.30. N=30 Birimli Granit Verisinin Tanimsal Istatistikleri

N| Minimum| Maximum| Mean Std. | Skewness | Kurtosis
Deviation

class 30 1 3 2,00 ,830 ,000 -1,554

x1 30 ,69 8,43 | 4,5358 1,96917 ,145 -,721

X2 30 -1,16 3,76 1,5953 1,34509 -,556 -,294
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Coklu dogrusal baglanti sorunu olup olmadiginin test edilmesi igin,
degiskenler arast korelasyon katsayilarindan olusan korelasyon matrisi

hesaplanmustir. Korelasyon katsayilar1 Tablo 5.31°de verilmistir.

Tablo 5.31. N=30 Birimli Granit Verisinin Degiskenler Arasi Korelasyon
Katsayilar

x1 X2
X1 1,000 ,262
X2 ,262 1,000

Correlation

Degiskenler arasi korelasyon katsayilarinin 0,70 den biiyiik olmamasindan
dolay1 degiskenlerin yiiksek iliski gostermedigi belirlenmistir.

Diskriminant analizi uygulamasi i¢in gerekli tiim varsayimlari (normallik,
aykir1 deger ve ¢oklu iliski) saglayan 30 birimlik granit verisine diskriminant
analizi uygulanmustir.

Diskriminant analizinde ilk olarak kovaryans matrislerinin esitligi
varsayimimn test edilmesi gerekir. Bu varsayimin simanmasi igin Box’s M testi
uygulanmustir. Test sonuglar1 Tablo 5.32” te verilmistir.

Tablodan gorildiigi gibi 0,05 anlamhilik diizeyinde sifir hipotezi kabul
edilir. Bu durumda gruplar arasi kovaryans matrisleri farklilik gostermemektedir.

Uretilen bu veri icin LDA varsayimlar1 saglanmustir.

Tablo 5.32. N=30 Birimli Granit Verisinin Box’s M Testi Sonuglar1

Box’'s M Degeri 5,525

F (Yaklasik) Degeri 2,638
Serbestlik Derecesi 1 2
Serbestlik Derecesi 2 1640,250
Anlamlilik 0,072

Bu calismada yontemlerin siniflandirma sonuglarindaki farkliligini ortaya

koyabilmek amaciyla, ilk asamada esit kovaryans varsayiminin saglandigi LDA
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siniflandirma sonuglar1 elde edilmistir. Daha sonra bu varsayimin saglanmamasi
durumunda 6nerilen QDA siniflandirma sonuglarma yer verilmistir.
Diskriminant fonksiyonunun Oneminin degerlendirilmesi igin; kanonik

korelasyon, 6zdeger ve Wilk’s Lamda istatistikleri Tablo 5.33 ile verilmistir.

Tablo 5.33. N=30 Birimli Granit Verisinin Ozdeger ve Wilk’s Lamda Istatistikleri

Ozdegerler
Function | Eigenvalue % of | Cumulative Canonical
Variance % Correlation
1 1,755 ,933 ,933 ,798
2 ,1269 ,067 1,000 ,336
Wilks Lambda
Test of Wilks' Chi-square df Sig.
Function(s) Lambda
1 377 26,303 2 ,000

Birinci korelasyon degeri 0,798 olup karesi (0,798)?=0,64’diir. Buna gore
birinci diskriminant fonksiyonu bagimli degiskendeki varyansin %64 tini
aciklamaktadir. Wilk’s Lambda tablosundan goriildiigii gibi diskriminant
fonksiyonundaki toplam varyansin %38’i gruplar arasindaki farklar tarafindan
aciklanamamaktadir. Ayn1 zamanda p<0,05 olup her bir diskriminant fonksiyonu
icin Ozdeger istatistiginin anlamli oldugu ve bu fonksiyonlarin ayirici model
olusturdugu kabul edilmistir.

LDA icin Fisher’in lineer diskriminant fonksiyonu katsayilarma Tablo
5.34’de yer verilmistir.

LDA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimiyla her bir granit tiirli i¢in

tahmin edilen grup tiyeliklerinin olasiliklar1t EK-3’te verilmistir.
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Selin SEVINDIK

Tablo 5.34. N=30 Birimli Granit Verisinin LDA Smiflandirma Fonksiyonu

Katsayilari
class
Granite_1 | Granite_2 | Granite_3
x1 1,245 1,883 1,299
X2 2,073 2,643 -,425
(Constant) -4,639 -9,212 -2,154

LDA’nin smmflandirma tablosu Tablo 5.35’te verilmistir. Tablodan da

gorildigii gibi 30 birimlik granit simiilasyon verisinin lineer diskriminant analizine

gore dogru smiflandirma orani1 %73,3 tiir.

Tablo 5.35. N=30 Birimli Granit Verisinin LDA Siniflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 7 3 0 10
Granite_2 3 7 0 10
Granite_3 2 0 8 10
% Granite_1 70 30 0 100,0
Granite_2 30 70 0 100,0
Granite_3 20 0 80 100,0

varsayimimin saglanmamasi durumunda oOnerilen QDA da uygulanmistir.

Dogru smiflandirma orani %73.3’tiir.

Bu simiilasyon verisine karsilastirma yapabilmek amaciyla, esit kovaryans

QDA

sonuglarma gore siiflandirma tablosu Tablo 5.36 ‘da elde edilmistir. QDA ile elde

edilen katsay1 tahminleri yardimiyla her bir granit tiirii i¢in tahmin edilen grup

iiyeliklerinin olasiliklar1 EK-3’te verilmisgtir.
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Tablo 5.36. N=30 Birimli Granit Verisinin QDA Siniflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 6 3 1 10
Granite_2 3 7 0 10
Granite_3 2 0 8 10
% Granite_1 60 30 10 100,0
Granite_2 30 70 0 100,0
Granite_3 20 0 80 100,0

Dogru siniflandirma orant %70°dir.

Tablodan da goriildiigii gibi 30 birimlik granit simiilasyon verisinin karesel
diskriminant analizine gére dogru siniflandirma orani1 %70’dir.

Ikinci analiz olarak bu veri setine lojistik regresyon analizi (LRA)
uygulanmustir. Granite 3 grubu referans grup olarak alinmig, tahmini lojistik
siniflandirma modelleri elde edilerek LRA siniflandirma sonuglari verilmistir.

Yanit degiskeninin multinominal olmasimndan dolayr IIA varsayiminin
gecerliligi Hausman-McFadden testi ile arastirilmistir. 3 gruplu yanit degiskeni icin
Hausman-McFadden test istatistik degeri chi2(3)=-0,08 bulunmus ve chi2<0
oldugundan bagimsizlik varsayimi reddedilmistir. Bu sonug bu veri seti igin MNL
modelin uygun olmadigim goéstermektedir. Ancak probit regresyon analizi ile
sonuclar1 karsilastirma yapabilmek amaciyla bu varsayim bu veri seti icin ihlal
edilmistir.

Lojistik regresyon ve probit regresyon analizlerinin her ikisinden de
parametre tahminleri elde edilmis ve iki analiz icin de x: agiklayici degiskenin
istatistiksel olarak anlamsiz oldugu goriilmiistiir. Ancak jeolojik bilgiye dayanarak
siniflandirmalarinda x; oOlgiimlerinin 6nemli olmasindan dolay1 iki aciklayict

degiskenin de model i¢in anlamli oldugu 6ngodriilmiistiir.
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Tablo 5.37. N=30 Birimli Granit Verisinin Lojistik Regresyon Parametre

Tahminleri
Sinif2 B Std. Wald daf | p Exp(B)
Error
Granite_1 Intercept -3,466 | 2,381 | 2,119 | 1| ,146
x1 ,110 ,431 ,065 | 1| ,798 1,117
X2 2,432 | 1,079 | 5,079 | 1| ,024 11,383
Granite_2 Intercept -7,766 | 3,081 | 6,355 | 1| ,012
x1 ,578 497 | 1,349 | 1| ,245 1,782
x2 3,258 | 1,327 | 6,024 | 1| ,014 25,999
a. Granite_3 referans grubudur.
Tablo 5.38. N=30 Birimli Granit Verisinin LRA Smiflandirma Tablosu
Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 6 3 1 10
Granite_2 2 7 1 10
Granite_3 2 0 8 10
% Granite_1 60 30 10 100,0
Granite_2 20 70 10 100,0
Granite_3 20 0 80 100,0

Dogru simiflandirma orani %70°dir.

LRA ile elde edilen katsayr tahminleri yardimiyla her bir granit tiirl icin
tahmin edilen grup iiyeliklerinin olasiliklar1 EK-3’te verilmistir. Tablo 5.38’den
gortldiigi gibi 30 birimlik granit simiilasyon verisinin lojistik regresyon analizine
gore dogru smiflandirma oram %70’ dir.

PRA uygulamasi sonucu elde edilen parametre tahminleri ve siniflandirma
tablosu Tablo 5.39 ve Tablo 5.40’da verilmistir.
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Tablo 5.39. N=30 Birimli Granit Verisinin Probit Regresyon Parametre Tahminleri

Sinif2 B Std. z p
Error
Granite_1 Intercept -2,713 | 1,824 | -1,49 | ,137
x1 ,083 337 ,25 ,806
X2 1,847 , 782 2,36 | ,018
Granite_2 Intercept -6,325 | 2,453 -2,58 | ,010
x1 ,502 378 1,33 | ,185
X2 2,493 ,976 255 |,011

a. Granite_3 referans grubudur.

Tablo 5.40. N=30 Birimli Granit Verisinin PRA Smiflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 6 3 1 10
Granite_2 2 7 1 10
Granite_3 2 0 8 10
% Granite_1 60 30 10 100,0
Granite_2 20 70 10 100,0
Granite_3 20 0 80 100,0

Dogru smiflandirma orani %70°dir.

PRA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimiyla her bir granit tiirli igin
tahmin edilen grup iiyeliklerinin olasiliklar1 EK-3’te verilmistir. Tablo 5.40°dan
gortldiigi gibi 30 birimlik granit simiilasyon verisinin probit regresyon analizine

gore dogru smiflandirma oram %70’ dir.

5.2.3. N=90 Birimlik Orneklem icin Yapilan Uygulamalar
3 farklh granit tiirli i¢in, her bir granit grubunda 30’ar 6rneklem olacak
sekilde toplam n=90 birimlik veri iiretilmistir. Uretilen bu veri igin sirastyla

diskriminant analizi, lojistik ve probit regresyon analizleri uygulanmustir.
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Diskriminant analizi uygulamasi i¢in gerekli varsayimlar (normallik, aykiri

deger ve ¢oklu iliski) test edilmistir. Verinin tiim gerekli varsayimlar1 sagladigi

gorilmiistiir.

90 birimlik granit verisinin tanimsal istatistikleri Tablo 5.41°de verilmistir.

Tablo 5.41. N=90 Birimli Granit Verisinin Tanimsal Istatistikleri

N| Minimum | Maximum| Mean Std. | Skewness | Kurtosis
Deviation

class 90 1 3 2,00 ,821 ,000 -1,517

x1 90 -6,933 9,7308 | 4,0984 2,1510 121 -,092

X2 90| -2,4958 4,4513 | 1,5590 1,589 -,540 -,164

Coklu dogrusal baglanti sorunu olup olmadiginin test edilmesi igin,

degiskenler arasi korelasyon Kkatsayilarindan olusan korelasyon matrisi

hesaplanmustir. Korelasyon katsayilar1 Tablo 5.42’de verilmistir.

Tablo 5.42. N=90 Birimli Granit Verisinin Degiskenler Arasi Korelasyon
Katsayilari

x1 X2
x1 1,000
X2 ,140

,140
1,000

Correlation

Degiskenler arasi korelasyon katsayilarinin 0,70 den biiyiik olmamasindan
dolay1 degiskenlerin yiiksek iliski gostermedigi belirlenmistir.

Diskriminant analizi uygulamasi i¢in gerekli tiim varsayimlart (normallik,
aykiri deger ve coklu iligki) saglayan 90 birimlik granit verisine diskriminant
analizi uygulanmistir.

Diskriminant analizinde ilk olarak kovaryans matrislerinin esitligi
varsayiminin test edilmesi gerekir. Bu varsayimin sinanmasi i¢in Box’s M testi

uygulanmustir. Test sonuglar: Tablo 5.43” te verilmistir.

142



5. UYGULAMA VE BULGULAR Selin SEVINDIK

Tablo 5.43. N=90 Birimli Granit Verisinin Box’s M Testi Sonuglar1

Box’s M Degeri 34,050

F (Yaklasik) Degeri 5,486
Serbestlik Derecesi 1 6
Serbestlik Derecesi 2 188642,769
Anlamlilik 0,000

Tablodan goriildiigt gibi 0,05 anlamlilik diizeyinde sifir hipotezi reddedilir.
Bu durumda gruplar aras1 kovaryans matrisleri farklilik gostermektedir. Uretilen bu
veri i¢cin LDA varsayimlari saglanmamistir. Ancak yoOntemlerin simiflandirma
sonuglarindaki farkliligini ortaya koyabilmek amaciyla, ilk asamada esit kovaryans
varsayimimin saglandigi LDA siniflandirma sonuglar1 ve daha sonra bu varsayimin
saglanmamasi durumunda onerilen QDA siniflandirma sonuglarmna yer verilmistir.

Diskriminant fonksiyonunun Oneminin degerlendirilmesi i¢in; kanonik

korelasyon, 6zdeger ve Wilk’s Lamda istatistikleri Tablo 5.44 ile verilmistir.

Tablo 5.44. N=90 Birimli Granit Verisinin Ozdeger ve Wilk’s Lamda Istatistikleri

Ozdegerler
Function | Eigenvalue % of Cumulative Canonical
Variance % Correlation
1 1,937 99,8 99,8 ,812
2 ,003 2 100,0 ,054

Wilks' Lambda

Test of Wilks' Chi-square df Sig.
Function(s) Lambda
1 ,339 93,444 4 ,000

Birinci korelasyon degeri 0,812 olup karesi (0,812)?=0,66diir. Buna gore
birinci diskriminant fonksiyonu bagimli degiskendeki varyansin %66’s1m
aciklamaktadir. Wilk’s Lambda tablosundan goriildiigii gibi diskriminant

fonksiyonundaki toplam varyansin %34°’i gruplar arasindaki farklar tarafindan
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aciklanamamaktadir. Ayn1 zamanda p<0,05 olup her bir diskriminant fonksiyonu
icin Ozdeger istatistifinin anlamli oldugu ve bu fonksiyonlarin ayirict model
olusturdugu kabul edilmistir.

LDA igin Fisher’in lineer diskriminant fonksiyonu katsayilarma Tablo
5.45°de yer verilmistir.

LDA ile elde edilen katsayi tahminleri yardimiyla her bir granit tiirii igin

tahmin edilen grup tiyeliklerinin olasiliklart EK-4’te verilmistir.

Tablo 5.45. N=90 Birimli Granit Verisinin LDA Siniflandirma Fonksiyonu

Katsayilari
class
Granite 1 | Granite 2 | Granite 3
x1 1,132 1,509 ,816
X2 2,006 3,545 ,045
(Constant) -3,958 -9,221 -1,079

Tablo 5.46. N=90 Birimli Granit Verisinin LDA Siniflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 26 2 2 30
Granite_2 5 25 0 30
Granite_3 6 1 27 30
% Granite_1 86,67 6,67 6,67 100,0
Granite_2 16,67 83,33 0 100,0
Granite_3 20,00 3,33 76,67 100,0

Dogru smiflandirma orani %82,2dir.

LDA’nin simiflandirma tablosu Tablo 5.46’da verilmistir. Tablodan da
gortldiigi gibi 90 birimlik granit simiilasyon Vverisinin lineer diskriminant analizine
gore dogru smiflandirma oram %82,2dir.

Bu simiilasyon esit kovaryans varsayiminin saglanmamasi durumunda

onerilen QDA da uygulanmis ve analiz sonuglarina gore siniflandirma tablosu
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Tablo 5.47°de elde edilmistir. QDA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimiyla
her bir granit tiirii i¢in tahmin edilen grup iiyeliklerinin olasiliklar1 EK-4’te

verilmistir.

Tablo 5.47. N=90 Birimli Granit Verisinin QDA Siniflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 26 2 2 30
Granite_2 4 26 0 30
Granite_3 6 1 23 30
% Granite_1 86,67 6,67 6,67 100,0
Granite_2 13,33 86,67 0 100,0
Granite_3 20,00 3,33 76,67 100,0

Dogru siniflandirma orant %83,3 tiir.

Tablodan da gorildiigii gibi 90 birimlik granit simiilasyon verisinin karesel
diskriminant analizine gére dogru siniflandirma oram %83,3tiir.

Ikinci analiz olarak bu veri setine LRA uygulanmistir. Granite 3 grubu
referans grup olarak alinmis, tahmini lojistik siniflandirma modelleri elde edilerek
LRA siiflandirma sonuglar1 verilmistir.

Yanit degiskeninin multinominal olmasindan dolayr IIA varsayiminin
gecerliligi Hausman-McFadden testi ile arastirilmistir. 3 gruplu yanit degiskeni i¢in
Hausman-McFadden test istatistik degeri chi2(3)=2,19 (p>chi2=0,53) oldugundan
bagimsizlik varsayimi kabul edilmistir. Bu sonug bu veri seti igin MNL modelin
uygun oldugunu gostermektedir

LRA uygulamasi sonucu elde edilen parametre tahminleri ve siiflandirma
tablosu Tablo 5.48 ve Tablo 5.49’da verilmistir.
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Tablo 5.48. N=90 Birimli Granit Verisinin Lojistik Regresyon Parametre

Tahminleri
Sinif2 B Std. Wald daf | p Exp(B)
Error
Granite_1 Intercept -3,214 | 1,117 | 8,279 | 1| ,004
x1 ,299 219 | 1,874 | 1| ,171 1,349
x2 1,966 ,552 | 12,685 | 1| ,000 7,139
Granite_2 Intercept -12,713 | 2,556 | 24,736 | 1| ,000
x1 ,842 302 | 7,799 | 1| ,005 2,321
x2 5,099 ,991 | 26,471 | 1| ,000 163,896

b. Granite_3 referans grubudur.

LRA ile elde edilen katsayr tahminleri yardimiyla her bir granit tiirii i¢in
tahmin edilen grup iiyeliklerinin olasiliklar1 EK-4’te verilmistir. Tablo 5.49’dan
gorildigii gibi 90 birimlik granit simiilasyon verisinin lojistik regresyon analizine

gore dogru smiflandirma oram %383,3 tiir.

Tablo 5.49. N=90 Birimli Granit Verisinin LRA Siniflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 26 2 2 30
Granite_2 5 25 0 30
Granite 3 5 1 24 30
% Granite_1 86,67 6,67 6,67 100,0
Granite_2 16,67 83,33 0 100,0
Granite_3 16,67 3,33 80,00 100,0

Dogru smiflandirma orani %83,3 dir.

PRA uygulamasi sonucu elde edilen parametre tahminleri ve siniflandirma

tablosu Tablo 5.50 ve Tablo 5.51°de verilmistir.
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PRA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimiyla her bir granit tiirli i¢in

tahmin edilen grup iiyeliklerinin olasiliklar1 EK-4’te verilmistir.

Tablo 5.50. N=90 Birimli Granit Verisinin Probit Regresyon Parametre Tahminleri

Sinif2 B Std. z p
Error
Granite_1 Intercept -2,113 , 726 -2,91 | ,004
x1 ,229 ,158 1,45 ,146
x2 1,114 ,305 3,66 ,000
Granite_2 Intercept -8,746 1,638 -5,34 | ,000
x1 ,655 214 3,06 ,002
X2 3,195 ,552 5,79 ,000

b. Granite_3 referans grubudur.

Tablo 5.51’°den goriildiigi gibi 90 birimlik granit simiilasyon verisinin probit

regresyon analizine gore dogru smiflandirma oram %82,2’dir.

Tablo 5.51. N=90 Birimli Granit Verisinin PRA Smiflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 | Granite_3 | Toplam
Gergek Grup

Sayim Granite_1 25 3 2 30

Granite_2 5 25 0 30

Granite_3 5 1 24 30
% Granite_1 83,33 10,0 6,67 100,0
Granite_2 16,67 83,33 0 100,0
Granite_3 16,67 3,33 80,00 100,0

Dogru smiflandirma oram %82,2’dir.
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5.2.4. N=180 Birimlik Orneklem i¢cin Yapilan Uygulamalar
3 farkh granit tiirii icin, her bir granit grubunda 60’ar 6rneklem olacak
sekilde toplam n=180 birimlik veri iiretilmistir. Uretilen bu veri igin sirasiyla
diskriminant analizi, lojistik ve probit regresyon analizleri uygulanmistir.
Diskriminant analizi uygulamasi i¢in gerekli varsayimlar (normallik, aykiri
deger ve ¢oklu iliski) test edilmistir. Verinin tiim gerekli varsayimlar1 sagladigi
gorilmiistiir.

180 birimlik granit verisinin tamimsal istatistikleri Tablo 5.52°de verilmistir.

Tablo 5.52. N=180 Birimli Granit Verisinin Tanimsal Istatistikleri

N| Minimum| Maximum| Mean Std. | Skewness | Kurtosis

Deviation
class 180 1 3 2,00 ,819 ,000 -1,508
X1 180 -1,48 10,73 3,93 2,026 ,074 ,845
X2 180 -2,70 3,91 1,59 1,325 -, 754 443

Coklu dogrusal baglanti sorunu olup olmadiginin test edilmesi igin,
degiskenler arasi korelasyon katsayilarindan olusan korelasyon matrisi

hesaplanmistir. Korelasyon katsayilar1 Tablo 5.53’de verilmistir.

Tablo 5.53. N=180 Birimli Granit Verisinin Degiskenler Aras1 Korelasyon
Katsayilari

x1 X2
x1 1,000 -,043
X2 -,043 1,000

Correlation

Degiskenler arasi korelasyon katsayilarinin 0,70 den biiyiik olmamasindan
dolay1 degiskenlerin yiiksek iliski gostermedigi belirlenmistir.

Diskriminant analizi uygulamasi i¢in gerekli tiim varsayimlari (normallik,
aykir1 deger ve ¢oklu iliski) saglayan 180 birimlik granit verisine diskriminant
analizi uygulanmistir.
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Diskriminant analizinde ilk olarak kovaryans matrislerinin esitligi
varsayimimin test edilmesi gerekir. Bu varsayimin simnanmasi i¢in Box’s M testi

uygulanmugtir. Test sonuglar1 Tablo 5.54 te verilmistir.

Tablo 5.54. N=180 Birimli Granit Verisinin Box’s M Testi Sonuglari

Box’s M Degeri 76,568

F (Yaklasik) Degeri 12,553
Serbestlik Derecesi 1 6
Serbestlik Derecesi 2 780815,077
Anlamlilik 0,000

Tablodan goriildiigi gibi 0,05 anlamlilik diizeyinde sifir hipotezi reddedilir.
Bu durumda gruplar aras1 kovaryans matrisleri farklilik gostermektedir. Uretilen bu
veri i¢in LDA varsayimlari saglanmamustir. Ancak bir 6nceki analizlerde oldugu
gibi yontemlerin siniflandirma sonuglarindaki farkliligini ortaya koyabilmek
amaciyla, ilk asamada esit kovaryans varsayiminin saglandigi LDA simiflandirma
sonucglar1 ve daha sonra bu varsayimin saglanmamasi durumunda Onerilen QDA
siiflandirma sonuglarina yer verilmistir.

Diskriminant fonksiyonunun Oneminin degerlendirilmesi icin; kanonik
korelasyon, dzdeger ve Wilk’s Lamda istatistikleri Tablo 5.55 ile verilmistir.

Birinci korelasyon degeri 0,838 olup karesi (0,838)?=0,70’diir. Buna gore
birinci  diskriminant fonksiyonu bagimli degiskendeki varyansin %70 ini
aciklamaktadir. Wilk’s Lambda tablosundan goriildiigii gibi diskriminant
fonksiyonundaki toplam varyansin %30’u gruplar arasindaki farklar tarafindan
aciklanamamaktadir. Ayn1 zamanda p<0,05 olup her bir diskriminant fonksiyonu
icin Ozdeger istatistiginin anlamli oldugu ve bu fonksiyonlarin ayirict model

olusturdugu kabul edilmistir.
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Tablo 5.55. N=180 Birimli Granit Verisinin Ozdeger ve Wilk’s Lamda istatistikleri

Ozdegerler
Function | Eigenvalue % of | Cumulative Canonical
Variance % Correlation
1 2,359 99,3 99,3 ,838
2 ,017 7 100,0 ,128
Wilks' Lambda
Test of Wilks' Chi-square df Sig.
Function(s) Lambda
1 ,293 216,767 4 ,000

LDA i¢in Fisher’in lineer diskriminant fonksiyonu katsayilarina Tablo

5.56’de yer verilmistir.

Tablo 5.56. N=180 Birimli Granit Verisinin LDA Simiflandirma Fonksiyonu

Katsayilari
class
Granite_1 | Granite_2 | Granite_3
x1 1,213 1,750 ,918
X2 2,959 4,993 ,466
(Constant) -4,712 -11,729 -1,371

LDA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimiyla her bir granit tiirii i¢in
tahmin edilen grup tyeliklerinin olasiliklar1t EK-5’te verilmistir.

LDA’nin simiflandirma tablosu Tablo 5.57’de verilmistir. Tablodan da
gortldigi gibi 180 birimlik granit simiilasyon verisinin lineer diskriminant
analizine gore dogru siniflandirma oram %83,9°dur.

Bu simiilasyona esit kovaryans varsayiminin saglanmamasit durumunda
onerilen QDA da uygulanmis ve analiz sonuglarina goére simiflandirma tablosu
Tablo 5.58’de elde edilmistir. QDA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimiyla
her bir granit tirii i¢in tahmin edilen grup iiyeliklerinin olasiliklar1 EK-5’te
verilmistir.
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Tablo 5.57. N=180 Birimli Granit Verisinin LDA Simflandirma Tablosu
Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 53 4 3 60
Granite_2 6 54 0 60
Granite 3 16 0 44 60
% Granite_1 88,33 6,67 5,00 100,0
Granite_2 10,00 90,00 0 100,0
Granite_3 26,67 32,22 26,11 100,0
Dogru siniflandirma orant %83,9’dur.
Tablo 5.58. N=180 Birimli Granit Verisinin QDA Siniflandirma Tablosu
Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 49 5 6 60
Granite_2 5 55 0 60
Granite_3 13 2 45 60
% Granite_1 81,67 8,33 10,00 100,0
Granite_2 8,33 91,67 0 100,0
Granite_3 21,67 3,33 75,00 100,0

Dogru smiflandirma orani %82,8°dir.

Tablodan da goriildiigli gibi 90 birimlik granit simiilasyon verisinin karesel
diskriminant analizine gére dogru simflandirma orani %82,8’dir.

Ikinci analiz olarak bu veri setine LRA uygulanmistir. Granite 3 grubu
referans grup olarak alinmis, tahmini lojistik siniflandirma modelleri elde edilerek
LRA smiflandirma sonuglar1 verilmistir.

Yanit degiskeninin multinominal olmasindan dolayr IIA varsayiminin
gecerliligi Hausman-McFadden testi ile arastirilmistir. 3 gruplu yanit degiskeni i¢in
Hausman-McFadden test istatistik degeri chi2(3)=0,33 (p>chi2=0,954) oldugundan
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bagimsizlik varsayimi kabul edilmistir. Bu sonug bu veri seti igin MNL modelin
uygun oldugunu gostermektedir

LRA uygulamasi sonucu elde edilen parametre tahminleri ve siniflandirma
tablosu Tablo 5.59 ve Tablo 5.60°da verilmistir.

LRA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimiyla her bir granit tiirii igin

tahmin edilen grup iiyeliklerinin olasiliklar1 EK-5’te verilmistir.

Tablo 5.59. N=180 Birimli Granit Verisinin Lojistik Regresyon Parametre

Tahminleri
Sinifa B Std. Wald df | p Exp(B)
Error
Granite_1 Intercept -3,372 ,827 | 16,630 | 1| ,000
x1 ,151 , 166 827 | 1| ,363 1,163
X2 2,531 ,508 | 24,778 | 1 | ,000 12,568
Granite_2 Intercept -17,367 | 2,809 | 38,226 | 1| ,000
x1 ,826 ,267 | 9,567 | 1| ,002 2,285
X2 7,309 | 1,069 | 46,713 | 1| ,000 | 1493,418

c. Granite_3 referans grubudur.

Tablo 5.60. N=180 Birimli Granit Verisinin LRA Siniflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_2 Granite_3 | Toplam
Gergek Grup
Sayim | Granite_1 48 5 7 60
Granite_2 3 57 0 60
Granite_3 12 2 46 60
% Granite_1 80,00 8,33 11,67 100,0
Granite_2 5,00 95,00 0 100,0
Granite_3 20,00 3,33 76,67 100,0

Dogru smiflandirma oran %83,9’dur.
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Tablo 5.60°dan goriildiigii gibi 180 birimlik granit simiilasyon verisinin
lojistik regresyon analizine gore dogru smiflandirma orani %83,9’dur.

PRA uygulamasi sonucu elde edilen parametre tahminleri ve simiflandirma
tablosu Tablo 5.61 ve Tablo 5.62°de verilmistir.

Tablo 5.61. N=180 Birimli Granit Verisinin Probit Regresyon Parametre

Tahminleri
Sinif2 B Std. z p
Error
Granite_1 Intercept -2,619 ,616 -4,25 | ,105
x1 ,208 ,128 1,62 | ,000
X2 1,663 ,296 5,61 | ,000
Granite_2 Intercept -12,014 | 1,655 | -7,26 | ,000
x1 ,739 ,187 3,96 | ,000
X2 4,757 ,593 8,02 | ,000

c. Granite_3 referans grubudur.

PRA ile elde edilen katsay1 tahminleri yardimiyla her bir granit tiirli igin
tahmin edilen grup tyeliklerinin olasiliklart EK-5’te verilmistir. Tablo 5.62’den
goriildiigii gibi 180 birimlik granit simiilasyon verisinin probit regresyon analizine

gore dogru smiflandirma oram %382,2 dir.

Tablo 5.62. N=180 Birimli Granit Verisinin PRA Smflandirma Tablosu

Tahmin Grubu
Granite_1 Granite_ 2 | Granite_ | Toplam
3
Gergek Gru

Sayim Granite_1 45 5 10 60

Granite_2 3 57 0 60

Granite_3 13 1 46 60
% Granite_1 75,00 8,33 16,67 100,0
Granite_2 5,00 95,00 0 100,0
Granite_3 21,67 1,67 76,67 100,0
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Dogru siniflandirma oram %82,2dir.

5.2.5. Analiz Yontemlerin Karsilastirilmasi
Simiilasyon veri seti ilizerine yapilan uygulamalar sonucunda LDA, QDA,
LRA ve PRA yontemlerini karsilastirabilmek i¢in asagidaki genel tablo

olusturulmustur.

Tablo 5.63. Simiilasyon Veri Uygulamasinda Yontemlerin Karsilagtirilmasi

Yoéntem LDA QDA LRA PRA
Dogru Siniflandirma 73,3 70 70 70
Orani (%)
N=30
Hatali Siniflandirma 26,7 30 30 30
Orani (%)
Dogru Siniflandirma 82,2 83,3 83,3 82,2
Orani (%)
N=90
Hatal Siniflandirma 17,8 16,7 16,7 17,8
Orani (%)
Dogru Siniflandirma 83,9 82,8 83,9 82,2
Orani (%)
N=180 Hatall Siniflandirma | 16,1 | 17,2 | 16,1 | 17,8
Orani (%)

Tablo 5.63’teki yontemlerin genel siniflandirma dogruluklari incelendiginde,
orneklem sayist arttikca kullanilan 4 farkli analiz yonteminin de siniflandirma
yeteneklerinin arttign goriilmektedir. Klasik diskriminant analizi varsayimlarimi
saglayan 30 birimlik orneklemde en yiiksek siniflandirma orani LDA ile %73,3
elde edilmistir. Esit hacimli simiflara sahip olan ve ortak varyans-kovaryans
varsayimini saglamayan 90 ve 180 birimlik 6rneklemlerin analiz sonuglarinda ise
%82,2 ile %83,9 araliginda birbirine ¢ok yakin siniflandirma dogruluklar1 elde

edilmistir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Verilerde yamt degiskenin kategorik olmasi, amag¢ regresyon analizi
oldugunda lineer regresyon modelini kurmay1 yetersiz kilmaktadir. Ikili (binary)
bir yanit degiskeni tahmin etmek i¢in kukla degisken yardimiyla lineer regresyon
uygulanabiliyor olmasina ragmen, kukla degiskeni yaklasimi ikiden fazla
kategoriye sahip yanit degiskeni karsilamak igin kolaylikla genisletilemez. Bu
nedenle kategorik yanit degerler i¢in siniflandirma yontemi kullanilir.

Bir gbzlem igin kategorik bir yanit tahmin etmek, bu gézlemi bir kategoriye
ya da gruba atamayi igeren “smiflandirma” olarak adlandirilir. Smiflandirma igin
kullamlan yontemler oOncelikle nitel yanit degiskeninin her bir kategorisinin
olasihigimi tahmin eder ve yeni bir gozlem degeri igin gelecekte kullanilabilir
fonksiyonlar verir. Bu anlamda bu yontemler regresyon yontemi gibi de
davranirlar. Bu c¢alismada go6zlemlerin gruplara ayrilmasinda kullanilan bu
smiflandirma yontemlerinden; diskriminant analizi ve bu analize alternatif olarak
onerilen lojistik regresyon analizi ile probit regresyon analizi ele alinmistir.

Calismanin ikinci bdlimiinde diskriminant analizi ayrintili bir sekilde
incelenmistir. Grup ayrigtirmasmin tanimi  verildikten sonra ilk olarak iki
kategoriye sahip diskriminant fonksiyonlar1 verilmis ve iki gruplu diskriminant
analizi ile ¢oklu regresyon analizi arasindaki iliski agiklanmistir. Sonrasinda ikiden
fazla kategoriye sahip diskriminant fonksiyonlar1 agiklanarak bu fonksiyonlar i¢in
Fisher’in kanonik korelasyonunun nasil hesaplandig1 gosterilmistir. Ayrica bu iki
tip fonksiyon tiiriinde bagimsiz degiskenlerin anlamlilik testleri incelenerek, bu
degiskenlerin grup ayrimina katkisinin nasil belirlenecegine yer verilmistir.
Smiflandirma prosediirii incelenmis, lineer ve karesel smiflandirma fonksiyonlari
ikiden fazla gruba smiflandirma bashgi altinda ele alinmistir. Diskriminant
analizinde hatali siniflandirma oranlarinin tahmini agiklanarak, hata oranlarindaki

yanlilig1 azaltmak i¢in Onerilen tahmin yontemlerine yer verilmistir.
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Caligmanin {igiincii ve dordiincii boliimiinde, iki ve ikiden fazla kategoriye
sahip yanit degiskenli sirasiyla lojistik ve probit modeller incelenerek her iki
modelde parametrelerin tahmin edilmesi i¢in 6nerilen ECO yontemi agiklanmustir.
Lojistik regresyon parametrelerinin anlamlilik testleri olan olabilirlik oran testi,
Wald testi ve skor testi incelenerek bagimsiz degiskelerin model igin anlamli olup
olmadiginin nasil belirlenecegi teorik agidan gdsterilmistir. Ayrica probit regresyon
ile lojistik regresyon arasindaki iligki agiklanmsgtir.

Incelenen analiz ydntemlerinin pratikteki uygulamalarmi gostermek amaci
ile iki uygulamaya yer verilmistir. Bunlardan ilki gercek oOlglimlerden olusan bir
veri seti lizerine digeri ise simiilasyon sonucu elde edilmis veriler lizerine
uygulanmustir.

Bir hastaligin dogru teshisi ve tedavisi asamasindaki karmasikliklardan
ka¢inmak i¢in dogru smniflandirilmasi hayati 6nem tasimaktadir. Bu durum
genellikle, ¢ok fazla sinyal isleme yardimi olmaksizin, bir hekim tarafindan
deneyime dayanarak gerceklestirilir. Ozellikle dogru kararlarm alinmasinda ¢ok
yonlii ve mantikli bir tibbi tam / smiflandirma sisteminin yararli olabilecegi
distiniiliir. Bu distinceyle gergek veri seti uygulamasinda her bir kategoride farkl
sayida hasta bulunan, bel fiti§1 (disk hernia/60) ve bel kaymasi
(spondylolisthesis/149) seklinde iki farkli omurga rahatsizligi olan 209 hasta ile
100 normal hastadan olusan, 3 kategoriye ayrilmig toplam 309 hastanin bilgisine
sahip vertebral kolon verisi analiz edilmistir. Analiz sonucunda hastaya bel fitigi,
bel kaymasi ve normal tanis1 koyabilen, her bir siiflandirma yontemi i¢in en az
aciklayici degisken iceren optimum siniflandirma modelleri olusturulup
siniflandirma dogruluklar: karsilastiriimastir.

Veri tabanindaki her hasta, legen kemigine (pelvis) ve bel kemigine
(lomber) ait omurganin sekli ve hizalamasindan kaynaklanan 6 biyomekanik
ozellik ile karakterize edilmistir. Verinin agiklayici degiskenlerini olusturan bu

ozellikler; pelvis/legen kemigi insidans1 (PI), pelvis egimi (PT), lordoz/bel kemigi
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acist (LuL), sakral/kuyruk sokumu egimi (SS), pelvis yarigapt (PR) ve
spondilolistezi /kayma derecesi (DS) dir.

Gergek veri analizinde dort yontemin sonuglar karsilastirildiginda pelvis
insidans1 (PI) oOl¢limiiniin hastalar1 simmiflandirmada anlamhi bir etkiye sahip
olmadig1 goriilmektedir. Diskriminant analizinde elde edilen LDA ve QDA
yontemleri igin bel kemigi agist (LUL) Olglimii en az etkiye sahip 6l¢iim olarak
modele dahil edilerek 5 agiklayict degisken iceren optimum siniflandirma modeli
olusturmalarina ragmen, LRA ve PRA yontemlerinde LUL degiskeni de model igin
anlamsiz bulunarak bu yontemler 4 acgiklayici degisken igeren optimum
siniflandirma modeli olusturmuslardir.

Her bir sinifta farkli 6rneklem bulunan gergek veri seti ile gergeklestirilen
analizlerde, dogru smiflandirma oranlarina gére en iyi model logit ve probit model,
sonra karesel diskriminant modeli ve en son lineer diskriminant modeli
bulunmustur. Diskriminant analizinin iki yontemi olan QDA ile LDA
karsilastirildiginda, veride ortak kovaryansa sahip olma varsayiminin
bozulmasindan dolayr QDA’nin tercih edilmesi gereklidir. Ayrica daha yiiksek
dogru smiflandirma orani da verdigine dikkat edilmelidir. LRA ve PRA en az
aciklayici degiskeni kullanarak en yiiksek dogru siniflandirma oranim verdikleri
icin bilinen varsayimlar saglanmaginda LDA ve QDA yontemlerine gore tercih
edilebilecekleri sdylenebilir.

Smiflandirma dogruluklarinin farkli kosullardaki etkisi bir simiilasyon
calismasiyla da ortaya konmustur. Simiilasyon ¢alismasinda kiiciik, orta ve biiyiik
orneklemli, her bir sinifta esit 6rneklem bulunan 3 farkli granit tasi sinifina sahip
jeolojik granit verileri kullanilmustir

Simiilasyon sonuglarina goére klasik diskriminant analizi varsayimlarim
saglayan kiigiik 6rnekleme sahip veri yapisimn QDA, LRA ve PRA yontemlerine
gore LDA ile daha dogru siniflandirma oram verdigi ortaya konmustur. Normal

dagilan ancak ortak kovaryans varsayimini saglamayan orta ve biiylik 6rnekleme
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sahip veri yapilarinin ise, QDA yontemi ile LDA yontemine gore daha yiiksek
dogrulukta siniflandirma sonuglarina sahip olduklari tespit edilmistir. Buna karsilik
gercek veri analizi ile kiyaslandiginda, simiflarinda esit 6rneklem bulunan yanit
degiskenine sahip bu simiilasyon verilerindeki LDA, QDA LRA ve PRA dogru
siniflandirma oranlar1 arasinda biiyiik bir farklilik olmadigi da agiga ¢ikmuigtir.

Elde edilen ger¢ek ve simiilasyon veri sonuglarina gore klasik varsayimlari
karsilayan veri yapilart icin LDA en iyi siniflandirma yontemi olma &zelligini
korumustur.

Klasik varsayimlar1 saglamayan veri yapilari igin farkli bulgular elde
edilmistir. Elde edilen bu bulgulardan yola ¢ikarak iki farkli sonug ortaya ¢ikmistir.

Yanit degiskeninin farkli hacimli siniflara sahip olmast durumunda, LRA ve
PRA yontemlerinin daha yiiksek dogru siniflandirma oranlar1 vermesi agisindan
QDA yontemine gore iyi birer alternatif siniflandirma yontemleri olduklar
sOylenebilir.

Yanit degiskeninin esit hacimli siniflara sahip olmasi durumunda ise QDA,
LRA ve PRA tahmin olasiliklarmin birbirine ¢ok yakin olmasindan dolayi ¢ok
kiiclik farkliliklara sahip siniflandirma sonuglari ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle bu
yapidaki verilerde smiflandrma yontemi olarak QDA, LRA ve PRA
yontemlerinden herhangi biri tercih edilebilir.

Bu c¢alismada diskriminant analizi ve bu analize alternatif yontemler ele
alindig1 i¢in normal yapidaki verilerle ¢aligilmistir. Normal dagilmayan veri
yapilarinda, arastirilan teorik bilgiye gore tercih edilen simiflandirma ydntemleri
farklilik gostermektedir. PRA yontemindeki yanit degisken icin normal dagilim
varsayimi LRA yontemine gore daha sinirlayict oldugundan, veri yapisinin normal
dagilmadigi durumlarda bu iki yontem arasinda herhangi bir dagilim varsayimi

gerektirmeyen LR A yontemi tercih edilmelidir.
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EK-1: Vertebral Column Gergek Veri Seti Calismasinda Kullanilan Orneklem

sl | &g | 2| 8| 8| 8 g
1 63,03 22,55 39,61 | 40,48 98,67 -0,25 Disk Hernia
2 39,06 10,06 25,02 29 | 114,41 4,56 Disk Hernia
3 68,83 22,22 50,09 | 46,61 | 105,99 -3,53 Disk Hernia
4 69,3 24,65 44,31 44,64 | 101,87 11,21 Disk Hernia
5 49,71 9,65 28,32 | 40,06 | 108,17 7,92 Disk Hernia
6 40,25 13,92 25,12 26,33 | 130,33 2,23 Disk Hernia
7 53,43 15,86 37,17 37,57 | 120,57 5,99 Disk Hernia
8 45,37 10,76 29,04 34,61 | 117,27 | -10,68 Disk Hernia
9 43,79 13,53 42,69 30,26 125 13,29 Disk Hernia
10 36,69 5,01 41,95 31,68 84,24 0,66 Disk Hernia
11 49,71 13,04 31,33 36,67 | 108,65 -7,83 Disk Hernia
12 31,23 17,72 15,5 13,52 | 120,06 0,5 Disk Hernia
13 48,92 19,96 40,26 28,95 | 119,32 8,03 Disk Hernia
14 53,57 20,46 33,1 33,11 | 110,97 7,04 Disk Hernia
15 57,3 24,19 47 33,11 | 116,81 577 Disk Hernia
16 44,32 12,54 36,1 31,78 | 124,12 5,42 Disk Hernia
17 63,83 20,36 54,55 | 43,47 | 112,31 -0,62 Disk Hernia
18 31,28 3,14 32,56 28,13 | 129,01 3,62 Disk Hernia
19 38,7 13,44 31 25,25 | 123,16 1,43 Disk Hernia
20 41,73 12,25 30,12 29,48 | 116,59 -1,24 Disk Hernia
21 43,92 14,18 37,83 29,74 | 134,46 6,45 Disk Hernia
22 54,92 21,06 42,2 33,86 | 125,21 2,43 Disk Hernia
23 63,07 24,41 54 38,66 | 106,42 15,78 Disk Hernia
24 45,54 13,07 30,3 32,47 | 117,98 -4,99 Disk Hernia
25 36,13 22,76 29 13,37 | 115,58 -3,24 Disk Hernia
26 54,12 26,65 35,33 27,47 | 121,45 1,57 Disk Hernia
27 26,15 10,76 14 15,39 125,2 | -10,09 Disk Hernia
28 43,58 16,51 47 27,07 | 109,27 8,99 Disk Hernia
29 44,55 21,93 26,79 22,62 | 111,07 2,65 Disk Hernia
30 66,88 24,89 49,28 | 41,99 | 113,48 -2,01 Disk Hernia
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31 50,82 15,4 42,53 35,42 | 112,19 10,87 Disk Hernia
32| 46,39 | 11,08 | 32,14 | 3531 | 98,77 6,39 Disk Hernia
33 44,94 17,44 27,78 27,49 | 117,98 5,57 Disk Hernia
34| 3866 | 12,99 40 | 25,68 | 124,91 2,7 Disk Hernia
35 59,6 32 | 46,56 27,6 | 119,33 1,47 Disk Hernia
36| 31,48 7,83 | 24,28 | 23,66 | 113,83 4,39 Disk Hernia
37| 32,09 6,99 36 25,1 | 132,26 6,41 Disk Hernia
38 35,7 19,44 20,7 16,26 | 137,54 -0,26 Disk Hernia
39| 5584 | 2885 | 47,69 27 | 123,31 2,81 Disk Hernia
40 52,42 19,01 35,87 33,41 | 116,56 1,69 Disk Hernia
41 35,49 11,7 15,59 23,79 | 106,94 -3,46 Disk Hernia
42 46,44 8,4 29,04 38,05 | 115,48 2,05 Disk Hernia
43 | 53,85 | 19,23 | 32,78 | 34,62 | 121,67 5,33 Disk Hernia
44 | 66,29 | 26,33 47,5 | 39,96 | 121,22 -0,8 Disk Hernia
45 | 56,03 16,3 | 62,28 | 39,73 | 114,02 -2,33 Disk Hernia
46 | 50,91 | 23,02 47 27,9 | 117,42 -2,53 Disk Hernia
47 | 48,33 | 22,23 | 36,18 26,1 | 117,38 6,48 Disk Hernia
48 | 41,35 16,58 | 30,71 | 24,78 | 113,27 -4,5 Disk Hernia
49 | 40,56 | 17,98 34| 22,58 | 121,05 -1,54 Disk Hernia
50 | 41,77 17,9 | 20,03 | 23,87 | 118,36 2,06 Disk Hernia
51| 55,29 | 20,44 34| 34,85| 115,88 3,56 Disk Hernia
52 | 74,43 | 41,56 27,7 | 32,88 | 107,95 5 Disk Hernia
53 | 50,21 | 29,76 36,1 | 20,45 | 128,29 5,74 Disk Hernia
54| 30,15 | 11,92 34| 18,23 | 112,68 | 11,46 Disk Hernia
55| 41,17 | 17,32 | 33,47 | 23,85 | 116,38 -9,57 Disk Hernia
56 | 47,66 | 13,28 | 36,68 | 34,38| 98,25 6,27 Disk Hernia
57 43,35 7,47 28,07 35,88 | 112,78 5,75 Disk Hernia
58 46,86 15,35 38 31,5 | 116,25 1,66 Disk Hernia
59 43,2 | 19,66 35| 23,54 | 124,85 -2,92 Disk Hernia
60 | 48,11 | 14,93 | 3556 | 33,18 | 124,06 7,95 Disk Hernia
61 74,38 32,05 78,77 42,32 | 143,56 56,13 | Spondylolisthesis
62 | 89,68 32,7 | 83,13 | 56,98 | 129,96 | 92,03 | Spondylolisthesis
63 44 53 9,43 52 35,1 | 134,71 29,11 | Spondylolisthesis
64 77,69 21,38 64,43 56,31 | 114,82 26,93 | Spondylolisthesis
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65| 76,15 | 21,94 | 8296 | 54,21 | 123,93 | 10,43 | Spondylolisthesis
66 | 83,93 | 41,29 62 | 42,65| 115,01 | 26,59 | Spondylolisthesis
67 | 78,49 | 22,18 60 | 56,31 | 118,53 | 27,38 | Spondylolisthesis
68| 7565 | 1934 | 64,15| 56,31 95,9 | 69,55 | Spondylolisthesis
69 | 72,08 | 18,95 51 | 53,13 | 114,21 1,01 | Spondylolisthesis
70 58,6 -0,26 51,5| 58,86 | 102,04 | 28,06 | Spondylolisthesis
71 72,56 17,39 52 55,18 | 119,19 32,11 | Spondylolisthesis
72 86,9 | 32,93 | 47,79 | 53,97 | 135,08 | 101,72 | Spondylolisthesis
73| 84,97 | 33,02| 6086 | 51,95| 125,66 | 74,33 | Spondylolisthesis
74 55,51 20,1 44 35,42 | 122,65 34,55 | Spondylolisthesis
75 72,22 23,08 91 49,14 | 137,74 56,8 | Spondylolisthesis
76 | 70,22 | 39,82 | 68,12 30,4 | 148,53 | 145,38 | Spondylolisthesis
77| 86,75 | 36,04 | 69,22 | 50,71 | 139,41 | 110,86 | Spondylolisthesis
78 | 58,78 7,67 | 5334 | 51,12 98,5 | 51,58 | Spondylolisthesis
79| 67,41 | 17,44 | 60,14 | 49,97 | 111,12 | 33,16 | Spondylolisthesis
80 | 47,74 | 12,09 39 | 3566 | 117,51 | 21,68 | Spondylolisthesis
81| 77,11 | 30,47 | 69,48 | 46,64 | 112,15 | 70,76 | Spondylolisthesis
82| 74,01 21,12 | 57,38 | 52,88 | 120,21 | 74,56 | Spondylolisthesis
83| 8862 | 29,09 | 47,56 | 59,53 | 121,76 | 51,81 | Spondylolisthesis
84 81,1| 24,79 | 77,89 | 56,31 | 151,84 | 65,21 | Spondylolisthesis
85| 76,33 42,4 57,2 | 33,93 | 124,27 | 50,13 | Spondylolisthesis
86 | 45,44 9,91 45| 35,54 | 163,07 | 20,32 | Spondylolisthesis
87| 59,79 | 17,88 | 59,21 | 41,91 | 119,32 | 22,12 | Spondylolisthesis
88| 4491 | 10,22 | 44,63 34,7 | 130,08 | 37,36 | Spondylolisthesis
89 | 56,61 16,8 42 | 39,81 | 127,29 | 24,02 | Spondylolisthesis
90 71,19 23,9 43,7 47,29 | 119,86 27,28 | Spondylolisthesis
91 81,66 28,75 58,23 52,91 | 114,77 30,61 | Spondylolisthesis
92 70,95 20,16 62,86 50,79 | 116,18 32,52 | Spondylolisthesis
93 85,35 15,84 71,67 69,51 | 124,42 76,02 | Spondylolisthesis
94 58,1 14,84 79,65 43,26 | 113,59 50,24 | Spondylolisthesis
95 94,17 15,38 67,71 78,79 | 114,89 53,26 | Spondylolisthesis
96 57,52 33,65 50,91 23,88 | 140,98 | 148,75 | Spondylolisthesis
97 96,66 19,46 90,21 77,2 | 120,67 64,08 | Spondylolisthesis
98 74,72 19,76 82,74 54,96 | 109,36 33,31 | Spondylolisthesis
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99| 77,66 | 22,43 | 93,89 | 55,22 | 123,06 | 61,21 | Spondylolisthesis
100 58,52 13,92 41,47 44,6 | 115,51 30,39 | Spondylolisthesis
101 | 8459 | 30,36 | 6548 | 54,22 | 108,01 | 25,12 | Spondylolisthesis
102 79,94 18,77 63,31 61,16 | 114,79 38,54 | Spondylolisthesis
103 70,4 13,47 61,2 56,93 | 102,34 25,54 | Spondylolisthesis
104 49,78 6,47 53 43,32 | 110,86 25,34 | Spondylolisthesis
105 77,41 29,4 63,23 48,01 | 118,45 93,56 | Spondylolisthesis
106 | 65,01 276 | 5095 | 37,41 | 116,58 7,02 | Spondylolisthesis
107 | 65,01 9,84 | 57,74 | 5518 | 94,74 49,7 | Spondylolisthesis
108 | 78,43 | 33,43 | 76,28 45 | 138,55 | 77,16 | Spondylolisthesis
109 | 63,17 6,33 63 | 56,84 | 110,64 | 42,61 | Spondylolisthesis
110 | 68,61 | 1508 | 63,01 | 53,53 | 123,43 39,5 | Spondylolisthesis
111 63,9 13,71 62,12 50,19 | 114,13 41,42 | Spondylolisthesis
112 85| 2961 | 8335| 5539 | 126,91 | 71,32 | Spondylolisthesis
113 | 42,02 -6,55 67,9 | 4858 | 111,59 | 27,34 | Spondylolisthesis
114 | 69,76 | 19,28 48,5 | 50,48 | 96,49 | 51,17 | Spondylolisthesis
115 | 80,99 | 36,84 | 86,96 | 44,14 | 141,09 | 85,87 | Spondylolisthesis
116 | 129,83 8,4 | 48,38 | 121,43 | 107,69 | 418,54 | Spondylolisthesis
117 | 70,48 | 12,49 | 62,42 | 57,99 | 114,19 56,9 | Spondylolisthesis
118 | 86,04 | 38,75 | 47,87 | 47,29 | 122,09 | 61,99 | Spondylolisthesis
119 | 6554 | 24,16 | 45,78 | 41,38 | 136,44 | 16,38 | Spondylolisthesis
120 | 60,75 | 15,75 43,2 45 | 113,05 | 31,69 | Spondylolisthesis
121 | 54,74 12,1 41 | 42,65 | 117,64 | 40,38 | Spondylolisthesis
122 | 83,88 | 23,08| 87,14 60,8 | 124,65 | 80,56 | Spondylolisthesis
123 | 80,07 | 48,07 52,4 | 32,01 | 110,71 | 67,73 | Spondylolisthesis
124 65,67 10,54 56,49 55,12 | 109,16 53,93 | Spondylolisthesis
125 74,72 14,32 32,5 60,4 | 107,18 37,02 | Spondylolisthesis
126 48,06 5,69 57,06 42,37 95,44 32,84 | Spondylolisthesis
127 70,68 21,7 59,18 48,97 | 103,01 27,81 | Spondylolisthesis
128 80,43 17 66,54 63,43 | 116,44 57,78 | Spondylolisthesis
129 | 90,51 | 28,27 | 69,81| 62,24 | 100,89 | 58,82 | Spondylolisthesis
130 77,24 16,74 49,78 60,5 | 110,69 39,79 | Spondylolisthesis
131 50,07 9,12 32,17 40,95 99,71 26,77 | Spondylolisthesis
132 69,78 13,78 58 56 | 118,93 17,91 | Spondylolisthesis
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133 | 69,63 | 21,12 | 52,77 48,5 | 116,8 | 54,82 | Spondylolisthesis
134 81,75 20,12 70,56 61,63 | 119,43 55,51 | Spondylolisthesis
135 52,2 17,21 78,09 34,99 | 136,97 54,94 | Spondylolisthesis
136 77,12 30,35 77,48 46,77 | 110,61 82,09 | Spondylolisthesis
137 | 88,02 | 39,84 | 81,77 | 48,18 | 116,6 | 56,77 | Spondylolisthesis
138 83,4 | 3431 | 7842 | 49,09 | 110,47 | 49,67 | Spondylolisthesis
139 72,05 24,7 79,87 47,35 | 107,17 56,43 | Spondylolisthesis
140 851 | 21,07 | 91,73 | 64,03 | 109,06 | 38,03 | Spondylolisthesis
141 69,56 15,4 74,44 54,16 | 105,07 29,7 | Spondylolisthesis
142 89,5 48,9 72 40,6 | 134,63 | 118,35 | Spondylolisthesis
143 | 8529 | 18,28 | 100,74 | 67,01 | 110,66 | 58,88 | Spondylolisthesis
144 | 60,63 20,6 | 64,54 | 40,03 | 117,23 | 104,86 | Spondylolisthesis
145 | 60,04 | 14,31 | 58,04 | 45,73 | 105,13 | 30,41 | Spondylolisthesis
146 85,64 42,69 78,75 42,95 | 105,14 42,89 | Spondylolisthesis
147 | 8558 | 30,46 | 78,23 | 55,12 | 114,87 | 68,38 | Spondylolisthesis
148 | 55,08 -3,76 56 | 58,84 | 109,92 | 31,77 | Spondylolisthesis
149 | 65,76 9,83 | 50,82 | 5592 | 104,39 | 39,31 | Spondylolisthesis
150 | 79,25 | 23,94 40,8 55,3 | 98,62 | 36,71 | Spondylolisthesis
151 | 81,11 | 20,69 | 60,69 | 60,42 | 94,02 | 40,51 | Spondylolisthesis
152 | 48,03 3,97 | 58,34 | 44,06 | 125,35 35 | Spondylolisthesis
153 63,4 | 14,12 | 48,14 | 49,29 | 111,92 | 31,78 | Spondylolisthesis
154 | 57,29 | 15,15 64 | 42,14 | 116,74 | 30,34 | Spondylolisthesis
155 | 41,19 579 | 42,87 | 3539 | 103,35 | 27,66 | Spondylolisthesis
156 66,8 | 1455 | 72,08| 52,25| 82,46 | 41,69 | Spondylolisthesis
157 | 79,48 | 26,73 | 70,65| 52,74 | 118,59 61,7 | Spondylolisthesis
158 44 22 1,51 46,11 42,71 | 108,63 42,81 | Spondylolisthesis
159 57,04 0,35 49,2 56,69 | 103,05 52,17 | Spondylolisthesis
160 64,27 12,51 68,7 51,77 95,25 39,41 | Spondylolisthesis
161 92,03 35,39 77,42 56,63 | 115,72 58,06 | Spondylolisthesis
162 67,26 7,19 51,7 60,07 97,8 42,14 | Spondylolisthesis
163 | 118,14 38,45 50,84 79,7 81,02 74,04 | Spondylolisthesis
164 | 115,92 37,52 76,8 78,41 104,7 81,2 | Spondylolisthesis
165 53,94 9,31 43,1 44,64 124.,4 25,08 | Spondylolisthesis
166 83,7 20,27 77,11 63,43 | 125,48 69,28 | Spondylolisthesis
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167 | 56,99 6,87 | 57,01 | 50,12 | 109,98 | 36,81 | Spondylolisthesis
168 72,34 16,42 59,87 55,92 70,08 12,07 | Spondylolisthesis
169 | 9538 | 24,82 | 9516 | 7056 | 89,31 | 57,66 | Spondylolisthesis
170 44,25 1,1 38 43,15 98,27 23,91 | Spondylolisthesis
171 64,81 15,17 58,84 49,64 | 111,68 21,41 | Spondylolisthesis
172 78,4 14,04 79,69 64,36 | 104,73 12,39 | Spondylolisthesis
173 56,67 13,46 43,77 43,21 93,69 21,11 | Spondylolisthesis
174 | 50,83 9,06 56,3 | 41,76 79 | 23,04 | Spondylolisthesis
175 | 61,41 | 25,38 39,1 | 36,03| 103,4| 21,84 | Spondylolisthesis
176 | 56,56 8,96 | 52,58 47,6 | 98,78 50,7 | Spondylolisthesis
177 | 67,03 | 13,28 | 66,15| 53,75 | 100,72 | 33,99 | Spondylolisthesis
178 80,82 19,24 61,64 61,58 89,47 44,17 | Spondylolisthesis
179 | 80,65 | 26,34 60,9 | 54,31 | 120,1 | 52,47 | Spondylolisthesis
180 | 68,72 | 49,43 | 68,06 | 19,29 | 125,02 | 54,69 | Spondylolisthesis
181 37,9 4,48 | 24,71 | 33,42 | 157,85 | 33,61 | Spondylolisthesis
182 | 64,62 | 1523 | 67,63 49,4 90,3 | 31,33 | Spondylolisthesis
183 | 75,44 | 31,54 89,6 43,9 | 106,83 | 54,97 | Spondylolisthesis
184 71| 3752 | 84,54 | 33,49 | 125,16 | 67,77 | Spondylolisthesis
185 | 81,06 20,8 | 91,78 | 60,26 | 125,43 | 38,18 | Spondylolisthesis
186 | 91,47 | 2451 | 84,62 | 66,96 | 117,31 | 52,62 | Spondylolisthesis
187 | 81,08 | 21,26 | 78,77 | 59,83 | 90,07 | 49,16 | Spondylolisthesis
188 | 60,42 5,27 | 59,81 | 55,15 | 109,03 | 30,27 | Spondylolisthesis
189 | 8568 | 3865 | 8268 | 47,03 | 120,84 | 61,96 | Spondylolisthesis
190 | 82,41 | 29,28 | 77,05| 53,13 | 117,04 | 62,77 | Spondylolisthesis
191 | 43,72 9,81 52 | 33,91 | 88,43 | 40,88 | Spondylolisthesis
192 86,47 40,3 61,14 46,17 97,4 55,75 | Spondylolisthesis
193 74,47 33,28 66,94 41,19 | 146,47 | 124,98 | Spondylolisthesis
194 70,25 10,34 76,37 59,91 | 119,24 32,67 | Spondylolisthesis
195 72,64 18,93 68 53,71 | 116,96 25,38 | Spondylolisthesis
196 71,24 5,27 86 65,97 110,7 38,26 | Spondylolisthesis
197 63,77 12,76 65,36 51,01 89,82 56 | Spondylolisthesis
198 58,83 37,58 | 125,74 21,25 | 135,63 | 117,31 | Spondylolisthesis
199 74,85 13,91 62,69 60,95 | 115,21 33,17 | Spondylolisthesis
200 75,3 16,67 61,3 58,63 | 118,88 31,58 | Spondylolisthesis
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201 | 63,36 | 20,02 67,5 | 43,34 131 | 37,56 | Spondylolisthesis
202 | 67,51 | 33,28 | 96,28 | 34,24 | 1456 88,3 | Spondylolisthesis
203 | 76,31 | 41,93 | 93,28 | 34,38 | 132,27 | 101,22 | Spondylolisthesis
204 | 73,64 9,71 63 | 63,92 | 98,73 | 26,98 | Spondylolisthesis
205 56,54 14,38 44,99 42,16 | 101,72 25,77 | Spondylolisthesis
206 | 80,11 | 33,94 85,1 | 46,17 | 125,59 | 100,29 | Spondylolisthesis
207 | 95,48 | 46,55 59 | 48,93 | 96,68 | 77,28 | Spondylolisthesis
208 | 74,09 | 1882 | 76,03 | 55,27 | 128,41 | 73,39 | Spondylolisthesis
209 | 87,68| 20,37 | 9382 | 67,31 120,94 | 76,73 | Spondylolisthesis
210 48,26 16,42 36,33 31,84 94,88 28,34 | Spondylolisthesis
211 38,51 16,96 35,11 21,54 | 127,63 7,99 Normal
212 54,92 18,97 51,6 35,95 | 125,85 2 Normal
213 | 44,36 8,95 46,9 | 35,42 | 129,22 4,99 Normal
214 48,32 17,45 48 30,87 | 128,98 -0,91 Normal
215 45,7 | 10,66 | 42,58 | 35,04 | 130,18 -3,39 Normal
216 | 30,74 | 13,35 359 | 17,39 | 142,41 -2,01 Normal
217 | 50,91 6,68 30,9 | 44,24 | 118,15 -1,06 Normal
218 | 38,13 6,56 | 50,45 | 31,57 | 132,11 6,34 Normal
219 | 51,62 | 15,97 35| 35,66 | 129,39 1,01 Normal
220 | 64,31 | 26,33 | 50,96 | 37,98 | 106,18 3,12 Normal
221 | 44,49 | 21,79 | 31,47 22,7 | 113,78 -0,28 Normal
222 | 54,95 5,87 53 | 49,09 | 126,97 -0,63 Normal
223 56,1 | 13,11 | 62,64 43 | 116,23 | 31,17 Normal
224 69,4 18,9 | 75,97 50,5 | 103,58 -0,44 Normal
225 | 89,83 | 22,64 | 90,56 67,2 | 100,5 3,04 Normal
226 59,73 7,72 55,34 52 | 125,17 3,24 Normal
227 | 63,96 | 16,06 | 63,12 47,9 | 142,36 6,3 Normal
228 | 61,54| 19,68 | 52,89 | 41,86 | 118,69 4,82 Normal
229 | 38,05 83| 26,24 | 29,74 | 1238 3,89 Normal
230 | 43,44 10,1 | 36,03 | 33,34 | 137,44 -3,11 Normal
231 | 6561 | 23,14 | 62,58 | 42,47 | 124,13 -4,08 Normal
232 | 53,91 | 12,94 39 | 40,97 | 118,19 5,07 Normal
233 | 43,12 | 13,82 | 40,35 29,3 | 128,52 0,97 Normal
234 | 40,68 9,45 | 31,02 | 31,53 | 139,12 -2,51 Normal
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235 37,73 9,39 42 28,35 | 135,74 13,68 Normal
236 63,93 19,97 40,18 | 43,96 | 113,07 | -11,06 Normal
237 61,82 13,6 64 | 48,22 | 121,78 1.3 Normal
238 62,14 13,96 58 48,18 | 133,28 4,96 Normal
239 69 13,29 55,57 55,71 | 126,61 10,83 Normal
240 56,45 19,44 43,58 37 | 139,19 -1,86 Normal
241 41,65 8,84 36,03 32,81 | 116,56 -6,05 Normal
242 51,53 13,52 35 38,01 | 126,72 13,93 Normal
243 39,09 5,54 26,93 33,55 | 131,58 -0,76 Normal
244 34,65 7,51 43 27,14 | 123,99 -4,08 Normal
245 63,03 27,34 51,61 35,69 | 114,51 7,44 Normal
246 47,81 10,69 54 37,12 | 125,39 -0,4 Normal
247 46,64 15,85 40 30,78 | 119,38 9,06 Normal
248 49,83 16,74 28 33,09 | 121,44 1,91 Normal
249 47,32 8,57 35,56 38,75 | 120,58 1,63 Normal
250 50,75 20,24 37 30,52 | 122,34 2,29 Normal
251 36,16 -0,81 33,63 36,97 | 135,94 -2,09 Normal
252 40,75 1,84 50 38,91 | 139,25 0,67 Normal
253 42,92 -5,85 58 48,76 | 121,61 -3,36 Normal
254 63,79 21,35 66 42,45 | 119,55 12,38 Normal
255 72,96 19,58 61,01 53,38 | 111,23 0,81 Normal
256 67,54 14,66 58 52,88 | 123,63 25,97 Normal
257 54,75 9,75 48 45 | 123,04 8,24 Normal
258 50,16 -2,97 42 53,13 131,8 -8,29 Normal
259 40,35 10,19 37,97 30,15 | 128,01 0,46 Normal
260 63,62 16,93 49,35 | 46,68 | 117,09 -0,36 Normal
261 54,14 11,94 43 42,21 | 122,21 0,15 Normal
262 74,98 14,92 53,73 60,05 | 105,65 1,59 Normal
263 42,52 14,38 25,32 28,14 | 128,91 0,76 Normal
264 33,79 3,68 25,5 30,11 | 128,33 -1,78 Normal
265 54,5 6,82 47 47,68 | 111,79 -4,41 Normal
266 48,17 9,59 39,71 38,58 | 135,62 5,36 Normal
267 46,37 10,22 42,7 36,16 | 121,25 -0,54 Normal
268 52,86 9,41 46,99 | 43,45 | 123,09 1,86 Normal
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269 57,15 16,49 42,84 | 40,66 | 113,81 5,02 Normal
270 37,14 16,48 24 20,66 | 125,01 7,37 Normal
271 51,31 8,88 57 42,44 | 126,47 -2,14 Normal
272 42,52 16,54 42 25,97 | 120,63 7,88 Normal
273 39,36 7,01 37 32,35 | 117,82 1,9 Normal
274 35,88 111 43,46 34,77 | 126,92 -1,63 Normal
275 43,19 9,98 28,94 33,22 | 123,47 1,74 Normal
276 67,29 16,72 51 50,57 | 137,59 4,96 Normal
277 51,33 13,63 33,26 37,69 | 131,31 1,79 Normal
278 65,76 13,21 44 52,55 | 129,39 -1,98 Normal
279 40,41 -1,33 30,98 | 41,74 | 119,34 -6,17 Normal
280 48,8 18,02 52 30,78 | 139,15 10,44 Normal
281 50,09 13,43 34,46 36,66 | 119,13 3,09 Normal
282 64,26 14,5 43,9 | 49,76 | 115,39 5,95 Normal
283 53,68 13,45 41,58 | 40,24 | 113,91 2,74 Normal
284 49 13,11 51,87 35,88 126,4 0,54 Normal
285 59,17 14,56 43,2 44,6 | 121,04 2,83 Normal
286 67,8 16,55 43,26 51,25 | 119,69 4,87 Normal
287 61,73 17,11 46,9 | 44,62 | 120,92 3,09 Normal
288 33,04 -0,32 19,07 33,37 | 120,39 9,35 Normal
289 74,57 15,72 58,62 58,84 | 105,42 0,6 Normal
290 44,43 14,17 32,24 30,26 | 131,72 -3,6 Normal
291 36,42 13,88 20,24 22,54 | 126,08 0,18 Normal
292 51,08 14,21 35,95 36,87 115,8 6,91 Normal
293 34,76 2,63 29,5 32,12 | 127,14 -0,46 Normal
294 48,9 5,59 55,5| 43,32 | 137,11 19,85 Normal
295 46,24 10,06 37 36,17 | 128,06 -5,1 Normal
296 46,43 6,62 48,1 39,81 | 130,35 2,45 Normal
297 39,66 16,21 36,67 23,45 | 131,92 -4,97 Normal
298 45,58 18,76 33,77 26,82 116,8 3,13 Normal
299 66,51 20,9 31,73 | 45,61 128,9 1,52 Normal
300 82,91 29,89 58,25 53,01 | 110,71 6,08 Normal
301 50,68 6,46 35 44,22 | 116,59 -0,21 Normal
302 89,01 26,08 69,02 62,94 | 111,48 6,06 Normal
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303 54,6 21,49 29,36 33,11 | 118,34 -1,47 Normal
304 34,38 2,06 32,39 32,32 128,3 -3,37 Normal
305 45,08 12,31 44,58 32,77 | 147,89 -8,94 Normal
306 47,9 13,62 36 34,29 | 117,45 -4,25 Normal
307 53,94 20,72 29,22 33,22 | 114,37 -0,42 Normal
308 61,45 22,69 46,17 38,75 | 125,67 -2,71 Normal
309 45,25 8,69 41,58 36,56 | 118,55 0,21 Normal
310 33,84 5,07 36,64 28,77 | 123,95 -0,2 Normal
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EK-2: Vertebral Column Gergek Veri Uygulamasinda LDA, QDA, LRA ve PRA
Yontemlerinde Tahmin Edilen Grup Uyeliklerinin Olasiliklar

- (gV] ™

| | B3| 3| 8| B o o o 2 2 2

- - - o o o

1 | 074002024087 ]0,02]|010 | 0,86 | 0,01 | 0,13 | 0,84 | 0,00 | 0,15
2 |064]00L]035]082]|0,00]|018 | 0,69 | 0,01 0,30 0,67 | 0,00 | 0,33
3 039002059029 004|067 | 043|001 0,56 | 0,42 | 0,00 | 0,58
4 |054]|016]031]0,60] 0,16 | 0,24 | 0,44 | 0,38 | 0,19 | 0,41 | 0,40 | 0,19
5 |044]|008]|048| 067009024 0,38 007 | 056|035 | 0,08] 0,57
6 |045]000] 055|042 000|058 0,37 | 0,00 0,63 0,38 | 0,00 ] 0,62
7 |033]001L]066]033]|0,0L|066] 0,24 0,04 0,730,724 | 0,04] 0,73
8 |041]000]059]022]|0,01L|077]0,37 | 0,00] 0,63 0,37 | 0,00] 0,63
9 |035]|002]063]031]|002]067]0,3L|013] 0,56 | 0,30 | 0,14 | 0,55
10 | 0,79 | 0,10 | 0,11 | 0,14 | 0,86 | 0,00 | 0,98 | 0,00 | 0,02 | 0,99 | 0,00 | 0,01
11 | 0,56 | 0,00 | 0,44 | 0,59 | 0,02 | 0,39 | 0,61 | 0,00 | 0,39 | 0,59 | 0,00 | 0,41
12 | 0,92 | 0,00 | 0,08 | 0,86 | 0,00 | 0,14 | 0,97 | 0,00 | 0,03 | 0,98 | 0,00 | 0,02
13 | 0,61 0,01 0,38 0,73 | 0,00 | 0,27 | 0,70 | 0,03 | 0,27 | 0,68 | 0,02 | 0,29
14 | 0,72 | 0,01 | 0,27 | 0,84 | 0,00 | 0,16 | 0,77 | 0,03 | 0,20 | 0,75 | 0,03 | 0,22
15 | 0,58 | 0,01 | 0,41 | 0,71 | 0,00 | 0,28 | 0,69 | 0,03 | 0,29 | 0,67 | 0,03 | 0,31
16 | 0,35 | 0,01 | 0,64 | 0,37 | 0,00 | 0,63 | 0,30 | 0,01 | 0,68 | 0,31 | 0,01 | 0,68
17 | 0,29 | 0,02 | 0,68 | 0,20 | 0,02 | 0,78 | 0,33 | 0,01 | 0,66 | 0,32 | 0,01 | 0,67
18 | 0,23 | 0,00 | 0,76 | 0,16 | 0,00 | 0,84 | 0,17 | 0,00 | 0,82 | 0,18 | 0,00 | 0,82
19 | 0,58 | 0,00 | 0,42 | 0,65 | 0,00 | 0,35 | 0,64 | 0,00 | 0,36 | 0,63 | 0,00 | 0,37
20 | 0,58 | 0,00 | 0,41 | 0,71 | 0,00 | 0,29 | 0,65 | 0,00 | 0,35 | 0,63 | 0,00 | 0,37
21 | 0,23|0,00] 0,76 | 0,18 | 0,00 | 0,81 | 0,15 | 0,01 | 0,84 | 0,16 | 0,01 | 0,83
22 | 0,37 | 0,00 0,63 | 0,47 | 0,00 | 0,53 | 0,34 | 0,01 | 0,65 | 0,35 | 0,01 | 0,65
23 | 052|018 0,30 | 0,43 | 0,31 | 0,26 | 0,38 | 0,52 | 0,10 | 0,39 | 0,51 | 0,10
24 | 0,49 | 0,00 | 0,51 | 0,48 | 0,00 | 0,52 | 0,48 | 0,00 | 0,51 | 0,48 | 0,00 | 0,52
25 | 0,94 | 0,00 | 0,06 | 0,93 | 0,00 | 0,07 | 0,99 | 0,00 | 0,01 | 1,00 | 0,00 | 0,00
26 | 0,73 | 0,00 | 0,27 | 0,88 | 0,00 | 0,12 | 0,81 | 0,00 | 0,19 | 0,80 | 0,00 | 0,20
27 | 0,79 | 0,00 | 0,21 | 0,57 | 0,00 | 0,43 | 0,87 | 0,00 | 0,13 | 0,87 | 0,00 | 0,13
28 | 0,73 | 0,02 | 0,25 | 0,85 | 0,04 | 0,11 | 0,90 | 0,01 | 0,08 | 0,90 | 0,01 | 0,09
29 | 0,91 | 0,00 | 0,09 | 0,94 | 0,00 | 0,06 | 0,97 | 0,00 | 0,03 | 0,97 | 0,00 | 0,03
30 | 041]001]058]042]|0,0L|058] 044 001]0,55] 043 0,00 | 0,56
31 | 0,48 0,06 0,46 | 0,68 0,02 0,30 | 0,52 | 0,12 | 0,36 | 0,49 | 0,14 | 0,37
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32 | 071|007 023|094 |0,04]|0,02)|0,85]|002)0,13]|0,83|0,02| 0,15
33 |071)|0,00|029|080]000]|0,20)0,76 |001|023]|0,74|0,01|0,25
34 | 0,46 | 0,000,554 | 0,50 (0,00 |050]|0,56]|0,00]| 0,44 0,55 | 0,00 0,45
35 |0,77)0,00|023|09]0,00]0,07)|0,89|0,00)0,10]|0,89| 0,00 | 0,11
36 | 0,74)|0,00|026|09|000]|0,09]|0,84|000)0,16| 0,83 | 0,00 0,17
37 | 0,27)000|072|018 | 0,00]|0,82| 0,24 |0,01|0,75]| 0,25 | 0,00 | 0,74
38 |0,67]|000]|033]|073|0,00]|0,27|0,68]|0,00]|0,32]|0,68]|0,00]| 0,32
39 |067)|000|033]|086]|000]|0,14)|0,81]0,01)0,18] 0,80 | 0,00 | 0,20
40 | 056 |0,00|043|069|000)|0,31|060]|0,01|039]|0,59]0,00]|0,41
41 089000011094 | 0,00| 0,06 | 095 |0,00|0,05|0,95| 0,00 | 0,05
42 1034|002 |065|039]|0,01|060]|024]|0,01|0,75]|0,25|0,01)0,75
43 | 046|001 0,53|0,53]|0,00|0,47|038]|0,03|0,60]|0,38]| 0,02 0,60
44 1035|000 |065|045|001|055|031|0,01|0,68]|0,31|0,01) 0,68
45 | 0,24 | 0,02 | 0,74 | 0,08 | 0,08 | 0,84 | 0,36 | 0,00 | 0,64 | 0,35 | 0,00 | 0,64
46 | 0,67 | 0,00 | 0,33 | 0,77 | 0,00 | 0,23 | 0,84 | 0,00 | 0,16 | 0,83 | 0,00 | 0,17
47 10,76 | 0,00 | 0,23 | 0,85 | 0,00| 0,15 | 0,86 | 0,01 | 0,13 | 0,86 | 0,01 | 0,14
48 |0,79|000|021|0,88|000]|0,12|091|0,00]|009]|0,9 | 0,00 | 0,10
49 |0,72|0,00 028|080 000019085 |0,00]|015|0,84| 0,00 | 0,16
5 |081]000|0,19]|083|0,00]017|0,86| 0,000,124 | 0,85 | 0,00 | 0,15
51 |(058]|001|041|070|0,00|030]|059]|0,02]|0,40|057|0,01]0,42
52 | 0,94 0,00 |0,06|088|0,08]|004 |09 |0,01|003]|0,97]|0,01]0,02
53 | 0,80 0,00 |0,20| 0,93 | 0,00 | 0,07 |0,88|0,01|0,11|0,89 | 0,00 0,11
54 |085|001|0,14|091|0,02]|007|095]|0,01]|004]|096 |000| 0,04
55 |0,75|0,00|0,24|0,78|0,00|021|0,89]|0,00]|0,11|0,88 | 0,00 0,12
56 |0,74| 0,06 |0,20| 0,9 |0,03|0,02|0,9 |0,01|0,09]|0,88]|0,01]0,10
57 |0,43| 003|054 |068|002]|030|0,39]|002|059]|0,38]|0,02] 0,61
58 |(054|001|045|069|0,00]|031|0,63]|0,00]|0,37]|0,61|0,00]| 0,39
59 |065]|000|035]|075|0,00]|025]|0,76 | 0,00 | 0,24 0,75 | 0,00 | 0,25
60 |(0,36|001|063]|038]|0,00]|062]|0,28]|0,04|0,68]|0,28|0,04]| 0,67
61 |(001|089|0,10| 0,00 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00
62 | 0,00 | 1,00 | 0,00| 0,00 1,00 | 0,00 0,00 1,00 0,00]|0,00]| 1,00/ 0,00
63 | 0,07| 0,24 |0,69| 0,00 1,00 | 0,00 | 0,00 | 0,94 | 0,06 | 0,00 | 0,89 | 0,11
64 |001|085|0,14| 0,00 1,00 | 0,00 | 0,00 | 0,99 | 0,01| 0,00 | 0,99 0,01
65 | 002|016 |0,82| 0,00 0,32 | 0,68 |0,01|0,33]|0,66]|0,00]|0,33]| 0,67
66 | 0,47 | 0,23 |0,30| 0,00 1,00 | 0,00 | 0,01 | 0,99 | 0,00 | 0,00 | 0,99 | 0,00
67 | 002|077 |0,21| 0,00 1,00 | 0,00 | 0,00 | 0,99 | 0,01 | 0,00 | 0,99 | 0,01
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68 | 0,00 | 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00]|0,00] 1,00/ 0,00
69 | 0,12)0,05|083|002]|003]|095|0,05]|0,03]|0,92]|0,04| 0,04 | 0,92
70 |0,00|099|0,01|000]|1,00]000]|0O0,00|099]|0,01]|0,00]|0,98] 0,02
71 |o001)0,87|012 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 0,00]| 0,00 | 1,00 | 0,00
72 | 0,00| 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00
73 |0,00]|1,00|0,00|000]|100]000]|O0,00]2100]|0,00]0O0,00]|100] 0,00
74 |0,22)|0,48 031|000 100]0,00|0,00]|1,00]0,00]0,00|1,00| 0,00
75 |0,00|099|0,01|000]|1,00]000]|0,00]2100]|0,00]0,00]|100] 0,00
76 | 0,00| 1,00 |0,00|000|1,00]000]|O0,00]|02100]|0,00]0O0,00]|100] 0,00
77 | 0,00| 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00
78 |0,00| 1,00 |0,00|000|1,00]000]|O0,00]|100]|0,00]0O0,00]| 100/ 0,00
79 |001)|094|005]|0,00]|100]|O0,00]0,00]|100]0,00]O0,00| 1,00 /| 0,00
80 | 0,30)|023|047|008]|0,76]|0,16| 0,08 0,78 0,15 0,07 | 0,74 | 0,19
81 |0,00]|1,00|0,00|000]100]000]|O0,00]2100]|000]O0,00] 100/ 0,00
82 |0,00|1,00|0,00|000]|100]000]|O0,00]2100]|000]0O0,00]|100] 0,00
83 |0,00|09 |0,01|000]|1,00]000]|O0,00]|2100]|000]0O0,00]| 100/ 0,00
84 | 0,00| 098 |0,02|000]|1,00]000]|0,00]|2100]|0,00]0O0,00]| 100] 0,00
8 |0,27]| 063|010 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00
8 |0,01]|000]|0,99]|000]|099]001|0,00]0,16|0,83]|0,00]| 0,16 | 0,84
87 (012|037 |050|001|0,84)|016|0,02|0,9 | 0,08]|0,01|0,87] 0,12
88 | 0,07|060|0,33]|000]|1,00]000]|0,00]|2100]|0,00]0O0,00]|100] 0,00
89 |016]| 0,16 | 0,68 | 0,00 092|008 |0,01|091]|0,09]|0,00]|0,86]|0,14
90 |0,14| 044 |0,42| 0,00 | 1,00 | 0,00 0,00 | 0,99 |0,01| 0,00 0,99 0,01
91 |004|080|0,16| 0,00 | 1,00| 0,00|0,00|100]|0,00]|0,00]| 1,00/ 0,00
92 |(001|089|0,09]|000]|100]000]|0,00]|100]|000]0O0,00]|100] 0,00
93 | 0,00 1,00 |0,00|0,00|1,00]000]|0,00]|2100]|0,00]0O0,00] 100/ 0,00
94 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00
95 | 0,00 1,00 |0,00|000|1,00]000]|O0,00]|2100]|0,00]0O0,00]|100] 0,00
96 | 0,00 | 1,00 0,00 0,00|1,00|0,00|0,00]|21,00]|0,00]|0O0,00]| 1,00/ 0,00
97 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00]| 0,00 | 1,00 | 0,00
98 |0,00| 0,98 |0,02| 0,00 | 1,00 | 0,00|0,00]| 1,00 0,00]|0,00]|1,00] 0,00
99 | 0,00 1,00 |0,00|000]|1,00]000]|O0,00]|2100]|O000]0O0,00]| 100/ 0,00
100 | 0,06 | 0,76 | 0,18 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 0,99 | 0,01 | 0,00 | 0,99 | 0,01
101 | 0,05| 0,80 | 0,15 | 0,00 | 0,99 | 0,01 | 0,00 | 0,99 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00
102 | 0,00 | 0,98 | 0,02 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00
103 | 0,00 | 0,96 | 0,03 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 0,99 | 0,01 | 0,00 | 0,99 | 0,01
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0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

186

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

187

0,00

0,98

0,02

0,00

1,00

0,00

0,00

0,99

0,01

0,00

0,99

0,01

188

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

189

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

190

0,01

0,99

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

191

0,01

0,99

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

192

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

193

0,00

0,97

0,03

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

194

0,02

0,79

0,20

0,00

0,98

0,02

0,00

0,98

0,02

0,00

0,97

0,03

195

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

196

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

197

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

198

0,00

0,97

0,03

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

199

0,00

0,92

0,08

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

200

0,02

0,73

0,25

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

201

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

202

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

203

0,00

0,99

0,01

0,00

1,00

0,00

0,00

0,99

0,01

0,00

0,99

0,01

204

0,11

0,80

0,09

0,00

1,00

0,00

0,02

0,97

0,01

0,02

0,96

0,01

205

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

206

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

207

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

208

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

209

0,42

0,54

0,05

0,00

1,00

0,00

0,14

0,86

0,00

0,21

0,79

0,00

210

0,62

0,00

0,38

0,65

0,00

0,35

0,71

0,01

0,28

0,70

0,01

0,29

211

0,23

0,01

0,76

0,17

0,00

0,82

0,21

0,01

0,78

0,22

0,01

0,77

184




212

0,12

0,01

0,87

0,04

0,00

0,95

0,08

0,01

0,91

0,07

0,01

0,92

213

0,28

0,00

0,72

0,23

0,00

0,77

0,29

0,00

0,71

0,30

0,00

0,70

214

0,14

0,00

0,86

0,04

0,00

0,96

0,08

0,00

0,91

0,09

0,00

0,91

215

0,34

0,00

0,66

0,26

0,00

0,74

0,35

0,00

0,65

0,38

0,00

0,62

216

0,15

0,02

0,83

0,05

0,03

0,93

0,06

0,00

0,94

0,05

0,00

0,95

217

0,11

0,01

0,88

0,03

0,01

0,96

0,09

0,01

0,90

0,09

0,01

0,91

218

0,23

0,00

0,77

0,17

0,00

0,83

0,12

0,01

0,87

0,13

0,00

0,87

219

0,67

0,02

0,32

0,78

0,01

0,21

0,82

0,02

0,16

0,80

0,02

0,19

220

0,87

0,00

0,13

0,92

0,00

0,08

0,95

0,00

0,05

0,96

0,00

0,04

221

0,03

0,02

0,96

0,00

0,01

0,99

0,01

0,00

0,99

0,00

0,00

1,00

222

0,02

0,86

0,12

0,00

1,00

0,00

0,00

0,99

0,01

0,00

0,99

0,01

223

0,14

0,19

0,67

0,01

0,63

0,36

0,28

0,03

0,70

0,26

0,03

0,71

224

0,01

0,68

0,30

0,00

0,69

0,31

0,03

0,25

0,73

0,01

0,28

0,71

225

0,02

0,05

0,93

0,00

0,02

0,98

0,01

0,01

0,98

0,00

0,01

0,98

226

0,01

0,01

0,98

0,00

0,07

0,93

0,00

0,02

0,98

0,00

0,02

0,98

227

0,23

0,03

0,74

0,16

0,01

0,83

0,20

0,05

0,76

0,19

0,05

0,75

228

0,40

0,00

0,60

0,40

0,00

0,60

0,32

0,01

0,67

0,33

0,00

0,67

229

0,11

0,00

0,89

0,02

0,00

0,97

0,04

0,00

0,96

0,04

0,00

0,96

230

0,14

0,00

0,85

0,04

0,03

0,94

0,13

0,00

0,87

0,13

0,00

0,87

231

0,24

0,03

0,73

0,20

0,01

0,79

0,16

0,03

0,81

0,15

0,03

0,81

232

0,31

0,00

0,69

0,28

0,00

0,72

0,30

0,00

0,70

0,31

0,00

0,69

233

0,12

0,00

0,88

0,03

0,00

0,97

0,04

0,00

0,96

0,04

0,00

0,96

234

0,18

0,01

0,81

0,06

0,02

0,91

0,11

0,07

0,82

0,10

0,09

0,81

235

0,34

0,00

0,66

0,12

0,04

0,84

0,28

0,00

0,72

0,29

0,00

0,71

236

0,05

0,03

0,91

0,00

0,02

0,97

0,03

0,01

0,96

0,02

0,01

0,97

237

0,03

0,01

0,96

0,00

0,02

0,98

0,01

0,02

0,97

0,00

0,02

0,98

238

0,02

0,11

0,86

0,00

0,11

0,89

0,00

0,20

0,80

0,00

0,21

0,79

239

0,10

0,00

0,90

0,08

0,01

0,92

0,04

0,00

0,96

0,03

0,00

0,97

240

0,39

0,00

0,60

0,39

0,01

0,60

0,43

0,00

0,57

0,43

0,00

0,57

241

0,21

0,03

0,76

0,11

0,06

0,83

0,07

0,23

0,69

0,05

0,26

0,69

242

0,16

0,00

0,84

0,04

0,00

0,96

0,06

0,00

0,94

0,06

0,00

0,94

243

0,32

0,00

0,67

0,22

0,01

0,77

0,41

0,00

0,59

0,42

0,00

0,58

244

0,58

0,02

0,40

0,69

0,01

0,30

0,68

0,07

0,26

0,65

0,07

0,27

245

0,13

0,01

0,87

0,03

0,01

0,96

0,11

0,00

0,89

0,11

0,00

0,89

246

0,50

0,01

0,49

0,61

0,01

0,39

0,55

0,04

0,41

0,53

0,04

0,43

247

0,49

0,00

0,51

0,52

0,00

0,48

0,41

0,01

0,58

0,41

0,00

0,58

185




248

0,21

0,01

0,78

0,14

0,01

0,85

0,13

0,01

0,87

0,13

0,00

0,87

249

0,53

0,00

0,46

0,67

0,00

0,33

0,57

0,01

0,43

0,56

0,00

0,44

250

0,05

0,00

0,95

0,00

0,00

1,00

0,01

0,00

0,99

0,01

0,00

0,99

251

0,02

0,00

0,97

0,00

0,01

0,99

0,01

0,00

0,99

0,00

0,00

1,00

252

0,02

0,05

0,94

0,00

0,48

0,52

0,01

0,00

0,99

0,00

0,00

1,00

253

0,16

0,11

0,73

0,04

0,14

0,82

0,12

0,37

0,51

0,10

0,38

0,52

254

0,11

0,09

0,80

0,01

0,04

0,95

0,08

0,04

0,89

0,06

0,05

0,89

255

0,02

0,64

0,34

0,00

0,99

0,01

0,00

0,97

0,03

0,00

0,95

0,05

256

0,08

0,06

0,86

0,02

0,02

0,96

0,03

0,06

0,91

0,02

0,08

0,90

257

0,01

0,00

0,99

0,00

0,09

0,91

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

258

0,27

0,00

0,73

0,19

0,00

0,81

0,23

0,00

0,77

0,24

0,00

0,76

259

0,16

0,02

0,82

0,05

0,01

0,94

0,10

0,01

0,89

0,09

0,01

0,90

260

0,14

0,01

0,85

0,05

0,00

0,95

0,07

0,01

0,92

0,07

0,00

0,93

261

0,07

0,26

0,68

0,01

0,23

0,76

0,03

0,06

0,91

0,02

0,08

0,90

262

0,44

0,00

0,56

0,40

0,00

0,60

0,34

0,00

0,66

0,35

0,00

0,64

263

0,24

0,00

0,76

0,11

0,00

0,89

0,14

0,00

0,86

0,15

0,00

0,85

264

0,12

0,04

0,85

0,03

0,08

0,89

0,08

0,00

0,92

0,07

0,00

0,93

265

0,07

0,01

0,92

0,01

0,00

0,98

0,02

0,01

0,97

0,01

0,01

0,98

266

0,23

0,01

0,76

0,16

0,00

0,84

0,20

0,00

0,80

0,20

0,00

0,80

267

0,09

0,02

0,89

0,02

0,01

0,97

0,04

0,01

0,95

0,04

0,01

0,96

268

0,35

0,03

0,62

0,40

0,01

0,59

0,32

0,04

0,64

0,31

0,05

0,65

269

0,74

0,00

0,26

0,74

0,00

0,26

0,80

0,01

0,19

0,79

0,00

0,21

270

0,06

0,01

0,93

0,00

0,01

0,98

0,03

0,00

0,97

0,02

0,00

0,97

271

0,59

0,01

0,40

0,68

0,00

0,32

0,73

0,02

0,26

0,71

0,01

0,28

272

0,36

0,01

0,63

0,50

0,01

0,50

0,37

0,00

0,62

0,37

0,00

0,63

273

0,10

0,01

0,89

0,02

0,01

0,97

0,07

0,00

0,93

0,06

0,00

0,94

274

0,33

0,00

0,67

0,28

0,00

0,72

0,23

0,00

0,76

0,24

0,00

0,76

275

0,02

0,01

0,97

0,00

0,05

0,95

0,00

0,02

0,97

0,00

0,02

0,98

276

0,16

0,00

0,84

0,07

0,00

0,93

0,06

0,01

0,94

0,05

0,00

0,94

277

0,03

0,01

0,96

0,00

0,02

0,97

0,01

0,00

0,99

0,00

0,00

1,00

278

0,11

0,01

0,89

0,02

0,05

0,93

0,04

0,00

0,96

0,03

0,00

0,97

279

0,14

0,00

0,85

0,08

0,03

0,89

0,09

0,05

0,86

0,09

0,06

0,85

280

0,35

0,01

0,64

0,37

0,00

0,63

0,27

0,01

0,71

0,28

0,01

0,71

281

0,13

0,08

0,79

0,04

0,04

0,91

0,06

0,08

0,86

0,04

0,11

0,86

282

0,31

0,03

0,66

0,36

0,01

0,63

0,29

0,02

0,70

0,28

0,01

0,70

283

0,16

0,01

0,83

0,06

0,01

0,94

0,14

0,00

0,86

0,14

0,00

0,85

186




284

0,15

0,02

0,83

0,06

0,01

0,94

0,07

0,02

0,91

0,06

0,02

0,92

285

0,10

0,04

0,86

0,02

0,04

0,94

0,03

0,06

0,91

0,02

0,08

0,91

286

0,16

0,02

0,82

0,07

0,01

0,92

0,08

0,02

0,89

0,08

0,03

0,89

287

0,29

0,03

0,68

0,36

0,08

0,55

0,16

0,03

0,81

0,15

0,03

0,82

288

0,07

0,23

0,70

0,01

0,16

0,83

0,05

0,04

0,91

0,03

0,06

0,91

289

0,28

0,00

0,72

0,20

0,00

0,80

0,19

0,00

0,81

0,21

0,00

0,79

290

0,66

0,00

0,34

0,63

0,00

0,37

0,67

0,00

0,33

0,66

0,00

0,34

201

0,41

0,03

0,56

0,53

0,01

0,47

0,37

0,04

0,59

0,36

0,05

0,60

292

0,19

0,00

0,80

0,09

0,00

0,91

0,11

0,00

0,89

0,11

0,00

0,89

293

0,02

0,11

0,87

0,00

0,61

0,39

0,00

0,42

0,57

0,00

0,39

0,61

294

0,16

0,00

0,84

0,04

0,00

0,95

0,09

0,00

0,91

0,09

0,00

0,91

295

0,06

0,01

0,93

0,01

0,00

0,99

0,03

0,00

0,97

0,02

0,00

0,98

296

0,44

0,00

0,56

0,44

0,00

0,56

0,49

0,00

0,51

0,50

0,00

0,50

297

0,72

0,00

0,27

0,84

0,00

0,16

0,83

0,00

0,17

0,81

0,00

0,18

298

0,15

0,00

0,85

0,05

0,06

0,88

0,03

0,01

0,95

0,03

0,02

0,96

299

0,23

0,09

0,68

0,10

0,08

0,81

0,13

0,29

0,57

0,10

0,32

0,57

300

0,15

0,02

0,82

0,07

0,02

0,91

0,07

0,00

0,92

0,06

0,00

0,93

301

0,05

0,26

0,70

0,00

0,12

0,88

0,02

0,33

0,65

0,00

0,35

0,65

302

0,62

0,00

0,38

0,70

0,00

0,30

0,61

0,00

0,39

0,60

0,00

0,40

303

0,16

0,00

0,84

0,05

0,00

0,95

0,09

0,00

0,91

0,09

0,00

0,91

304

0,05

0,00

0,95

0,00

0,01

0,99

0,01

0,00

0,99

0,01

0,00

0,99

305

0,42

0,00

0,58

0,42

0,00

0,58

0,43

0,00

0,57

0,43

0,00

0,57

306

0,68

0,00

0,32

0,77

0,00

0,23

0,71

0,00

0,29

0,69

0,00

0,31

307

0,25

0,00

0,75

0,25

0,00

0,75

0,19

0,00

0,81

0,20

0,00

0,80

308

0,25

0,01

0,74

0,23

0,01

0,77

0,22

0,00

0,77

0,23

0,00

0,77

309

0,30

0,00

0,70

0,27

0,00

0,72

0,30

0,00

0,70

0,31

0,00

0,69

187




EK-3: N=30 Birimlik Simiilasyon Verisi I¢in LDA, QDA, LRA ve PRA
Yontemlerinde Tahmin Edilen Grup Uyeliklerinin Olasiliklar

No
gdaprl
qdapr2
qdapr3

probitpl

0481 0,13|0,39| 0,23 | 0,16 | 0,61 | 0,41 | 0,10 | 0,50 | 0,40
0,34 | 0,65| 0,00 | 0,20 | 0,79 | 0,01 | 0,33 | 0,67 | 0,00 | 0,33
0,88 | 0,04 | 0,08 | 0,97 | 0,01 | 0,03 | 0,75 | 0,07 | 0,18 | 0,73 | 0,04 | 0,22
059027014058 |0,24|018|0,57|0,24| 0,19 | 055 | 0,24 0,21
0,69 0,17 | 0,24 | 0,63 | 0,26 | 0,11 | 0,62 | 0,26 | 0,12
0,76 | 0,06 | 0,18 | 0,84 | 0,03 | 0,14 | 0,61 | 0,07 | 0,31 | 0,59 | 0,05 | 0,36
0,72 0,12 | 0,16 | 0,70 | 0,07 | 0,23 | 0,62 | 0,13 | 0,26 | 0,60 | 0,10 | 0,30
0,68 | 0,29 | 0,03 | 0,66 | 0,23 | 0,11 | 0,62 | 0,33 | 0,05 | 0,62 | 0,33 | 0,05
0,16 | 0,83 | 0,01 | 0,44 | 0,56 | 0,00 | 0,23 | 0,75 | 0,01 | 0,22 | 0,77 | 0,01
0,46 | 0,54 | 0,00 | 0,32 | 0,66 | 0,02 | 0,31 | 0,68 | 0,01
0,02 | 0,98 | 0,00 | 0,16 | 0,84 | 0,00 | 0,16 | 0,84 | 0,00
0,72 0,15 | 0,13 | 0,67 | 0,27 | 0,07 | 0,67 | 0,26 | 0,07
0,46 | 0,54 | 0,00 | 0,32 | 0,66 | 0,02 | 0,31 | 0,68 | 0,01
0,43 | 0,57 | 000|016 | 0,83 | 0,01 | 0,15 | 0,85 | 0,00
0,17)0,72 011|037 | 0,25 | 0,37 | 0,35 | 0,27 | 0,39
0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,10 | 0,90 | 0,00 | 0,09 | 0,91 | 0,00
0,10 0,89 | 0,00 |0,19 | 0,81 | 0,00 | 0,19 | 0,81 | 0,00
051)|045| 004|048 | 050 | 0,02 | 0,48 | 0,50 | 0,01
0,00 | 0,99 | 0,00 | 0,17 | 0,83 | 0,00 | 0,18 | 0,82 | 0,00
0,66 |0,19| 015|061 | 0,26 | 0,13 | 0,59 | 0,26 | 0,15
0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,01 | 0,00 | 0,99 | 0,00 | 0,00 | 1,00
0,01|001|098|0,10|001|0,9 | 0,10 | 0,00 | 0,89
0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00
0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00
0,01|0,01]|098|0,07|000|0,93]|0,07|0,00| 0,93
0,76 | 0,10 | 0,14 | 0,69 | 0,22 | 0,09 | 0,69 | 0,21 | 0,10
0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,01 | 0,00 | 0,99 | 0,01 | 0,00 | 0,99
0,03 | 0,09 |088|0,22|004|0,74| 0,23 | 0,02 | 0,74
0,00 | 0,03 | 097 | 0,05|0,01|0,94| 0,06 | 0,00 | 0,94
053|033|013|053|029|0,18| 0,51 | 0,29 | 0,20
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EK-4: N=90 Birimlik Simiilasyon Verisi I¢in LDA, QDA, LRA ve PRA
Yontemlerinde Tahmin Edilen Grup Uyeliklerinin Olasiliklar

No
Idapril
Idapr2
Idapr3

logitpl
logitp2
logitp3

gdaprl
qdapr2
qdapr3
probitpl
probitp2
probitp3

0,61]0,34|0,05| 0,70 | 0,20 | 0,10 | 0,64 | 0,27 | 0,08
0,64 | 0,19 | 0,17 | 0,76 | 0,07 | 0,17 | 0,67 | 0,05 | 0,27
0,45 0,02 053|042 |0,00]|058]|0,38]|0,00|0,62]|0,35| 0,00 | 0,65
0,66 | 0,15 0,19 | 0,81 | 0,04 | 0,15 | 0,67 | 0,04 | 0,29 | 0,60 | 0,04 | 0,36
0,34 | 0,02 | 0,65| 0,09 | 0,00 091|026 | 0,00| 0,74 | 0,32 | 0,00 | 0,68
0,69 |0,23|0,08|0,62)|0,18 | 0,20 | 0,71 | 0,18 | 0,12 | 0,62 | 0,15 | 0,22
0,69 0,18 0,14 0,81 | 0,06 | 0,13 | 0,71 | 0,08 | 0,21 | 0,62 | 0,07 | 0,31
0,65 0,12 | 0,22 | 0,80 | 0,03 | 0,16 | 0,64 | 0,03 | 0,33 | 0,58 | 0,03 | 0,40
0,25 0,75| 0,00 | 0,09 | 0,88 | 0,03 | 0,15 | 0,84 | 0,00 | 0,17 | 0,82 | 0,00
0,620,119 | 0,18 | 0,61 | 0,12 | 0,27 | 0,66 | 0,05 | 0,30 | 0,62 | 0,06 | 0,32
0,66 | 0,09 | 0,26 | 0,76 | 0,02 | 0,21 | 0,63 | 0,02 | 0,35 | 0,53 | 0,01 | 0,45
051]|045|004|059|033]|0,08]|0,61]|032]0,08]|0,53|0,38]| 0,09
064|028 |008]|0,79|0,11]| 0,09 |0,70| 0,16 | 0,13 | 0,62 | 0,18 | 0,20
0,68 | 0,20 0,12 0,82 | 0,07 | 0,11 | 0,72 | 0,10 | 0,18 | 0,63 | 0,10 | 0,28
065|014 (021|080 |0,04]|0,16|0,65]| 0,03 |032]|059|0,03] 0,38
0,68 | 0,16 | 0,16 | 0,83 | 0,04 | 0,13 | 0,70 | 0,06 | 0,24 | 0,61 | 0,05 | 0,34
0,68 | 0,15 0,18 | 0,83 | 0,04 | 0,13 | 0,69 | 0,05 | 0,26 | 0,60 | 0,04 | 0,36
055|041 |004)|067|0,26]|0,08|0,60]|034|007]|054]|035] 0,10
0,50 | 0,47 (003|053 |0,40| 0,08 | 0,49 | 0,47 | 0,04 | 0,47 | 0,46 | 0,06
050|048 |003|052|041]|008|048]| 048 | 004|047 | 0,47 | 0,06
0,65|0,13 0,22 | 0,80 |0,04|0,16 | 0,65| 0,03 | 0,32 | 0,58 | 0,03 | 0,39
0,68 | 0,10 0,22 | 0,78 | 0,03 | 0,19 | 0,66 | 0,03 | 0,31 | 0,56 | 0,02 | 0,42
0,63 | 0,10 | 0,27 | 0,75 | 0,03 | 0,22 | 0,60 | 0,02 | 0,38 | 0,55 | 0,02 | 0,43
0,65| 0,17 | 0,18 | 0,77 | 0,06 | 0,17 | 0,67 | 0,05 | 0,28 | 0,61 | 0,05 | 0,34
0,670,210, 0,83 |0,07|0,10|0,71| 0,10 | 0,19 | 0,63 | 0,10 | 0,28
0,48 | 050 | 002|040 |052]|0,08|042]|055|003]|043|0,52] 0,05
0,66 | 0,15 0,20 | 0,81 | 0,04 | 0,15 | 0,66 | 0,04 | 0,30 | 0,59 | 0,04 | 0,37
068|019 012 0,81|0,07]|012|0,72| 0,09 | 0,19 | 0,62 | 0,08 | 0,29
0,67 0,17 {016 | 0,83 | 0,05| 0,12 | 0,70 | 0,06 | 0,24 | 0,61 | 0,06 | 0,33
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30

0,68

0,24

0,08

0,71

0,14

0,15

0,71

0,17

0,12

0,62

0,15

0,22

31

0,60

0,35

0,05

0,62

0,27

0,11

0,61

0,32

0,07

0,57

0,31

0,12

32

0,20

0,80

0,00

0,01

0,96

0,03

0,06

0,94

0,00

0,09

0,91

0,00

33

0,09

0,91

0,00

0,00

0,99

0,01

0,01

0,99

0,00

0,01

0,99

0,00

34

0,01

0,99

0,00

0,00

0,99

0,01

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

35

0,15

0,85

0,00

0,02

0,97

0,02

0,06

0,94

0,00

0,07

0,93

0,00

36

0,18

0,82

0,00

0,00

0,97

0,03

0,05

0,95

0,00

0,07

0,93

0,00

37

0,45

0,54

0,01

0,07

0,82

0,11

0,27

0,72

0,01

0,35

0,62

0,02

38

0,66

0,24

0,10

0,82

0,08

0,10

0,71

0,12

0,17

0,63

0,13

0,25

39

0,46

0,53

0,01

0,17

0,73

0,10

0,32

0,66

0,02

0,38

0,59

0,03

40

0,23

0,77

0,01

0,06

0,91

0,03

0,18

0,81

0,01

0,18

0,82

0,00

41

0,16

0,84

0,00

0,00

0,97

0,03

0,03

0,97

0,00

0,05

0,95

0,00

42

0,28

0,72

0,01

0,10

0,86

0,04

0,16

0,83

0,00

0,19

0,80

0,00

43

0,22

0,77

0,00

0,01

0,96

0,03

0,07

0,93

0,00

0,11

0,89

0,00

44

0,20

0,80

0,00

0,03

0,94

0,03

0,08

0,92

0,00

0,11

0,89

0,00

45

0,26

0,74

0,00

0,01

0,95

0,04

0,08

0,92

0,00

0,14

0,86

0,00

46

0,54

0,43

0,03

0,30

0,56

0,14

0,47

0,50

0,03

0,49

0,44

0,07

47

0,32

0,68

0,00

0,01

0,93

0,06

0,11

0,89

0,00

0,18

0,81

0,00

48

0,09

0,91

0,00

0,00

0,99

0,01

0,01

0,99

0,00

0,02

0,98

0,00

49

0,06

0,94

0,00

0,00

0,98

0,02

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

50

0,28

0,72

0,00

0,03

0,92

0,04

0,12

0,88

0,00

0,17

0,83

0,00

51

0,42

0,55

0,02

0,39

0,55

0,07

0,49

0,46

0,05

0,43

0,52

0,05

52

0,33

0,66

0,01

0,16

0,79

0,05

0,22

0,78

0,01

0,25

0,74

0,01

53

0,07

0,93

0,00

0,00

0,99

0,01

0,00

1,00

0,00

0,01

0,99

0,00

54

0,20

0,79

0,00

0,05

0,93

0,02

0,11

0,89

0,00

0,13

0,87

0,00

55

0,17

0,83

0,00

0,00

0,97

0,03

0,03

0,97

0,00

0,05

0,95

0,00

56

0,13

0,86

0,00

0,00

0,98

0,02

0,03

0,97

0,00

0,04

0,96

0,00

57

0,04

0,96

0,00

0,00

0,99

0,01

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

58

0,62

0,31

0,08

0,78

0,13

0,09

0,69

0,18

0,13

0,61

0,20

0,18

59

0,22

0,77

0,00

0,02

0,95

0,03

0,08

0,92

0,00

0,12

0,88

0,00

60

0,62

0,33

0,05

0,66

0,23

0,12

0,64

0,28

0,08

0,59

0,27

0,14

61

0,59

0,28

0,13

0,40

0,31

0,29

0,68

0,08

0,24

0,63

0,13

0,24

62

0,28

0,01

0,71

0,02

0,00

0,98

0,21

0,00

0,79

0,29

0,00

0,71

63

0,34

0,02

0,64

0,03

0,01

0,97

0,26

0,00

0,74

0,34

0,00

0,66
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64

0,02

0,00

0,98

0,00

0,00

1,00

0,02

0,00

0,98

0,03

0,00

0,97

65

0,63

0,08

0,29

0,76

0,02

0,22

0,59

0,02

0,39

0,52

0,01

0,47

66

0,14

0,00

0,86

0,00

0,00

1,00

0,10

0,00

0,90

0,16

0,00

0,84

67

0,08

0,00

0,92

0,00

0,00

1,00

0,06

0,00

0,94

0,13

0,00

0,87

68

0,69

0,18

0,13

0,79

0,07

0,14

0,72

0,09

0,19

0,62

0,07

0,31

69

0,19

0,01

0,81

0,00

0,00

1,00

0,13

0,00

0,87

0,22

0,00

0,78

70

0,02

0,00

0,98

0,00

0,00

1,00

0,01

0,00

0,99

0,03

0,00

0,97

71

0,10

0,00

0,90

0,00

0,00

1,00

0,07

0,00

0,93

0,12

0,00

0,88

72

0,02

0,00

0,98

0,00

0,00

1,00

0,02

0,00

0,98

0,03

0,00

0,97

73

0,01

0,00

0,99

0,00

0,00

1,00

0,01

0,00

0,99

0,01

0,00

0,99

74

0,21

0,79

0,00

0,00

0,96

0,04

0,04

0,95

0,00

0,08

0,92

0,00

75

0,58

0,38

0,04

0,55

0,33

0,12

0,57

0,37

0,06

0,55

0,35

0,10

76

0,35

0,02

0,64

0,15

0,00

0,85

0,27

0,00

0,73

0,32

0,00

0,68

77

0,01

0,00

0,99

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,01

0,00

0,99

78

0,06

0,00

0,94

0,00

0,00

1,00

0,04

0,00

0,96

0,10

0,00

0,90

79

0,17

0,00

0,82

0,00

0,00

1,00

0,12

0,00

0,88

0,20

0,00

0,80

80

0,56

0,05

0,39

0,65

0,01

0,33

0,49

0,01

0,50

0,45

0,00

0,54

81

0,01

0,00

0,99

0,00

0,00

1,00

0,01

0,00

0,99

0,02

0,00

0,98

82

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

83

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

84

0,32

0,01

0,66

0,14

0,00

0,86

0,25

0,00

0,75

0,29

0,00

0,71

85

0,29

0,01

0,70

0,11

0,00

0,89

0,22

0,00

0,78

0,26

0,00

0,74

86

0,30

0,01

0,69

0,14

0,00

0,86

0,23

0,00

0,77

0,26

0,00

0,74

87

0,09

0,00

0,91

0,00

0,00

1,00

0,07

0,00

0,93

0,11

0,00

0,89

88

0,23

0,01

0,77

0,04

0,00

0,96

0,17

0,00

0,83

0,23

0,00

0,77

89

0,03

0,00

0,97

0,00

0,00

1,00

0,02

0,00

0,98

0,04

0,00

0,96

90

0,65

0,16

0,19

0,80

0,05

0,15

0,67

0,04

0,29

0,60

0,04

0,35
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EK-5: N=180 Birimlik Simiilasyon Verisi i¢in LDA, QDA, LRA ve PRA
Yontemlerinde Tahmin Edilen Grup Uyeliklerinin Olasiliklar

o B < =0 O < = = 0
2| B 8| 8| E| &) | 5| 5| 3| B %3

= 2] 2 s 5| 5| 2] 2| 2] 5| &a| &
1 0,68 | 0,07 | 0,25 | 0,79 | 0,00 | 0,21 | 0,61 | 0,00 | 0,39 | 0,59 | 0,00 | 0,41
2 0,60 | 0,36 | 0,05 | 0,80 | 0,21 | 0,08 | 0,77 | 0,10 | 0,23 | 0,70 | 0,18 | 0,12
3 0,80 | 0,05 | 0,15 | 0,60 | 0,02 | 0,38 | 0,82 | 0,01 | 0,17 | 0,69 | 0,00 | 0,30
4 0,56 | 0,42 | 0,02 | 0,69 | 0,25 | 0,06 | 0,65 | 0,30 | 0,04 | 0,59 | 0,37 | 0,04
5 0,56 | 0,43 | 0,02 | 0,55 | 0,37 | 0,08 | 0,57 | 0,40 | 0,03 | 0,55 | 0,43 | 0,03
6 0,77 | 0,06 | 0,17 | 0,80| 0,012 | 0,19 | 0,78 | 0,01 | 0,21 | 0,67 | 0,00 | 0,32
7 0,55 0,02 | 0,43|0,65| 000|035 0,46 | 0,00 | 0,54 | 0,45 | 0,00 | 0,55
8 0,71 | 0,09 | 0,20 | 0,84 | 0,01 | 0,15| 0,68 | 0,01 | 0,32 | 0,64 | 0,00 | 0,36
9 0,53 | 0,40 | 0,06 | 0,36 | 0,27 | 0,37 | 0,70 | 0,05 | 0,25 | 0,70 | 0,12 | 0,18
10 0,12 | 0,88 | 0,00 | 0,04 | 0,95 | 0,01 | 0,04 | 0,96 | 0,00 | 0,05 | 0,95 | 0,00
11 0,67 | 0,03 | 0,30 | 0,75 | 0,00 | 0,25 | 0,64 | 0,00 | 0,36 | 0,55 | 0,00 | 0,45
12 0,30 | 0,69 | 0,01 | 0,31 | 0,66 | 0,04 | 0,41 | 0,56 | 0,03 | 0,35 | 0,64 | 0,01
13 0,72 | 0,18 | 0,10 | 0,88 | 0,02 | 0,10 | 0,78 | 0,03 | 0,20 | 0,73 | 0,04 | 0,23
14 0,71 | 0,25 | 0,04 | 0,81 | 0,10 | 0,09 | 0,80 | 0,12 | 0,08 | 0,74 | 0,15 | 0,11
15 0,710,121 0,18 0,84 | 0,01 | 0,15| 0,68 | 0,01 | 0,31 | 0,66 | 0,01 | 0,34
16 0,59 | 0,03 | 0,38 | 0,69 | 0,00 | 0,31| 0,50 | 0,00 | 0,50 | 0,48 | 0,00 | 0,52
17 0,59 | 0,03 | 0,38 | 0,69 | 0,00 | 0,31| 0,50 | 0,00 | 0,50 | 0,48 | 0,00 | 0,52
18 0,57 | 0,40 | 0,03 | 0,78 | 0,15 | 0,06 | 0,74 | 0,18 | 0,08 | 0,66 | 0,26 | 0,08
19 0,67 | 0,26 | 0,07 | 0,86 | 0,05 | 0,09 | 0,78 | 0,05 | 0,17 | 0,73 | 0,09 | 0,18
20 0,67 | 0,25 | 0,07 | 0,86 | 0,05 | 0,10 | 0,78 | 0,05 | 0,17 | 0,73 | 0,08 | 0,19
21 0,53 | 0,46 | 0,02 | 0,58 | 0,36 | 0,06 | 0,56 | 0,41 | 0,03 | 0,53 | 0,45 | 0,02
22 0,78 | 0,08 | 0,13 |0,81|0,01|0,18| 0,81 |0,01|0,18| 0,71 | 0,01 | 0,28
23 0,70 | 0,23 | 0,07 | 0,87 | 0,05 | 0,08 | 0,80 | 0,06 | 0,14 | 0,74 | 0,09 | 0,17
24 0,35|0,65|0,01|0,34|062|003|031|0,68|0,01|0,32| 0,68 | 0,00
25 0,71 | 0,09 | 0,20 | 0,84 | 0,01 | 0,16 | 0,67 | 0,01 | 0,33 | 0,64 | 0,00 | 0,36
26 0,60 | 0,37 | 0,03 | 0,79 | 0,14 | 0,06 | 0,75 | 0,18 | 0,07 | 0,67 | 0,26 | 0,07
27 0,62 |0,35| 0,03 | 0,79 | 0,15 | 0,07 | 0,75 | 0,19 | 0,07 | 0,67 | 0,25 | 0,07
28 0,75 0,09 | 0,16 | 0,86 | 0,01 | 0,13 | 0,75 | 0,01 | 0,24 | 0,68 | 0,01 | 0,31
29 0,73 | 0,19 | 0,08 | 0,88 | 0,03 | 0,09 | 0,81 | 0,04 | 0,15 | 0,75 | 0,06 | 0,19
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30 | 060)|0,02|038|0,72]|000]|0,28]|0,53] 0,00 0,47 0,48 | 0,00 | 0,52
31 |068)|008|023|077|001]|0,23)|0,61]0,00)0,39]| 0,60 | 0,00 0,39
32 |077)007|01l6|082]|001]|0,17|0,78 |0,01|0,20]| 0,69 | 0,01 | 0,31
33 |079]|0,13|008|079]|004]|0,17|0,84|0,04)0,12]| 0,76 | 0,04 | 0,20
34 | 053|046 |001|009]079]0,11|0,33|0,67|0,01]|0,40| 0,60 | 0,01
35 | 054)|001|045| 040 0,00]|0,60| 0,56 | 0,00 0,44 0,43 | 0,00 | 0,57
36 |063)|033|005|083]|0,09]|0,07)|0,78]|0,10)0,12]|0,71| 0,17 | 0,12
37 |074)015|0,11 0,88 0,02]| 0,20 | 0,79 | 0,02 | 0,19 | 0,73 | 0,03 | 0,24
38 |042)|001|057|045]|0,00]|0,55|0,34|0,00| 0,66 | 0,35| 0,00 | 0,65
39 |069)|021|010]085]0,03]|0,12|0,76 | 0,03 | 0,22 | 0,72 | 0,05 | 0,23
40 | 038|001 0,62 | 0,40 | 0,00 | 0,60 | 0,34 | 0,00 | 0,66 | 0,31 | 0,00 | 0,69
41 | 0,72 |0,24|0,05|0,82]|0,09|0,10(|0,81]|0,10| 0,08 | 0,74 | 0,14 | 0,12
42 | 068|005 | 0,27 | 0,81 0,000,119 | 062 | 0,00| 0,38 | 0,57 | 0,00 | 0,43
43 | 0,74 | 0,17 | 0,09 | 0,88 | 0,03 | 0,09 | 0,80 | 0,04 | 0,16 | 0,74 | 0,05 | 0,21
44 10,730,210 0,17| 086 | 0,010,123 | 0,71 | 0,01 | 0,28 | 0,67 | 0,01 | 0,32
45 | 078|010 0,12 | 084|002 0,14 |0,81|0,02| 0,17 | 0,73 | 0,02 | 0,26
46 | 0,72|0,08|020|085]|001|0,15|0,69|0,01|030]|0,64| 0,00 | 0,36
47 |0,75| 0,18 | 0,07 | 0,86 | 0,04 | 0,10 | 0,83 | 0,05 | 0,12 | 0,75 | 0,07 | 0,18
48 | 065|031|004)|081]011)|0,07|0,77|0,15]| 0,08 | 0,70 | 0,21 | 0,09
49 |041)|059|001|037|058|004|035|0,63]|001|0,36]|0,63]| 0,01
50 |0,70| 0,22 |0,09| 0,87 |0,04|009|0,78]|0,04|0,18]|0,73|0,06]| 0,21
51 |(037|001|063]|035]|0,00|065]|0,29]|0,00]|0,71|0,30| 0,00/ 0,70
52 |0,70| 0,07 |0,24| 0,82 | 0,00 | 0,17 | 0,65| 0,00 | 0,35 | 0,60 | 0,00 | 0,39
53 (077|019 |0,05|062|0,16| 0,22 0,82 0,11 | 0,06 | 0,76 | 0,13 | 0,11
54 |059]|002|038]|071|0,00|029]|0,54]|0,00]| 0,46 | 0,48 | 0,00 | 0,52
55 (069|027 |004)|079|0,12|009|0,79| 0,14 | 0,07 | 0,72 | 0,18 | 0,10
56 |062]|033|005]|083|0,09]|008]|0,78]|0,10|0,12|0,71| 0,16 | 0,12
57 |0,72|025|0,03]|062|0,22]|016 | 0,77 | 0,18 | 0,05 | 0,72 | 0,21 | 0,08
58 |051]|002|047|047|0,00]|053|0,38]|0,00]|0,62]|0,42| 0,00 0,58
59 (075|010 |0,15|087|0,01|012|0,76 | 0,01 | 0,23 | 0,69 | 0,01 | 0,30
60 |068]|009|023|075|0,01|025]|0,60]|0,00|0,39]|0,61|0,00]| 0,39
61 | 005|095 |0,00]|000]|1,00|000|0,04]|09 |0,00]0,03]|0,97] 0,00
62 | 0,04 | 0,9 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00 | 0,00 | 1,00 | 0,00
63 |0,11| 0,89 |0,00| 0,03|0,96| 0,01 0,06 |0,94|0,00]| 0,06 | 0,94 0,00
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64 | 0,40 | 0,60 | 0,00 | 0,12 | 0,83 | 0,05| 0,21 | 0,79 | 0,00 | 0,27 | 0,73 | 0,00
65 (0,11 0,89 | 0,00 | 0,00 0,99 |0,01|0,01|0,99|0,00]|0,01|0,99] 0,00
66 |0,05| 09 |0,00|000]|0,99]001|0,00]|1200]|0,00]|0,00]| 1,00/ 0,00
67 | 0,18 0,82 | 0,00 |0,10|0,88]|0,01|0,15| 0,84 | 0,01 | 0,15 | 0,85 | 0,00
68 | 0,04 | 0,96 |0,00|0,00|0,99|0,01|0,00]|100]|0,00]|0,00]|1,00] 0,00
69 |0,03|097|0,00|0,00|1,00]000]|0,00]|2100]|0,00]0O0,00]|100] 0,00
70 | 055|044 |001|003]|083]|0,13|0,29 0,70 0,00]| 0,38 | 0,61 | 0,01
71 |0,22)0,78 | 0,00 | 005]| 093] 0,02| 0,07 | 093 0,00 | 0,20 | 0,90 | 0,00
72 |031)|0,68|000]|O007]|089]0,03]|0,12 087 0,00] 0,18 | 0,82 | 0,00
73 |051)|048|001|011|0,80]|0,10| 0,31 | 0,68 | 0,01|0,38| 0,62 | 0,01
74 |009|091|000]|001|098]|0,01|0,01]099 ) 0,00]|0,02| 0,98 | 0,00
75 | 010|090 |000]|001|098]|0,01|0,02]098)0,00]0,02| 0,98 | 0,00
76 | 0,05| 09 |0,00|000|0,99]001|0,00]|2100]|0,00]|0,00]| 1,00] 0,00
77 | 0,08|0,92|0,00|000]|O098]0,02]|0,00] 100 0,00] 0,00 1,00 | 0,00
78 |0,03|097|0,00|000]|1,00]000]|0,00]|100]|0,00]0O0,00]|100] 0,00
79 |0,13]|087|0,00|003|09|001|0,03]|0,97|0,00]|0,04|0,96] 0,00
80 |0,09|091|0,00]|000]|099]|001|0,01]|099|0,00]|0,01|0,99] 0,00
81 (011|089 |0,00|001|0,98]|001|0,02]|0,98]|0,00]|0,02]|0,98] 0,00
82 (041|058 |001|046|050]|004|042]|057]|0,02]|0,40|0,59] 0,01
83 (021|079 |0,00|000]|0,9|004|0,02]|098]|0,00]|0,03]|0,97] 0,00
84 |0,13]|087|0,00|001|0,98]|001|0,02]|0,98]|0,00]|0,02]|0,98] 0,00
8 |0,23]|0,77|0,00]|002|09|002|0,05]|09 |000]0,08]|0,92] 0,00
8 | 0,18 0,82 | 0,00 | 0,00 0,98 | 0,02 0,02| 0,98 | 0,00| 0,04 | 0,96 | 0,00
87 (026|074 |0,00|001|0,9|003|0,05]|09 |0,00]|0,09]|0,91] 0,00
88 |045|054|001|046|0,49|005|0,44|055|0,02]|043| 0,56 0,01
89 |057|042|001|005|081|014|0,34|0,66|001]|0,42]|0,58] 0,01
90 |0,07|093|0,00|001|0,98]|000]|0,01|099]|0,00]|0,01|0,99] 0,00
91 |0,15]| 0,84 |0,00| 0,07 |0,92|0,01|0,06|0,94|0,00]|0,08|0,92] 0,00
92 |0,02]|098|0,00]|000]|0,99]|001|0,00]|100]|0,00]0,00]|1,00] 0,00
93 (032|067 |000]|029|0,68]|003|0,2]|0,73|0,01]|0,28|0,72]| 0,00
94 |038]|061|000]|018|0,78|0,05|0,23|0,77 | 0,00 | 0,28 | 0,72 | 0,00
9% (0,12 0,88 |0,00| 005|094 001|0,06|094|0,00]|0,06]|0,94] 0,00
9% |043|056|001|052|0,44|004|0,48]|050]0,02]|0,44|055]0,01
97 |(029]|0,71|0,00|006|091|003]|0,10|0,89|0,00]| 0,15 | 0,85 | 0,00
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0,28

0,61

0,01

0,39

0,63

0,01

0,37

165

0,12

0,00

0,88

0,00

0,00

1,00

0,06

0,00

0,94

0,12

0,00

0,88
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166

0,65

0,32

0,03

0,71

0,20

0,09

0,73

0,22

0,05

0,67

0,26

0,06

167

0,03

0,00

0,97

0,00

0,00

1,00

0,02

0,00

0,98

0,03

0,00

0,97

168

0,25

0,00

0,74

0,18

0,00

0,82

0,21

0,00

0,79

0,22

0,00

0,78

169

0,65

0,09

0,26

0,63

0,01

0,37

0,54

0,00

0,45

0,58

0,00

0,42

170

0,09

0,00

0,91

0,02

0,00

0,98

0,09

0,00

0,91

0,09

0,00

0,91

171

0,68

0,05

0,27

0,80

0,00

0,19

0,62

0,00

0,37

0,57

0,00

0,43

172

0,14

0,00

0,85

0,05

0,00

0,95

0,15

0,00

0,85

0,13

0,00

0,87

173

0,03

0,00

0,97

0,00

0,00

1,00

0,01

0,00

0,99

0,03

0,00

0,97

174

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

175

0,56

0,43

0,01

0,29

0,60

0,10

0,46

0,52

0,01

0,49

0,50

0,01

176

0,03

0,00

0,97

0,00

0,00

1,00

0,02

0,00

0,98

0,03

0,00

0,97

177

0,06

0,00

0,94

0,01

0,00

0,99

0,07

0,00

0,93

0,06

0,00

0,94

178

0,55

0,03

0,42

0,54

0,00

0,46

0,43

0,00

0,57

0,46

0,00

0,54

179

0,07

0,00

0,93

0,01

0,00

0,99

0,08

0,00

0,92

0,07

0,00

0,93

180

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00

0,00

0,00

1,00
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