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YARIGRUPLARIN İKİNCİ HOMOLOJİSİ ve ETKİNLİK  
 

Melek YAĞCI  
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  : Yrd. Doç. Dr. Ersin KIRAL  
  
 𝑆 ve 𝑇 iki sonlu monoid olmak üzere 𝑆 ◊ 𝑇, 𝑆 ve 𝑇 monoidlerinin 
Schützenberger çarpımını göstersin. Biz bu çalışmada 𝑆 ◊ 𝑇 Schützenberger 
çarpımının ikinci (tamsayı) homolojisinin, iki monoidin direkt çarpımının ikinci 
(tamsayı) homolojisine eşit olduğunu, yani 
 

𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� 
 
eşitliğini gösterdik. Ayrıca 𝑆 ve 𝑇 sol veya sağ tersinir eleman içermeyen 
monoidler olmak üzere 𝑆 ◊ 𝑇 Schützenberger çarpımının etkin olmadığını 
gösterdik. 
 
Anahtar Kelimeler: Monoid, Schützenberger çarpımı, ikinci (tamsayı) 

homolojisi, etkinlik 
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For two finite monoids 𝑆 and 𝑇, let 𝑆 ◊ 𝑇 be Schützenberger product of 𝑆 
and 𝑇. In this study we prove that the second integral homology of the 
Schützenberger product 𝑆 ◊ 𝑇 is equal to  

 
𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� 

 
as the second integral homology of the direct product of two monoids. Moreover, 
we show that 𝑆 ◊ 𝑇 is inefficient if there is no left or right invertible element in 
both 𝑆 and 𝑇. 

 
Key Words: Monoid, Schützenberger product, second (integral) homology,                                    

efficiency  
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GENİŞLETİLMİŞ ÖZET 

 
⟨𝐴|𝑅⟩ ve ⟨𝐵|𝑄⟩ monoid takdimleri sırasıyla 𝑆 ve 𝑇 monoidlerini 

tanımlamak üzere 𝑅, 𝐴 üzerinde ve 𝑄 da 𝐵 üzerinde tek sınırlı yerine-yazma 

sistemi olsun. ℑ = 𝐴 ∪ 𝐵 ve ℜ = 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ {(𝑏𝑎 = 𝑎𝑏):𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} için 

𝑆 × 𝑇 = ⟨ℑ|ℜ⟩ olup ℜ,ℑ üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi olur. 

 Böylece ⟨𝐴|𝑅⟩ ve ⟨𝐵|𝑄⟩ monoid takdimleri sırasıyla 𝑆 ve 𝑇 monoidlerini 

tanımlamak üzere 𝑅, 𝐴 üzerinde ve 𝑄 da 𝐵 üzerinde tek sınırlı yerine-yazma 

sistemi olsun. O zaman 𝑆 ve 𝑇 monoidlerinin 𝑆 × 𝑇 direkt çarpımlarının ⟨ℑ|ℜ⟩ 

takdimini kullanarak  𝑆 × 𝑇 nin ikinci (tamsayı) homolojisi 

 

𝐻2(𝑆 × 𝑇) = Ker𝜕̅2
im𝜕̅3
� = 𝐻2(𝑆) ×𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� 

 

olur. 

 𝑆 ve 𝑇 iki sonlu monoid olmak üzere 𝑆 × 𝑇 kartezyen çarpımının tüm 

altkümelerinin kümesi 𝑃(𝑆 × 𝑇) ile gösterilsin. 𝑋 ∈ 𝑃(𝑆 × 𝑇), 𝑠 ∈ 𝑆 ve 𝑡 ∈ 𝑇 için 

𝑠𝑋 ve 𝑋𝑡 kümeleri aşağıdaki gibi tanımlansın: 

 

𝑠𝑋 = {(𝑠𝑥, 𝑦)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋} ve 𝑋𝑡 = {(𝑥, 𝑦𝑡)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋}. 

 

Bu durumda 𝑆 ×  𝑃(𝑆 × 𝑇) × 𝑇 kümesi, üzerinde tanımlanan 

 

(𝑠1,𝑋1, 𝑡1)(𝑠2,𝑋2, 𝑡2) = (𝑠1𝑠2, 𝑠1𝑋2 ∪ 𝑋1𝑡2 , 𝑡1𝑡2) 

 

ikili işlem ile bir yarıgrup olur. Üstelik (1𝑆,∅, 1𝑇) bu yarıgrubun birim elemanı 

olup 𝑆 ×  𝑃(𝑆 × 𝑇) × 𝑇 bir monoid olur. Bu monoide 𝑆 ve T monoidlerinin 

Schützenberger çarpımı denir ve 𝑆 ◊ 𝑇 ile gösterilir. 
III 



 ⟨𝐴|𝑅⟩ ve ⟨𝐵|𝑄⟩ (𝐴 ve 𝐵 ayrık kümeler) monoid takdimleri sırası ile 𝑆 ve 𝑇 

monoidlerini tanımlasın. Bu durumda  

 

𝐶 = �𝑐𝑠,𝑡�𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇� ve 

 

𝑍 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑐𝑠,𝑡

2

𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′
𝑎𝑐𝑠,𝑡

=
=
=

𝑐𝑠,𝑡  (𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇)
𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡  ((𝑠, 𝑡) ≺ (𝑠′, 𝑡′) ∈ 𝑆 × 𝑇

𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎 (𝑎 ∈ 𝐴, 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇)
𝑐𝑠,𝑡𝑏 = 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏  (𝑏 ∈ 𝐵, 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇)
𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 (𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵) ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 

 

olmak üzere ⟨𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶|𝑅 ∪ 𝑄 ∪ 𝑍⟩ takdimi, üreteç kümesi  

 

{(𝑎,∅, 1𝑇), (1𝑆,∅, 𝑏), (1𝑆 , {(𝑠, 𝑡)}, 1𝑇)|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, (𝑠, 𝑡) ∈ 𝑆 × 𝑇} 

 

olan 𝑆 ◊ 𝑇 yi tanımlar. (İspat için Howie ve Ruskuc (1994), Teorem 3.2’e bakınız.) 

𝑆 ve 𝑇 iki sonlu monoid olsun. 𝑅,𝐴 üzerinde ve 𝑄,𝐵 üzerinde tek sınırlı 

yerine-yazma sistemi olmak üzere ⟨𝐴|𝑅⟩ ve ⟨𝐵|𝑄⟩ sırasıyla 𝑆 ve 𝑇 nin sonlu 

monoid takdimleri olsun. Yukarıdaki notasyonlarla 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ 𝑍 nin 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 

üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi olduğunu gösterdik. Böylece Squier 

Çözümlemesini kullanarak 𝑆 ve 𝑇 sonlu takdim edilebilir monoidler olmak üzere 𝑆 

ve 𝑇 monoidlerinin Schützenberger çarpımı 𝑆 ◊ 𝑇 nin ikinci (tamsayı) homolojisi 

için 

 

𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) = Ker𝜕̅2
im𝜕̅3
� = 𝐻2(𝑆) ×𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� 

 

eşitliğini elde ettik. 
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O halde 𝑆 ve 𝑇 sonlu takdim edilebilir monoidler olmak üzere 𝑆 ◊ 𝑇 

Schützenberger çarpımının ikinci (tamsayı) homolojisi, 𝑆 × 𝑇 direkt çarpımının 

ikinci (tamsayı) homolojisine eşittir.  

 𝑆 bir yarıgrup olsun. 𝑆 yarıgrubunun bir yarıgrup takdimi 𝑆1 monoidi için 

bir monoid takdimi olarak düşünülebileceği için  𝑆 sonlu bir yarıgrup ve ⟨𝐴|𝑅⟩ de 𝑆 

yarıgubunun sonlu yarıgrup takdimi olmak üzere   

 

|𝑅|− |𝐴| ≥ rank(𝐻2(𝑆1)) 

 

dir. 

𝑆 sonlu bir yarıgrup (monoid) ve ⟨𝐴|𝑅⟩ de  𝑆 nin bir yarıgrup (monoid) 

takdimi olsun. Eğer |𝑅|− |𝐴| = rank(𝐻2(𝑆1)) ise 𝑆 ye etkin yarıgrup (monoid) 

denir. Aksi takdirde etkin olmayan yarıgrup (monoid) denir. Eğer |𝑅| − |𝐴| =

rank(𝐻2(𝑆1)) ise 𝑆 nin ⟨𝐴|𝑅⟩ yarıgrup (monoid) takdimine etkin yarıgrup 

(monoid) takdimi denir. 

Ayrıca  𝑆 ve 𝑇 sol veya sağ tersinir eleman içermeyen monoidler olsun. Bu 

durumda 𝑆 ◊ 𝑇 Schützenberger çarpımının etkin olmayan monoid olduğunu 

gösterdik. 
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1. GİRİŞ                                                                                               Melek YAĞCI                 

1. GİRİŞ 

 
 Yarıgrup teorisi cebirin en temel dallarından biridir. “Yarıgrup” terimi ilk 

olarak 1904’te Monsieur l’Abbé J. A. Séguier’in “Éléments de la Théorie des 

Groupes Abstraits” adlı kitabında yer almış, 1926 ve 1928 yıllarında A. K. 

Sushkevich’in bir sonlu yarıgrubun minimal idealinin yapısını belirlemesiyle 

gelişim sürecine başlamıştır. Bu dönemden itibaren çalışmalar hızla artmış ve 

nihayet 1950’li yılların sonunda yarıgrup teorisinin kendisi modern cebirin başlı 

başına bir alt dalı haline gelmiştir. Yarıgrupların zengin bir soru içeriğine sahip 

olmasının yanı sıra, grup ve halka teorisi başta olmak üzere matematiğin diğer 

alanları ve bilgisayar bilimleri ile olan bağlantısı da yarıgrup teorisinin önemini 

arttırmıştır.  

Bir yarıgrubu sonlu bir ifade ile tanımlamanın birçok yöntemi vardır. 

Bunlardan en iyi bilineni yarıgrup takdimidir. Yarıgrupların sonlu takdim 

edilebilirliği uzun zamandır çalışılan bir konudur. Bilgisayar teknolojisinin 

gelişmesi ile birlikte, yarıgrupların sonlu takdim edilebilirliği daha da önem 

kazanmıştır. Ayrıca teorik bilgisayar bilimcilerin son yıllarda geliştirdiği yerine-

yazma yöntemleri, yarıgrupların takdimini bulmada, sonluluk özelliklerini 

araştırmada ve homoloji hesaplamalarında büyük kolaylıklar sağlamaktadır.  

Squier (1987), 𝑀, ⟨𝐴|𝑅⟩  monoid takdimine sahip bir monoid ve 𝑅  de 𝐴 

üzerinde indirgenmiş tam yerine-yazma sistemi olmak üzere ℤ𝑀 monoid halkası 

üzerinde ℤ nin bir serbest çözümlemesini inşa etti. Pride (1997), 𝑀  sonlu bir 

monoid ve ⟨𝐴|𝑅⟩ de 𝑀 monoidinin sonlu monoid takdimi olmak üzere 

 
|𝑅| − |𝐴| ≥ rank(𝐻2(𝑀)) 

 

olduğunu (yayınlanmamış) gösterdi. 
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1. GİRİŞ                                                                                               Melek YAĞCI                 

 𝑆 bir yarıgrup olsun. 𝑆 yarıgrubunun bir yarıgrup takdimi 𝑆1 monoidi için 

bir monoid takdimi olarak düşünülebileceği için  𝑆 sonlu bir yarıgrup ve ⟨𝐴|𝑅⟩, 𝑆 

yarıgubunun sonlu yarıgrup takdimi olmak üzere   

 

|𝑅| − |𝐴| ≥ rank(𝐻2(𝑆1)) 

 

dir.  

 𝑃 = ⟨𝐴|𝑅⟩ sonlu yarıgrup takdimi olsun. 𝑃 = ⟨𝐴|𝑅⟩ takdiminin noksanlığı 

|𝑅| − |𝐴|  ile tanımlıdır ve def(𝑃)  ile gösterilir. Bir sonlu takdime sahip 𝑆 

yarıgrubunun yarıgrup noksanlığı def𝑆(𝑆) ile gösterilir ve   

 

def𝑆(𝑆) = min{def(𝑃)|𝑃, 𝑆 nin bir sonlu yarıgrup takdimi} 

 

şeklinde tanımlıdır. Bir sonlu takdime sahip 𝑀  monoidinin monoid noksanlığı 

def𝑀(𝑀) ile gösterilir ve benzer şekilde tanımlanabilir. 

 𝑃, sonlu takdime sahip 𝑆 yarıgrubu için bir sonlu yarıgrup takdimi olsun. 

Eğer def(𝑃) = defS(S) ise 𝑃 ye bir minimal yarıgrup takdimi denir. Benzer tanım 

minimal monoid takdimi için de verilebilir. 

 𝑆 sonlu bir yarıgrup (monoid) ve ⟨𝐴|𝑅⟩ de  𝑆 nin bir yarıgrup (monoid) 

takdimi olsun. Eğer |𝑅| − |𝐴| = rank(𝐻2(𝑆1)) ise 𝑆  ye etkin yarıgrup (monoid) 

denir. Aksi takdirde etkin olmayan yarıgrup (monoid) denir. Eğer |𝑅| − |𝐴| =

rank(𝐻2(𝑆1))  ise 𝑆  nin ⟨𝐴|𝑅⟩  yarıgrup (monoid) takdimine etkin yarıgrup 

(monoid) takdimi denir.  

Etkin ve etkin olmayan yarıgrupların ilk örneklerini Prof. Dr. Hayrullah 

Ayık 1998 yılında, St Andrews Üniversitesinde tamamladığı doktora tezinde verdi. 

2000 yılından itibaren bu alanda ilk yayınlar yayınlanmaya başlandı.  Ayık ve ark 

(2000a), 𝑆 bir yarıgrup olmak üzere eğer 𝑆 nin bir sol sıfır veya sağ sıfır elemanı 

mevcut ise her 𝑛 ≥ 1 için 𝑆 nin 𝑛-inci (tamsayı) homolojisi 𝐻𝑛(𝑆) nin aşikar gruba 

2 



1. GİRİŞ                                                                                               Melek YAĞCI                 

eşit olduğunu; 𝑚, 𝑛 ≥ 1  için 𝑅𝑚,𝑛  dikdörtgensel band olmak üzere 𝐻2�𝑅𝑚,𝑛� =

ℤ(𝑚−1)(𝑛−1)  olduğunu ve  𝑚, 𝑛 ≥ 1  için dikdörtgensel band 𝑅𝑚,𝑛  nin etkin 

olduğunu; 𝑛 ≥ 2  için 𝑍𝑛  sıfır yarıgrup olmak üzere def(𝑍𝑛) = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2) 

olduğunu yani 𝑛 ≥ 3 için 𝑍𝑛 nin etkin olmayan yarıgrup olduğunu; 𝐴 boş kümeden 

farklı sonlu bir küme ve boyutu 𝑛  olsun. Bu durumda def(𝑆𝐿𝐴) = 𝑛(𝑛 − 1)
2�  

olduğunu yani 𝑛 ≥ 2 için 𝑆𝐿𝐴 nın etkin olmayan yarıgrup olduğunu gösterdi. Ayık 

ve ark (2000b),  𝑆 = 𝑀[𝐺; 𝐼, 𝛬; 𝑃] bir sonlu Rees Matris yarıgrubu olmak üzere 

𝐻2(𝑆) = 𝐻2(𝐺) × ℤ(|𝐼|−1)(|𝛬|−1)  olduğunu gösterdi ve bir sonlu Rees Matris 

yarıgrubunun etkin olduğu durumları inceledi. Ayık ve ark (2007), sonlu sayıda 

sonlu monojenik (tek doğuraylı) monoidin direkt çarpımının etkinliği için gerek ve 

yeter koşulları belirledi. Çevik (2003), bir tek-ilişkili (one-relator) monoid ile bir 

sonsuz devirli monoidin yarı-direkt çarpımının bir takdiminin  “minimal fakat etkin 

olmayan takdim” olması için yeterli koşulları verdi. Çevik (2005), 𝐴  ve 𝐾  iki 

üreteçli serbest değişmeli monoidlerin kopyaları ve herhangi bir bağlantılı monoid 

homomorfizmi 𝜃: 𝐴 → End(𝐾)  için 𝐷 = 𝐾 ⋊𝜃 𝐴 , eş monoid yarı-direkt çarpımı 

olmak üzere 𝜃 nın matris temsiline göre 𝐷 nin bir standart takdiminin etkin olması 

için gerek ve yeter koşulları belirledi. Bu makalenin bir sonucu olarak da Çevik 

(2007), 𝐷 nin bu takdiminin “minimal fakat etkin olmayan takdim” olması için 

yeterli koşulları verdi. Ateş ve ark (2010), bir sonlu monojenik (tek doğuraylı) 

monoid ile sonlu ranklı bir serbest değişmeli monoidin ayrık genişlemesini 

düşünerek etkin monoidlerin ve minimal fakat etkin olmayan monoidlerin 

örneklerini verdi. 

𝑆  ve 𝑇  iki sonlu monoid olmak üzere 𝑆 × 𝑇  kartezyen çarpımının tüm 

altkümelerinin kümesi 𝑃(𝑆 × 𝑇)  ile gösterilsin. 𝑋 ∈ 𝑃(𝑆 × 𝑇) , 𝑠 ∈ 𝑆  ve 𝑡 ∈ 𝑇 

olmak üzere 𝑠𝑋 ve 𝑋𝑡 kümeleri aşağıdaki gibi tanımlansın: 

 

𝑠𝑋 = {(𝑠𝑥, 𝑦)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋} ve 𝑋𝑡 = {(𝑥, 𝑦𝑡)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋}. 
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Bu durumda 𝑆 ×  𝑃(𝑆 × 𝑇) × 𝑇 kümesi, üzerinde tanımlanan 

 

(𝑠1, 𝑋1, 𝑡1)(𝑠2, 𝑋2, 𝑡2) = (𝑠1𝑠2, 𝑠1𝑋2 ∪ 𝑋1𝑡2 , 𝑡1𝑡2) 

 

ikili işlem ile bir yarıgrup olur. Üstelik (1𝑆, ∅, 1𝑇) bu yarıgrubun birim elemanı 

olup 𝑆 ×  𝑃(𝑆 × 𝑇) × 𝑇  bir monoid olur. Bu monoide 𝑆 ve T  monoidlerinin 

Schützenberger çarpımı denir ve 𝑆 ◊ 𝑇 ile gösterilir.  

Biz bu çalışmamızda  𝑆 ve T monoidlerinin Schützenberger çarpımı  𝑆 ◊ 𝑇 

nin ikinci (tamsayı) homolojisi 𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) = Ker𝜕̅2
im𝜕̅3

�   yi Squier 

Çözümlemesini kullanarak hesapladık. Ayrıca  𝑆 ◊ 𝑇 nin etkin olup olmadığı ile 

ilgili çalışmalar yaptık. 
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde, tez boyunca kullanacağımız önemli tanım ve teoremleri 

vereceğiz. 

 

Tanım 2.1. 𝑆 bir yarıgrup ve 𝑆1 kümesi de 

 

𝑆1 = � 𝑆,                  𝑆 bir monoid ise        
𝑆 ∪ {1},        𝑆 bir monoid değilse 

 

olsun. 𝑆1 kümesi üzerinde, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆1 için 

  

𝑥𝑦 = �

𝑥𝑦,               𝑥 ≠ 1,   𝑦 ≠ 1 ise
𝑥,                 𝑦 = 1 ise               
𝑦,                 𝑥 = 1 ise               
1,                 𝑥 = 𝑦 = 1 ise      

 

 

ikili işlemi tanımlansın. Bu ikili işleme göre 𝑆1 bir monoid olup bu monoide 𝑆 ye 

gerekirse birim eleman eklenerek elde edilen monoid denir. 

 

Tanım 2.2. 𝑆 bir monoid, 1 ∈ 𝑆 birim eleman ve 𝑥 ∈ 𝑆 olsun. Eğer 𝑥𝑦 = 1 olacak 

şekilde bir 𝑦 ∈ 𝑆  var ise 𝑥  e sağ tersinir eleman ve 𝑧𝑥 = 1  olacak şekilde bir 

𝑧 ∈ 𝑆 var ise 𝑥 e sol tersinir eleman denir. Böylece eğer 𝑥 hem sağ hem de sol 

tersinir ise 𝑦 = 𝑧 olup 

 

𝑥𝑦 = 1 = 𝑦𝑥 

 

olur. Bu durumda 𝑥 e  𝑆 nin bir birimi (unit)  ve 𝑦 ye 𝑥 in tersi denir. Bir 𝑥 ∈ 𝑆 

elemanının tersi varsa tektir ve genellikle  𝑥−1 ile gösterilir. 
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Tanım 2.3. 𝑆 ve 𝑇 iki yarıgrup ve 𝜑 : 𝑆 → 𝑇 bir homomorfizm olsun. Bu durumda  

𝜑 nin görüntü kümesi �m𝜑  

 

�m𝜑 = {𝑥𝜑: 𝑥 ∈ 𝑆}  

 

şeklinde tanımlıdır.  

 

Tanım 2.4. 𝑆 ve 𝑇 iki yarıgrup ve 𝜑 : 𝑆 → 𝑇 bir homomorfizm olsun. Bu durumda  

𝜑 nin çekirdeği Ker𝜑 

 

Ker𝜑 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 × 𝑆: 𝑥𝜑 = 𝑦𝜑} 

 

şeklinde tanımlıdır.  

 

2.1. Kongrüanslar  

Tanım 2.1.1.  𝑋  boş olmayan bir küme olsun. 𝑋  üzerindeki tüm bağıntıların 

kümesi  

 

𝐵𝑋 = {𝜌: 𝜌 ⊆ 𝑋 × 𝑋} 

 

ile gösterilir ve ∅ , ∆𝑋= 1𝑋 = {(𝑥, 𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋}  kümesi ve 𝑋 × 𝑋  in kendisi de 𝑋 

üzerinde birer bağıntı olup bu bağıntılara sırasıyla boş bağıntı, birim bağıntı ve 

evrensel bağıntı denir.  

𝜌, 𝑋 üzerinde bir denklik bağıntısı ve 𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere 

 

𝑥𝜌 = {𝑦 ∈ 𝑋: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌} 

 

kümesine 𝒙 in denklik sınıfı ve 𝑋 in tüm denklik sınıflarının ailesi olan 
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 𝑋 𝜌� = {𝑥𝜌: 𝑥 ∈ 𝑋} 

 

kümesine de 𝑋 in 𝜌 ile elde edilen bölüm kümesi denir. 

 

Tanım 2.1.2.  𝑋  boş olmayan bir küme ve 𝑅 , 𝑋  kümesi üzerinde herhangi bir 

bağıntı olsun. 𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑋 olup 𝑋 üzerinde 𝑅  yi içeren en az bir denklik bağıntısı 

var olduğundan 𝑋 üzerinde 𝑅 yi içeren denklik bağıntılarının ailesi boştan farklıdır.  

𝑋 üzerinde 𝑅 yi içeren denklik bağıntılarının arakesiti de 𝑅 yi içeren bir denklik 

bağıntısı olup bu denklik bağıntısı 𝑅 yi içeren en küçük denklik bağıntısıdır. 𝑅 yi 

içeren bu en küçük denklik bağıntısına 𝑅 tarafından doğrulan denklik bağıntısı 

denir ve 𝑅𝑒  ile gösterilir, yani 

 

𝑅𝑒 =  �{𝜌 ∶ 𝑅 ⊆ 𝜌 ve 𝜌, 𝑋 üzerinde bir denklik bağıntısı} 

 

olur.  

 

Tanım 2.1.3 𝑋  boş olmayan bir küme ve 𝑅 , 𝑋  üzerinde yansımalı bir bağıntı 

(∆𝑋  ⊆ 𝑅) olsun. O halde  

 

𝑅 = ∆𝑋   𝑅 ⊆ 𝑅 𝑅      ⟹ 𝑅 ⊆ 𝑅2; 

𝑅2 = ∆𝑋   𝑅2 ⊆ 𝑅   𝑅2    ⟹  𝑅2 ⊆ 𝑅3; 

 

olup bu şekilde devam edilirse  

 

𝑅 ⊆ 𝑅2 ⊆ 𝑅3 ⊆ ⋯ ⊆ 𝑅𝑛 ⊆ ⋯ 

 

olur. Bu durumda 𝑋 üzerinde 𝑅∞ bağıntısı  
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𝑅∞ = � 𝑅𝑛

𝑛∈ℤ+

 

 

olarak tanımlanır.  

 

Önerme 2.1.4. 𝑋 boş olmayan bir küme olmak üzere  𝑋 üzerindeki herhangi bir 𝑅 

yansımalı bağıntısı için tanımlanan 𝑅∞ , 𝑋 üzerinde R yi içeren en küçük geçişmeli 

bağıntıdır. 

 

İspat: Howie (1995), Yardımcı Teorem 1.4.8’e bakınız. ∎ 

 

Önerme 2.1.5. 𝑋 boş olmayan bir küme ve  𝑅 , 𝑋  üzerinde herhangi bir bağıntı 

olsun. O halde 𝑅𝑒 = [𝑅 ∪ 𝑅−1 ∪ ∆𝑋]∞ olur. 

 

İspat: Howie (1995), Önerme 1.4.9’a bakınız. ∎ 

 

Tanım 2.1.6. 𝑆 bir yarıgrup ve 𝑅 de 𝑆 üzerinde bir bağıntı olsun. 

 

i) Eğer ∀ 𝑎 ∈ 𝑆  ve ∀ (𝑠, 𝑡) ∈ 𝑅  için (𝑎𝑠, 𝑎𝑡) ∈ 𝑅  ise 𝑅  ye sol uyumlu 

bağıntı denir. 

ii) Eğer ∀ 𝑎 ∈ 𝑆  ve ∀ (𝑠, 𝑡) ∈ 𝑅  için (𝑠𝑎, 𝑡𝑎) ∈ 𝑅  ise 𝑅  ye sağ uyumlu 

bağıntı denir. 

iii) Eğer ∀ (𝑠, 𝑡), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅  için (𝑠, 𝑡) ∙ (𝑢, 𝑣) = (𝑠𝑢, 𝑡𝑣) ∈ 𝑅  ise 𝑅  ye 

uyumlu bağıntı denir. 

 

Tanım 2.1.7. 𝑆 bir yarıgrup ve 𝑅 de 𝑆 üzerinde bir denklik bağıntısı olsun. 

 

i) Eğer 𝑅 sol uyumlu bağıntı ise 𝑅 ye sol kongrüans denir. 
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ii) Eğer 𝑅 sağ uyumlu bağıntı ise 𝑅 ye sağ kongrüans denir. 

iii) Eğer 𝑅 uyumlu bağıntı ise 𝑅 ye kongrüans denir. 

 

Önerme 2.1.8. 𝑆  bir yarıgrup ve 𝜌 , 𝑆  üzerinde bir bağıntı olsun. 𝜌  nun bir 

kongrüans olması için gerek ve yeter koşul 𝜌 nun hem sol hem de sağ kongrüans 

olmasıdır. 

 

İspat: Howie (1995), Yardımcı Teorem 1.5.1’e bakınız. ∎ 

 

Önerme 2.1.9. 𝑆 bir yarıgrup ve 𝜌 da 𝑆 üzerinde bir kongrüans olsun.  𝑆 𝜌�  bölüm 

kümesi üzerinde  

 
(𝑎𝜌)(𝑏𝜌) = (𝑎𝑏)𝜌 

 

şeklinde tanımlanan ikili işlem birleşmeli olup  𝑆 𝜌�  bir yarıgruptur. 

 

İspat: Howie (1995), syf 23’e bakınız. ∎ 

 

Tanım 2.1.10. 𝑆 bir yarıgrup ve 𝑅, 𝑆 üzerinde herhangi bir bağıntı olsun. O halde 

𝑅 ⊆ 𝑆 × 𝑆 olup 𝑆 üzerinde 𝑅 yi içeren en az bir kongrüans vardır. 𝑆 üzerinde 𝑅 yi 

içeren tüm kongrüansların arakesiti de 𝑅  yi içeren bir kongrüans olup bu 

kongrüansa 𝑅 tarafından doğurulan kongrüans denir ve 𝑅⋕ ile gösterilir, yani 

 

𝑅⋕ = �{𝜌 ∶ 𝑅 ⊆ 𝜌 ve 𝜌, 𝑆 üzerinde bir kongrüans } 

 

olur. Tanımdan kolayca görülüyor ki 𝑅⋕, 𝑅 yi içeren en küçük kongrüanstır. 
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Önerme 2.1.11. 𝑆 bir yarıgrup ve 𝑅, 𝑆 üzerinde herhangi bir bağıntı olmak üzere  

 

𝑅𝑐 = {(𝑥𝑎𝑦, 𝑥𝑏𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆1 , (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅} 

 

şeklinde tanımlanan 𝑅𝑐 kümesi, 𝑅 yi içeren en küçük sol ve sağ uyumlu bağıntıdır. 

 

İspat: Howie (1995), Yardımcı Teorem 1.5.5’e bakınız. ∎ 

 

Önerme 2.1.12. 𝑆 yarıgrubu üzerindeki her 𝑅 bağıntısı için 𝑅⋕ = (𝑅𝑐)𝑒 dir.  

 

İspat: Howie (1995), Yardımcı Teorem 1.5.8’e bakınız. ∎ 

 

2.2. Doğuray Kümeleri 

Tanım 2.2.1. 𝑆  bir yarıgrup ve ∅ ≠ 𝑋 ⊆ 𝑆  olsun. 𝑆  nin 𝑋  kümesini içeren alt 

yarıgruplarının arakesiti de 𝑋 kümesini içeren bir alt yarıgrup olup bu alt yarıgruba 

𝑆 nin 𝑋 tarafından doğurulan alt yarıgrubu denir ve 〈𝑋〉𝑆  ile gösterilir. Dikkat 

edilirse 〈𝑋〉𝑆 , 𝑋  kümesini içeren en küçük alt yarıgruptur. Ayrıca, 〈𝑋〉𝑆  alt 

yarıgrubu 𝑋 kümesi üzerindeki tüm sonlu çarpımlarının kümesi olup  

 

〈𝑋〉𝑆  = {𝑥1𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛: 𝑛 ∈ ℤ+; 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋} 

 

şeklinde yazılabilir. 

Benzer şekilde 𝑋  tarafından doğurulan alt monoid ve 𝑋  tarafından 

doğurulan alt grup tanımları da yapılabilir. Bunlar da sırasıyla 

 

〈𝑋〉𝑀 = {𝑥1𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛: 𝑛 ∈ ℤ+; 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋} ∪ {1}  ve 

𝐺
〈𝑋〉 = �𝑥1

𝜀1𝑥2
𝜀2 ⋯ 𝑥𝑛

𝜀𝑛 : 𝑛 ∈ ℤ+; 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝜀𝑖 ∈ {−1, +1} (𝑖 = 1,2, … , 𝑛)� 
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şeklindedir. 𝑋  kümesinin bir yarıgrup (monoid, grup) doğuray kümesi olduğu 

içerikten anlaşılıyorsa 𝑋 tarafından doğurulan alt yarıgrup (alt monoid, alt grup) 

kolaylık olması açısından 〈𝑋〉 ile gösterilir. 

 

Tanım 2.2.2. 𝑆 bir yarıgrup olmak üzere eğer 𝑆 = 〈𝑋〉 olacak şekilde bir ∅ ≠ 𝑋 ⊆

𝑆  kümesi varsa bu 𝑋  kümesine 𝑆  nin bir (yarıgrup) doğuray kümesi, 𝑋  in 

elemanlarına  𝑺 nin (yarıgrup) doğurayları ve 𝑆 ye de 𝑿 tarafından doğurulan 

yarıgrup denir. 

Eğer 𝑆 = 〈𝑋〉 olacak şekilde sonlu bir ∅ ≠ 𝑋 ⊆ 𝑆 kümesi varsa 𝑆 ye sonlu 

doğuraylı yarıgrup denir. Benzer tanımlar monoid ve grup için de yapılabilir. 

 

Tanım 2.2.3. 𝑆, sonlu doğuraylı bir yarıgrup olmak üzere  

 

min�|𝑋|: 𝑆 = 〈𝑋〉 𝑆 ve 𝑋 sonlu� 

 

pozitif tamsayısına 𝑆  nin (yarıgrup) rankı denir ve rank (𝑆)𝑆  ile gösterilir. 

Ayrıca, 𝑆  nin rank (𝑆)𝑆  elemanlı bir doğuray kümesine de minimal doğuray 

kümesi denir. Benzer şekilde monoid rankı rank (𝑆)𝑀  ve grup rankı rank (𝑆)𝐺  

de tanımlanabilir. 

 

2.3. Yarıgrup Takdimi 

Tanım 2.3.1. 𝐴 boş olmayan bir küme olsun. (𝐴 ya alfabelerin kümesi denir.) 𝐴+ 

ile 𝐴  dan üretilmiş tüm boş olmayan sonlu kelimelerin kümesini gösterelim. ∀ 

𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚, 𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛 ∈ 𝐴+ için 𝐴+, üzerinde tanımlanan 

 

(𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚)(𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛) = 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚𝑏1𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛 
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ikili işlem ile bir yarıgruptur. Bu yarıgruba 𝐴 üzerindeki serbest yarıgrup denir.

 𝐴 üzerindeki boş kelime 𝜖 ile gösterilir ise 𝐴∗ = 𝐴+ ∪ {𝜖}, yukarıdaki ikili 

işlem ile bir monoid olup bu monoide 𝐴 üzerindeki serbest monoid denir.  

 𝐴 üzerindeki serbest yarıgubun evrensel tanımı ise aşağıdaki şekilde ifade 

edilmektedir. 

 

Tanım 2.3.2. 𝐹 bir yarıgrup ve 𝐴 ⊆ 𝐹 olsun. Eğer her 𝑆 yarıgrubu ve her  𝜙: 𝐴 → 𝑆 

fonksiyonu için 𝑖: 𝐴 → 𝐹 içerme fonksiyonu olmak üzere  𝑖 ∘ 𝛹 = 𝜙 olacak şekilde 

bir tek 𝛹: 𝐹 → 𝑆  homomorfizmi mevcut ise 𝐹  ye 𝐴  üzerinde serbest yarıgrup 

denir. 

 

Önerme 2.3.3. Her yarıgrup bir serbest yarıgrubun homomorfik imajıdır. 

 

İspat: Lallement (1979). ∎ 

 

Tanım 2.3.4. 𝐴  bir alfabe ve 𝑅 ⊆ 𝐴+ × 𝐴+  olsun. O zaman ⟨𝐴|𝑅⟩  ikilisine bir 

yarıgrup takdimi denir. Ayrıca bir 𝑆 yarıgrubu için 𝐴
+

𝑅⋕� ≅ 𝑆 ise ⟨𝐴|𝑅⟩ ye 𝑺 nin 

bir takdimi veya 𝑆  ye ⟨𝑨|𝑹⟩  tarafından takdim edilen yarıgrup denir ve 

𝑆 = ⟨𝐴|𝑅⟩ veya 𝑆 ≅ ⟨𝐴|𝑅⟩ yazılır.   (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅 olmak üzere (𝑟, 𝑠) ikilisine 𝑅 nin bir 

ilişkisi denir ve (𝑟, 𝑠) yerine 𝑟 = 𝑠 yazılır. 

 Benzer tanımlamalar monoid takdimi için de verilebilir. Bu durumda 

𝑅 ⊆ 𝐴∗ × 𝐴∗ ve  𝐴
∗

𝑅⋕�  gözönüne alınır. 

 

Tanım 2.3.5. ⟨𝐴|𝑅⟩  bir yarıgrup takdimi ve 𝑆 ≅ 𝐴+

𝑅⋕�  olsun. Eğer 𝐴 ve 𝑅 

kümelerinin her ikiside sonlu ise ⟨𝐴|𝑅⟩ takdimine bir sonlu takdim ve 𝑆  ye de 

sonlu takdime sahip yarıgrup denir. 
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Tanım 2.3.6. ⟨𝐴|𝑅⟩ bir yarıgrup takdimi, 𝑆 ≅ 𝐴+

𝑅⋕�  ve 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐴+  olsun. Eğer 

𝑤1 ile 𝑤2 aynı kelime ise 𝑤1 ≡ 𝑤2 yazılır. Eğer 𝑤1 , 𝑤2 ∈ 𝐴+, 𝑆 yarıgrubunun aynı 

elemanını temsil ediyor ise yani ( 𝑤1 , 𝑤2) ∈ 𝑅⋕ ise  𝑤1 = 𝑤2 yazılır ve  𝒘𝟏 = 𝒘𝟐, 

𝑺 de sağlanıyor denir. 

Eğer 𝑤1 ≡ 𝑤2  veya 𝑤1 ≡ 𝑢𝑟𝑣  ve 𝑤2 ≡ 𝑢𝑠𝑣  olacak şekilde 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴∗  ve 

(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅 ∪ 𝑅−1  mevcut ise 𝒘𝟏, 𝒘𝟐  den 𝑹  nin bir ilişkisi kullanılarak elde 

edilmiştir denir ve  𝑤1 𝑅
↔ 𝑤2  yazılır. İlişkiler kümesi 𝑅  yi vurgulamak 

gerekmediği sürece biz 
𝑅
↔ yerine ↔ yi kullanacağız. 

 Örneğin; 𝐴 = {𝑎, 𝑏}  ve 𝑅 = {(𝑎4, 𝑎), (𝑏3, 𝑏), (𝑎𝑏, 𝑏𝑎), (𝑎3, 𝑏2)}  olsun. O 

zaman 

 

𝑏3𝑎 ↔ 𝑏𝑎, 𝑎𝑏 ↔ 𝑏𝑎, 𝑎4𝑏 ↔ 𝑎𝑏, 𝑏𝑎𝑏𝑎 ↔ 𝑏2𝑎2 

 

şeklinde örnekler verilebilir. 

 Eğer 𝑤1 ≡ 𝑤2 veya ∀ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1 için 𝛼𝑖+1, 𝛼𝑖  den 𝑅  nin bir ilişkisi 

kullanılarak elde edilmek üzere  

 

𝑤1 ≡ 𝛼1 ↔ 𝛼2 ↔ ⋯ ↔ 𝛼𝑛−1 ↔ 𝛼𝑛 ≡ 𝑤2 

 

dizisi mevcut ise 𝒘𝟐, 𝒘𝟏  den elde edilmiştir veya 𝒘𝟐 ≡ 𝒘𝟏,   𝑹  nin bir 

sonucudur denir ve 𝑤1
∗

↔ 𝑤2 şeklinde gösterilir. Kolayca görüleceği üzere 𝑤2 , 𝑤1 

den elde edilmiş ise 𝑤1 de 𝑤2 den elde edilir. 

Örneğin; 𝐴 = {𝑎, 𝑏}  ve 𝑅 = {(𝑎4, 𝑎), (𝑏3, 𝑏), (𝑎𝑏, 𝑏𝑎), (𝑎3, 𝑏2)}  olsun. O 

zaman 

 

𝑏𝑎3𝑏𝑎𝑏 ↔ 𝑏𝑎4𝑏2 ↔ 𝑏𝑎𝑏2 ↔ 𝑎𝑏3 ↔ 𝑎𝑏 
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olur. Yani 𝑏𝑎3𝑏𝑎𝑏 ≡ 𝑎𝑏, 𝑅 nin bir sonucudur. 

 

Teorem 2.3.7. ⟨𝐴|𝑅⟩  bir yarıgrup takdimi ve 𝑆 ≅ 𝐴+

𝑅⋕�  olsun. Ayrıca 𝑇  bir 

yarıgrup olmak üzere 𝐵 ⊆ 𝑇, 𝑇 nin bir doğurayı ve 𝑓: 𝐴 → 𝐵 örten bir fonksiyon 

olsun. O zaman 𝜙: 𝐴+ → 𝑇, 𝑓 yi geren (tek) homomorfizm olmak üzere, eğer her 

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅 için 𝑢𝜙 = 𝑣𝜙  ise her 𝑤𝑅⋕ ∈ 𝐴+

𝑅⋕�  için �𝑤𝑅⋕�𝛹 = 𝑤𝜙  olarak 

tanımlanan 𝛹: 𝑆 → 𝑇 fonksiyonu bir örten homomorfizmdir.  

 

İspat: Ruskuc (1995), Önerme 2.1’ e bakınız. ∎ 

 

Önerme 2.3.8. 𝑆 bir yarıgrup, 𝐴 ⊆ 𝑆 olmak üzere 𝐴, 𝑆 nin bir doğuray kümesi ve 

𝑅 ⊆ 𝐴+ × 𝐴+  olsun. O zaman ⟨𝐴|𝑅⟩ nin 𝑆  nin bir takdimi olması için gerek ve 

yeter koşul  

 

i) 𝑅 deki tüm ilişkiler 𝑆 de sağlanır; ve   

ii) Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴+  için 𝑢 = 𝑣  𝑆  de sağlanıyor ise 𝑢 = 𝑣  nin 𝑅  nin bir 

sonucu olmasıdır. 

 

İspat: Ruskuc (1995), Önerme 2.3’ e bakınız. ∎ 

 

Önerme 2.3.9. 𝑆  bir yarıgrup, 𝐴 ⊆ 𝑆  olmak üzere 𝐴, 𝑆  nin bir doğuray kümesi, 

𝑅 ⊆ 𝐴+ × 𝐴+ ve 𝑊 ⊆ 𝐴+ olsun. Eğer 

 

i) 𝑅 deki tüm ilişkiler 𝑆 de sağlanıyor; 

ii) ∀ 𝑤 ∈ 𝐴+ için 𝑤 = 𝑤� , 𝑅 nin bir sonucu olacak şekilde 𝑤� ∈ 𝑊 var; ve 

iii) |𝑊| ≤ |𝑆|, 

 

ise ⟨𝐴|𝑅⟩, 𝑆 nin bir takdimidir. 
14 
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İspat: Ruskuc (1995), Önerme 2.2’ e bakınız. ∎ 

 

2.4. Tietze Dönüşümleri 

  𝐴  boş olmayan bir küme, 𝑅 ⊆ 𝐴+ × 𝐴+ (𝐴∗ × 𝐴∗)  olmak üzere bir 

𝑃 = ⟨𝐴|𝑅⟩  yarıgrup (monoid) takdimi verilsin. 𝑃  nin tanımladığı yarıgrup 

(monoid) 𝑆 olsun. Dört tip Tietze dönüşümleri vardır: 

 

i) (T1) Doğuray Ekleme: 𝑏 ∉ 𝐴 ve 𝑤 ∈ 𝐴+ olmak üzere 

 

⟨𝐴, 𝑏|𝑅, 𝑤 = 𝑏⟩ 

 

takdimi  𝑆 yi tanımlar. 

ii) (T2) Doğuray Çıkarma: 𝑏 ∈ 𝐴  olsun. Eğer 𝑏 ∈ (𝐴\{𝑏})+  yani bir 

𝑤 ∈ (𝐴\{𝑏})+ için 𝑏 = 𝑤 ise 𝑏 çıkartılabilir. Her bir 𝑢 ∈ 𝐴+ için 𝑢 da 

ki 𝑏 lerin 𝑤 ile yer değiştirilmesi ile elde edilen kelime 𝑢� ∈ (𝐴\{𝑏})+ 

ve 𝑅� = {(𝑟̅, 𝑠̅): (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅}  olsun. O zaman  

 

⟨𝐴\{𝑏}|𝑅�⟩ 

 

                     takdimi  𝑆 yi tanımlar. 

iii) (T3) İlişki Ekleme: (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅⋕ yani 𝑢 = 𝑣, 𝑅 nin bir sonucu olsun. O 

zaman 

 

⟨𝐴|𝑅, 𝑢 = 𝑣⟩ 

 

        takdimi  𝑆 yi tanımlar. 

iv) (T4) İlişki Çıkarma: (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅 olsun. Eğer (𝑢, 𝑣) ∈ (𝑅\(𝑢, 𝑣))⋕ ise 
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⟨𝐴|𝑅\{𝑢 = 𝑣}⟩ 

 

takdimi 𝑆 yi tanımlar. 

 

Teorem 2.4.1. ⟨𝐴|𝑅⟩ ve ⟨𝐵|𝑄⟩ sonlu yarıgrup takdimleri olsun. Bu durumda  ⟨𝐴|𝑅⟩ 

ve ⟨𝐵|𝑄⟩  takdimleri 𝑆  yarıgubunu tanımlar gerek ve yeter koşul ⟨𝐴|𝑅⟩ (⟨𝐵|𝑄⟩) 

takdimine sonlu sayıda Tietze dönüşümleri uygulanarak ⟨𝐵|𝑄⟩ (⟨𝐴|𝑅⟩)  takdimi 

elde edilebilir. 

 

İspat: Ruskuc (1995), Önerme 2.5’e bakınız. ∎ 

 

2.5. Grup Takdimi 

Tanım 2.5.1. 𝐺  bir grup ve  𝑁 ⊴ 𝐺  olsun. 𝐺
𝑁� = {𝑥𝑁|𝑥 ∈ 𝐺}  kümesi üzerinde 

𝑥𝑁, 𝑦𝑁 ∈ 𝐺
𝑁�  olmak üzere 

 

(𝑥𝑁)(𝑦𝑁) = (𝑥𝑦)𝑁 

 

ikili işlemi tanımlansın. Bu işlem ile  𝐺 𝑁�  bir gruptur ve  𝐺 𝑁�  grubuna 𝑮 nin 𝑵 ye 

göre bölüm grubu denir. 

 

Teorem 2.5.2. Her 𝐺 grubu için 𝐺 𝐺′�  bir değişmeli gruptur. 

 

İspat: Karakaş (2010), Ders 8, Teorem 4’e bakınız. ∎ 

 

Tanım 2.5.3. 𝐺 bir grup ve  𝑁 ⊴ 𝐺 ise, 

 

𝛿𝑁:  𝐺  →    𝐺
𝑁�  

16 
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          𝛿𝑁(𝑥) = 𝑥𝑁 

 

ile tanımlanan 𝛿𝑁 , bir örten grup homomorfizmidir.  𝛿𝑁   ye 𝐺  den 𝐺
𝑁�  bölüm 

grubuna doğal homomorfizm denir. 

 

Tanım 2.5.4. 𝐹 bir grup ve 𝑋 de 𝐹 nin boş kümeden farklı bir alt kümesi olsun. 

Eğer 𝐹  nin her elemanı tek türlü olarak 𝑋  in elemanlarının (sonlu) bir çarpımı 

olarak yazılabiliyorsa 𝐹 ye 𝑋 üzerinde serbest grup denir.  

Bu tanıma denk olan başka bir tanım ise şu şekilde ifade edilmektedir. 𝐹 

bir grup ve 𝑋 de 𝐹 nin boş kümeden farklı bir alt kümesi olsun. Eğer her 𝐺 grubu 

ve her 𝜃: 𝑋 → 𝐺  fonksiyonu için 𝑥𝜃 = 𝑥𝜃′ (∀𝑥 ∈ 𝑋)  olacak şekilde bir tek 

𝜃′: 𝐹 → 𝐺 homomorfizmi mevcut ise 𝐹 ye 𝑋 üzerinde serbest grup denir. 

 

Tanım 2.5.5. 𝑋 bir küme, 𝐹 = 𝐹(𝑋), 𝑋 üzerindeki serbest grup, 𝑅, 𝐹 nin bir alt 

kümesi 𝑁 = 𝑅� de 𝑅 nin 𝐹 deki normal kapanışı ve 𝐺 = 𝐹
𝑁�  olsun. ⟨𝑋|𝑅⟩ ikilisine 

𝐺 nin bir grup takdimi denir ve 𝐺 = ⟨𝑋|𝑅⟩ veya 𝐺 ≅ ⟨𝑋|𝑅⟩ yazılır. 

Tanım 2.5.6. ⟨𝑋|𝑅⟩ , 𝐺  nin bir grup takdimi olsun. Eğer |𝑋|, |𝑅| < ∞ ise ⟨𝑋|𝑅⟩ 

ikilisine bir sonlu grup takdimi ve 𝐺 grubuna da sonlu takdim edilebilir grup 

denir.  

Örneğin; 𝑋 = {𝑥} ve 𝑅 = ∅ ise ⟨𝑥| ⟩ = ℤ sonsuz devirli grup olur. 

⟨𝑥|𝑥𝑛 = 𝑒⟩ (𝑛 ∈ ℤ+) ise ℤ𝑛 nin bir grup takdimidir. 

 

2.6. Serbest Değişmeli Gruplar 

Sadece değişmeli gruplar söz konusu olunca, genellikle, grup işlemi için 

toplamsal gösterim kullanılmaktadır. Biz de bu genelliği bozmadan, toplamsal 

gösterim kullanacağız. Bu bağlamda eğer 𝐺 bir değişmeli grup, 𝑥 ∈ 𝐺 ve 𝑛 ∈ ℤ ise 

𝑛 > 0  olması durumunda, 𝑛𝑥 = 𝑥 + 𝑥 + ⋯ + 𝑥 , 𝑛 < 0  olması durumunda, 

𝑛𝑥 = (−𝑥) + (−𝑥) + ⋯ + (−𝑥) ve 0𝑥 = 0 dır. Böylece; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ve 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ için 
17 
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(𝑚 + 𝑛)𝑥 = 𝑚𝑥 + 𝑛𝑥  ve 𝑚(𝑥 + 𝑦) = 𝑚𝑥 + 𝑚𝑦  dir.  𝑋 ⊆ 𝐺  ise, 𝑋  in 𝐺  içinde 

ürettiği alt grup 

 

〈𝑋〉 = {𝑛1𝑥1 + 𝑛2𝑥2 + ⋯ + 𝑛𝑟𝑥𝑟|𝑟 ∈ ℕ, 𝑛𝑖 ∈ ℤ, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑖} 

 

biçiminde ifade edilebilir. 

 

Tanım 2.6.1. 𝐹 bir değişmeli grup ve ∅ ≠ 𝑋 ⊆ 𝐹 olsun. Eğer aşağıdaki iki koşul 

sağlanıyorsa, 𝑋 kümesi 𝐹 nin bir bazıdır denir. 

 

i) 〈𝑋〉 = 𝐹 

ii) 𝑋  in herhangi 𝑟  tane farklı elemanı 𝑥1, … , 𝑥𝑟  ve 𝑟  tane tamsayı 

𝑛1 , … , 𝑛𝑟 ∈ ℤ  için 𝑛1𝑥1 + ⋯ + 𝑛𝑟𝑥𝑟 = 0  olduğunda 𝑛1 = ⋯ = 𝑛𝑟 =

0 olur. 

 

Tanım 2.6.2. 𝐹 bir değişmeli grup ve 𝑋 ⊆ 𝐹 olsun.  Eğer 𝑋, 𝐹 nin bir bazı ise, 𝐹 

grubu 𝑋 üzerinde serbest değişmeli gruptur denir. 

 𝐹, 𝑋 üzerinde serbest değişmeli grup ise, tanım gereği, 𝑋 ≠ ∅ dir. Ayrıca, 

0 ∉ 𝑋 tir; çünkü, 0 ∈ 𝑋 olunca, tanımdaki ikinci koşul sağlanmaz. Sadece sıfırdan 

ibaret {0} grubu, bazı  ∅ olan serbest değişmeli grup olarak tanımlanır. 

 

Teorem 2.6.3. 𝐹  bir değişmeli grup, ∅ ≠ 𝑋 ⊆ 𝐹  olsun. Bu takdirde, aşağıdaki 

önermeler denktir: 

 

i) 𝐹, 𝑋 üzerinde serbest değişmeli gruptur. 

ii) 𝐹 ≠ {0}  dır ve her 𝑎 ∈ 𝐹\{0}  için 𝑎 = 𝑛1𝑥1 + ⋯ + 𝑛𝑠𝑥𝑠  olacak 

biçimde tek türlü belirli, birbirinden farklı 𝑥1, … , 𝑥𝑠 ∈ 𝑋  ve sıfırdan 

farklı 𝑛1, … , 𝑛𝑠 ∈ ℤ vardır. 
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İspat: Karakaş (2010), Ders 21, Teorem 1’e bakınız. ∎ 

 

Önerme 2.6.4. 𝐹, 𝑟 elemanlı bir baza sahip bir serbest değişmeli grup ise  

 

𝐹 ≅ ℤ ⊕ ⋯ ⊕ ℤ ���������
𝑟 tane

 

 

dir. 

 

İspat: Karakaş (2010), Ders 21, Önerme 1’e bakınız. ∎ 

 

Tanım 2.6.5. Bir serbest değişmeli grubun bazının kardinalitesine o serbest 

değişmeli grubun rankı denir.  

Örneğin; ℤ nin rankı 1,  ℤ ⊕ ⋯ ⊕ ℤ ���������
𝑟 tane

nin rankı 𝑟 dir. 

 

Önerme 2.6.6. Her sonlu üretilmiş değişmeli grup, bir sonlu üretilmiş serbest 

değişmeli grubun homomorf görüntüsüdür. 

 

 İspat: Karakaş (2010), Ders 21, Önerme 2’e bakınız. ∎ 

 

Teorem 2.6.7. Her sonlu üretilmiş değişmeli grup 𝐺 için öyle 𝑚1, … , 𝑚𝑟 ∈ ℕ ve 

negatif olmayan bir 𝑡 tamsayısı vardır ki her 𝑗 = 2, … , 𝑟 için  
𝑚𝑗

𝑚𝑗−1�  ve  

 

𝐺 ≅ ℤ𝑚1 ⊕ ℤ𝑚2 ⊕ ⋯ ⊕ ℤ𝑚𝑟 ⊕ ℤ ⊕ ⋯ ⊕ ℤ ���������
𝑡 tane

 

 

 dir. 

 

19 



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER                                               Melek YAĞCI                 
 
İspat: Karakaş (2010), Ders 21, Teorem 3’e bakınız. ∎ 

 

Teorem 2.6.8. Her sonlu üretilmiş değişmeli grup 𝐺  için öyle (farklı olmaları 

gerekmeyen) asal sayılar 𝑝1, … , 𝑝𝑘; pozitif tamsayılar 𝑛1 , … , 𝑛𝑘 ve negatif olmayan 

bir 𝑡 tamsayısı vardır ki  

 

𝐺 ≅ ℤ𝑝1
𝑛1 ⊕ ℤ𝑝2

𝑛2 ⊕ ⋯ ⊕ ℤ
𝑝𝑘

𝑛𝑘 ⊕ ℤ ⊕ ⋯ ⊕ ℤ ���������
𝑡 tane

 

 

dir. 

 

İspat: Karakaş (2010), Ders 21, Teorem 4’e bakınız. ∎ 

 

2.7. Monoidlerin Homoloji Grubu ve Tensör Çarpım 

Biz bu çalışmamızda işlemleri sol 𝑅 -modül alarak yaptığımız için aksi 

belirtilmedikçe modül dediğimizde sol 𝑅 -modül anlaşılmalıdır. Açıkça yapılan 

işlemler sağ 𝑅-modül alınarak da yapılabilir.  

 

Tanım 2.7.1. 𝑀 bir ( çarpımsal ) monoid ve ℤ de tamsayılar halkası olsun. 𝑀 nin 

ℤ𝑀 monoid halkası, bazı 𝑀 olan serbest değişmeli gruptur ve  

 

ℤ𝑀 = �� 𝑟𝑖𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

�𝑛 ∈ ℤ+, 𝑚𝑖 ∈ 𝑀, 𝑟𝑖 ∈ ℤ, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛� 

 

şeklinde tanımlıdır. ℤ𝑀 üzerinde “+” işlemi: 𝑥 = ∑ 𝑟𝑖𝑚𝑖 , 𝑦 = ∑ 𝑠𝑖𝑚𝑖 ∈ ℤ𝑀𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1  

için 
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𝑥 + 𝑦 = �(𝑟𝑖 + 𝑠𝑖)𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

şeklinde tanımlıdır. ℤ𝑀 üzerinde “∙” işlemi: 𝑥 = ∑ 𝑟𝑚𝑚, 𝑦 = ∑ 𝑠𝑛𝑛 ∈ ℤ𝑀  için 

 

𝑥𝑦 = �� 𝑟𝑚𝑚� �� 𝑠𝑛𝑛� = �(𝑟𝑚𝑠𝑛)𝑚𝑛 

 

şeklinde tanımlıdır. Bu işlemler altında ℤ𝑀 birim elemanlı bir halkadır ve ayrıca 

ℤ𝑀 bir  ℤ𝑀-modüldür. 

 

Tanım 2.7.2. 𝐴 ve 𝐵 𝑅-modül, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ve 𝑟 ∈ 𝑅 olsun. Eğer 𝑓: 𝐴 → 𝐵 dönüşümü 

(fonksiyonu)  

 

i) 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

ii) 𝑓(𝑟𝑥) = 𝑟𝑓(𝑥) 

 

koşullarını sağlıyorsa 𝑓 ye bir 𝑹-dönüşüm (modül homomorfizması) denir. 

 

Tanım 2.7.3. 𝑀  bir monoid olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑀  ve 𝑛 ∈ ℤ  için ∘: 𝑀 × ℤ → ℤ , 

(𝑥, 𝑛) → 𝑥 ∘ 𝑛 = 𝑥𝑛 = 𝑛 şeklinde tanımlanan sol etki ℤ𝑀 üzerine genişletilir ise ℤ, 

bir ℤ𝑀-modüldür. Bu durumda  

 

�� 𝑟𝑚𝑚� 𝑛 = � 𝑟𝑚𝑛 

   

olur ve ℤ ye aşikar sol  ℤ𝑴-modül denir.  Benzer şekilde aşikar sağ ℤ𝑴-modül  

ℤ nin tanımı da yapılabilir. 
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Tanım 2.7.4. 𝑀 bir monoid, ℤ𝑀 bir  ℤ𝑀-modül ve  ℤ de aşikar ℤ𝑀-modül olmak 

üzere 

 

𝜀: ℤ𝑀 → ℤ 

                    � 𝑟𝑚𝑚 → � 𝑟𝑚 

 

şeklinde tanımlanan 𝜀 bir ℤ𝑀-dönüşümdür ve 𝜀 na augmentation dönüşüm denir. 

 

Tanım 2.7.5. 𝑓: 𝐴 → 𝐵 bir 𝑅-dönüşüm olsun. O zaman 𝑓 nin görüntü kümesi im𝑓  

 

im𝑓 = {𝑦 ∈ 𝐵|𝑓(𝑥) = 𝑦 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝐴 vardır} 

 

şeklinde tanımlıdır ve 𝑓 nin çekirdeği Ker𝑓 ise 

 

Ker𝑓 = {𝑥 ∈ 𝐴|𝑓(𝑥) = 0𝐵} 

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

Tanım 2.7.6. 𝐴, 𝐵 ve 𝐶   𝑅-modül ve 𝑓: 𝐴 → 𝐵, 𝑔: 𝐵 → 𝐶  𝑅- dönüşüm olsun. Eğer 

im𝑓 = Ker𝑔 ise 

 

 𝐴
𝑓
→ 𝐵

𝑔
→ 𝐶  

 

dizisi 𝐵 de tamdır denir. 

 

Tanım 2.7.7. 𝑚 ≥ 2  için 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑚  𝑅 -modül ve ∀2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚  için 𝑓𝑘: 𝐵𝑘 →

𝐵𝑘−1 𝑅-dönüşüm olmak üzere  
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⋯ → 𝐵𝑘
𝑓𝑘�� 𝐵𝑘−1

𝑓𝑘−1�⎯� ⋯
𝑓3→ 𝐵2

𝑓2→ 𝐵1 

 

dizisi ∀𝑘 ≥ 2 için 𝐵𝑘 da tam ise diziye tam dizi denir. 

 

Önerme 2.7.8. 𝑅-modül ve 𝑅-dönüşümlerin   

 

ℬ = ⋯ → 𝐵𝑛+1
𝑓𝑛+1�⎯� 𝐵𝑛

𝑓𝑛→ 𝐵𝑛−1 → ⋯ 

 

dizisi verilsin. Bu dizinin tam olması için gerek ve yeter koşul 

 

i) Her 𝑛 ∈ ℤ ve 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑛 için 𝑓𝑛−1�𝑓𝑛(𝑥𝑛)� = 0𝐵𝑛−2 ve 

ii) Her 𝑛 ∈ ℤ  için 𝑓𝑛+1𝑔𝑛 + 𝑔𝑛−1𝑓𝑛 = 1𝐵𝑛   olacak şekilde 𝑔𝑛: 𝐵𝑛 →

𝐵𝑛+1, 𝑅- dönüşümlerinin olmasıdır. 

 

Buradaki 𝑔𝑛: 𝐵𝑛 → 𝐵𝑛+1 ,  𝑅 -dönüşümlerine ℬ  için bir contracting homotobi 

denir. 

 

İspat: Rotman (1979). ∎ 

 

Tanım 2.7.9. 𝐴  bir 𝑅 -modül ve 𝑋 ⊆ 𝐴  olsun. 𝐴  nın 𝑋  i içeren en küçük alt 

modülüne 𝑋 tarafından doğurulan modül denir ve 〈𝑋〉 ile gösterilir. 

 

Tanım 2.7.10. 𝐹  bir 𝑅 -modül ve 𝐹 = 〈𝑋〉  olsun. Eğer ∑ 𝑛𝑥𝑥𝑥∈𝑋 = 0  olduğunda 

∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑛𝑥 = 0 ise 𝐹 ye 𝑿 tarafından doğurulan serbest 𝑹-modül ve 𝑋 e de  

𝐹  nin bir bazı denir. Eğer |𝑋| = 𝑛  ise 𝐹  ye 𝒏 -boyutlu serbest modül denir. 

Kolayca gösterilir ki 𝑛-boyutlu bir serbest 𝑅-modül 𝑅𝑛  ye izomorfiktir. 

 

23 



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER                                               Melek YAĞCI                 
 
Tanım 2.7.11. 𝐴 bir 𝑅-modül olsun. Eğer ∀𝑛 ≥ 0 için 𝐹𝑛  serbest 𝑅-modül olmak 

üzere 𝑓𝑛: 𝐹𝑛 → 𝐹𝑛−1 (𝑛 ≥ 1) ve 𝑓0: 𝐹0 → 𝐴,  𝑅-dönüşümler ise  

 

⋯ → 𝐹𝑛
𝑓𝑛→ 𝐹𝑛−1

𝑓𝑛−1�⎯� ⋯
𝑓2→ 𝐹1

𝑓1→ 𝐹0
𝑓0→ 𝐴 → 0 

 

tam dizisine 𝐴 nın serbest çözümlemesi denir. 

 

Tanım 2.7.12. 𝐴 sağ 𝑅-modül ve 𝐵 sol 𝑅-modül olmak üzere 𝐹, 𝐴 × 𝐵 kartezyen 

çarpım kümesi üzerinde serbest değişmeli grup olsun. 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐴;  𝑦, 𝑦′ ∈ 𝐵;  𝑟 ∈ 𝑅 

olmak üzere eğer 𝑁, 𝐹 nin  

 

{(𝑥 + 𝑥′ , 𝑦) − (𝑥, 𝑦) − (𝑥′, 𝑦), (𝑥, 𝑦 + 𝑦′) − (𝑥, 𝑦) − (𝑥, 𝑦′), (𝑥𝑟, 𝑦) − (𝑥, 𝑟𝑦)} 

 

kümesi tarafından doğurulan altgrubu ise  𝐹 𝑁�   bölüm grubuna 𝐴 ile 𝐵 nin tensör 

çarpımı denir ve 𝐴 ⊗𝑅 𝐵 ile gösterilir. Ayrıca (𝑥, 𝑦) + 𝑁 ∈ 𝐴 ⊗𝑅 𝐵 koseti 𝑥 ⊗ 𝑦 

ile gösterilir. 

 

Teorem 2.7.13. 𝐴 bir sağ 𝑅-modül ve 𝐵 de bir sol 𝑅-modül olmak üzere 𝑥, 𝑥1, 𝑥2 ∈

𝐴; 𝑦, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐵 ve 𝑟 ∈ 𝑅 için 

 

i) (𝑥1 + 𝑥2) ⊗ 𝑦 = 𝑥1 ⊗ 𝑦 + 𝑥2 ⊗ 𝑦 

ii) 𝑥 ⊗ �𝑦1 + 𝑦2� = 𝑥 ⊗ 𝑦1 + 𝑥 ⊗ 𝑦2 

iii) 𝑥𝑟 ⊗ 𝑦 = 𝑥 ⊗ 𝑟𝑦 

 

olur. 

 

İspat: Vermani (2003), syf 23’e bakınız. ∎ 
24 



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER                                               Melek YAĞCI                 
 
Teorem 2.7.14. 𝐴 ile 𝐵 sağ 𝑅-modül ve 𝐶 ile 𝐷 sol 𝑅-modül olmak üzere 𝑓: 𝐴 → 𝐵 

ile 𝑔: 𝐶 → 𝐷, 𝑅-dönüşümler olsun. O zaman  

 

𝑓 ⊗ 𝑔: 𝐴 ⊗ 𝐶 → 𝐵 ⊗ 𝐷 

                          𝑥 ⊗ 𝑦 → 𝑓(𝑥) ⊗ 𝑔(𝑦) 

                          

şeklinde tanımlanan  𝑓 ⊗ 𝑔 bir grup homomorfizmasıdır. 

 

İspat: Rotman (1979), Teorem 1.5’e bakınız.∎ 

 

Önerme 2.7.15. 𝑀  bir monoid, ∅ ≠ 𝑋 ⊆ 𝐹  olmak üzere 𝐹, 𝑋  kümesi üzerinde 

serbest sol ℤ𝑀-modül ve ℤ de aşikar sağ ℤ𝑀-modül olsun. Bu durumda ℤ ⊗ℤ𝑀 𝐹 

değişmeli grubu, 𝑋 üzerinde serbest değişmeli gruptur. 

 

İspat: Hungerford (1974), Sonuç 5.13’e bakınız.∎ 

 

Not 2.7.16.  ∅ ≠ 𝑋 ⊆ 𝐹 olmak üzere 𝐹, 𝑋 kümesi üzerinde serbest değişmeli grup 

olsun. 𝑅 ⊂ 𝐹 ve 𝑅 nin doğurduğu altgrup 𝑁 ise 𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑚} ve 𝑅 = {𝑟1, … , 𝑟𝑛} 

olmak üzere  𝐹 𝑁� = ⟨𝑋|𝑅⟩ değişmeli grup takdimi  

 

⟨𝑋|𝑅⟩ = ⟨𝑥1, … , 𝑥𝑚|𝑟1 = 0, … , 𝑟𝑛 = 0⟩ 

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

Tanım 2.7.17. 𝑀 bir monoid ve  ∀ 𝑛 ≥ 0 için 𝐹𝑛 serbest ℤ𝑀-modül olmak üzere 

 

⋯ → 𝐹𝑛
𝑓𝑛→ 𝐹𝑛−1

𝑓𝑛−1�⎯� ⋯
𝑓2→ 𝐹1

𝑓1→ 𝐹0
𝜀
→ ℤ → 0 
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dizisi aşikar  ℤ𝑀-modül ℤ nin bir sol serbest çözümlemesi olsun. Eğer bu diziye 

soldan ℤ ⊗ℤ𝑀− tensör çarpımı uygulanırsa 1 birim dönüşüm olmak üzere  

 

⋯ → ℤ ⊗ℤ𝑀 𝐹𝑛
1⊗𝑓𝑛�⎯⎯� ℤ ⊗ℤ𝑀 𝐹𝑛−1

1⊗𝑓𝑛−1�⎯⎯⎯⎯� ⋯
1⊗𝑓2�⎯⎯� ℤ ⊗ℤ𝑀 𝐹1

1⊗𝑓1�⎯⎯� ℤ ⊗ℤ𝑀 𝐹0
1⊗𝜀
�⎯� ℤ ⊗ℤ𝑀 ℤ → 0 

 

dizisi elde edilir. 

 

(1 ⊗ 𝑓𝑛)�(1 ⊗ 𝑓𝑛+1)(𝑥 ⊗ 𝑦)� = (1 ⊗ 𝑓𝑛)�𝑥 ⊗ 𝑓𝑛+1(𝑦)� 

                                           = 𝑥 ⊗ 𝑓𝑛𝑓𝑛+1(𝑦) 

                           = 𝑥 ⊗ 0 

                  = 0 

   

olduğundan im(1 ⊗ 𝑓𝑛+1) ⊆ Ker(1 ⊗ 𝑓𝑛)  dir. Yani yukarıdaki dizi değişmeli 

grupların zincir kompleksidir. 

 𝑛 ≥ 0 için 𝑀 nin 𝒏-inci (tamsayı) homolojisi 𝐻𝑛(𝑀) ile gösterilir ve  

 

𝐻𝑛(𝑀) = Ker(1 ⊗ 𝑓𝑛)
im(1 ⊗ 𝑓𝑛+1)�  

   

dir. Ayrıca homoloji hesabı çözümlemenin seçiminden bağımsızdır.  

 

Önerme 2.7.18. 𝑀 birim elemanı 1𝑀 olan bir monoid ve 𝑀1 = 𝑀 ∪ {1} , (1 ∉ 𝑀)   

olmak üzere 𝑀1 birim elemanı 1 olan monoid olsun. O zaman 

 

𝐻2(𝑀) = 𝐻2(𝑀1) 
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olur. 

 

İspat: Ayık (1998), Önerme 1.22’e bakınız. ∎ 

 

Önerme 2.7.19. 𝑀 bir monoid olsun. O zaman 𝑛 ≥ 0 olmak üzere 

 

𝐻𝑛(𝑀) = 𝐻𝑛(𝑀1) 

 

olur. 

 

İspat: Ayık (1998), Önerme 1.23’e bakınız. ∎ 

 

Sonuç 2.7.20. 𝑆 bir yarıgrup ve 𝑆1 , 𝑆 yarıgrubuna birim eleman 1 eklenerek elde 

edilen monoid olsun. O zaman 𝑛 ≥ 0 olmak üzere 

 

𝐻𝑛(𝑆) = 𝐻𝑛(𝑆1) 

 

olur. 

 

İspat: Ayık (1998), Bölüm 6’a bakınız. ∎ 

 

2.8. Yarıgrupların Etkinliği 

Tanım 2.8.1. 𝑃 = ⟨𝐴|𝑅⟩  sonlu yarıgrup takdimi olsun. 𝑃 = ⟨𝐴|𝑅⟩  takdiminin 

noksanlığı |𝑅| − |𝐴| ile tanımlıdır ve def(𝑃) ile gösterilir. Bir sonlu takdime sahip 

𝑆 yarıgrubunun yarıgrup noksanlığı def𝑆(𝑆) ile gösterilir ve   

 

def𝑆(𝑆) = min{def(𝑃)|𝑃, 𝑆 nin bir sonlu yarıgrup takdimi} 
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şeklinde tanımlıdır. Bir sonlu takdime sahip 𝑀  monoidinin monoid noksanlığı 

def𝑀(𝑀) ile gösterilir ve 

 

def𝑀(𝑀) = min{def(𝑃)|𝑃, 𝑀 nin bir sonlu monoid takdimi} 

 

şeklinde tanımlıdır. Bir sonlu takdime sahip 𝐺 grubunun grup noksanlığı def𝐺(𝐺) 

ile gösterilir ve 

 

def𝐺(𝐺) = min{def(𝑃)|𝑃, 𝐺 nin bir sonlu grup takdimi} 

 

şeklinde tanımlıdır. 

Böylece bir sonlu takdime sahip 𝐺  grubu  def𝐺(𝐺), def𝑀(𝐺), def𝑆(𝐺) 

noksanlıklarına ve bir sonlu takdime sahip 𝑀  monoidi def𝑀(𝑀)  ve def𝑆(𝑀) 

noksanlıklarına sahiptir. 

 

Tanım 2.8.2. 𝑃, sonlu takdime sahip 𝑆 yarıgrubu için bir sonlu yarıgrup takdimi 

olsun. Eğer def(𝑃) = defS(S)  ise 𝑃  ye bir minimal yarıgrup takdimi denir. 

Benzer tanımlar minimal monoid takdimi ve minimal grup takdimi için de 

verilebilir. 

 𝐺 sonlu bir grup ve ⟨𝐴|𝑅⟩ de 𝐺 grubunun bir sonlu takdimi olmak üzere  

|𝑅| − |𝐴| ≥ 0  (Macdonald, 1968) dır. Ayrıca 𝐺  sonlu bir grup ve ⟨𝐴|𝑅⟩  de 𝐺 

grubunun bir sonlu takdimi olmak üzere  |𝑅| − |𝐴| ≥ rank(𝐻2(𝐺))  (Rotman, 

1979) dir. 

 

Tanım 2.8.3. 𝐺  (sonlu) bir grup ve ⟨𝐴|𝑅⟩ de 𝐺 nin bir grup takdimi olsun. Eğer 

|𝑅| − |𝐴| = rank(𝐻2(𝐺)) ise 𝐺 ye etkin grup denir. Aksi takdirde etkin olmayan 

grup denir. Eğer |𝑅| − |𝐴| = rank(𝐻2(𝐺)) ise 𝐺 nin ⟨𝐴|𝑅⟩ takdimine etkin grup 

takdimi denir. 

28 



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER                                               Melek YAĞCI                 
 

 Pride 1997 yılında,  𝑀 sonlu bir monoid ve ⟨𝐴|𝑅⟩ de 𝑀 monoidinin sonlu 

monoid takdimi olmak üzere 

 
|𝑅| − |𝐴| ≥ rank(𝐻2(𝑀)) 

 

olduğunu (yayınlanmamış) gösterdi. 

 𝑆 bir yarıgrup olsun. 𝑆 yarıgrubunun bir yarıgrup takdimi 𝑆1 monoidi için 

bir monoid takdimi olarak düşünülebileceği için  𝑆 sonlu bir yarıgrup ve ⟨𝐴|𝑅⟩ de 𝑆 

yarıgubunun sonlu yarıgrup takdimi olmak üzere   

 

|𝑅| − |𝐴| ≥ rank(𝐻2(𝑆1)) 

 

dir. 

 

Tanım 2.8.4. 𝑆  sonlu bir yarıgrup (monoid) ve ⟨𝐴|𝑅⟩  de  𝑆  nin bir yarıgrup 

(monoid) takdimi olsun. Eğer |𝑅| − |𝐴| = rank(𝐻2(𝑆1)) ise 𝑆 ye etkin yarıgrup 

(monoid) denir. Aksi takdirde etkin olmayan yarıgrup (monoid) denir. Eğer 

|𝑅| − |𝐴| = rank(𝐻2(𝑆1))  ise 𝑆  nin ⟨𝐴|𝑅⟩  yarıgrup (monoid) takdimine etkin 

yarıgrup (monoid) takdimi denir. 

 Böylece; 𝑆  etkin bir yarıgrup (monoid, grup) olsun. 𝑆  nin bir ⟨𝐴|𝑅⟩ 

yarıgrup (monoid, grup) takdiminin etkin olması için gerek ve yeter koşul ⟨𝐴|𝑅⟩ 

takdiminin minimal takdim olmasıdır. 
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3.YERİNE-YAZMA SİSTEMLERİ 

 

Tanım 3.1. 𝐴 boş olmayan bir küme ve 𝐴∗, A  üzerindeki serbest monoid olsun. 

𝑅 ⊆ 𝐴∗ × 𝐴∗  ise 𝑅 ye A  üzerinde bir yerine-yazma sistemi (rewriting system) 

denir. (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅 elemanına da bir yerine-yazma kuralı denir ve  𝑟
𝑅
→ 𝑠 veya 𝑟 → 𝑠 

(𝑅, yerine yazma sistemini vurgulamak gerekmediği sürece ‘’
𝑅
→ ‘’ yerine ‘’→‘’ 

kullanacağız) şeklinde gösterilir. 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐴∗  olmak üzere eğer 𝑤1 ≡ 𝑢𝑟𝑣  ve 

𝑤2 ≡ 𝑢𝑠𝑣  olacak şekilde (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅 ve 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴∗  mevcut ise 𝑤1 yerine-yazar 𝑤2 

denir ve 𝑤1 → 𝑤2 şeklinde gösterilir.  

 → , 𝐴∗   üzerinde bir bağıntı ise bu bağıntının yansımalı ve geçişmeli 

kapanışı 
∗

→ ile gösterilir. Yani, her 𝑖 = 1, … , 𝑘 − 1 için 𝛼𝑖 → 𝛼𝑖+1 olmak üzere 

 

𝑤1 ≡ 𝛼1 → ⋯ → 𝛼𝑘 ≡ 𝑤2 

 

şeklinde sonlu bir dizi mevcut ise 𝑤1
∗

→ 𝑤2  yazılır. → tarafından üretilen denklik 

bağıntısı ise  ‘’~ ‘’ ile gösterilir. Yani, (𝑤1 , 𝑤2) ∈ 𝑅𝑒  ise 𝑤1~𝑤2 yazılır. 

Örneğin; ⟨𝐴|𝑅⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎3 = 𝑎, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩  olmak üzere 𝑎4𝑏2𝑎𝑏3 

kelimesini ele alalım. Bu durumda  

 

𝑎4𝑏2𝑎𝑏3 → 𝑎2𝑏2𝑎𝑏3 → 𝑎2𝑏2𝑎 → 𝑎2𝑏𝑎𝑏 → 𝑎3𝑏2 → 𝑎𝑏2 

 

dır. Yani; 𝑎4𝑏2𝑎𝑏3 ∗
→ 𝑎𝑏2 olur. 

 

Tanım 3.2. 𝐴 boş olmayan bir küme olmak üzere  𝑅,  𝐴 üzerinde bir yerine-yazma 

sistemi ve 𝑤 ∈ 𝐴∗   olsun. 𝑢 ≠ 𝑤  olmak üzere 𝑤 → 𝑢  olacak şekilde bir 𝑢 ∈ 𝐴∗  

mevcut ise w  ya indirgenebilir ( 𝑹 -indirgenebilir) kelime aksi takdirde 

indirgenemez  (𝑹-indirgenemez) kelime denir. Eğer 𝑤
∗

→ 𝑢 ve 𝑢 indirgenemez ise 
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𝑢  ya 𝑤  nın indirgenemez formu denir. 𝑅  ye göre indirgenemez kelimelerin 

oluşturduğu kümeye ise kanonik (normal) form denir. 

Örneğin; ⟨𝐴|𝑅⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎3 = 𝑎, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩  olsun. 𝑏𝑎, 𝑎4, 𝑏2𝑎 

kelimeleri indirgenebilir; 𝑎𝑏, 𝑎2, 𝑎2𝑏2 kelimeleri indirgenemezdir. 

  

Tanım 3.3. 𝐴 boş olmayan bir küme ve 𝑅, A  üzerinde bir yerine-yazma sistemi 

olsun. Eğer  ∀ 𝑛 ≥ 1 için 𝑤𝑛 → 𝑤𝑛+1  olacak şekilde sonsuz bir (𝑤𝑛) dizisi mevcut 

değilse 𝑅 ye bir sınırlı (terminating) yerine-yazma sistemi denir.  
Örneğin; ⟨𝐴|𝑅⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎3 = 𝑎, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩ için 𝑅, 𝐴 üzerinde sınırlı 

yerine-yazma sistemi iken ⟨𝐵|𝑄⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎 = 𝑎2𝑏 , 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩  için 𝑄, 𝐵 

üzerinde sınırlı değildir.  

 

Tanım 3.4. 𝐴 boş olmayan bir küme ve 𝑅, 𝐴 üzerinde bir yerine-yazma sistemi 

olsun. ∀ (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅  için |𝑟| > |𝑠|  ise 𝑅  ye uzunluk-azaltan (length-reducing) 

yerine-yazma sistemi denir.  

𝑅, 𝐴 üzerinde bir uzunluk-azaltan yerine yazma sistemi ise 𝑅 sınırlıdır. 

 

Tanım 3.5. 𝐴 iyi sıralı bir küme ve 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴∗ olsun. Eğer |𝑢| > |𝑣| veya  |𝑢| = |𝑣| 

olduğunda 𝑢 = 𝑢1𝑏𝑢2  ve 𝑣 = 𝑢1𝑎𝑢3   ve 𝑏 > 𝑎  olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈  𝐴; 

𝑢1, 𝑢2 , 𝑢3 ∈ 𝐴∗  mevcut ise 𝑢 ≫ 𝑣  yazılır ve buna sol-alfabetik (left-

lexicographic) sıralama denir. Eğer ∀ (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅 için 𝑟 ≫ 𝑠 ise 𝑅 ye sol-alfabetik 

yerine-yazma sistemi denir.  

 𝑅, 𝐴 üzerinde bir sol-alfabetik yerine-yazma sistemi ise 𝑅 sınırlıdır. 

 

Tanım 3.6. 𝐴 boş olmayan bir küme ve 𝑅, 𝐴  üzerinde bir yerine-yazma sistemi 

olsun. ∀𝑤 ∈ 𝐴∗  için 𝑤 → 𝑤1  ve 𝑤 → 𝑤2  ( 𝑤1 , 𝑤2 ∈ 𝐴∗ ) olduğunda 𝑤1
∗

→ 𝑧  ve 

𝑤2
∗

→ 𝑧  olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝐴∗  var ise 𝑅  ye confluent yerine-yazma sistemi 

denir. 
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Tanım 3.7.  𝐴 boş olmayan bir küme ve 𝑅, 𝐴  üzerinde bir yerine-yazma sistemi 

olsun. Eğer 𝑅 , sınırlı ve confluent bir yerine-yazma sistemi ise 𝑅  ye tam 

(complete) yerine-yazma sistemi denir. 

Örneğin; ⟨𝐴|𝑅⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎3 = 𝑎, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩  olmak üzere 𝑅, 𝐴 

üzerinde sınırlı ve confluent olduğundan tam yerine-yazma sistemidir.  
⟨𝐵|𝑄⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎𝑏𝑎 = 𝑏 , 𝑏𝑎𝑏 = 𝑎⟩  olmak üzere 𝑄, 𝐵  üzerinde sınırlı 

yerine-yazma sistemidir. Fakat 𝑤 = 𝑎𝑏𝑎𝑏 ∈ 𝐵∗ için 𝑤 ≡ (𝑎𝑏𝑎)𝑏 → 𝑏2  ve 𝑤 ≡

𝑎(𝑏𝑎𝑏) → 𝑎2 iken 𝑏2 ∗
→ 𝑧 ve 𝑎2 ∗

→ 𝑧 olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝐵∗ var olmadığından 𝑄 

confluent yerine-yazma sistemi değildir. Dolayısıyla 𝑄, 𝐵  üzerinde tam yerine-

yazma sistemi değildir.  

 

Tanım 3.8. 𝐴 boş olmayan bir küme olmak üzere 𝑅, 𝐴 üzerinde bir yerine-yazma 

sistemi   ve   𝑅1 = {𝑟 ∈ 𝐴∗|∃𝑠 ∈ 𝐴∗ için (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅} olsun.  Eğer  ∀ (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅   için  

 

𝑅1 ∩ 𝐴∗𝑟𝐴∗ = {𝑟} 

 

ve 𝑠 indirgenemez ise 𝑅 ye indirgenmiş (reduced) yerine-yazma sistemi denir. 

Örneğin; ⟨𝐴|𝑅⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎3 = 𝑎, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩  için 𝑅, 𝐴 üzerinde 

indirgenmiş yerine-yazma sistemi iken ⟨𝐵|𝑄⟩ = 〈𝑎, 𝑏|𝑎 = 𝑎2𝑏, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏〉 

için 𝑄, 𝐵 üzerinde indirgenmiş yerine-yazma sistemi değildir. 

 

Tanım 3.9.  𝐴 boş olmayan bir küme ve 𝑅, 𝐴  üzerinde bir yerine-yazma sistemi 

olsun. Eğer 𝑅, indirgenmiş ve tam bir yerine-yazma sistemi ise 𝑅 ye tek sınırlı 

(uniquely terminating) yerine-yazma sistemi denir. 

Örneğin; ⟨𝐴|𝑅⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎3 = 𝑎, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩  olmak üzere 𝑅, 𝐴 

üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemidir. 
⟨𝐵|𝑄⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎𝑏𝑎 = 𝑏 , 𝑏𝑎𝑏 = 𝑎⟩  olmak üzere 𝑄, 𝐵  üzerinde sınırlı ve 

indirgenmiş yerine-yazma sistemidir fakat yukarıda gösterildiği üzere confluent 
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yerine-yazma sistemi değildir. Dolayısıyla 𝑄, 𝐵 üzerinde tek sınırlı yerine-yazma 

sistemi değildir.  

⟨𝐶|𝑍⟩ = 〈𝑎, 𝑏|𝑎 = 𝑎2𝑏,  𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏〉   için 𝑍, 𝐶  üzerinde sınırlı ve 

indirgenmiş olmadığından tek sınırlı yerine-yazma sistemi değildir. 

 

Tanım 3.10. 𝐴 boş olmayan bir küme ve 𝑅, 𝐴 üzerinde bir yerine-yazma sistemi 

olsun. 𝑟2 ≠ 𝜖 olmak üzere �𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3�, �𝑟1𝑟2𝑟3, 𝑠1,2�, �𝑟2, 𝑠2,3� ∈ 𝑅  için 

 ��𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3��  ve ��𝑟1𝑟2𝑟3, 𝑠1,2�, �𝑟2, 𝑠2,3��  sıralı ikililerine overlap 

denir.  

 

Yardımcı Teorem 3.11.  𝐴 boş olmayan bir küme ve 𝑅, 𝐴  üzerinde bir sınırlı 

yerine-yazma sistemi olsun. O zaman aşağıdakiler birbirine denktir.   

 

i) 𝑅 confluentdir. 

ii) 𝑟2 ≠ 𝜖  olmak üzere ∀ �𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3� ∈ 𝑅   için 𝑠1,2𝑟3
∗

→ 𝑤  ve 

𝑟1𝑠2,3
∗

→ 𝑤  olacak şekilde bir 𝑤 ∈ 𝐴∗  vardır ve ∀ �𝑟1𝑟2𝑟3, 𝑠1,2�, 

�𝑟2, 𝑠2,3� ∈ 𝑅 için 𝑠1,2
∗

→ 𝑤 ve  𝑟1𝑠2,3𝑟3
∗

→ 𝑤 olacak şekilde bir 𝑤 ∈ 𝐴∗ 

vardır. 

iii) Her 𝑤 ∈ 𝐴∗ için 𝑤 nın bir tek indirgenemez formu vardır. 

 

İspat: Guba ve ark (1996), Teorem 1.1’e veya Squier (1987), Teorem 2.1’e 

bakınız. ∎ 

 

Not 3.12. ��𝑟1𝑟2𝑟3, 𝑠1,2�, �𝑟2, 𝑠2,3��  overlap-leri indirgenmiş bir yerine-yazma 

sisteminde bulunmaz. 
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Örneğin; ⟨𝐴|𝑅⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎3 = 𝑎, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩  olmak üzere 𝑅, 𝐴 

üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi olduğundan tüm overlap-ler aşağıdaki 

gibidir: 

 

    𝑉1 = [(𝑎2𝑎, 𝑎), (𝑎𝑎2, 𝑎)], 

    𝑉2 = [(𝑎𝑎2, 𝑎), (𝑎2𝑎, 𝑎)], 

   𝑉3 = [(1𝑎3, 𝑎), (𝑎31, 𝑎)], 

   𝑉4 = [(𝑏2𝑏, 1), (𝑏𝑏2 , 1)], 

   𝑉5 = [(𝑏2𝑏, 1), (𝑏𝑎, 𝑎𝑏)], 

  𝑉6 = [(𝑏𝑏2, 1), (𝑏2𝑏, 1)], 

 𝑉7 = [(1𝑏3 , 1), (𝑏31,1)], 

                𝑉8 = �(1(𝑏𝑎), 𝑎𝑏), �(𝑏𝑎)1, 𝑎𝑏��, 

  𝑉9 = [(𝑏𝑎, 𝑎𝑏), (𝑎𝑎2, 1)]. 

 

Tanım 3.13. 𝑆 bir monoid, ⟨𝐴|𝑅⟩ de 𝑆 nin bir monoid takdimi ve 𝑅 de 𝐴 üzerinde 

tek sınırlı yerine-yazma sistemi olsun. Squier (1987), aşikar ℤ𝑆-modül ℤ nin bir 

serbest çözümlemesini  

 

𝑃3
𝜕3→ 𝑃2

𝜕2→ 𝑃1
𝜕1→ 𝑃0

𝜀
→ ℤ → 0 

 

şeklinde tanımladı. Burada 𝑃0, [ ]  sembolü üzerinde serbest ℤ𝑆 -modüldür ve 

𝜀: 𝑃0 → ℤ augmentation dönüşümü 

  

𝜀([ ]) = 1 

 
şeklinde tanımlıdır. 𝑃1, ∀ 𝑎 ∈ 𝐴 için [𝑎] sembolleri üzerinde tanımlı serbest  ℤ𝑆-

modüldür ve 𝜕1: 𝑃1 → 𝑃0, ℤ𝑆-modül homomorfizması 
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𝜕1([𝑎]) = (𝑎 − 1)[ ] 

 

şeklinde tanımlıdır. 𝑃2, ∀ (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅 için [𝑟, 𝑠] sembolleri üzerinde tanımlı serbest 

ℤ𝑆-modüldür. Her 𝑎 ∈ 𝐴 için  𝜕 𝜕𝑎
� : 𝐴∗ → ℤ𝐴∗  fonksiyonu 

 
𝜕

𝜕𝑎
� (1) = 0 

𝜕
𝜕𝑎

� (𝑤𝑎) = 𝜕
𝜕𝑎

� (𝑤) + 𝑤   (𝑤 ∈ 𝐴∗) 

   𝜕
𝜕𝑎

� (𝑤𝑏) = 𝜕
𝜕𝑎

� (𝑤) (𝑤 ∈ 𝐴∗; 𝑏 ≠ 𝑎) 

 

olarak tanımlanır ve  𝜕 𝜕𝑎
�  fonksiyonuna türev denir. 

Örneğin; 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ve 𝑤 = 𝑏𝑎𝑏𝑎2𝑐𝑎𝑏 olsun. Bu durumda 

 
                                    𝜕

𝜕𝑎
� (𝑤) = 𝑏 + 𝑏𝑎𝑏 + 𝑏𝑎𝑏𝑎 + 𝑏𝑎𝑏𝑎2𝑐 

                      𝜕
𝜕𝑏

� (𝑤) = 1 + 𝑏𝑎 + 𝑏𝑎𝑏𝑎2𝑐𝑎 

𝜕
𝜕𝑐

� (𝑤) =  𝑏𝑎𝑏𝑎2 

 

olur. 

𝜙: ℤ𝐴∗ → ℤ𝑆   fonksiyonu 𝐴∗  dan 𝑆  ye tanımlanan doğal monoid 

homomorfizminin monoid halkalarına genişlemesi olsun. Yani  𝐴∗
Ker𝛹� ≅ 𝑆 

olmak üzere  

 

𝜙 � � 𝑛𝑤𝑤
𝑤∈𝐴∗

� = � 𝑛𝑤𝛹(𝑤)
𝑤∈𝐴∗

 

   

şeklinde tanımlıdır. Bu durumda  𝜕2: 𝑃2 → 𝑃1 , ℤ𝑆-modül homomorfizması 
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𝜕2([𝑟, 𝑠]) = � 𝜙 �𝜕
𝜕𝑎

� (𝑟) − 𝜕
𝜕𝑎

� (𝑠)� [𝑎]
𝑎∈𝐴

 

  

olarak tanımlanır. 𝑃3 , tüm ��𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3��  overlap-leri üzerinde tanımlı 

serbest  ℤ𝑆 -modüldür. 𝑤, 𝑢 ∈ 𝐴∗  ve 𝑢  da 𝑤  nın indirgenemez formu olsun. O 

zaman 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 ∈ 𝐴∗  ve 𝑖 = 1, … , 𝑞 için (𝑟𝑖 , 𝑠𝑖) ∈ 𝑅 olmak üzere 

 

𝑤 ≡ 𝑢1𝑟1𝑣1 → 𝑢1𝑠1𝑣1 ≡ 𝑢2𝑟2𝑣2 → ⋯ → 𝑢𝑞𝑠𝑞𝑣𝑞 ≡ 𝑢 

 

şeklinde bir dizi vardır. Bu durumda Ф: 𝐴∗ → 𝑃2 fonksiyonu 

 

Ф(𝑤) = � 𝜙(𝑢𝑖)[𝑟𝑖 , 𝑠𝑖]
𝑞

𝑖=1

 

 

şeklinde tanımlı olmak üzere 𝜕3: 𝑃3 → 𝑃2  ℤ𝑆-modül homomorfizması 

 

𝜕3���𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3��� = 𝑟1�𝑟2𝑟3, 𝑠2,3� − �𝑟1𝑟2, 𝑠1,2� 

                                                       +Ф�𝑟1𝑠2,3� − Ф�𝑠1,2𝑟3� 

 

şeklinde tanımlıdır. 

Örneğin; ⟨𝐴|𝑅⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎3 = 𝑎, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩  ve ⟨𝐴|𝑅⟩  takdiminin 

tanımladığı monoid 𝑆  olsun. 𝑅 nin 𝐴  üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi 

olduğunu biliyoruz. Bu durumda 
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𝑅 = ℤ𝑆 = �� 𝑛𝑠𝑠
𝑠∈𝑆

�𝑛𝑠 ∈ ℤ� ,

𝑃0 = �� 𝑛𝑠𝑠[ ]
𝑠∈𝑆

�𝑛𝑠 ∈ ℤ� ,

𝑃1 = � � 𝑛𝑠𝑎𝑠𝑎[𝑎]
𝑠𝑎∈𝑆

+ � 𝑛𝑠𝑏𝑠𝑏[𝑏]
𝑠𝑏∈𝑆

� � 𝑛𝑠𝑎𝑠𝑎 , � 𝑛𝑠𝑏𝑠𝑏 ∈ ℤ𝑆
𝑠𝑏∈𝑆𝑠𝑎∈𝑆

�

 

 

ve 

 

𝜕1[𝑎] = (𝑎 − 1)[ ],
 𝜕1[𝑏] = (𝑏 − 1)[ ]  

 

olur. 

 

𝑃2 = �� 𝑛𝑠𝑖𝑠𝑖[𝑎3, 𝑎] + � 𝑛𝑠𝑗𝑠𝑗[𝑏3, 1] + � 𝑛𝑠𝑘𝑠𝑘[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]
𝑠𝑘∈𝑆𝑠𝑗∈𝑆𝑠𝑖∈𝑆

� 

 

ve ∑ 𝑛𝑠𝑖𝑠𝑖𝑠𝑖∈𝑆 , ∑ 𝑛𝑠𝑗𝑠𝑗𝑠𝑗∈𝑆 , ∑ 𝑛𝑠𝑘𝑠𝑘𝑠𝑘∈𝑆 ∈  ℤ𝑆  dir.  (𝑏3, 1) ∈ 𝑅  yi ele alalım ve 

[𝑏3, 1]  ye 𝜕2  yi uygulayalım. 𝜕
𝜕𝑎

� (𝑏3) = 0, 𝜕
𝜕𝑎

� (1) = 0, 𝜕
𝜕𝑏

� (𝑏3) =

1 + 𝑏 + 𝑏2 olduğundan  

 

             𝜕2( [𝑏3 , 1])   = (0 − 0)[𝑎] + �(𝑏2 + 𝑏 + 1) − 0�[𝑏] 

= (𝑏2 + 𝑏 + 1)[𝑏] 

 

olur. 
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𝑃3 =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ � 𝑛𝑠𝑖𝑠𝑖

𝑠𝑖∈𝑆

[(𝑎2𝑎, 𝑎), (𝑎𝑎2, 𝑎)] + � 𝑛𝑠𝑗𝑠𝑗
𝑠𝑗∈𝑆

[(𝑎𝑎2, 𝑎), (𝑎2𝑎, 𝑎)]

+ � 𝑛𝑠𝑘𝑠𝑘
𝑠𝑘∈𝑆

[(1𝑎3, 𝑎), (𝑎31, 𝑎)] + � 𝑛𝑠𝑚𝑠𝑚
𝑠𝑚∈𝑆

[(𝑏2𝑏, 1), (𝑏𝑏2, 1)]

+ � 𝑛𝑠𝑛𝑠𝑛
𝑠𝑛∈𝑆

[(𝑏2𝑏, 1), (𝑏𝑎, 𝑎𝑏)] + � 𝑛𝑠𝑝𝑠𝑝
𝑠𝑝∈𝑆

[(𝑏𝑏2, 1), (𝑏2𝑏, 1)]

+ � 𝑛𝑠𝑞𝑠𝑞[(1𝑏3, 1), (𝑏31,1)] +
𝑠𝑞∈𝑆

� 𝑛𝑠𝑢𝑠𝑢
𝑠𝑢∈𝑆

�(1(𝑏𝑎), 𝑎𝑏), �(𝑏𝑎)1, 𝑎𝑏��

+ � 𝑛𝑠𝑣𝑠𝑣
𝑠𝑣∈𝑆

[(𝑏𝑎, 𝑎𝑏), (𝑎𝑎2, 1)]
⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

 

 

ve ∑ 𝑛𝑠𝑖𝑠𝑖𝑠𝑖∈𝑆 ,  ∑ 𝑛𝑠𝑗𝑠𝑗𝑠𝑗∈𝑆 ,  ∑ 𝑛𝑠𝑘𝑠𝑘𝑠𝑘∈𝑆 ,  ∑ 𝑛𝑠𝑚𝑠𝑚𝑠𝑚∈𝑆 ,  ∑ 𝑛𝑠𝑛𝑠𝑛𝑠𝑛∈𝑆  

∑ 𝑛𝑠𝑝𝑠𝑝𝑠𝑝∈𝑆 ,  ∑ 𝑛𝑠𝑞𝑠𝑞𝑠𝑞∈𝑆 , ∑ 𝑛𝑠𝑢𝑠𝑢𝑠𝑢∈𝑆  , ∑ 𝑛𝑠𝑣𝑠𝑣𝑠𝑣∈𝑆 ∈ ℤ𝑆  dir. (𝑏2𝑏, 1), (𝑏𝑎, 𝑎𝑏) 

∈ 𝑅 sıralı ikililerini ele alalım ve [(𝑏2𝑏, 1), (𝑏𝑎, 𝑎𝑏)] ye 𝜕3 ü uygulayalım; 

 

𝜕3[(𝑏2𝑏, 1), (𝑏𝑎, 𝑎𝑏)] = 𝑏2[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] − [𝑏3 , 1] + Ф(𝑏2𝑎𝑏) − Ф(𝑎) 

                            = 𝑏2[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] − [𝑏3 , 1] + 𝑏[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]  

          +[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] + 𝑎[𝑏3, 1] 

                                       = (𝑏2 + 𝑏 + 1)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] + (𝑎 − 1)[𝑏3, 1] 

 

olur. 

Squier (1987),  𝑅 ,  tek sınırlı yerine-yazma sistemi olduğunda  𝑃3
𝜕3→ 𝑃2

𝜕2→ 𝑃1
𝜕1→ 𝑃0

𝜀
→ ℤ → 0 dizisinin tam olduğunu da gösterdi. O halde bu çözümlemeye 

ℤ ⊗ℤ𝑆− tensör çarpımı uygulanırsa  

 

ℤ ⊗ℤ𝑆 𝑃3
1⊗𝜕3�⎯⎯�  ℤ ⊗ℤ𝑆 𝑃2

1⊗𝜕2�⎯⎯� ℤ ⊗ℤ𝑆 𝑃1
1⊗𝜕1�⎯⎯� ℤ ⊗ℤ𝑆 𝑃0

1⊗𝜀
�⎯� ℤ ⊗ℤ𝑆 ℤ → 0 

 

şeklinde değişmeli grupların zincir kompleksi elde edilir. (𝑚 ⊗ 𝑛) ∈ ℤ ⊗ℤ𝑆 ℤ için 
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𝑚 ⊗ 𝑛 = 1 ⊗ 𝑚𝑛 = 𝑚𝑛(1 ⊗ 1) 

 

olduğundan ℤ ⊗ℤ𝑆 ℤ ≅ ℤ olur. Ayrıca 𝑛 ⊗ ∑ 𝑛𝑠𝑠 ∈ ℤ ⊗ℤ𝑆 ℤ𝑆𝑠∈𝑆  için 

 

𝑛 ⊗ � 𝑛𝑠𝑠 = 𝑛
𝑠∈𝑆

� 𝑛𝑠𝑠 ⊗ 1 = � 𝑛𝑠𝑛 ⊗ 1 = 𝑚(1 ⊗ 1)
𝑠∈𝑆𝑠∈𝑆

, (� 𝑛𝑠𝑠 = 𝑚 ∈ ℤ
𝑠∈𝑆

) 

  

olduğundan   ℤ ⊗ℤ𝑆 ℤ𝑆 ≅ ℤ olur. Böylece 𝑖 = 1,2,3 olmak üzere ℤ ⊗ℤ𝑆 𝑃𝑖 = 𝑃�𝑖 

ve 1 ⊗ 𝜕𝑖 = 𝜕̅𝑖   alınır ise  

 

                                                   𝑃�3
𝜕�3→ 𝑃�2

𝜕�2→ 𝑃�1
𝜕�1→ ℤ → 0                                                 (3.1)

  

olur.  𝑛 ⊗ ∑ (∑ 𝑛𝑠𝑠𝑠∈𝑆 )[𝑎] ∈ 𝑃�1 𝑎∈𝐴  için 

 

𝑛 ⊗ � �� 𝑛𝑠𝑠
𝑠∈𝑆

� [𝑎] = � ��𝑛 � 𝑛𝑠𝑠
𝑠∈𝑆

� ⊗ [𝑎]�
𝑎∈𝐴𝑎∈𝐴

 

                                   = � �𝑛 � 𝑛𝑠
𝑠∈𝑆

⊗ [𝑎]�
𝑎∈𝐴

 

                                          = � �𝑛 � 𝑛𝑠
𝑠∈𝑆

�
𝑎∈𝐴

(1 ⊗ [𝑎]) 

  

olduğundan 𝑃�1, {(1 ⊗ [𝑎]): 𝑎 ∈ 𝐴}  kümesi üzerinde serbest değişmeli gruptur. 

Benzer şekilde 𝑃�2, {(1 ⊗ [𝑟, 𝑠]): [𝑟, 𝑠] ∈ 𝑅}  kümesi üzerinde serbest değişmeli 

grup ve 𝑃�3, �1 ⊗ ��𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3��:�𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3� ∈ 𝑅�  kümesi 

üzerinde serbest değişmeli gruptur. 1 ⊗ [𝑎] ∈ 𝑃�1 olsun. Bu durumda  
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𝜕̅1(1 ⊗ [𝑎])      =   1 ⊗ (𝑎 − 1)[ ] = �1 ∙ (𝑎 − 1)� ⊗ [ ] = (1 − 1) ⊗ [ ]

=   0 ⊗ [ ] = 0 

   

olduğundan  

 

𝜕̅1 = 0 

 

olur. 𝑤 ∈ 𝐴∗ ve 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑤 daki 𝑎 - ların sayısı ‖𝑤𝑎‖ ile gösterilsin.  

Örneğin; 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} ve 𝑤 = 𝑎𝑏𝑎2𝑏𝑐  olsun. O zaman ‖𝑤𝑎‖ =

3, ‖𝑤𝑏‖ = 2, ‖𝑤𝑐‖ = 1, ‖𝑤𝑑‖ = 0 dır. 

 𝜕2([𝑟, 𝑠]) = ∑ 𝜙 �𝜕
𝜕𝑎

� (𝑟) − 𝜕
𝜕𝑎

� (𝑠)� [𝑎]𝑎∈𝐴  şeklinde tanımlı idi. Eğer 

𝑟  ve 𝑠  hiç 𝑎  içermiyorsa  𝜕
𝜕𝑎

� (𝑟) − 𝜕
𝜕𝑎

� (𝑠) = 0  dır. Genelliği bozmaksızın 

kabul edelim ki 𝑟, 𝑘  tane 𝑎  içersin ve 𝑠  hiç 𝑎  içermesin. O halde 𝑤𝑖 ∈

(𝐴\{𝑎})∗  (𝑖 = 1, … , 𝑘 + 1)  için 𝑟 ≡ 𝑤1𝑎𝑤2𝑎 ⋯ 𝑤𝑘𝑎𝑤𝑘+1  şeklindedir. Bu 

durumda 𝜕
𝜕𝑎

� (𝑟) = 𝑤1𝑎𝑤2𝑎 ⋯ 𝑎𝑤𝑘 + 𝑤1𝑎𝑤2𝑎 ⋯ 𝑎𝑤𝑘−1 + ⋯ + 𝑤1𝑎𝑤2 + 𝑤1 =

𝜕
𝜕𝑎

� (𝑟) − 𝜕
𝜕𝑎

� (𝑠) olur. Dolayısıyla  𝜙 �𝜕
𝜕𝑎

� (𝑟) − 𝜕
𝜕𝑎

� (𝑠)� = 𝑠1 + 𝑠2 + ⋯ +

𝑠𝑘 olacak şekilde 𝑠𝑖 ∈ 𝑆 vardır. Böylece  

 

𝜕̅2(1 ⊗ [𝑟, 𝑠]) = (1 ⊗ 𝜕2)(1 ⊗ [𝑟, 𝑠]) 

                                       = 1 ⊗ (𝑠1 + 𝑠2 + ⋯ + 𝑠𝑘)[𝑎] 

           = 𝑘 ⊗ [𝑎]         

          = 𝑘(1 ⊗ [𝑎]) 

 

olur. Benzer şekilde 𝑟  nin ve 𝑠  nin her ikisinin de 𝑎  içermesi durumu da 

gösterilebilir.  Bu durumda  
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𝜕̅2([𝑟, 𝑠]) = �(‖𝑟‖𝑎 − ‖𝑠‖𝑎)[𝑎]
𝑎∈𝐴

 

   

olur.  Ф(𝑤) = 𝜙(𝑢1)[𝑟1, 𝑠1] + ⋯ + 𝜙�𝑢𝑞��𝑟𝑞 , 𝑠𝑞�  şeklinde tanımlı idi. O halde 

 

Ф(𝑤) = 1 ⊗ � 𝜙(𝑢𝑖)[𝑟𝑖 , 𝑠𝑖] =
𝑞

𝑖=1

� 1 ∙ 𝜙(𝑢𝑖) ⊗ [𝑟𝑖 , 𝑠𝑖] = �(1 ⊗ [𝑟𝑖 , 𝑠𝑖])
𝑞

𝑖=1

𝑞

𝑖=1

 

 

olup 1 ⊗ ��𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3�� ∈ 𝑃�3 için 

 

       𝜕̅3�1 ⊗ ��𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3��� = (1 ⊗ 𝜕3)�1 ⊗ ��𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3���  

                                                        = 1 ⊗ �𝑟1�𝑟2𝑟3, 𝑠2,3� − �𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�    

                                                                            +Ф�𝑟1𝑠2,3� − Ф�𝑠1,2𝑟3��   

 

olduğundan 

 

𝜕̅3���𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3��� = �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3� − �𝑟1𝑟2, 𝑠1,2� + Ф�𝑟1𝑠2,3� − Ф�𝑠1,2𝑟3�

  

olur. 

 Biz notasyonda kolaylık olması açısından 𝑃�1 yi ∀𝑎 ∈ 𝐴 için  [𝑎] sembolleri 

üzerinde, 𝑃�2  yi ∀ (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅  için [𝑟, 𝑠]   sembolleri üzerinde ve 𝑃�3  yi tüm 

��𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3��  overlap-leri üzerinde tanımlı serbest değişmeli grup 

olarak kabul edeceğiz. 

Ayrıca 𝑤 = 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑚 ∈ 𝐴∗  için 𝐶(𝑤) = [𝑎1, … , 𝑎𝑚]  şeklinde bir liste 

olarak tanımlansın.  

Örneğin; 𝑤 = 𝑎𝑏𝑎2 için 𝐶(𝑎𝑏𝑎2) = [𝑎, 𝑏, 𝑎, 𝑎] olur. 
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Örnek 3.14. ⟨𝐴|𝑅⟩ = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎3 = 1, 𝑏3 = 1, 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⟩  olsun.  𝑅 n�n, 𝐴 

üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi olduğu açıktır. Öncelikle Ker𝜕̅2 için bir 

üreteç kümesi bulalım: 

 

Ker𝜕̅2 = � � 𝑛(𝑟,𝑠)[𝑟, 𝑠]
(𝑟=𝑠)∈𝑅

∈ 𝑃�2�𝜕̅2([𝑟, 𝑠] = 0)� 

 

şeklinde tanımlı olduğundan 𝑛𝑖 , 𝑛𝑗 , 𝑛𝑘 ∈ ℤ  olmak üzere 𝑤 =   𝑛𝑖[𝑎3, 1] +

𝑛𝑗[𝑏3, 1] + 𝑛𝑘[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] ∈ 𝑃�2  için 𝑤 ∈  Ker𝜕̅2  olsun. Bu durumda 𝜕̅2([𝑎3, 1]) =

3[𝑎], 𝜕̅2([𝑏3 , 1]) = 3[𝑏] ve 𝜕̅2([𝑏𝑎, 𝑎𝑏]) = 0 olduğundan 

 

  𝜕̅2(𝑤) = 3𝑛𝑖[𝑎] + 3𝑛𝑗[𝑏] = 0 

⇔ 𝑛𝑖 = 𝑛𝑗 = 0 

 

olur. O halde  

 

Ker𝜕̅2 = 〈[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]〉 = {𝑛[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]|𝑛 ∈ ℤ} ≅ ℤ 

 

olur. Şimdi im𝜕̅3  için bir üreteç kümesi bulalım. Öncelikle tüm overlap-leri 

belirleyelim:  

 

𝑉1 = [(𝑎𝑎2, 1), (𝑎2𝑎, 1)], 

𝑉2 = [(𝑎2𝑎, 1), (𝑎𝑎2, 1)], 

𝑉3 = [(1𝑎3, 1), (𝑎31,1)], 

𝑉4 = [(𝑏𝑏2 , 1), (𝑏2𝑏, 1)], 

𝑉5 = [(𝑏2𝑏, 1), (𝑏𝑏2, 1)], 

𝑉6 = [(1𝑏3 , 1), (𝑏31,1)], 
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               𝑉7 = �(1(𝑏𝑎), 𝑎𝑏), �(𝑏𝑎)1, 𝑎𝑏��, 

  𝑉8 = [(𝑏𝑎, 𝑎𝑏), (𝑎𝑎2, 1)], 

 𝑉9 = [(𝑏2𝑏, 1), (𝑏𝑎, 𝑎𝑏)]. 

 

im𝜕̅3 = �𝜕̅3���𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3�����𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3� ∈ 𝑅� olduğundan 

 

𝜕̅3(𝑉1) = [𝑎3, 1] − [𝑎3, 1] + Ф�(𝑎) − Ф�(𝑎) = 0 

𝜕̅3(𝑉2) = [𝑎3, 1] − [𝑎3, 1] + Ф�(𝑎2) − Ф�(𝑎2) = 0 

𝜕̅3(𝑉3) = [𝑎3, 1] − [𝑎3, 1] + Ф�(𝑎) − Ф�(𝑎) = 0 

𝜕̅3(𝑉4) = [𝑏3, 1] − [𝑏3 , 1] + Ф�(𝑏) − Ф�(𝑏) = 0 

𝜕̅3(𝑉5) = [𝑏3, 1] − [𝑏3, 1] + Ф�(𝑏2) − Ф�(𝑏2) = 0 

𝜕̅3(𝑉6) = [𝑏3, 1] − [𝑏3, 1] = 0 

𝜕̅3(𝑉7) = [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] − [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] + Ф�(𝑎𝑏) − Ф�(𝑎𝑏) = 0 

𝜕̅3(𝑉8) = [𝑎3, 1] − [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] + Ф�(𝑏) − Ф�(𝑎𝑏𝑎2) 

              = [𝑎3, 1] − [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] − 2[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] − [𝑎3, 1] 

              = −3[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] 

𝜕̅3(𝑉9) = [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] − [𝑏3, 1] + Ф�(𝑏2𝑎𝑏) − Ф�(𝑎) 

              = [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] − [𝑏3, 1] + 2[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] + [𝑏3, 1] 

              = 3[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] 

 

olup 

 

im𝜕̅3 = 〈{3[𝑏𝑎, 𝑎𝑏], −3[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]}〉 = 〈3[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]〉 

 

olur. O halde 
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𝐻2(𝑆) = Ker𝜕̅2
im𝜕̅3

�  

 

olduğundan 

 

   𝐻2(𝑆)   = ⟨[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]|3[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] = 0, −3[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] = 0⟩ 

             = ⟨[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]|3[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] = 0⟩ = ℤ
3ℤ� = ℤ3 

 

eşitliği elde edilir.  

   

Önerme 3.15. 𝐺  bir grup, ⟨𝐴|𝑅⟩ 𝐺  nin bir grup takdimi ve 𝐺′, 𝐺  nin komütatör 

altgrubu olsun. Bu durumda  

 
𝐺

𝐺′� = ⟨𝐴|𝑅, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 (∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴)⟩ 

 

şeklindedir. 

 

İspat: Johnson (1990), Bölüm 6, Önerme 1’e  bakınız. ∎ 

 

Örneğin; 𝑄 = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎𝑏𝑎 = 𝑏, 𝑏𝑎𝑏 = 𝑎⟩ olsun. Bu durumda  

 

     𝑄 𝑄′�  = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎𝑏𝑎 = 𝑏, 𝑏𝑎𝑏 = 𝑎, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎⟩ 

                = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎2𝑏 = 𝑏, 𝑏2𝑎 = 𝑎, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎⟩ 

           = ⟨𝑎, 𝑏|𝑎2 = 1, 𝑏2 = 1, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎⟩ 

= abg⟨𝑎, 𝑏|2𝑎 = 0,2𝑏 = 0⟩ 

 

olur. 
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Yardımcı Teorem 3.16. 𝑅, 𝐴 üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi olmak üzere 

⟨𝐴|𝑅⟩  monoid takdimi 𝑆  monoidini tanımlasın. Ayrıca 𝐺 , ⟨𝐴|𝑅⟩  takdiminin 

tanımladığı grup ve 𝐺′, 𝐺 nin komütatör altgrubu olsun. Bu durumda  

 

𝐻1(𝑆) = 𝐻1(𝐺) = 𝐺
𝐺′�  

 

olur. 

 

İspat: 𝜕̅1 = 0  olduğundan Ker𝜕̅1 = 𝑃�1 = 〈𝐴〉  olur. im𝜕̅2 = �𝜕̅2([𝑟, 𝑠])�(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅� 

ve 𝜕̅2([𝑟, 𝑠]) = ∑ (‖𝑟‖𝑎 − ‖𝑠‖𝑎)[𝑎]𝑎∈𝐴  olduğundan  

 

𝐻1(𝑆) = 𝐻1(𝐺) = 𝐺
𝐺′� = �𝐴� �(‖𝑟‖𝑎 − ‖𝑠‖𝑎)[𝑎] = 0   �(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅�

𝑎∈𝐴

� 

   

olur. ∎ 

 

 ⟨𝐴|𝑅⟩ ve ⟨𝐵|𝑄⟩ monoid takdimleri sırasıyla 𝑆 ve 𝑇 monoidlerini tanımlasın 

ve 𝑅 , 𝐴  üzerinde ve 𝑄  da 𝐵  üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi olsun. 

Yardımcı Teorem 3.16 dan  ∀𝑏 ∈ 𝐵 için  

 

𝐻1(𝑆) = �[𝑏𝑎, 𝑎𝑏](𝑎 ∈ 𝐴)� �(‖𝑟‖𝑎 − ‖𝑠‖𝑎)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] = 0   �(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅�
𝑎∈𝐴

� 

 

ve  ∀𝑎 ∈ 𝐴 için  

 

𝐻1(𝑇) = �[𝑏𝑎, 𝑎𝑏](𝑏 ∈ 𝐵)� �(‖𝑢‖𝑏 − ‖𝑣‖𝑏)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] = 0   �(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑄�
𝑏∈𝐵

� 
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olur. Ayrıca 𝐺 = abg⟨𝑎1, … , 𝑎𝑘|𝑚𝑖𝑎𝑖 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘⟩  şeklinde ve 𝐻 =

abg�𝑏1, … , 𝑏𝑙�𝑛𝑗𝑏𝑗 = 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙� şeklinde tanımlansın. Bu durumda  

 

𝐺 ⊗ℤ 𝐻 = abg ��𝑎𝑖 , 𝑏𝑗�, (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙)�
𝑚𝑖�𝑎𝑖 , 𝑏𝑗� = 0
𝑛𝑗�𝑎𝑖, 𝑏𝑗� = 0

� 

 

olur.  

 

Yardımcı Teorem 3.17. ⟨𝐴|𝑅⟩  ve ⟨𝐵|𝑄⟩  monoid takdimleri sırasıyla 𝑆  ve 𝑇 

monoidlerini tanımlasın. Bu durumda [𝐴, 𝐵] = {[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]: 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} için 

 

𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇) = 〈[𝐴, 𝐵] ��(‖𝑟‖𝑎 − ‖𝑠‖𝑎)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] = 0   (𝑏 ∈ 𝐵, (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅)
𝑎∈𝐴

                                                       �(‖𝑢‖𝑏 − ‖𝑣‖𝑏)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] = 0   (𝑎 ∈ 𝐴, (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑄)
𝑏∈𝐵

〉
 

   

olur.  

 

İspat: Johnson (1990), Bölüm 6’a bakınız. ∎ 

 

Önerme 3.18. ⟨𝐴|𝑅⟩  ve ⟨𝐵|𝑄⟩  monoid takdimleri sırasıyla 𝑆  ve 𝑇  monoidlerini 

tanımlasın. Bu durumda 

 

⟨𝐴 ∪ 𝐵|𝑅 ∪ 𝑄 ∪ {(𝑏𝑎 = 𝑎𝑏): 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}⟩ 

  

takdimi 𝑆 × 𝑇 direkt çarpımını tanımlar. 

 

İspat: Johnson (1990), Bölüm 4, Önerme 4’e bakınız. ∎ 
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Yardımcı Teorem 3.19. ⟨𝐴|𝑅⟩  ve ⟨𝐵|𝑄⟩  monoid takdimleri sırasıyla 𝑆  ve 𝑇 

monoidlerini tanımlamak üzere 𝑅, 𝐴 üzerinde ve 𝑄 da 𝐵 üzerinde tek sınırlı yerine-

yazma sistemi olsun. ℑ = 𝐴 ∪ 𝐵  ve ℜ = 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ {(𝑏𝑎 = 𝑎𝑏): 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}  için 

𝑆 × 𝑇 = ⟨ℑ|ℜ⟩ olup ℜ, ℑ üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemidir.  

 

İspat: 𝑤 ∈ ℑ∗ = (𝐴 ∪ 𝐵)∗ olsun. Eğer 𝑤 ∈ 𝐴∗ ise 𝑅, 𝐴 üzerinde sınırlı olduğundan 

(𝑟𝑖 , 𝑠𝑖) ∈ 𝑅 ve 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 ∈ 𝐴∗, 𝑖 = 1, … , 𝑚 olmak üzere 

 

𝑤 ≡ 𝑢1𝑟1𝑣1 → 𝑢1𝑠1𝑣1 ≡ 𝑢2𝑟2𝑣2 → ⋯ → 𝑢𝑚𝑠𝑚𝑣𝑚 ≡ 𝑤 

 

sonlu dizisi vardır. 

Eğer 𝑤 ∈ 𝐵∗ ise 𝑄, 𝐵 üzerinde sınırlı olduğundan (𝑚𝑖 , 𝑛𝑖) ∈ 𝑄 ve 𝑝𝑗 , 𝑞𝑗 ∈

𝐵∗, 𝑗 = 1, … , 𝑡 olmak üzere 

 

𝑤 ≡ 𝑞1𝑚1𝑝1 → 𝑞1𝑛1𝑝1 ≡ 𝑞2𝑚2𝑝2 → ⋯ → 𝑞𝑡𝑛𝑡𝑝𝑡 ≡ 𝑤�  

 

sonlu dizisi vardır.  

𝑤 = 𝑤1 ⋯ 𝑤𝑚 olmak üzere ∃ 𝑤𝑖 ∈ 𝐵+ ve ∃ 𝑤𝑗 ∈ 𝐴+(1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑚) 

olsun. Bu durumda {(𝑏𝑎, 𝑎𝑏): 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} ilişkileri gerektiği kadar kullanılarak 

𝑢 = 𝑎1
𝑛1 ⋯ 𝑎𝑟

𝑛𝑟  ve 𝑣 = 𝑏1
𝑘1 ⋯ 𝑏𝑠

𝑘𝑠  için 𝑤 = 𝑢𝑣  olur. 𝑅  ve 𝑄  sırasıyla 𝐴  ve 𝐵 

üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi olduğundan  𝑤′, 𝑢  nun indirgenemez 

formu ve 𝑤′′ , 𝑣  nin indirgenemez formu olmak üzere 𝑢
∗

→ 𝑤′ ve  𝑣
∗

→ 𝑤′′ olur. 

Böylece 𝑤′𝑤′′ ∈ (𝐴 ∪ 𝐵)∗ indirgenemez olup 

 

𝑤
∗

→ 𝑤′𝑤′′ 

 

sonlu dizisi vardır. O halde ℜ, ℑ üzerinde sınırlıdır. 
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 𝑅 ve 𝑄 sırası ile 𝐴 ve 𝐵 üzerinde indirgenemez olduğundan ∀ (𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅 ve 

∀ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑄  için s  ve v  indirgenemez olup ∀ (𝑟1, 𝑠1), (𝑟2, 𝑠2)  ∈ 𝑅  ve 

∀ (𝑢1, 𝑣1), (𝑢2 , 𝑣2) ∈ 𝑄 için 𝑟1 ile 𝑟2 ve 𝑢1 ile 𝑢2 birbirlerinin alt kelimesi değildir. 

Eğer 𝑎 ∈ 𝐴  ve 𝑠 = 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑘 ∈  (𝐴\{𝑎})∗  olmak üzere (𝑎, 𝑠) ∈ 𝑅  ise Tietze 

Dönüşümlerini uygulayarak (𝑎, 𝑠) ilişkilerini atarız. Eğer 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑠 = 𝑟1𝑎𝑟2 ∈ 𝐴∗ 

ise (𝑎, 𝑠) ∉ 𝑅 dir. Çünkü  (𝑎, 𝑠) ∈ 𝑅 ise 𝑎 → 𝑟1𝑎𝑟2 → 𝑟1
2𝑎𝑟2

2 → ⋯ → 𝑟1
𝑛𝑎𝑟2

𝑛 → ⋯ 

dizisi sonlu olmayıp bu 𝑅 nin sınırlı olması ile çelişir. O halde 𝑅 de (𝑎, 𝑠) şeklinde 

ilişkiler yoktur. Benzer şekilde 𝑄  da (𝑏, 𝑢)  şeklinde ilişkiler yoktur. Böylece 

∀𝑎 ∈ 𝐴, ∀𝑏 ∈ 𝐵 için (𝑏𝑎, 𝑎𝑏) ikililerinde 𝑎𝑏 ∈ (𝐴 ∪ 𝐵)∗  indirgenemezdir. Ayrıca 

∀(𝑝𝑖 , 𝑞𝑖) ∈ 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ {(𝑏𝑎 = 𝑎𝑏): 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}  için 𝑝𝑖 -ler birbirinin alt kelimesi 

değildir. O halde ℜ , indirgenmiş yerine-yazma sistemidir. Şimdi overlap-lere 

bakalım; 

 

𝑉�𝑟1, 𝑟2,𝑟3�    = ��𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3��    ��𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3� ∈ 𝑅� 

𝑉�𝑢1, 𝑢2,𝑢3� = ��𝑢1𝑢2, 𝑣1,2�, �𝑢2𝑢3, 𝑣2,3��     ��𝑢1𝑢2, 𝑣1,2�, �𝑢2𝑢3 , 𝑣2,3� ∈ 𝑄� 

𝑉(𝑟, 𝑎, 𝑏)       = [(𝑏𝑎, 𝑎𝑏), (𝑎𝑟, 𝑠)]    �(𝑎𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵� 

𝑉(𝑢, 𝑎, 𝑏)      = [(𝑢𝑏, 𝑣), (𝑏𝑎, 𝑎𝑏)]    �(𝑢𝑏, 𝑣) ∈ 𝑄, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵� 

  

olmak üzere 𝑅 tek sınırlı yerine-yazma sistemi olduğundan 𝑉�𝑟1, 𝑟2,𝑟3� için 

 

(𝑟1𝑟2)𝑟3 → 𝑠1,2𝑟3 → 𝑤 ve 𝑟1(𝑟2𝑟3) → 𝑟1𝑠2,3 → 𝑤 

 

olur. 𝑄 tek sınırlı yerine-yazma sistemi olduğundan 𝑉�𝑢1, 𝑢2,𝑢3� için 

 

(𝑢1𝑢2)𝑢3 → 𝑣1,2𝑢3 → 𝑤′  ve 𝑢1(𝑢2𝑢3) → 𝑢1𝑣2,3 → 𝑤′ 

 

olur. 𝑉(𝑟, 𝑎, 𝑏) için  
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(𝑏𝑎)𝑟 → (𝑎𝑏)𝑟 ≡ 𝑎(𝑏𝑟)
∗

→ 𝑎(𝑟𝑏) ≡ (𝑎𝑟)𝑏 → 𝑠𝑏 ve 𝑏(𝑎𝑟) → 𝑏𝑠
∗

→ 𝑠𝑏 

 

olur. 𝑉(𝑢, 𝑎, 𝑏)  için  

 

(𝑢𝑏)𝑎 → 𝑣𝑎
∗

→ 𝑎𝑣 ve 𝑢(𝑏𝑎) → 𝑢(𝑎𝑏) ≡ (𝑢𝑎)𝑏
∗

→ (𝑎𝑢)𝑏 ≡ 𝑎(𝑢𝑏) → 𝑎𝑣   

                    

olur. Böylece Yardımcı Teorem 3.11 den 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ {(𝑏𝑎 = 𝑎𝑏): 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 

confluent olup aynı zamanda bir tam yerine-yazma sistemi olur. O halde  ℜ, ℑ 

üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemidir.  

 

Teorem 3.20. ⟨𝐴|𝑅⟩  ve ⟨𝐵|𝑄⟩  monoid takdimleri sırasıyla 𝑆  ve 𝑇  monoidlerini 

tanımlamak üzere 𝑅 , 𝐴  üzerinde ve 𝑄  da 𝐵  üzerinde tek sınırlı yerine-yazma 

sistemi olsun. O zaman 

 

𝐻2(𝑆 × 𝑇) = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� 

 

olur. 

 

İspat: Yardımcı Teorem 3.19 da verilen  𝑆 × 𝑇  üzerinde ki 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ {(𝑏𝑎 =

𝑎𝑏): 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}  tek sınırlı yerine-yazma sistemine (3.1) zincir kompleksini 

uygulayalım. 

 𝑆 × 𝑇  nin ikinci homolojisi 𝐻2(𝑆 × 𝑇) = Ker𝜕̅2
im𝜕̅3

� yi hesaplamadan 

önce  𝑆 ve 𝑇 nin ikinci homolojisini bulalım. 𝑆 nin ikinci homolojisini hesaplamak 

için  

 

𝑃�3|𝑆

𝜕�3|𝑆�⎯� 𝑃�2|𝑆

𝜕�2|𝑆�⎯� 𝑃�1|𝑆

𝜕�1|𝑆�⎯� ℤ → 0 
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zincir kompleksini ele alalım. 

 

Ker𝜕̅2|𝑆 = � � 𝑛(𝑟,𝑠)[𝑟, 𝑠] ∈ 𝑃�2|𝑆
(𝑟=𝑠)∈𝑅

�𝜕̅2|𝑆 � � 𝑛(𝑟,𝑠)[𝑟, 𝑠]
(𝑟=𝑠)∈𝑅

� = 0�  ve 

 
im𝜕̅3|𝑆 = �𝜕̅3|𝑆���𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3�����𝑟1𝑟2, 𝑠1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑠2,3� ∈ 𝑅� 

 

olmak üzere Ker𝜕̅2|𝑆  nin baz elemanlarının kümesi 𝑋𝑆  ve im𝜕̅3|𝑆  nin baz 

elemanlarının kümesi 𝑌𝑆 ise  

 

                                     𝐻2(𝑆) =
Ker𝜕̅2|𝑆

im𝜕̅3|𝑆
� ≅ ⟨𝑋𝑆|𝑌𝑆 = 0⟩                              (3.2) 

   

olur. 𝑇 nin ikinci homolojisini hesaplamak için 

 

𝑃�3|𝑇

𝜕�3|𝑇�⎯� 𝑃�2|𝑇

𝜕�2|𝑇�⎯� 𝑃�1|𝑇

𝜕�1|𝑇�⎯� ℤ → 0 

 

zincir kompleksini ele alalım. 

 

Ker𝜕̅2|𝑇 = � � 𝑛(𝑢,𝑣)[𝑢, 𝑣] ∈ 𝑃�2|𝑇
(𝑢=𝑣)∈𝑄

�𝜕̅2|𝑇 � � 𝑛(𝑢,𝑣)[𝑢, 𝑣]
(𝑢=𝑣)∈𝑄

� = 0�  ve 

 

im𝜕̅3|𝑇 = �𝜕̅3|𝑇���𝑢1𝑢2 , 𝑣1,2�, �𝑢2𝑢3 , 𝑣2,3�����𝑢1𝑢2, 𝑣1,2�, �𝑢2𝑢3, 𝑣2,3� ∈ 𝑄� 
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olmak üzere Ker𝜕̅2|𝑇  nin baz elemanlarının kümesi 𝑋𝑇  ve im𝜕̅3|𝑇  nin baz 

elemanlarının kümesi 𝑌𝑇 ise  

 

                                 𝐻2(𝑇) =
Ker𝜕̅2|𝑇

im𝜕̅3|𝑇
� ≅ ⟨𝑋𝑇|𝑌𝑇 = 0⟩                                  (3.3) 

 

olur.  

 Ker𝜕̅2  için bir üreteç kümesi bulalım. 𝛼 ∈ Ker𝑃�2 ise 𝑛(𝑟,𝑠), 𝑛(𝑢,𝑣), 𝑛(𝑎,𝑏) ∈

ℤ olmak üzere  

 

𝛼 = � 𝑛(𝑟,𝑠)[𝑟, 𝑠] + � 𝑛(𝑢,𝑣)[𝑢, 𝑣] + � 𝑛(𝑎,𝑏)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]
𝑎∈𝐴,𝑏∈𝐵(𝑢=𝑣)∈𝑄(𝑟=𝑠)∈𝑅

 

   

 şeklindedir. 𝛼 ∈ Ker 𝜕̅2  olduğundan 𝜕̅2(𝛼) = 0 dır. 

 

𝜕̅2(𝛼) = 𝜕̅2 � � 𝑛(𝑟,𝑠)[𝑟, 𝑠]
(𝑟=𝑠)∈𝑅

� + 𝜕̅2 � � 𝑛(𝑢,𝑣)[𝑢, 𝑣]
(𝑢=𝑣)∈𝑄

� 

                   + 𝜕̅2 � � 𝑛(𝑎,𝑏)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]
𝑎∈𝐴,𝑏∈𝐵

�                                             

 

olup  𝜕̅2([𝑏𝑎, 𝑎𝑏]) = 0 olduğundan 

 

𝜕̅2(𝛼) = 0 ⟺ 𝜕̅2 � � 𝑛(𝑟,𝑠)[𝑟, 𝑠]
(𝑟=𝑠)∈𝑅

� = 0 ve  𝜕̅2 � � 𝑛(𝑢,𝑣)[𝑢, 𝑣]
(𝑢=𝑣)∈𝑄

� =0  
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olur. Bu denklemlerden sırası ile Ker𝜕̅2|𝑆 için 𝑋𝑆 üreteç kümesi ve Ker𝜕̅2|𝑇 için  𝑋𝑇 

üreteç kümesi elde edilir. O halde  𝑋 = 𝑋𝑆 ∪ 𝑋𝑇 ∪ {[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]: 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} olmak 

üzere 

 

Ker 𝜕̅2 = 〈𝑋〉 

 

olur.  

Şimdi Yardımcı Teorem 3.19 un ispatında verilen overlap-leri kullanarak 

serbest değişmeli grup im𝜕̅3 için bir üreteç kümesi bulalım; 

 

                      𝜕̅3 �𝑉�𝑟1, 𝑟2,𝑟3�� = im𝜕̅3|𝑆 

                   𝜕̅3 �𝑉�𝑢1, 𝑢2,𝑢3�� = im𝜕̅3|𝑇 

              𝜕̅3�𝑉(𝑟, 𝑎, 𝑏)� = [𝑎𝑟, 𝑠] − [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] + Ф�(𝑏𝑠) − Ф�(𝑎𝑏𝑟)              

                      = [𝑎𝑟, 𝑠] − [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] + � [𝑏𝑐, 𝑐𝑏]
𝑐∈𝐶(𝑠)

 

          − � [𝑏𝑐, 𝑐𝑏]
𝑐∈𝐶(𝑟)

− [𝑎𝑟, 𝑠] 

                   = � [𝑏𝑐, 𝑐𝑏]
𝑐∈𝐶(𝑠)

− � [𝑏𝑐, 𝑐𝑏]
𝑐∈𝐶(𝑎𝑟)

 

             = �(‖𝑠‖𝑐 − ‖𝑎𝑟‖𝑐)
𝑐∈𝐴

[𝑏𝑐, 𝑐𝑏] 

𝜕̅3�𝑉(𝑢, 𝑎, 𝑏)� = [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] − [𝑢𝑏, 𝑣] + Ф�(𝑢𝑎𝑏) − Ф�(𝑣𝑎) 

                       = [𝑏𝑎, 𝑎𝑏] − [𝑢𝑏, 𝑣] + � [𝑑𝑎, 𝑎𝑑]
𝑑∈𝐶(𝑢)

 

             +[𝑢𝑏, 𝑣]     − � [𝑑𝑎, 𝑎𝑑]
𝑑∈𝐶(𝑣)

 

                    = � [𝑑𝑎, 𝑎𝑑]
𝑑∈𝐶(𝑢𝑏)

− � [𝑑𝑎, 𝑎𝑑]
𝑑∈𝐶(𝑣)
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             = �(‖𝑢𝑏‖𝑑 − ‖𝑣‖𝑑)
𝑑∈𝐵

[𝑑𝑎, 𝑎𝑑] 

 

olup ∀𝑎 ∈ 𝐴;  𝑏 ∈ 𝐵;  (𝑟 = 𝑠) ∈ 𝑅;  (𝑢 = 𝑣) ∈ 𝑄 için 

 

�𝑌𝑆, 𝑌𝑇, �(‖𝑟‖𝑎 − ‖𝑠‖𝑎)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]
𝑎∈𝐴

, �(‖𝑢‖𝑏 − ‖𝑣‖𝑏)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]
𝑏∈𝐵

� 

 

kümesi im𝜕̅3  için bir üreteç kümesi olur. [𝐴, 𝐵] = {[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}  ve 

𝑎 ∈ 𝐴;   𝑏 ∈ 𝐵; (𝑟 = 𝑠) ∈ 𝑅 ve (𝑢 = 𝑣) ∈ 𝑄 olmak üzere 

 

𝐻2(𝑆 × 𝑇) = Ker𝜕̅2
im𝜕̅3

�

= �𝑋𝑆 ∪ 𝑋𝑇 ∪ [𝐴, 𝐵]�
𝑌𝑆 = 0, 𝑌𝑇 = 0,

∑ (‖𝑟‖𝑎 − ‖𝑠‖𝑎)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] = 0,𝑎∈𝐴  ∑ (‖𝑢‖𝑏 − ‖𝑣‖𝑏)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]𝑏∈𝐵 = 0
�

= ⟨𝑋𝑆|𝑌𝑆 = 0⟩ × ⟨𝑋𝑇|𝑌𝑇 = 0⟩ × �[𝐴, 𝐵]� 
∑ (‖𝑟‖𝑎 − ‖𝑠‖𝑎)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏] = 0𝑎∈𝐴
∑ (‖𝑢‖𝑏 − ‖𝑣‖𝑏)[𝑏𝑎, 𝑎𝑏]𝑏∈𝐵 = 0

�  

     

olur. O halde Yardımcı Teorem 3.17 ve Eşitlik (3.2) ve (3.3) den  

 

 𝐻2(𝑆 × 𝑇) = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)�  

 
olur. 

 

Örnek 3.21. 𝑥3 = 𝑥2 olmak üzere mertebesi 2 olan sıfır yarıgrubuna birim eleman 

1 eklenerek elde edilen   𝑆 = {1, 𝑥, 𝑥2}  monoidini göz önüne alalım. Açıkça 

⟨𝑎|𝑎3 = 𝑎2⟩ monoid takdimi 𝑆 monoidini tanımlar.  

54 



3. YERİNE-YAZMA  SİSTEMLERİ                                                  Melek YAĞCI                 
 

⟨𝑥, 𝑦|𝑥3 = 1, 𝑦3 = 1, 𝑦𝑥 = 𝑥𝑦⟩  monoid takdiminin belirlediği monoid 𝑇 

olsun. Bu durumda 𝑆  ve 𝑇  monoidlerinin direkt çarpımı  𝑆 × 𝑇  nin ikinci 

homolojisini Teorem 3.20 yi kullarak hesaplayalım.  

 𝑆  sıfır yarıgrup olduğundan her 𝑛 ≥ 1  için 𝐻𝑛(𝑆) = {0}  (Ayık ve ark., 

(2000a)) olur. Ayrıca Örnek 3.14 den 𝐻2(𝑇) = ℤ3 ve Yardımcı Teorem 3.16 dan 

𝐻1(𝑇) = ℤ3 × ℤ3 olur. O halde  

 

                                           𝐻2(𝑆 × 𝑇) = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� 

                                                     = {0} × ℤ3 × �{0} ⊗ℤ (ℤ3 × ℤ3)� 

= ℤ3 

 

olur. 
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4. MONOİDLERİN SCHÜTZENBERGER ÇARPIMININ İKİNCİ 

(TAMSAYI) HOMOLOJİSİ 

 

Tanım 4.1. 𝑆 ve 𝑇 iki sonlu monoid olmak üzere 𝑆 × 𝑇 kartezyen çarpımının tüm 

altkümelerinin kümesi 𝑃(𝑆 × 𝑇) ile gösterilsin. 𝑋 ∈ 𝑃(𝑆 × 𝑇), 𝑠 ∈ 𝑆 ve 𝑡 ∈ 𝑇  için 

𝑠𝑋 ve 𝑋𝑡 kümeleri aşağıdaki gibi tanımlansın: 

 

𝑠𝑋 = {(𝑠𝑥, 𝑦)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋} ve 𝑋𝑡 = {(𝑥, 𝑦𝑡)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋}. 

 

Bu durumda 𝑆 ×  𝑃(𝑆 × 𝑇) × 𝑇 kümesi, üzerinde tanımlanan 

 

(𝑠1, 𝑋1, 𝑡1)(𝑠2, 𝑋2, 𝑡2) = (𝑠1𝑠2, 𝑠1𝑋2 ∪ 𝑋1𝑡2 , 𝑡1𝑡2) 

 

ikili işlem ile bir yarıgrup olur. Üstelik (1𝑆, ∅, 1𝑇) bu yarıgrubun birim elemanı 

olup 𝑆 ×  𝑃(𝑆 × 𝑇) × 𝑇  bir monoid olur. Bu monoide 𝑆 ve T  monoidlerinin 

Schützenberger çarpımı denir ve 𝑆 ◊ 𝑇 ile gösterilir. 

 Eğer 𝑆 sonlu takdim edilebilir bir monoid ise uzunluk-azaltan sıralama ile 

𝑆 tam sıralı bir kümedir. Bu bölümde 𝑆 ve 𝑇 yi iyi sıralı monoidler olarak kabul 

edeceğiz.  Bu durumda  𝑆 × 𝑇 kartezyen çarpımı da 

 
(𝑠, 𝑡) ≺ (𝑠′ , 𝑡′) ⟺ 𝑠 < 𝑠′ ya da 𝑠 = 𝑠′ iken 𝑡 < 𝑡′ 

 

 sıralaması ile tam sıralıdır. 

 ⟨𝐴|𝑅⟩ ve ⟨𝐵|𝑄⟩ (𝐴 ve 𝐵 ayrık kümeler) monoid takdimleri sırası ile 𝑆 ve 𝑇 

monoidlerini tanımlasın. Bu durumda  

 

𝐶 = �𝑐𝑠,𝑡�𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇�    ve 
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𝑍 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑐𝑠,𝑡

2

𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′

𝑎𝑐𝑠,𝑡

=
=
=

𝑐𝑠,𝑡  (𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇)
𝑐𝑠′ ,𝑡′𝑐𝑠,𝑡  ((𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡) ∈ 𝑆 × 𝑇)

𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎 (𝑎 ∈ 𝐴, 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇)
𝑐𝑠,𝑡𝑏 = 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏  (𝑏 ∈ 𝐵, 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑇)
𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 (𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵) ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 

 

olmak üzere ⟨𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶|𝑅 ∪ 𝑄 ∪ 𝑍⟩ takdimi, üreteç kümesi  

 

{(𝑎, ∅, 1𝑇), (1𝑆, ∅, 𝑏), (1𝑆 , {(𝑠, 𝑡)}, 1𝑇)|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, (𝑠, 𝑡) ∈ 𝑆 × 𝑇} 

 

olan 𝑆 ◊ 𝑇 yi tanımlar. (İspat için Howie ve Ruskuc (1994), Teorem 3.2’e bakınız.) 

Notasyonda kolaylık olması açısından 𝜋𝑆: 𝐴∗ → 𝑆  ve 𝜋𝑇: 𝐵∗ → 𝑇  doğal 

homomorfizmler olmak üzere 𝑐𝜋𝑆(𝑎)𝑠,𝑡  yerine 𝑐𝑎𝑠,𝑡  ve 𝑐𝑠,𝑡𝜋𝑇(𝑏)  yerine 𝑐𝑠,𝑡𝑏 

yazacağız. Böylece 𝑟, 𝑝 ∈ 𝐴∗𝑆 ve 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝐵∗ olmak üzere 𝑟 = 𝑝 ve 𝑢 = 𝑣 ilişkileri 

sırası ile 𝑆 ve 𝑇 de sağlanıyor ise 𝑐𝑟,𝑢 ve 𝑐𝑝,𝑣 aynı kelimelerdir. 

 

Yardımcı Teorem 4.2. 𝑆  ve 𝑇  iki sonlu monoid olsun. 𝑅, 𝐴  üzerinde ve 𝑄, 𝐵 

üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi olmak üzere ⟨𝐴|𝑅⟩ ve ⟨𝐵|𝑄⟩ sırasıyla 𝑆 ve 

𝑇  nin sonlu monoid takdimleri olsun. Yukarıdaki notasyonlarla 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ 𝑍 , 

𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemidir. 

 

İspat: 𝑤 ∈ (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶)∗ olsun. 𝑤1𝑤2𝑤3 , 𝑤 nın indirgenemez formu olmak üzere 

𝑤1, 𝑤2, 𝑤3  sırasıyla 𝐵, 𝐶  ve 𝐴 üzerinde indirgenemez kelimelerdir. 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ 𝑍  nin 

sınırlı ve indirgenmiş olduğu açıktır. Şimdi tüm overlap-leri bulalım. 

 

𝑉1 = ��𝑟1𝑟2, 𝑝1,2�, �𝑟2𝑟3, 𝑝2,3��, 

𝑉2 = �(𝑟𝑎, 𝑝), �𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎��, 

𝑉3 = [(𝑟𝑎, 𝑝), (𝑎𝑏, 𝑏𝑎)], 

𝑉4 = ��𝑢1𝑢2, 𝑣1,2�, �𝑢2𝑢3, 𝑣2,3��, 
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𝑉5 = ��𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑠,𝑡�, �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑠,𝑡��, 

𝑉6 = ��𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑠,𝑡�, �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′, 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡�� �(𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡)�, 

𝑉7 = ��𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑠,𝑡�, �𝑐𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏��, 

𝑉8 = ��𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡�, �𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′ ,𝑡′�� �(𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡)�, 

𝑉9 = ��𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′ ,𝑡′𝑐𝑠,𝑡�, �𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠′′,𝑡′′, 𝑐𝑠′′,𝑡′′𝑐𝑠′,𝑡′�� �(𝑠′′, 𝑡′′) ≺ (𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡)�, 

𝑉10 = ��𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′ ,𝑡′𝑐𝑠,𝑡�, �𝑐𝑠′,𝑡′𝑏, 𝑏𝑐𝑠′ ,𝑡′𝑏�� �(𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡)�, 

𝑉11 = ��𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎�, �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑠,𝑡��, 

𝑉12 = ��𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎�, �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡���(𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡)�, 

𝑉13 = ��𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎�, �𝑐𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏��, 

𝑉14 = ��𝑐𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏�, (𝑏𝑢, 𝑣)�, 

𝑉15 = [(𝑎𝑏, 𝑏𝑎), (𝑏𝑢, 𝑣)] 

 

olur. Burada 𝑎 ∈ 𝐴; 𝑏 ∈ 𝐵;  (𝑟𝑎 = 𝑝), �𝑟1𝑟2 = 𝑝1,2�, �𝑟2𝑟3 = 𝑝2,3� ∈ 𝑅; (𝑏𝑢 = 𝑣), 

�𝑢1𝑢2 = 𝑣1,2�, �𝑢2𝑢3 = 𝑣2,3� ∈ 𝑄; (𝑠, 𝑡), (𝑠′, 𝑡′), (𝑠′′, 𝑡′′) ∈ 𝑆 × 𝑇  dir. 𝑅  tek 

sınırlı yerine-yazma sistemi olduğundan  𝑉1 için 𝑤 ∈ 𝐴+  olmak üzere 

 

(𝑟1𝑟2)𝑟3 → 𝑝1,2𝑟3 → 𝑤 ve 𝑟1(𝑟2𝑟3) → 𝑟1𝑝2,3 → 𝑤 

 

olur. 𝑉2 için 

 

(𝑟𝑎)𝑐𝑠,𝑡 → 𝑝𝑐𝑠,𝑡
∗

→ 𝑐𝑝𝑠,𝑡𝑝 ve 𝑟�𝑎𝑐𝑠,𝑡� → 𝑟𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎
∗

→ 𝑐𝑟𝑎𝑠,𝑡(𝑟𝑎) → 𝑐𝑝𝑠,𝑡𝑝 

 

olur. 𝑉3 için 

 

(𝑟𝑎)𝑏 → 𝑝𝑏
∗

→ 𝑏𝑝 ve 𝑟(𝑎𝑏) → 𝑟𝑏𝑎
∗

→ 𝑏(𝑟𝑎)→𝑏𝑝   
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olur. 𝑄 tek sınırlı yerine-yazma sistemi olduğundan 𝑉4 için 𝑤′ ∈ 𝐵+ olmak üzere 

 

(𝑢1𝑢2)𝑢3 → 𝑣1,2𝑢3 → 𝑤′  ve 𝑢1(𝑢2𝑢3) → 𝑢1𝑣2,3 → 𝑤′ 

 

olur. 𝑉5 için 

 

�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠,𝑡 → 𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡 → 𝑐𝑠,𝑡  ve 𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠,𝑡  𝑐𝑠,𝑡� → 𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡 → 𝑐𝑠,𝑡 

 

olur. 𝑉6 için (𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡) olmak üzere 

 

�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠′,𝑡′ → 𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ → 𝑐𝑠′ ,𝑡′𝑐𝑠,𝑡  ve   

𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′� → �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′�𝑐𝑠,𝑡 → 𝑐𝑠′ ,𝑡′(𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡) → 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡  

 

olur. 𝑉7 için  

 

�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡�𝑏 → 𝑐𝑠,𝑡𝑏 → 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏  ve 𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠,𝑡𝑏� → �𝑐𝑠,𝑡𝑏�𝑐𝑠,𝑡𝑏 → 𝑏�𝑐𝑠,𝑡𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏� → 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏 

 

olur. 𝑉8 için (𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡) olmak üzere 

 

�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′�𝑐𝑠′,𝑡′ → 𝑐𝑠′,𝑡′(𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′) → (𝑐𝑠′ ,𝑡′𝑐𝑠′,𝑡′)𝑐𝑠,𝑡 → 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡  ve  

𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠′,𝑡′� → 𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ → 𝑐𝑠′ ,𝑡′𝑐𝑠,𝑡 

 

olur. 𝑉9 için  (𝑠′′, 𝑡′′) ≺ (𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡) olmak üzere 

 

�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′�𝑐𝑠′′,𝑡′′ → 𝑐𝑠′,𝑡′(𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′′,𝑡′′) → �𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠′′,𝑡′′�𝑐𝑠,𝑡 → 𝑐𝑠′′,𝑡′′𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡  ve 

𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠′′,𝑡′′� → (𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′′,𝑡′′)𝑐𝑠′,𝑡′ → 𝑐𝑠′′,𝑡′′�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′� → 𝑐𝑠′′,𝑡′′𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡  
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olur. 𝑉10 için (𝑠′ , 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡) olmak üzere 

 

�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′�𝑏 → 𝑐𝑠′,𝑡′(𝑐𝑠,𝑡𝑏) → �𝑐𝑠′,𝑡′𝑏�𝑐𝑠,𝑡𝑏 → 𝑏𝑐𝑠′,𝑡′𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏  ve 

𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠′,𝑡′𝑏� → �𝑐𝑠,𝑡𝑏�𝑐𝑠′,𝑡′𝑏 → 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏𝑐𝑠′,𝑡′𝑏 → 𝑏𝑐𝑠′ ,𝑡′𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏 

 

olur. 𝑉11 için  

 

�𝑎𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠,𝑡 → 𝑐𝑎𝑠,𝑡�𝑎𝑐𝑠,𝑡� → �𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑐𝑎𝑠,𝑡�𝑎 → 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎 ve 

𝑎�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠,𝑡� → 𝑎𝑐𝑠,𝑡 → 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎  

 

olur. 𝑉12 için (𝑠′ , 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡) olmak üzere 

 

�𝑎𝑐𝑠,𝑡�𝑐𝑠′,𝑡′ → 𝑐𝑎𝑠,𝑡�𝑎𝑐𝑠′,𝑡′� → �𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑐𝑎𝑠′,𝑡′�𝑎 → 𝑐𝑎𝑠′ ,𝑡′𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎 ve  

𝑎�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′� → (𝑎𝑐𝑠′,𝑡′)𝑐𝑠,𝑡 → 𝑐𝑎𝑠′ ,𝑡′�𝑎𝑐𝑠,𝑡� → 𝑐𝑎𝑠′ ,𝑡′𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎 

 

olur. 𝑉13 için 

 

�𝑎𝑐𝑠,𝑡�𝑏 → 𝑐𝑎𝑠,𝑡(𝑎𝑏) → (𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑏)𝑎 → 𝑏𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑏𝑎 ve 

𝑎�𝑐𝑠,𝑡𝑏� → (𝑎𝑏)𝑐𝑠,𝑡𝑏 → 𝑏(𝑎𝑐𝑠,𝑡𝑏)  → 𝑏𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑏𝑎 

 

olur. 𝑉14 için  

 

(𝑐𝑠,𝑡𝑏)𝑢 → 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏𝑢
∗

→ (𝑏𝑢)𝑐𝑠,𝑡(𝑏𝑢) → 𝑣𝑐𝑠,𝑡𝑣  ve 

𝑐𝑠,𝑡(𝑏𝑢) → 𝑐𝑠,𝑡𝑣 → 𝑣𝑐𝑠,𝑡𝑣 

 

olur. 𝑉15 için 
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(𝑎𝑏)𝑢 → 𝑏(𝑎𝑢)
∗

→ (𝑏𝑢)𝑎 → 𝑣𝑎 ve 

𝑎(𝑏𝑢) → 𝑎𝑣
∗

→ 𝑣𝑎 

 

olur. Böylece Yardımcı Teorem 3.11 den 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ 𝑍  confluent olur. O halde 

𝑅 ∪ 𝑄 ∪ 𝑍, 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemidir. ∎ 

 

Teorem 4.3. 𝑆 ve 𝑇 sonlu takdim edilebilir monoidler olmak üzere  

 

𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� 

 

olur. 

 

İspat: Yardımcı Teorem 4.2 de verilen 𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶 üzerinde ki 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ 𝑍 tek sınırlı 

yerine-yazma sistemini ele alalım ve 𝑅 ∪ 𝑄 ∪ 𝑍 tek sınırlı yerine-yazma sistemine 

(3.1) zincir kompleksini uygulayalım. 

 𝑆 ◊ 𝑇  nin ikinci homolojisi 𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) = Ker𝜕̅2
im𝜕̅3

�   yi hesaplamadan 

önce kabul edelim ki Ker𝜕̅2|𝑆  , {𝑋𝑖|𝑖 ∈ 𝐼}  kümesi üzerinde; im𝜕̅3|𝑆 , �𝑌𝑗�𝑗 ∈ 𝐽� 

kümesi üzerinde; Ker𝜕̅2|𝑇 , {𝑈𝑘|𝑘 ∈ 𝐾} kümesi üzerinde; im𝜕̅3|𝑇 , {𝑊𝑙|𝑙 ∈ 𝐿} kümesi 

üzerinde serbest değişmeli gruplar olsun. Bu durumda 

 

        𝐻2(𝑆) =
Ker𝜕̅2|𝑆  

im𝜕̅3|𝑆
� = �𝑋𝑖  (𝑖 ∈ 𝐼)�𝑌𝑗 = 0, (𝑗 ∈ 𝐽)�  ve  

 

 𝐻2(𝑇) =
Ker𝜕̅2|𝑇

im𝜕̅3|𝑇
� ⟨𝑈𝑘 (𝑘 ∈ 𝐾)|𝑊𝑙 = 0, (𝑙 ∈ 𝐿)⟩ 
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olur. Yardımcı Teorem 4.2 nin ispatında ki overlap-leri kullanarak serbest 

değişmeli grup im𝜕̅3 için bir üreteç kümesi bulalım; 

 

𝜕3���(𝑉1) = im𝜕̅3|𝑆 

𝜕3���(𝑉2) = �𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� − [𝑟𝑎, 𝑝] + Ф��𝑟𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� − Ф��𝑝𝑐𝑠,𝑡� 

𝜕3���(𝑉3) = � [𝑎𝑏, 𝑏𝑎] − � [𝑎𝑏, 𝑏𝑎]
𝑎∈𝐶(𝑝)𝑎∈𝐶(𝑟𝑎)

 

𝜕3���(𝑉4) = im𝜕̅3|𝑇 

𝜕3���(𝑉5) = 0 

𝜕3���(𝑉6) = �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′, 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡� 

𝜕3���(𝑉7) = �𝑐𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏� − �𝑐𝑠,𝑡
2 , 𝑐𝑠,𝑡� + �𝑐𝑠,𝑡𝑏

2 , 𝑐𝑠,𝑡𝑏� 

𝜕3���(𝑉8) = −�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡� 

𝜕3���(𝑉9) = 0 

𝜕3���(𝑉10) = −�𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡� + �𝑐𝑠,𝑡𝑏𝑐𝑠′,𝑡′𝑏 , 𝑐𝑠′,𝑡′𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏� 

𝜕3���(𝑉11) = �𝑐𝑠,𝑡
2 , 𝑐𝑠,𝑡� − �𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� − �𝑐𝑎𝑠,𝑡

2 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡� 

𝜕3���(𝑉12) = �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡� − �𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑐𝑎𝑠′ ,𝑡′ , 𝑐𝑎𝑠′,𝑡′𝑐𝑎𝑠,𝑡� 

𝜕3���(𝑉13) = �𝑐𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏� − �𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� + �𝑎𝑐𝑠,𝑡𝑏 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑏𝑎� − �𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑏� 

𝜕3���(𝑉14) = −�𝑐𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏� + Ф��𝑐𝑠,𝑡𝑣� − Ф��𝑐𝑠,𝑡𝑏𝑢� 

𝜕3���(𝑉15) = � [𝑎𝑏, 𝑏𝑎] − � [𝑎𝑏, 𝑏𝑎]
𝑏∈𝐶(𝑏𝑢)𝑏∈𝐶(𝑣)

 

 

olmak üzere 𝑎 ∈ 𝐴; 𝑏 ∈ 𝐵; 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆; 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝑇, (𝑟𝑎 = 𝑝) ∈ 𝑅; (𝑏𝑢 = 𝑣) ∈ 𝑄 için 

 

  𝑊(𝑟𝑎, 𝑝) = � [𝑎𝑏, 𝑏𝑎] − � [𝑎𝑏, 𝑏𝑎],
𝑎∈𝐶(𝑝)𝑎∈𝐶(𝑟𝑎)

 

 𝑊(𝑏𝑢, 𝑣) = � [𝑎𝑏, 𝑏𝑎] − � [𝑎𝑏, 𝑏𝑎]
𝑏∈𝐶(𝑏𝑢)𝑏∈𝐶(𝑣)

, 
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               𝑊(𝑎, 𝑠, 𝑡) = �𝑐𝑠,𝑡
2 , 𝑐𝑠,𝑡� − �𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� − �𝑐𝑎𝑠,𝑡

2 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡�, 

              𝑊(𝑏, 𝑠, 𝑡) = �𝑐𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏� − �𝑐𝑠,𝑡
2 , 𝑐𝑠,𝑡� + �𝑐𝑠,𝑡𝑏

2 , 𝑐𝑠,𝑡𝑏�, 

                            𝑊(𝑠′, 𝑡′ , 𝑠, 𝑡) = �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′, 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡� �(𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡)� 

 

olsun. 𝑗 ∈ 𝐽; 𝑙 ∈ 𝐿; 𝑎 ∈ 𝐴; 𝑏 ∈ 𝐵; 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆; 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝑇; (𝑟𝑎 = 𝑝) ∈ 𝑅; (𝑏𝑢 = 𝑣) ∈ 𝑄 

ve (𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡) için 

 

�𝑌𝑗, 𝑊𝑙 , 𝑊(𝑟𝑎, 𝑝), 𝑊(𝑏𝑢, 𝑣), 𝑊(𝑎, 𝑠, 𝑡), 𝑊(𝑏, 𝑠, 𝑡), 𝑊(𝑠′, 𝑡′, 𝑠, 𝑡)� 

 

kümesinin serbest değişmeli grup im𝜕̅3 için bir üreteç kümesi olduğunu gösterelim. 

𝑟 ≡ 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑚 ve 𝑝 ≡ 𝑎1
′ ⋯ 𝑎𝑛

′  (𝑎1, … , 𝑎𝑚 , 𝑎1
′ , … , 𝑎𝑛

′ ∈ 𝐴) olmak üzere  

 

                              𝑊0 = 𝑊(𝑎𝑚 , 𝑎𝑠, 𝑡), 

       𝑊𝑖 = 𝑊(𝑎𝑚−𝑖 , 𝑎𝑚+1−𝑖 ⋯ 𝑎𝑚𝑎𝑠, 𝑡) (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1), 

                              𝑊0
′ = 𝑊(𝑎𝑛

′ , 𝑠, 𝑡), 

𝑊𝑗
′ = 𝑊�𝑎𝑛−𝑗

′ , 𝑎𝑛+1−𝑗
′ ⋯ 𝑎𝑛

′ 𝑠, 𝑡� (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1) 

 

olsun. Bu durumda 

 

                   𝜕̅3(𝑉2) = �𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� + Ф��𝑟𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� − Ф��𝑝𝑐𝑠,𝑡� 

                             = �𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� + �𝑎𝑚𝑐𝑎𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑚𝑎𝑠,𝑡𝑎𝑚� 

                                                  + � �𝑎𝑚−𝑖𝑐𝑎𝑚+1−𝑖⋯𝑎𝑚𝑎𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑚−𝑖⋯𝑎𝑚𝑎𝑠,𝑡𝑎𝑚−𝑖�
𝑚−1

𝑖=1

 

                                              − � �𝑎𝑛−𝑗
′ 𝑐𝑎𝑛+1−𝑗

′ ⋯𝑎𝑛
′ 𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑛−𝑗

′ ⋯𝑎𝑛
′ 𝑠,𝑡𝑎𝑛−𝑗

′ �
𝑛−1

𝑗=1

 

  −�𝑎𝑛
′ 𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑛

′ 𝑠,𝑡𝑎𝑛
′ � 
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                                                        = −𝑊(𝑎, 𝑠, 𝑡) + � 𝑊𝑗
′ − � 𝑊𝑖

𝑚−1

𝑖=0

𝑛−1

𝑗=0

 

 

olmak üzere 𝜕̅3(𝑉2) , 𝑊(𝑎, 𝑠, 𝑡) -lerin lineer kombinasyonu olarak yazılabilir. 

Benzer şekilde 𝜕̅3(𝑉14) de , 𝑊(𝑏, 𝑠, 𝑡)-lerin lineer kombinasyonu olarak yazılabilir. 

Ayrıca, 

 

                    𝜕̅3(𝑉3) = 𝑊(𝑟𝑎, 𝑝) 

                    𝜕̅3(𝑉6) = 𝑊(𝑠′, 𝑡′ , 𝑠, 𝑡) 

                    𝜕̅3(𝑉7) = 𝑊(𝑏, 𝑠, 𝑡) 

                     𝜕̅3(𝑉8) = −𝑊(𝑠′, 𝑡′, 𝑠, 𝑡) 

                   𝜕̅3(𝑉10) = −𝑊(𝑠′, 𝑡′, 𝑠, 𝑡) + 𝑊(𝑠′, 𝑡′𝑏, 𝑠, 𝑡𝑏) 

                   𝜕̅3(𝑉11) = 𝑊(𝑎, 𝑠, 𝑡) 

                      𝜕̅3(𝑉12) = 𝑊(𝑠′, 𝑡′ , 𝑠, 𝑡) − 𝑊(𝑎𝑠′, 𝑡′, 𝑎𝑠, 𝑡) 

                    𝜕̅3(𝑉13) = 𝑊(𝑏, 𝑠, 𝑡) + 𝑊(𝑎, 𝑠, 𝑡) − 𝑊(𝑎, 𝑠, 𝑡𝑏) − 𝑊(𝑏, 𝑎𝑠, 𝑡) 

                      𝜕̅3(𝑉15) = 𝑊(𝑏𝑢, 𝑣) 

 

olacak şekilde yazılabilir.  Şimdi Ker𝜕̅2 için bir üreteç kümesi bulalım. ∀𝛼 ∈ 𝑃�2 ve 

tüm katsayılar tamsayı olmak üzere 

 

      𝛼 = � 𝛼(𝑟,𝑠)[𝑟, 𝑠] + � 𝛼(𝑢,𝑣)[𝑢, 𝑣] + � 𝛼(𝑎,𝑏)[𝑎𝑏, 𝑏𝑎]
𝑎∈𝐴,𝑏∈𝐵(𝑢=𝑣)∈𝑄(𝑟=𝑠)∈𝑅

 

     + � 𝛼(𝑠,𝑡)�𝑐𝑠,𝑡
2 , 𝑐𝑠,𝑡� + � 𝛼�𝑠′,𝑡′,𝑠,𝑡��𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡�

 (𝑠′,𝑡′)≺(𝑠,𝑡)∈𝑆×𝑇𝑠∈𝑆,𝑡∈𝑇

 

+ � 𝛼(𝑎,𝑠,𝑡)
𝑎∈𝐴,𝑠∈𝑆,𝑡∈𝑇

�𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� + � 𝛼(𝑏,𝑠,𝑡)
𝑏∈𝐵,𝑠∈𝑆,𝑡∈𝑇

�𝑐𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏� 

 

şeklinde yazılır. Bu durumda 
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𝛼 ∈  Ker𝜕̅2 ⟺ 𝜕̅2 � � 𝛼(𝑟,𝑠)[𝑟, 𝑠]
(𝑟=𝑠)∈𝑅

� = 0,  𝜕̅2 � � 𝛼(𝑢,𝑣)[𝑢, 𝑣]
(𝑢=𝑣)∈𝑄

� = 0 ve 

 

� 𝛼(𝑠,𝑡)�𝑐𝑠,𝑡� + � 𝛼(𝑎,𝑠,𝑡)��𝑐𝑠,𝑡� − �𝑐𝑎𝑠,𝑡�� +
𝑎∈𝐴𝑠∈𝑆,𝑡∈𝑇

� 𝛼(𝑏,𝑠,𝑡)��𝑐𝑠,𝑡� − �𝑐𝑠,𝑡𝑏�� = 0
𝑏∈𝐵

. 

 

𝜕̅2�∑ 𝛼(𝑟,𝑠)[𝑟, 𝑠](𝑟=𝑠)∈𝑅 � = 0 ve 𝜕̅2�∑ 𝛼(𝑢,𝑣)[𝑢, 𝑣](𝑢=𝑣)∈𝑄 � = 0  denklemlerinden 

sırası ile Ker𝜕̅2|𝑆  için {𝑋𝑖|𝑖 ∈ 𝐼} üreteç kümesi ve Ker𝜕̅2|𝑇  için {𝑈𝑘|𝑘 ∈ 𝐾} üreteç 

kümesi elde edilir. Şimdi  ∀(𝑠, 𝑡) ∈ 𝑆 × 𝑇 için son denklemi tekrar hesaplayalım: 

 

𝛼(𝑠,𝑡) = − � 𝛼(𝑎,𝑠,𝑡) − � 𝛼(𝑏,𝑠,𝑡) + � 𝛼�𝑎′,𝑠′,𝑡� + � 𝛼�𝑏′,𝑠,𝑡′�
𝑏′∈𝐵,𝑡′∈𝑇

𝑡′𝑏′=𝑡
𝑎′∈𝐴,𝑠′∈𝑆

𝑎′𝑠′=𝑠
𝑏∈𝐵𝑎∈𝐴

    (4.1) 

 

olmak üzere kabul edelim ki 𝛼(𝑎,𝑠,𝑡) = 1 ve Eşitlik (4.1)’in sağ tarafındaki tüm 

değişkenler sıfır olsun. Bu durumda 𝛼(𝑠,𝑡) = −1 ve 𝛼(𝑎𝑠,𝑡) = 1 olur.  Böylece  

 

𝑊1(𝑎, 𝑠, 𝑡) = �𝑎𝑐𝑠,𝑡 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡𝑎� − �𝑐𝑠,𝑡
2 , 𝑐𝑠,𝑡� + �𝑐𝑎𝑠,𝑡

2 , 𝑐𝑎𝑠,𝑡� 

 

ve benzer şekilde  

 

𝑊2(𝑏, 𝑠, 𝑡) = �𝑐𝑠,𝑡𝑏, 𝑏𝑐𝑠,𝑡𝑏� − �𝑐𝑠,𝑡
2 , 𝑐𝑠,𝑡� + �𝑐𝑠,𝑡𝑏

2 , 𝑐𝑠,𝑡𝑏� 

 

üreteçleri elde edilir. O halde 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑘 ∈ 𝐾; 𝑎 ∈ 𝐴; 𝑏 ∈ 𝐵; 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆; 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝑇  ve 

(𝑠′, 𝑡′) ≺ (𝑠, 𝑡) olmak üzere 

 

�𝑋𝑖 , 𝑈𝑘 , [𝑏𝑎, 𝑎𝑏], 𝑊1(𝑎, 𝑠, 𝑡), 𝑊2(𝑏, 𝑠, 𝑡), �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′,𝑡′𝑐𝑠,𝑡�� 
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kümesi Ker𝜕̅2 için bir üreteç kümesi olur. 

 Yukarıda verilen 𝑊1(𝑎, 𝑠, 𝑡), 𝑊2(𝑏, 𝑠, 𝑡) ve �𝑐𝑠,𝑡𝑐𝑠′,𝑡′ , 𝑐𝑠′ ,𝑡′𝑐𝑠,𝑡�   im𝜕̅3  için 

bulunan üreteç kümesinde de bulunduğundan 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑘 ∈ 𝐾; 𝑎 ∈ 𝐴; 𝑏 ∈ 𝐵; 𝑗 ∈ 𝐽; 𝑙 ∈

𝐿; (𝑟𝑎 = 𝑝) ∈ 𝑅; (𝑏𝑢 = 𝑣) ∈ 𝑄 için  

 

𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) = �𝑋𝑖 , 𝑈𝑘 , [𝑎𝑏, 𝑏𝑎]�𝑌𝑗 = 0, 𝑊𝑙 = 0, 𝑊(𝑟𝑎, 𝑝) = 0, 𝑊(𝑏𝑢, 𝑣) = 0� 

            = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) × ⟨[𝑎𝑏, 𝑏𝑎]|𝑊(𝑟𝑎, 𝑝) = 0, 𝑊(𝑏𝑢, 𝑣) = 0⟩ 

 

olur. Yardımcı Teorem 3.17 den  

 

�[𝑎𝑏, 𝑏𝑎] (𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵)�𝑊(𝑟𝑎, 𝑝) = 0, 𝑊(𝑏𝑢, 𝑣) = 0 �(𝑟𝑎, 𝑝) ∈ 𝑅, (𝑏𝑢, 𝑣) ∈ 𝑄��  

 

ifadesi 𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)’e eşittir. Böylece  

 

𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� 

 

olur. ∎ 

 

 𝑆 ◊ 𝑇  Schützenberger çarpımı, 𝑆 × 𝑇  nin ve 𝑆 × 𝑇  üzerindeki serbest 

yarılatisin bir çeşit çarpımı olarak düşünülebileceğinden Ayık ve arkadaşlarının 

(2000a) kanıtlamış olduğu Önerme 3.1 den ve 𝐻2(𝑆 × 𝑇) = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) ×

�𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� eşitliğinden son teoremin elde edilmesi şaşırtıcı değildir. 

 

Örnek 4.4. Açıkça Örnek 3.21 de verilen monoidler için de  𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) =  ℤ3 olur. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Tanım 5.1. 𝐴 boş olmayan bir küme ve 𝑃(𝐴) da 𝐴 nın tüm alt kümelerinin kümesi 

olsun. O zaman (𝑃(𝐴),∪) birim elemanı ∅ ve sıfır elemanı 𝐴 olan bir monoiddir. 

Ayrıca 𝑃∗(𝐴) = 𝑃(𝐴)\{∅} olmak üzere 𝑃∗(𝐴) bir yarıgrup olup buna 𝐴 üzerinde 

ki serbest yarılatis denir ve 𝑆𝐿𝐴 ile gösterilir. 

 

Teorem 5.2. 𝐴 boş olmayan sonlu bir küme ve boyutu 𝑛 olsun. Bu durumda  

 

 def(𝑆𝐿𝐴) = 𝑛(𝑛 − 1)
2�                                                                                  (5.1) 

 

dir. Özel olarak 𝑛 ≥ 2 için 𝑆𝐿𝐴 etkin değildir.  

 

İspat: Ayık ve ark (2000a), Teorem 3.3’e bakınız. ∎ 

 

Yardımcı Teorem 5.3. 𝑆 bir monoid, 𝑃 = ⟨𝐴|𝑅⟩ monoid takdimi 𝑆 nin bir takdimi, 

𝑇, 𝑆 nin bir alt yarıgubu ve 𝑆\𝑇 de 𝑆 nin bir ideali olsun. O zaman 𝐵 ⊂ 𝐴 ve 𝑄 ⊂ 𝑅 

olacak şekilde 𝑇 nin ⟨𝐵|𝑄⟩ takdimi vardır. 

 

İspat: Campbell ve ark (2002a), Yardımcı Teorem 2.4’e bakınız. ∎ 

 

Sonuç 5.4. 𝑆 ve 𝑇  sol veya sağ tersinir eleman içermeyen monoidler olsun. Bu 

durumda 𝑆 ◊ 𝑇 Schützenberger çarpımı etkin değildir. 

 

İspat: 𝑈 ve 𝑉 kümelerini aşağıdaki gibi tanımlayalım: 
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𝑈 = {(1𝑆, 𝑋, 1𝑇)|𝑋 ⊂ 𝑆 × 𝑇}  

𝑉 = (𝑆 ◊ 𝑇)\𝑈 = {(𝑠, 𝑋, 𝑡) ∈ 𝑆 ◊ 𝑇|(𝑠, 𝑡) ≠ (1𝑆, 1𝑇)}. 

 

𝑈 kümesinin 𝑆 ◊ 𝑇 nin alt yarıgrubu ve serbest yarılatis 𝑆𝐿𝑆×𝑇 ye izomorfik olduğu 

açıktır. Ayrıca 𝑉  kümesi 𝑆 ◊ 𝑇  nin bir idealidir. Böylece Yardımcı Teorem 5.3, 

Eşitlik (5.1) ve Teorem 4.3 den  𝑆 ◊ 𝑇 etkin değildir. ∎ 

 

Bu tezde 𝑆  ve 𝑇  iki sonlu monoid olmak üzere 𝑆  ve 𝑇  monoidlerinin 

Schützenberger çarpımı 𝑆 ◊ 𝑇  nin ikinci (tamsayı) homolojisinin 𝑆  ve 𝑇 

monoidlerinin direkt çarpımı  𝑆 × 𝑇 nin ikinci (tamsayı) homolojisine eşit olduğu, 

yani 

 

𝐻2(𝑆 ◊ 𝑇) = 𝐻2(𝑆 × 𝑇) = 𝐻2(𝑆) × 𝐻2(𝑇) × �𝐻1(𝑆) ⊗ℤ 𝐻1(𝑇)� 

 

gösterilmiştir. Bu eşitlik, 𝑆 ve 𝑇 sol veya sağ tersinir eleman içermeyen monoidler 

ise 𝑆 ◊ 𝑇 Schützenberger çarpımının etkin olmadığını göstermemizi sağlamıştır. 

Aşağıda verilen yarıgruplar ele alınarak; 

 

• İki monoidin wreath çarpımı 

• Bir monoidin Bruck-Reilly genişlemesi 

• Monoidlerin güçlü yarılatisleri 

 

𝑅, 𝐴 üzerinde tek sınırlı yerine-yazma sistemi olacak şekilde bir ⟨𝐴|𝑅⟩ takdimi elde 

edilmeye çalışılabilir. Eğer böyle bir takdim elde edilebiliyorsa Squier 

Çözümlemesi kullanılarak ikinci (tamsayı) homolojisi hesaplanabilir ve böylece 

alınan yarıgrubun etkinliği üzerine çalışmalar yapılabilir. 
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