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S ve T iki sonlu monoid olmak Uzere SO T, S ve T monoidlerinin
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For two finite monoids S and T, let S ¢ T be Schiitzenberger product of S
and T. In this study we prove that the second integral homology of the
Schitzenberger product S ¢ T is equal to

Hy(S 0 T) = Hy(S) X Hy(T) x (H1(S) ®z H1(T))
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GENISLETILMIS OZET

(A|R) ve (B|Q) monoid takdimleri swrasiyla S ve T monoidlerini
tammlamak Uzere R, A Uzerinde ve Q da B Uzerinde tek smirli yerine-yazma
sistemi olsun. I=AUB ve R=RUQU({(ba=ab):a€AbeB} igin
S X T = (J|R) olup R, I lizerinde tek sinirl yerine-yazma sistemi olur.

Boylece (A|R) ve (B|Q) monoid takdimleri sirasiyla S ve T monoidlerini
tammlamak Uzere R, A Uzerinde ve Q da B fizerinde tek smirli yerine-yazma
sistemi olsun. O zaman S ve T monoidlerinin § x T direkt ¢arpimlarmin (J|R)

takdimini kullanarak S x T nin ikinci (tamsay1) homolojisi

H,(S X T) = Keréz/ima3 = H,(S) X Hy(T) x (H,(S) ®z H,(T))

olur.
S ve T iki sonlu monoid olmak Uzere S X T kartezyen ¢arpiminin tim
altklimelerinin kiimesi P(S x T) ile gosterilsin. X €e P(SXT),s€Svet €T igin

sX ve Xt kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:

sX = {(sx,»)|(x,y) € X}ve Xt = {(x,yt)|(x,y) € X}.
Bu durumda S x P(S x T) x T kiimesi, iizerinde tanimlanan
(51, X1, t1) (52, X2, t2) = (5152, 51X2 U X185, 1 85)
ikili islem ile bir yarigrup olur. Ustelik (15, ®, 17) bu yarigrubun birim elemani

olup Sx P(SXT)XT bir monoid olur. Bu monoide SveT monoidlerinin

Schiitzenberger ¢arpimu denir ve S ¢ T ile gosterilir.
"



(A|R) ve (B|Q) (A ve B ayrik kiimeler) monoid takdimleri siras1 ile S ve T

monoidlerini tanimlasin. Bu durumda

C= {Cs,t|s ES,tE T} ve

( csi? = cst (SESLET) \
ICS,tCSI,tI = cgpCse ((s,8) < (s',t") €S X T |
Z = { QacCs ¢ = Casta(a€EAsES tET) }
| cseb = bcse, (bEB,seS,teT) |
\ ab = ba (a € Ab € B) )

olmak tizere (A U B U C|R U Q U Z) takdimi, Urete¢ kiimesi
{(a, (Z)p 1T)I (151 Q), b), (155 {(S, t)}l 1T)|a € A; b € BI (SI t) € S X T}

olan S 0 T yi tamimlar. (Ispat icin Howie ve Ruskuc (1994), Teorem 3.2’e bakiniz.)

S ve T iki sonlu monoid olsun. R, A lzerinde ve Q, B iizerinde tek sinirl
yerine-yazma sistemi olmak (zere (A|R) ve (B|Q) sirasiyla S ve T nin sonlu
monoid takdimleri olsun. Yukaridaki notasyonlarla RUQUZ nin AUBUC
Uzerinde tek smirli yerine-yazma sistemi oldugunu gosterdik. Boylece Squier
Cozimlemesini kullanarak S ve T sonlu takdim edilebilir monoidler olmak tzere S
ve T monoidlerinin Schiitzenberger ¢arpimi S 0 T nin ikinci (tamsay1) homolojisi

icin
H,(50T) = Keréz/ima_3 = H,(S) X Hy(T) x (H,(S) ®z H,(T))

esitligini elde ettik.



O halde S ve T sonlu takdim edilebilir monoidler olmak uzere SO T
Schiitzenberger carpiminin ikinci (tamsay1) homolojisi, S X T direkt ¢arpmminin
ikinci (tamsay1) homolojisine esittir.

S bir yarigrup olsun. S yarigrubunun bir yarigrup takdimi ST monoidi igin
bir monoid takdimi olarak diistiniilebilecegi i¢in S sonlu bir yarigrup ve (A|R) de S

yarigubunun sonlu yarigrup takdimi olmak tzere

|R| — |A| = rank(H,(S1))

dir.

S sonlu bir yarigrup (monoid) ve (A|R) de S nin bir yarigrup (monoid)
takdimi olsun. Eger |R| — |A| = rank(H,(S)) ise S ye etkin yarigrup (monoid)
denir. Aksi takdirde etkin olmayan yarigrup (monoid) denir. Eger |R| — |A| =
rank(H,(S1)) ise S nin (A|R) yarigrup (monoid) takdimine etkin yarigrup
(monoid) takdimi denir.

Ayrica S ve T sol veya sag tersinir eleman icermeyen monoidler olsun. Bu
durumda S ¢ T Schiitzenberger c¢arpiminin etkin olmayan monoid oldugunu

gosterdik.
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1. GIRIS Melek YAGCI

1. GIRIS

Yarigrup teorisi cebirin en temel dallarindan biridir. “Yarigrup” terimi ilk
olarak 1904’te Monsieur I’Abbé J. A. Séguier’in “Eléments de la Théorie des
Groupes Abstraits” adli kitabinda yer almis, 1926 ve 1928 yillarinda A. K.
Sushkevich’in bir sonlu yarigrubun minimal idealinin yapisini belirlemesiyle
gelisim siirecine baglamistir. Bu donemden itibaren c¢alismalar hizla artmis ve
nihayet 1950°1i yillarin sonunda yarigrup teorisinin kendisi modern cebirin bash
basma bir alt dali haline gelmistir. Yarigruplarin zengin bir soru igerigine sahip
olmasinin yan1 sira, grup ve halka teorisi basta olmak iizere matematigin diger
alanlar1 ve bilgisayar bilimleri ile olan baglantis1 da yarigrup teorisinin Snemini
arttirmustir.

Bir yarigrubu sonlu bir ifade ile tanimlamanin bir¢ok yontemi vardir.
Bunlardan en iyi bilineni yarigrup takdimidir. Yarigruplarin sonlu takdim
edilebilirligi uzun zamandir calisilan bir konudur. Bilgisayar teknolojisinin
gelismesi ile birlikte, yarigruplarin sonlu takdim edilebilirligi daha da 6nem
kazanmustir. Ayrica teorik bilgisayar bilimcilerin son yillarda gelistirdigi yerine-
yazma Yyontemleri, yarigruplarin takdimini bulmada, sonluluk 6zelliklerini
arastirmada ve homoloji hesaplamalarinda biiyiik kolayliklar saglamaktadir.

Squier (1987), M,(A|R) monoid takdimine sahip bir monoid ve R de A
tizerinde indirgenmis tam yerine-yazma sistemi olmak Uzere ZM monoid halkas1
Uzerinde Z nin bir serbest ¢ozimlemesini insa etti. Pride (1997), M sonlu bir

monoid ve (4|R) de M monoidinin sonlu monoid takdimi olmak Uzere

|R| — |A| = rank(H,(M))

oldugunu (yayinlanmamis) gosterdi.
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S bir yarigrup olsun. S yarigrubunun bir yarigrup takdimi ST monoidi igin
bir monoid takdimi olarak disiiniilebilecegi i¢in S sonlu bir yarigrup ve (A|R), S

yarigubunun sonlu yarigrup takdimi olmak tzere

|R| — |A| = rank(H,(S1))

dir.
P = (A|R) sonlu yarigrup takdimi olsun. P = (A|R) takdiminin noksanligi
|R| — |A| ile tamimhidir ve def(P) ile gosterilir. Bir sonlu takdime sahip S

yarigrubunun yarigrup noksanligi defg(S) ile gosterilir ve

defg(S) = min{def(P)|P, S nin bir sonlu yarigrup takdimi}

seklinde tanimhidir. Bir sonlu takdime sahip M monoidinin monoid noksanligi
defy, (M) ile gosterilir ve benzer sekilde tanimlanabilir.

P, sonlu takdime sahip S yarigrubu i¢in bir sonlu yarigrup takdimi olsun.
Eger def(P) = defs(S) ise P ye bir minimal yarigrup takdimi denir. Benzer tanim
minimal monoid takdimi igin de verilebilir.

S sonlu bir yarigrup (monoid) ve (A|R) de S nin bir yarigrup (monoid)
takdimi olsun. Eger |R| — |A| = rank(H,(S1)) ise S ye etkin yarigrup (monoid)
denir. Aksi takdirde etkin olmayan yarigrup (monoid) denir. Eger |R| — |A| =
rank(H,(S1)) ise S nin (A|R) yarigrup (monoid) takdimine etkin yarigrup
(monoid) takdimi denir.

Etkin ve etkin olmayan yarigruplarin ilk érneklerini Prof. Dr. Hayrullah
Ayik 1998 yilinda, St Andrews Universitesinde tamamladig: doktora tezinde verdi.
2000 yilindan itibaren bu alanda ilk yayinlar yaymlanmaya baslandi. Ayik ve ark
(2000a), S bir yarigrup olmak iizere eger S nin bir sol sifir veya sag sifir elemani

mevcut ise her n > 1 i¢in S nin n-inci (tamsay1) homolojisi H, (S) nin asikar gruba

2



1. GIRIS Melek YAGCI

esit oldugunu; m,n > 1 igin Ry, , dikddrtgensel band olmak tzere H, (R, ) =
Zzm=D®=1 oldugunu ve m,n =1 igin dikdértgensel band Ry, nin etkin
oldugunu; n = 2 igin Z,, sifir yarigrup olmak tizere def(Z,) = (n— 1)(n — 2)
oldugunu yani n > 3 igin Z, nin etkin olmayan yarigrup oldugunu; A bos kiimeden

farkli sonlu bir kiime ve boyutu n olsun. Bu durumda def(SLy) = n(n - 1)/2

oldugunu yani n > 2 igin SL, nin etkin olmayan yarigrup oldugunu gosterdi. Ayik
ve ark (2000b), S = M[G; I, A; P] bir sonlu Rees Matris yarigrubu olmak {izere
H,(S) = Hy(6) x ZU=DUAI=D oldugunu gosterdi ve bir sonlu Rees Matris
yarigrubunun etkin oldugu durumlari inceledi. Ayik ve ark (2007), sonlu sayida
sonlu monojenik (tek dogurayli) monoidin direkt carpiminin etkinligi i¢in gerek ve
yeter kosullar1 belirledi. Cevik (2003), bir tek-iliskili (one-relator) monoid ile bir
sonsuz devirli monoidin yari-direkt garpiminin bir takdiminin “minimal fakat etkin
olmayan takdim” olmasi i¢in yeterli kosullart verdi. Cevik (2005), A ve K iki
uretecli serbest degismeli monoidlerin kopyalar1 ve herhangi bir baglantili monoid
homomorfizmi 6: A — End(K) igin D = K X4 A, es monoid yari-direkt carpim
olmak Uzere 6 nin matris temsiline gore D nin bir standart takdiminin etkin olmast
icin gerek ve yeter kosullar1 belirledi. Bu makalenin bir sonucu olarak da Cevik
(2007), D nin bu takdiminin “minimal fakat etkin olmayan takdim” olmasi i¢in
yeterli kosullar1 verdi. Ates ve ark (2010), bir sonlu monojenik (tek dogurayli)
monoid ile sonlu rankli bir serbest degismeli monoidin ayrik genislemesini
disiinerek etkin monoidlerin ve minimal fakat etkin olmayan monoidlerin
orneklerini verdi.

S ve T iki sonlu monoid olmak Uzere S X T kartezyen c¢arpiminin tiim
altkimelerinin kiimesi P(S x T) ile gosterilsin. X e P(SXT),s€S ve teT

olmak Uzere sX ve Xt kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:

sX = {(sx, y)|(x,y) € X} ve Xt = {(x,yO)|(x,y) € X}.
3
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Bu durumda S x P(S x T) x T kiimesi, tizerinde tanimlanan

(51, X1,t1) (52, X2, t) = (5152, 51X, U X1ty, t1ty)

ikili islem ile bir yarigrup olur. Ustelik (15, @, 17) bu yarigrubun birim elemani
olup Sx P(SxXT)XT bir monoid olur. Bu monoide SveT monoidlerinin
Schiitzenberger ¢arpimi denir ve S ¢ T ile gosterilir.

Biz bu ¢alismamizda S ve T monoidlerinin Schiitzenberger carpimi S ¢ T

Kera,

nin ikinci (tamsayi)) homolojisi H,(S0T) = yi  Squier

imas

Cozumlemesini kullanarak hesapladik. Ayrica S 0 T nin etkin olup olmadig ile

ilgili caligmalar yaptik.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez boyunca kullanacagimiz 6nemli tanim ve teoremleri

verecegiz.
Tamm 2.1. S bir yarigrup ve S kiimesi de

sl — {5, S bir monoid ise
“(Su{1}, Sbirmonoid degilse

olsun. S* kiimesi tizerinde, Vx,y € St igin

Xy, x#1, y+lise
_)x y = lise
xy = Y, x = 1ise
1, x=y=1ise

ikili islemi tanimlansin. Bu ikili isleme gére S bir monoid olup bu monoide S ye

gerekirse birim eleman eklenerek elde edilen monoid denir.

Tamm 2.2. S bir monoid, 1 € S birim eleman ve x € S olsun. Eger xy = 1 olacak
sekilde bir y € S var ise x e sag tersinir eleman ve zx = 1 olacak sekilde bir
z € Svar ise x e sol tersinir eleman denir. Bbylece eger x hem sag hem de sol

tersinir ise y = z olup

xy=1=yx

olur. Bu durumda x e S nin bir birimi (unit) ve y ye x in tersi denir. Bir x € S

elemaninin tersi varsa tektir ve genellikle x~? ile gosterilir.
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Tamm 2.3. S ve T iki yarigrup ve ¢ : S = T bir homomorfizm olsun. Bu durumda

@ nin goruntd kiimesi im¢

imp = {xp:x € 5}

seklinde tanimlidir.

Tamm 2.4. S ve T iki yarigrup ve ¢ : S = T bir homomorfizm olsun. Bu durumda

@ nin cekirdegi Kerp

Kerg = {(x,y) €S X S:xp = yo}
seklinde tanimlidir.
2.1. Kongrianslar
Tamm 2.1.1. X bos olmayan bir kiime olsun. X tizerindeki tiim bagmtilarin
kiimesi

By ={p:p S X x X}

ile gosterilir ve @, Ay= 15 = {(x,x):x € X} kimesi ve X X X in kendisi de X
iizerinde birer bagmt1 olup bu bagintilara sirasiyla bos baginti, birim baginti ve

evrensel baginti denir.

p, X tizerinde bir denklik bagintis1 ve x € X olmak Uzere

xp ={y € X:(x,y) € p}

kiimesine x in denklik simifi ve X in tim denklik siniflarinin ailesi olan
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X/p = {xp:x € X}
kiimesine de X in p ile elde edilen bolim kiimesi denir.
Tamm 2.1.2. X bos olmayan bir kiime ve R, X kiimesi Uzerinde herhangi bir
bagmnti olsun. R € X X X olup X lzerinde R yi igeren en az bir denklik bagintisi
var oldugundan X Uzerinde R yi iceren denklik bagintilarinin ailesi bostan farklidir.
X Uzerinde R yi igeren denklik bagintilarinin arakesiti de R yi iceren bir denklik
bagintis1 olup bu denklik bagintisi R yi igeren en kiigiik denklik bagintisidir. R yi

iceren bu en kucuk denklik bagintisina R tarafindan dogrulan denklik bagintis1

denir ve R€ ile gosterilir, yani
R¢ = ﬂ{p : R € p ve p, X tizerinde bir denklik bagintisi}

olur.

Tamm 2.1.3 X bos olmayan bir kiime ve R, X {izerinde yansimali bir bagmti

(Ax € R) olsun. O halde

R=AyoR CRoR =R CSR?
R? =Ayo R®* €S Ro R? = R? C R3;

olup bu sekilde devam edilirse

olur. Bu durumda X (zerinde R* bagintis1
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R°°=UR”

nezt

olarak tanimlanir.

Onerme 2.1.4. X bos olmayan bir kiime olmak {izere X Uzerindeki herhangi bir R
yansimali bagtisi i¢in tanimlanan R™, X (zerinde R yi i¢eren en kiiglik gegigmeli
bagmtidir.

Ispat: Howie (1995), Yardimc1 Teorem 1.4.8’¢ bakimz. m

Onerme 2.1.5. X bos olmayan bir kiime ve R, X iizerinde herhangi bir bagnti
olsun. O halde R¢ = [R UR™ 1 U Ax]* olur.

Ispat: Howie (1995), Onerme 1.4.9°a bakiniz. m
Tamm 2.1.6. S bir yarigrup ve R de S iizerinde bir bagint1 olsun.
i) EgerVa€SveV(st)€E€R igin (as,at) € R ise R ye sol uyumlu
bagint1 denir.
i) Eger Va €S veV(st)€Rigin (sa,ta) €ER ise R ye sag uyumlu
bagint1 denir.
iii) Eger V(s,t),(u,v) €R icin (s,t) - (u,v) = (su,tv) ER ise R ye
uyumlu bagint1 denir.

Tamm 2.1.7. S bir yarigrup ve R de S iizerinde bir denklik bagintis1 olsun.

i)  Eger R sol uyumlu bagint1 ise R ye sol kongrians denir.
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i) Eger R sag uyumlu bagnti ise R ye sag kongriians denir.

iii) Eger R uyumlu bagint1 ise R ye kongrians denir.
Onerme 2.1.8. S bir yarigrup ve p, S iizerinde bir bagmnti olsun. p nun bir
kongriians olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p nun hem sol hem de sag kongriians

olmasidir.

Ispat: Howie (1995), Yardimc1 Teorem 1.5.1°¢ bakimz. m

Onerme 2.1.9. S bir yarigrup ve p da S tzerinde bir kongriians olsun. S/p bélim

kiimesi tizerinde
(ap)(bp) = (ab)p
seklinde tanimlanan ikili iglem birlesmeli olup S / p bir yarigruptur.
Ispat: Howie (1995), syf 23’e bakiniz. m
Tamm 2.1.10. S bir yarigrup ve R, S iizerinde herhangi bir bagnt1 olsun. O halde
R € § x S olup S lizerinde R yi iceren en az bir kongriians vardir. S Uzerinde R yi

iceren tim kongriianslarin arakesiti de R Yyi iceren bir kongrians olup bu

kongriiansa R tarafindan dogurulan kongriians denir ve R* ile gosterilir, yani
R* = ﬂ{p : R € pve p,S iizerinde bir kongriians }

olur. Tanimdan kolayca gériiliiyor ki R*, R yi iceren en kiigiik kongriianstir.
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Onerme 2.1.11. S bir yarigrup ve R, S iizerinde herhangi bir bagint1 olmak iizere
R¢ = {(xay, xby)|x,y € S, (a,b) € R}

seklinde tanimlanan R¢ kiimesi, R yi igeren en kii¢iik sol ve sag uyumlu bagintidir.

Ispat: Howie (1995), Yardimc1 Teorem 1.5.5’¢ bakimz. m

Onerme 2.1.12. S yarigrubu iizerindeki her R bagmntis igin R* = (R)¢ dir.

Ispat: Howie (1995), Yardimc1 Teorem 1.5.8’¢ bakimz. m

2.2. Doguray Kiimeleri
Tamm 2.2.1. S bir yarigrup ve @ #= X € S olsun. S nin X kiimesini iceren alt

yarigruplarmin arakesiti de X kiimesini i¢eren bir alt yarigrup olup bu alt yarigruba
S nin X tarafindan dogurulan alt yarigrubu denir ve ¢(X) ile gosterilir. Dikkat
edilirse ¢(X), X kiimesini igeren en kiigiik alt yarigruptur. Ayrica, ¢(X) alt

yarigrubu X kiimesi iizerindeki tiim sonlu ¢arpimlarinin kiimesi olup
X)) = {1y - xpim € ZF; x4, %5, ..., Xy € X}

seklinde yazilabilir.
Benzer sekilde X tarafindan dogurulan alt monoid ve X tarafindan

dogurulan alt grup tanimlar1 da yapilabilir. Bunlar da sirasiyla

XY = {xyx5 - xpim € ZF; x4, x5, ..., X € X} U {1} ve

G(X) = {xflxg2 ---xin:n €EZY;x;€X, g €{-1,+1} (=12, ...,n)}

10
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seklindedir. X kiimesinin bir yarigrup (monoid, grup) doguray kiimesi oldugu
icerikten anlasiliyorsa X tarafindan dogurulan alt yarigrup (alt monoid, alt grup)

kolaylik olmasi agisindan (X) ile gosterilir.

Tamm 2.2.2. S bir yarigrup olmak tizere eger S = (X) olacak sekilde bir @ # X <
S kiimesi varsa bu X kumesine S nin bir (yarigrup) doguray kiimesi, X in
elemanlarina S nin (yarigrup) doguraylar1 ve S ye de X tarafindan dogurulan
yarigrup denir.

Eger S = (X) olacak sekilde sonlu bir @ # X < S kiimesi varsa S ye sonlu

dogurayh yarigrup denir. Benzer tanimlar monoid ve grup icin de yapilabilir.

Tamm 2.2.3. S, sonlu dogurayl bir yarigrup olmak {izere
min{IXI:S = (X)veX sonlu}

pozitif tamsayisina S nin (yarigrup) ranki denir ve rank ¢(S) ile gosterilir.
Ayrica, S nin rank ¢(S) elemanh bir doguray kiimesine de minimal doguray

kiimesi denir. Benzer sekilde monoid ranki rank,,(S) ve grup ranki rank ;(S)

de tanimlanabilir.

2.3. Yanigrup Takdimi

Tamm 2.3.1. A bos olmayan bir kiime olsun. (A ya alfabelerin kiimesi denir.) A*
ile A dan iiretilmis tiim bos olmayan sonlu kelimelerin kiimesini gosterelim. ¥

1Ay A, byby - by, € AT igin A%, Uizerinde tanimlanan

(aiaz -+ ay)(byby -+ by) = aja; -+ ayybyby -+ by

11
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ikili islem ile bir yarigruptur. Bu yarigruba A Uzerindeki serbest yarigrup denir.
A lizerindeki bos kelime € ile gosterilir ise A* = A* U {€}, yukaridaki ikili
islem ile bir monoid olup bu monoide A Uzerindeki serbest monoid denir.
A Uzerindeki serbest yarigubun evrensel tammu ise asagidaki sekilde ifade

edilmektedir.

Tamm 2.3.2. F bir yarigrup ve A € F olsun. Eger her S yarigrubu ve her ¢: 4 - §
fonksiyonu igin i: A — F icerme fonksiyonu olmak lzere i o ¥ = ¢ olacak sekilde
bir tek ¥: F — S homomorfizmi mevcut ise F ye A (zerinde serbest yarigrup

denir.
Onerme 2.3.3. Her yarigrup bir serbest yarigrubun homomorfik imajidir.
Ispat: Lallement (1979). m

Tamm 2.3.4. A bir alfabe ve R € At x A* olsun. O zaman (A4|R) ikilisine bir
yarigrup takdimi denir. Ayrica bir S yarigrubu i¢in A* / pE =S ise (A|R) ye S nin
bir takdimi veya S ye (A|R) tarafindan takdim edilen yarigrup denir ve
S =(A|R) veya S = (A|R) yazlir. (r,s) € R olmak lzere (r, s) ikilisine R nin bir
iligkisi denir ve (7, s) yerine r = s yazilr.

Benzer tanimlamalar monoid takdimi igin de verilebilir. Bu durumda

RC A" X A* ve A*/R# g0zoniine alinir.

Tamm 2.3.5. (A|R) bir yarigrup takdimi ve SEA+/R# olsun. Eger AveR

kiimelerinin her ikiside sonlu ise (A|R) takdimine bir sonlu takdim ve S ye de

sonlu takdime sahip yarigrup denir.

12
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Tamm 2.3.6. (A|R) bir yarigrup takdimi, S = A+/R# ve wy, w, € A olsun. Eger
w; ile w, aym kelime ise w; = w, yazilir. Eger wy, w, € A%, S yarigrubunun ayni
elemanini temsil ediyor ise yani (wy,w,) € R* ise w; = w, yazilir ve wy = wy,
S de saglamyor denir.

Eger w; = w, veya wy; = urv ve w, = usv olacak sekilde u,v € A* ve
(r,s) ERUR™! mevcut ise wy,w, den R nin bir iliskisi kullanilarak elde
edilmistir denir ve w; < w; yazilir. Iligkiler kiimesi R yi vurgulamak

gerekmedigi siirece biz © yerine < yi kullanacagiz.

Ornegin; A = {a, b} ve R = {(a*, a), (b3, b), (ab, ba), (a3,b?)} olsun. O

Zaman
b3a & ba, ab < ba, a*b < ab, baba & b%*a?
seklinde ornekler verilebilir.
Eger w; =w, veyaV i=12,..,n—1i¢in a;;1,a; den R nin bir iligkisi
kullanilarak elde edilmek (izere

Wi =009 901 90 =W,

dizisi mevcut ise wy,w; den elde edilmistir veya w, = w4, R nin bir

sonucudur denir ve w, & w, seklinde gosterilir. Kolayca goriilecegi lizere w,, wy
den elde edilmis ise w; de w, den elde edilir.
Ornegin; A = {a, b} ve R = {(a*, a), (b3,b), (ab, ba), (a3,b?)} olsun. O

Zzaman

ba3bab < ba*b? & bab? & ab® & ab

13
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olur. Yani ba®bab = ab, R nin bir sonucudur.

Teorem 2.3.7. (A|R) bir yarigrup takdimi ve S EA+/R# olsun. Ayrica T bir

yarigrup olmak tizere B € T, T nin bir doguray1 ve f: A — B Orten bir fonksiyon
olsun. O zaman ¢: A* - T, f yi geren (tek) homomorfizm olmak iizere, eger her
(u,v) ER igin u¢p =v¢ ise her wR* € A+/R# icin (wR*)¥ =w¢ olarak

tanimlanan ¥: S — T fonksiyonu bir 6rten homomorfizmdir.
Ispat: Ruskuc (1995), Onerme 2.1’ e bakiniz. m

Onerme 2.3.8. S bir yarigrup, A € S olmak (izere 4, S nin bir doguray kiimesi ve
R € AT x A* olsun. O zaman (A|R) nin S nin bir takdimi olmas: i¢in gerek ve

yeter kosul

1) R deki tiim iligkiler S de saglanir; ve
i) Her u,ve€A* igin u=v S de saglaniyor ise u = v nin R nin bir

sonucu olmasidir.
Ispat: Ruskuc (1995), Onerme 2.3’ e bakiniz. m

Onerme 2.3.9. S bir yarigrup, A € S olmak (izere 4,S nin bir doguray kiimesi,

R C AT X AT ve W € A* olsun. Eger

1) R deki tiim iligkiler S de saglaniyor;
i) VweA*icinw = w, R nin bir sonucu olacak sekilde w € W var; ve

iii) (W] <15,

ise (A4|R), S nin bir takdimidir.
14
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Ispat: Ruskuc (1995), Onerme 2.2’ e bakiniz. m

2.4, Tietze Doniisiimleri
A bos olmayan bir kiime, R € A* x A* (4" x A*) olmak (zere bir

P = (A|R) yarigrup (monoid) takdimi verilsin. P nin tammladigi yarigrup

(monoid) S olsun. Dort tip Tietze doniigiimleri vardir:

)

D)

iv)

(T1) Doguray Ekleme: b ¢ A ve w € A* olmak (izere

(A,b|R,w = b)

takdimi S yi tamimlar.

(T2) Doguray Cikarma: b € A olsun. Eger b € (A\{b})* yani bir
w € (A\{b}* icin b = w ise b ¢ikartilabilir. Her bir u € A* icin u da
Ki b lerin w ile yer degistirilmesi ile elde edilen kelime & € (A\{b})*

ve R = {(+,5): (r,s) € R} olsun. O zaman

(A\{b}IR)
takdimi S yi tamimlar.
(T3) Iliski Ekleme: (u, v) € R* yani u = v, R nin bir sonucu olsun. O
zaman

(A|R,u = v)

takdimi S yi tamimlar.
(T4) iliski Cikarma: (u, v) € R olsun. Eger (u,v) € (R\(u, v))* ise

15
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(AIR\{u = v})
takdimi S yi tanimlar.
Teorem 2.4.1. (A|R) ve (B|Q) sonlu yarigrup takdimleri olsun. Bu durumda (A|R)
ve (B|Q) takdimleri S yarigubunu tanimlar gerek ve yeter kosul (A|R) ({B|Q))
takdimine sonlu sayida Tietze doniisiimleri uygulanarak (B|Q) ((A|R)) takdimi
elde edilebilir.

Ispat: Ruskuc (1995), Onerme 2.5’¢ bakiniz. m

2.5. Grup Takdimi
Tamm 2.5.1. G bir grup ve N < G olsun. G/N = {xN|x € G} kimesi (zerinde

xN,yN € G/N olmak {izere
(xN)(yN) = (xy)N

ikili iglemi tanimlansin. Bu iglem ile G/N bir gruptur ve G/N grubuna G nin N ye

gore bolim grubu denir.

Teorem 2.5.2. Her G grubu icin G/G’ bir degismeli gruptur.
Ispat: Karakas (2010), Ders 8, Teorem 4’¢ bakiniz. m
Tamm 2.5.3. G bir grupve N =2 G ise,

6N: G - G/N

16



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Melek YAGCI

6y(x) = xN

ile tammlanan &y, bir Orten grup homomorfizmidir. §y ye G den G/N bolim

grubuna degal homomorfizm denir.

Tamm 2.5.4. F bir grup ve X de F nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
Eger F nin her elemani tek tiirlii olarak X in elemanlarmin (sonlu) bir ¢arpim
olarak yazilabiliyorsa F ye X Uzerinde serbest grup denir.

Bu tanima denk olan bagka bir tanim ise su sekilde ifade edilmektedir. F
bir grup ve X de F nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun. Eger her G grubu
ve her 0:X — G fonksiyonu icin x6 = x0' (Vx € X) olacak sekilde bir tek

8': F — G homomorfizmi mevcut ise F ye X Uzerinde serbest grup denir.

Tamm 2.5.5. X bir kiime, F = F(X), X Uzerindeki serbest grup, R, F nin bir alt
kiimesi N = R de R nin F deki normal kapamis1 ve G = F/N olsun. (X|R) ikilisine
G nin bir grup takdimi denir ve G = (X|R) veya G = (X|R) yazilir.
Tamm 2.5.6. (X|R), G nin bir grup takdimi olsun. Eger |X|,|R| < oo ise (X|R)
ikilisine bir sonlu grup takdimi ve G grubuna da sonlu takdim edilebilir grup
denir.

Ornegin; X = {x} ve R = @ ise (x| ) = Z sonsuz devirli grup olur.

(x|x™ = e) (n € Z*) ise Z,, nin bir grup takdimidir.

2.6. Serbest Degismeli Gruplar
Sadece degismeli gruplar soz konusu olunca, genellikle, grup islemi icin
toplamsal gosterim kullanilmaktadir. Biz de bu genelligi bozmadan, toplamsal
gosterim kullanacagiz. Bu baglamda eger G bir degismeli grup, x € G ve n € Z ise
n >0 olmast durumunda, nx =x+x+:--+x, n<0 olmast durumunda,
nx = (—x) + (—x) + ---+ (—x) ve 0x = 0 dir. Bdylece; x,y € G ve m,n € Z igin
17
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(m+n)x=mx+nx ve m(x+y)=mx+mydir. XCG ise, X in G iginde

iirettigi alt grup

(X)={mx; +nyx, + -+ nx.lreNn ezZx, €X,1<r<i}

biciminde ifade edilebilir.

Tamm 2.6.1. F bir degismeli grup ve @ # X € F olsun. Eger asagidaki iki kosul

saglaniyorsa, X klimesi F nin bir bazidir denir.

i) (X)=F

i) X in herhangi r tane farkli elemani x4, ...,x, Ve r tane tamsayi
ny,..,Ny € Z igin nyx; + -+ n,.x, = 0 oldugunda n; = -+ =n, =
0 olur.

Tamm 2.6.2. F bir degismeli grup ve X € F olsun. Eger X, F nin bir baz1 ise, F
grubu X Gzerinde serbest degismeli gruptur denir.

F, X Uzerinde serbest degismeli grup ise, tamm geregi, X # @ dir. Ayrica,
0 ¢ X tir; cunkd, 0 € X olunca, tanimdaki ikinci kosul saglanmaz. Sadece sifirdan

ibaret {0} grubu, bazi @ olan serbest degismeli grup olarak tamimlanr.

Teorem 2.6.3. F bir degismeli grup, @ # X € F olsun. Bu takdirde, asagidaki

Onermeler denktir:

i) F,X Uzerinde serbest degismeli gruptur.
i) F=#{0} dir ve her a € F\{0} i¢in a =n;x; +---+ ngx, olacak
bicimde tek tiirlii belirli, birbirinden farkli x4, ..., xg € X ve sifirdan

farkli nq, ..., ng € Z vardr.

18
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Ispat: Karakas (2010), Ders 21, Teorem 1’e bakiniz. m

Onerme 2.6.4. F,r elemanl bir baza sahip bir serbest degismeli grup ise

F=7® DL

7 tane
dir.
Ispat: Karakas (2010), Ders 21, Onerme 1’¢ bakiniz. m

Tamm 2.6.5. Bir serbest degismeli grubun bazimnin kardinalitesine o serbest
degismeli grubun ranki denir.
Ornegin; Z nin rank1 1, Z € -+ @ Z nin rank r dir.

T tane

Onerme 2.6.6. Her sonlu iiretilmis degismeli grup, bir sonlu iiretilmis serbest

degismeli grubun homomorf géruntistdur.
Ispat: Karakas (2010), Ders 21, Onerme 2’¢ bakiniz. m

Teorem 2.6.7. Her sonlu iretilmis degismeli grup G igin dyle m4, ..., m, € N ve

negatif olmayan bir t tamsayis1 vardir ki her j = 2, ..., 7 igin ]/m]._l ve

G = Ly, ® L, ® B Ly, LD DT,

t tane

dir.
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Ispat: Karakas (2010), Ders 21, Teorem 3’e bakiniz. m

Teorem 2.6.8. Her sonlu iiretilmis degismeli grup G i¢in Oyle (farklt olmalari
gerekmeyen) asal sayilar py, ..., px; pozitif tamsayilar nq, ..., n, ve negatif olmayan

bir t tamsayis1 vardir ki

G=7Z n®L P PL +PLH DL
P1 P2 Pk —_—

t tane
dir.
Ispat: Karakas (2010), Ders 21, Teorem 4’¢ bakiniz. m

2.7. Monoidlerin Homoloji Grubu ve Tensér Carpim
Biz bu calismamizda islemleri sol R-modil alarak yaptigimiz igin aksi
belirtilmedik¢e modiil dedigimizde sol R -modiil anlasilmalidir. Agikca yapilan

islemler sag R-modiil alimarak da yapilabilir.

Tamm 2.7.1. M bir ( ¢carpimsal ) monoid ve Z de tamsayilar halkasi olsun. M nin

ZM monoid halkasi, baz1t M olan serbest degismeli gruptur ve

n
ZM = {Z rm;

i=1

nezZt,me M,r; €Zi=12,..,n

seklinde tanimhdir. ZM Uzerinde “+” islemi: x = Y[, rym;, y = Xie, s;m; € ZM

icin

20
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n
x+y= Z(ri + s;)m;
i=1

seklinde tanimlidir. ZM (zerinde “-” islemi: x = ), ,,m, y = Y s,n € ZM igin

Xy = (Z ) (Z san) = Z(rmsn)mn

seklinde tanimlidir. Bu islemler altinda ZM birim elemanl bir halkadir ve ayrica

ZM bir ZM-moduldur.

Tamm 2.7.2. Ave B R-modil, x,y € Aver € R olsun. Eger f: A - B doniisliimii
(fonksiyonu)

) fx+»)=FfO+f)
i) fOx) =rf(x)

kosullarini sagliyorsa f ye bir R-doniisiim (modiil homomorfizmasi) denir.
Tamm 2.7.3. M bir monoid olsun. Her x e M ve n€Z igin oM XZ - Z,

(x,n) = x on = xn = n seklinde tanimlanan sol etki ZM {izerine genisletilir ise Z,

bir ZM-moduldir. Bu durumda

(3 rm)n= rn

olur ve Z ye asikar sol ZM-modul denir. Benzer sekilde asikar sag ZM-modl

Z nin tanim1 da yapilabilir.

21



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Melek YAGCI

Tamm 2.7.4. M bir monoid, ZM bir ZM-modil ve Z de asikar ZM-modul olmak

Uzere

& IM -7

seklinde tanimlanan & bir ZM-doniisiimdiir ve € na augmentation doniisiim denir.
Tamm 2.7.5. f: A = B bir R-doniisiim olsun. O zaman f nin goruntd kiimesi imf
imf = {y € B|f(x) = y olacak sekilde bir x € A vardir}
seklinde tanimlidir ve f nin ¢ekirdegi Kerf ise
Kerf = {x € A|f(x) = 05}
seklinde tanimlidir.

Tamm 2.7.6. A,B ve C R-modil ve f:A - B, g:B — C R- doniisiim olsun. Eger

imf = Kerg ise

dizisi B de tamdur denir.

Tamm 2.7.7. m = 2 icin By, By, ..., By, R-modul ve V2 <k <m i¢in f,: B, =

Bj._1 R-doniisiim olmak tizere
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f fk- f- £
--—>Bk—>kBk_1k—1>---—3>Bz—2>Bl

dizisi Vk > 2 igin B, da tam ise diziye tam dizi denir.
Onerme 2.7.8. R-modiil ve R-doniisiimlerin

fn+1 fn

B=:>Byy1 —By, 2By 1>
dizisi verilsin. Bu dizinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

i) Hern€Zvex, € B, igin fu_y(f,(xn)) = 05,_, Ve
i) Her n€Z icin fry19n + gn-1/fn = 15, olacak sekilde g,:B, —

B, 11, R- doniigiimlerinin olmasidir.

Buradaki g,: B, = B,4+1, R -donilisiimlerine B icin bir contracting homotobi

denir.
Ispat: Rotman (1979). m

Tamm 2.7.9. A bir R-modil ve X € A olsun. A min X i iceren en kiicik alt

modiliine X tarafindan dogurulan modiil denir ve (X) ile gosterilir.

Tamm 2.7.10. F bir R-modil ve F = (X) olsun. Eger ), ex n,x = 0 oldugunda
Vx € X igin n, = 0 ise F ye X tarafindan dogurulan serbest R-modul ve X e de
F nin bir bazi denir. Eger |X| =n ise F ye n-boyutlu serbest modil denir.

Kolayca gosterilir ki n-boyutlu bir serbest R-modil R™ ye izomorfiktir.
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Tamm 2.7.11. A bir R-modiil olsun. Eger Yn > 0 igin F,, serbest R-modul olmak

uzere f: F, > F_q (n = 1) ve fy: Fy > A, R-doniigiimler ise

--aFn&Fn_lﬁl—_i---gFlgFOf—O)A—)O

tam dizisine A min serbest ¢6zimlemesi denir.
Tamm 2.7.12. A sag R-modil ve B sol R-modul olmak (izere F, A x B kartezyen

carpim kiimesi tizerinde serbest degismeli grup olsun. x,x" € 4; y,y' € B; r €R

olmak Uzere eger N, F nin

{c+x,y) = (y) =& y), Gy +y') = (gy) = (6 y"), (e, y) — (x,7y)}
kiimesi tarafindan dogurulan altgrubu ise F/N bolim grubuna A ile B nin tensor
carpim denir ve A Q@ B ile gosterilir. Ayrica (x,y) + N € A ®z B koseti x @ y

ile gosterilir.

Teorem 2.7.13. A bir sag R-modil ve B de bir sol R-modil olmak Uzere x, x;,x, €

4;y,y1,y, €E Bver € R igin

) (+x)Q®y=xQy+x,Qy
i) x®(y,+y,)=x®y, +x®y,
i) xrXy=xQRry

olur.

Ispat: Vermani (2003), syf 23’e bakimiz. m
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Teorem 2.7.14. A ile B sag R-modiil ve C ile D sol R-modul olmak tizere f:A — B

ile g: C = D, R-doniistimler olsun. O zaman

fR®gGARC—-BRD
xQ@y->f()®gly)

seklinde tanimlanan f & g bir grup homomorfizmasidir.
Ispat: Rotman (1979), Teorem 1.5’¢ bakiniz. m

Onerme 2.7.15. M bir monoid, @ # X € F olmak Uzere F,X kiimesi {zerinde
serbest sol ZM-modiil ve Z de asikar sag ZM-modil olsun. Bu durumda Z @z, F

degismeli grubu, X Uzerinde serbest degismeli gruptur.
Ispat: Hungerford (1974), Sonug 5.13’e bakiniz.m

Not 2.7.16. @ # X € F olmak Uzere F, X kiimesi Uzerinde serbest degismeli grup
olsun. R c F ve R nin dogurdugu altgrup N ise X = {x, ..., x;n} Ve R = {ry, ..., 1.}
olmak tzere F/N = (X|R) degismeli grup takdimi

(X|IR) =(x1, ..., Xppl11 =0, ...,15, = 0)
seklinde tanimlidir.

Tamm 2.7.17. M bir monoid ve V n > 0 i¢in F, serbest ZM-modul olmak tzere

wop B M B BE S0 0
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dizisi agikar ZM-modul Z nin bir sol serbest ¢oziimlemesi olsun. Eger bu diziye

soldan Z @z, — tensor ¢arpimi uygulanirsa 1 birim doniisiim olmak {izere

1Qfn 1Qfn- 1Qf;
DL Qum By — L Quy Fr—q — 5. 37 Qzm F1

1Qf 1®
—1>Z®ZMFO_§Z®ZMZ_>O

dizisi elde edilir.

1@ (1B frs)x ®¥) =1L ® £)(x ® fus1 ()
=X ® fafns1(¥)
=x®0
=0
oldugundan im(1 ® f,41) € Ker(1 ® f,,) dir. Yani yukaridaki dizi degismeli
gruplarm zincir kompleksidir.

n = 0 igin M nin n-inci (tamsayr) homolojisi H,, (M) ile gosterilir ve

Ker(1 ® f,
Hn(M) = er( f) im(l ® fn+1)

dir. Ayrica homoloji hesab1 ¢éziimlemenin segiminden bagimsizdir.

Onerme 2.7.18. M birim elemani 1,, olan bir monoid ve M* = M u {1}, (1 & M)

olmak tizere M birim eleman: 1 olan monoid olsun. O zaman

Hy(M) = Hy(M*Y)
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olur.

Ispat: Ayik (1998), Onerme 1.22°e bakiniz. m

Onerme 2.7.19. M bir monoid olsun. O zaman n > 0 olmak iizere

Hn(M) = Hn(Ml)

olur.

Ispat: Ayik (1998), Onerme 1.23’e bakiniz. m

Sonug 2.7.20. S bir yarigrup ve S*, S yarigrubuna birim eleman 1 eklenerek elde

edilen monoid olsun. O zaman n = 0 olmak Uzere
Hn(S) = Hn(Sl)
olur.
Ispat: Ayik (1998), Bolim 6’a bakiniz. m
2.8. Yanigruplarin Etkinligi
Tamm 2.8.1. P = (A|R) sonlu yarigrup takdimi olsun. P = (A|R) takdiminin
noksanh@ |R| — |A| ile tammhidir ve def(P) ile gosterilir. Bir sonlu takdime sahip

S yarigrubunun yarigrup noksanhgi defs(S) ile gosterilir ve

defg(S) = min{def(P)|P, S nin bir sonlu yarigrup takdimi}
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seklinde tanimlidir. Bir sonlu takdime sahip M monoidinin monoid noksanhgi

defy, (M) ile gosterilir ve

defy, (M) = min{def(P)|P, M nin bir sonlu monoid takdimi}

seklinde tanimlidir. Bir sonlu takdime sahip G grubunun grup noksanhgi def; (G)

ile gosterilir ve

def; (G) = min{def(P)|P, G nin bir sonlu grup takdimi}

seklinde tanimlidir.
Boylece bir sonlu takdime sahip G grubu def;(G), defy, (G),defs(G)
noksanliklarina ve bir sonlu takdime sahip M monoidi defy, (M) ve defg(M)

noksanliklarina sahiptir.

Tamm 2.8.2. P, sonlu takdime sahip S yarigrubu i¢in bir sonlu yarigrup takdimi
olsun. Eger def(P) = defg(S) ise P ye bir minimal yarigrup takdimi denir.
Benzer tammlar minimal monoid takdimi ve minimal grup takdimi igin de
verilebilir.

G sonlu bir grup ve (A|R) de G grubunun bir sonlu takdimi olmak (zere
|IR| — |A] = 0 (Macdonald, 1968) dir. Ayrica G sonlu bir grup ve (A|R) de G
grubunun bir sonlu takdimi olmak Uzere |R|—|A| = rank(H,(G)) (Rotman,
1979) dir.

Tamm 2.8.3. G (sonlu) bir grup ve (A|R) de G nin bir grup takdimi olsun. Eger
|IR| — |A| = rank(H,(G)) ise G ye etkin grup denir. Aksi takdirde etkin olmayan
grup denir. Eger |R| — |A| = rank(H,(G)) ise G nin (A|R) takdimine etkin grup

takdimi denir.
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Pride 1997 yilinda, M sonlu bir monoid ve (A|R) de M monoidinin sonlu

monoid takdimi olmak Uzere

IR| = |A| = rank(H,(M))

oldugunu (yayilanmamig) gésterdi.
S bir yarigrup olsun. S yarigrubunun bir yarigrup takdimi ST monoidi igin
bir monoid takdimi olarak diistiniilebilecegi icin S sonlu bir yarigrup ve (A|R) de S

yarigubunun sonlu yarigrup takdimi olmak tzere

|R| — |A| = rank(H,(S1))

dir.

Tamm 2.8.4. S sonlu bir yarigrup (monoid) ve (A|R) de S nin bir yarigrup
(monoid) takdimi olsun. Eger |R| — |A| = rank(H,(S')) ise S ye etkin yarigrup
(monoid) denir. Aksi takdirde etkin olmayan yarigrup (monoid) denir. Eger
|R| — |A| = rank(H,(S1)) ise S nin (4|R) yarigrup (monoid) takdimine etkin
yarigrup (monoid) takdimi denir.

Boylece; S etkin bir yarigrup (monoid, grup) olsun. S nin bir (A|R)
yarigrup (monoid, grup) takdiminin etkin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (A|R)

takdiminin minimal takdim olmasidir.
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3.YERINE-YAZMA SIiSTEMLERI

Tamm 3.1. A bos olmayan bir kiime ve A*, A Uzerindeki serbest monoid olsun.
R C A* x A* ise R ye A Uzerinde bir yerine-yazma sistemi (rewriting system)
R
denir. (r,s) € R elemanina da bir yerine-yazma kurah denir ve r >sveyar — s
R
(R, yerine yazma sistemini vurgulamak gerekmedigi siirece ’— *’ yerine “’—*
kullanacagiz) seklinde gosterilir. wy,w, € A* olmak Uzere eger wy; = urv ve
w, = usv olacak sekilde (r,s) € R ve u,v € A* mevcut ise w; yerine-yazar w,

denir ve w; — w;, seklinde gosterilir.

—, A" lzerinde bir bagint1 ise bu bagmtmin yansimali ve gegismeli

*
kapamis1 — ile gosterilir. Yani, heri =1, ...,k — 1 icin a; = «;,, olmak lizere
Wiy =ap =2 =Wy

seklinde sonlu bir dizi mevcut ise wy —*>W2 yazilir. = tarafindan iretilen denklik
bagintist ise ’~ ** ile gosterilir. Yani, (w;,w,) € R¢ ise w; ~w, yazilir.
Ornegin; (A|R) = (a,bla® = a,b® = 1,ba = ab) olmak Uzere a*b?ab?

kelimesini ele alalim. Bu durumda
a*b?ab® - a?b?ab® - a?’b%*a —» a’bab - a’b? - ab?
dir. Yani; a*b?ab? % ab? olur.

Tamm 3.2. A bos olmayan bir kiime olmak lzere R, A Uzerinde bir yerine-yazma
sistemi ve w € A* olsun. u # w olmak (izere w — u olacak sekilde bir u € A

mevcut ise W ya indirgenebilir ( R -indirgenebilir) kelime aksi takdirde

indirgenemez (R-indirgenemez) kelime denir. Eger w Suveu indirgenemez ise
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u ya w nin indirgenemez formu denir. R ye gore indirgenemez kelimelerin
olusturdugu kiimeye ise kanonik (normal) form denir.
Ornegin; (A|R) ={a,bla® = a,b® = 1,ba = ab) olsun. ba,a* b%a

kelimeleri indirgenebilir; ab, a2, a?b? kelimeleri indirgenemezdir.

Tamm 3.3. A bos olmayan bir kiime ve R, A Uzerinde bir yerine-yazma sistemi
olsun. Eger Vn > 1 i¢in w, - w, 4, olacak sekilde sonsuz bir (w,,) dizisi mevcut
degilse R ye bir sitmirh (terminating) yerine-yazma sistemi denir.

Ornegin; (A|R) = (a,bla® = a, b3 = 1, ba = ab) igin R, A lizerinde smirh
yerine-yazma sistemi iken (B|Q) = (a,bla = a®b,b3® = 1,ba = ab) icgin Q,B

izerinde sinirli degildir.

Tamm 3.4. A bos olmayan bir kiime ve R, A lzerinde bir yerine-yazma sistemi
olsun. vV (r,s) € R icin |r| > |s| ise R ye uzunluk-azaltan (length-reducing)
yerine-yazma sistemi denir.

R, A uzerinde bir uzunluk-azaltan yerine yazma sistemi ise R smirhdir.

Tamm 3.5. A iyi sirali bir kiime ve u, v € A* olsun. Eger |u| > |v| veya |u| = |v|
oldugunda u =u,bu, ve v=wujauz Ve b>a olacak sekilde a,b € 4;
U, Uy, Uz EA* meveut ise u> v yazilir ve buna sol-alfabetik (left-
lexicographic) siralama denir. Eger V (r,s) € R igin r > s ise R ye sol-alfabetik
yerine-yazma sistemi denir.

R, A uzerinde bir sol-alfabetik yerine-yazma sistemi ise R sinirhdir.

Tamm 3.6. A bos olmayan bir kiime ve R, A lzerinde bir yerine-yazma sistemi
olsun. vw € A* icin w - w; ve w—- w, (wy,w, € A*) oldugunda w, Sz ve

Wy 5 7 olacak sekilde bir z € A" var ise R ye confluent yerine-yazma sistemi

denir.
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Tamm 3.7. A bos olmayan bir kiime ve R, A (izerinde bir yerine-yazma sistemi
olsun. Eger R, smirli ve confluent bir yerine-yazma sistemi ise R ye tam
(complete) yerine-yazma sistemi denir.

Ornegin; (A|R) = (a,bla® = a,b® = 1,ba = ab) olmak (izere R,A
uzerinde siirli ve confluent oldugundan tam yerine-yazma sistemidir.

(B|Q) = (a,blaba = b,bab = a) olmak (izere Q,B iizerinde sinirh

yerine-yazma sistemidir. Fakatw = abab € B* icin w = (aba)b - b? ve w =

a(bab) - a? iken b? 5z ve a? Sz olacak sekilde bir z € B* var olmadigindan Q
confluent yerine-yazma sistemi degildir. Dolayisiyla Q, B Uzerinde tam yerine-

yazma sistemi degildir.

Tamm 3.8. A bos olmayan bir kiime olmak Uzere R, A Uzerinde bir yerine-yazma

sistemi ve R, ={r € A*|3s € A" icin (r,s) € R} olsun. Eger V (r,s) € R igin
R, N A*rA* = {r}

ve s indirgenemez ise R ye indirgenmis (reduced) yerine-yazma sistemi denir.
Ornegin; (A|R) = (a,bla® = a,b® = 1,ba = ab) icin R,A lzerinde
indirgenmis yerine-yazma sistemi iken (B|Q) = (a, bla = a®b,b>® = 1, ba = ab)

icin @, B iizerinde indirgenmis yerine-yazma sistemi degildir.

Tamm 3.9. A bos olmayan bir kiime ve R, A lzerinde bir yerine-yazma sistemi
olsun. Eger R, indirgenmis ve tam bir yerine-yazma sistemi ise R ye tek simirh
(uniquely terminating) yerine-yazma sistemi denir.

Ornegin; (A|R) = (a,bla® = a,b® = 1,ba = ab) olmak (izere R,A
tizerinde tek sinirl yerine-yazma sistemidir.

(B|Q) = (a,blaba = b ,bab = a) olmak Uzere Q,B ilizerinde smirh ve

indirgenmis yerine-yazma sistemidir fakat yukarida gosterildigi lizere confluent
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yerine-yazma sistemi degildir. Dolayisiyla @, B Uzerinde tek siirli yerine-yazma
sistemi degildir.
(C|Z) ={a,bla = a®b, b3 = 1,ba = ab) icin Z,C iizerinde smrh ve

indirgenmis olmadigindan tek siirli yerine-yazma sistemi degildir.

Tamm 3.10. A bos olmayan bir kiime ve R, A Uzerinde bir yerine-yazma sistemi
olsun. r, # € olmak (zere (r1r2,s1,2), (r2r3,52,3), (r1r2r3,51,2), (rz,sm) € R icin

[(rlrz,sllz),(r2r3,52,3)] ve [(T1T2T3,SL2),(T2,52,3)] swrali ikililerine Overlap

denir.

Yardimc1 Teorem 3.11. A bos olmayan bir kiime ve R, A Uzerinde bir sinirh

yerine-yazma sistemi olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir.

i) R confluentdir.
- . - - *
ii) 7, # e olmak Uzere Vv (r1r2,51,2), (r2r3,52,3) € R igin 51,13 > w ve
*
71523 @ w olacak sekilde bir w € A* vardir ve V (r1r2r3,51,2),

* *
(rz,sm) € R iGin s, @ w Ve 115,373 = w olacak sekilde bir w € 4”
vardir.

iii) Her w € A" icin w nin bir tek indirgenemez formu vardir.

Ispat: Guba ve ark (1996), Teorem 1.1’e veya Squier (1987), Teorem 2.1’e

bakiniz. m

Not 3.12. [(ry7373,512), (72,523)] overlap-leri indirgenmis bir yerine-yazma

sisteminde bulunmaz.
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Ornegin; (A|R) = (a,bla® = a,b® = 1,ba = ab) olmak (izere R,A
uzerinde tek smirli yerine-yazma sistemi oldugundan tim overlap-ler asagidaki

gibidir:

[(a%a,a), (aa? a)],
= [(aa? a), (a%a, )],
Vs = [(1a3,a), (@31, a)],
(b*b, 1), (bb?,1)],
(b?b, 1), (ba,ab)],
(bb?,1),(b%h, 1)],
v, = [(1p3% 1), (B*1,1)],
Vg = [(1(ba),ab),((ba)1, ab)],
Vo = [(ba,ab), (aa?,1)].

Vi =

[
=
=]
=

Tamm 3.13. S bir monoid, {(A|R) de S nin bir monoid takdimi ve R de A (izerinde
tek sinirli yerine-yazma sistemi olsun. Squier (1987), asikar ZS-modul Z nin bir

serbest ¢bziimlemesini
3 8, 9, ¢
P;—>P,->P,—>P,—>7Z-0

seklinde tanimladi. Burada Py, [ | sembolii Uzerinde serbest ZS -modildir ve

&: Py — Z augmentation doniisiimii

el D=1

seklinde tammlidir. P;,V a € A igin [a] sembolleri {izerinde tanimli serbest ZS-

moduldir ve d;: P; = Py, ZS-modiil homomorfizmasi
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0:1(la]) = (a—D[ ]

seklinde tanimlidir. P,, V (r,s) € R igin [r, s] sembolleri {izerinde tanimli serbest

Z.S-moduldir. Her a € A igin a/a 1 A* - Z.A* fonksiyonu
a

%5, =0
Uy, wa)=9/y w)+w (weA)

0y, wb)=0/5 (w) (weA;b#a)

olarak tammlanir ve 6/6 fonksiyonuna tirev denir.
a

Ornegin; A = {a, b, c} ve w = baba?cab olsun. Bu durumda

a/a (w) = b + bab + baba + baba?c
a
a/ab (w) = 1+ ba + baba®ca

a/ac (w) = baba?

olur.

¢:ZA* - ZS  fonksiyonu A* dan S ye tanimlanan dogal monoid
homomorfizminin monoid halkalarma genislemesi olsun. Yani A /Kerll’ =S

olmak Uzere

¢><Z nww) = n¥w)

WEA* WEA*

seklinde tanimlidir. Bu durumda d,: P, = P; , ZS-modiil homomorfizmas1
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0.(Ir,sD = ) ¢ (f”/aa ™) =9/5. (s)> [a]

acA
olarak tanimlanir. Pz, tim [(7’17”2,51,2), (r2r3,52,3)] overlap-leri tizerinde tammli
serbest ZS-modildir. w,u € A* ve u da w nin indirgenemez formu olsun. O
zaman u;, v; € A* vei=1,...,qi¢in (r;, s;) € R olmak Uzere

w = Ui vy = US11 = Uy T Uy — o0 uqsqvq =Uu

seklinde bir dizi vardir. Bu durumda ®: A* — P, fonksiyonu

q
d(w) = z du)lr, s;l
i=1

seklinde tanimli olmak iizere d3: P; = P, ZS-modiil homomorfizmasi

63([(7”17”2»51,2)» (7”27”3»52,3)]) = 7’1[7”27”3»52,3] - [7”17”2»51,2]

+®(T1$2,3) - @(51,21”3)

seklinde tanimlidir.
Ornegin; (A|R) = (a,bla® = a,b® = 1,ba = ab) ve (A|R) takdiminin
tanimladigi monoid S olsun. R nin A tzerinde tek smirli yerine-yazma sistemi

oldugunu biliyoruz. Bu durumda
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R=17ZS = {Znss

SES

Py = {2 ngsl ]

SES

P; = 2 ng,Sqlal + Z ng, Sp[b] 2 N, Sas Z ng,Sp € LS

Sq€S SpES Sq€ES SpES

nSEZ},

nSEZ},

ve

Oilal = (a-DI |
0;[p] = -1 1]

olur.

P, = Z ng,sila® al + Z nsjs]-[b3, 1] + Z ng, Sklba,ab]

S;ES SjES SKES

Ve YsesNs;Sis Lsjes Ns;Sj» Lispes s, Sk € LS dir. (b3,1) ER yi ele alahm ve
3 : a 3y 0 - 0 3y —
[b%,1] ye 0, yi uygulayalim. /aa (%) =0, /aa (1) =0, /ab (b3) =

1+ b + b? oldugundan

9,([b3,1]) = (0—0)[a] + ((b%+ b + 1) — 0)[b]
=%+ b+ 1)[b]

olur.
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Z ng,s; [(a%a,a), (aa? a)] + 2 ng;sj [(aa?, a), (a*a,a)] )
S{ES S;€ES
+ 2 ng, s, [(1a*, a), (@1, a)] + 2 ng, Sm [(b?b, 1), (bb?,1)]
SKES SmES
po=] D nes (075D, Ga,ab)] + Y nys, (667,52, D] |
Sp€S spes
+ Z ng sq[(16%,1), (°1,1)] + Z n, sy [(1(ba), ab), ((ba)1, ab)]
Sq€S SyES
+ 2 ns sy [(ba, ab), (aa?,1)]
\ Sy€ES
Ve Zsies nsisi ) Zs,-es nsjsj ) Zskes nsksk ) Zsmes nsmsm ) anes nsnsn

Zspes nspsp , ques nsqsq , Zsues N, Su » stes ng Sy € ZS dir. (bzb: 1), (ba, ab)

€ R sirali ikililerini ele alalim ve [(b2b, 1), (ba, ab)] ye 05 i uygulayalim;

03[(b?b, 1), (ba,ab)] = b?[ba, ab] — [b3,1] + ®(b%ab) — ®(a)
= b?[ba,ab] — [b3,1] + b[ba, ab]
+[ba, ab] + a[b3,1]
= (b? + b + 1)[ba,ab] + (a — 1)[b3,1]

olur.

]
Squier (1987), R, tek sirli yerine-yazma sistemi oldugunda P > P,

9 @
% p, 3 Py 57— 0 dizisinin tam oldugunu da gosterdi. O halde bu cozimlemeye

Z Q75— tensoOr carpimi uygulanirsa

1®9 1®9 1890 1®
Z®15P3—3> Z®ZSP2—2>Z®ZSP1—1>Z®ZSPO_§Z®ZSZ_>O

seklinde degismeli gruplarin zincir kompleksi elde edilir. (m @ n) € Z Qs Z igin
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mn=1Qmn=mn(1@1)

oldugundan Z Qs Z = Z olur. Ayrican @ Y.ses ngS € Z Qs ZS igin

n®2nss=n2nss®1=Znsn®1=m(1®1),(2nss=mEZ)

SES SES SES SES

oldugundan Z ®ys ZS = Z olur. Boylece i = 1,2,3 olmak lizere Z ®z¢ P; = P;

ve 1 ® 0; = 9; ahnir ise
&' _ 7, 4
P;->P,->P—>7Z-0 (3.1

olur. n ® Y eaXsesnss)lal € Py igin

n® Z (Z nss> [a] = 3 (nZ nss> ® [a]

a€A \seS SES

Q

oldugundan P;, {(1 ® [a]):a € A} kimesi (zerinde serbest degismeli gruptur.
Benzer sekilde P,, {(1 & [r,s]):[r,s] € R} kimesi (zerinde serbest degismeli
grup ve Ps, {1 ® [(7‘17‘2,51,2), (r2r3,52,3)]:(7”11”2,51,2), (r2r3,52,3) € R} klimesi

tizerinde serbest degismeli gruptur. 1 ® [a] € P; olsun. Bu durumda
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0,1Q®[a) =1QG@-D[ 1=1-C@-D)Q[ 1=0-DQ[ ]
0Q®[ ]=0

oldugundan

olur.w € A* ve a € A igin w daki a - larin sayis1 ||w,|| ile gosterilsin.
Ornegin; A = {a,b,c,d}vew = aba?bc olsun. O zaman |lw,|l =
3, lwpll = 2, llwell = 1, llwgll = 0 dur.

05([r,s]) = Daea @ (a/aa r) — a/aa (s)) [a] seklinde tammli idi. Eger

r ve s hi¢ a icermiyorsa a/a (r) — 6/6 (s) =0 dir. Genelligi bozmaksizin
a a

kabul edelim ki r,k tane a igersin ve s hic a icermesin. O halde w; €
(A\{a})* (i=1,..,k+1) icin r=wjaw,a - wrawg;, seklindedir. Bu

durumda a/(') (r) = wiawya - awy + wiaw,a - awg_q + -+ wiaw, + wy =
a

a/aa (r) — a/aa (s) olur. Dolayisiyla ¢ (a/aa r) - a/aa (s)) =5 +Sy 44

s, olacak sekilde s; € S vardir. Boylece

1@ [r,s]) =1®)AI[rs])
=1Q® sy +s, 4+ sp)a]
=k ® [a]
=k(1® [aD

olur. Benzer sekilde r nin ve s nin her ikisinin de a icermesi durumu da

gosterilebilir. Bu durumda
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2,(1r,sD = ) (lrlla — llsllo)lal

a€eA

olur. ®(w) = ¢(uy)[ry, s11+ -+ ¢(ug) |7y, 54] seklinde tanimli idi. O halde

o(w) = 1®zq:¢(ui)[7‘i' 21 d(w) Q [ry,s 2(1® [ri,s
i=1

olup 1 ® [(172,512), (1273, 523)] € P5 igin

53(1 ® [(7”17”2»51,2)» (7”27”3»52,3)]) =1Q 63)(1 X [(7‘17”2»51,2)» (7”27”3»52,3)])
=1Q (T1[7”27”3»52,3] - [7”17”2»51,2]

+CD(r152,3) — d)(sl,zr3))
oldugundan

6_3([(7”17”2»51,2)» (7”27”3»52,3)]) = [7”27”3»52,3] - [7”17”2»51,2] + 6(7”152,3) - 6(51,27”3)

olur.

Biz notasyonda kolaylik olmas1 agisindan P; yi Va € A icin [a] sembolleri
tzerinde, P, yi V (r,s) €R icin [r,s] sembolleri Uzerinde ve P; yi tim
[(7”17”2,51,2), (r2r3,52,3)] overlap-leri {izerinde tanimli serbest degismeli grup
olarak kabul edecegiz.

Ayrica w =ay - a,, € A" icin C(w) =[ay, ..., a;,] seklinde bir liste
olarak tanimlansin.

Ornegin; w = aba? icin C(aba?) = [a, b, a, a] olur.
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Ornek 3.14. (A|R) ={(a,bla® =1,b® =1,ba = ab) olsun. Rnin, A
iizerinde tek sinirli yerine-yazma sistemi oldugu aciktir. Oncelikle Kerd, icin bir

lirete¢ kiimesi bulalim:

Kerd, = { Z Ners) [T, s] € P[0, ([r,s] = 0)

(r=s)eRr

seklinde tanimli oldugundan n;,n;,n, € Z olmak lizere w = n; [a3,1] +
n;[b3, 1] + ni[ba, ab] € P, i¢in w € Kerd, olsun. Bu durumda 9d,([a3,1]) =
3[a], 9,([b3,1]) = 3[b] ve d,([ba, ab]) = 0 oldugundan

d,(w) = 3n;[a] + 3n;[b] =0

ong = n; = 0
olur. O halde
Kerd, = ([ba, ab]) = {n[ba,ablln € Z} = Z

olur. Simdi imd; igin bir iiretec kiimesi bulalm. Oncelikle tiim overlap-leri

belirleyelim:

= [(aa? 1), (a%a, 1)
V, = [(a%a,1), (aa? 1)
(1a3,1), (a®1,1)],
(bb?,1), (b*b, 1],

]
]

1,
1,
=
Ve=1
= [(b*b, 1), (bb*, 1)
= [(1p%, 1), (b°1,1)],

)
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vV, = [(1(ba),ab),((ba)1, ab)],
Vg = [(ba,ab), (aa?,1)],
Vo = [(b?b, 1), (ba, ab)].

ima_3 = (53([(7'17'2, 51,2), (T‘ZT‘3, 52,3)])|(T‘1T2, 51,2), (r2r3,52,3) € R) Oldugundan

0;(V) =[a? 1] — [a®, 1] + P(a) —D(a) =0
03(V2) = [a® 1] = [a®,1] + P(a®) = P(a®) = 0
0;(V3) = [a3,1] — [a3,1] + P(a) — P(a) =0
0;(Vy) = [b3,1] = [p3,1] + ®(b) — P(B) =0
0;(Vs) = [b3,1] — [b3,1] + (%) — P (H?) =0
3:(Ve) = [p31] — [b3,1] = 0

1] — [ba, ab] + ®(b) — ®(aba?)

a3,1] — [ba, ab] — 2[ba, ab] — [a3, 1]

—3[ba, ab]

03(Vy) = [ba,ab] — [b3,1] + ®(b%ab) — ®(a)
= [ba, ab] — [b3,1] + 2[ba, ab] + [b3,1]
= 3[ba, ab]

[
[
53 (V) = [ba, ab] — [ba, ab] + ®(ab) — ®(ab) =0
= [3,
[

olup
imd; = ({3[ba, ab], —3[ba, ab]}) = (3[ba, ab])

olur. O halde
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Kerd,

Hz(S) = im6_3

oldugundan

H,(S) = ([ba,ab]|3[ba,ab] = 0,—3[ba,ab] = 0)
= ([ba, ab]|3[ba,ab] = 0) = /5, = 7,

esitligi elde edilir.

Onerme 3.15. G bir grup, (A|R) G nin bir grup takdimi ve G’, G nin komiitator

altgrubu olsun. Bu durumda

G/~ =(AIR,ab = ba (Ya,b € A))
seklindedir.
Ispat: Johnson (1990), Béliim 6, Onerme 1’ bakiniz. m

Ornegin; Q = (a,blaba = b, bab = a) olsun. Bu durumda

Q/Q, = (a,blaba = b,bab = a,ab = ba)

= (a,bla’b = b,b*a = a,ab = ba)
=(a,bla? = 1,b?> = 1,ab = ba)
= abg(a, b|2a = 0,2b = 0)

olur.
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Yardimei Teorem 3.16. R, A Uzerinde tek sinirli yerine-yazma sistemi olmak uzere
(A|R) monoid takdimi S monoidini tamimlasin. Ayrica G, (A|R) takdiminin

tammladig1 grup ve G', G nin komUtator altgrubu olsun. Bu durumda
Hy($) = H,(6) =5/
olur.

ispat: 8, = 0 oldugundan Kerd; = P, = (4) olur. imd, = (9, ([r,s]|(r,s) € R)
ve 0;([r, s]) = Xaealllrlla — lIsllo)[al oldugundan

D Uirlla — lslllal =0 (5 € R)

a€A

H(8) =H,(6) =C/pr = <A

olur. m
(A|R) ve (B|Q) monoid takdimleri sirasiyla S ve T monoidlerini tanimlasin

ve R, A lzerinde ve Q da B Uzerinde tek sinirli yerine-yazma sistemi olsun.
Yardimct Teorem 3.16 dan Vb € B igin

H,(S) = <[ba, ab](a € A)

Z(Ilrlla — lislla)[ba,ab] =0 ((r,s) € R)>
a€eA
ve Va € Aigin

H,(T) = <[ba, ab](b € B)

D ully = lIvll,)ba,ab] = 0 ((w,v) € Q)>

bEB
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olur. Ayrica G = abg(aq,..,arlm;a;=0,1<i<k) seklinde ve H=

abg(bl, ...,bl|n]~b]~ =0,1<j< l) seklinde tanimlansm. Bu durumda

G ®zH=abg((a,h),(1<i<k1<j<D

m;(a;, b;) = o>

Tl]' (al-, b]) =0
olur.

Yardimcr Teorem 3.17. (A|R) ve (B|Q) monoid takdimleri sirasiyla S ve T

monoidlerini tanimlasin. Bu durumda [4, B] = {[ba, ab]:a € A,b € B} i¢in

H1(5) Xz H1(T) = ([A, B]

Z(Ilrlla — lIslla)[ba,ab] =0 (b € B,(r,s) €R)

a€cA

Z(Ilullb — lvllp)[ba,ab] =0 (a € 4, (u,v) € Q))

bEB

olur.
Ispat: Johnson (1990), Boliim 6’a bakiniz. m

Onerme 3.18. (A|R) ve (B|Q) monoid takdimleri sirasiyla S ve T monoidlerini

tanimlasin. Bu durumda
(AUBIRUQ U {(ba=ab):a€A,b € B})
takdimi S x T direkt ¢arpimini tanimlar.

Ispat: Johnson (1990), Bolim 4, Onerme 4’e bakiniz. m
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Yardimcr Teorem 3.19. (A[R) ve (B|Q) monoid takdimleri sirasiyla S ve T
monoidlerini tammlamak Uzere R, A Uzerinde ve Q da B (izerinde tek sinirli yerine-
yazma sistemi olsun. 3=AUBve R=RUQU {(ba=ab):a €A, b€ B} igin

S X T = (J|R) olup R, I lizerinde tek sinirl yerine-yazma sistemidir.

Ispat: w € 3* = (A U B)* olsun. Eger w € A" ise R, A iizerinde sinirli oldugundan

(r;,s;) € Rveu;,v; € A% i =1,..,molmak lizere
W = U Vg = US1V] = UpTpVy = o = Uy SpUm = W

sonlu dizisi vardir.
Eger w € B* ise Q, B iizerinde simrli oldugundan (m;,n;) € Q ve pj,q; €

B*,j =1,...,t olmak Uzere

W = qmyp1 > 1Ny P1 = qaMyPy > - > QNP =W

sonlu dizisi vardir.

w=w W, olmak Uzere Iw;€B*vedw; €A*(1<i#j<m)
olsun. Bu durumda {(ba, ab):a € A, b € B} iliskileri gerektigi kadar kullamlarak
u=a™--a,"r vev= b1k1 ---bsks icin w = uv olur. R ve Q sirasiyla A ve B
Uzerinde tek smirli yerine-yazma sistemi oldugundan w’,u nun indirgenemez

* *
formu ve w"',v nin indirgenemez formu olmak Uzere u —» w've v — w" olur.

Boylece w'w" € (A U B)* indirgenemez olup

*

W N W,W”
sonlu dizisi vardir. O halde R, 3 lizerinde sinirlidir.
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R ve Q sirasi ile A ve B lizerinde indirgenemez oldugundan V (r,s) € R ve
V(u,v) €Q icin s ve V indirgenemez olup V (ry,s;),(r2,52) ER ve
V (uq,v1), (uy, v5) € Q igin 1y ile r, ve uy ile u, birbirlerinin alt kelimesi degildir.
Eger a€ A ve s=a;--a, € (A\{a})* olmak (zere (a,s) € R ise Tietze
Doéniigtimlerini uygulayarak (a, s) iliskilerini atariz. Eger a € A ve s = ryar, € A*
ise (a,s) & R dir. Cinkii (a,s) €ERise a - rjar, - rZar? - - > rf'ar} - -
dizisi sonlu olmayip bu R nin simrli olmasi ile gelisir. O halde R de (a,s) seklinde
iliskiler yoktur. Benzer sekilde Q da (b,u) seklinde iliskiler yoktur. Bdylece
Va € A, Vb € B icin (ba, ab) ikililerinde ab € (A U B)* indirgenemezdir. Ayrica
V(pi,q;) ERUQ U {(ba =ab):a €A,b € B} igin p;-ler birbirinin alt kelimesi
degildir. O halde R, indirgenmis yerine-yazma sistemidir. Simdi overlap-lere

bakalim;

V(T1»7”2,7”3) = [(7”17”2»51,2)» (7”27”3»52,3)] ((717”2»51,2)» (7”27”3»52,3) € R)

V(ul,u2,u3) = [(u1u2»171,2)» (uzus»vz,s)] ((u1u2»171,2)» (uzus»vz,s) € Q)
V(r,a,b) = [(ba,ab),(ar,s)] ((ar, S)ERa€ADbE B)
V(u,a,b) = [(ub,v),(ba,ab)] ((ub, v) EQ,a€ADbE B)

olmak Uzere R tek smirh yerine-yazma sistemi oldugundan V(rl, rzlr3) icin
(r171)13 = S1213 > wver; (rp13) 5 1153 > W
olur. Q tek sinirlt yerine-yazma sistemi oldugundan V(ul, uzlu3) icin
(W uzlus = vyuz > w' ve uy (Uzuz) = ugvyz > W'

olur. V(r,a, b) igin
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(ba)r —» (ab)r = a(br) 5 a(rb) = (ar)b - sbve b(ar) — bs 5 sh

olur. V(u, a, b) igin

(ub)a » va 5 avve u(ba) - u(ab) = (ua)b 5 (aw)b = a(ub) - av

olur. Boylece Yardimci Teorem 3.11 den RUQ U{(ba = ab):a € A,b € B}
confluent olup ayni zamanda bir tam yerine-yazma sistemi olur. O halde R,3J

uzerinde tek sinirli yerine-yazma sistemidir.

Teorem 3.20. (A|R) ve (B|Q) monoid takdimleri sirasiyla S ve T monoidlerini
tanimlamak Uzere R, A Uzerinde ve Q da B lizerinde tek sinirli yerine-yazma

sistemi olsun. O zaman
Hy(S X T) = Hy(S) x Hp(T) % (H,(S) ®z Hy(T))
olur.

Ispat: Yardimcir Teorem 3.19 da verilen S x T (izerinde ki RU Q U {(ba =
ab):a € A,b € B} tek sinirh yerine-yazma sistemine (3.1) zincir kompleksini

uygulayalim.

S X T nin ikinci homolojisi H,(S X T) = Kerd, imd yi hesaplamadan
3

once S ve T nin ikinci homolojisini bulalim. S nin ikinci homolojisini hesaplamak
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zincir kompleksini ele alalim.

Kerézls = 2 n(rls)[r,s] Epzls a_zls 2 n(r,s)[T,S] =0, ve

(r=s)Er (r=s)er

imd; ; = <6_3|S([(r1r2,51,2), (r2r3,52,3)])|(r1r2,s1,2), (ro73,803) € R>

olmak (zere Kera_zls nin baz elemanlarinin kiimesi X ve im53|5 nin baz

elemanlarinin kiimesi Y5 ise

H, (5) = K0 = (X;|Ys = 0 3.2
,(5) = /im53|5=<s|s— ) (3.2)
olur. T nin ikinci homolojisini hesaplamak i¢in
03 9> 0,

— IT = IT = T

P3|T — leT — P1|T —Z -0
zincir kompleksini ele alalim.

Keréle = 2 N(yw) [u, 17] € leT a_le 2 N(yv) [u, 17] =0; ve

(u=v)eQ (u=v)eqQ

im6_3|T = <53|T([(u1u2,v1,2), (uzus'172,3)])|(u1u2'171,2)' (upus, vp3) € Q>
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olmak (zere Kerf)_le nin baz elemanlarmin kiimesi X ve im6_3|T nin baz

elemanlarinin kiimesi Y ise

Kerd,
= IT - = =
H, (T) = /im63|T = (XT|YT 0) (3.3)

olur.
Kerd, icin bir iiretec kiimesi bulalim. a € KerP, ise N(r s) N(uw) Nap) €

Z olmak Uzere

a= Z ngslr sl + Z N [wv] + z N(a,p)[ba, ab]
(r=s)er (u=v)eqQ a€AbEB

seklindedir. « € Ker d, oldugundan d,(a) = 0 dur.

a_2 (a) = a_2 2 N(rs) [T', S] + a_2 2 N(y,v) [u: 17]
(r=s)€R (u=v)€eQ

+52< Z Neap)lba, ab])

a€A,beB

olup 9,([ba, ab]) = 0 oldugundan

0,(a) =0 < 0, Z Neslr,s] | = 0ve 0, Z Newwlu, v] | =0

(r=s)Er (u=v)eQ
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olur. Bu denklemlerden sirasi ile Kera_zls icin X Grete¢ kiimesi ve Keréle icin Xp

ureteg kiimesi elde edilir. O halde X = X5 U X1 U {[ba,ab]:a € A, b € B} olmak

Uzere
Ker 9, = (X)

olur.
Simdi Yardimc1 Teorem 3.19 un ispatinda verilen overlap-leri kullanarak

serbest degismeli grup ima; igin bir iiretec kiimesi bulalim;

03 (V(rl,r2,r3)) = imd3
03 (V(ul,uzlu3)) = imd3,,
95(V(r,a,b)) = [ar,s] — [ba, ab] + ®(bs) — ®(abr)

= [ar,s] — [ba, ab] + Z [bc, cb]

cec(s)
- 2 [bc, cb] — [ar, s]
cec(r)
= Z [bc, chb] — Z [bc, cb]
cec(s) cec(ar)
= sl = llarllo) [be, cbl
CEA

95(V(w,a,b)) = [ba,ab] — [ub,v] + ®(uab) — d(va)

= [ba, ab] — [ub,v] + Z [da, ad]

dec(u)
+[ub,v] - Z [da, ad]
dec(v)
= Z [da,ad] — Z [da, ad]
dec(ub) dec(v)
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= > (lubllg — Ivllg) [da, ad]

d€EB

olupVa€e A; beB; (r=s) €R; (u=v) € Q igin

{Ys, Ve, ) irlla = lslla)ba,abl, ) (lully = lIvll,)[ba, ab]

acA beEB

kiimesi imd; icin bir (iretec kiimesi olur. [4, B] = {[ba,ab]la € A,b € B} ve
a€A; beB;(r=s)€Rve(u=v)e Q olmak lizere

Kera,

” B]‘ Yo =0,Y; =0, )
" Yaealllrlle = lIsll)[ba, ab] = 0, Xpep(llully, — llvllp)[ba, ab] = 0

Yaealllrlla = lIslla)[ba, ab] = 0
Yyes(lully — llvllp)[ba, ab] = 0

=<X5UXTU

= (Xs|Ys = 0) X (X7 |Y7r = 0) x ([A, B]

olur. O halde Yardimci Teorem 3.17 ve Esitlik (3.2) ve (3.3) den

Hy(S X T) = Hy(S) X Hy(T) x (Hy(S) ®7 Hy (T))

olur.
Ornek 3.21. x3 = x?2 olmak lizere mertebesi 2 olan sifir yarigrubuna birim eleman

1 eklenerek elde edilen S = {1,x,x2} monoidini gdz Oniine alalim. Acikca

(ala® = a?) monoid takdimi S monoidini tanimlar.
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(x,ylx3 =1,y% = 1,yx = xy) monoid takdiminin belirledigi monoid T
olsun. Bu durumda S ve T monoidlerinin direkt ¢arpimu S X T nin ikinci
homolojisini Teorem 3.20 yi kullarak hesaplayalim.

S sifir yarigrup oldugundan her n > 1 igin H,(S) = {0} (Ayik ve ark.,
(2000a)) olur. Ayrica Ornek 3.14 den H,(T) = Z5 ve Yardimci Teorem 3.16 dan
H,(T) = Z5 X Z5 olur. O halde

Hy(S X T) = Hy(S) X Hy(T) X (H.(S) ®z Hy(T))
= {0} X Z3 X ({0} ®z (Z3 X Z3))

=73

olur.

55



3. YERINE-YAZMA SISTEMLERI Melek YAGCI

56



4. MONOIDLERIN SCHUTZENBERGER CARPIMININ IKINCI (TAMSAYI)
HOMOLOJIiSI Melek YAGCI

4. MONOIDLERIN SCHUTZENBERGER CARPIMININ iKINCi
(TAMSAY1) HOMOLOJISI

Tamm 4.1. S ve T iki sonlu monoid olmak lzere S X T kartezyen ¢arpiminin tiim
altklimelerinin kiimesi P(S x T) ile gosterilsin. X € P(SXT),s € Svet € T igin

sX ve Xt kimeleri asagidaki gibi tanimlansin:

sX ={(sx, »)|(x,y) € X}ve Xt = {(x,y0)|(x,y) € X}.
Bu durumda S x P(S x T) x T kiimesi, tizerinde tanimlanan
(51, X1, t1) (52, X3, t2) = (5152, 51X, U Xqt, tht)
ikili islem ile bir yarigrup olur. Ustelik (1g,®, 17) bu yarigrubun birim elemani
olup Sx P(SxXT)XT bir monoid olur. Bu monoide SveT monoidlerinin
Schiitzenberger ¢arpimu denir ve S ¢ T ile gosterilir.
Eger S sonlu takdim edilebilir bir monoid ise uzunluk-azaltan siralama ile

S tam sirali bir kiimedir. Bu bolimde S ve T yi iyi sirali monoidler olarak kabul

edecegiz. Budurumda S x T kartezyen ¢arpimui da
(s, t) < (s, t')=os<s'yadas=s"ikent <t
siralamasi ile tam siralidir.
(A|R) ve (B|Q) (A ve B ayrik kiimeler) monoid takdimleri sirasi ile S ve T
monoidlerini tamimlasin. Bu durumda

C= {Cs,t|s ES,te T} ve
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((c2 = cst (SEStET) \
| CopCoryr = CsrprCsp ((',87) < (5,8) €S XT) |
Z = { acg = Casta(a€AsES tET) }
| ccb = bcsiy (hEB,seS,teT) |
\ ab = ba (a €A b€ B) )

olmak tizere (A U B U C|R U Q U Z) takdimi, Urete¢ kiimesi
{(a, (Z)p 1T)I (151 Q), b), (155 {(S, t)}l 1T)|a € A; b € BI (SI t) € S X T}

olan S ¢ T yi tammlar. (Ispat igin Howie ve Ruskuc (1994), Teorem 3.2’¢ bakiniz.)

Notasyonda kolaylik olmasi agisindan mg:A* = S ve mp: B* = T dogal
homomorfizmler olmak Uzere cr(a)s: YErine cusr Ve Cstrp(p) YENiNE Cgpp
yazacagiz. Boylece r,p € A*S ve u,v € TB* olmak Uzere r = p ve u = v iliskileri

sirast ile S ve T de saglaniyor ise ¢, 4, V€ Cp,, aym kelimelerdir.

Yardimcr Teorem 4.2. S ve T iki sonlu monoid olsun. R, A (zerinde ve Q,B
tizerinde tek simrli yerine-yazma sistemi olmak tizere (A|R) ve (B|Q) sirasiyla S ve
T nin sonlu monoid takdimleri olsun. Yukaridaki notasyonlarla RUQ U Z ,

A U B U C lizerinde tek sinirl yerine-yazma sistemidir.

Ispat: w € (AU B U C)* olsun. w;w,ws , w nin indirgenemez formu olmak (izere
wy, Wy, Wy sirastyla B, C ve A Uzerinde indirgenemez kelimelerdir. R U Q U Z nin

sinirli ve indirgenmis oldugu agiktir. Simdi tiim overlap-leri bulalim.

Vi = [(7’17”2»291,2)» (7”27”3»172,3)],
V, = [(ra, p): (acs,tv Cas,ta)];
V3 = [(ra" p): (abl ba)]l

Vy = [(u1u2» 171,2)» (uzus, 172,3)],
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Vs = [(Cs,tcs,t' Cs,t)' (Cs,tcs,t: Cs,t)],

Vs = [(cseCsier sie)s (Csicsrpn s prese)] (87,6 < (5,0)),

v, = [(Cs,tcs,t: Cs,t): (Cs,tb: sz,tb)].

Vg = [(CS,tCs’,t"Cs’,t’CS,t)' (Cs’,t’cs’,t"cs’,t’)] ((s’, t') < (s, t)),
Vo = [(csCsr 1,5 prCst ), (Cgr regm g e encg )] ((87,87) < (s',¢) < (s,1)),
Vio = [(CS,tCs’,t"Cs’,t’CS,t)' (Cs’,t'b'bcs’,t’b)] ((s’,t’) < (s, t)),
Vi1 = [(acse) Case@), (esecser s,

Viz = [(acst Cas,ea), (CseCsrpr 5 prcse)] (87, 87) < (s, 1)),
Vi3 = [(acslt,caslta), (Cs,tb: sz,tb)].

V4 = [(Cs,tb: bcs,tb): (bu, 17)],

Vis = [(ab, ba), (bu,v)]

olur. Burada a € A;b € B; (ra = p), (ryry = P1,2)' (rors = p2,3) ER; (bu =),
(wuy = 1), (upus = v,3) € Q; (5,0),(s', ), (s",t") €SXT dir. R tek
sinirli yerine-yazma sistemi oldugundan V; iginw € A* olmak Uzere

(ryr)rs = D123 2> WVE r1(rer3) = "p23 2w

olur. 7, igin

* *
(ra)cs,t = PCst ™ CpstP VE r(acs,t) = TCqs,t@ ™ Cras,t(ra) = Cps,tD

olur. V5 icin

(ra)b - pb 5 bp ver(ab) - rba 5 b(ra)-bp

59



4. MONOIDLERIN SCHUTZENBERGER CARPIMININ IKINCI (TAMSAYI)
HOMOLOJIiSI Melek YAGCI

olur. Q tek sinirh yerine-yazma sistemi oldugundan V, icin w’ € B* olmak lizere

(ugup)uz - U12U3z = w' ve uy (upuz) = U1Vz3 = w'
olur. V5 icin
(Cs,tcs,t)cs,t = CstCst = Cs ¢ VE Cs,t(Cs,t Cs,t) = CstCst ™ Cst
olur. Vg igin (s',t") < (s, t) olmak tizere

(Cs,tcs,t)cs’,t’ = Cs,tCgl ¢! > Cgl 11Cst VE

Cs,t(cs,tcs’,t’) - (Cs,tcs’,t’)cs,t — Cs’,t’(cs,tcs,t) = Cs’,t’cs,t
olur. 7 icin
(Cs,tcs,t)b - Cs,tb - bcs,tb ve Cs,t(cs,tb) - (Cs,tb)cs,tb - b(cs,tbcs,tb) - bcs,tb

olur. Vg igin (s',t") < (s, t) olmak tizere

(CS.tCs',t')Cs',t' - Cs’,t’(cs,tcs’,t’) - (Cs’,t’cs’,t’)cs,t = Cgr t1Cst VE

Cslt(CSl,thSl,tl) = CS,tCSI,tI = Cs’,t’cs,t
olur. Vg igin (s”,t") < (s',t") < (s,t) olmak Uzere

(Csltcsl,tl)csll,tll e d Csl,tl (CS,tCSII,tH) = d (Csl,tlcsll,tll)cslt e d Csll,tllcsl,tlcslt ve

Cslt(csl,tlcsll,tll = (Csltcsll,tll)csl,tl = Csll,tll(CS,tCSl,tl) = Csll,tllcsl,tlcslt
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olur. Vy4 igin (s', t") < (s, t) olmak tizere

(Cs,tcs’,t’)b - Cs’,t’(cs,tb) - (Cs’,t’b)cs,tb - sz’,t'sz,tb ve

Cs.t(cs',t'b) - (Cs,tb)cs’,t'b = bCstpCst 1y = DCyr 175 Cs tp
olur. V;4 icin

(aCs,t)Cs,t - Cas,t(acs,t) - (Cas,tcas,t)a = Cgs,t@ Ve

a(cs,tcs,t) = QACst = CgstA
olur. V;, igin (s', t") < (s, t) olmak tizere

(acs,t)cs’,t’ - Cas,t(acs’,t’) e (CaS.tCas’,t')a = Cas' t'Cas,tA VE

a(CS.tCs’,t’) - (acy ¢1)Csp = Cas’,t’(aCS.t) = Cqs' t'Cast@

olur. V;5 icin
(acs,t)b - Cas,t(ab) - (Cas,tb)a - bcas,tbave

a(cs,tb) - (ab)cs,tb - b(acs,tb) - bcas,tba

olur. V,, icin
*
(Cs,tb)u - bcs,tbu - (bu)cs,t(bu) = VUCstp VE
Cs,t(bu) = CstV = VCsty

olur. V;5 icin
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(ab)u = b(aw) 5 (buw)a - vave

*
a(bu) - av > va

olur. Boylece Yardimci Teorem 3.11 den RU Q U Z confluent olur. O halde

RUQUZ, AU B U C iizerinde tek smirl yerine-yazma sistemidir. m

Teorem 4.3. S ve T sonlu takdim edilebilir monoidler olmak lzere
Hy(S 0 T) = Hy(8) X Hp(T) X (H1(S) ®z Hy(T))
olur.

Ispat: Yardimc1 Teorem 4.2 de verilen A U B U C lizerinde ki R U Q U Z tek smirli
yerine-yazma sistemini ele alalim ve R U Q U Z tek sinirli yerine-yazma sistemine

(3.1) zincir kompleksini uygulayalim.

SO T nin ikinci homolojisi H,(S ¢ T) = Keraz/ima_ yi hesaplamadan
3

once kabul edelim ki Kerdy,{X;|i € I} kumesi Uzerinde; imds, {¥;|j € J}
kiimesi (zerinde; Keréle,{Uklk € K} kiimesi Uzerinde; im53|T, (Wl € L} kiimesi

Uzerinde serbest degismeli gruplar olsun. Bu durumda

Kero.
H,(S) = er le/im53|5 =(X; ieD|y,=0,Ge)) ve

Kero.
Hy(T) = er ZlT/im0_3|T (Up (k €)W, =0,(l €L))
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olur. Yardimci Teorem 4.2 nin ispatinda ki overlap-leri kullanarak serbest

degismeli grup ima; igin bir iireteg kiimesi bulalim;

a_S(VI) = ima—3|5
a_S(VZ) = [acs,tv Cas,ta] - [ra, p] + a)(rcas,ta) - CT)(pCs,t)

(V) = Z [ab, ba] — Z [ab, ba]

aec(ra) a€c(p)
03(Vy) = im53|T
93(Vs) =0
05(Ve) = [Cs,tcs’,t"cs’,t’cs,t]

6_3(V7) = [Cs,tbvbcs,tb] - [Csz,tics,t] + [Csz,tb'cs,tb]

05(Vg) = _[CS.tCs’,t"Cs’,t’Cs,t]
6_3(V9) =0
6_3(V10) = _[Cs,tcs’,t"cs’,t’cs,t] + [Cs,tbcs',t’b'Cs',t'bCS.tb]

05(V11) = [c2p €] = [acs s Caseal = [€ds s Casi]

03(V1,) = [Cs,tcs’,t"cs',t'cs,t] - [Cas,tcas’,t"Cas',t’cas,t]

05(V13) = [cth, besep| — [acs e caseal + [acs en, Cas,ea] = [Cas,ehs bCas b ]
05(V14) = —[cs b, bes ]| + @(csev) — D (g put)

3:(hs)= ) labbal— Y [ab,ba]
pec(v) bec(bu)

olmak lizere a € A; b € B;s,s' € S;t,t' € T,(ra=p) € R; (bu =v) € Q igin

W(ra,p) = 2 [ab, ba] — 2 [ab, ba],

a€ec(ra) aec(p)
wW(bu,v) = 2 [ab, ba] — Z [ab, ba],
bec(v) bec(bu)
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W(a, S, t) = [C_?,tlcs,t] - [acs,t' Cas,ta] - [Cczls,tlcas,t]'

W(b,S, t) = [Cs,tb' bcs,tb] - [C.?,tlcs,t] + [C.?,tb'cs,tb]'

wW(s',t',s,t) = [CS,tCs’,t"Cs',t’CS,t] ((s’,t’) < (s, t))

olsun. jeJ;lelL;a€A;beB;s,s'€S;t,t' eT;(ra=p)€eR;(bu=v)€Q

ve (s',t") < (s,t) icin

(v, W, W(ra,p), W(bu,v), W(a,s,t), W(b,s,t), W(s',t',s, )}

kiimesinin serbest degismeli grup imds igin bir iireteg kiimesi oldugunu gosterelim.

r=a;-apVep =aj-an(aq, .., ay ay, ..., a, € A) olmak tzere

WO = W(am: as, t),

Wi = W(am—i, Gm1—i = amas, t) 1 <i<m-—1),
WO’ = W(a‘l,"l_l S' t)l

W) = W (@), g @hs,t) A S j<n—1)

olsun. Bu durumda

53 (VZ) = [acs,tv Cas,ta] + a)(rcas,ta) - CT)(pCs,t)

= [acs,tv Cas,ta] + [amcas,tv Camas,tam]

m-1
+ [am_icam+1—i---amas,t’ Cam—i---amas,tam_i]
i=1
n-1
- a,_:c c a,
n—j a;lﬂ_]-«--a;ls,t' a;l_]-«--ahs,t n—j
j=1

- [a;lcs,t' Cahs,ta;l]
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n-1
m—1
=—W(a,s,t)+ZW]-’—2 w;
- i=0
Jj=0

olmak Uzere d5(V,), W(a,s,t) -lerin lineer kombinasyonu olarak yazlabilir.

Benzer sekilde d5(V;4) de, W(b, s, t)-lerin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

Ayrica,

03(V3) = W(ra,p)
0;(Vg) = W(s',t',s,t)
03(V;) = W(b,s,t)
0;(Vg) = —W(s',t',s,t)
05(Vip) = —W(s',t',s,t) + W(s',t'b, s, th)
0;(V11) = W(a,s,t)
0;(Vyp) = W(s',t',s, t) — W(as',t',as, t)
0;(Vi3) = W(b,s, t) + W(a,s, t) —W(a,s,th) — W(b,as, t)
53(V15) = W(bu,v)

olacak sekilde yazilabilir. Simdi Kerd, igin bir iireteg kiimesi bulalim. Va € P, ve

tiim katsayilar tamsay1 olmak tizere

a= Z agslr sl + Z A [wv] + Z A(q,p)[ab, ba]

(r=s)€ERrR (u=v)eqQ a€A,bEB
+ a [CZC]+ At ot [C CIICIIC]
(s,t)1Cs,tr Cs,t (s"t"st)lstCs tr st Est
SES,tET (s, tN<(s,t)eSXT

+ 2 A(a,s,t) [acs,tv Cas,ta] + 2 A(p,s,t) [Cs,tbv bcs,tb]

a€A,SES,LET bEB,SES,tET

seklinde yazilir. Bu durumda
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a € Kerd, & 0, Z agslr,s] | =0, 0, Z Al v] | =0ve

(r=s)Er (u=v)€eqQ

> aeolese + ) @sollese] = [case)) + ) aso(ese] = [esn]) = 0.

SES,tET a€cA bEB

02 (Zr=s)er @r5)[1,51) = 0 ve 85 (T (u=vyeq Xum[w, v]) = 0 denklemlerinden
sirast ile Kerd, g icin {X;|i € I} Ureteg kiimesi ve Kerd, . icin {Uy|k € K} Ureteg

kiimesi elde edilir. Simdi V(s,t) € S X T igin son denklemi tekrar hesaplayalim:

Ast) = — Z A(ast) — 2 A(p,s,t) + 2 a(allsl,t) + 2 a(bllslt:) (4.1)

a€A beB a'€eA,;s'es b'eB,t'eT
a's'=s t'p'=t

olmak Uzere kabul edelim ki (g = 1 ve Esitlik (4.1)’in sag tarafindaki tim

degiskenler sifir olsun. Bu durumda a(s¢) = —1 Ve a(q5) = 1 olur. Boylece
Wi(a,s,t) = [acs,tvcas,ta] - [Csz,tics,t] + [Cczls,ticas,t]

ve benzer sekilde
Wy(b,s,t) = [cseh, begep| — [c2e 5] + [Csz,tbvcs,tb]

uretecleri elde edilir. O halde i€l;k € K;a € A;b € B;s,s' €S;t,t' €T ve

(s',t") < (s,t) olmak Uzere
{Xl-, Uy, [ba,ab],W;(a,s,t), W,(b,s,t), [CS,tCs’,t" Cs’,t’CS,t]}
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kiimesi Kerd, icin bir (ireteg kiimesi olur.

Yukarida verilen W, (a, s, t), W (b, s, t) ve [CS,tCs’,t"Cs',t’CS,t] imad; icin
bulunan {irete¢ kiimesinde de bulundugundani € I;k € K;a € A;b € B;j € ;1 €
L;(ra=p) €R;(bu =v) € Q igin

H,(S0T) = (Xl-, Uy, [ab, ba]|Y}- =0,W,=0,W(ra,p) =0,W(u,v) = 0)
= H,(S) X H,(T) x ([ab, ba]|W (ra,p) = 0, W (bu,v) = 0)

olur. Yardime1 Teorem 3.17 den
([ab, bal(a€ A b€ B)|W(ra,p) =0,W(bu,v) =0 ((ra,p) € R, (bu,v) € Q)>
ifadesi H; (S) ®yz H,(T)’e esittir. Boylece
Hy(S O T) = Hy(S) X Hy(T) X (H1(S) ®z Hy(T))

olur. m

SO T Schiitzenberger carpimi, S X T nin ve S X T (zerindeki serbest
yarilatisin bir ¢esit carpimi olarak diisiiniilebileceginden Ayik ve arkadaslarinin
(2000a) kamtlams oldugu Onerme 3.1 den ve H,(S X T) = H,(S) X H,(T) X

(H,(S) ®z H, (T)) esitliginden son teoremin elde edilmesi sasirtict degildir.

Ornek 4.4. Agikga Ornek 3.21 de verilen monoidler icin de H,(S ¢ T) = Zj olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Tamm 5.1. A bos olmayan bir kiime ve P(A) da A nin tim alt kiimelerinin kiimesi
olsun. O zaman (P(4),V) birim eleman1 @ ve sifir eleman1 A olan bir monoiddir.
Ayrica P*(A) = P(A)\{0} olmak (izere P*(A) bir yarigrup olup buna A Uzerinde

ki serbest yarilatis denir ve SL, ile gosterilir.

Teorem 5.2. A bos olmayan sonlu bir kiime ve boyutu n olsun. Bu durumda

def(sL,) =" 1/, (5.1)

dir. Ozel olarak n > 2 igin SL, etkin degildir.

Ispat: Ayik ve ark (2000a), Teorem 3.3’¢ bakiniz. m

Yardimer Teorem 5.3. S bir monoid, P = (4|R) monoid takdimi S nin bir takdimi,
T, S nin bir alt yarigubu ve S\T de S nin bir ideali olsun. O zaman B c Ave Q c R
olacak sekilde T nin (B|Q) takdimi vardir.

Ispat: Campbell ve ark (2002a), Yardimci Teorem 2.4’ bakimz. m

Sonug 5.4. S ve T sol veya sag tersinir eleman igermeyen monoidler olsun. Bu

durumda S ¢ T Schiitzenberger ¢arpimi etkin degildir.

Ispat: U ve V kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim:
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U={1g,X,1)|X €S X T}
V=G 0T\U={(s,X,t) €eSOT|(s,t) #= (15, 17)}.

U kiimesinin S ¢ T nin alt yarigrubu ve serbest yarilatis SLgxr ye izomorfik oldugu
aciktir. Ayrica V kiimesi S ¢ T nin bir idealidir. Boylece Yardime1 Teorem 5.3,
Esitlik (5.1) ve Teorem 4.3 den S 0 T etkin degildir. m

Bu tezde S ve T iki sonlu monoid olmak (izere S ve T monoidlerinin
Schiitzenberger carpimu S ¢ T nin ikinci (tamsay1) homolojisinin S ve T
monoidlerinin direkt ¢arpimi S X T nin ikinci (tamsay1) homolojisine esit oldugu,

yani
Hy(SO0T) = Hy(SXT) = Hy(S) x Hy(T) % (Hy(S) ®z Hy (T))

gosterilmistir. Bu esitlik, S ve T sol veya sag tersinir eleman igermeyen monoidler
ise S ¢ T Schiitzenberger ¢arpiminin etkin olmadigini géstermemizi saglamustir.

Asagida verilen yarigruplar ele alinarak;

e iki monoidin wreath garpimi
e Bir monoidin Bruck-Reilly genislemesi

e Monoidlerin giiclii yarilatisleri

R, A lizerinde tek sinirli yerine-yazma sistemi olacak sekilde bir (A|R) takdimi elde
edilmeye c¢alisilabilir. Eger boyle bir takdim elde edilebiliyorsa Squier
Coziimlemesi kullamlarak ikinci (tamsayi) homolojisi hesaplanabilir ve boylece

alinan yarigrubun etkinligi iizerine ¢caligmalar yapilabilir.
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