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Hasan CAKIR

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Mustafa OZDEMIR
Agustos 2017, 104 sayfa

Bu calismada hiperbolik sayilar ile elemanlar1 hiperbolik say1 olan matrisler ince-
lenmistir. Oncelikle genellestirilmis kompleks sayilar tanitilmis ve genellestirilmis komp-
leks sayilarin 6zel bir alt kiimesi olan hiperbolik sayilar iizerindeki temel islemler ince-
lenmistir. Hiperbolik sayilarin karakterizasyonuna gore, kutupsal, iistel ve matris formlari
gosterilmistir. Ayrica timelike, spacelike veya null bir hiperbolik saymin kokleri, hiper-
bolik sayilar i¢in verilen De Moivre formiilii yardimiyla ifade edilmistir. Bunun yaninda
hiperbolik sayilarin Lorentz diizlemindeki bazi1 geometrik uygulamalar1 da calisilmastir.
Tezin ilerleyen kistmlarinda, hiperbolik vektor kavrami verilerek, hermityen skaler ve
vektorel carpim verilmistir ve hiperbolik iiniter matrisleri tanimlanarak farkli yontem-
lerle elde edilmistir. En sonunda, hiperbolik matrislerin exponansiyelinin bazi cebirsel
ozellikleri verilmigtir. Hiperbolik tiniter matrisleri hiperbolik matrislerin exponensiyeli
yardimiyla elde edilmistir.
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ONSOZ

Bu tezde hiperbolik sayilar ile ilgili temel ¢calismalar derlenmis ve hiperbolik say1-
larin geometrik yorumlar1 siniflandirilmak suretiyle ayr1 ayri verilmistir. Ayrica hiperbo-
lik say1 matrisleri ve 2x2 hiperbolik say1 matrislerinin exponansiyeli hesaplanmais, {initer
hiperbolik matrisler incelenmistir.

Tez konumun belirlenmesinde ve hazirlanmasinda, her tiirlii yardim ve fedakarligi
esirgemeyen, bilgisi, tecriibesi ve destekleriyle calismam icin bana yol gosteren, degerli
danisman hocam Sayin Prof. Dr. Mustata OZDEMIR ’e en kalbi duygularla tesekkiirle-
rimi sunarim.

Bu ¢alismami, hayatim boyunca beni destekleyerek cesaretlendiren, maddi ve ma-
nevi destegini esirgemeyen aileme ithaf ederim.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

Genellestirilmis kompleks say1 birimi

Genellestirilmis kompleks sayilar kiimesi

Reel say1

Hiperbolik, dual veya kompleks say1

Kompleks sayilar kiimesi

Dual sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

z = x + iy genellestirilmis kompleks sayisinin tersi

z = x + iy genellestirilmis kompleks sayisinin eslenigi

z = x + iy genellestirilmis kompleks sayisinin normu

z = x + iy genellestirilmis kompleks sayisinin karakteristik determi-
nanti

Karakteristik determinantin diskriminanti

Cisim ozellikleri

Hiperbolik sayilar kiimesi

z = x + hy hiperbolik sayisinin mutlak degeri(modiilii)

Halka ozellikleri

Hiperbolik birim

z = x + hy sayisinin reel kismi

z = x + hy sayisinin hiperbolik kismi

Bilineer form

m X n tipindeki matrislerin kiimesi

Elemanlar1 hiperbolik say1 olan m X n tipindeki matrislerin kiimesi
Elemanlari reel say1 olan m X n tipindeki matrislerin kiimesi
Kuadratik form

@ kuadratik formu ile V' vektor uzayi tarafindan iiretilen Clifford cebiri
(p, q) isaretli kuadratik form ile RP*9 tarafindan iiretilen Clifford cebiri
() kuadratik formu ile elde edilen bilineer form

V vektor uzayinin boyutu

Kuaterniyonlar kiimesi

Split kuaterniyonlar kiimesi

z hiperbolik sayisinin reel ve hiperbolik kisimlarinin toplaminin isareti
Isaret fonksiyonu

z hiperbolik sayisinin argiimenti

z hiperbolik sayisinin reel ve hiperbolik kisimlarinin toplami
Dogal sayilar kiimesi

Hiperbolik sayilara karsilik gelen matrislerin kiimesi

Birim hiperbolik sayilar grubu

Girdileri reel say1 olan 2 x 2 matrislerin genel lineer grubu
Hiperbolik donme matrislerinin kiimesi

Birim spacelike hiperbolik sayilarin kiimesi

Birim timelike hiperbolik sayilarin kiimesi

Birim spacelike hiperbolik say1 matrislerinin kiimesi
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Do6nme matrisi

n boyutlu hiperbolik sayilar kiimesi

Hiperbolik, dual veya kompleks vektor

Grup ozellikleri

Modiil 6zellikleri

P" vektor modiiliinde standart skaler ¢carpim

P" vektor modiiliinde hermityen skaler ¢carpim

P vektor modiiliinde standart Lorentziyen skaler carpim
[P" vektor modiiliinde hermityen Lorentziyen skaler ¢carpim
P vektor modiiliinde vektorel carpim

P" vektor modiiliinde norm

Kosegen matrisi

A matrisinin tersi

A matrisinin adjointi

A matrisinin determinanti

A matrisinin transpozu

A matrisinin eslenigi

A matrisinin eslenik transpozu

A matrisinin asal kdsegen iizerindeki elemanlarinin toplami
Ispat bitti

vi



SEKILLER DiZiNi

R2.1. Iki boyutlu genellestirilmis say1 sistemi| . . . . ... ... ......... 9
2.2. C_;, kiimesinde birm¢ember|. . . . . . ... ... o000 0000 10
2.3. Cy o kiimesinde birm¢ember|] . . . . ... ..o 10
2.4.C_;, kimesinde birm¢ember|. . . . .. ... ... 0000 10
2.5. C, _; kilmesinde birrm ¢ember|. . . . . ... ..o 11
[2.6. Hiperbolik dizlem| . . . . . ... ... ... ... ... ... ... ... 22
[3.1. Pozitif, negatif hiperbolik sayilary. . . . . . . ... ... ... 39
[3.2. Hiperbolik argtiment| . . . . . . .. .. ... ... ... ... .. ..., 43
[3.3. Hiperbolik sayilarvealan| . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 48
[3.4. y* — 2* = 5 hiperboliinde 2 + 3h 'in dénmesi| . . .. ... ... ... .. 64
3.5. z* — y* = 5 hiperboliinde —3 + 2h "in dénmesi| . . . . .. .. ... ... 64
[3.6. x* — y* = 3 hiperboliinde 2+ h ’in dénmesil . . . . ... ... ... ... 65
[3.7. y* — 2* = T hiperboliinde —3 + 4h "mn dénmesi| . . . ... ... ... .. 65
B.8. y* — 2* = 8 hiperboliinde 1 — 3h ’in dénmesi| . . . .. ... ....... 66
[3.9.y = xdogrusunda 1 +h’mn donmesy . . . . . ... ... ... .. 66

vil



Hasan CAKIR GIRIS

1. GIRIS

Kompleks sayilar, kiibik denklemleri ¢ozme ihtiyacindan ortaya ¢ikmustir. 16. yiiz-
yilin Italyan matematikgilerinden G. Cardan (1501-1576) kompleks sayilar igin a + /—b
ifadesini kulland1. Yine 16. yiizyilin Italyan matematikgilerinden Rafael Bombelli (1526
1572) "pit di meno" diye niteledigi iic ciltten olusan "1’ Algebra" kitabinda kompleks say1-
lardan bahsederken v/—1 ifadesini kullandi. Fransiz filozof René Descartes (1596-1650)
uzaydaki bir noktay1, bir sayilar seti olarak isaretleyebilmeyi ve cebirsel denklemleri iki
boyutlu koordinat sisteminde geometrik sekiller olarak gostermeyi saglayan kartezyen ko-
ordinat sistemini gelistirdi. Ayrica yazmis oldugu "La Géométrie" (1637) adl1 kitabinda
ilk kez karmasik sayilar i¢in "imaginery" terimini kullanmig ve negatif bir sayinin kareko-
kiinii "sanal" olarak nitelemistir. Leonard Euler (1707-1783) ilk kez kompleks sayilar i¢in
i = \/—1 ifadesini kulland1 ve kompleks sayilar1 dik koordinat sisteminde nokta olarak
gosterdi (Mandic ve Goh 2009, Wikipedia|2017). Daha sonra Euler

x +1iy = r(cos @ + isin 0)

formiiliinii kulland1 ve z" = 1 denkleminin koklerini normal bir cokgenin koseleri olarak
gosterdi. Ayrica kompleks iistel tanimlayarak

0

€Y = cosf +1isind

0zdesligini kanitladi. Abraham de Moivre (1667-1754) kendi adiyla bilinen
(cosf +isinf)" = cos (nfh) + isin (nd)

formiiliinii kullandi. Carl Friedrich Gauss (1789-1857), kompleks sayilar1 bir diizlem
tizerindeki noktalar seklinde diisiinerek matematigin "kompleks analiz" denilen dalinin
temellerini atti. 1837 yilinda William R. Hamilton, Gauss’un calismalarin1 gelistirerek
kompleks sayilar (z, y) koordinatlart ile belirledi ve bu sayilarla toplama ve ¢ikarma is-
lemlerinin yolunu acti (Mandic ve Goh|2009). Kompleks sayilarin geometriye bir¢ok uy-
gulamas1 bulunmaktadir. Bunlarla ilgili baz1 kaynaklar sunlardir: (Andreescu ve Andrica
2014, Deaux||1956, |Yaglom/|1968)).

Bu tezde, Oklid uzayi ile kompleks sayilar arasindaki iliskiye benzer sekilde, Lo-
rentz uzayi ile iligkili olan hiperbolik say1 sisteminin cebirsel yapisi tizerinde durulmustur.
Hiperbolik sayilar cebirsel ve geometrik yonleriyle incelenmistir. Hiperbolik say1 kavrami
1848 de James Cockle ile birlikte kullanilmaya baglanmis, daha sonra William Kingdon
Clifford tarafindan kullanilmistir (Cockle|1849). Ozellikle son 30 yil i¢inde bu konu iize-
rinde bir ¢ok 6nemli ¢alisma yayimlanmistir. Bunlarin en 6nemlilerinden biri, 1995 y1-
linda Sobczyk, G. tarafindan yazilan "Hyperbolic Number Plane" isimli makaledir ki, bu
makalede hiperbolik sayilar, geometrik yorumlariyla birlikte verilmistir (Sobczyk||1995).
Ayrica, A.Harkin ve J. Harkin tarafindan 2004 yilinda yazilan "Geometry of Generalized
Complex Numbers" isimli ¢alisma da bu konuda yapilan kapsamli bir makaledir (Harkin
2004). Genellestirilmis trigonometri ve hiperbolik trigonometri bu ¢alismada bulunabilir.
Bu konuda yapilan en kapsaml arastirmalari, 2008 yilinda D. Boccaletti, E. Nichelatti,

1
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F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni ve P. Zampetti tarafindan yazilan "The Mathematics of
Minkowski Space-Time" adli kitapta bulmakta miimkiindiir (Catoni vd|2008)).

Bu tezde ikinci boliimde iki boyutlu genellestirilmis say1 sistemi bagligr altinda
iki boyutlu genellestirilmis say1 sistemleri incelenecek ve temel kavramlar verilecektir.
Daha sonra iki boyutlu genellestirilmis say1 sistemlerinin bir alt kiimesi olan ve tezin ana
konusu olan hiperbolik sayilarin temel cebirsel 6zellikleri verilecektir ve Clifford cebiri
olarak, hiperbolik sayilar ayrica ele almacaktir. Ugiincii boliimde ise, hiperbolik say1la-
rin siniflandirilmas: ve buna bagh olarak kutupsal, iistel ve matris gosterimleri iizerinde
durulacaktir. Ayrica bu boliimde, hiperbolik sayilar icin De Moivre formiilii verilerek, bir
hiperbolik sayinin kokleri incelencektir. Daha sonra hiperbolik sayilarin Lorentziyen diiz-
lem geometrisiyle iligkisi incelenecek. Hiperbolik sayilarla, Lorentziyen donme matrisleri
arasindaki iligski uygulamalarla birlikte verilecektir. Hiperbolik vektor modiilii tanimlana-
rak, hiperbolik vektorler verilip, hiperbolik modiil uzayinda i¢ carpim ve vektorel carpim
ozellikleriyle birlikte verilecektir. Hiperbolik sayr matrisleri verilip, bir hiperbolik say1
matrisinin exponansiyeli tanimlanacak, ve elemanlar1 hiperbolik say1 olan iiniter matris-
leri elde edilecektir. Son boliimde ise bu calismanin sonuclar1 6zetlenecektir.
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2. KURUMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI
2.1. Iki Boyutlu Genellestirilmis Say1 Sistemi

Hiperbolik sayilar iki boyutlu bir say1 sistemidir. Hiperbolik sayilar1 tanimlama-
dan evvel iki boyutlu genellestirilmis say1 sistemlerinden bahsedilecektir. Bu béliimde,
iki boyutlu genellestirilmis say1 sistemleri ile bu iki boyutlu genellestirilmis say1 sistem-

lerinin cebirsel 6zellikleri incelenmistir.

Tanmm 2.1. C,, = {z =2z +1iy: x,y € R,i* = ig + p ve ¢, p € R} kiimesi iizerinde si-
rastyla esitlik, toplama ve carpma diye adlandirilan iglemler,

Loy +iyr = 20 Hiye © 11 = T2, Y1 = Yo,

ii.+:C,, xC,, —C,,

(1 +iy1) + (wg +iye) =21 + 22 +1 (1 + ¥2) ,

fii. - - C,y X Cpy — Cpg

(21 +1y1) - (22 + iy2) = 2122 + py1ye + 1 (T1y2 + Y172 + qY1Y2)

biciminde tanimlanmig olsun. C, , kiimesi, tizerindeki bu iglemlerle birlikte diisiiniildii-
giinde C,, , kiimesine genellestirilmis kompleks sayilar kiimesi denir (Catoni vd|2008).

Ozel olarak,

i?=—1(¢=0, p=—1) i¢in C, , kiimesine karmagik sayilar kiimesi,
i*=0 (¢ =0, p=0) i¢in C, , kiimesine dual sayilar kiimesi,
i*=1(¢ =0, p=1) i¢in C, , kiimesine hiperbolik sayilar kiimesi,

denir ve karmagik sayilar kiimesi C = C_, j ile, dual sayilar kiimesi D = C,y ile, hiper-
bolik sayilar kiimesi ise P = C, j ile gosterilir (Hacisalthoglu|1983| Yaglom!|1979).

Tanmm 2.2. z = 1 +i0 € C, ; sayisina, C, ; kiimesinin birim elemani denir.

Not.z = z + iy € C,, i¢in z~! her zaman yoktur (Catoni vd[2008). z~! genellestirilmig
kompleks sayisinin tantmli olmas i¢in gerek ve yeter kosul bulunabilir.

z = x + iy hiperbolik sayisinin tersi a + ib olsun. O halde ters 6ge tanimindan
(x+1iy) (a+ib) =1

olur. Buradan
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xa+pyb =1
xb+ya+ qyb =0

esitlikleri saglanmalidir. Bu iki denklemin a ve b ’ye gore bir tek ¢oziimiiniin olmasi igin
katsayilar matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi gerekir. Yani

x Py 2 2
=z° — + qx 0
. qy’ Py~ +qry #
olmalidir.

Sonug olarak z = = + iy € C, , sayisinin tersinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

® —py® + quy #0
olmasidir.

Teorem 2.3. Herhangi bir z = x + iy € C, , genellestirilmis kompleks sayisinin ¢arpma
islemine gore tersi

1 rtqy—ly
Z

z? — py* + qry

seklinde tanimlanir (Catoni vd 2008).

Ispat. z = x + iy € C,, genellestirilmis kompleks sayisinin ¢arpma islemine gore tersi
z1 = 21 + 1y ise, z - z; = 1 + 10 olmas1 gerekir. Yani

(z +1iy) (21 +iy1) = 21 + pyys +i(zy +y2r +qyy) = 1+1i0
olmas1 gerekir. Buradan

xxy +pyyr =1
xy1 +yr +qyyr =0

olur. Cramer kural1 kullanilarak bu iki denklemin x; ’e ve y; “e gore ortak ¢coziimii yapi-
lirsa

x by 2 2
=z — +qx 0
y x+qy‘ py” +qry #
oldugundan
I py
0 z+qy T+ qy
xr1 =

22 —py?+qry 22— py?+ qry
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x 1
y 0 _ —y
2 —py?> +qry  x? —py* +qry

Yy =

bulunur. Boylece

2 — T+ qy _ y
w2 —py? +qry  x? —py? + qry
T +qy — iy
2% — py* + qry
oldugu goriiliir. [

Ornek. Co1 kiimesinde z = 1 + 2i genellestirilmis kompleks sayisinin tersi nedir?
Coziim. z =z +iy € C, ; i¢in

1 THqy—1ly
Z

2 — py? + qry

oldugundan C,; kiimesinde z = 1 + 2i say1sinin tersi

o, 1+1-2-2 3 2i

z 2-0-22+1-1-2 3

olarak bulunur.

Tanmm 2.4. Herhangi bir z = x + iy € C, , genellestirilmis kompleks sayisinin eslenigi
Z ile gosterilir ve

Z=x+qy—1iy
olarak tanimlanir (Catoni vd|2008)).
Ornek. Co,—1 kiimesinde z = 2 — i genellestirilmis kompleks sayisimin eglenigi nedir?
Coziim. z =z +iy € C, ; igin

Z=x+qy—iy

oldugundan C, _; kiimesinde z = 2 — i genellestirilmis kompleks sayisinin eslenigi

24 (=1)-(-1)—i(—-1) =3+i

Z

olarak bulunur.
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Onerme 2.5. Herz,w € C, 4 icin asagidakiler saglanir (Catoni vd|2008).

z € C,,icinzz € R 'dir.
z € C,, icin (z) = z 'dir.
z,weC,, icinz+w=2z+W dir

z,weC,,icinz-w=12-w dir.
zZ ..
):: "dir.
W

A R e

z,wecC,, vew#Oigin(

g [N

Ispat. 1.z =1z +iy € C,,i¢inZ = x + qy — iy oldugundan

2z = (x + iy) (v + qy — iy)
= 2% + quy — izvy + izvy + iqy® — i%y?
= ® + qry + gy’ — iqy® — py’
=2’ —py+qry € R

olarak bulunur.
2.z=zx+iy € C,,i¢inZ = x + qy — iy oldugundan
(Z) = (z+qy—1y) =z +qy— qy — (—iy)
=z +1iy
=z
olur.

Joz=ua+iy €C,,vew =z, + iy, € C, , igin

z+w=(r1+z+ily1+y2)) =21 +x2+q(y1 +y2) —i(ys + y2)
=21+ qy — i1+ T2+ QY — 1Y =Z+W

bulunur.

4z=ua +iy €C,,vew = x5 +iy; € C, , i¢gin

z-w = ((v1 +iy) - (22 +iya)) = 2129 + pyrye + 1 (2192 + Y122 + qY112)
= 1122 + py1va + ¢ (T1Y2 + 172 + qyr1ye) — 1 (X1 + Y172 + qu1Yp)
Z-W = (21 +qy —iy1) - (22 + qy2 — iya)
= 213 + qT1Y — 12192 + q2y1 + ¢CY1ye

—iquiye — izoys — iquiys + _i7 Y1Y2
ig+p

= 2129 + py1y2 + q (192 + 172 + qy1ye) — i (T1y2 + Y172 + qUiY2)
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oldugundan z-w =z - W olur.
Scz=x1+iy € Cpyvew =29 + iy, € Cp , ve w # 0 igin

Z ) . To + qy2 — 1Yo
- — (Zw—l) — ((xl _|_ lyl) . ( ))
( T3 — Py + qrays

olur.
. To + —1
R N e
Ty — PYs + qT2Y2
_ wi(emta) PY1Y2
x2 — pyd +qrays T3 — pys + qrays
4 (_ T1Y2 yi (@2 +qy2) qY1Y2 )
T3 — pys + qrays T3 —pYs 4+ qrays T3 — pY3 + qTays
_ o (w2 + qy2) — PY1Y2 4 ( Y122 — T1Y2 )
T3 — pys + qr2ys T3 — py3 + qTays
oldugundan
T (-752 + qyg) — PY1Y2 n q (91902 — $1y2> _ i(y1$2 = $1y2)
23— pys + qrays T3 — pYs + qrays

(zw~!) =
T3 — py3 + qrays
_ T1%2 — pYiye + QT
T3 — pys + qrays

i(yllE2 = xl?JQ)
T3 — pys + qrays

olur. Diger yandan

ZW ' = (214 gy — iy1) (T2 + qyo — iyo)
. To + iy
_($1+qy1—1y1)< 5 22 2 )
(22 4+ qu2)” — pys — q (72 + qy2) Y2
) (29 + iyo)
= (o1 +qp — iy
(= 1~y qT2y2 + 23 — py3
(e PY1Y2
qrays + 23 — py:  quoys + 3 — py3
Y1T2 qYy1Yy2 )

- ( (21 + qu1) vo
+1 2 2 2 2 2 2
qrYy2 + T3 —PY;  qT2Y2 + T3 — PY;  qT2Y2 + T3 — DY,

_ T1Ty + qYiTs — PY1Ye . i(z1y2 — y122)
T3 — pys + qTays T3 — pys + qTays

bulunur.

[~

olur. Bu iki ifade esit oldugundan (—)
W
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Tanm 2.6. Herhangi bir z = = + iy € C, ;, genellestirilmis kompleks say1sinin normu

lzl| = /122] = /[2? — py* + qzy|

ile bulunur (Catoni vd 2008)).

Ornek. Cy -1 kiimesinde z = 2 — 3i genellegtirilmis kompleks sayisimin normu nedir?

Coziim. z = = +iy € C, ; i¢in

|z|| = V|22 — py® + qzy|

oldugundan z = 2 — 3i genellestirilmis kompleks sayisinin normu

lall = y/[22 = 1- (=3)* + (=1) -2- (-3)| = 1

olur.

Tanmm 2.7. z = v + iy € C, ; genellestirilmis kompleks sayis1 igin
D = 2% = py* + quy

ifadesine z genellestirilmis kompleks sayisinin karakteristik determinant1 denir (Catoni
vd 2008)).

Not. D = 2% — py? + gy karakteristik determinantinin isaretine gore, z genellestirilmis
kompleks sayisina timelike, spacelike veya null denir.

i. D = 2% — py? + quy = 0 ise z genellestirilmis kompleks sayisina null,

ii. D = 2% — py? + qry > 0 ise z genellestirilmis kompleks sayisina spacelike,

iii. D = 22 — py? + qwy < 0 ise z genellestirilmis kompleks sayisina timelike denir.
Ozel durumlarda,

i?’=-1(¢=0, p=—-1)i¢in D = zZ = 2* + y* > 0 oldugundan C_; y = C karmagik
sayilar kiimesinin elemanlar1 spacelike olur. Benzer sekilde i* = 0 (¢ = 0, p = 0) igin
D = zz = 2? > 0 oldugundan Cy, = D dual sayilar kiimesinin elemanlari da spacelike
olur. Fakati? =1 (¢ = 0, p = 1) i¢in D = zZ = x? — y* oldugundan C, o = PP hiperbolik
sayilar kiimesinin elemanlar1 timelike, spacelike veya null olabilir.

z = x + iy € C,, genellestirilmis kompleks sayisinin karakteristik determinanti

D = 2? — py® + quy
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icin diskriminant
A=¢ +4p

2
oldugundan, Sekil 2.1 ’de A = ¢* + 4p = 0 alarak (g, p) diizleminde p = _CIZ parabolil

2
gosterilmistir. Bu diizlemdeki p = — qZ paraboliiniin I diye adlandirilan i¢ bolgesi(A < 0)
eliptik say1 sistemlerini, IT diye adlandirilan paraboliin iizerindeki noktalar kiimesi(A = 0)
parabolik say1 sistemlerini, III diye adlandirilan paraboliin dis bolgesi(A > 0) ise hiper-
bolik say1 sistemlerini olugturmaktadir.

t

m
Hiperbolik 5ay
Sistemleri
(A=0)
€ *(
Eliptik Say Parabolik Say
Sistemleri Sistemleri
[ )] (Aa=10)

|

Sekil 2.1. Iki boyutlu genellestirilmis say1 sistemi

Ayrica, A = (0 durumunda tersi olmayan elemanlar

r g qy
—_ = — = :> —_ =
y 2 "7

esitligini saglayan = + iy genellestirilmis kompleks sayilaridir.

A > ( durumunda ise tersi olmayan elemanlar

- Fp,

2

xr =

veya

s \/q2+4py
- 2

esitligini saglayan x + iy genellestirilmis kompleks sayilaridir. Genellestirilmis kompleks
sayilarda birim cemberler |22 — py? + gry| = 1 olarak tammlanur,
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Ornek. Co1o ={z+1iy: i =2i — 1, x,y € R} kiimesi bir parabolik sayt kiimesidir.
Bu kiimede tersi olmayan elemanlar v — iv formundaki genellestirilmis kompleks sayt-
lardir. Ayrica C_, 5 kiimesinde birim cember |x? + y* + 2xy| = 1 ’dir. Birim ¢cemberin
grafigi ise Sekil 2.2 ’de gosterilmistir.

¥

Sekil 2.2. C_; 5 kiilmesinde birim ¢ember

Ornek. Coo = {x+1iy: i* =0, z,y € R} sayilar kiimesine dual saylar kiimesi denir.
Bu kiimede tersi olmayan elemanlar 0 + iy formundaki genellestirilmis kompleks sayilar-
dir. Bu kiime parabolik sayt kiimesidir. Bu kiimede birim cember |z%| = 1 seklindedir ve
birim cemberin grafigi Sekil 2.3 ’te gosterilmistir.

v

Sekil 2.3. Cy ¢ kiimesinde birim ¢cember

Ornek. C.yy={z+iy: i*=1i-1, x,y € R} sayilar kiimesi bir eliptik say: kiimesi-
dir. Ciinkii ¢>+4p < 0 ’cir. Bu kiimede her elemamn tersi vardir. Bu kiimede birim cember
|22 + y? + zy| = 1 seklindedir ve birim ¢cemberin grafigi Sekil 2.4 ’de gosterilmistir.

}J

Sekil 2.4. C_; ; kiimesinde birim ¢gember

10
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Ornek. Co 1 = {x+1iy: i*=—i+2, z,y € R} saydar kiimesi ¢* + 4p < 0 ol-
dugundan bir hiperbolik say: kiimesidir. Bu kiimede tersi olmayan elemanlar 2z + ix
veya 4z + iv formundaki genellestirilmis kompleks sayilardir. Birim ¢emberin denklemi
|22 — 2y — zy| = 1 ile verilir.

v

i\

Sekil 2.5. C, _; kiimesinde birim ¢ember

seklindeki hiperboldiir. y = L ve y = 5 dogrular1 asimptottur yani bu kiimede tersi
olmayan elemanlar asimptotlar iizerindeki noktalardir.

Teorem28. C,, = {z =2z +1iy: 2,y € R,i* = ig + pve ¢, p € R} genellestirilmis komp-
leks sayt kiimesinin cisim olmast icin gerek ve yeter kosul ¢* + 4p < 0 olmasidir.

Ispat. (=) : C,, cisim olsun ¢*> + 4p < 0 oldugu gosterilmelidir.
C,,, cisim oldugundan C,, , kiimesinde sifirdan farkli her elemanin tersi vardir. O halde

1 THqy—iy
Z

x? — py* + qry

oldugundan

z® —py® + qry # 0

olur. Sifirdan farkli her z = = + iy € C, , igin = # 0 ve y # 0 oldugundan

2
xX Xz
w? —py’ + quy = (§> +q(§) -p#0

olur. Buradan da
A=g +4p<0
bulunur.
(<) : ¢* +4p < 0 olsun (C, 4, +, -) iigliisiiniin bir cisim oldugu gosterilebilir.

(' : Toplama igleminin tanimindan kapalilik 6zelligi goriilebilir.

11
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(5 : Toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir.
Gergekten her x = 1 + iy1, y = 2o + iy, 2 = x3 + iy3 igin

(x+y)+z = [(z1 +iy1) + (z2 +iya)] + (3 + iy3)
= [(z1 + 22) +1(y1 + v2)] + (23 + iys3)
= (z1+ 22+ 23) +i(1 +y2 +y3)

X+ (y +2) = (z1 +iy) + [(22 + iya) + (73 + iy3)]
= (21 +iy1) + [(x2 + 23) + 1 (y2 + y3)]
= (21 + 22 + x3) +1 (Y1 + Y2 + y3)

esit olduklarindan (x +y) +z = x + (y + z) olur.

('3 : Toplama iglemine gore C, , *de bir O etkisiz eleman: vardir. Gergekten her x € C, ,
icin

x+0=0+x=x

olacak sekilde bir O etkisiz elemanina 0 = a + ib denirse tanimdan yararlanarak bir tek
a=0veb=0; 0=(0,0)€C,,

etkisiz elemamn elde edilir.

Cy : Toplama iglemine goére her x = z; + iz, € C,, icin
X+y=y+x=0

olacak sekilde bir tek y € C, , ters elemam vardir. Gergekten toplama ve esitlik tanimin-
dan x =z + iz, € C, ; igin

y=-—1 —izs € C,,
oldugu goriiliir.
Cs : Herx,y € C, , icin toplama ve esitlik tanimi kullanilarak
X+y=y+x
oldugu kolayca gériiliir. Bu yiizden (C, ,, +) ikilisi ayn1 zamanda bir abel grubudur.

Cs : Carpmaislemi - : C, , x C, , — C, , seklinde tanimlandigindan - islemine gore C,, ,
kiimesi kapaldir.

12
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C7 Herx =y +iy1,y = v2 +iys, 2 = 23 + iys € C, ; i¢in

(x-y)-z=[(z1+iy1) (xa + iy2)] (x5 + iy3)
= (1129 + py1ye +1(21y2 + 172 + qyuy2)] (T3 + iys3)
= T1T2%3 + PY1Y2T3 + PT1Y2Y3 + DY1T2Y3 + PqY1Y2Y3
+ i(z122y3 + PY1Y2Y3 + T1Y2T3 + Y122T3 + qY1Y2T3
+ qT1Y2ys + qY1T2Y3 + CY1Y2Ys)

x - (y-z) = (z1 + iy1) [(z2 + iy2) (23 + iy3)]
= (21 +iy1) [v223 + pyays + 1 (22ys + Y23 + qy2y3)]
= T1T2x3 + PT1Y2Ys + PY122Y3 + PY1Y2X3 + PqY1Y2Y3
+ (21223 + T1Y273 + qT1Y2Y3 + Y1T2T3 + PYLY2Y3
+ QY1 2ys + QUiYaTs + CY112y3)

olur ve bu iki ifade esit olduklarindan (x - y) - z = x - (y - z) elde edilir.
Cs :Herx =21 +iy1,y = v2 +iys, 2 = 23 + iys € C, ; igin

(x+y) z=[(z1+iy) + (22 + iya)] (23 + iy3)
= (z1+ 22 +1i(y1 +12)) (23 + iys)
= T123 + T2T3 + PY1Y3 + PY2Y3
+ i (213 + Tays + Y13 + Y23 + QY3 + qY2ys)
= [r123 + pyays + 1 (21ys3 + 123 + qu1ys))]
+ [22w3 + pyays + 1 (T2ys + Y273 + qy2y3)]
=X-z2+y-z

Ve

x-(y+2z) = (x1 +iy1) [(z2 + iy2) + (z3 + iys)]
= (x1+iy1) (2 + 23 +1(y2 +y3))
= T1%2 + 123 + PY1Y2 + PY1Ys3
+1 (2190 + 21Y3 + Y172 + Y173 + @Yz + qU1Y3)
= [2122 + pyr1ye + 1 (2192 + Y172 + q1Y2)]
+ [r123 + pyays + i (21ys + y123 + qy1ys)]
=X - y + X -7

oldugu goriiliir.
O halde (C, ,, +, -) ticliisii bir halkadr.

Cy : Her x,y € C,, i¢in ¢carpma ve esitlik tanim1 gere§ince x -y = y - x oldugundan
(C,.4, +, -) halkasi bir degigsmeli halkadir.

13
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(o : Carpma islemi icin 1 + i0 bir etkisiz elemandir. Ger¢ekten carpma tanimindan her
x € C,, icin

(14+i0)x=x(1+i0) =x
olur. O halde (C, ,, +, -) halkasi bir birimli halkadur.
Buradan (C, ,, +, -) tigliisii bir birimli ve degigmeli halkadur.

Ch1 : Sifirdan farkh keyfi x = 2y +iy; € Cp 4 ig¢iny = x5 + iy, € C,, vardir yle ki
x -y =1+41i0 dir.

X = x1 + iy; ve x # 0 oldugundan z; # 0 ve y; # 0 ’dir. O halde
x-y = (z1 +iy) (x2 +iy2) = w1202 + py1ye +1i (2192 + Y122 + qry2) = 1 +1i0
olur. Buradan

T1T2 +pyiye = 1
T1Y2 + Y1T2 + qyiye = 0

bulunur. Cramer kurali kullanilarak bu iki denklemin x5 ’e ve y, ’e gore ortak ¢oziimii

yapilirsa
x pY 1\’ x
1 1 2 2 1 1
=z +qr1y1 = +
Yy T+ qy 1T P T (yl) 1 <y1) b

2
ve ¢> +4p < 0 oldugundan z? — py? + qr1y; = (?) +q (?) — p # 0 olur. Boylece
1 1

1 b
S 0 z1+qp| 1+ qy
o = —
a2 —py? + gy w1 — pyl 4 gy
T1 1
0 —Y1
’y2 g g

3 —pyl+qriyn 2t —pyl + qun

bulunur. Buradan

y = T+ gy s Y%
o —pyi +ariyr 2t = pyi +any
T+ —1i
= 1 q291 Y1 €C,y,
1 — pYr + 91t
elde edilir. O halde (C, 4, +, -) ticliisii bir cisimdir. [

14
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2.2. Hiperbolik Sayilar

nn

Hiperbolik say1 olarak adlandirilan sayilar ¢esitli kaynaklarda "perplex say1", "spa-
cetime say1", "split karmasik say1" veya "double say1" olarak adlandirilir (Borota vd|2000,
Fjelstad| 1986, Kisil|2013|, [Poodiack ve LeClair;|2009) Rochon ve Shapiro| 2004, [Simsek

ve Ozdemir[2016, Yaglom/|1968).

Split karmasik sayilar ilk kez James Cockle’ nin 1848 yilindaki calismasinda kul-
lanilmistir. Daha sonra Willam Kingdom Clifford split karmagik sayilari ¢alismalarinda
kullanmistir (Wikipedial[2017).

1995 ’de G. Sobczyk yaptig1 calismada Hiperbolik sayilar i¢cin modiil, i¢-¢arpim,
matris gosterimi ve grafikleri hakkinda bilgi sundu. Hiperbolik sayilarin hiperbolik fonk-
styonlar yardimiyla gosteriminin ifadesini yapti (Sobczyk!1995).

2000 ’de N. Borota ve T. Osler, spacetime say1 olarak adlandirdiklari, hiperbo-
lik sayilarin 6zelliklerini vermisler ve 2002’de hiperbolik say1 degiskenli fonksiyonlar1
incelemislerdir (Borota vd|2000, Borota ve Osler|2002).

2004 de F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni, P. Zampetti yaptiklar1 ¢alismada Hiper-
bolik sayilarla Lorentzian trigonometriyi incelediler (Catoni vd|2004).

2008 ’de D. Boccaletti, E. Nichelatti, F. Catoni, R. Cannata, V. Catoni ve P. Zam-
petti yazdiklar1 kitapta Hiperbolik sayilar hakkinda genis bilgi sundular. Hiperbolik say1-
lar ile 1lgili bilgi caligmalarinda da verilmektedir (Caton1 vd|2008)).

2009 ’da R. Poodiack ve K. Leclair, hiperbolik sayilarin bazi cebirsel 6zelliklerini
vererek, cebirin temel teoremlerini hiperbolik sayilar i¢in kanitlamiglar ve hiperbolik say1
degiskenli polinomlarin koklerini incelemislerdir (Poodiack ve LeClair[2009).

Hiperbolik sayilarin matematiksel analizi, fiziksel uygulamalar1 ve farkli lineer
cebir uygulamalar1 da son yillarda gelisen alanlardan biridir. Bunlarla ilgili caligmalar-
dan bazilar1 sunlardir: (Bracken ve Hayes 2002, (Callahan| 2000, Catoni vd 2005, 2011,
Catoni ve Zampetti| 2012, Erdogdu ve Ozdemir 2016, Fjelstad |1986, Khrennikov| 2003,
Khrennikov ve Segre 2005, | Khrennikov| 2008, Kisil 2013, Motter ve Rosal|{1998)).

2.2.1. Hiperbolik sayilarin cebirsel ozellikleri

Bu kisimda hiperbolik sayilar ile ilgili temel kavramlar verilip, hiperbolik sayilarin
cebirsel ve geometrik dzelliklerinden bahsedilecektir.

Tanmm 2.9. P = {(z,y) : x,y € R, } swrali ¢iftlerinin kiimesi tizerinde sirasiyla esitlik,
toplama ve ¢arpma diye adlandirilan iglemler,

i (21,11) = (22, 12) © 21 = 22, Y1 = Yo,

15
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ii.+:PxP—>P

(T1,91) + (22, 92) = (21 + T2, Y1 + Y2)

iii. :PxP—>P

(z1,91) - (02, 92) = (T122 + Y1Y2, T1Y2 + Y172)

biciminde tanimlanmis olsun. P kiimesi, iizerindeki bu islemlerle birlikte diisiiniildiigiinde
[P kiimesine hiperbolik sayilar kiimesi denir.

Teorem 2.10. (P, +, -) ii¢liisii birimli ve degismeli halkadur.

Ispat. H, : Toplama iglemi + : P x P — P seklinde tanimlandigindan PP kiimesi toplama
islemine gore kapalidir.

H, : Toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir. Gergekten her x = (z1,4;) € P,
y = (72,12) € P,z = (x3,y3) € Pigin

(x+y)+z=[(21,9) + (T2, 92)] + (73,93)
= [(z1 +22) , (11 +y2)] + (z3,93)
= (21 + 22 + 23,91 + 12 + Y3)

x+ (y+2) = (z1,91) + [(x2,y2) + (3, y3)]
= (x1,y1) + (2 + 23, Y2 + ys3)
= (x1 + 22+ 3,01 + Y2 +U3)

esit olduklarindan (x +y) +z = x + (y + z) "dir.

Hj : Toplama islemine gore P ’de bir O etkisiz eleman1 vardir. Gergekten her x € PP i¢in
x+0=04+x=x

olacak sekilde bir O etkisiz elemanina 0 = (a, b) denirse tanmimdan yararlanarak bir tek
a=0veb=0;0=(0,0)eP

etkisiz eleman elde edilir.

H, : Toplama islemine goére her x = (z1,y;) € P i¢in
x+y=y+x=0

olacak sekilde bir tek y € P ters eleman1 vardir. Gergekten toplama ve esitlik tanimindan

16
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x € Picin
y = (—x1,—y1) €P
oldugu goriiliir.
H; : Her x,y € P icin toplama ve esitlik tanimi1 kullanilarak
X+y=y+x
oldugu kolayca goriiliir. Bu yiizden (IP, +) ikilisi ayni1 zamanda bir abel grubudur.

Hg : Carpma islemi - : P x P — P seklinde tanimlandigindan - igslemine gore P kiimesi
kapalidir.

H;:Herx = (x1,y1) € P,y = (22,y2) € P,z = (x3,y3) € Pigin

(x-y) -z =[(z1,91) (T2, 92)] (23, y3)
= (122 + Y192, T1Y2 + Y172) (23, Y3)
= (21723 + Y1973 + T11aY3 + Y172Y3,
T1T2Y3 + Y1Yols + T1Y2T3 + Y17273)
x-(y-z) = (z1, ) [(72,92) (73, y3)]
= (71, 91) (2223 + Y2u3, T2ys + YoT3)
= (112273 + T1Y2y3 + Y172Y3 + Y193,
T1T2Y3 + T1Y2T3 + Y1023 + Y1Y2y3)

olur ve bu iki ifade esit olduklarindan (x - y) -z = x - (y - z) elde edilir.
Hg :Herx = (z1,y1) € P,y = (22,92) € P, z = (x3,y3) € Picin

= [(z1,91) + (72, 92)] (23, y3)

= (21 + 22,91 + ¥2) (3,Y3)

= (7123 + 223 + Y1Y3 + Y2Y3, T1Y3 + Tays + Y173 + Yor3)
= (2123 + 11Y3, T1Y3 + Y123) + (2223 + Yays, T2ys + Y23)
=X-Z+y-z

(x+ty) z

veE

x - (y +2) = (21,y1) [(2,92) + (23, 3)]

= (21,y1) (T2 + 3,2 + Y3)

= (122 + 2123 + V1Yo + Y1Ys, T1Y2 + T1Ys + Y12 + Y1 23)
= (2172 + Y12, T1Y2 + 172) + (0173 + Y1Y3, T1Y3 + Y173)
=X -y+X-2

17
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oldugu goriiliir.
O halde (P, +, -) ticliisii bir halkadur.

Hy : Her x,y € P i¢in carpma ve esitlik tamimi gerefince X -y = ¥y - x oldugundan
(P, +, -) halkas1 bir degismeli halkadir.

Hj : Carpma islemi igin (1, 0) eleman1 bir etkisiz elemandir. Gergekten ¢arpma tanimin-
dan her x € P igin

(L,L0O)x=x(1,0) =x
olur. O halde (IP, +, -) halkasi bir birimli halkadur.
Buradan (P, +, -) ii¢liisii bir birimli ve degismeli halkadir. O
Teorem 2.11. (P, +, -) ii¢liisii bir cisim degildir.
Ispat. Bger (P, +, ) iigliisii bir cisim ise, sifirdan farkli her x = (z1,y;) € P igin
x-y=y-x=(1,0)
olacak sekilde y = (z9,1y2) € P olmasi gerekir. Simdi x = (x1,21) € P igin boyle
y = (z9,y2) € P olmadidini gosterelim. Kabul edelim ki x = (1, 1) € P igin boyle bir
y = (22,92) € P olsun.
Xy = (z1,21) (T2, 42) = (2122 + 1Y2, 2192 + 2122) = (1, 0) esitliginden
{ %2 + T1y2 = 1
T1Y2 + 122 = 0
yazilir bu ise bir ¢eligkidir. O halde y = (x5, y2) € P yoktur.
Dolayistyla (P, +, -) ii¢liisii bir cisim degildir.
Hiperbolik sayilar kiimesi R [z] / < 2® — 1 > béliim halkasina izomorftur. O

Teorem 2.12. P hiperbolik sayilar halkast R reel sayilar cismine izomorf bir alt kiimeyi
alt cisim olarak kapsar.

Ispat. P, = {(a,0):a € R}, P, C P olsun. Oncelikle (P}, +,-) iigliisiiniin bir cisim
oldugunu gosterilmelidir.

C1:4: Py xP; —» Py herx = (21,0) € Py, y = (29,0) € Py igin

X +y = (21,0) + (22,0) = (21 + x2,0) € P, kapaldur.
18
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Cy :Herx = (21,0) € P,y = (22,0) € P1,2 = (x3,0) € Py igin

(x+y)+2z=[(21,0) + (z2,0)] + (3,0)
= (1’1 -+ .732,0) + (1’3,0)
= (@1 + 22 + x3,0)

X+ (y +2) = (21,0) + [(x2,0) + (23,0)]
= (1‘1,0) + (SL’Q + 933,0)
= (1’1 +ZE2 —|—l’3,0)

esit olduklarindan (x +y) +z = x + (y + z) ’dir.
(5 : Toplama iglemine gore her x = (x1,0) € IP; i¢in
x+y=y+x=0

olacak sekilde bir tek y € IP; ters elemani vardir. Gergekten toplama ve esitlik tantmindan
x € Py i¢in

y = (—x1,0) € Py

oldugu goriiliir.

C} : Toplama islemine gore IP; "de bir O etkisiz elemani1 vardir. Ger¢ekten her x € IP; icin
x+0=0+x=x

olacak sekilde bir O etkisiz elemanina 0 = (a, 0) denirse tanimdan yararlanarak bir tek
a=0;0=(0,0) P

etkisiz elemani elde edilir.

(5 : Her x,y € P, icin toplama ve esitlik tanim1 kullanilarak
X+y=y+x

oldugu kolayca goriiliir.

Cs:+: Py x Py — Py herx = (21,0) € Py, y = (22,0) € Py igin

x -y = (21,0) - (22,0) = (2122,0) € P, kapahdir.
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C7 :Herx = (21,0) € Py, y = (29,0) € Py, z = (x3,0) € P i¢in

(x-y) -z = [(21,0) (x2,0)] (x5,0)
12, )($3,0)

717973, 0)

=
= (
= (

x - (y-z) = (21,0) [(22,0) (23,0)]
= (21,0) (v223,0)
= (

12223, 0)
iki ifade esit olduklarindan (x - y) -z = x - (y - z) *dir.

Cg :Herx = (Il,()) c Pl, Yy = (%2,0) € Pl, Z7Z — (.Z'g,O) S ]P)l 1911’1

oldugundan (x +y)-z=x-z+Yy -z ve

x - (y +2z) = (21,0) [(22,0) + (23,0)]

= (21,0) (z2 + 23,0)

= (r122 + 7123, 0)

= [(z1,0) (z2,0)] + [(21,0) (23, 0)]
= (2122,0) + (z123,0)

= (

T1x9 + x123,0)

X'y+x-z

x-(y+2z)=x-y+x-zoldugu goriiliir.
O halde (P, +, -) tiglusii bir halkadir.

Cy : Her x,y € P, i¢in ¢arpma ve esitlik tanimi1 geregince x -y = y - x oldugundan
(P, +, -) halkas1 bir degigmeli halkadir.

o : Carpma iglemi i¢in (1, 0) bir etkisiz elemandir. Gergekten carpma tanimindan her
x = (21,0) € Py igin

(1,0)x = (1,0) (21,0) = (1 - 24,0) = (21,0) = x

olur.
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Buradan (Py, +, -) ti¢liisti bir birimli ve degismeli halkadir.

Ch1 : Sifirdan farkli keyfi x = (21,0) € Py iciny = (22,0) € Py vardir 6yle ki,
x-y = (1,0) olur.

x = (21,0) ve x # (0,0) oldugundan z; # 0 ’dur.

x-y = (1,0) = (21,0) (z2,0) = (1,0) = (x122,0) = (1,0)

1 1
= 1129 =1 = 21 = — bulunur. 27! = <—, 0) € P, elde edilir.
T2 T2

Buradan (P, +, -) ti¢liisii bir cisimdir.

O halde P; °den R ’ye bir f fonksiyonu tanimlayarak f ’nin bir izomorfizm oldugu gos-
terilebilir.

f:]P)l—>R
fla)=a

olsun. f ’nin lineer oldugu agiktir.
x = (21,0) € Py ve y = (22,0) € P; olmak iizere

271,0) + (1‘2,0))
T + J]Q,O)) =T +ZL’2
CEl,O)) + f ((Z‘Q,O))

~—~ /N

f birebirdir:
x = (21,0) € Py vey = (22,0) € P; olsun. x # y i¢in f (x) # f (y) olur. Gergekten,
X?’éy = (ZEl,O) 7é (.TQ,O) = I 7él’2

= f((21,0)) # f ((22,0)) = f (x) # f (y)

olur. Buradan f ’nin birebir oldugu goriiliir.
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f ortendir:

Her z; € Rigin x; = f (z) olacak sekilde x € IP; C R vardir. x = (x4, 0) olarak segilirse
f ((x1,0)) = x; olur. Buradan f bir lineer izomorfizmdir.

O halde P hiperbolik sayilar halkasi R reel sayilar cismine izomorf bir alt kiimeyi alt cisim
olarak kapsar. O

Sonug 2.13. f fonksiyonu bir izomorfizm oldugundan, (x,0) € P hiperbolik sayisi, izo-
morfu olan "x" reel sayisi ile gosterilebilir.

Tanm 2.14. Bir z = (z,y) € P hiperbolik sayisinda x reel sayisina z ’nin reel kismi, y
reel sayisina ise z “nin hiperbolik kismi denir ve Re (z) = x, Hip(z) = y seklinde yazilr.

Tanmm 2.15. (0, 1) hiperbolik sayisi h ile gosterilecektir yani; (0,1) = h almacak ve
hiperbolik birim olarak adlandirilacaktir.

Sonug 2.16. h? = 1 'dir.
ispat. h? =hh = (0,1) (0,1) = (0 + 1,0+ 0) = (1,0) = 1 elde edilir. O

Fiperbolik eksen

(0,1) =h

reel eksen

0.0  (10)=1

Sekil 2.6. Hiperbolik diizlem

Teorem 2.17. Bir z = (z,y) € P hiperbolik sayisi z = x + hy seklinde tek tiirlii yazila-
bilir yani; (x,y) = x + hy ’ye esittir.

Ispat. z = (z,y) = (z,0) + (0,y) = (z,0) + (0,1) (y,0) = x + hy elde edilir. O]
O halde, P hiperbolik sayilar kiimesi P = {z =z + hy : ,y € R, h? = 1} seklinde ta-
nmimlanabilir. x = 27 + hy; € P,y = 25 + hy, € P icin sirasiyla esitlik, toplama ve
carpma islemleri

ix=y & r +hy =2+ hyy & 21 =122, y1 = ¥,

.+ :PxP—>P

(1 +hyy) + (v + hys) = 21 + 20+ h (yy +10),
22
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jiii. :PxP—P
(1 +hy1) - (22 + hyz) = 2122 + Y192 + h (2192 + 1172)
seklinde ifade edilebilir.

Tanim 2.18. Herhangi bir z = x + hy € P hiperbolik sayis1 i¢in, z — hy € P hiperbolik
sayisina, z sayisinin eslenigi denir ve z ile gosterilir. z ve z sayilar1 x-eksenine gore
simetriktir (Sobczyk!|1995]).

Onerme 2.19.

i. x € Pise X 'nin eglenigi x 'dir. Yani (X) = x 'dir.

ii. Herx,y € Picinx +y =x+Yy 'dir.

X X
iii. Her x,y € PicinX-y =X -y 'dirvey # 0 olmak iizere (—) = —dir.
y Yy

iv. Her x € P icin xX = ||x||* “dir.

V.X +X =2Re(x),x —X = 2Hip(x) ve x = X ise x € R 'dir.

Tanim 2.20. Herhangi bir z = x + hy € P hiperbolik sayisinin modiilii(mutlak degeri),
2l = V2~ o2

seklinde tanimlanir (Borota vd|2000, Sobczykl|1995).

Tamm 2.21. Herhangi bir z = x + hy € P hiperbolik sayismn tersi, 22 — 3*> # 0
durumunda tanimlidir ve

-1_ %
Elk
ile bulunur (Borota vd|2000, |Sobczyk  1995)).

Ornek. z = 2 + 3h saywsinn tersi nedir?

z ..
Coziim. z7! = W esitliginden,
z

2-3h -2 3
-1 = = ——+°h

z 1-9 5 5

bulunur.
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2.2.2. Clifford cebiri olarak hiperbolik sayilar
Kompleks sayilar cismi, kuaterniyonlar halkasi, split kuaterniyonlar halkasi ve
matrisler cebiri gibi 6nemli say1 kiimelerinin her biri, bir Clifford cebiridir. Bunun ya-
ninda, hiperbolik sayilar halkas1 da bir clifford cebiridir. Bu kisimda hiperbolik sayilarin
hangi Clifford cebirine izomorf oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in dncelikle, Clifford ce-
birinin temel 6zellikleri ve olusturulmasi verilecektir.
Bilineer form
Tamm 2.22. V, F cismi iizerinde n boyutlu bir vektor uzay1 olmak iizere,
B:VxV—F
doniigiimii, her x,y,z € Vve A € F icin
i. B(x+y.2) = B(x,z) + B(y.2)
ii. B(x,y +2)=B(x,y) + B(x,2)

iii. B (\x,y) = B (x,\y) = AB (x,y)

ozelliklerini saglhiyorsa B doniisiimiine bilineer form denir. Herhangi bir bilineer form
A = (a;j) € M,,x,,(F) olmak iizere, her x, y € V i¢in

B(x,y) =x'Ay = Z Qi XY g
ij=1

biciminde yazilabilir. Ayrica her x,y € Vicin B (x,y) = B (y, x) ise B ’ye simetrik
bilineer form, B (x,y) = —B (y, x) ise B ’ye ters simetrik bilineer form denir.

Tanimm 2.23. B : V x V — F bilineer formuna,
i. Sifirdan farkli her x € V i¢in B (x,x) > 0 ise pozitif taniml1 bilineer form
ii. Sifirdan farkli her x € V i¢in B (x,x) < 0 ise negatif taniml1 bilineer form
iii. Sifirdan farkli her x € V i¢in B (x,y) = 0 olmasi y = 0 olmasini gerektiriyorsa
yani bir bagka deyisle sifirdan farkli her vektore dik olan tek vektor sifir vektorii ise B "ye
nondegenere bilineer form denir.
Ornek. V = R?, F = R olsun ve x = (21, 25) € R?|y = (y1,10) € R? olmak iizere
By (X,y) = —71y1 — T2¥2

seklinde tamimlanan doniigiim bilineer formdur ve
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siw=te it 5[] v

seklinde yazilabilir. Burada A matrisi simetrik oldugundan By doniisiimii de simetriktir
ve her x = (11, 15) € R? icin

By (x,X) = —27 — 23 < 0

oldugundan B, negatif tanimli bilineer formdur.

Ornek. V = R? F = Rolsun ve x = (z1,15) € R%y = (y1,%2) € R? olmak iizere
B3 (x,y) = 2191 — T2y>

seklinde tanmimlanan doniigiim bilineer formdur ve

By (x,y) = [11 2] [(1) _01} [Zj = x'Ay

seklinde yazilabilir. Burada A matrisi simetrik oldugundan Bs doniisiimii de simetriktir
ve her x = (11, 12) € R? icin

Bs(x,x) =22 — 25 <0
oldugundan B3 ne pozitif ne de negatif tanimlidir.

Kuadratik form

Tamim 2.24. 'V bir vektor uzayr ve F bir cisim olmak tizere () : V — F doniisiimii, her
x € Vve A € Figin

Q (Ax) = X*Q (x)

esitligini saghyorsa () doniisiimiine kuadratik form denir.

Ornek. V = R? F = R olsun ve x = (1, z5) € R?, olmak iizere
Q (x) = 2% — 22129 + 23

seklinde tanimlanan doniisiim kuadratik formdur. Gercekten, her x = (11, 13) € R? ve
A € Ricin

Qx) = (\r1)* —2(\zy) (Aag) + (\ap)?
= N (2} —2zme + 23) = NQ (x)

olur.
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Bir kuadratik formu, bir bilineer form yardimiyla tantmlamak miimkiindiir. Buna gore,

B:VxV—F

bir simetrik bilineer form olmak iizere
@ (x) = B (x,x)

seklinde tanimlanan () : V. — F doniisiimil bir B bilineer form yardimiyla elde edilen
kuadratik formdur. Tersine bir kuadratik form verildiginde, bu kuadratik form kullanilarak
bir bilineer form elde edilebilir. () : V — F bir kuadratik form olmak iizere

Bo(x,y) =5 (Qx+y)-Q((x) —-Q(y))

N —

seklinde tanimlanan
By :VxV—F

doniisiimii ) kuadratik formuyla elde edilen bilineer formdur.

Ornek. V = R? F = Rolsun ve x = (z1,73) € R% y = (y1,92) € R? olmak iizere
B(x,y) = 211 — T2y2

seklinde tanimlanan bilineer form yardimiyla iiretilen kuadratik form
Q(x) = B (x,x) = 21 — 23

olur.

Ornek. V = R3 F = R olsun. x = (11, 79,73) € R¥vey = (y1,v0,y3) € R® olmak
lizere

Q (x) = 23 + 225 + 323 + 27179
seklinde tamimlanan kuadratik form tarafindan iiretilen bilineer form,

Qx+y)-QX) -Q(y)

[($1 + y1)2 +2 (22 + 92)2 + 3 (23 + y3)2 +2(z1 + 1) (22 + y2)

Bo (x,y) =

N =N

—~

] 4 225 + 305 + 201m0) — (i + 295 + 3Y5 + 2u190) ]
W1+ T1y2 + Tay1 + 2T2y0 + 3T3Y3

8

olarak bulunur ve
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1 10 U1
Bo(x,y) = |21 2 x3] [1 2 0] |5| =x'Ay
00 3| |

bigiminde yazilabilir.

Tanmim 2.25. Bir F cismi iizerinde V vektor uzayi verilsin.
o . VXxV-V

ikili islemi, her x,y,z € V ve A € F i¢in

i.x:(y-z)=(x-y) -z (birlesme)

ii.x-(y+z)=x-y-z;

(x+y) z=x-z+Yy -z (dagilma)

iii. A (x-y) = (Ax)y = x (\y) (skalerle ¢arpma)

ozellikleri sagliyorsa, bu islemle birlikte V ’ye F cismi iizerinde bir cebir denir (Erdogdu
2013).

Aciklama 2.26. Bazi kaynaklarda birlesme ozelligi cebir tanumina dahil edilmemistir.
Birlesme ozelligini saglayan cebirler ise birlesmeli cebir olarak adlandirilmigtir.

Ornek. V = R? vektirel carpma islemiyle birlikte bir cebirdir.
Ornek. V = H kuaterniyonlar, kuaterniyon carpimiyla birlikte bir cebirdir.

Tamm 2.27. Bir () kuadratik formuyla donatilmig bir V vektor uzayi tarafindan, her
x,y € Vigin

y'=Q(y) (2.1)
X-y+y- -x=2Bg(x,y) (2.2)

seklinde tanimlanarak iiretilen (birlesmeli) cebire Clifford cebiri denir ve C?¢ (V, Q) ile
gosterilir. Ayrica (12.2)) esitligi temel Clifford 6zdesligi olarak adlandirilir (Aragén vd
1997, Erdogdu 2013} Lundholm ve Svensson/2009).

V, n boyutlu bir vektor uzay1 ve {ej, ey, ..., €,} V "nin bir tabani1 ise C¢ (V, Q)) cebiri

{1}U{e“ez2ezklgzlgzzggzkgn, 1§k:§n}

kiimesi tarafindan iiretilir ve boy (C (V,Q)) = > (}) = 2" *dir.

k=1
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Ornek. Bir Q kuadratik formuyla donatilmis bir V = R> vektor uzayt icin {ei1,e2,e3}
bir taban olmak iizere, C{ (V, Q) Clifford cebiri

{1,e1,ey,€3,€1€9, €1€3, €263, €1€2€3}

kiimesi tarafindan iiretilir ve boy (Cl (V,Q)) = 23 ’tiir.

Aciklama 2.28. Bir () nondegenere kuadratik formuyla donatilnus bir V vektor uzayt icin
{e1,es,...,e,}

bir ortogonal taban ise i # j icin Bg (e;,e;) = 0 olacaktir. Bu durumda temel Clifford
ozdesligi

ee; +ee; =0, (i#j)

olur.

Ornek. V = R?, olmak iizere x = (11, 15) € R?, icin
Q (x) = 22 + 2129 + 73

seklinde tanmimlanan bir kuadratik form olsun. Bu kuadratik form ile donatilmis R? vektor
uzay! tarafindan iiretilen Clifford cebirini bulalim.

Coziim. {e; = (1,0),e; = (0,1)} R? *nin bir ortogonal tabani olmak iizere C/ (R?, Q)

{17 €1, €9, ele2}

kiimesi tarafindan (2.1]) ve ([2.2)) 6zelliklerini kullanarak iiretilir. O halde

ei =Q((1,0)
e =Q((0,1))
e1e; + exe; = 2B (e, €2)
=Q(e1te)—Qer) —Q(e)
=Q((1,1)) —Q((1,0) —Q((0, 1))
=1+1+1—-1-1
=1

1
1

olarak bulunur ve birlesme 6zelligini kullanarak asagidaki carpim tablosu iiretilebilir.
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Yani, C/¢ (R?, Q) cebiri

Lo L e e [ewe
1 1 (S5} €9 €1€9
(S5} (S31 1 €1€y | €9
€9 €9 1-— €162 1 €y — €
€€ €€y | €1 — €9 (S5} 1

islem tablosu ile iiretilen birlesmeli cebirdir ve

cv (Rz, Q) ={ap+ a1e; + azes + azejes : a; €R (i =0,1,2,3),

2 2
el =€) =eje; + exe; = 1}

seklinde gosterilebilir. boy (C¢ (R?,Q)) = 22 = 4 ’tiir. Ayrica bu cebir nondegenere
degildir. Gergekten, x = (x1,73) € R% y = (y1,y2) € R? igin

Bo (x,y) = 5 (Q ((x1 +y1, 72 + 12)) — Q ((w1,22)) — Q ((y1,%2)))

— DN =

= 5 (@140 + (21 +9) (224 92) + (22 + p)°

2 2 2 2
—T] — T1T2 — Tg — Yy — Y1Y2 — 3/2)

c (s ) (20

olarak bulunur. Sifirdan farkli her x = (1, z9) € R?i¢in Bg (x,y) = 0 olsun. Bu durum

4 2 4 +2 20
=\ =29 — =21, = —-x
y 52 51,51 52

iken saglandigindan, bu cebir nondegenere degildir.
Nondegenere kuadratik formlar

p + ¢ boyutlu reel vektor uzayinda x = (1, z2, ...Zp, Tpt1, ..., Tptq) Olmak izere

2

22 2 2 2
QX)=—a] -1y — . — 2, + Ty + 70+ + T,

bir nondegenere kuadratik formdur. Burada (p, ¢) ikilisine kuadratik formun isareti denir.
Bu kuadratik form ile birlikte reel vektor uzayi ]Rg“’ ile gosterilir. Bu vektor uzayinin
tirettigi Clifford cebiri ise

Cl (Ro+, Q) = Cl,, (RZW) =CY (Rg*q)

ile gosterilebilir. Bu sekildeki kuadratik formlar i¢in

Bq (x,y) = —21y1 — Tay2 — .. — TpYp + Tpr1Ypi1 + oo F TpigYpig
29



KURUMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI Hasan CAKIR

olur ve {ej, e, ..., e, ,} RP 7 icin bir ortogonal taban olmak iizere
ee; +eje; = 2B (e;,e;) =0; (i # j) i¢in

olur. Boylece {ey, ey, ..., €,,,} ortogonal tabanina ve (p, q) isaretine sahip RP*7 vektor
uzay tarafindan iiretilen Clifford cebiri

=—1; (i=1,2,..,p)
e, =1 J=p+1..,p+q)
e;e; + €;e;, = 0; (’L 7é ])

e

N SN

bagintilarini saglayan birlesmeli cebirdir (Aragon vd||1997, Kisil|2010, Miller|[2013).

Ornek. V = R’ ve x = (1, Ty, T3, 24, T5) € R icin

Q (x) = —af — 23 + x3 + 2] + a3

kuadratik formu (2, 3) isaretine sahiptir. Bu kuadratik form ile birlikte reel vektor uzayt
RS ile gosterilir ve

Bg (X,y) = =191 — Ty + ®3ys + Tays + T5Ys

olur. {ey, ey, e3,€4, €5}, RS icin bir ortogonal taban olmak iizere, RS vektor uzay tara-
findan iiretilen Clifford cebiri

e;=—1; (i=1,2)
ejzl; (7 =3,4,5)
e;e; +eje; = 0; (i #7)

N SN

bagintilarint saglayan birlesmeli cebirdir.
En 6nemli Clifford cebirleri

En 6nemli Clifford cebirleri, nondegenere kuadratik formlarla donatilmis reel ve
kompleks vektor uzaylar tarafindan iiretilen Clifford cebirleridir.

1. Kompleks Sayilar : C¢; 5 (R}), x = 21 € Rigin
Q (x) = —a7

kuadratik formuyla donatilmis V = R vektor uzay: tarafindan iiretilen Clifford cebiridir.
{1, e; } kiimesi ile

e] =Q(e)) = —1
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seklinde tanimlanarak iiretilir. Boylece
Ctyp (R%) = {z =a+eb: a,bcR, e = —1} ~C
olur.

2. Hiperbolik Sayilar: C/;; (R), x = z; € Rigin

kuadratik formuyla donatilmig V = R vektor uzay: tarafindan iiretilen Clifford cebiridir.
{1, e} kiimesi ile

el =Q(e) =1
seklinde tanimlanarak iiretilir. Boylece
Cloy (R) = {Z:a+e1b: a,b €R, el = 1} =P

olur. Bu cebir P hiperbolik sayilar cebirini temsil etmektedir. Genellikle e; = h veya
e; = j ile gosterilir (Ulrych2008).

3. 2x2 Matris Cebiri: Cl 5 (R?), x = (21, 22) € R? i¢in
Qx) =i+

kuadratik formuyla donatilmig V = R? vektor uzay1 tarafindan iiretilen Clifford cebiridir.
{ey, e, } kiimesi R? *nin ortogonal tabani olmak iizere, {1, e, e,, e;e,} kiimesi tarafindan

ef =Q(e) =
eg =Q(e) =

ee; +ee; =0
seklinde tanimlanarak {iretilir. Birlegsme 6zelligi kullanilarak

(e1e2)” = e (ese))ey

el (ee;) = ele; = e
(erer) e; = (—ege;) e, = —ee] = —ey
e (ere;) = ey (—ese;) = —eje; = —e;
(erez) ey = e = e;
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elde edilir. O halde C'¢ 5 (R?) Clifford cebiri

Lo 1 [e [e [ee]
1 1 e €9 €1€9
€ (S5} 1 €€y | €9
€9 €9 —e1ey 1 —€e
(SFLS)) €16y | —€9 e —1

islem tablosu ile iiretilen birlesmeli cebirdir ve

Cly 2 (]RQ) = {a + bey + cey +deje; - a,b,c,d € R, e =e3 =1,

(8162)2 = —1, ee; + ee; = O}

seklinde ifade edilir. Ayrica

1 1 0 1 0 01 0 1
— 0 1 , €1 — 0 —1 , € — 10 , €1€9 — 1 0

eslesmeleriyle C'lg 5 (R?) 2 My, »(R) olur.
4. Kuaterniyonlar : C5 (R3), x = (1, 29) € R?i¢in
Q(x) = —ai —x;
kuadratik formuyla donatilmig V = R? vektor uzay: tarafindan iiretilen Clifford cebiridir.

Bu cebir, {e;, e;} kiimesi R? "nin ortogonal tabani olmak iizere, {1, ey, e, e;e,} kiimesi
tarafindan

-1
—1

ef =@ (e1)
e% =Q (e2)

e|es + ese; = 0

seklinde tanimlanarak {iretilir. Birlegsme 6zelliginden faydalanarak

(e1e2)” = e (ezer)ey

= € (—elez) €2

- el

= -1
e, (ejey) = ele; = —ey
(er1e5)e; = (—ese;) e = —ege? = ey
e; (e1ey) = ey (—eye)) = —eje; = e
(er1er) ey = e1€5 = —e
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olarak bulunur. Bu durumda C'?s o (R3) Clifford cebiri

Lo L e [e [ee]
1 1 (S5} €9 €1€9
(S5} (S5} —1 €1€y | —€9
€9 €9 —€e1€9 —1 (S5}
€€y €€y | €9 —€e -1

islem tablosu ile iiretilen birlesmeli cebirdir ve

Clay (R%) ={a+be; + ces + dejey : a,b,c,d € R,

el =el = (9162)2 = —1, eje; + ere; = 0}
seklinde ifade edilir. Bunun yaninda

e1—>i
e —J
e1e2—>k

eslesmeleriyle C'ly o (R3) = H dur. Burada H kuaterniyonlar cebirini gdstermektedir.
5. Split Kuaterniyonlar : C/; ; (R?), x = (2, 72) € R? i¢in
Q(x) = —ai + 23
kuadratik formuyla donatilmis V = R? vektor uzay tarafindan iiretilen Clifford cebiridir.

Bu cebir, {ey, e,} kiimesi R? 'nin ortogonal tabani olmak iizere, {1, e;, ey, e;e,} kiimesi
tarafindan

ef =Q(e) =—-1
eg =Q(e) =1
e ey + ege; = 0

seklinde tanimlanarak {iretilir. Birlesme 6zelligini kullanarak

(6192)2 = € (8291) €2
= € (—6192) €2
- el
=1
e (ejey) = ele; = —ey
(er1ez)e; = (—ese;) e, = —ege] = ey
e (eey) = ey (—ege)) = —ele, = —e;

(e1er) es = e = e
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elde edilir. O halde C'?; ; (R?) Clifford cebiri

Lo 1 [e [e [ee]
1 1 e €9 €1€9
€ (S5} —1 €€y | —€9
€9 €9 —e1ey 1 —€e
(SFLS)) €1€y | €9 e 1

islem tablosu ile iiretilen birlesmeli cebirdir ve

Cly 4 (]R%) = {a + bey + cey + dejes : a,b,c,d € R, e% =—1,

€5 = (e1e2)” = 1, erey + eze; = 0}
seklinde ifade edilebilir. Ayrica

el—>i,
€ —j
e1e2—>k

eslesmeleriyle C'¢y ; (R?) = H olur. Burada H split kuaterniyonlar cebirini temsil etmek-
tedir (Ozdemir ve Ergin2006).

Tanim 2.29. C? (V, Q) cebirinin ¢ift carpimli iiretegleri de bir cebir olugturur. Bu cebire
C? (V, Q) *nun ¢ift alt cebiri denir ve C¢ (V, Q) ile gosterilir.

Ornek. Cl3 (R3), x = (11, 79, 73) € R® icin
2 2

Q(X):_ﬁ_%_%

kuadratik formuyla donatilmis V = R3 vektor uzayi tarafindan iiretilen Clifford cebiridir.
Bu cebir, {ey, e, 3} R3 ’iin ortogonal tabanmi olmak iizere,

{17 €1,€2,€3,€e1€2, €13, €2€3, ele2e3}

kiimesi tarafindan iiretilir. Buna gore,

el =0Q(e)=—1
e =Q(es) = —1
e; = Q(e3) = -1

e|es + eqe; = 0
ejes + eze; = 0

€oe3 + e3ey — 0
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esitlikleri ve birlesme ozelligini kullanarak

(9182)2 = (6183)2 = (6263)2 =1
oldugu goriiliir.
{1,81627616376263}

kiimesi ile iiretilen cebir, Cl3 o (R®) Clifford cebirinin bir alt cebiridir. ve bu kiime de yine
kuaterniyonlar kiimesine izomorftur. Bu cebir, C’E;;O (R3) ile gosterilir ve

C@,o (Rs) = {a + bejey + cejes + deses : (e2e3)2 — (e1e3)2 _ <9162>2 _
a.b,c,d €R, eje; +eje; =0, # 7, 1,j=1,2,3}

seklinde ifade edilir. e;e3 — 1, e1e3 — j, e1ey — k izomorfzimi ile Cl3, (R*) = H olur.
Hiperbolik cayilar ve Clifford cebiri

Sonug olarak, hiperbolik sayilar kiimesi,

kuadratik formuyla donatilmig V = R vektor uzayi tarafindan iiretilen
Cloi(R)={z=a+eb: a,beR, el =1}

Clifford cebirine izomorftur. Ayrica, hiperbolik sayilar kiimesi,
Qx) = —a? + 2}

kuadratik formuyla donatilmis V = R? vektor uzayi tarafindan iiretilen,

06171 (R%) = {CL + be1 + ces +de1e2 . a, b, C,d € R, ef = —1,

es = (e1e2)2 =1, ejes + ere; = O}
split kuaterniyonlar cebirinin bir alt cebiridir. Yani,
cofy (R}) = {a+beje, : (e1€2)° =1, erey +eze; =0, a,b € R}
cebirine izomorftur. O halde,
P =Cl, (R) = Céf’l (R%)

seklinde ifade edilebilir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

3.1. Hiperbolik Sayilarin Simniflandirilmasi

3.1.1. Hiperbolik sayilar kiimesinde i¢ carpim

Tanim 3.1. Hiperbolik sayilar kiimesinde i¢ carpim z, w € P icin,

(,V:PxP—>R

(z,w) = |z| |[w| cosh @ = Re (zw) = Re (zW)
seklinde tanimlanir. Buradan

z =2z +hz vew = w; + hw,y

ise
(z, W) = w121 — wa2y
ve
cosh = (2, w) = Re (zw) r W21 — W2y
TR RVE e Ve

olur. Bu tamimin pozitif tanimli olmadig1 aciktir, dolayisiyla da bu carpim bir OKklid i¢
carpimui degildir. Fakat bu carpim nondegenere, simetrik bilineer formdur ve Lorentz diiz-
lemindeki skaler ¢arpim olarak bilinir ve Lorentz i¢ carpimi denilir.
Tanim 3.2. z, w € P icin,

(z,w) = Re (zw) = Re (zw) =0
ise, bu sayilara ortoganaldir denir ve z 1 w ile gosterilir.

3.1.2. Hiperbolik sayilarin karakterizasyonu

Tanim 3.3. Hiperbolik sayilar kiimesinde tanimlanan skaler ¢arpimin pozitif tanimli ol-
mamast, hiperbolik sayilar1 stniflandirmamizi gerektirecektir. Buna gore,

z=a-+hbd

hiperbolik sayisin1 asagidaki sagladigi kosullara gore, spacelike, timelike veya null olarak
adlandirilacaktir (Borota vd|[2000).

36



Hasan CAKIR BULGULAR VE TARTISMA

Spacelike hiperbolik say1
Timelike hiperbolik say1
Null veya Lightlike hiperbolik say1

ise,
ise,
ise,

(z,2) =2z > 0
(z,2) =2z < 0
(z,2) =2z =0

Hiperbolik sayilara split(boliinmiig) kompleks say1 denilmesinin nedeni de bu pargalanig-
tir. Bu ifade,

(z,2) = 72z = a® — b*
olacagindan, daha kisa ifade edilebilir.
la| > |b| ise Spacelike hiperbolik say1
la| < |b| ise Timelike hiperbolik say1
a = =+b ise Null veya Lightlike hiperbolik say1

Gortildiigii gibi, null hiperbolik sayilarin tersi yoktur.

Teorem 3.4. Hiperbolik diizlemde, iki ortogonal hiperbolik sayidan biri timelike ise, di-
geri ise spacelike olur.

Ispat. z = a + hb timelike olsun. Bu durumda, |a| < |b] olur. z | w olacak sekilde bir
w = x + hy sayisin1 goz oniine alalim. Bu durumda,

Re (zw) = Re (a — hb) (z + hy) = Re (ax — by) =0

ise, ax = by esitliginden,

elde edilir w = x + hy sayisinda, |y| < |z| olmasi, w sayisinin spacelike oldugunu
gosterir. [

Teorem 3.5. Herhangi iki hiperbolik sayinin ¢carpumi, hiperbolik sayinin karekterine gore
asagidaki sekilde olur (Borota vd)|2000).

’ Carpma H Spacelike \ Timelike \ Lightlike ‘

Spacelike || Spacelike | Timelike | Lightlike
Timelike | Timelike | Spacelike | Lightlike
Lightlike | Lightlike | Lightlike | Lightlike

Ispat. z, = a; + hb; ve z, = ay + hb, iki hiperbolik say1 olsun.

Z1Z9 = Q109 + blbg + h (ale + CL261>

carpiminda,
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(aras + b1b2)2 — (a1be + a2b1)2 = (a% — b%) (a% — bf)
oldugundan, z; veya z, sayilarindan herhangi birinin lightlike olmasi durumunda, z,z,
sayisinin da lightlike olacagi aciktir. Diger yandan, z; veya z, sayilarindan sadece biri
timelike ise, z,zo timelike, aksi halde yani, ikisinin de timelike veya spacelike olmasi
durumunda, z;z- carpimi spacelike olacaktir. [
3.1.3. Hiperbolik saymin pozitif veya negatif olmasi

z = a + hb bir hiperbolik say1 olmak iizere,

e(z) = sgn(a+0b)

isaretine baglh olarak, z sayisina pozitif veya negatiftir denir. a + b > 0 ise z pozitif,
a + b < 0 ise negatiftir. Yani,

+1 a+b>0
e(z)=¢ —1 a+b<0
0 a+b=0
seklinde tamimlanir (Ozdemir2015). Bu tanima gore, hiperbolik diizlemde,
y=-x
dogrusu tizerinde bulunan tiim hiperbolik sayilarin isareti sifirdir. z = a — ah formundaki
sayilar, hiperbolik sayilar kiimesinde sifira esdeger kabul edilir. Literatiirde, z pozitif say1-
sinin pozitif olmasi, Lorentz uzayinda future pointing (gelecege yonelmis), negatif olmasi
ise past pointing (gecmise yonelmis) olarak tanimlanmaktadir (Ergin/|1989). Ornegin,
z = —2 + 3h, pozitif bir timelike hiperbolik say1,
z = —4 + 3h, negatif bir spacelike hiperbolik say1,
z = 2 + 2h, pozitif bir null hiperbolik say1,
z = 2 — 2h, isaretsiz, yani 0 ’a esdeger bir null hiperbolik sayidir.

Teorem 3.6. Iki hiperbolik sayimn carpimimn isareti, hiperbolik sayilarimin isaretlerinin
carpumina egsittir. Yani, 7., zo € P icin,

15 (Z1Z2> =& (Zl) 15 (Zg)

esitligi saglanir (Ozdemin|2015).
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Ispat. z, = a; + hb; ve z, = a, + hb, hiperbolik sayilar icin,
7179 = (CLl + hbl) (CLQ + hbg) = (CLlCLQ + b1b2) + h (CleQ + (Zgbl)
ifadesinde,

15 (Z1Z2) = sgn (a1a2 + blbg + a1b2 + agbl)
= sgn ((az + b2) (a1 + b1))
= sgn (az + b2) sgn (a; + by)

= ¢ (z1) e (2z2)

esitlifi saglanir. Ayrica, ¢arpilan sayilardan biri y = —x dogrusu iizerinde bulunan, si-

fira esdeger bir hiperbolik say1 ise, carpim da, y = —x dogrusu iizerinde bulunan sifira

esdeger bir hiperbolik say1 olacaktir. 0
JI

:Pazitif Timelike

Negatif Spacelike \ -Pazitif Spacelike -
Hiperbalik Sayilar Hiperbolik Szyilzar .

w

Sekil 3.1. Pozitif, negatif hiperbolik sayilar

Lemma 3.7. Pozitif bir hiperbolik sayun tersi de, pozitiftir.

Ispat. z =a-+hb > (ise a + b > 0 olacakuir.

Zfl_i_a—hb_ a  hb
*‘Z|2*a2_b2*a2_b2 a2 — b2
oldugundan,
o, b1y
a?—b  a2—0  a+b
olur ki, bu z7! sayisiin da pozitif olmas1 demektir. [
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3.1.4. Hiperbolik sayilar kiimesinde vektorel carpim
Tanim 3.8. z, w € Picin, z ve w hiperbolik sayilarinin vektorel carpimi
z X w = (|z| |[w|sinh @) h = Hip (zw) h
seklinde tanimlanir. Buradan
|z X w| = |z| |w]|sinh §
olur ki, z = z; + hz, ve w = w; 4+ hw; i¢in,
Z X W= (z3wg — wy22) h
ve
|z X W| = |z1wy — w1 22
bulunur. Ayrica,

|Z X W| r |21’LU2 — w122|
2w 2 = Al -l

elde edilir. Buradan da

sinh 6 =

(w121 — w222)2 — (Zﬂl)g — U)122)2

cosh?  — sinh? 4 = (= 22) (® — ud) =1
esitliginin saglandig1 goriilebilir.
3.1.5. Hiperbolik sayilarda vektorel carpimin bazi 6zellikleri
i. Her x,y € Picin
XXy=-y XX
olur (Vektorel carpimin degisme 6zelligi yoktur).
Ispat. x = x1 + hxy, y = y; + hy, € P olsun. Buradan
x Xy = Hip (Xy) h = (2192 — 2291) h
= — (=21y2 + 72y1) h = —Hip (yx) h
= -y XX
bulunur. [
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ii. Her x € P icin
x xXx =0
olur (Bir hiperbolik sayinin kendisiyle vektorel carpimi O ’dir).
Ispat. x = 1 + hxy € P olsun. O halde
x X x = Hip (Xx) h = (129 — 2921)h =0h =0
olur. ]
iii. Her x,y € Pve A € R i¢in
(Ax) Xy =A(xXYy)
olur.
Ispat. x,y € Pve A € R olsun. Buradan

(Ax) x y = Hip (Axy) h = Hip (Axy) h = Hip (A\xy) h
= Mip(Xy)h=A(x xy)

bulunur. ]

iv. Herhangi bir hiperbolik sayinin O ile vektorel carpimi O ’dir. Yani her x € P icin
Oxx=xx0=0

olur.

Ispat. x € P olsun. Dolayisiyla

0xx=Hip(0-x)h=Hip(0-x)h=0h=0
x X0 =Hip(X-0)h=Hip(0)h =0h =0

olur. O
v.Herx,y € Pve A € Ricin

xxXxy=0&x=)\y
olur. Yani x ve y vektorii paralel ise vektorel carpim O olur.

Ispat. (=) :x,y € Pve X € Riginx x y = 0 olsun. O halde

41



BULGULAR VE TARTISMA Hasan CAKIR

XXy :HiP(KY)h: (212 —$2y1)h =0

olur. Buradan

x T2 T = A\y1
X —x =0= —=-"=)\=
1Y2 2Y1 {m:)\m

Y1 Y2

olur ki, boylece x = \y yazilabilir.
(<) :x=x1+hzy, y =y + hy, € Pve A € Rigin x = \y olsun. Buradan
X=Xy = 21 +hey = A(y1 + hys) = 21 = Ayy ve 2 = Ay

olur. Dolayisiyla

T T |
n Y2
= (r1y2 —22y1)h =0
= Hip(Xy)h =0
=xxy=0
bulunur. []

vi. Her x,y,z € P i¢in

xx (y+2) = (xxy) + (x X 2)
olur.
Ispat. x,y,z € P olsun. Buradan

x X (y+2z) =Hip(X(y +z)) h =Hip(Xy +Xz)h
=Hip(Xy)h+Hip(Xz) h = (x X y) + (x X z)

bulunur. []

3.1.6. Iki hiperbolik saymin hermityen i¢c carpiminin i¢ carpim ve vektorel carpimla
ifadesi

Herhangi iki z = 2; + hzs ve w = w; + hws hiperbolik sayilarinin Hermityen i¢
carpiminin cebirsel ¢arpimi,

Zw = (21 + h2y) - (wy — hw,)

= W121 — WaZo — h (leg -+ w122> = <Z,W> — (Z X W)

biciminde yazilabilir.
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3.2. Hiperbolik Sayilarin Gosterimi

Bu boliimde, kompleks sayilarin kutupsal, iistel ve matris gdsterimlerine benzer
sekilde, hiperbolik sayilarin kutupsal, listel ve matris gosterimleri verilecektir. Fakat, bu
gosterimler kompleks sayilardaki gibi tek tiirlii degildir ve hiperbolik sayinin tiiriine gore
degismektedir.

3.2.1. Hiperbolik sayilarin kutupsal gosterimi
Tamim 3.9. Herhangi null olmayan z = x + hy hiperbolik sayisinin konum vektoriiniin

asal eksenle yapti81 agiya, z sayisinin hiperbolik argiimenti denir ve argh(z) ile gosterilir
(Ozdemir2015).

}J

Sekil 3.2. Hiperbolik argiiment

Eger, z hiperbolik sayis1 22 — 3% = p? yatay hiperbolii iizerinde ise, yani z bir spacelike
hiperbolik say1 ise, cosh # > 1 oldugu g6z oniine alinarak

z = Fp (coshf + hsinh )
seklinde yazilabilir. Buradan

x = Fpcoshd
y = Fpsinhé

esitlikleri elde edilir ki, bu esitliklerden

tanh 6 = ¥
T

olur. Boylece

0 = arg (z + hy) = tanh™! (%)

elde edilir.
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x = Fpcosh b ve y = Fpsinh § olmak tizere

x e +e? oY e —e?
—_ — — Ve = = -
p M p M

esitliklerinden

ve buradan da

0 =1In

x—i—y‘
p

elde edilir. z spacelike hiperbolik sayisinin

z = Fp (cosh 6 + hsinh 6)

formundaki yaziligina kutupsal gosterimi denir. Eger z birim ise p = 1 olacagindan ku-

tupsal gosterim

z = F (cosh 6 4+ hsinh 0)

seklinde olur. Benzer sekilde, z hiperbolik sayis1, iy — 2? = p? dikey hiperbolii iizerinde
ise, yani z bir timelike hiperbolik say1 ise, cosh # > 1 oldugu g6z 6niine alinarak

z = Fp (sinh 6 4+ h cosh 6)

seklinde yazilabilir. Bu durumda

x = Fpsinh
y = Fpcosh b

esitliklerinden

tanh 0 = z
Yy

olur ki buradan

6 = arg (z + hy) = tanh ™! (£>
Y

elde edilir. Diger yandan
zh = Fp (cosh 6 + hsinh 0)

olarak da yazilabilir.
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xXr
p P

oldugundan

6 =1In

x—i—y‘
p

elde edilir. Sonug olarak bir hiperbolik sayinin hiperbolik argiimenti

tanh™" (g) o |2 , z spacelike (2% > y?)

9 (2) = arg (s + hy) = o
tanh ™! <—> =1In , z timelike (2% < y?)

Y p

seklinde, bir hiperbolik sayinin kutupsal gosterimi de

| Fp(coshb + hsinh ) , z spacelike
| Fp(sinhf + hcoshd) ,ztimelike

seklinde tanimlanir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.10. Herhangi null olmayan bir z = x + hy hiperbolik sayisi

p=+/|r2—y? ved =In

x—i—y‘
p

olmak iizere, k € {1,—1,h, —h} icin,
z = kp (cosh @ + hsinh 0) (3.1)
formunda yazilabilir. Burada,

1 z pozitif spacelike ise
—1 z negatif spacelike ise
h  z pozitif timelike ise
—h  z negatif timelike ise

k= (3.2)

olarak secilir ( Ozdemir2015)).

Ornek. Asagidaki hiperbolik sayilarn tiiriinii, argiimentini ve kutupsal gisterimlerini
bulunuz.

3)Z1:2+h b)Z2:1—2h

¢)z3=1+2h d)yz,=-3+2h
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Coziim. z = x + hy hiperbolik sayis1 i¢in

z, = x +y > 0ise z pozitif
z, = 2 +y < 0 ise z negatif

\

1z pozitif spacelike ise
—1 =z negatif spacelike ise

h z pozitif timelike ise
—h z negatif timelike ise

k:

oldugu kullanilacaktir. O halde,

a) z; = 2 + h hiperbolik sayis1 pozitif spacelike oldugundan k£ = 1 olur. Buradan

pr=V|22 -1 =3
Yy

6, = arg (z;) = tanh ™' <E> =In

— tanh™! (%) =1 (V3)

x—{—y’
p

\

z; = kp, (cosh; 4+ hsinh 6,)
=3 (COSh <ln (\/§>> + hsinh <ln (\/§)>>

olarak bulunur.
b) z, = 1 — 2h hiperbolik sayis1 negatif timelike oldugundan k£ = —h olur. Dolayistyla
P2 = |12 - (_2)2‘ =3
0y = arg (z,) = tanh™! <£> =In

Y

x+y‘ | (1>
= 1n e
p V3
ve

zo = kp, (cosh 05 4+ hsinh 605)

= (o (G5 ) ) o (55 )
= (G5)) e (2 (35))

olarak bulunur.
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¢) z3 = 1 + 2h hiperbolik sayis1 pozitif timelike oldugundan & = h olur. O halde

ps = /|12 — 22 =3

03 = arg (z3) = tanh ™! (£> =In
)

veE

z3 = kp; (cosh 03 + hsinh 65)

(o (v (3)) b ()

=3 (sinh (ln <\/§)> + h cosh (ln <\/§))
olarak bulunur.

d) z, = —3 + 2h hiperbolik sayis1 negatif spacelike oldugundan £ = —1 olur.

b= |37 =2 = V5

04 = arg (z,) = tanh ™! <g> =In

2o (3)

T
ve
z4 = kp, (cosh 0, + hsinh6,)
1 1
-5 (cosh (ln (—)) + hsinh <ln (—)))
V5 V5
olarak bulunur.

Hiperbolik sayilarda herhangi bir z = x + hy hiperbolik sayinin modiilii
2| = V]2 — |

formunda oldugundan hiperbolik sayilarda birim ¢emberin denklemi
z| = }IQ —y2| =1

seklindedir. O halde hiperbolik sayilarda birim cember
-yt =1vey’ -2 =1

hiperbollerinden olusur ve bu hiperbollerin asimptotlari
y=xvey=—x

dogrulandir.
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Hiperbolik sayilarda, birim ¢ember iizerinde 6 agisiyla verilen bolgenin alam 3
olur. € agisiyla verilen bolgenin alanini hesaplamak icin birim ¢emberi olusturan hiper-
bollerden herhangi birinde bunu gostermek yeterlidir. Asal ekseni xz-ekseni olan hiperbol
tizerinde 6 agisiyla verilen bolgenin alaninin — oldugu gosterilebilir. Bunu gostermek i¢in

once hiperboliin y ekseniyle arasinda kalan bolgenin alanini hesaplayip, bu alandan ¢cem-
ber ile y ekseni arasinda kalan iicgenin alani ¢ikarilirsa 6 agisiyla verilen bolgenin alani
hesaplanmis olur.

Sekil 3.3. Hiperbolik sayilar ve alan

Asal ekseni z-ekseni olan hiperboliin denklemi 22 — y> = 1 = = = F+/1 + 32
oldugundan 6 acisiyla verilen bolgenin alant,

)
inh 6 cosh 8
Alan:/1f1+y2dy_%
0

olur. y = sinh v doniisiimii yapilirsa dy = cosh udu ve sinirlar 0 ’dan 6 ’ya olur.

9
inh 8 cosh 8 inh 20
v/ 1 + sinh? u cosh udu — SIMAYVCOSIY / Cos U cos udu — i

Alan =
an 5 1
0

0
sinh260 /1 + cosh 2ud _ sinh (26)

A 2 Y A

cosh? udu —

0
? sinh20 0  sinh20 sinh20 ¢

sinh 2u
4

4 2+ 4 4 2

92

0

olarak bulunur.
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3.2.2. Hiperbolik sayilarin iistel gosterimi

Teorem 3.11. Herhangi z = x + hy hiperbolik sayisi, p = /|2 — y?|, 0 = arghz ve
k € {1,—1,h, —h} olmak iizere

z = kpe?

formunda gosterilebilir (Ozdemir|2015).

n

. z . ..
Ispat. €% = E — seri acilimina gore,
n!

n=0
o = (h0)" (h9)>  (h0)®  (h))"  (ho)’
D SR e e e
0> he* #* he°

:1+h9+§+y+z+ﬁ+...

0* ot 6> 0
:(1+§+E+...>+h<9+§+a+...)

= cosh @ + hsinh 6

n=0

olur. Ayrica herhangi bir z = x + hy hiperbolik sayisi p = /|22 — y?| , § = arghz ve
ke {1,—1,h,—h} i¢in

z = kp (cosh 6 4+ hsinh 0)
formunda yazilabildiginden

z = kp(cosh 6 4 hsinh §) = kpeP

eho

formunda gosterilebilir. [
3.2.3. Hiperbolik sayilarda logaritma

Herhangi bir z = x + hy hiperbolik sayisinin p = /|22 — y?|, § = arghz ve
k € {1,—1,h, —h} olmak iizere

z = kp (cosh 6 4+ hsinh 0)
formunda yazilabilir.

O halde z hiperbolik sayisinin diferansiyeli alinirsa
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dz = k [(cosh @ + hsinh ) dp + p (sinh 6 4+ h cosh 0) df)
_ kp(cosh@ + hsinh ) dp
a p
= zdp + hzdf

p
=z (@ —i—hd@)
p

+ hkp (cosh @ + hsinh 0) df

esitliginden

/%:/@—l—h/deélnz:lnp—i—h@
z p

elde edilir. Boylece logaritma fonksiyonu
Inz =In|z| + ho
seklinde tanimlanir.

3.2.4. Hiperbolik sayilar icin De Moivre formiilii

Teorem 3.12. Herhangi null olmayan bir z = x + hy hiperbolik sayist, p = \/|2? — 42|

0 = arghz ve k € {1, —1,h, —h} olmak iizere

)

z = kp (cosh§ + hsinh )
formunda gosterilebileceginden n € 7. igin
z" = k"p" (cosh (nf) + hsinh (nf))
olur (Ozdemir|2015).
Ispat. Oncelikle n € N icin ifadenin dogru oldugu tiimevarimla gosterilebilir. n = 1 igin
z = kp (cosh§ + hsinh 6)
olur. n = m i¢in verilen esitlik dogru olsun. Yani
z" = k" p" (cosh (m#) + hsinh (m#))
olsun. Buradan

2™ = 2™z = k™ p™ (cosh (mf) + hsinh (mf)) kp (cosh @ + hsinh )
= k™ " [(cosh (mf) + hsinh (mf)) (cosh 6 + hsinh 6)]
= k™ o™ (cosh (m + 1) 6 + hsinh (m + 1) §)
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elde edilir. Diger taraftan
1
z = kp(cosh® +hsinh6) icinz™' = = =k~ 'p~' (cosh# — hsinh )
Z
oldugundan n € N i¢in

z "=

(z™")" = k™"p™" (cosh — hsinh 6)
E7"p~" (cosh (—n#) + hsinh (—nf))

oldugundan her n € Z i¢in

z" = k" p" (cosh (nf) + hsinh (nf))
oldugu goriiliir. [
Teorem 3.13. n € N icin sinh (nf) ve cosh (nf) ifadeleri,

cosh (nf)
sinh (nf)

(g) cosh™ 0 + (g) cosh” 20 sinh?6 + ...
™ cosh™ ! fsinh! @ + () cosh® 2 Hsinh® 6 + ...
(7) s

seklinde sinh 6 ve cosh 0 cinsinden ifade edilebilir ( Ozdemir|2015)).
Ispat. De Moivre formiilii ve binom agilimindan

cosh (nf) 4+ hsinh (nf) = (cosh 6 + hsinh #)"
= (8) cosh™ 0 + (TIL) cosh” ! #sinh! #h
+ (Z) cosh” 20 sinh? 0 + (g) cosh” 3 @sinh® fh + ...

elde edilir. Boylece hiperbolik sayilarin esitliginden de sinh (n6) ve cosh (nf)

cosh (nf) = (7) cosh™ 6 + (%) cosh" ?#sinh? 6 + ...
sinh (nd) = (%) cosh™ " @sinh' 6 + (%) cosh” 3 @sinh® 6 4 ...
olarak bulunur. O

Ornek. sinh (50) ve cosh (50) ifadelerini sinh @ ve cosh 6 cinsinden yaziniz.

cosh (50) = (8) cosh’ 0 + (3) cosh® #sinh? 0 + (7) cosh @ sinh* 0
— cosh® @ + 10 cosh® § sinh? @ + 5 cosh f sinh* 6

sinh (50) = (7) cosh” @'sinh 6 + (g) cosh® fsinh® 6 + (7) sinh” 0
— 5cosh® #sinh § + 10 cosh? f sinh® § + sinh®
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Ornek. S = (%) sinh 6 + (3) sinh (260) + - - - + (7) sinh (nf) toplaminin degerinin

0 0
2" cosh” (5) sinh (%)
ifadesine esit oldugunu gosteriniz.

Coziim. z = cosh 6 + hsinh 6 olsun.

(14+2)" =1+ (}) (cosh@ + hsinh §) + (3) (cosh (26) + hsinh (26)) + ...
.. (1) (cosh (n8) + hsinh (nd))

esitliginden,
(7) cosh @ + (3) cosh (20) + ... + (7)) cosh (nf) = C
ve
(1) sinh 6 + () sinh (26) + ... + (?) sinh (nf) = S
olmak tzere,
(142z)"=14+C+hS (3.3)
yazilabilir. Diger yandan,

1+z=14+coshf +hsinhé

0 0 0
= 2 cosh? (5) + h2sinh (5) cosh (§>
0 0 0
= 2 cosh (5) [cosh (5) + hsinh (§>}
oldugundan

(1+2)" =2"cosh” (g) {cosh (%6) + hsinh (%6)} (3.4)

olur. (3.3)) ve (3.4)’den, hiperbolik kisimlarin esitliginden

0 0
S = 2" cosh” (5) sinh (%)

elde edilir.
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3.2.5. Bir hiperbolik sayimin koklerinin bulunmasi

Tanim 3.14. w € P ve n bir pozitif tamsay1 olmak iizere, z" = w esitligini saglayan z
hiperbolik sayilarina w hiperbolik sayisinin n-inci dereceden kokleri denir.

Teorem 3.15. p = /|22 — y?|, 0 = ln‘x Ty
P

ve k € {1,—1,h, —h} olmak iizere,

w = x + hy = kr (cosh 6 + hsinh 6)

hiperbolik sayisinin n-inci dereceden kokleri
n 6 .. 0
z = Vk/p ( cosh — + hsinh — (3.5)
n n

bicimindedir ( Ozdemir|2015)).

Ispat. z = kyip, (cosh 6; + hsinh 6,) hiperbolik sayisi, w = kp (cosh 6 + i sinh 6) hiper-
bolik sayisinin n-inci dereceden bir kokii olsun. Bu durumda,

z" = ki p} (coshnfy + hsinhnf;) = kp (cosh § + hsinh 0)

esitlifine gore, reel ve imajiner kisimlar esit olmasi gerektiginden,
n . _n 9
n
olur. Simdi, n degerinin tek veya cift olmasina gore inceleyelim.

i) n cift ise, z" daima bir pozitif spacelike hiperbolik sayidir. Yani, z" = w oldugundan,
w hiperbolik sayis1 pozitif spacelike ise, n-inci dereceden kokiinden soz edilebilir. Aksi
halde, n cift iken bir hiperbolik sayimin kokii olmayacaktir. Buna gore, w sayist pozitif
spacelike iken, z" = w olacak sekilde,

z, = /p(coshf/n + hsinhd/n),

2y = —{/p(cosh@/n + hsinh/n),
z3 = h{/p(coshf/n + hsinhf/n),
z4 = —h{/p(coshf/n + hsinhf/n),

(3.6)

biciminde tanimlanan 4 farkli kok elde edilir.
ii) n tek ise, z"” herhangi bir null olmayan hiperbolik say1 olabilir. Fakat, z" = w oldugun-

dan dolay1, w sayist hangi tiirden ise, z" ve dolayisiyla da z sayis1 da o tiirden olmalidir.
O halde, z" = w esitliinde, z sayisi, w ile aym tiirdendir ve w sayisinin n tek iken,

53



BULGULAR VE TARTISMA Hasan CAKIR

n-inci dereceden kokii sadece 1 tanedir. Bu durumda tek kok :
0 .0
z = k{/p | cosh — + hsinh — 3.7
n n

olacaktir. L]

Teorem 3.16. z = x + yh hiperbolik sayisinin karekokii

N R e (3.8)

ile bulunur.
Ispat. \/r + yh = a + bh olsun. Buna gére,

(a +bh) (a + bh) = a* + b* + 2abh = x + yh

esitliginden,
a+ b=z,
2ab =y

olacaktir. Buna gore,

a+b==+Vr+y
a—b==+r—y

esitliklerinden, taraf tarafa toplanarak,

a_j:\/x—i—yi\/x—y
B 2

ve taraf tarafa cikarilarak,

:j:\/x+y1F\/x—y
2

b

elde edilir. O halde,

+ + — + —
Ny - \/$+yz VIZY \/l’+y23F\/I I

olacaktir. O]
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Sonug 3.17. z = x + hy sayusi bir null hiperbolik sayt ise, x = +y olacagindan, (3.8)
esitligine gore,

V2
x =y iken, \/x +yh = Tx(l—i—h)
V2
x = —y iken, \/x + yh = Tx(l—h)

olacaktir.

Sonug 3.18. Lightlike olmayan bir hiperbolik sayimin karekokiinii olmast icin gerek ve
yeter kosul saymin pozitif spacelike olmasidr.

Ispat. (B.9) esitligine gore, null olmayan bir hiperbolik sayinin kékiiniin olmasi igin
x+y > 0vex —y > 0olmasi gerekir. z + y > 0 olmasi, z hiperbolik sayisinin pozitif
olmast, 22 —y? > 0 olmast ise, z hiperbolik sayisinin spacelike olmasi anlamina gelir. [

Ornek. z = 13 — 12h sayisimin karekokii nedir?

Coziim. 1. Yol. z = 13— 12h pozitif spacelike bir hiperbolik say1 oldugundan, £ = 1’dir.

:E—i—y‘ \/5

p=V132—-122=5ve =In

=In—
p )

oldugundan (3.1]) ve (3.2)) esitliklerinden,

z=13—-12h =5 (cosh <ln %) + hsinh (ln é))

yazilabilir. Boylece, (3.6|) esitliklerinden,

21 = V5 (cosh (1n (1/v/5) ) + hsinh (1n (1/v5) )) =3 - 2h,
2, = —V/5 (cosh (In (1/v/5) ) + hsinh (1n (1/v5) ))
25 = V5h (cosh (1n (1/v/5) ) + hsinh (In (1/v5) ) ) = =2+ 3,
21 = —V/5h (cosh (1n (1/V5) ) + hsinh (In (1/v5) ) ) =2

olarak bulunur.

— —3+2h,

2. Yol. (3.8]) esitligine gore,

LT+ +V/IT 2
V13— 12h = f2\/_5+ f;'tﬁh

olacagindan, z = 13 — 12h sayisinin kokleri, 3 — 2h, 2 — 3h, —3 4 2h, —2 4 3h olacaktr.
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Ornek. z = 6 — 10h sayisimin karekikii nedir?

Coziim. 1. Yol. Teorem 3.16. géz 6niine alinirsa, z = 6 — 10h negatif bir hiperbolik say1
oldugundan karekokii yoktur.

2. Yol. z = 6 — 10h sayis1 negatif timelike bir hiperbolik sayidir ve £ = —h alinmalidir.
Diger yandan, (3.1]) ve (3.2)) esitliklerinden,

r+y
p

p=vV102—-62=8vef =1In

’zlnlz—ln2
2

oldugundan,

z =6 — 10h = —8h (cosh (—In2) + hsinh (—In2))
= —8 (sinh (—In2) 4+ hcosh (—In 2))

olacaktir. Teorem 3.15 goz Oniine alinirsa, bu saymnin karekokiiniin olmadig1 goriiliir.
Ornek. 2 — 2h sayisinn karekokii nedir?

Coziim. Bu say1 bir null hiperbolik say1 oldugundan, karekokii Sonug 3.17 geregi,

R g

olarak bulunur.
3.2.6. Hiperbolik sayilarin matris gosterimi
z = = + hy € P olmak iizere, z sayisini,
r Yy
y T
formundaki matrislerle ifade edebiliriz. Oncelikle,
Ty
y T

formundaki matrisler kiimesinin birimli ve degismeli halka oldugu gosterilebilir. Daha
sonra da bu halkanin, P hiperbolik sayilar halkasina izomorf oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.19. M = {A = [ ;j i cx,y € R » formundaki matrislerin kiimesi, mat-

rislerdeki toplama ve carpma islemleriyle birlikte diisiiniildiigiinde birimli ve degismeli
halkadir ve P hiperbolik sayilar halkasina izomorftur.
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Ispat. H, : Matrislerde toplama islemi + : Ml x M — M seklinde tamimlandigindan her
X,Y € Mi¢in

Xy = [Tv Y|P b2 _ T1+T2 Y1t Y2 c M
(R Y2 T2 Yity2 T1+ T2
olur, Ml kiimesi toplama islemine gore kapalidir.
H, : Toplama isleminin birlesme 6zelligi vardir.
Gercekten, her X = {xl yl} Y = {IZ y2] , L= [x?’ yg} € M igin
Y1 T Y2 T2 Ys I3
(X+Y)+ 7= ([% yl:| 4 FQ yz]) + {’133 93}
B 0 Y2 T2 Ys T3
_ ot w yi e L[ s
Y1+ Y2 X1+ T2 Yz T3
:_$1+$2+9€3 Y1+ Y2+ Y3
(V1 +Y2+Ys 1+ T2+ T3

k3 y11+H
Y1 1

1 T

_131 + X2 + X3
| Y1 + Y2+ Y3

X2
Y2

EZRR To + 3
1 * {92 +ys3

Y1+ Y2+ Y3
T1+ T2 + a3

esit olduklarindan (X +Y) + Z = X + (Y + Z) *dir.

Hj; : Toplama islemine gore M ’de bir O etkisiz elemam vardir. Gergekten her X € M

icin

X4+0=0+X=X

olacak sekilde bir O etkisiz elemanina { ‘;7 ‘Z ] denirse, tanimdan yararlanarak bir tek

00

a::Ovey:O;Oz[O 0

etkisiz elemani elde edilir.

| en
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H, : 4 islemine gore her X = { z i } € M i¢in

X+Y=Y+X=0

olacak sekilde bir tek Y € M ters eleman1 vardir. Gercekten toplama ve esitlik tanimindan
X € Migin

Y:{_x _y]eM

oldugu goriiliir.

Hs :Her XY € Micin

X+Y:[x1 y1:|+|:$2 y2]2[901+$2 y1+y2}

Y1 T Y2 T Y1 +yY2 T+ X2
I, T2 Y2 + 1 U Y 4X
Ya T2 1

oldugundan (M, +) ikilisi ayn1 zamanda bir abel grubudur.

Hg : Carpmaislemi - : Ml x Ml — M seklinde tanimlandigindan - iglemine gore M kiimesi
kapalidir.

H; : Her X = {xl Iy = {””2 yﬂ,z: {x?’ y‘”’} € Migin
Y1 T Y2 T2 Ys T3

(X-Y)-Zz( E2 3/1} {1’2 y2]) {1’3 ys]
(Y1 T1| |Y2 T2 Ys T3

(120 + t1y2 Ty + Yi2a| (23 U3
(T1Y2 + Y1ZT2 T1Z2 + Y1Y2]| (Y3 T3

_ | T1 P23+ Yo T3+ 1 Y2Y3TY102Y3  T122YsHY1Y2Ys+T1Y2 T3+ 12203
| T1Y2X3+Y10203+H0102Y3HY1Y2Y3  T1Y2Y3+Y1T2Y3+T1X203+Y1Y2T3

X-(Y-Z):_:Cl y1:| ([362 y2] {CL’:& 3/3])
|91 T Y2 T2 |Ys L3

Mz ] [zows + yays yoms + Tays
Y1 X1 |Y2%3 + ToYs Loz + YaUs
:_xlx2x3+x1y2y3+y1y2x3+y1x2y3 T1Y2X3+T122Y3+Y1T2T3+Y1Y2Y3
| Y1T2X3+Y1Y2Y3+T1Y2X3+T1T2Y3  Y1Y2X3+TY102Y3+T1T2T3+T1Y2Y3

iki ifade esit olduklarindan (X -Y)-Z = X - (Y - Z) *dir.
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Hg : Her X = {‘“ yl},yz {xz yﬂ,z: {173 yﬂ € M igin
h T Y2 T2 Ys T3

(X+Y) - Z= 1 N + T2 Y2 T3 Y3
Y1 T1 Y2 T2 Ys T3
:_$1+$2 Y1t+Yy2| | T3 Y3
Y1+ Y2 T+ T2 (Y3 T3
:_x1$3+x2w3+y1y3+y2y3 T1Y3+T2Y3+Y103+Y273
(Y103+Y203+T1Y3+T2Y3  Y1Y3+Y2y3+r1T3+T2T3
X-Z—i—Y-Z:-xl Yui (s Ys| |T2 Y2 T3 Us
(Y1 T1] Y3 T3 Y2 T2f| (Y3 T3
:_901353 +U1Ys T1Y3 + Y1x3 4+ [¥2%s + Y2y3  T2Y3 + Y23
Y123 + T1Y3 Y1Y3 + 123 Ya's + TalYs YaYs + Tals
:_x1x3+y1y3+x2:1:3+y2y3 T1Y3+tY123+T2Y3+Y213
Y173+ 21Y3+Y203+T2Y3  Y1Y3+T1T3+Y2l3+T2T3

bu iki ifade esit olduklarindan (X +Y) - Z = X - Z 4+ Y - Z olur. Benzer sekilde

X (Y +2) :_551 y1:| ([@ y2] + r?} y3]>
L1911 11 Y2 T2 Ys T3
:_I1 yl} l$2+$3 y2+y3]
Y1 T (Y2t Y3 T2+ X3
:_x1x2+x1:v3+y1y2+y1y3 x1y2+x1y3+y1x2+y1x3}

| Y1 X2+ Y13+ 01Y2+T1Y3  Y1Yo+Y1Y3+T1X2+T1 T3

X'Y+X~Z:x1 Yuj (2 Y2 T Y T3 s

(Y1 T1] |Y2 T2 i Ti| |Ys T3
:_x1x2+y1y2 T1Y2tY1T2 + T1T3ty1yYs T1Y3+y1T3
[ Y1T2+T1Y2  Y1Y2+T122 Y1T3+T1Y3  Y1Y3+T123
:_x1x2+y1y2+x1x3+y1y3 T1Y2tY1 T2t T1Y3tY1 T3
| Y1 X2+ T1Y2+ Y1 X3+T1Y3  Y1Yo+T1T2+Y1Y3+T1T3

bu iki ifade de esit oldugundan X - (Y + Z) = X - Y + X - Z bulunur.
O halde (M, +, -) ti¢liisii bir halkadir.
Hg :Her XY € Micin

X .y |7 Y| |T2 Y2| _ (T1T2thiY2 T1Yatyila
Y1 T1| |Y2 T2 Y12Z2t2T1Y2  Y1Y2+2T122

y.x =|T2 Y2 |T1 Y| _ |T2Titheln T2lritladn
Y2 T2| |Y1 T1 Y2Z1+2T2Y1  Y2Y1+T221

oldugundan X - Y =Y - X olur. Boylece (M, +, -) halkasi bir degismeli halkadir.
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H;y : Carpma islemi i¢in [1 O] bir etkisiz elemandir. Ger¢ekten ¢arpma tanimindan her

01
X € Migin
10 10
o = V)=

olur. O halde (M +, -) halkas1 bir birimli halkadir.
Dolayistyla (M, +, -) ti¢liisti bir birimli ve degismeli halkadir.

(M, +, -) birimli degismeli halkasinin [P hiperbolik sayilar halkasina izomorf oldugu gos-
terilebilir.

f doniistimii,
f  P->M

2~ f)=friy) =7 Y]

seklinde tanimlanirsa bu doniisiimiin bir izomorfizm oldugu gosterilebilir.

i. f donlistimiiniin lineer oldugunu gostermek icin her x = xy + hy;, y = 2o + hy, € P
ve A € Ricin f (x + \y) = f (x) + Af (y) oldugu gosterilmelidir.

f(x+2Ay) = f(z1+ Ara + h(y1 + Ay2))

o m Ay i+ Ay | | o T2 Y2
= = + A
Y1+ Aya 1+ Axg Y T Yo T

=f(x)+Af(y)
olur.

ii. f birebir oldugunu gostermek icin her x = xy + hy;, y = x5 + hyy € P olmak tizere
f(x) = f(y) iken x = y oldugu gosterilmelidir.

f(x) = f (y) olsun.

f(X):{?C1 yl}ZFQ yQ]If(y):>{%1:%2 = x = y olur.

nh n Y2 T2
iii. f Ortendir.
1 U .. . .
Her {y - } € M i¢in bir x = x; + hy; € P vardir.
1 T

O halde P ile M izomorftur. O]
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3.3. Hiperbolik Sayilarla Lorentz Diizleminde Donme
3.3.1. Hiperbolik sayilar ve lorentzian diizleminde hareket geometrisi

Lorentziyen diizlemdeki donme doniistimlerini, hiperbolik sayilardaki islemlerin
ozelliklerini kullanarak, hiperbolik sayilar cinsinden ifade etmek miimkiindiir. Asagida,
donme doniisiimiiniin hiperbolik sayilar cinsinden nasil tanimlandig1 incelenecektir.

Hiperbolik donme

Tanim 3.20. Spacelike hiperbolik sayilar kiimesi hiperbolik ¢arpma islemine gore kapa-
lidir ve bir grup olusturur. Bu grup,

SP(l,l):{[Z Z} ca,b € R, a2—b2>0}

matris grubuna izomorftur. Bu grup, GL (2, R) genel lineer grubunun bir alt grubudur. Bu
gruba spacelike hiperbolik sayilar grubu denir. Timelike hiperbolik sayilar kiimesi ise bir
grup degildir (Ozdemir2015).

Spacelike hiperbolik sayilar kiimesinin grup oldugu kolayca goriilebilir. Iki spacelike hi-
perbolik sayinin bir spacelike hiperbolik say1 oldugu ifade edilmisti. Buna gore, kapalilik
ve birlesme 0zelliginin oldugu aciktir. z = 1 + Oh yani,

o]

birim elemandir. z = a + hb kiimesi bir spacelike hiperbolik say1 ise, a> — b* > 0 olur. z
sayisina karsilik gelen matris

a b
=15 )
olur ve a® — b*> > 0 oldugundan, Z matrisinin tersinden soz edilebilir. Buna gore,

1 a —b
71_
z _a2—b2[—b CL}

ve tersine karsilik gelen hiperbolik say1 da,

b
gl=_ 4 h

a2 — b2 a2 — b2

olacaktir.

a 2_ L 2—;>0
a? — b? az—b2)  (a®—1?)
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oldugundan, Z~! € SP (1, 1) olur. Ayrica 6zel olarak, birim hiperbolik sayilar grubu

o(1,1)=<1" "|abeRr a2— 12 =11
b a

ile gosterilir. Timelike hiperbolik sayilar, hiperbolik ¢arpma islemine gore kapali degildir.
Buna gore asagidaki teoremleri yazilabilir.

Teorem 3.21. Tiim birim spacelike hiperbolik sayilarin kiimesi
Pip(l) = {z =a+hbeP:a®> -1 = 1}

hiperbolik carpma islemine gore bir degismeli gruptur. Bu grup, hiperbolik donme mat-
rislerinin kiimesi

SO+(1,1)—{RZ— [Z 2} ca,b € R, a2—bz—1}

+ . | cosh@ sinh@ |
R <1’1)_{R9_[sinh9 cosh @ 0 o

grubu ile izomorftur. Bu grup, O (1,1) grubunun bir alt grubudur (Ozdemir, 2015).
Bu teoremin bir sonucu olarak, her
z = cosh § + hsinh §

birim spacelike hiperbolik sayisi,

R coshf@ sinh6
| sinh® cosh#

hiperbolik donme matrisine karsilik gelir ve bu donme matrisi, herhangi bir w hiperbolik

sayisinin null, timelike ya da spacelike olma karakterini degistirmez. Yani, w = x + hy
ve Ry (w) = 2’/ + hy’ sayilarimin karakteri aynidir. Dénme ise,

(@) = ()" = 2* =y

hiperbolii iizerinde gergeklesir.

Ayrica, P} (1) = SO™ (1,1) donme grubu, Lorentziyen diizlemdeki
SO (1,1)={R: R'I'R=1I", detR =1, I* = diag (1,-1)}

grubuna izormoftur. Yani her bir birim spacelike hiperbolik say1, Lorentziyen diizlemde
bir donme matrisine karsilik gelir.
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.. 5 4
Ornek. z = 3 + §h hiperbolik sayisinin belirttigi donme matrisini bulunuz. Bu matrisi

kullanarak, asagidaki hiperbolik sayilar icin Rg (w;) hiperbolik sayisint bulunuz ve w;
hiperbolik sayisinin, hangi hiperboliin, hangi kolunda hangi hiperbolik aciyla dondiigiinii
belirtiniz.

ayw; =2+3h

b) wo = -3+ 2h

C) W3 = 2+h

dwy=-3+4h

e) Wy = 1—3h

weg=1+h

Coziim. z hiperbolik sayis1 spacelike oldugundan

4
0 = tanh™! =
5
ve
5 4 )
zZ = 3 + gh =cosh§ + hsinh 0

olarak yazilabilir. Buradan z sayisina karsilik gelen donme matrisi

1[5 4
R9_§[4 5]

olur. O halde,

a) w; = 2+ 3h i¢in,

w32 4[24 (2]

22 23
oldugundan, Ry (w;) = 3 + Eh elde edilir. Dénmenin gerceklestigi hiperbol kolu

y? — 22 = 5 dikey hiperboliiniin iist koludur. Yani, donme P},} (1/5) iizerinde gerceklesir.

Donme agisi ise, § = tanh ™" R "dir. Bu a¢inin dogrulugu,

(w1, g (w1))]|

cosh f =
[wll | Re (w1)ll
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esitliginden de goriilebilir. Gergekten,

22
9. 22 523
cosh @ = 3 3 —§
V5v5 3
ve
4
inhf = -
sin 3

4
oldugundan, 6 = tanh ™! R olur.

rd

Sekil 3.4. y?> — 2% = 5 hiperboliinde 2 + 3h "in donmesi

b) wy, = —3 + 2h icin,

115 4 -3 11 -7
ro =313 ) -5
. 72 o . . -
oldugundan, Ry (wy) = —3 = gh elde edilir. D6nme, z# — y* = 5 yatay hiperboliiniin

sol kolunda gerceklesir. Yani, P;; (v/5) tizerinde gerceklesir. Boylece wy = —3 + 2h

4 2
hiperbolik sayis1 § = tanh™* ¢ aglst kadar dondiiriiliirse, Ry (wo) = —3 §h elde
edilir.

A

Sekil 3.5. 22 — y? = 5 hiperboliinde —3 + 2h "in dénmesi

x?—y?=5

0

-
<
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¢) wy =2+ higin,

wana=3[3 4[24

14 13
oldugundan, Ry (w3) = El + ?h olur. Dénmenin gergeklestigi hiperbol kolu 22 —* = 3

yatay hiperboliiniin, sag koludur. Yani, donme Pi; (v/3) tizerinde gerceklesir. O halde,

4 14 13
w3 = 2 + h hiperbolik sayis1 § = tanh™! R kadar dondiiriiliirse, Ry (w3) = 3 + ?h
elde edilir.

A

Sekil 3.6. 22 — y? = 3 hiperboliinde 2 + h i dénmesi

v

0

d) w, = —3 + 4h icin,
115 4 -3 111
o =35 5[ 7 ]=505]

1 8
oldugundan, Ry (w,) = 3 + §h olarak bulunur. Donmenin gergeklestigi hiperbol kolu

y? — x> = 7 dikey hiperboliiniin, iist koludur. Yani, dsnme P},} (1/7) iizerinde gerceklesir.

4 1 8
w, = —3 + 4h hiperbolik sayis1 # = tanh™* R kadar dondiiriiliirse, Ry (wy) = 3 + gh
elde edilir.

N
™

Sekil 3.7. y? — 2% = 7 hiperboliinde —3 + 4h "in dénmesi
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e) w; = 1 — 3hicin,

RQ(W"’):HZ 451}{53}:_?1{171]

7 11
oldugundan, Ry (ws) = 3~ ?h elde edilir. Donmenin gerceklestigi hiperbol kolu

y? —2? = 8 yatay hiperboliiniin, alt koludur. Yani, dsnme P;,, (2v/2) iizerinde gerceklesir.
4
Dolayisiyla w; = 1 — 3h hiperbolik sayis1 # = tanh™' R acist kadar dondiiriiliirse,
7 11

Ry (ws) = 3 ?h elde edilir.

Sekil 3.8. y? — 2% = 8 hiperboliinde 1 — 3h *m donmesi

f) wg = 1 + h igin,

=3[ 23] [V [3]

oldugundan, Ry (wg) = 3 + 3h elde edilir. Donme, y = z dogrusu tizerinde gerceklesir.
Donme sonucunda bir null hiperbolik say1 yine bir null hiperbolik sayiya doniisiir. Sa-
dece, z hiperbolik sayisina bagl olarak, donme hareketi null hiperbolik sayisinin y = x
tizerindeki koordinatin1 degistirmistir.

J}

y=—x y=x

Sekil 3.9. y = = dogrusunda 1 + h "in dénmesi
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3.4. Hiperbolik Vektorler

Kompleks sayilar kiimesi cisim oldugundan ve iyi bilinen bir say1 kiimesi oldu-
gundan literatiirde kompleks vektorler cok genis sekilde incelenmistir. Bunun yaninda
cesitli fiziksel uygulamalart da cesitli kaynaklarda verilmistir (Deschamps| 1972, Lindell
1983, Muralidhar 2015, Saleh-Anaraki [2010). Hiperbolik sayilar kiimesi cisim olmadig:
icin, bir vektor uzay1 yerine bir modiil elde edilir.

Tamim 3.22. H birimli bir halka ve G degismeli bir grup olmak iizere, G tizerindeki

HxG—G
(A, x) = Ax

dis iglemi her x,y € G ve o, 5 € H igin
Mi:a(x+y)=ax+ay

M : (a+ f)x = ax + fx

My,:1-x=x

ozelliklerini sagliyorsa, bu dis islem ile birlikte G degismeli grubu H halkasi iizerinde bir
modiildiir denir (Hacisalihoglu||1983)).

Teorem 3.23. P" = {Z = (21,22, ...,2,) : 2z; € P, i = 1,2,...,n} kiimesi R cismi iize-
rinde bir modiildiir.

Ispat. Oncelikle P" kiimesinin degismeli bir grup oldugu gosterilmelidir.

(G; : Toplama islemi + : P x P" — P" seklinde tamimlandigindan P” kiimesi + iglemine
gore kapalidir.

GQ :Her X = (Xl,XQ, ,Xn) S ]Pm, Y = (Y17YQ, 7Yn) € P" ve
Z = (21,23, ...,2,) € P"i¢in

(X4+Y)+Z=[(x1,X2, .., Xn) + (Y1, ¥2, -, ¥n)] + (21,22, ..., Zp,)
= (Xl + Y1, X2 + Yo, Xn + yn) + (Z17Z27 "'7Zn)
= (X1 + Y1+ 21, X2 + Y2 + 22, ..., Xp + Yn + Zn)

X+ (YH+7Z)=(x1,X2, .., Xn) + [(¥1,¥2, s Yn) + (21,22, ..., Z,)]
= (X17X27 "'7Xn) + (Y1 + Z1,Y2 + Z2,...,Yn + Zn)
=x1+y1+z,X+y2+ 20, .., Xy Y0 +2)
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esit olduklarindan (X +Y) + Z = X + (Y + Z) ’dir. Boylece + isleminin birlesme
ozelligi vardir.

G35 : Her X € P" i¢in
X+0=0+X=X

olacak sekilde bir O etkisiz elemanina 0 = (a;, ag, ..., a,,) denirse tanimdan yararlanarak
bir tek

ay=a=..=a,=0;0=(0,0,...0) € P"

etkisiz elemani elde edilir. Buradan + islemine gére P" kiimesinde bir O etkisiz elemamn
vardir.

G, : + islemine gore her X = (x3, Xy, ...,X,) € P" i¢cin
X+Y=Y+X=0

olacak sekilde bir tek Y € P" ters eleman1 vardir. Gergekten toplama ve esitlik tanimin-
dan X € P" i¢in

Y = (—x1, — X, ..., —X,,) € P"

oldugu goriiliir.

G5 : Her X, Y € P" i¢in toplama ve esitlik tanim1 kullanilarak
X+Y=Y+X

oldugu kolayca goriiliir. Boylece (P, 4) ikilisi degismeli bir gruptur.

Simdi P" uzayinin bir modiil oldugu gosterilebilir. P birimli degigmeli bir halka ve P"
degismeli bir grup oldugundan

M; :Her X = (x1,X3,...,X,) € P")Y = (y1,¥2,...,¥n) € P" ve o € R igin

a(X+Y)=a((x1,X2, ... X)) + (Y1, Y2, -, Yn))
=a(x+y,X2+ Y2 Xn+Yn)
= (ax1 + ayi, axy + ays, ..., aX, + ayy,)
= (ax1, aXa, ..., aX,) + (Qy1, AY2, ..., AYy)
=aX+aY

olur.
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M, : Her X = (x1,Xa, ..., X,) € P" ve a, f € Rigin

(a+ )X = (a+P) (x1,Xa, ..., Xp)

= (

= ((a+ B)x1, (a + B) X2, ..., (v + B) Xy)
= (axy + 0%y, axy + fXa, ..., ax, + [X,)
= (ax1, aXg, ..., ax,) + (%1, fXs, ..., BX,)
= aX + X

olur.
M; :Her X = (x1,X3,...,X,) € P"ve o, f € Rigin

(- B) X = (- B)(x1,X2, ..., Xp)
= (afx1, afxXs, ..., afx,)

(5X1,5X27 -~-75Xn)

olur.
M, : Her X = (x1,Xa, ..., X,,) € P" igin
1- X=X
olacak sekilde 1 € R vardir. 0
3.4.1. P" uzayinda skaler carpimlar
[P" uzayinda tanimlanabilecek en onemli dort skaler carpim asagidaki gibidir.
1. Standart Skaler Carpim: (U, V),
2. Hermityen Skaler Carpim: (U, V), ,
3. Standart Lorentziyen Skaler Carpim: (U, V), ,
4. Hermityen Lorentziyen Skaler Carpim: (U, V),, .

Bu tezde, ikinci sirada belirtilen hermityen i¢ carpim iizerinde durulacak. Digerleri
ele alinmayacaktir. Bu i¢ carpimlar asagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 3.24. U = (uy, uy, ..., u,) €P", 'V = (v, vo, ..., v, ) €P" olmak iizere, P" vektor

modiiliinde standart skaler carpim, Hermityen skaler ¢carpim, Standart Lorentziyen skaler
carpim ve Hermityen Lorentziyen skaler ¢arpim sirasiyla
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(,)p PP xP* =P
(U, V) 5 (U, V), = > uv; =U'V,

(U, V), = (U, V)= uv;=UV,

(U, V), = (U, V), = —uyv; + Z wv; = UV
B,= 2
(U, V), > (U, V),,p=—uiV] + Z u;v; = U'I'V
2,]=2

I = diag (—1,1,1,..., 1) seklinde tanimlanir. Bu skaler ¢carpimlardan, sadece hermityen
olanlarda,

(U,U) eR

olacaktir. Buna gore de, bir U hiperbolik vektorii, (U, U) > 0 ise spacelike, (U, U) =0
ise null ve (U, U) < 0 ise timelike olarak adlandirilacaktir. Bu tezde, sadece

(U, V), = (U, V) =) uv; =UV

ij=1
hermityen skaler ¢carpimi ele alinacaktir.

Ornek. U = (1+h,2—h,—1+2h) € P2veV = (3—2h,14+h,2—h) € P? icin
(U, V), p i¢c carpimi nedir? U ve V vektorlerinin tiirii nedir?

Coziim.

(U, V),p =(14+h,2—h,—1+2h),(3—2h,1+h,2—h)),
=(1+h)(3+2h)+(2—h)(1 —h)+ (—=1+2h)(2+h)
=8+ 5h

olarak bulunur. Diger taraftan,

(U,U),p=(1+h)(1-h)+(2-h)(24+h)+ (-14+2h)(-1—-2h)=0
oldugundan, U vektorii bir null hiperbolik say1 vektoriidiir.

(V,V),p =(3—-2h)(3+2h)+(1+h)(1-h)+(2—h)(2+h)=8>0

oldugundan, V vektorii ise spacelike bir hiperbolik say1 vektoriidiir.
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3.4.2. P? uzayinda vektorel carpim

Tanmm 3.25. X = (x1,Xs,%3) € P2, ve Y = (y1,y2,y3) € P2 olmak iizere P® uzayinda
vektorel carpim

i j k i j k
XXPY:XXY: X] Xo X3| =1|X7 X9 X3
Yi Y2 V3 Yi Y2 V3

seklinde tanimlanir.

Ornek. X = (1,1 +h, —1) ve Y = (—h, h, 1) olmak iizere X xpY nedir?

i j k
XxpY=[1 1—h —1/=(1—-2h,—1—h,1— 2h)
h -h 1

3.4.3. P2 uzayinda vektorel carpimin baz ozellikleri
i. X, Y € P?igin

XxpY =-Y xpX
olur (Vektorel carpimin degisme 6zelligi yoktur).

Ispat. X = (x1,X2,%3) € P2, ve Y = (y1,¥y2,y3) € P? olmak iizere

i 5k i 5k
XxpY=1X] X3 X3=—|y1 Y2 ¥3|=—-Y xpX
Y Y2 V3 X X3 X3
olur. O]
ii. X € P3 i¢in
XxpX=0

olur (Bir vektoriin kendisiyle vektorel ¢carpimi O vektoriidiir).

Ispat. Herhangi iki satir1 aym olan matrisin determinant1 O oldugundan,

i j k
XxpX=|X] X3 X31=0

X] Xz X3

olur. L]
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iii. X, YcPve A€ R icin
AX) xpY =A (X xpY)
olur.

Ispat. X = (x1,X2,%3) € P2, ve Y = (y1,y2,y3) € P? olmak iizere

i j k i j k

OX) xp Y = [3x; Ao x| = [\ NG A%

yi Y2 V3 yi Y2 y3
i j k
=AX X X3
yi Y2 ¥3
=AXxpY)

iv. X € P? i¢in
OxpX=Xxp0=0

olur.

Ispat. Herhangi bir satir1 O vektorii olan matrisin determinanti O oldugundan,

i ik i ik
OXPX: 0 0 0 :OZX_1X_2X_3:XXPO
X1 X2 X3 0 0 0

olur.
v. X, Y € P? olmak iizere
XxpY¥Y =0 AcRigcin X =)\Y
olur (Yani X ve Y vektorii paralel ise vektorel ¢carpim O vektoriidiir).
Ispat. X = (x1,%2,%3) € P2, ve Y = (y1,y2,y3) € P? olmak iizere
i j k
XxpY =|X] X2 X3
Yi Y2 ¥3

= (X2¥3 — ¥2X3, —X1¥3 + Y1X3, X1¥2 — Y1X2)
= (0, 0, O)
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esitli§inden,
Xo = Y2X3y3 "
A
Xoy3 = ya2X3 -1
X3 = y3X
= X3¥Y1 = Yy3X1 = ° y3$
X1V = y1X A
1Y2 = Y1X2 X1 = Y1X2¥; 1
N——
A )
Xg = Y2
= X3 = \y3 =X =)y
X; = Ay1
olur. O]

Vi X xp (Y+Z)=(XxpY)+ (X xpZ) dir.
Ispat. X = (x1,%2,%3) € P2, ve Y = (y1,¥y2,y3) € P? olmak iizere

i ; K
Xxp(Y+Z)=| X X X3 | =
Yi+7Z Y2tz Y3+7Z3

i j k i j k
=X X2 X3+ |X1 X2 X3
Y1 Y2 V3 ZI Z2 23
= (X XpY)—i—(X XPZ)

olarak bulunur. [
3.4.4. P" uzayinda bir vektoriin normu

Tanim 3.26. Z = (zy, 2, ...,2,) € P",ve z; = z; + hy; (i =1,2,...,n) olmak lizere bir
z hiperbolik vektoriiniin normu

[|[lp : P = RT U {0}
Z = |Z|p =/ (Z,Z) ]

DN | —

n
2 2
E X; Y

i=1

)

=wx%—y%+x%—y§+...+xz—yzr=(

seklinde tanimlanir.
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3.5. Hiperbolik Say1 Matrisleri

Elemanlar1 kompleks say1 olan matris cebiri lineer cebir, geometri ve miihendis-
likte sikca karsilagilan ve bu nedenle cok genis sekilde ele alinmis bir cebirdir. Yine iiniter,
hermityen ve skew-hermityen matrisler de sik¢a karsilagilan matrislerdir (Bernstein| 1990,
Bernstein ve So/|[1993, (Chung ve Yan!|1997, |Ozols|[2009, Smoktunowicz ve Tadej| 2008,
Tapp 2016). Bu boliimde, elemanlar1 hiperbolik sayilar olan matrisler ele alinacaktir. Bu
matrislerin terslerinin, dzdeger ve 6zvektorlerinin varli§1 incelenecek. Hermityen, skew
hermityen ve hiperbolik iiniter matrisleri tamimlanarak, vektorel carpim ve exponensiyel
doniisiim yardimiyla bir hiperbolik say1 degiskenli donme matrisleri iiretilecektir.

Tanim 3.27. Elemenlar1 hiperbolik say1 olan matrislere hiperbolik matris denir ve hiper-
bolik matrislerin kiimesi M., y,, (P) ile gosterilir. Yani, ¢ = 1,2,...m; j = 1,2,....n
i¢in,

Z = [Zij]an € My (P) Zj; = Tyj + hy;;, z;; € P, x55,y;; € R
olmak iizere Z matrisine, m satirli n siitunlu bir hiperbolik matris veya kisaca m x n
tipinden hiperbolik matris denir. Bir Z hiperbolik matrisi

7z Zy2 - Zip
721 22 - Zop
Z = [2ij],pun =
Ziml Zpm2 cc Zpp
mXxXn
i +hy,,  zip+hy, -z, +hyy,
Tor +hyy  woot+hysn - x9, +hys,
_ajml + hyml Tm2 + hme e Tmn + hymn mxn
T11 T12 0 Tin Yii Y2 - Yin
To1 Ta2 - Top Y21 Y22 " Yop
= +h ]
Tml Tm2 - Tmn mxn Ym1 Ym2 - Ymn mxn
\_ J/ NG
VvV vV
X Y

=X +hY
seklinde yazilabilir. Yani, 2 = 1,2,...,m; 5 = 1,2, ..., n olmak iizere,

Z = [Zij] € Moxn (P), X = [:EU] € Minxn (R),

mxn mxn

Y = [yij]an € men (R)
olacaktir.
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Tanim 3.28. Z ve W elemanlar1 hiperbolik say1 olan bir kare matris olsun.
IW =WZ2z=1
esitligi var ise, W matrisine Z matrisinin tersi denir. Reel say1 matrislerinde oldugu gibi,

7~ ek (2)
1 p—
det Z

ile bulunabilir. Fakat, Z matrisinin determinanti null hiperbolik say1 ise, bu matrisin tersi
yoktur.

Sonuc¢ 3.29. Bir matrisin herhangi bir satir ya da siitunu bir null saymn kati olarak
vazilabiliyorsa, bu matrisin tersi yoktur.

Ispat. Bir A matrisinin bir satir1, 1-£h ¢arpanina sahip ise, determinant tanimindan dolay1,
bu matrisin determinati 1 & h null sayisinin bir kati olacaktir. Yani determinant bir nul

say1 oldugundan, tersi yoktur. Yani

1
ot A taniml1 olmadiindan tersi yoktur. 0

Not. Bir matrisin herhangi bir satir1 ya da siitunu bir null vektor olsa bile, bu matrisin
determinanti null olmayabilir. Ornegin,

1+2h h
24+h h+3

matrisinin, birinci kolonu u = (1 + 2h, 2 + h) vektorii, hermityen i¢ ¢arpima gore bir
null vektordiir. Bu matrisin determinant1 ise 4 — 5h null olmayan bir sayidir.

3.5.1. Hiperbolik hermityen, hiperbolik skew hermityen ve hiperbolik iiniter matris-
ler

Kompleks iiniter matrislere benzer sekilde, hiperbolik {initer matrisler tanimlana-
bilir. Kompleks iiniter matrisler i¢in detayl bilgi|Zhangin (2011)) kitabinda bulunabilir..

Tanmmm 3.30. i. R matrisinin hiperbolik {initer matris olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
X,Y € P*igin (RX, RY ), = (X,Y), olmasidir.

ii. S matrisinin hiperbolik hermityen matris olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X, Y € P"
icin (SX,Y),r = (X, 5Y), olmasidur.

iii. 7" matrisinin hiperbolik skew-hermityen matris olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
X, Y e Prigin (TX,Y),r, = — (X,TY),, olmasidir.
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Teorem 3.31. Hiperbolik bir A matrisinin eslenik transpozesi A' = A* olmak iizere P"
uzaywnda standart i¢ ¢carpim goz oniine alinirsa

i. R matrisinin hiperbolik iiniter matris olmasi icin gerek ve yeter kosul R* = R~ olma-
sudir.

ii. S matrisinin hiperbolik hermityen matris olmasi icin gerek ve yeter kosul S* = S
olmasudrr.

iii. I" matrisinin hiperbolik skew-hermityen matris olmasi icin gerek ve yeter kosul
T* = =T olmasidrr.

Ispat. U,V € P" olmak iizere hermityen skaler ¢carpimi gdz 6niine alalim. Yani
(U, V), =U'AV =U'IV =U"V

olsun.

(RX,RY),p = (X,Y),; & (RX)'RY = X'Y
& X'RIRY =X'Y & R'RR=1
s R =R
& R*=R!

ii.
(SX,Y),p = (X,9Y),, < (SX)'Y = X'SY
& XISY =XSY & §'=5
35 =9
& 5T=8

iii.

(TX,Y),p = — (X, TY),p & (TX)'Y = -X'TY
& XTY = -XTY T =-T
T =-T
ST =-T
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Teorem 3.32. A matrisi hiperbolik hermityen matris ise dzdegerleri reeldir.

Ispat. A matrisi hiperbolik hermityen matris olmak iizere, A matrisinin 6zdegeri \ olsun.
O halde U, V € P" i¢in

AU = AU ve (AU,v),, = (U, Av),,
olur. Buradan

AU, U)yp = (AU, U)p = (AU, U) . = (U, AU)
= <U> )‘U>h]P’ = A (U, U>hIP>
=A=A=)eR

olarak bulunur. 0

Teorem 3.33. Hiperbolik iiniter bir matrisin determinantinin modiilii 1’dir.

Ispat. R hiperbolik iiniter ise, R’ = R! olacaktir. Buna gore, RR=1 esitliginden,
det (R'R) =1= det R det R = 1

= det Rdet R =1
= det Rdet R =1

= |det R|* =1
esitliginden, |det R| = 1 bulunur. O
N V2h+1 v2h+27, . . I .
Ornek. R = [ Voh+2 2hol bir hiperbolik iiniter matristir. Gergekten,
i 1-v2h 2—+v2h ][ 1++v2h 2++2h] [1 0
" |2-v2h 1-+v2h || 2++v2h 1+v2h | |0 1

oldugu goriilebilir. Ayrica,
det R = —3 — 2v/2h
ve |det R| = /9 — 8 =1 olur.

Teorem 3.34. 2 x 2 tiiriinden R = )Z( )Z( } formundaki hiperbolik iiniter matrisler,

z = a + hb timelike birim hiperbolik sayt ise,

a + hb +bv/2 + V2ah
+bv/2 4+ v2ah a+ hb
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formunda, spacelike birim hiperbolik sayt ise,

a+hb 0
0 a+ hb

formundadir.

Ispat. R matrisinin hiperbolik iiniter olmas1 icin, R'R = I olmalidr. Buradan, z = a+hb
ve X = m + hn alinirsa,

A= +m?>—n?=1

ma —nb =10

olmasi gerektigi goriiliir. Buradan,

ma—nb=0=m=n—
a

1—a?+b?
=n==a W
olur. O halde,
1—a?+b?
1—a®+0?

matrisi bir tiniter matris olacaktir.
Eger, z = a + hb timelike birim hiperbolik say1 ise, b* — a? = 1 olacagindan,

a+ hb ++/2h (a + bh)
{i\/?h(aqtbh) a+ hb ]

ve spacelike birim hiperbolik say1 ise, a?> — b*> = 1 olacagindan,

a+hb 0
0 a4+ hb

elde edilir. n
Ornek. z = 2v/2 + 3h alimirsa,

R - 2v/2+3h 3v2+4h
7| 3v24+4h 2v2+3h
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hiperbolik iiniter matrisi elde edilir. z = 3 + 2v/2h alindiginda ise,

2v/2h + 3 0
0 2v/2h + 3

R, =
matrisi bulunur.
Yukaridaki teoreme gore asagidaki sonug yazilabilir.

Sonuc¢ 3.35. Her birim timelike hiperbolik saytya,

sinh @ + h cosh 0 V2 (£ sinh € + cosh 6h)
V2 (£sinh @ + cosh 6h) sinh @ + h cosh 6

biciminde bir hiperbolik iiniter matris, her birim spacelike hiperbolik sayrya da

cosh @ + hsinh 6 0
0 cosh @ - hsinh @

Jormunda bir hiperbolik iiniter matris karsilik gelir.
3.5.2. P2 uzayinda bir iiniter matris 6rnegi

Simdi, 3 uzayinda hermityen skaler carpim ve vektorel carpim kullanilarak, 3 x 3
tiiriinden bir {initer matrisin nasil elde edilecegi gosterilecektir. Bunun i¢in, rastgele bir
U € IP3 birim hiperbolik vektorii alimr. Daha sonra,

<U7 V>h]P’ =0

olacak sekilde bir V birim hiperbolik vektorii belirlenir. W = U xpV ile {i¢iincii bir birim
hiperbolik vektor bulunur. U, V., W vektorlerinin olusturdugu

UV W]

hiperbolik degiskenli matris, bir iiniter matristir.

Ornek. U = (\/§ +h,v2—h,1— \/§h) vektorii verilsin.
(U, V)jp=0

olacak sekilde, V = (1 — \/ﬁh, 1— \/ih, a+ bh) vektoriinde a ve b belirlenebilir. Buna
gore,

{ a+v2b=—-22
V2a+b=4
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denklem sisteminden, a = 6v/2 ve b = —8 bulunur. Boylece,
VIf=-1-1+8=6

oldugundan,

Vz%(l—\@h,l—\@h,ﬁ\f—éﬁh)

alimir. Son olarak,

i j k
V2—-h +v2+h 1++2h
1++v2h 1++v2h 6v2+8h
(17+12\/§h,—1,—2\/_—2h)

UXPV:

Sl sl-

oldugundan,

h V12++v6h 1—+2h 17 +12v/2h
R:Tdet V12 —v/6h 1 —+/2h -1
6 V6 —vI2h 6v2—8h —2v2—2h

elde edilir. Bu matrisin determinanti 1 ’dir ve R*R = I kosulunu saglar. Yani R matrisi
bir hiperbolik iiniter matristir.

3.6. Hiperbolik Say1 Matrislerinin Exponansiyeli

Bu boliimde elemanlart hiperbolik say1 olan 2 x 2 tiirlinden matrislerin exponansi-
yeli hesaplanacaktir. Kompleks matrisler i¢in, matrislerin exponansiyeli Bersntein ve So
"nun ¢aligmasinda bulunabilir (Bernstein ve So|1993).
Tanim 3.36. Bir z = x + hy hiperbolik sayisinin exponansiyeli

e = "t — %M — o7 (coshy + hsinhy)

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.37. Elemanlar1 herhangi hiperbolik say1 olan n x n tipindeki bir A matrisinin
exponansiyeli, yani e matrisi

1 1 2, Ak
A _ 2 3 _
e —I+A+—2!A +—3!A +...—k70 o (3.9)

seklinde tanimlanir.
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Eger A = diag (a;, as, ..., a,) ise yani kdsegen matrisi ise, A matrisinin exponan-
siyeli e = diag (e®, €2, ..., e2") olur. Gergekten,

1 1
A _ 2 3
€ —]+A+2!A +3!A + ...

_2 —
) o 0
10 - 0 a, 0 -~ 0 2l
01 --- 0 0 ay 0 — 0
= . +1 . T+ 2! +
0 0 1 0 0 a, 22
0 0 =
[ea1 0
0 e 0
0 0 .- e

= diag (™, €™, ..., e™)

olarak bulunur. Kdsegen olmayan matrisler i¢in durum daha karmasiktir. Fakat, bir A
matrisi kosegenlestirilebilir ise, e/ matrisini hesaplamak igin basit bir algoritma vardir.
Bu algoritma, asagidaki lemmanin bir sonucudur.

Lemma 3.38. A ve P matrisleri n x n tipinde hiperbolik matris olsun ve varsayalim ki
P matrisinin tersi olsun. e AP = p=leAp seklindedir.

Ispat. Hatirlanacag iizere tiim m > 0 tamsayilari icin
(P'AP)" = P7TA™P
olur. Bu veriler ([3.9)) formiiliinde yerine yazilirsa

(P1AP)*  (P7lAP)’

PlAP __ -1
e =1+ PAP+ =+
A? A3
:]‘l'P_lAP‘FP_l?P‘I‘P_l?P‘l‘

1 1
= p! (1+A+§A2+§A3+...) P
=P letP

olur. Eger bir A matrisi kosegenlestirilebilirse, bu durumda A = PDP~! olacak sekilde
bir tersinir P matrisi vardir. Burada D matrisi, A matrisinin 6zdegerlerinden olusan ko-
segen matristir ve P matrisi, stitunlar1 A matrisinin 6zvektorlerinden olusan bir matristir.
Bu durumda, e4 = PeP? P! olur. ]
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3.6.1. 2 x 2 hiperbolik matrislerin exponansiyeli

ab

Lemma 3.39. A = {0 d

1 € Mo (P) olsun. O halde,

ia=disee? =e? {1 b]

0 1
a b (ea — ed)
ii.a#diseet = |°© a_d
0 ed
. ab ..
Ispat. A = {0 d] € Myys (P) olmak iizere,

i. a = d olsun. Tiimevarim kullanilarak

A:{O a”

a” na"_lb]

oldugu gosterilebilir.

n = 1icin
a b
=
olur.
n = 2i¢in

A2_ab a b| [a? 2ab
~ |0 a||0 a|] |0 a?

olur. Simdi n = k — 1 icin dogru oldugunu kabul edilirse n = k£ icin dogru oldugu
gosterilebilir. O halde,

n =k — 1igin

olsun.
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n = k icin
k—1 k—2
K oak-14_ |@ (k—1)a"*“b| [a b
AR = AR14 = [ . A a b
_ [a¥ ba* '+ (k- 1)a* ?ba
=1 "
_ [a% ka* b
10 a”
olarak bulunur. Buradan
AT rArtazy lasg
N 2l 3!
ﬁ 2ab a_3 3a’b
[1 0] {a b] o 2l 3T al
= 9 + + +...
[l+a+2 +2 4. bylabydalby gnma® by
I 0 T+a+2+30+..
(¢ bt2abyda’by ynalby
_all b
~“ o1

olarak bulunur.

ii. a # d olsun. Yine benzer sekilde tiimevarim kullanarak

oldugu gosterilebilir.

n = 1icin
ab
=16 d
olur.
n = 2i¢in

ST
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olur. Simdi n = k£ — 1 icin dogru oldugu kabul edilip n = k i¢in dogru oldugu gosteril-
melidir. O halde, n = k£ — 1 icin

b (ak:fl_l_dk’—1>
Ak—l — a—d

0 dk-1
olsun.

n = k icin de dogru oldugu gosterilmelidir.

olarak bulunur. Buradan

1 1
A _ 2 3
e —I+A+—2!A +—3!A + ...
a2 b(atd) s b(a2+ad+d?)

1 0]+[a b}_'_ 20 2l N £ 3l N

“lo 1/T|o d e

b(a2+ad+d2) b(an+dn)
3! U (a—d)(n+1

2 3
l+a+d 4aly | pyPEED, i

42, a3
0 1+d+§+§+...

3 3 n n
ya-diy  yated +>

n!

a2-d2 . a3-d3 an—dn b ea—ed
e? b(1+(a_d)Q!+(a_d)3!+...+(a_d)n!+...> e %

0 ed 0 ed

olarak bulunur. L]

84



Hasan CAKIR BULGULAR VE TARTISMA

Onerme 3.40. A matrisi, n x n tipinde bir hiperbolik kare matris olsun.
i. 0, sifir matrisini gostermek iizere €° = I birim matristir.

ii. Tiim m tamsayiart icin A™e? = e A™ dur.

iii. (e4)’ = e(4")

iv. Eger AB = BA ise AeP = ePAve ete? = ePe? "dir:

Ispat. i. (3.9) formiiliinde A matrisi yerine 0 matrisi yazilirsa

1 1
0 __ - n2 - n3 —
e —I+0+2!0 +3!0 +.=1
oldugu goriiliir.
ii.
1 1 AmT2 pgmt3
Amed = A™ <I+A+—A2+—A3+...> = Ay AT +...
2! 3! 2! 3!

1 1
= (I+A+—A2+—A3+...) AT =2 A™
2! 3!
olur.
iii.
A\t 1 2 1 3 ' t, At 1 2\t 1 3\
() = ([+A+ AP+ A+ ) =T'+A'+= (A7) += (A7) +..
21 3! 21 3!
]_ 2 1 3 At
= It+At+5 (A% +§ (A +.. = e(4%)
olarak bulunur.

iv. AB = BA olsun. O halde

1 1 AB? AB?
AeP = A ([+B+—Bz+—BS+...> = A+AB+ + +
21 3! 21 3!
B?A B3A
— A+BA+ ST 3 +..=¢eBA

olur. Ayrica

1 1
el = <I+A+§A2+...> (I+B+§B2+...)
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esitliginde carpma islemi yapildiktan sonra degisme 6zelligi kullanilirsa

eteP <I+B+ —B?+ )(I+A+%A2+...)
_ B
olarak bulunur. O
Onerme 3.41. A matrisi hiperbolik bir kare matris ve u,v € P olsun. O halde

6A(u—l—v) _ eAueAv (310)

esitligi saglanir.

Ispat.
A2 2 A2 2
Au Ay _ <[+Au+ 2}1 +) (I+Av+ 2:’ +..> G.11)
2, Al AFvF
=0 k=0
0 Aj+kujvk
- Z 1!

n = j+k olsun. Buradan j = n— k olur. Bu esitlikler (3.11]) formiiliinde yerine yazilirsa,
binom teoreminden

Annkk

Au AV ZZ n_ ‘k'

n=0 k=0

AN n! n—kk
Z_'Z(n—k:)!k:!u v
k=
(u+v)"

n=0 0

_ 6A(u—i—v)

WE

n!
A" (u+v)
n!

3
Il
o

bulunur. []
Onerme 3.42. A herhangi bir hiperbolik kare matris olmak iizere e** matrisi tersinirdir.

Ispat. (3.10) formiiliinde u yerine 1 ve v yerine —1 yazilirsa,

eAe—A = pA0H(1) _ 0 _ ]

olur ki, buradan e iistel matrisinin tersi daima vardir ve e~ matrisidir. L]
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Teorem 3.43. A hiperbolik bir kare matris ve t reel skaler degisken olsun. f (t) = ¢4

olmak iizere f ’nin tiirevi
f'(t) = Aett (3.12)
ile bulunur.

Ispat. Tiirevin limit taniminda, (3.10]) formiiliinii kullamilirsa,

f'(t) = lim (M) = ¢ lim (eAS — I)

s—0 S s—0 S

olur. (3.9) formiiliinden

2.2 2.2

A
i +...—1=As+ .

As _
e —I=1+ As—+ o o

+ ..

olacagindan,

2,2
f'(t) = e <liml |:AS + A; + }) = M4 = AeMt

elde edilir. 0

Teorem 3.44. A ve B matrisleri, n x n tipinde iki hiperbolik matris olsun. Eger AB =
BA ise,

seklindedir.
Ispat. Eger AB = BA ise, Onerme 3.40(iv) *den

AePt =Pl A
yazilabilir. Benzer sekilde

_Be(A+B)t _ 6(A-i—B)t (—B)

—Ae Bt = 7Pt (- A)

_Ae(A+B)t — 6(A-i—B)t (—A)

formiilleri de yazilabilir. O halde ¢ reel bir degisken olmak iizere,

g(t) = o(A+B)t ,—Bt ,—At

olsun. ([3.12)) formiiliinden ve ¢arpimin tiirevinden,
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g/ (t) _ (A + B) e(A-i—B)te—Bte—At + e(A-i—B)t (—B) e—Bte—At
+ e(AJrB)teth (—A) efAt
=(A+B)g(t) = By (t) - Ag (1)
=0

matrisi elde edilir. Ayn1 zamanda bu ifade, AB = BA oldugundan, (—A) ve (—B) car-
panlar1 i¢in de miimkiindiir.

Her ¢ i¢in ¢’ (t) = 0 oldugundan g () , n X n tipinde sabit bir matristir. O halde, herhangi
sabit C' matrisi igin g () = C ’dir. O halde ¢t = 0 alirsa C' = ¢ (0) olur. g (¢) 'nin
tanimindan,

C=g(0)= p(A+B)0,—B0,—A0 _ 0,00 _ T
olur. Bundan dolayi, her ¢ i¢in
I=C=yg (t) — (A+B)t ,—Bt —At

AteBt

olur. Her iki taraf e ile carpilirsa,

pAt+Bt _ LAt Bt
esitligi elde edilir. [
Lemma 3.45. Eger bir A matrisi kosegenlestirilebilirse

det (eA) — ¢
olur.
Ispat. A kosegenlestirilebilir oldugundan bir P tersinir matrisi var dyle ki A = PDP~!
olacak sekilde, A matrisinin 6zdegerlerinden olusan D kosegen matrisi ve siitunlari A
matrisinin 6zvektorlerinden olusan P matrisi vardir. O halde

iz(A) =iz (PDP™') =iz (P)iz(D)iz (P~") = iz (D)

olur. Ayrica A = PDP~! oldugundan e* = PePP~! olur. A matrisinin 6zdegerleri
A1, Ag, ..., A, olmak iizere her iki tarafin determinant1 alinirsa

det (e?) = det (Pe”P™") = det (P) det (e”) det (P™") = det (e”)

— 6)\1+)\2+...+)\n — e’LZ(D) — eiz(A)

olarak bulunur. ]
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Lemma 3.46. Eger A € M, (R) matrisi ters simetrik ise (yani A' = —A ise), e
exponential matrisi R™ uzaymnda bir donme matrisidir.

Ispat. A' = — A oldugundan A matrisi ters simetriktir ve kosegeni sifirdir. e matrisinin
donme matrisi oldugunu gostermek icin

i. (eA)t (eA) =17
fi.detA=1

oldugu gosterilmelidir.

t_ A2
,135}4 B _22 } = AA" = A'A
oldugundan

(eA)t ed = (A)pA = A'HA — —AA _ 0 _ ]

det (eA =W =el =1
olur ki, buradan (i) ve (i) esitliklerinin saglandig1 goriiliir. 0
Teorem 3.47.
a) A* matrisi, A matrisinin eslenik transpozesi olmak iizere, eA”) = (eA)* olur.

b) Eger A matrisi hermityen ise (yani A* = A ise), bu durumda e* matriside hermityen-
dir.

¢) Eger A matrisi skew-hermityen ise (yani A* = — A ise), bu durumda e* iiniter matristir
(yani e (eA)* = [ olur).

Ispat. Kanita gegmeden once kiigiik bi hazirlik yapalim.

a)

(A+ B) = (—(A+B)>t: (A+B) =A+B = A"+ B

b)
n\* )" -3 7\ _atat q *\ T
(A" = (AA...A) - (AA...A) —AA A = (a9
—_— —_— —_—
n tane n tane n tane
Simdi hazirlamis oldugumuz a) ve b) esitlikleri kullanilarak teorem kanitlanabilir.
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%\ 2 *\3
e<A*>:I+A*+(A) +(A) + ...

2! 3!
oldugundan,
e<A*>:I+A*+%+%—?3+---
:I+A*+%+(é—?*+---
= (I+A+§—?+§—j+.--)*

= (e!)
olarak bulunur.
ii. A" = A= () =) = e = ¢ hermityendir.

iii. 4* = —A = (e?)" =) = e~ oldugundan (e) (e!)" = ete ™ =Tolur. O

Lemma 3.48. A = {3 2} € Mo (P) matrisinin dzdegerleri
(a+d—\/(a—d)2—|—4bc) (a+d+\/(a—d)2+4bc)
A= 5 ve = 5

ile, bu ozdegerlere karsilik gelen ozvektorleri de sirastyla

[a—d—\/(a—d)2+4bc ¢ [a—d+\/(a—d)2—|—4bc
2¢c 2c

seklindedir.
Ispat. det (Al — A) = 0 polinomunun koklerinden kolayca elde edilir. O

ab
Sonug 3.49. A = L d

karsiulik gelen tek ozvektor

e

vektoriidiir.

} € Myyo (P) matrisinin dzdegerleri esit ise, bu dzdegerlere
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Lemma 3.50. A = [a b
c d

U, = {a 2—0 d} olmak iizere,

} € My o (P) matrisinin 6zdegerleri esit ve dzvektirii

(A=A Uy, =1,
esitligini saglayan U, vektorii bir reel vektordiir ve Uy = (2,0) ile belirlidir.
Ispat. (A — XI)U, = U, esitliginden, Uy = (m, n) olmak iizere,
(a2 5" a2a) [3] =[]
c d 21 0 a+d n 2c |’
yazilirsa,

[m (a—d)+ 2bn} . l2 (a— d)]

2cm —n(a—d) 4c
olur ki, buradan
m=2ven=0>0
elde edilir. n
3—h 1+2h

2—2h 1+h

toriinii bulunuz.

Ornek. A =

matrisinin 6zdegerlerinin egit oldugunu ve U, dzvek-

(A— AU, =1,

olacak sekildeki U vektoriiniin, Uy = (2, 0) oldugunu goriiniiz. Uy ve Uy ile olusturulan
P matrisi tersinir midir?

Coziim. Matrisin 6zdegerleri,
(a—d)’+4bc=(3—-h—1—h)>+4(1+2h)(2—2h) =0
oldugundan, A = g = 2 bulunur. Buna kargilik gelen tek 6zvektor de,
a—d| | 2-2h
2c | | 4—4h
seklindedir. (A — AI) Uy = Uj esitliginden,
N 3—h 1+2h 5 10 al | 2—-2h
2—2h 1+h 01 b| | 4—4h
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L[ 1-h 2n+1][a] _[2-2h
2—-2h h—1 ||b| ™ | 4—4h

N {(a+b)+(—a+2b)h} _ {2—211}

2a — b — 2ah + bh 4 —4h

bulunur. Buradan a = 2 ve b = 0 olur. O halde, U, = (2, 0) olur. Buna gére,

2—2h 2
P:[4—4h o]

olur. det P = 8h — 8 degeri null oldugundan bu matrisin tersi yoktur.

Not. A = {3 3] € My (P) matrisinin, 6zvektorlerinden birinin, her bileseni 1 + h

null hiperbolik sayisinin bir kat1 ise, 6zvektorleriyle olusturulan P matrisi tersinir de-
gildir. Ayrica, tek 6zvektorii bu kosulu sagliyorsa, U; bu 6zvektorii gostermek {iizere,
(A—=AI) Uy = U esitligini saglayan U; ve U, ile olusturulan P matrisi de tersinir
degildir. Bu durum, kompleks say1 matrislerini, hiperbolik say1 matrislerinden ayiran en
onemli 6zelliktir. Bu hiperbolik sayilarin cisim olmamasinin getirdigi bir sonugtur.

Teorem 3.51. A ve p herhangi bir A € My (P) matrisinin ézdegerleri olmak iizere,
i. Eger \ = i ise,
et =eM(1 =) T+ A] (3.13)
olur.
ii. Eger \ # p ise,

A " oA
A pet —Xe et —e
B—=A +u—>\ G194

seklindedir.

Ispat. i. X ve p, A € My (P) matrisinin 6zdegerleri ve A = p olsun. O halde bazi
x € ’ler icin

N P 4
ey

yazabiliriz. Buradaki P matrisi, siitunlar1 A ve p 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektor-
lerden olusan matristir. Dolayisiyla Lemma 3.39 *dan

A apl|l x| 54
e—eP[OlP
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yazilabilir. Buradan

eA:eAPF X}P*:&P{l_}‘“ X ]P‘l
0 1

=eAP(1—=XN)IP +eP P X} P!
=M (1 =N 1+ A)
olur.

ii. A ve p, A € My (IP) matrisinin 6zdegerleri ve A # p olsun. O halde

A:P[)‘ 0}p—1
0 n

yazilir. Yine benzer sekilde buradaki P matrisi, siitunlart A ve p 6zdegerlerine karsilik
gelen 6zvektorlerden olusan matristir. Dolayisiyla

A

A € 0 -1
e :P[O e“]P

yazilabilir. Buradan

oA
A _ € 0 =il
e" =P 0 e”]P
(A —p) e
A—u 0 -1
=F A—pwer|
0
i A—p
[Ae* — pe?
A—p 0 ~1

=r 0 et — pet P
! A—p
[ Ae* — Xet + et — per 0

_ A—u ~1

=F 0 et — per + per — pet P
i A—p
[ pe* — et 0 et — et 0

_ mw—A ~1 m—A -1

P 0 per — et P+ P 0 pet — per P

i B—A B—A
A n no_ oA

_ e Ae ]+6 G
m—A n—A

elde edilir. n

93



BULGULAR VE TARTISMA Hasan CAKIR

3+h 2-h
h—-2 5-3h

A matrisini bulunuz.

Ornek. A = [ ] matrisi i¢in e

Coziim. (a —d)> +4bc = (3+h — 5+ 3h)> +4(2 — h) (h — 2) = 0 oldugundan,

a+d_

A=p= 5

4—h

bulunur. Bu hiperbolik sayiya karsilik gelen tek hiperbolik 6zvektor de,
a—d 4h — 2
Ul_{ 2c }_{2h—4]
seklindedir. Buradan, U, = (2,0) oldugundan,

2h—1 2
P:{h—Q o}

olacaktir. det P = 4 — 2h null olmadi§indan P~ vardr.

—(h+2
, —(h+2)
Pl = 3
1 h
2 2
oldugundan,
4—h X
D:{ 0 4—h}

olmak iizere, A = PD P! esitligi vardir. Bu esitlikten, D = P~1AP olur ki,

4—h 2
D:{ 0 4—h}

bulunur. O halde,
et =P Lx P!
0 1

formiilii uygulanirsa,

4 an[2b-1 271 2
c = {ha 0o 1

- (h+2)

[ 20 2
¢ 1 h—2 29n

N | —
s W
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elde edilir. Diger taraftan, Teorem 3.51 ’deki (3.13) esitligi uygulanarak da, dogrudan,

er =eM(1 =) T+ A]
=M1 —4+h)I+ A

R R REE=Y)

un[ 2n 2-h
=€ h—2 2—2h

bulunabilir.

Teorem 3.52. Herhangi bir

matrisi i¢in

i. Eger (a — d)” + 4bc = 0 ise,
er=ec2 (3.15)

olur.

ii. Eger (a — d)* 4 4be > 0 ise,

—d sinh(A sinh(A
B atd cosh(A)—i—%—A( ) b—A( )
e =™ s . (3.16)
N cosh (A) — 8585

1
olur dyle ki A = 5\/(:&1 —d)? 4 4bc ’dir

iii. Eger (a — d)” + 4bc < 0 ise,

a—d sin(A sin(A
., atd cos (A) —l—Td é ) b—g )
csmgA) COS (A) o %sm&A)

“dir.

N 2
olur dyle ki, A = 5\/|(a —d)” +4bc
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Ispat. i. (a — d)” + 4bc = 0 olsun.
a b
=l
matrisinin 6zdegerleri

(a+d—\/(a—d)2+4bc>
2

(a+d+\/(a—d)2+4bc>
2

A=

Y

IJ/:

ve (a —d)® + 4bc = 0 oldugundan,

a+d
2

A:l'l’:

olur. Boylece (3.13)) *den

U (RA R %)

atd (] atd 0 ab
e 0 1-2d]T|c d

a+d
=e 2

oldugu giiriiliir.

1
ii. (@a—d)®+4bc>0ve A = 5 \/(a — d)® + 4bc olsun. A matrisinin 6zdegerleri

(a+d—\/(a—d)2+4bc> Casd
5 —

A= 5 - A
2
(a—l—d—l—\/(a—d) +4bc) atd

ve (a —d)? 4 4bc > 0 oldugundan X # p *dir. Buradan,

a+d a+d
atd_ atd | \
er=e 2 ,elb=c 2 TP ve p—A=2A

elde edilir. O halde (3.14) dan
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A per — et e“—e"A
TR n—A
atd = a+d atd  ard atd  ard
pe 2 2 e 2 8 0 ac 2 -ae 2 be 2 “pe 2 °
- JTE2 JTE2
= +
a+d a+d a+d a+d a+d a+d
0 pe 2 A e 2 8 e 2 ce 2 0 de 2 Mge 2 4
[T [T2N [T
d d
elde edilir. Buradan A — a; A= a; FAve p—A = 2A eitlikleri
yukaridaki matriste yerine yazilirsa
‘A(d%‘)-eA(d%‘)m(e%‘A) b(ede-2)
at+d 2A 2A
et = e d d
c(ef-e™?) e_A(%)'eA(%)"A(SA*e_A)
L 2A 24
_a— A _o—A A eAqe—A b (eA — e‘A)
a+d 2 ( 24 ) p ( 24 ) 2A
= 67
L (eA — e_A) da (ele A A eBye—A
! 2 B (50) s
atd i (A) + %sinz(A) bsini(A)
= € 2
CsinhA(A) e (A) N %sinl&(A)
elde edilir.

1
iii. (a — d)* 4 4bc < 0 olsun. O halde A = 3

\/| (a—d)*+ 4bc| oldugundan

§ = %\/(a — d)? + 4bc denilirse & = iA olur. Boylece ‘ten
" 6% [cosh (8) + %%@ bw
i cw cosh (8) — %%
atd [cosh (IA) + %% b%
—e 2
) i cSin?XA) cosh (i1A) — %%
atd [cos (A) %SingA) bsmAﬂ
—e 2
‘ i CsmgA) cos (A) — %singm
olarak elde edilir. 0
Ornek. A = [ itg 52__3};1 1 matrisi icin e** matrisini bulunuz.
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Coziim. Bu kez Teorem 3.52 ’deki (3.15)) kullanilarak,

31h-5+3h
3+h+5-3h [14°8 . + 9 h

3+h—-54+3h
2

h—-2 1

 un[2n 2-nh
¢ |h—2 2—-2n

elde edilir. Bu sonucun, bir 6nceki drnekteki sonugla ayni oldugu goriiliir.
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4. SONUC

Bu tezde asagidaki sonuglar ortaya konulmustur:
1. Hiperbolik say1 kavrami cebirsel 6zellikleriyle verilmistir.
2. Hiperbolik sayilar timelike, spacelike veya null olarak siniflandirilarak, bu siniflandir-
maya gore, polar, iistel, matris formlar1 verilmis ve yine bu siniflandirmaya gore degisecek
sekilde koklerinin bulunma yontemleri ele alinmigtir. Bunun icin, hiperbolik sayilar icin

De Moivre formiilii kanitlanmis ve buna uygun sekilde sonuglar elde edilimistir.

3. Hiperbolik sayilarin Lorentziyen diizleminde donmelerle iligkisi incelenmis ve bazi
uygulamalar1 verilmistir.

Her
z = cosh 6 + hsinh ¢
birim spacelike hiperbolik sayisi,

Ry = { cosh@ sinh@ ]

sinhf cosh 6
hiperbolik donme matrisine karsilik gelir ve bu donme matrisi, herhangi bir w hiperbolik

sayisinin null, timelike ya da spacelike olma karakterini degistirmez. Yani, w = x + hy
ve Ry (w) = 2/ + hy' sayilarmin karakteri aynidir. Dénme ise,

() = () =2* —¢*

hiperbolii izerinde gerceklesir.

Ayrica, P}, (1) = SO™ (1,1) donme grubu, Lorentziyen diizlemdeki
SO (1,1)={R: R'I'R=1TI", det R =1, I* = diag (1,-1)}

grubuna izormoftur. Yani her bir birim spacelike hiperbolik say1, Lorentziyen diizlemde
bir donme matrisine kargilik gelir.

4. Hiperbolik modiil ve hiperbolik vektorler verilerek, hiperbolik vektér modiiliinde her-
mityen skaler ¢carpim ve vektorel carpim tanimlanarak bunlarin 6zellikleri ispatlanmustir.

5. Hiperbolik {initer matrisleri verilerek bunlarin hiperbolik hermityen skaler carpimla
elde edilmesi gosterilmistir.
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Her birim timelike hiperbolik say1ya,

sinh @ + h cosh 8 V2 (£ sinh € + cosh 6h)
V2 (sinh § + cosh 6h) sinh ¢ + h cosh 6

biciminde bir hiperbolik iiniter matris, her birim spacelike hiperbolik sayiya da

cosh @ + hsinh @ 0
0 cosh 8 + hsinh 0

formunda bir hiperbolik {initer matris karsilik gelir.

6. Hiperbolik matrislerin 6zdeger ve 6zvektorlerinin bulunmasi ve dzvektorlerin null ol-
mas1 durumlar1 incelenmisgtir.

A= {Z‘ l(ﬂ € My (P)
matrisinin, 6zvektorlerinden birinin, her bileseni 1 & h null hiperbolik sayisinin bir kati
ise, 0zvektorleriyle olusturulan P matrisi tersinir degildir. Ayrica, tek 6zvektorii bu kosulu
sagliyorsa, U; bu 6zvektorii gostermek iizere, (A — AI) Uy = U esitligini saglayan U,
ve U, ile olusturulan P matrisi de tersinir degildir. Bu durum, kompleks say1 matrislerini,
hiperbolik say1 matrislerinden ayiran en onemli 6zelliktir. Bu hiperbolik sayilarin cisim
olmamasinin getirdigi bir sonuctur.

7. Bir hiperbolik matrisin exponansiyeli verilerek, 2?2 tiirlinden hiperbolik matrislerin
exponansiyeli i¢cin kompleks sayilardakine benzer sekilde asagidaki Teorem 3.51 ve Te-
orem 3.52 kanitlanmistir.
Teorem 3.51. \ ve u herhangi bir A € Msyo (P) matrisinin dzdegerleri olmak iizere,
i. Eger \ = p ise,
e =M1 =) T+ A]
olur.
ii. Eger A # i ise,
A

4 per = XeM et —e
e =

mw—A m—A

seklindedir.
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Teorem 3.52. Herhangi bir

matrisi icin

i. Eger (a — d)” + 4bc = 0 ise,

olur.

ii. Eger (a — d)* 4 4be > 0 ise,

—d sinh(A inh(A
., ara |cosh (A) + —an—S A( ) p L) A( )
e =e 2 ) .
CsmhA(A) Posh (A) . a;d sz(A)

1
olur dyle ki A = 5\/(a —d)® + 4bc ‘dir

iii. Eger (a — d)® + 4bc < 0 ise,

—d sin(A sin(A
. atd COS(A)%—% i) b—g)
e T =e 2
sin(A a—d sin(A
c g) cos (A) — 224 g)

“dir.

p oA 2
olur dyle ki, A = 5\/|(a —d)” + 4bc
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