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ÖZET 
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KARA DELİĞİN ELEKTROMANYETİK ENERJİSİ 
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Fizik Anabilim Dalı 

DoktoraTezi 

 

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Reyhan KAYA 

 

Zayıf bir yükle yüklenmiş ve iki açısal momentuma sahip, dönen beş boyutlu bir kara 

delik ele alındı. Bu kara deliğin elektromanyetik alanının enerji momentum tansörü 

hesaplandı. Daha sonra Komar kütle formülünü kullanarak düzgün manyetik alan içinde 
dönen beş boyutlu yüklü bir kara deliğin toplam elektromanyetik enerjisi araştırıldı. 

Sonuç olarak; 5 boyutlu ve zayıf bir yüke sahip kara deliğin elektromanyetik enerjisinin 

minimum değeri bulundu. 

Anahtar Kelimeler: Komar Kütle Formülü, Enerji-Gerilim Tansörü, Beş Boyutlu Kara 
Delik, Myers-Perry Metriği. 
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ABSTRACT 

 

ELECTROMAGNETIC ENERGY FOR A FIVE DIMENSIONAL 

ROTATING BLACK HOLE IN A UNIFORM MAGNETIC FIELD  

 

Şaban YILMAZ 

 

Department of Physics 

Dr. Thesis 

 

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Reyhan KAYA 

 

A weakly charged rotating black hole in five dimensions possesses two equal-
magnitude angular momenta is considered.  The stress-energy tensor of the 

electromagnetic field is calculated. Using the Komar mass formula the total 

electromagnetic energy for a charged five dimensional rotating black hole in a uniform 
magnetic field is discussed. It is found that the total electromagnetic energy takes the 

minimum when the five dimensional black hole possesses a non-zero net charge. 

 

Keywords: Komar Mass Formula, Stress-Energy Tensor, Five Dimensional Black 

Hole, Myers-Perry Metric. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti 

Dört boyutlu Kerr metriğinin çözümü üzerine birçok çalışma yapıldı [1], [2], [3], [4]. 

Son yıllarda ise Einstein denklemlerinin yüksek boyutlu çözümleri hem fizikte hem de 

matematikte güçlü bir ilgi görmüştür.  Genel görelilikte, kara deliklerin tam çözümleri 

önemli olduğu kadar yüksek boyutlu karadeliklerin çözümleri de önemlidir.  Yüksek 

boyutlu kara delikler, yeterince iyi bir yaklaşımla, Einstein alan denklemlerinin klasik 

çözümleriyle tanımlanabilirler. Yüksek boyutta Einstein-Maxwell denklemlerinin statik 

kara delik çözümleri ilk olarak Tangherlini tarafından hesaplanmıştır [5]. Yine yüksek 

boyutlu dönen kara delik için ilk genel çözümler ise Myers ve Perry tarafından yapıldı 

[6]. Myers-Perry çözümünün en önemli sonuçlarından bir tanesi de yüksek enerjili 

deneylerde oluşturulan laboratuvar kara deliklerini tanımlamasıdır [7]. Yakın zamanda 

ise lineer çarpıştırıcılar, mini-kara delik üretebilme imkanını ortaya çıkardı [8]. İlk 

tahminlerimizde bu mini-kara deliklerin de boşluk Einstein denklemlerinin klasik 

çözümleri ile tanımlanabileceği gösterilmiştir.  

Boşluk uzay zamanın Killing vektörleri Maxwell test alanının vektör potansiyellerini 

verir [9]. Wald, düzgün manyetik alan içerisinde simetri ekseni üzerine yönelmiş, 

durağan ve eksenel simetrik bir kara deliğin çözümlerini elde etti. Düzgün manyetik 

alan içinde gömülü simetri ekseni üzerinde dönen kara deliğin net yükünü Q = 2B0JH 

olarak hesapladı. Burada B0; manyetik alanın büyüklüğü, JH kara deliğin açısal 

momentumudur [ 10], [11].  

Li düzgün manyetik alan içinde yüklü bir Kerr kara deliğinin toplam elektromanyetik 

enerjisini (EE) hesapladı. Eğer manyetik alan uzayda sonsuza giderse toplam EE nin 
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ıraksayacağını gösterdi. Li, Komar kütle formülünü kullanarak toplam EE’yi hesapladı 

ve net bir yüke sahip kara delikler için toplam EE’nin minimum değerini gösterdi. 

Böylece Wald’un bulmuş olduğu toplam EE değerinin minimum değer olmadığını 

göstererek, minimum enerji durumunun kara deliğin hiç yüke sahip olmadığı durumdan 

bile yüksek olduğunu buldu [12], [13].  

Aliev ve Frolov, Wald yaklaşımını bi-azimutal simetriye ve Myers-Perry uzay zamanı 

ile aynı yönlü açısal dönme parametresine sahip düzgün bir manyetik alan içinde dönen 

beş boyutlu bir kara deliğe uyguladılar. Kara deliğin çok küçük bir yük ile yüklenmiş 

olduğunu varsayarak Myers-Perry metriğinin elektromanyetik alanının 5-vektör 

potansiyelini inşa ettiler [14]. 

1.2 Tezin Amacı 

Yüksek boyutlardaki kara deliklerin incelenmesi birkaç nedenden ötürü bilim 

insanlarının dikkatini çekti. Her şeyden önce yüksek boyutlu kara delikler, insan 

doğasının özünde bulunan özelliklerle ilgilidir. Dört boyuttaki kara deliklerin, tekillik 

ve termodinamik özellikleri, Hawking'in mini kara deliklerin buharlaşması gibi temel 

özellikleri iyi bilinirken yüksek boyutlara geçildiğinde neler olacağı konusu hep merak 

ediliyordu [15], [16], [17], [18], [19]. Yine yüksek boyutlu kara deliklere ilgi 

duyulmasının nedenlerinden biri de TeV ölçeğine göre yeni bir temel kuantum 

yerçekimi öngören zar-dünya yerçekimi teorileri olmuştur [20], [21], [22].  

Bu çalışmanın amacı zayıf bir manyetik alan içinde dönen ve iki açısal momentuma 

sahip beş boyutlu bir kara deliğin Killing vektörlerini kullanarak elektromanyetik alan 

tansörünü (EAT), EAT kullanarak da enerji-momentum tansörünü (EMT) ve daha sonra 

ise Komar kütle formülünü kullanarak düzgün manyetik alanda dönen beş boyutlu bir 

kara deliğin toplam enerjisini hesaplamaktır.  

1.3 Hipotez 

Başlangıçta genel görelilikte öngörülen yüklü ve dört boyutlu kara delik çözümleri daha 

sonraları yüksek boyutlu yerçekimi teorilerinin ayrılmaz bir parçası haline geldi. 

4 boyutlu yüklü Kerr kara deliğinin minumum enerji değerine karşılık gelen toplam 

yükünü önce Wald sonra da Li hesapladı [8], [10]. Li, Wald’un bulmuş olduğu 

minumum enerji değerinden daha düşük  bir enerji değeri elde etti. Bu çalışmada 
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Myers-Perry metriği için  düzgün  manyetik alan içinde dönen beş boyutlu bir kara 

deliğin, Christoffel sembollerini, Ricci tansörlerini, 5-vektör potansiyelini, EMA 

tansörlerini, enerji-momentum tansörlerini hesaplamak ve sahip olduğu minimum enerji 

değerini, Li ve Wald’un 4 boyutta kullandığı yöntemlerle bulmak ve elde edilen iki 

sonucu karşılaştırmaktır.  
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BÖLÜM 2 

BEŞ BOYUTLU METRİĞİN ELDE EDİLMESİ 

2.1 Myers - Perry Metriği 

Beş boyutlu dönen bir kara deliğin metriğin boşluk uzay zamanda genel asimptotik 

olarak çözümleri Myers ve Perry tarafından bulundu [6]. 

ds2=-dt2+dr2+(r2+ ai
2)(dµi

2+ µi
2dϕi

2)+2µi
2aidϕidr+(dt+dr+ µi

2aidϕi)
2 µr2/ΠF             (2.1) 

Burada 

F=1-µi
2ai/(r

2 + ai
2)=1- µ1

2a1/(r
2 + a1

2) - µ2
2a2/(r

2 + a2
2) 

Π = ∏ (ai
2

N−1

2

i=1
+r2) 

N=1,2,3...N/2 

N=4 ve çift sayıdır. 

µi
2=1 

µ1=sinθ 

µ2=cosθ                                                                                                                        (2.2) 

Açısal momentum parametreleri: 

a1=a, 

a2=b.                                                                                                                             (2.3) 

0 → 2π aralığında iki farklı dönme açısı 

ϕ1=ϕ, 
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ϕ2=ψ                                                                                                                             (2.4) 

olarak seçilmiştir.  

(2.2) denklemlerinden aşağıdaki ifadeler elde edilir. 

dµ1= cosθdθ 

µ2=-sinθdθ                                                                                                                   

F=1- a2sin2θ/(a2+r2 ) - b2cos2θ/(b2+r2 ) 

Π=(a2+ r2)(b2+ r2).                                                                                                        (2.5) 

Burada µ kara deliğin fiziksel kütlesi m ile ilgili bir parametredir (µ=m). Yukarıdaki 

ifadeler (2.1) denkleminde yerine konup gerekli düzenlemeler yaptığımızda 5 boyutta 

Boyer-Lindquist (t, r, θ, ϕ, ψ) koordinatlarında aşağıdaki metrik denklemini elde edilir 

[6], [14]. 

ds2=- dt2+ Σdθ2+(a2 +r2)sin2θdϕ2 +(b2+r2)cos2θdψ2 +m/Σ(dt-asin2θdϕ-bcos2θdψ)2+ r2Σ 

dr2/Δ                                                                                                                             (2.6) 

Burada, 

Δ=(a2 +r2) (b2+r2) - mr2, 

Σ=r2+ b2sin2θ+ a2cos2θ.                                                                                                (2.7) 

2.2 Metrik Bileşenleri 

Metrik determinantı aşağıdaki şekilde bulunmuştur. 

√-g= rΣsinθcosθ.                                                                                                          (2.8) 

Kovaryant metriğin sıfırdan farklı olan bileşenleri aşağıda verilmiştir 

gtt=-1+m/Σ 

gtϕ=-masin2θ/Σ 

gtψ=-mbcos2θ/Σ 

grr=Σr2/Δ 

gθθ=Σ 

gϕt=-masin2θ)/Σ 

gϕϕ=(a2 +r2)2sin2θ+(ma2sin4θ)/Σ 
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gϕψ=mabcos2θsin2θ/Σ 

gψt=-mbcos2θ)/Σ 

gψϕ=mabcos2θsin2θ/Σ 

gψψ=cos2θ(b2+r2)2+(cos4θmb2)/Σ .                                                                                (2.9) 

Kontravaryant metrik bileşenleri  

gtt=-1-m/Σ- m2r2/ΣΔ 

gtϕ = -ma(r2+b2)/ΣΔ 

gtψ  = -mb(r2+a2)/ΣΔ 

grr  = Δ/Σr2 

gθθ  = 1/Σ 

gϕt  = -ma(r2+b2)/ΣΔ 

gϕϕ = 1/Σ(1/sin2θ+((r2+b2) (b2-a2)-mb2)/Δ) 

gϕψ  = -mab/ΣΔ 

gψt  = -mb(r2+a2)/ΣΔ 

gψϕ = -mab/ΣΔ 

gψψ = 1/Σ(1/cos2θ+((r2+a2) (a2-b2)-ma2)/Δ)                                                                (2.10) 

olarak bulunmuştur. 

2.3 Olay Ufku ve Killing Vektörleri 

Kara delik olay ufku, grr = 0 denklemi ile belirlenen boş bir yüzeydir [14]. 

Δ=(a2 +r2) (b2+r2)-mr2=0                                                                                            (2.11)   

Bu denklemin en büyük kökü, kara deliğin dış olay ufkunun yarıçapını verir. 

rh=1/2(m-a2-b2+√( m-a2-b2)2- 4a2b2)                                                                          (2.12) 

a2+b2+2|ab| ≤m 

Bu yüzden a2+b2+2|ab|≤m koşulu veya rh=|ab| eşitliği beş boyutlu kara deliğin olay 

ufkunu belirler. 
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Öte yandan, iki-kutuplu koordinatlarda a = b = 0 için Tangherlini statik çözümünü elde 

edilir [5]. Genel olarak, metriğin (2.6) iki olan ortogonal 2-dönme düzlemleri  φ ve ψ 

azimuthal açıları tarafından belirlenir. Bu açıların her ikisi de 0 ile 2π arasında 

değişirken, θ iki dikey 2-düzlem arasındaki açı 0’dan π/2’ye değişir. Sonuç olarak, 

metrik aşağıdaki belirgin değişmezlik özelliklerini ortaya çıkarmaktadır; Zaman 

koordinatının eşzamanlı olarak ters çevrilmesi t→ -t ve açılar φ → -φ, ψ → -ψ ve 

dönüşüm altında  

a ↔ b 

φ ↔ ψ 

θ ↔ π/2 – θ                                                                                                                 (2.13) 

elde edilir. 

Beş boyutlu Myers-Perry metriğinin Killing vektörleri aşağıdaki gibidir: 

ξt=∂/∂t 

ξϕ=∂/∂ϕ 

ξψ=∂/∂ψ.                                                                                                                     (2.14) 
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BÖLÜM 3 

CHRISTOFFEL SEMBOLLERİ VE RICCI TANSÖRLERİ 

3.1 Christoffel Sembolleri 

Г, bağıntı veya Christoffel sembolü diye adlandırılır. Christoffel sembolleri bir tansör 

değildir. Ancak metrik tansörden inşa edilir. Metrik tansör koordinat yüzeyi boyunca 

sabit olmadığı için bir yerden başka bir yere giderken (kovaryant türev) aradaki 

geometriden gelen katkı Christoffel sembollerini verir. Kartezyen koordinatlarda metrik 

tansör sabit olduğu için kovaryant türevi sıfırdır. Bu yüzden Christoffel sembolleri de 

sıfırdır [23]. Christoffel sembolleri genel halde EK-A da verilmiştir [24]. Nümerik 

hesaplamalar yapılırken Mathematika programı kullanılmıştır [25]. Гµνσ birinci tip 

Christoffel sembolü olup son iki indis kendi arasında simetriktir. Гσ
µν ise ikinci tip 

Christoffel sembülü ve yine son iki indis kendi arasında simetriktir. Beş boyutlu Myers-

Perry metriği için Christoffel sembolleri  

Гσ
µν=gσβ(∂µgνβ + ∂νgµβ - ∂βgµν)/2                                                                                   (3.1) 

Гt
rt= Гt

tr=mr(a2+r2) (b2+r2)/ΔΣ2 

Гt
θt= Гt

tθ=-(a2-b2)msin2θ/2Σ2 

Гt
ϕr= Гt

rϕ=-amr(b2+r2) (3a2+b2+4r2+(a2-b2)cos2θ)sin2θ/2ΔΣ2 

Гt
ψr= Гt

rψ=bmr(a2+r2)cos2θ (-a2-3b2- 4r2+(-a2+b2)cosθ)/2ΔΣ2 

Гt
ψθ= Гt

θψ=-b(b2-a2)mcos3θsinθ)/Σ2 

Гt
ϕθ= Гt

θϕ=a(a2-b2)msin3θcosθ)/Σ2 

Гr
tt= mΔ/rΣ3 
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Гr
ϕt= Гr

tϕ=-amΔsin2θ/rΣ3 

Гr
ψt= Гr

tψ=-bmΔcos2θ/rΣ3 

Гr
rr=(2 a2b2r2+a2r4+b2r4- mr4+a2(a2b2-r4) cos2θ+b2(a b2-r4)sin2θ)/rΔΣ 

Гr
θr= Гr

rθ=(-a2+b2)cosθsinθ/Σ 

Гr
θθ=-Δ/rΣ 

Гr
ϕϕ=-(2rsin2θ - (2a2mrsin2θ)/Σ2)Δ/(2r2Σ) 

Гr
ψϕ= Гr

ϕψ=abmΔcos2θsin2θ)/rΣ3 

Гr
ψψ=-(2rcos2θ - (2b2mrcos4θ)/Σ2)Δ/(2r2Σ)) 

Гθ
ψt= Гθ

tψ=-bm(b2+r2)cosθsinθ)/Σ3 

Гθ
ϕt= Гθ

tϕ=am(a2+r2)cosθsinθ)/Σ3 

Гθ
tt= -(a2-b2)mcosθsinθ)/Σ3 

Гθ
rr= (a2-b2)r2cosθsinθ)/ΔΣ 

Гθ
θr= Г θrθ=r/Σ 

Гθ
θθ=-(a2-b2)cosθsinθ)/Σ 

Гθ
ϕϕ=-((a2+r2+(a2(a2-b2)msin4θ)/Σ2+(2a2msin2θ)/Σ)cosθsinθ/Σ 

Гθ
ψϕ= Гθ

ϕψ=-(r2cos2θ+a2cos4θ-sin2θ(r2+b2sin2θ)))abmcosθsinθ/Σ3 

Гθ
ψψ= ((a2b2m+ b4m+a4(b2+r2))cos4θ - (b2m+a2(b2+r2))cos2θ(-b2- 2r2+b2cos2θ)+(b2+r2) 

(r2+b2sin2θ)2))cosθsinθ/Σ3 

Гϕ
rt= Гϕ

tr=amr(b2+r2)/ΔΣ2 

Гϕ
θt= Гϕ

tθ=-amcotθ/Σ2 

Гϕϕr= Гϕ
rϕ=(-(2a2m2r(b2+r2)sin2θ)/Σ2+(2a2b2m2 rcos2θsin2θ)/Σ2+((b2m+a2(b2+r2))cotθ2 + 

(b2 +r2) (b2+ (-m+r2)csc2θ)) (2r sin2θ -(2a2mr sin4θ)/Σ2))/2ΔΣ 

Гϕ
rψ= Гϕ

ψr=-abmrcos2θ (a2+3b2+4r2+(a2-b2)cos2θ)/2ΔΣ2 

Гϕ
θϕ= Гϕϕθ=((3a4+2a2b2+3b4+4a2m+8a2r2+8b2r2+8r4+4(a4-a2(m-2r2)-b2(b2+2r2))cos2θ + 

(a2-b2)2cos4θ)cotθ/8Σ2 

Г ϕ
θψ= Г ϕ

ψθ=abmcos2θcotθ)/Σ2 
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Гψ
rt= Гψ

tr= bmr(a2+r2)/ΔΣ2 

Гψ
θt= Гψ

tθ= bmrtanθ/Σ2 

Гψ
ϕr= Гψ

rϕ= abmr(3a2+b2+4r2+(a2-b2)cos2θ)sin2θ)/2ΔΣ2 

Гψ
rψ= Гψ

ψr=(-(4b2m2r(a2+r2)cos2θ)/Σ2+(a2b2m2rsin22θ)/Σ2+((2rcos2θ -(2b2mrcos2θ)/Σ2) 

(2(a2+r2)(a2+(-m+r2)sec2θ)+2(a2(b2+m)+b2 r2)tan2θ))/4ΔΣ 

Гψ
θϕ= Гψ

ϕθ= -abmtanθsin2θ)/Σ2 

Гψ
θψ= Гψ

ψθ=-(3a4+2a2b2+3b4+4b2m+8a2r2+8b2r2+8r4+4(a4+2a2r2+b2(-b2+m-2r2))cos2θ + 

(a2-b2)2cos4θ)tanθ/8Σ2                                                                                                  (3.2) 

olarak bulunur. Hesaplamalarda  Mathematica programı kullanılmıştır [25]. 

3.2 Ricci Tansörleri 

Christoffel sembollerinin türevinden gelen katkı, Riemann eğrilik (Rµ
νασ) tansörünü 

verir. Christoffel sembolleri, vektörlerin bir noktadan diğer noktaya nasıl taşındığı 

hakkında bilgi verirken, taşınan vektörlerin son durumunu ise Riemann eğrilik tansörü 

ile bulunabilir. Riemann eğrilik tansörü anti-simetrik ve 4 bileşenli bir tansördür.  

Riemann tansörünün daha sadeleştirilmiş haline Ricci tansörleri denilir. Ricci tansörleri 

(Rνµ =Rµν) ise 2 bileşenli olup simetrik bir tansördür [23]. Ricci tansörlerinin 

bileşenlerinin elde edilişi Ek-B’deverilmiştir. µ ve σ, kordinat düzlemi etrafında 

vektörün dönmesini gösteriyor. ν ve α ise koordinat düzlemi etrafında hareketinin 

yönünü veriyor [23]. Ricci skalerine ise “eğriliğin ölçüsü” veya “toplam eğrilik” denir 

ve ifadesi aşağıdaki gibidir. 

R=gµνRµν                                                                                                                      (3.3) 

Burada Rµν   

Rµν= gασRµανσ=Rα
µαν=∂αГ

α
µν-∂νГα

µα+Гβ
µνГα

βα - Г
β

µαГ
α

βν.                                                                  (3.4) 

Hesaplamalar sonucunda aşağıdaki Ricci tansörlerinin değerlerinin sıfır olduğu 

bulundu.  

Rtt= Rtϕ= Rtψ= Rrr= Rrθ= Rθθ= Rϕψ= Rϕϕ= Rψψ=0.                                                       (3.5) 

Bu sonuca göre beş boyutlu Myers-Perry uzay-zamanının Einstein boşluk uzay-zaman 

denklemi ile uyumlu olduğunu gösterir: 
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Gµν=Rµν-1/2R gµν=8πTµν = 0.                                                                                   (3.6) 
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BÖLÜM 4 

ELEKTROMANYETİK ALAN TANSÖRLERİNİN 

HESAPLANMASI 

4.1 5 - Vektör Potansiyeli 

Vektörler sadece uzay-zamana bağlı olmayıp yöne de bağlı olduğu için kovaryant 

türevleri sıfır olmaz. Elektromanyetik alanın enerjisi ise vektör potansiyelinin kovaryant 

türevi ile ifade edilir.  Minkowski uzayında vektörlerin kovaryant türevi sıfırdır. 5-

vektör potansiyelinin 16 tane türevi olup 4 tane bileşeni mevcuttur. Kontravaryant 5-

vektör potansiyelini aşağıdaki gibi gösterilir [6]. EK-C-1’de 5 boyutlu vektör 

potansiyeli ifadesi verilmiştir. 

Aµ=αξµ
(t)+ βξµ

(ϕ)+ γ ξµ
(ψ) 

α= -Q/2m+aB/2+bH/2 

Aµ=αξµ
(t)+ β(ξµ

(ϕ)+ aξµ
(t) )/2+ γ(ξµ

(ψ)+bξµ
(t))                                                                (4.1) 

Burada α, β ve γ keyfi parametrelerdir. Genel anlamda vektör potansiyeli bir test alanı 

gibi ele alınarak kara deliğin çok küçük elektrik yükü ile yüklenmesi sağlanır. 

Hesaplamalar yapıldığında 

At=-Q/2m+aB/2+bH/2 

Aϕ=B/2 

Aψ=H/2 

At=-Q(m/Σ-1)/2m 
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Aϕ=aQsin2θ/2Σ 

Aψ=bQcos2θ/2Σ    

ifadeleri bulunur.                                                                                                          (4.2) 

4.2 Kovaryant EAT 

Fµν anti-simetrik bir tansör olup 6 tane bileşeni vardır. Bu bileşenlerden 3 tanesi elektrik 

alandan, 3 tanesi de manyetik alandan gelir. Elektrik alan, vektör potansiyelinin sadece 

zamana bağlı türevinden, manyetik alan ise sadece konuma bağlı türevinden oluşur. Fµν 

vektör potansiyelinin kendisine değil türevine bağlıdır. 

Kovaryant elektromanyetik alan tansör ifadesi aşağıda verilmiştir. 

Fµν=∇µAν - ∇νAµ                                                                                                          (4.3) 

Yukarıda verilen eşitlikler sadeleştirilirse EAT’nin en son hali aşağıdaki gibi yazılır, 

Fµν =∂µAν-∂νAµ.                                                                                                                                                                (4.4) 

EAT’ün bileşenlerinin elde edilişi ise Ek-C-2’de ayrıntılı olarak verilmiştir. Elde edilen 

sıfır olan bileşenler ve sıfırdan farklı olan bileşenler aşağıda verilmiştir. 

Ftt= Ftϕ= Ftψ= Frr= Frθ= Fθθ= Fϕψ= Fϕϕ= Fψψ=0,                                                           (4.5) 

Ftr= -Frt=r(- aBm - bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ)/Σ2 

Frϕ= -Fϕr=rsin2θ(a2Bm + abHm-aQ + Br4 + a4Bcos4θ - B(a2m-2b2r2)sin2θ + b4 Bsin4θ + 

acos2θ (-bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ))/Σ2 

Frψ= -Fψr=rcos2θ(abBm+b2Hm-bQ + Hr4+a4Hcos4θ + b(-aBm+2bHr2)sin2θ + b4Hsin4θ + 

Hcos2θ(-b2m +2a2r2+2a2b2sin2θ)))/Σ2 

Ftθ= -Fθt=(a2(bHm-Q)-aBm(b2+r2) + b(bQ+Hmr2))sin2θ/2Σ2 

Fθϕ= -Fϕθ=(r2(a(-bHm+Q)+Br4+a2B(-m+r2)) + a3(a3B+bHm+aBr2)cos4θ+(-a4Bm+a3 (-b 

Hm + Q) - abHmr2 + 2a2B(b2+m)r2+2b2Br4)sin2θ+(a4Bmab3Hm+a2b2B(b2+m)+ b4Br2) 

sin4θ  + acos2θ(a2(-bHm+Q)+bHmr2+2aBr4-a3B(m2r2)+ 2aB(a2(b2+m) + b2r2) sin2θ) 

cosθsinθ/Σ2 

Fθψ= -Fψθ=-((-a3bBm+a2b2Hm+b4Hm+a4H(b2+r2))cos4θ+(r2+b2sin2θ)(-abBm-b2Hm+bQ 

+b2Hr2+Hr4+b(b3H+aBm+bHr2)sin2θ)+ cos2θ(-abBm(b2+r2)+2a2Hr2(b2+r2)+b2(-b2Hm + 

bQ +2Hmr2)+2b2H(b2m+a2(b2+r2))sin2θ))cosθsinθ/Σ2.                                               (4.6) 
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4.3 Kontravaryant EAT 

Kontravaryant EAT tansörü aşağıda verilmiştir. 

Fµν =gµαgσνFασ                                                                                                              (4.7) 

EAT’ün bileşenleri Ek-C-3’de ayrıntılı olarak verildi. Elde edilen sıfır olan bileşenler ve 

sıfırdan farklı olan bileşenler aşağıda verilmiştir, 

Ftt= Fϕt = Ftψ= Frr= Frθ= Fθθ= Fϕϕ= Fψψ=0                                                                    (4.8) 

Frt=-(-3a3b2Bm+3ab4Bm +3a4bHm - 3a2b3Hm+8a2b2Q-3a3Bmr2+3ab2Bmr2 + 3a2bHmr2- 

3b3Hmr2+8a2Qr2+8b2Qr2+8Qr4+4m(a2+b2+2r2)(a2bH+bHr2-aB(b2+r2))cos2θ + (a2-b2)m 

(a2bH+bHr2-aB(b2+r2))cos4θ)/8rΣ3 

Fϕr =(3a4b2B+2a2b4B+3b6B+3a2b2Bm - 3b4Bm - 3a3bHm + 3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2+ 

10a2b2Br2  + 11b4Br2-8b2Bmr2-8aQr2+ 8a2Br4 +16b2Br4- 8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2+b2+2r2)(-

abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos2θ + (a2-b2)(-abHm+a2B(b2+r2)-b2B(b2-m+r2)) 

cos4θ)/8rΣ3 

Frψ=(3a6H+2a4b2H+3a2b4H+3a3bBm-3ab3Bm-3a4Hm+3a2b2Hm-8a2bQ + 11a4Hr2 + 10a2 

b2Hr2 +3b4Hr2-8a2Hmr2-8bQr2+16a2Hr4+8b2Hr4-8Hmr4+8Hr6+ 4(a2+b2+2r2) (a4H+ 

abBm - b2Hr2- a2H(b2+m-r2))cos2θ+(a2-b2)(a4H+abBm-b2Hr2-a2H(b2+m-r2))cos4θ)/8rΣ3 

Fθt= - (a2-b2)(aBm+bHm-2Q+(aB-bH)mcos2θ)sin2θ/4Σ3 

Fϕθ = (3a4B+2a2b2B+3b4B-4a2Bm-4abHm+8aQ+8a2Br2+8b2Br2+8Br4+4(a4B+abHm-a2 

B(m -2r2) -b2B(b2+2r2))cos2θ+(a2-b2)2Bcos4θ)cotθ/8Σ3 

Fθψ=-(3a4H+2a2b2H+3b4H-4abBm-4b2Hm+8bQ+8a2Hr2+8b2Hr2+8Hr4+4(a4H-abBm 

+2a2Hr2 +b2H(-b2+m-2r2))cos2θ+(a2-b2)2Hcos4θ)tanθ/8Σ3.                                        (4.9) 

4.4  EAT’nün Kovaryant Türevi 

EAT’nin kovaryant türevi en genel hali ile aşağıdaki gibi yazıp hesaplama yapıldığında 

sonucun sıfır olduğu  

∇µFµν= 0                                                                                                                     (4.10) 

bulunur. Ayrıntılı hesaplamalar Ek-C-3’de gösterilmiştir. Sonucun sıfır çıkması aynı 

zamanda Einstein boşluk uzay-zaman denklemleri ile de örtüşmektedir.  
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BÖLÜM 5 

ENERJİ - MOMENTUM TANSÖRLERİ 

5.1 Kovaryant EMT 

EMT bir alan değil sistemin miktarıdır. Enerji, zaman bileşeninden momentum ise 

konum bileşeninden kaynaklanır. Enerjinin akışına momentum, momentumun akışına 

gerilim denir. O yüzden EMT’ye enerji-gerilim tansörü de denir. Enerji ve momentum 

ayrı ayrı gravitasyonel alan kaynağı olabilir.  

Elektromanyetik alanın enerji-momentum tansörü  

Tµν=
1

4π
(gαβFµαFνβ - 

1

4
gµνFαβF

αβ)                                                                                       (5.1) 

şeklinde alınarak 

Tµν bileşenleri Ek-D-1’de verildi.  

Burada I=FαβF
αβ olarak alındı.  

I=gµν(FtrF
tr+ FtθF

tθ + FϕrFϕr+ FψrF
ψr + FϕθFϕθ + FθψFθψ )/2                                           (5.2) 

I=1/2(-((-3a3b2Bm + 3ab4Bm + 3a4bHm - 3a2b3Hm + 8a2b2Q - 3a3Bmr2 + 3ab2Bmr2 + 

3a2bHmr2 - 3b3Hm r2 + 8a2Qr2 + 8b2Qr2 + 8Qr4 + 4m (a2 + b2 + 2r2)(a2bH + bHr2-aB(b2 + 

r2))cos2θ + (a2 - b2)m(a2Bh + bHr2 - aB(b2 + r2))cos4θ)(-aBm- bHm + Q + bHmcosθ2 + 

aBmsinθ2))/8Σ5 + cosθ2(3a6H  +  2a4b2H + 3a2b4H + 3a3bBm - 3ab3Bm - 3a4Hm + 

3a2b2Hm - 8a2bQ + 11a4Hr2 + 10a2b2Hr2 + 3b4Hr2 - 8a2Hmr2 - 8bQr2 + 16a2Hr4 + 8b2Hr4 

- 8Hmr4 + 8Hr6 + 4(a2 + b2 + 2r2)(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2 + m - r2))cos2θ + (a2 -

b2)(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2 + m - r2))cos4θ)(abBm + b2Hm - bQ + Hr4 + a4Hcosθ4 

+ b( - aBm + 2bHr2)sinθ2 + b4Hsinθ4 + Hcosθ2(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sinθ2)))/ 8Σ5 + ((3 
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a4b2B + 2a2b4B + 3b6B + 3a2b2Bm - 3b4Bm - 3a3bHm + 3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2 + 

10a2b2Br2 + 11b4Br2 - 8b2Bmr2 - 8aQr2 +8a2Br4 + 16 b2Br4 - 8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2 + b2 + 

2r2)(- abHm + a2B(b2 + r2) - b2B(b2 - m + r2))cos2θ + (a2 - b2)(-abHm + a2B(b2+r2)- 

b2B(b2 – m + r2))cos4θ)sinθ2(a2Bm + abHm - aQ + Br4 + a4Bcosθ4 - B(a2m - 2b2r2)sinθ2 

+ b4Bsinθ4 + acosθ2( -bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsinθ2)))/8Σ5 + (cosθ2(3a4B + 2a2b2B + 3b4B 

- 4a2Bm - 4abHm + 8aQ + 8a2Br2 + 8b2Br2 + 8Br4 + 4(a4B + abHm - a2B(m - 2r2) - 

b2B(b2 + 2r2))cos2θ + (a2 - b2)2Bcos4θ)(r2(a( - bHm + Q) + Br4 + a2B(-m + r2)) + a3(a3B 

+ bHm + aB r2)cosθ4 + (-a4Bm + a3(- bHm + Q) - abHmr2 + 2a2B(b2 + m)r2 + 

2b2Br4)sinθ2 + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2 + m) + b4Br2)sinθ4 + acosθ2(a2( - bHm + Q) + 

bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m - 2r2) + 2aB(a2(b2 + m) + b2r2)sinθ2)))/8Σ5 + ((3a4H + 2a2b2H + 

3b4H - 4abBm - 4b2Hm + 8bQ + 8a2Hr2 + 8b2Hr2 + 8Hr4 + 4(a4H - abBm + 2a2Hr2 + 

b2H( - b2 + m - 2r2))cos2θ + (a2 - b2)2Hcos4θ)sin2θ(( - a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + 

a4H(b2 + r2))cosθ4 + (r2 + b2sinθ2)( - abBm -b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + 

bHr2)sin2θ) + cosθ2( - abBm(b2 + r2) + 2a2Hr2(b2 + r2) + b2( - b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 

2b2H(b2m + a2 (b2 + r2))sin2θ)))/8Σ5- ((a2 - b2)(a2(bHm - Q) - aBm(b2 + r2) + b(bQ + 

Hmr2))(aBm + bHm - 2Q + (aB - bH)mcos2θ)sin22θ)/8Σ5.                                         (5.3) 

5.2 Kontravaryant EMT 

Kontravaryant EMT’ün ifadesi  

Tµν=
1

4π
(FµαFν

α - 
1

4
gµνFαβF

αβ)                                                                                          (5.4) 

şeklindedir. Kontravaryant EMT,  

Tασ=gµαgνσTµν                                                                                                                (5.5) 

kovaryant EMT kullanılarak (5.1)’de verilen ifade ile bulunur. Kontravaryant EMT’nin 

bileşenleri Ek-D-2’de verilmiştir. 

5.3 EMT’nün İzi  

EMT’nün izi aşağıda verilmiştir, 

T=gµνTµν.                                                                                                                      (5.6) 

Bu ifade kullanılarak, 

T=gttT
tt + 2gϕtTϕt + 2gtψTtψ + grrT

rr + gθθT
θθ + gϕϕTϕϕ + 2gϕψTϕψ+ gψψTψψ                 (5.7) 
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aşağıdaki açık ifadeler bulunur; 

T=-(1/(256Σ4)(35a8B2 + 20a6b2B2 + 18a4b4B2 + 20a2b6B2 + 35b8B2 + 35a8H2 + 20a6b2H2 

+ 18a4b4H2 + 20a2b6H2 + 35b8H2 - 75a6B2m + 3a4b2B2m + 11a2b4B2m - 35b6B2m + 

44a5bBHm - 24a3b3BHm + 44ab5BHm - 35a6H2m + 11a4b2H2m + 3a2b4H2m -75b6 H2m 

+ 40a4B2m2 + 8a2b2B2m2 + 16a3bBHm2 + 16ab3BHm2 + 8a2b2H2m2 + 40b4H2m2 + 

96a5BQ - 96ab4BQ - 96a4bHQ + 96b5HQ - 96a3BmQ - 32ab2BmQ - 32a2bHmQ - 

96b3HmQ + 64a2Q2 + 64b2Q2 + 160a6B2r2 + 96a4b2B2r2 + 96a2b4B2r2 + 160b6B2r2 + 

160a6H2r2 + 96a4b2H2r2 + 96a2b4H2r2 + 160b6H2r2 - 152a4B2mr2 + 16a2b2B2mr2 -

120b4B2mr2 + 64a3bBHmr2 + 64ab3BHmr2 - 120a4H2mr2 + 16a2b2H2mr2 -152b4H2mr2 - 

48a2B2m2r2 - 32abBHm2r2 - 48b2H2m2r2 + 192a3BQr2 - 192ab2BQr2 - 192a2bHQr2 + 

192b3HQr2 + 128aBmQr2 + 128bHmQr2 - 128Q2r2 + 288a4B2r4 + 192a2b2B2r4 + 

288b4B2r4 + 288a4H2r4 + 192a2b2H2r4 + 288b4H2r4 - 80a2B2mr4 - 144b2B2mr4 + 

64abBHmr4  - 144a2H2mr4 - 80b2H2mr4 + 256a2B2r6 + 256b2B2r6 + 256a2H2r6 + 

256b2H2r6 - 64B2mr6 - 64H2mr6 + 128B2r8 + 128H2r8 + 4(14a8(B2 + H2) - 14b8(B2 + H2) -

32b5HQ + 8a5B(3bHm + 4Q) + 16(B2 - H2)mr6 + 32b3HQ(m - 2r2) - 32bHQr2(m + 2r2) + 

b6(H2(29m - 60r2) + 2B2(7m - 30r2)) + 2a3B( - 16Q(m - 2r2) + bHm(m + 24r2))  + 2aB( - 

12b5Hm + 16b4Q + 32b2Qr2 + 16Qr2(m + 2r2) - b3Hm(m + 24r2)) + a6(4b2(B2 + H2) + 

2H2( - 7m + 30r2) + B2( - 29m + 60r2)) + b4(3B2r2(15m - 32r2) + H2( - 15m2 + 59mr2 - 

96r4)) - 16b2(Q2 + B2r4( - 3m + 4r2) - H2r2(m2 + 2mr2 - 4r4)) + a4( - 32bHQ + 3H2r2( -

15m + 32r2) + B2(15m2 - 59mr2 + 96r4) + b2(12B2r2 + H2(m + 12r2))) - a2(4b6(B2 + H2) + 

64bHQr2 - b2(B2 - H2)m(m - 2r2) + b4(12H2r2 + B2(m +12r2)) + 16( - Q2 + H2r4(3m - 4r2) 

+ B2r2(m2 + 2mr2 - 4r4))))cos2θ + 4(7a8(B2 + H2) + 4a5B(5bHm + 2Q) - a6(4b2(B2 + H2) 

+ H2(7m  - 24r2) + B2(13m - 24r2)) + 4a3B(2b3Hm - bHm(m - 12r2) - 2Q(m - 2r2)) + 

4abB(5b4Hm - 2b3Q - b2Hm(m -12r2) + 2bQ(m - 2r2) + 2Hmr2(m + 6r2)) + b2(7b6(B2 + 

H2) + 8b3HQ - 8bHQ(m - 2r2) + 2b2(3m - 4r2)(-3B2r2 + H2(m - 3r2))  - 4mr2(3B2r2 + 

H2(m + 3r2)) + b4(H2(-13m + 24r2) + B2( - 7m + 24r2))) - a4(6b4(B2 + H2) + 8bHQ - 

2(3m - 4r2)(- 3H2r2 + B2(m -3r2)) + b2(3H2(m + 8r2) + B2(m + 24r2))) - a2(4b6(B2 + H2) -  

8bHQ(m - 2r2) + 2b2(B2 + H2)(m2 + 2mr2 + 24r4) + 4mr2(3H2r2 + B2(m + 3r2)) + 

b4(3B2(m + 8r2) + H2(m + 24r2))))cos4θ + 8a8B2cos6θ -16a6b2B2cos6θ + 16a2b6B2cos6θ 

- 8b8B2cos6θ + 8a8H2cos6θ -16a6b2H2cos6θ + 16a2b6H2cos6θ - 8b8H2cos6θ -

12a6B2mcos6θ + 4a2b4B2mcos6θ +8b6B2mcos6θ + 32a5bBHmcos6θ  - 32ab5BHmcos6θ 

- 8a6H2mcos6θ - 4a4b2H2mcos6θ + 12b6H2mcos6θ + 4a4B2m2cos6θ - 4a2b2B2m2cos6θ - 

8a3bBHm2cos6θ + 8ab3BHm2cos6θ + 4a2b2H2m2cos6θ - 4b4H2m2cos6θ + 16a6B2r2cos6θ 
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- 48a4b2B2r2cos6θ + 48a2b4B2r2cos6θ - 16b6B2r2cos6θ + 16a6H2r2cos6θ - 48a4b2H2 

r2cos6θ + 48a2b4H2r2cos6θ - 16b6H2r2cos6θ - 20a4B2mr2cos6θ+ 8a2b2B2mr2cos6θ + 

12b4B2mr2cos6θ + 64a3bBHmr2cos6θ - 64ab3BHmr2cos6θ - 12a4H2mr2cos6θ - 

8a2b2H2mr2cos6θ + 20b4H2mr2cos6θ + a8B2cos8θ - 4a6b2B2cos8θ + 6a4b4B2cos8θ- 

4a2b6B2cos8θ + b8 B2cos8θ + a8H2cos8θ - 4a6b2H2cos8θ + 6a4b4H2cos8θ - 4a2b6H2cos8θ 

+ b8H2cos8θ - a6B2mcos8θ + a4b2B2mcos8θ + a2b4B2mcos8θ - b6B2mcos8θ + 

4a5bBHmcos8θ - 8a3b3BHmcos8θ + 4ab5BHmcos8θ - a6H2mcos8θ + a4b2H2mcos8θ + 

a2b4H2mcos8θ - b6H2mcos8θ).                                                                                     (5.8) 

Hesaplamanın sonucunda 4 boyuttan farklı olarak 5 boyutta EMT’nün izinin sıfırdan 

farklı olduğu bulundu.  

5.4 Kontravaryant EMT’nün Kovaryant Türevi 

Buraya kadar yapılan işlemlerin doğru olup olmadığını kontrol etmek için kontravaryant 

EMT’nün kovaryant türevinin sıfır olması gerekiyor. 

Tµν
;ν=∇νTµν=Tµν

,ν +Tσν Гµ
σν+ TµσГν

σν=0                                                                       (5.9) 
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BÖLÜM 6 

BEŞ BOYUTLU KARA DELİĞİN ENERJİSİ VE YÜKÜ 

6.1 Beş Boyutlu Kara Deliğin Elektromanyetik Enerjisi 

Beş boyutlu Myers - Perry kara deliğinin toplam kütlesi (enerjisi) Komar kütle formülü 

ile aşağıda verilmiştir [6]. 

M=
1

2
∫(3Tµν − gµνT)ηµ(

∂

∂t
)νdΣν +

3

2
(ΩµJµ + ΩνJν) +

3

16π
КA                                   (6.1) 

Burada, A olay ufkunun alanı ve К ise yüzey çekimidir. 

Dual baz ifadesi ηµ [14] aşağıda verildi, 

ηµ=[1/√(gtt - (gtψ)2/gψψ – (Ω2
(µ)gϕϕgψψ - (gϕψ)2)/gψψ)][ (∂/∂t)

µ + Ω(µ) (∂/∂ϕ)µ - ((gtψ + 

Ωµgϕψ) / gψψ )(∂/∂ψ)µ ].                                                                                                  (6.2) 

Yukarıdaki denklemden aşağıdaki ifadeler bulunur: 

ηt=1/√(gtt - (gtψ)2/gψψ – (Ω2
(µ)gϕϕgψψ - (gϕψ)2)/gψψ) 

ηϕ=[1/√(gtt - (gtψ)2/gψψ – (Ω2
(µ)gϕϕgψψ - (gϕψ)2)/gψψ)] Ω(µ) 

ηψ=[1/√(gtt - (gtψ)2/gψψ – (Ω2
(µ)gϕϕgψψ - (gϕψ)2)/gψψ)](-(gtψ + Ωµgϕψ) / gψψ ) 

Burada kara deliğin açısal hızı ifadesi Ω(µ) [14].                                                          (6.3) 

Ω(µ)= (gtψgϕψ - gtϕgψψ)/(gϕϕgψψ - (gϕψ)2)                                                                       (6.4) 

olarak alındı.  

Elektromanyetik alanın toplam enerjisi, kesik küre yaklaşımı ile  aşağıdaki şekilde 

verilir, 
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EEM= ∫ dr
R

rH
∫ dθ

π

2
0

∫ dφ
2π

0
∫ d

2π

0
ψεαh.                                                                       (6.5) 

burada ε, 

ε=1/2[(3Ttt - gttT) + (3Ttϕ - gtϕT)Ωµ + (3Ttψ - gtψT)(-gtψ - Ωµgϕψ)/gψψ]                        (6.6)  

hacim elemanı, 

dΣν=hdV 

dV=drdθdϕdψ,                                                                                                           

h=√(Σr2sin2θcos2θ(ΣΔ + m(Δ + mr2))/Δ)                                                                     (6.7) 

ve α,  

α=ηt=√(ΣΔ + m(Δ + mr2))/ΣΔ                                                                                      (6.8)     

ve C,     

C=αh= rsinθcosθ(ΣΔ+m(Δ+mr2))/Δ                                                                            (6.9) 

olarak tanımlanmıştır. 

Böylece (6.6) ifadesi 5 boyutlu kara delik için hesaplanırsa aşağıdaki ifade elde edilir, 

ε=Δ(35a8B2 + 20a6b2B2 + 18a4b4B2 + 20a2b6B2 + 35b8B2 + 35a8H2 + 20a6b2H2 + 

18a4b4H2 + 20a2b6H2 + 35b8H2 - 75a6B2m + 3a4b2B2m + 11a2b4B2m - 35b6B2m + 

44a5bBHm - 24a3b3BHm + 44ab5BHm - 35a6H2m + 11a4b2H2m + 3a2b4H2m -75b6H2m 

+ 40a4B2m2 + 104a2b2B2m2 - 80a3bBHm2 - 80ab3BHm2 + 104a2b2H2m2 + 40b4H2m2 + 

96a5BQ - 96ab4BQ - 96a4bHQ + 96b5HQ - 144a3BmQ - 176ab2BmQ - 176a2bHmQ -

144b3HmQ + 256a2Q2 + 256b2Q2 + 160a6B2r2 + 96a4b2B2r2 + 96a2b4B2r2 + 160b6B2r2 + 

160a6H2r2 + 96a4b2H2r2 + 96a2b4H2r2 + 160b6H2r2 - 152a4B2mr2 + 16a2b2B2mr2 - 

120b4B2mr2 +  64a3bBHmr2 + 64ab3BH mr2 - 120a4H2mr2 + 16a2b2H2mr2 - 152b4H2mr2 + 

48a2B2m2r2 - 224abBHm2r2 + 48b2H2m2r2 + 192a3BQr2 - 192ab2BQr2 - 192a2bHQr2 + 

192b3HQr2 - 64aBmQr2 - 64bHmQr2 + 256Q2r2 + 288a4B2r4 + 192a2b2B2r4 + 288b4B2r4 + 

288a4H2r4+ 192a2b2H2r4+ 288b4H2r4 - 80a2B2mr4 - 144b2B2mr4 + 64abBHmr4 - 

144a2H2mr4 - 80b2H2mr4+ 256a2B2r6 + 256b2B2r6 + 256a2H2r6 + 256b2H2r6 - 64B2mr6 - 

64H2mr6 + 128B2r8 + 128H2r8  + 4(14a8(B2 + H2) - 14b8(B2 + H2) - 32b5HQ + 

8a5B(3bHm + 4Q) + 16(B2 - H2)mr6 + 16bHQr2(7m - 4r2) + 32b3HQ(m - 2r2) + 

b6(H2(29m - 60r2) + 2B2(7m - 30r2)) + 2a3B(- 16Q(m - 2r2) + bHm(- 23m + 24r2)) - 

2aB(12b5Hm - 16b4Q + 8Qr2 (7m-4r2) + 8b2Q(9m-4r2) + b3Hm( - 23m + 24r2)) + 
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a6(4b2(B2  + H2) + 2H2(- 7m + 30r2) + B2(- 29m + 60 r2)) + b4(3B2r2(15m - 32r2) + H2( - 

15m2 + 59mr2 - 96r4)) + 16b2(2Q2 + B2r4(3m - 4r2) - 2H2r2(m2- mr2 + 2r4)) + a4(-32bHQ 

+ 3H2r2(- 15m + 32r2) + B2(15m2-59 m r2+96r4) + b2(12B2r2 + H2(m + 12r2))) - a2(4b6 

(B2 + H2) - 16bHQ(9m - 4r2)- b2(B2 - H2)m(49m - 2r2)+ b4(12H2r2 + B2(m + 12r2)) + 

16(2Q2 + H2r4(3m - 4r2) - 2B2r2(m2 - mr2 + 2r4))))cos2θ + 4(7a8(B2 + H2) + 4a5B(5bHm 

+ 2Q) - a6(4b2(B2 + H2) + H2(7m - 24r2) + B2(13m - 24r2)) + 4a3B(2b3Hm + Q(m + 4r2) 

+ bHm(-7m + 12r2)) + 4abB(5b4Hm - 2b3Q - bQ(m + 4r2) + 2Hmr2( - 5m + 6r2) + 

b2Hm(-7m + 12r2)) + b2(7b6(B2 + H2) + 8b3HQ + 4bHQ(m + 4r2) + 2b2(3m - 4r2)(- 3B2r2 

+ H2(m-3r2)) - 4mr2(3B2r2 + H2(-5m + 3r2)) + b4(H2( -13m + 24r2) + B2(-7m + 24r2))) -

a4(6b4(B2+H2) + 8bHQ - 2(3m - 4r2)( - 3H2r2 + B2(m - 3r2)) + b2(3H2(m + 8r2) + 

B2(m+24r2))) - a2(4b6(B2 + H2) + 4bHQ(m + 4r2) - 2b2(B2 + H2)(11m2 - 2mr2 - 24r4) + 

4mr2(3H2r2 + B2(- 5m + 3r2)) + b4(3B2(m + 8r2) + H2(m + 24r2))))cos4θ + 8a8B2cos6θ - 

16a6b2B2cos6θ + 16a2b6B2cos6θ - 8b8B2cos6θ + 8a8H2cos6θ - 16a6b2H2cos6θ + 

16a2b6H2cos6θ - 8b8H2cos6θ - 12a6B2mcos6θ + 4a2b4B2mcos6θ + 8b6B2mcos6θ + 

32a5bBHmcos6θ  - 32ab5BHmcos6θ - 8a6H2mcos6θ- 4a4b2H2mcos6θ + 12b6H2mcos6θ 

+ 4a4B2m2cos6θ - 4a2b2B2m2cos6θ - 8a3bBHm2cos6θ + 8ab3BHm2cos6θ + 

4a2b2H2m2cos6θ - 4b4H2m2cos6θ + 16a6B2r2cos6θ - 48a4b2B2r2cos6θ + 48a2b4B2r2cos6θ 

- 16b6B2r2cos6θ + 16a6H2r2cos6θ - 48a4b2H2r2cos6θ + 48a2b4H2r2cos6θ - 16b6H2r2cos6θ 

- 20a4B2mr2cos6θ + 8a2b2B2mr2cos6θ + 12b4B2mr2cos6θ + 64a3bBHmr2cos6θ - 

64ab3BHmr2cos6θ - 12a4H2mr2cos6θ - 8a2b2H2mr2cos6θ + 20b4H2mr2cos6θ + 

a8B2cos8θ - 4a6b2B2cos8θ + 6a4b4B2cos8θ - 4a2b6B2cos8θ +b8B2cos8θ + a8H2cos8θ - 

4a6b2H2cos8θ + 6a4b4H2cos8θ - 4a2b6H2cos8θ + b8H2cos8θ - a6B2mcos8θ + 

a4b2B2mcos8θ + a2b4B2mcos8θ - b6B2mcos8θ + 4a5bBHmcos8θ - 8a3b3BHmcos8θ + 

4ab5BHmcos8θ - a6H2mcos8θ + a4b2H2mcos8θ + a2b4H2mcos8θ - b6H2mcos8θ)) / 

(64Σ3(a4(b2 + r2) + r2(b4 + 2r4 + b2(m + 3r2)) + a2(b4 + 2b2 (m + 2r2) + r2(m + 3r2)) + 

(a2b2)(a2(b2 + r2) + r2(b2 – m + r2))cos2θ)).                                                                 (6.10) 

Yukarıdaki ε ifadesi aşağıdaki gibi düzenlenebilir, 

ε=(B2f0 + Q2f1 + BQf2 + H2f3 + BHf4 + HQf5)/8π256Σ4                                            (6.11) 

elde edilir. Burada f0, f1, f2, f3, f4 ve f5 katsayıları aşağıdaki gibidir: 

f0=35a8 + 20a6b2 + 18a4b4 + 20a2b6 + 35b8 - 75a6m + 3a4b2m + 11a2b4m - 35b6m + 

40a4m2 + 104a2b2m2 + 160a6r2 + 96a4b2r2 + 96a2b4r2 + 160b6r2 - 152a4mr2 + 16a2b2mr2 -

120b4mr2 + 48a2 m2r2 + 288a4r4 + 192a2b2r4 + 288b4r4 - 80a2mr4 - 144b2mr4 + 256a2r6 + 
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256b2r6 - 64mr6 + 128r8 + 4(14a8 - 14b8 + 16mr6 + 2b6(7m - 30r2) + a6(4b2 - 29m + 60r2) 

+ b4(45mr2 - 96r4) + 16b2(3mr4 - 4r6) + a4(15m2 - 59mr2 + 12r2(b2 + 8r2)) - a2(4b6 + b2m( 

- 49m + 2r2) + b4(m + 12r2) - 32r2(m2 - mr2 + 2r4)))cos2θ + 4(7a8 + 7b8 - 12b2mr4 + a6( - 

4b2 - 13m + 24r2) + b6( - 7m + 24r2) - 6b4(3mr2 - 4r4) - a4(6b4 - 6m2 + 26mr2 - 24r4 + b2(m 

+ 24r2)) - a2(4b6 + 4mr2( - 5m + 3r2) + 3b4(m + 8r2) + b2( - 22m2 + 4mr2 + 48r4)))cos4θ + 

8a8cos6θ - 16a6b2cos6θ + 16a2b6cos6θ - 8b8cos6θ - 12a6mcos6θ + 4a2b4mcos6θ + 

8b6mcos6θ + 4a4m2cos6θ - 4a2b2m2cos6θ + 16a6r2cos6θ- 4a4b2r2cos6θ + 48a2b4r2cos6θ - 

16b6r2cos6θ - 20a4mr2cos6θ + 8a2b2mr2cos6θ + 12b4mr2cos6θ + a8cos8θ - 4a6b2cos8θ + 

6a4b4cos8θ - 4a2b6cos8θ + b8cos8θ-a6mcos8θ + a4b2mcos8θ + a2b4mcos8θ - b6m cos8θ, 

f1=−128( - 2(a2 + b2 + r2) + (a2 - b2)cos2θ), 

f2=16a(6a4 - 6b4 - 9a2m - 11b2m + 12a2r2 - 12b2r2 - 4mr2 + 4(2a4 + 2b4 - 7mr2 + 4r4 - 

2a2(m - 2r2) + b2( - 9m + 4r2))cos2θ + (a2 - b2) (2a2 + 2b2 + m + 4r2)cos4θ), 

f3=35a8 + 20a6b2 + 18a4b4 + 20a2b6 + 35b8 - 35a6m + 11a4b2m + 3a2b4m - 75b6m + 

104a2b2m2 + 40b4m2 + 160a6r2 + 96a4b2r2 + 96a2b4r2 + 160b6r2 - 120a4mr2 + 16a2b2mr2 -

152b4mr2 + 48b2m2r2 + 288a4r4 + 192a2b2r4 + 288b4r4 - 144a2mr4 - 80b2mr4 + 256a2r6 + 

256b2r6 - 64mr6+  128r8 + 4(14a8 - 14b8 - 16mr6 + b6(29m - 60r2) + 2a6(2b2 - 7m + 30r2) 

+ b4(-15m2 + 59mr2 - 96r4) -32b2r2(m2 - mr2 + 2r4) - a2(4b6 + 12b4r2 + 48mr4 - 64r6 + 

b2m(49m - 2r2)) + a4( - 45mr2 +  96r4 + b2(m + 12r2)))cos2θ + 4(7a8 + a6 (- 4b2 - 7m + 

24r2) - 3a4(2b4 + 6mr2 - 8r4 + b2(m + 8r2)) + b2(7b6 + 4mr2(5m - 3r2) + b4(- 13m + 24r2) + 

b2(6m2 - 26mr2 + 24r4))-a2(4b6  + 12mr4 + b4(m + 24r2) + b2( - 22m2 + 4mr2 + 

48r4)))cos4θ + 8a8cos6θ - 16a6b2cos6θ + 16a2b6cos6θ - 8b8cos6θ - 8a6mcos6θ - 

4a4b2mcos6θ + 12b6mcos6θ + 4a2b2m2cos6θ - 4b4m2cos6θ + 16a6r2cos6θ - 

48a4b2r2cos6θ + 48a2b4r2cos6θ - 16b6r2cos6θ - 12a4mr2cos6θ - 8a2b2mr2cos6θ + 

20b4mr2cos6θ + a8cos8θ - 4a6b2cos8θ + 6a4b4cos8θ - 4a2b6cos8θ + b8cos8θ - a6mcos8θ 

+ a4b2mcos8θ + a2b4mcos8θ - b6mcos8θ, 

f4=abm(11a4 - 6a2b2 + 11b4 - 20a2m - 20b2m + 16a2r2 + 16b2r2 - 56mr2 + 16r4 + 2(a2 - 

b2)(12a2 + 12b2 - 23m + 24r2)cos2θ + 4(5a4 + 5b4 - 10mr2 + 12r4  + b2(-7m + 12r2) + 

a2(2b2 - 7m + 12r2))cos4θ + 8a4cos6θ - 8b4cos6θ - 2a2mcos6θ + 2b2mcos6θ + 16a2 

r2cos6θ - 16b2r2cos6θ + a4cos8θ - 2a2b2cos8θ + b4cos8θ), 

f5=16b( - 6a4 + 6b4 - 11a2m - 9b2m - 12a2r2 + 12b2r2 - 4mr2 - 4(2a4 + 2b4 - 7mr2 + 4r4 - 

2b2(m - 2r2) + a2(-9m + 4r2))cos2θ + (-a2 + b2)(2a2 + 2b2 + m + 4r2)cos4θ).             (6.12) 
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(6.1.5) toplam elektromanyetik enerji denklemi aşağıdaki gibi düzenlenebilir: 

EEM=∫ dr
R

rH
∫ dθ

π

2
0

∫ dφ
2π

0
∫ dψ

2π

0
rsinθcosθ(B2f0 + Q2f1 + BQf2 + H2f3 + BHf4 + HQf5)/ 

8π256Σ4.                                                                                                                     (6.13) 

6.3 b=a ve H=B durumu 

(6.10) denklemine b=a ve H=B değerleri yerleştirilirse aşağıdaki ifade bulunur. 

ε=256a8B2 - 128a6B2m + 128a4B2m2 - 640a3BmQ + 512a2Q2 + 1024a6B2r2 - 384a4B2mr2 

- 128a2B2m2r2 - 128aBmQr2+ 256Q2r2+ 1536a4B2r4- 384a2B2mr4 + 1024a2B2r6 - 

128B2mr6 + 256B2r8 + 4 ( -32a5BQ + 8a5B(3aBm+ 4Q)+ 16aBQr2(7m-4 r2) + 32a3BQ(m 

-2r2) + a6(B2(29m - 60r2) + 2B2(7m - 30r2)) + 2a3B(-16Q(m-2r2) + aBm( -23m + 24r2)) - 

2aB(12a5Bm - 16a4Q + 8Qr2(7m - 4r2) + 8a2Q(9m - 4r2) + a3Bm( -23m + 24r2)) + 

a6(8a2B2  + 2B2(-7m + 30r2) +B2( - 29m + 60r2)) + a4(3B2r2(15m - 32r2) + B2( -15m2 + 

59mr2 - 96r4)) + 16a2(2Q2 + B2r4(3m - 4r2)- 2B2r2(m2 - mr2 + 2r4)) + a4(-32aBQ + 3B2r2(-

15m+32r2) + B2(15m2 - 59mr2 + 96r4) + a2(12B2r2 + B2(m+12r2))) - a2(8a6B2 - 

16aBQ(9m-4r2) + a4(12B2r2 + B2(m + 12r2)) + 16(2Q2 + B2r4(3m-4r2) - 2B2r2(m2 - mr2 + 

2r4))))cos2θ + 4(14a8B2 + 4a5B(5aBm + 2Q)- a6(8a2B2+ B2(7m-24r2) + B2(13m-24r2))+ 

4a3B(2a3Bm + Q(m+4r2) + aBm( -7m+12r2))+4a2B(5a4Bm-2a3Q-aQ(m+4r2) + 2Bmr2(-

5m + 6r2) + a2Bm(-7m + 12r2)) + a2(14a6B2 + 8a3BQ + 4aBQ( m + 4r2) + 2a2( 3m - 4r2 )( 

-3B2r2 + B2(m - 3r2)) - 4mr2(3B2r2 + B2( -5m + 3r2)) + a4(B2(-13m + 24r2) + B2(-7m+ 

24r2))) - a4(12a4B2 + 8aBQ -2(3m- 4r2)(-3B2r2 + B2(m-3r2)) + a2(3B2(m + 8r2) + 

B2(m+24r2))) - a2(8a6B2 + 4aBQ(m + 4r2) - 4a2B2(11m2-2mr2-24 r4) + 4mr2(3B2r2 + B2(-

5m+3 r2)) + a4(3B2(m+8r2) + B2(m + 24r2))))cosθ                                                    (6.14) 

(6.1.12) denklemine b=a ve H=B değerleri yerleştirilirse, 

f0=128(2a8-mr6+2r8-a6(m-8r2)-a2r2(m2+3mr2-8 r4)+a4(m2-3mr2+12r4)) 

f1=128 (2 a2+r2) 

 f2= -128 a m (5 a2+r2)                                                                                                (6.15) 

ifadeleri elde edilir. 

(6.9) denklemine b=a ve H=B değerleri yerleştirilirse aşağıdaki ifade bulunur. 

C= rsin2θ/(256 (a2+ r2)3)                                                                                            (6.16) 

(6.13) integral ifadesinde R>>rH olduğununda beş boyutlu kara deliğin enerjisi  
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EEM= E0 + 
Q2

m
F1+ 

BQjH

m
 F2                                                                                             (6.17) 

şeklinde elde edilir. EEM ifadesindeki E0, F1 ve F2 değerleri aşağıdaki integrallerden 

hesaplanır,  

E0 = ∫ dr
R

rH
∫ dθ

π

2
0

∫ dφ
2π

0
∫ d

2π

0
ψCf0                                                                         (6.18) 

F1 = ∫ dr
R

rH
∫ dθ

π

2
0

∫ dφ
2π

0
∫ d

2π

0
ψCf1                                                                         (6.19) 

F2 = ∫ dr
R

rH
∫ dθ

π

2
0

∫ dφ
2π

0
∫ d

2π

0
ψCf2                                                                         (6.20) 

R>>rH  durumu için  E0 ifadesi için sadece dış manyetik alandan gelen enerji aşağıdaki 

gibidir. 

E0=
π

8
B2R4 + Ο(R2)                                                                                                 (6.21) 

Kara delik ufkunun yarıçapı (2.12) eşitliği yeniden düzenlenirse 

rH=m/2(-2a2/m+1+√(1-4a2/m))                                                                                  (6.22) 

elde edilir ve s=a2/m dönüşümü yapılırsa 

rH =m/2(1-2s+√(1-4s))                                                                                               (6.23) 

ifadesi bulunur. 

R>>rH  durumunda (6.19) ve (6.20) denklemleri hesaplanıp aşağıdaki ifadeleri elde 

edilir.  

F1 ve F2 denklemleri aşağıda verilmiştir. 

F1 =F1(s) =
𝜋(1+√1−4𝑠+𝑠)

4(1+√1−4𝑠−2s)
+ O(

1

R2)                                                                        (6.24) 

F2=F2(s)=−
𝜋(1+√1−4𝑠+4𝑠)

8(1+√1−4𝑠−2s)
+ O(

1

R2)                                                                                                   (6.25) 

Burada s, 0≤ s ≤ 0.25 aralığında bir parametredir. s değerleri (6.24) ve (6.25) 

denklemlerinde yerine yazıldığında F1>0 ve F2<0 olduğu görülür. (6.17) ifadesinden de 

görüleceği gibi EEM toplam elektromanyetik alan dış manyetik alan B ile Q yükü 

tarafından oluşturulan elektromanyetik alanların lineer birleşimidir ve üç bileşenden 

oluşmaktadır. İlk bileşen olan E0, yani dış manyetik alanın enerjisi B2 ile orantılıdır. 

İkinci bileşen, Q yükünün oluşturduğu elektromanyetik enerjisi, Q2 ile orantılıdır. 
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Üçüncü bileşen, dış manyetik alan B ve Q yükünün etkileşmesinden oluşan enerjidir ve 

bu enerji BQ ile orantılıdır.  

Düzgün manyetik alanda dönen yüklü ve beş boyutlu bir kara deliğin elektromanyetik 

enerjisinin Q’ya göre türevinin sıfır olduğu yer elektromanyetik enerjiyi en küçük yapan 

yükün miktarını verir. (6.17) denklemindeki EEM ifadesinden 

∂EEM/∂Q=0,                                                                                                                (6.26) 

QLi=2ζ(s)BjH                                                                                                              (6.27) 

elde edilir. Buradan  

ζ(s)= - F2/4F1                                                                                                              (6.28) 

elde edilir. F1  (6.24)ve F2 (6.25) ifadelerinden 

ζ(s)=
1+√1−4𝑠+4𝑠

8(1+√1−4𝑠+𝑠)
                                                                                                      (6.29) 

bulunur. 0≤ s ≤ 0.25 değerlerini (6.28) denkleminde yerine konulursa  aşağıdaki ζ(s) 

değerleri elde edilir. 

ζ(0.01)=0.126               

ζ(0.10)=0.145 

ζ(0.15)=0.156   

ζ(0.20)=0.17  

ζ(0.25)=0.20                                                                                                               (6.30) 

Yukarıdaki değerlere karşılık gelen ζ(s)’nin grafiği aşağıda verilmiştir. 



26 

 

 

Şekil 6.1 ζ(Q/2Bj) katsayısının s(a2/m) parametresine bağlı değişimini ifade eder. 

EEM (6.17) ifadesine (6.27) denklemindeki QLi ifadesi yerleştirilirse minimum 

elektromanyetik enerji ΔEMin, 

ΔEMin= EEM-E0=
Q2

m
F1+ 

BQjH

m
 F2                                                                                    (6.31) 

ΔEMin= (-F2F2/4F1)B
2jH

2/m                                                                                        (6.32) 

elde edilir. Beş boyutlu kara delik için s=0.25 için (6.17) ve (6.32) denklemlerinden 

QLi=0.40BjH                                                                                                               (6.33) 

ΔEMin=-0.314B2j2
H/m                                                                                                 (6.34) 

bulunur.  

Beş boyutlu Myers-Perry metriği için bulunan bu elektromanyetik enerjiyi Wald 

yaklaşımını kullanarak bulunan Aliev ve Frolov [14] sonuçları ile karşılaştırılacaktır. 

b=a, H=B durumunda düzgün manyetik alan içinde dönen beş boyutlu kara deliğin 

kazandığı elektrik yükünü Aliev ve Frolov [14], Wald yaklaşımını kullanarak [10] 

QW=amB+bmH=j(a)B+j(b)H                                                                                        (6.35) 

ifadesini buldu. b=a ve H=B durumunda yukarıdaki ifadeden 

QW=2amB=2BjH                                                                                                        (6.36) 
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elde edilir. 

Wald yöntemi kullanılarak bulunan QW (6.36) ifadesi (6.31) denklemine yerleştirilirse  

ΔEmin=2(2F1+F2)B
2j2

H/m 

ΔEmin=4.712B2j2
H/m                                                                                                   (6.37) 

olarak bulunur.  

Düzgün manyetik alan içinde dönen beş boyutlu bir kara deliğin  Li yöntemiyle ve 

Wald yöntemiyle bulunan minimum enerji değerleri karşılaştırılırsa, Wald yaklaşımıyla 

bulunan yukarıdaki denklemdeki ΔEmin değerinin, Li yaklaşımıyla bulunan ( 6.34) 

minimum elektromanyetik enerji değerinden daha fazla olduğu görülür. Hatta Wald 

durumu yüksüz durum enerjisinden de büyüktür. 

6.3 b=0 ve H=B durumu 

b=0 ve H=B durumu için (6.10) denklemi, 

ε=(rcosθ (r4 + a2 (m + r2) + a2 (a2 – m + r2)cos2θ)(35a8B2 - 55a6B2m + 20a4B2m2 + 

48a5BQ - 72a3BmQ +128a2Q2 + 160a6B2r2 - 136a4B2mr2 + 24a2B2m2r2 + 96a3BQr2 -

32aBmQr2 + 128Q2r2 + 288a4B2r4 - 112a2B2mr4+256 a2B2r6 - 64B2mr6 + 128B2r8 + 

2a(28a7B2 + 32a4BQ - 32a2 BQ (m - 2r2) + 16BQr2(-7m + 4r2) + a5B2 (- 43m + 120 r2) + 

a3B2(15m2 - 104mr2 + 192r4) - 16a(2Q2 + B2r2(- 2m2 + 5mr2 - 8r4))) cos2θ + 4a2B(7a6B + 

4a3Q + 2Bmr2(5m - 6r2) + 2aQ(m + 4r2) + a4B(-10m + 24r2) + a2B(3m2 - 22mr2 + 24r4)) 

cos4θ + 8a8B2mos6θ - 10a6B2mcos6θ + 2a4B2m2cos6θ + 16a6B2r2cos6θ -16a4B2mr2 

cos6θ + a8B2cos8θ - a6B2mcos8θ)sinθ)/32Σ3(a4 + 2r4 + a2(m + 3r2) + a2(a2 - m + 

r2)cos2θ))                                                                                                                    (6.38) 

şeklinde bulunur. b=0 ve H=B durumu için (6.12)  denkleminden f0, f1 ve f2 katsayıları 

ve  (6.9)’den C sabiti aşağıdaki gibi elde edilir, 

f0=2(35a8-55a6m + 20a4m2 + 160a6r2 - 136a4mr2 + 24a2m2r2 + 288a4r4 - 112a2mr4 + 

256a2r6 -  64mr6 + 128r8 + 2a2(28a6 + a4( - 43m + 120r2) + a2(15m2 - 104mr2 + 192r4) + 

16(2m2r2 - 5mr4 + 8r6))cos2θ + 4a2(7a6 + 2mr2(5m - 6r2) + a4(-10m + 24r2) + a2(3m2 -

22mr2 + 24r4))cos4θ + 8a8cos6θ - 10a6mcos6θ + 2a4m2cos6θ + 16a6r2cos6θ - 

16a4mr2cos6θ + a8cos8θ - a6mcos8θ) 

f1= -128(-2(a2 + r2) + a2cos2θ) 
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f2=16a(6a4 - 9a2m + 12a2r2 - 4mr2 + 4(2a4 - 7mr2 + 4r4 - 2a2(m -2r2))cos2θ + a2(2a2 + m + 

4r2)cos4θ)                                                                                                                   (6.39) 

(6.9) denklemine b=0 ve H=B değerleri yerleştirilirse aşağıdaki ifade bulunur. 

C=rΔcosθsinθ (mr2 (a2+r2)+ΣΔ)/(64ΔΣ3(a4r2+2r6+a2r2(m+3r2)+a2Δcos2θ).              (6.40) 

(6.13) integral ifadesinde R>>rH olduğununda beş boyutlu kara deliğin enerjisi  

şeklinde ifade edilebilir. (6.18), (6.19) ve (6.20) denklemlerinde b=0 ve H=B değerleri 

yerleştirilirse aşağıdaki ifade bulunur. 

E0 = ∫ dr
R

rH
∫ dθ

π

2
0

∫ dφ
2π

0
∫ dψCf0

2π

0
                                                                         (6.41) 

F1 = ∫ dr
R

rH
∫ dθ

π

2
0

∫ dφ
2π

0
∫ dψCf1

2π

0
                                                                         (6.42) 

F2 = ∫ dr
R

rH
∫ dθ

π

2
0

∫ dφ
2π

0
∫ dψCf2

2π

0
.                                                                        (6.43) 

R>>rH  durumu için  (6.41) E0 ifadesi için yani sadece dış manyetik alandan gelen enerji 

aşağıdaki gibidir, 

E0 =
π

8
B2R4 + Ο(R2).                                                                                               (6.44) 

Kara delik ufkunun yarıçapı (2.13) eşitliği yeniden düzenlenirse 

rH = √−a2 + m                                                                                                           (6.45) 

elde edilir ve s=a2/m dönüşümü yapılırsa 

rH = m√1 − s                                                                                                              (6.46) 

ifadesi bulunur. 

R>>rH  durumunda (6.42) ve (6.43) denklemleri hesaplanıp aşağıdaki ifadeleri elde 

edilir.  

F1 ve F2 denklemleri aşağıda verilmiştir. 

F1 =F1(s) =𝜋
s−4

4(s−1)
+ O(

1

R2
)                                                                                   (6.47) 

F2=F2(s)= 
π((2−3s)s−3(−1+s)Log[1−s]

8s2 + O(
1

R2)                                                                          (6.48) 
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Burada s, 0.1≤ s ≤ 0.99 aralığında bir parametredir. s değerleri (6.47) ve (6.48) 

denklemlerinde yerine yazıldığında F1>0 ve F2<0 olduğu görülür. Toplam 

elektromanyetik alan dış manyetik alan B ile Q yükü tarafından oluşturulan 

elektromanyetik alanların lineer birleşimidir ve üç bileşenden oluşmaktadır. İlk bileşen 

olan E0, yani dış manyetik alanın enerjisi B2, orantılıdır. İkinci bileşen, Q yükünün 

oluşturduğu elektromanyetik enerji, Q2 ile orantılıdır. Üçüncü bileşen, dış manyetik alan 

B ve Q yükünün etkileşmesinden oluşan enerjidir ve bu enerji BQ ile orantılıdır.  

Düzgün manyetik alan içinde dönen beş boyutlu kara deliğin kazandığı elektrik yükünü 

Aliev ve Frolov Wald yaklaşımını kullanarak [10], [14], (6.26) denkleminden ifadesi 

bulunmuştur. b=0 için yukarıdaki bağıntı aşağıdaki gibi bulunur.  

QW=jHB=amB                                                                                                            (6.49) 

Düzgün manyetik alanda dönen yüklü ve beş boyutlu bir kara deliğin elektromanyetik 

enerjisinin Q’ya göre türevinin sıfır olduğu yer elektromanyetik enerjiyi en küçük yapan 

yükün miktarını verir [12]. (6.17) ve (6.28) denklemlerinden 

QLi=ζ(s)BjH                                                                                                                (6.50) 

elde edilir. Burada  

ζ(s)= - F2/2F1                                                                                                              (6.51) 

şeklinde alınmıştır ve aşağıdaki ifade bulunur. 

ζ(s)= 
(−1+𝑠)(𝜋𝑠(−2+3𝑠)+3(−1+𝑠)Log[1−𝑠])

𝜋(−4+𝑠)𝑠2
                                                              (6.52) 

0.1≤ s ≤ 0.99 değerlerini (6.52) eşitliğinde yerine koyduğumuzda ζ(s) değerleri  

ζ(0.1)=2.641 

ζ(0.3)=0.88 

ζ(0.5)=0.451 

ζ(0.6)=0.320 

ζ(0.75)=0.167   

ζ(0.9)=0.0525                                                                                                             (6.53) 

Yukarıdaki değerlere karşılık gelen ζ(s)’nin grafiği aşağıda verilmiştir. 
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Şekil 6.1 ζ(Q/Bj) katsayısının s(a2 /m) parametresine bağlı değişimini ifade eder. 

Minimum elektromanyetik enerji  

ΔEMin= EEM-E0=(-F2F2/4F1)B
2jH

2/m                                                                           (6.54) 

şeklinde elde edilir. Beş boyutlu kara delik için s=0.9 alınırsa 

QLi=0.053BjH                                                                                                             (6.55) 

ΔEMin=-0.017B2j2
H/m                                                                                                 (6.56) 

bulunur. Wald yöntemi kullanılarak (6.50) ifadesindeki  

QW= BjH                                                                                                                      (6.57) 

elektromanyetik alanın en düşük enerji durumuna karşılık gelmiyor. Wald yaklaşımı ve 

yüksüz durum arasındaki enerji farkı  

ΔEW=(F1+F2)B
2j2

H/m 

ΔEW=5.446 B2j2
H/m                                                                                                   (6.58) 

olarak bulunur. Böylece Wald yöntemi kullanılarak hesaplanan elektromanyetik enerji 

yüksüz (Q=0) durumdan bile daha fazla olduğu görülür. 
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BÖLÜM 7 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Düzgün manyetik alan içinde dönen beş boyutlu dönen bir kara deliği Myers-Perry 

metriği kullanarak tanımlandı. Kara deliğin uzay-zamanının kendisi gibi manyetik 

alanın konfigürasyonunun iki azimuthal simetriye, manyetik alan ile hizalı iki açısal 

momentuma ve Myers-Perry çözümü ile tanımlanabilecek kadar yeterince küçük bir 

elektrik yüküne sahip olmasına izin verildi.  

Boyer-Lindquist kordinatlarında 5 boyutlu bir kara delik için Myers - Perry metriğini 

inşa ederek Christoffel sembollerini ve Ricci tansörlerini hesaplandı. Daha sonra Killing 

vektörlerini kullanarak Maxwell test alanını tanımlayan 5-vektör potansiyelini, 

EAT’lerini ve EMT’lerini hesaplandı. Son bölümde ise dış manyetik alanlar eşit 

alınarak (H=B), b=a ve b=0 durumları için Komar kütle formülü kullanarak ayrı ayrı 

kara deliğin sahip olduğu yük miktarı ve minimum elektromanyetik enerji değeri elde 

edildi.  

5 boyutta Li yaklaşımını kullanarak yapılan hesaplamalar sonucunda elde edilen Q yük 

miktarı ve minimum enerji değeri,  5 boyutta Wald yaklaşımıyla bulunan yük 

değerinden ve minimum enerji değerinden daha küçük olduğu bulundu.  

4 boyutta bir kara deliğin sahip olduğu minimum enerji değerini ve yük miktarını Li ve 

Wald  iki farklı yöntemle hesapladı. Wald enjeksiyon enerjisi yöntemini kullanırken,Li 

ise Komar kütle formülünü kullandı. Li'nin bulduğu yük değeri Wald'un bulduğu yük  

değeri ile karşılaştırıldığında Wald'un sonucunun kara deliğinin minimum enerjisine 

karşılık gelen yük değeri olmadığı, Wald durumunun en küçük enerji durumuna karşılık  

gelmediği görüldü. 
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Li, yaklaşımı kullanılarak elde edilen sonuçlara bakıldığında 4 boyutta olduğu gibi 5 

boyutta da Wald yaklaşımıyla elde edilen yük ve mininum enerji değerinden daha 

küçük olduğu bulundu. 
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EK A 

CHRISTOFFEL SEMBOLLERİ 
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gϕβ(∂rgtβ+∂tgrβ-∂βgrt) 

Гϕ
rt=Гϕ

tr =
1

2
 (gϕt∂rgtt+ gϕϕ∂rgtϕ+ gϕψ∂rgtψ) 

Гψ
rt=Гψ

tr =
1

2
gψβ(∂rgtβ+∂tgrβ-∂βgrt) 

Гψ
rt=Гψ

tr =
1

2
 (gψt∂rgtt+ gψϕ∂rgtϕ+gψψ∂rgtψ) 

Гt
θt=Гt

tθ =
1

2
gtβ(∂θgtβ+∂tgθβ-∂βgθt) 

Гt
θt=Гt

tθ =
1

2
 (gtt∂θgtt+ gtϕ∂θgtϕ+ gtψ∂θgtψ) 

Гϕ
θt=Гϕ

tθ =
1

2
gϕβ(∂θgtβ+∂tgθβ-∂βgθt) 

Гϕ
θt=Гϕ

tθ =
1

2
 (gϕt∂θgtt+ gϕϕ∂θgtϕ+ gϕψ∂θgtψ) 
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Гψ
θt=Гψ

tθ =
1

2
gψβ(∂θgtβ+∂tgθβ-∂βgθt) 

Гψ
θt=Гψ

tθ =
1

2
(gψt∂θgtt+ gψϕ∂θgtϕ+ gψψ∂θgtψ) 

Гr
ϕt=Гr

tϕ =
1

2
grβ(∂ϕgtβ+∂tgϕβ-∂βgϕt) 

Гr
ϕt=Гr

tϕ =- 
1

2
grr∂rgtϕ 

Гr
ψt=Гr

tψ =
1

2
grβ(∂ψgtβ+∂tgψβ-∂βgψt) 

Гr
ψt=Гr

tψ =-  
1

2
grr∂rgtψ 

Гθ
ψt=Гθ

tψ =
1

2
gθβ(∂ψgtβ+∂tgψβ-∂βgψt) 

Гθ
ψt=Гθ

tψ =- 
1

2
gθθ∂θgtψ 

Гθ
ϕt=Гθ

tϕ =
1

2
gθβ(∂ϕgtβ+∂tgϕβ-∂βgϕt) 

Гθ
ϕt=Гθ

tϕ ==- 
1

2
gθθ∂θgtϕ 

Гr
ψt=Гr

tψ =
1

2
grβ(∂ψgtβ+∂tgψβ-∂βgψt) 

Гr
ψt=Гr

tψ =- 
1

2
grr∂rgtψ 

Гr
rr=

1

2
grβ(∂rgrβ+∂rgrβ-∂βgrr) 

Гr
rr=- 

1

2
grr∂rgrr 

Гθ
rr=

1

2
gθβ(∂rgrβ+∂rgrβ-∂βgrr) 

Гθ
rr=

1

2
gθθ∂θgrr 

Гr
θr=Гr

rθ=
1

2
grβ(∂rgθβ+∂θgrβ-∂βgrθ) 

Гr
θr=Гr

rθ=- 
1

2
grr∂θgrr 

Гθ
θr=Гθ

rθ=
1

2
gθβ(∂rgθβ+∂θgrβ-∂βgrθ) 

Гθ
θr=Гθ

rθ=- 
1

2
gθθ∂rgθθ 

Гr
θθ=

1

2
grβ(∂θgθβ+∂θgθβ-∂βgθθ) 
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Гr
θθ=- 

1

2
grr∂rgθθ 

Гθ
θθ=

1

2
gθβ(∂θgθβ+∂θgθβ-∂βgθθ) 

Гθ
θθ=- 

1

2
gθθ∂θgθθ 

Гt
ϕr=Гt

rϕ=
1

2
gtβ(∂ϕgrβ+∂rgϕβ-∂βgϕr) 

Гt
ϕr=Гt

rϕ=
1

2
(gtt∂rgϕt g

tϕ∂rgϕϕ +gtψ∂rgϕψ) 

Гϕϕr=Гϕ
rϕ=

1

2
gϕβ(∂ϕgrβ+∂rgϕβ-∂βgϕr) 

Гϕϕr=Гϕ
rϕ=

1

2
 (gϕt∂rgϕt + gϕϕ∂rgϕϕ + gϕψ∂rgϕψ ) 

Гψ
ϕr=Гψ

rϕ=
1

2
gψβ(∂ϕgrβ+∂rgϕβ-∂βgϕr) 

Гψ
ϕr=Гψ

rϕ=
1

2
(gψt∂rgϕt + gψϕ∂rgϕϕ + gϕψ∂rgϕψ ) 

Гt
ψr=Гt

rψ=
1

2
gtβ(∂ψgrβ+∂rgψβ-∂βgψr) 

Гt
ψr=Гt

rψ=
1

2
(gtt∂rgψt g

tϕ∂rgψϕ +gtψ∂rgψψ) 

Гϕ
ψr=Гϕ

rψ=
1

2
gϕβ(∂ψgrβ+∂rgψβ-∂βgψr) 

Гϕ
ψr=Гϕ

rψ=
1

2
(gtϕ∂rgψt gϕϕ∂rgψϕ +gϕψ∂rgψψ) 

Гt
θϕ=Гt

ϕθ=
1

2
gtβ(∂θgϕβ+∂ϕgθβ-∂βgθϕ) 

Гt
θϕ=Гt

ϕθ=
1

2
 (gtt∂θgϕt+ gtϕ∂θgϕϕ+ gtψ∂θgϕψ) 

Гϕ
θϕ=Гϕϕθ=

1

2
gϕβ(∂ϕgθβ+∂θgϕβ-∂βgθϕ) 

Гϕ
θϕ=Гϕϕθ=

1

2
 ( gϕt∂θgϕt+ gϕϕ∂θgϕϕ+ gϕψ∂θgϕψ ) 

Гψ
θϕ=Гψ

ϕθ=
1

2
gψβ(∂ϕgθβ+∂θgϕβ-∂βgθϕ) 

Гψ
θϕ=Гψ

ϕθ=
1

2
 ( gψt∂θgϕt+ gψϕ∂θgϕϕ+ gψψ∂θgϕψ ) 

Гt
θψ=Гt

ψθ=
1

2
gtβ(∂θgψβ+∂ψgθβ-∂βgθψ) 

Гt
θψ=Гt

ψθ=
1

2
 (gtt∂θgψt+ gtϕ∂θgψϕ+ gtψ∂θgψψ) 
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Гϕ
θψ=Гϕ

ψθ=
1

2
gϕβ(∂θgψβ+∂ψgθβ-∂βgθψ) 

Гϕ
θψ=Гϕ

ψθ=
1

2
 (gϕt∂θgψt+ gϕϕ∂θgψϕ+ gϕψ∂θgψψ) 

Гψ
θψ=Гψ

ψθ=
1

2
gψβ(∂ψgθβ+∂θgψβ-∂βgθψ) 

Гψ
θψ=Гψ

ψθ=
1

2
 ( gψt∂θgψt+ gψϕ∂θgϕψ + gψψ∂θgψψ ) 

Гr
ϕϕ=

1

2
grβ(∂ϕgϕβ+∂ϕgϕβ-∂βgϕϕ) 

Гr
ϕϕ=- 

1

2
grr ∂rgϕϕ 

Гθ
ϕϕ=

1

2
gθβ(∂ϕgϕβ+∂ϕgϕβ-∂βgϕϕ) 

Гθ
ϕϕ=- 

1

2
gθθ ∂θgϕϕ 

Гr
ϕψ=Гr

ψϕ=
1

2
 grβ(∂ϕgψβ+∂ψgϕβ-∂βgϕψ) 

Гr
ϕψ=Гr

ψϕ=- 
1

2
grr ∂rgψϕ 

Гθ
ϕψ=Гθ

ψϕ=
1

2
 gθβ(∂ϕgψβ+∂ψgϕβ-∂βgϕψ) 

Гθ
ϕψ=Гθ

ψϕ=- 
1

2
gθθ ∂θgψϕ 

Гr
ψψ=

1

2
 grβ(∂ψgψβ+∂ψgψβ-∂βgψψ) 

Гr
ψψ =- 

1

2
grr ∂rgψψ 

Гθ
ψψ =

1

2
 gθβ(∂ψgψβ+∂ψgψβ-∂βgψψ) 

Гθ
ψψ =- 

1

2
gθθ ∂θgψψ.  
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EK B 

RICCI TANSÖRLERİ 

Rtt=∂rГ
r
tt +∂θГ

θ
tt - Гt

rtГ
r
tt + Гr

rrГ
r
tt + Гr

θrГ
θ
tt + Гϕ

trГ
r
ϕt - Гψ

trГ
r
ψt  - Гt

tθГ
θ
tt + Гr

ttГ
θ
θr + 

Гθ
θθГ

θ
tt + Гr

ttГϕ
rϕ - Гr

ϕtГϕ
rt + ГϕϕθГ

θ
tt - Г

θ
tϕГϕ

θt + Гr
ttГ

ψ
ψr - Г

r
tψГψ

rt + Гθ
ttГ

ψ
ψθ- Г

θ
tψГψ

θt - 

Гϕ
tθГ

θ
ϕt - Г

ψ
tθГ

θ
ψt 

Rtϕ=∂rГ
r
ϕt +∂θГ

θ
ϕt+Гr

tϕ(Гr
rr+Гθ

θr+Гψ
ψr)+ Гθ

tϕ (Гr
rθ+ Гθ

θθ+ Гψ
ψθ)- Гt

ϕrГ
r
tt - Гt

ϕθГ
θ
tt - 

Гϕ
trГ

r
ϕϕ - Гψ

trГ
r
ψϕ - Гϕ

tθГ
θ

ϕϕ - Гψ
tθГ

θ
ψϕ – Гr

tψГψ
ϕr - Г

θ
tψГψ

ϕθ 

Rtψ=∂rГ
r
ψt +∂θГ

θ
ψt+Гr

tψ(Гr
rr+Гθ

θr+Гϕϕr)+ Гθ
tϕ (Гr

rθ+ Гθ
θθ+ Гϕϕθ)- Гt

ψrГ
r
tt - Гt

ψθГ
θ
tt - 

Гϕ
trГ

r
ψϕ - Гψ

trГ
r
ψψ - Гϕ

tθГ
θ
ψϕ - Гψ

tθГ
θ
ψψ – Гr

tϕГϕ
ψr - Г

θ
tϕГϕ

ψθ 

Rrr=-∂rГ
t
rt -∂θГ

θ
rr - ∂rГϕϕr -∂rГ

ψ
ψr-∂θГ

θ
rr+ Гr

rr(Г
t
tr + Гθ

θr + Гϕϕr+ Гψ
ψr)+ Гθ

rr(Г
t
tθ + Гθ

θθ + 

Гϕϕθ – Гr
rθ+ Гψ

ψθ) – Гt
trГ

t
rt -2Гt

ϕrГϕ
rt -2Гt

ψrГ
ψ

rt-Г
θ
θrГ

θ
θr-2Гϕ

ψrГ
ψ

rϕ -Гψ
ψrГ

ψ
ψr 

Rrθ=-∂rГ
t
rθ -∂θГ

t
tr - ∂rГ

r
rr -∂θГ

ψ
ψr-∂θГϕϕr+ Гr

θr(Г
t
tr + Гθ

θr + Гϕϕr+ Гψ
ψr)+ Гθ

θr(Г
t
tθ +  Гϕϕθ + 

Гψ
ψθ) – Гt

trГ
t
θt - Г

t
ϕθГϕ

rt –Гθ
rrГ

r
θθ – Гt

ϕrГϕ
θt - ГϕϕrГϕϕθ -Гϕ

ψθГ
ψ

rϕ - Г
ψ

ψrГ
ψ

ψθ - Г
t
ψrГ

ψ
tθ - 

Гϕ
ψrГ

ψ
ϕθ 

Rθθ=-∂rГ
θ
tθ +∂rГ

r
θθ - ∂θГ

r
θr -∂θГ

ψ
ψθ - ∂θГϕϕθ+ Гr

θθ(Г
t
tr + Гθ

θr + Гϕϕr+ Гr
rr+Гψ

ψr) + Гθ
θθ(Г

t
tθ + 

Гϕϕθ + Гr
θr+ Гψ

ψθ) -2Гt
ϕθГϕ

θt -2Гψ
θtГ

t
ψθ - 2Гψ

θψГϕ
θψ - Гt

tθГ
t
tθ - Гr

rtГ
r
rt - Гψ

ψϕГψ
ψθ - 

ГϕϕθГϕϕθ 

Rϕψ=-∂rГ
r
ϕψ + ∂θГ

r
ϕψ+ Гr

ϕψ(Гt
tr + Гθ

θr + Гr
rr)+ Гθ

ϕψ(Гt
tθ + Гθ

θθ + Гr
rθ) - Г

t
ϕθГ

θ
tψ – Гr

ϕθГ
t
ψr -

Гr
ψtГ

t
ϕr - Г

ψ
ϕθГ

θ
tψ – Гψ

ϕθГ
θ
ψψ - Гr

ϕϕГϕ
rψ - Гθ

ϕϕГϕ
ψθ - Г

ψ
ϕrГ

r
ψψ - Гθ

ϕtГ
t
θψ 

Rϕϕ=-∂rГ
r
ϕϕ + ∂θГ

θ
ϕϕ+ Гr

ϕϕ(Гt
tr - Гϕϕr + Гψ

ψr +Гθ
θr + Гr

rr)+ Гθ
ϕϕ(Гt

tθ + Гθ
θθ - Гϕϕθ + Гψ

ψθ 

+ Гr
rθ) -2Гr

ϕtГ
t
ϕr –2Гt

θϕГθ
tϕ- 2Гψ

ϕrГ
r
ϕψ -2Гθ

ϕψГψ
θϕ 
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Rψψ= - ∂rГ
r
ψψ + ∂θГ

θ
ψψ+ Гr

ψψ(Гt
tr + Гϕϕr - Г

ψ
ψr +Гθ

θr + Гr
rr)+ Гθ

ψψ(Гt
tθ + Гθ

θθ +Гϕϕθ - Г
ψ

ψθ 

+ Гr
rθ) -2Гr

ψtГ
t
ψr –2Гt

θψГθ
tψ- 2Гϕ

ψrГ
r
ϕψ -2Гϕ

θψГθ
ψϕ.                
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EK-C 

ELEKTROMANYETİK ALAN TANSÖRÜ 

C-1 Vektör Potansiyeli 

At=gttA
t+gϕtAϕ+gtψAψ 

Aϕ=gϕϕAϕ+gϕtA
t+gϕψAψ 

Aψ=gψψAψ+gψtA
t+gtψAt. 

C-2 Kovaryant EAT 

Ftr= -Frt=∂tAt - ∂rAt=- ∂rAt 

Ftθ= -Fθt=∂tAθ- ∂θAt=- ∂θAt 

Ftϕ= -Fϕt= ∂tAϕ- ∂ϕAt= 0 

Ftψ= -Fψt= ∂tAψ - ∂ψAt= 0 

Frr=  ∂rAr - ∂rAr= 0 

Frθ= -Fθr= ∂rAθ - ∂θAr= 0 

Frϕ= -Fϕr= ∂rAϕ- ∂ϕAr=∂rAϕ 

Frψ= -Fψr= ∂rAψ - ∂ψAr=∂rAψ 

Fθθ=  ∂θAθ - ∂θAθ= 0 

Fθϕ= -Fϕθ= ∂θAϕ- ∂ϕAθ=∂θAϕ 

Fθψ= -Fψθ= ∂θAψ - ∂ψAθ=∂θAψ 

Fϕϕ=  ∂ϕAϕ- ∂ϕAϕ= 0 
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Fϕψ= -Fψϕ= ∂ϕAψ - ∂ψAϕ=0 

Fψψ= ∂ψAψ - ∂ψAψ=0 

C-3 Kontravaryant EAT 

Ftt = Ftϕ = Ftψ = Frr = Frθ = Fθθ = Fϕϕ = Fψψ = Fϕψ = 0 

Ftr = - Frt = gttgrrFtr+ gtϕgrr Fϕr+ gtψgrr Fψr 

Ftθ = - Fθt = gttgθθFtθ+ gtϕgθθ Fϕθ+ gtψgθθFψθ 

Frϕ = - Fϕr = gϕϕgrrFϕr+ gtϕgrr Ftr+ gϕψgrrFψr 

Frψ = - Fψr = gψψgrrFψr+ gψϕgrr Fϕr+ gtψgrrFtr 

Fθϕ = - Fϕθ = gϕtgθθFθt+ gθϕgθθFθϕ+ gϕψgθθFψθ 

Fψθ = - Fθψ = gψψgθθFψθ+ gtψgθθFϕt+ gϕψgθθFϕθ 

C-4 EAT’nün Kovaryant türevi 

∇tF
tt=0 

∇tF
tr=0 

∇tF
tθ=0 

∇tF
tϕ= FrϕГt

rt+ FtrГϕ
rt+ FθϕГt

θt+ FtθГϕ
θt 

∇tF
tψ=∂tF

tψ + FtψГt
tt+ FttГψ

tt + FrψГt
rt+ FtrГψ

rt+ FθψГt
θt+ FtθГψ

θt + Fϕψ Гt
ϕt+ FtϕГψ

ϕt + 

FψψГt
ψt+ FtψГψ

ψt 

∇rF
rt=∂rF

rt + FttГr
tr+ FrtГt

tr+ FθtГt
θr+ FrϕГt

ϕr + FrψГt
ψr 

∇rF
rr =0 

∇rF
rθ=0 

∇rF
rϕ=∂rF

rϕ + FrtГϕ
tr + FrϕГr

rr+ FθϕГt
θr + FrϕГϕϕr 

∇rF
rψ=∂rF

rψ + FrtГψ
tr + FrψГr

rr+ FθψГt
θr + FrϕГψ

ϕr+ FrψГψ
ψr 

∇θF
θt=∂θF

θt + FθtГt
tθ + FrtГθ

rθ+ FθtГθ
θθ+ FϕtГθ

ϕθ+ FθϕГt
ϕθ + FθψГt

ψθ 

∇θF
θr=0 

∇θF
θθ=0 
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∇θF
θθ=∂θF

θϕ + FθtГϕ
tθ + FrϕГθ

rθ+ FθϕГθ
θθ+FθψГϕ

ψθ+ FθϕГθ
θθ +FθϕГϕϕθ 

∇θF
θψ=∂θF

θψ + FθtГψ
tθ + FrψГθ

rθ+ FθψГθ
θθ+FθψГθ

θθ +FθϕГϕϕθ 

∇ϕFϕt= FrtГϕ
rϕ+ FϕrГt

rϕ+FθtГϕ
θϕ + FθϕГt

θϕ 

∇ϕFϕr= 0 

∇ϕFϕθ= 0 

∇ϕFϕϕ =0 

∇ϕFϕψ= FrψГϕ
rϕ+ FϕrГψ

rϕ+ FθψГϕ
θϕ+ FθϕГψ

θϕ 

∇ψFψt= FrtГψ
rψ+ FψrГt

rψ+ FθtГψ
θψ+ FϕψГt

ϕψ 

∇ψFψr= 0 

∇ψFψθ= 0  

∇ψFψϕ= FrϕГψ
rψ+ FψrГϕ

rψ+ FθϕГψ
θψ+ FϕψГϕϕψ 

∇ψFψψ =0 

∇µFµν=∇tF
tϕ+∇tF

tψ+∇rF
rt+∇rF

rϕ+∇rF
rψ+∇θF

θt+∇θF
θϕ+∇θF

θψ+∇ϕFϕt+∇ϕFϕψ+∇ψFψt+∇ψFψϕ 
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                                                                                                               EK-D 

ENERJİ-MOMENTUM TANSÖRLERİ 

D-1 Kovaryant EMT’leri 

Ttt=
1

4π
 (Δ(-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ)2)/Σ5 + (4(a2(bHm - Q) - aBm(b2 + 

r2) + b(bQ + Hmr2))2sin22θ)/16Σ5- 1/2(-1 + m/Σ(-((-3a3b2Bm + 3ab4Bm + 3a4bHm - 

3a2b3Hm + 8a2b2Q - 3a3Bmr2 + 3ab2Bmr2 + 3a2bHmr2 - 3b3Hmr2 + 8a2Qr2 + 8b2Qr2 + 

8Qr4 + 4m(a2 + b2 + 2r2)(a2bH + bHr2 - aB(b2 + r2))cos2θ + (a2-b2)m(a2bH + bHr2 - 

aB(b2+r2))cos4θ)(-aBm - bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ))/ 8Σ5 + (cos2θ(3a6H + 

2a4b2H + 3a2b4H + 3a3bBm - 3ab3Bm - 3a4Hm + 3a2b2Hm - 8a2bQ + 11a4Hr2 + 

10a2b2Hr2 + 3b4Hr2 - 8a2Hmr2 - 8bQr2 + 16a2Hr4 + 8b2Hr4 - 8Hmr4 + 8Hr6 + 4(a2+b2+2r2) 

(a4H+abBm - b2Hr2- a2H(b2 + m - r2))cos2θ + (a2-b2)(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2 + m-

r2))cos4θ)(abBm + b2Hm - bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sinθ2 + b4Hsinθ4 + 

Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sinθ2)))/8Σ5 + ((3a4b2B + 2a2b4B +3b6B + 3a2b2Bm - 3b4Bm 

- 3a3bHm + 3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2 + 10a2b2Br2 + 11b4Br2 - 8b2Bmr2 - 8aQr2 + 8a2Br4 

+ 16b2Br4 - 8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2 + b2 + 2r2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2-m + r2))cos2θ 

+ (a2-b2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2 – m + r2))cos4θ)sin2θ(a2Bm + abHm – aQ + Br4 + 

a4Bcos4θ - B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2B sin2θ)))/ 8Σ5 

+ (cos2θ(3a4B + 2a2b2B + 3b4B – 4a2Bm - 4abHm + 8aQ + 8a2Br2 + 8b2Br2 + 8Br4 + 

4(a4B + abHm - a2B(m - 2r2) - b2B(b2+2r2))cos2θ + (a2-b2)2Bcos4θ)(r2(a(-bHm + Q) + 

Br4 + a2B(-m+r2)) + a3(a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + Q) -abHmr2 + 

2a2B(b2 + m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m) + b4Br2)sin4θ +acos2θ 

(a2(-bHm + Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2)sinθ2)))/ 8Σ5+((3 

a4H + 2a2b2H + 3b4H - 4abBm - 4b2Hm + 8bQ + 8a2Hr2 + 8b2Hr2 + 8Hr4 + 4(a4H – 



45 

 

abBm + 2a2Hr2 + b2H(-b2 + m -2r2))cos2θ + (a2-b2)2Hcos4θ)sin2θ((-a3bBm + a2b2Hm + 

b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + 

aBm + bHr2)sin2θ)+cosθ2 (-a b B m (b2+r2)+2 a2 H r2 (b2+r2)+b2 (-b2 H m+b Q+2 H m 

r2)+2 b2 H (b2 m+a2 (b2+r2))sin2θ)))/ 8Σ5-((a2-b2)(a2(bHm - Q) - aBm(b2 + r2) + b(bQ + 

Hmr2))(aBm + bHm - 2Q + (aB - bH)mcos2θ)sin2θ2)/ 8Σ5 

Ttϕ=Tϕt=
1

4π
(1/Σ5Δsin2θ)(-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ)(a2Bm + abHm – 

aQ + Br4 + a4Bcos4θ-B (a2m - 2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2B 

sin2θ)) + (2(a2(bHm - Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ + Hmr2))cosθsinθ(r2(a(-bHm+Q) + Br4 + 

a2B(-m + r2)) + a3(a3B+bHm+aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr2+ 

2a2B(b2+m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m) + b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2 

(-bHm + Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ))sin2θ)/ 4Σ5 + 

(1/(2Σ))amsin2θ(-((-3a3b2Bm + 3ab4Bm + 3a4bHm - 3a2b3Hm + 8a2b2Q - 3a3Bmr2 + 

3ab2Bmr2 + 3a2bHmr2 - 3b3Hmr2 + 8a2Q r2 + 8b2Qr2 + 8Qr4 + 4m(a2+b2+2r2)(a2bH + 

bHr2 - aB(b2+r2))cos2θ + (a2-b2)m(a2bH + bHr2 - aB(b2+r2))cos4θ)(-aBm – bHm + Q + 

bHmcos2θ + aBmsin2θ))/8Σ5 + (cos2θ(3a6H + 2a4b2H + 3a2b4H + 3a3bBm - 3ab3Bm - 

3a4Hm + 3a2b2Hm - 8a2bQ + 11a4Hr2 + 10a2b2Hr2 + 3b4Hr2 - 8a2Hmr2 - 8bQr2 + 16a2Hr4 

+ 8b2Hr4- 8Hmr4 + 8Hr6 + 4(a2+b2+2r2)(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-r2))cos2θ + (a2-

b2)(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-r2))cos4θ)(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + 

b(-aBm + 2bHr2)sin2θ b4Hsin4θHcos2θ (-b2m+2a2r2+2a2b2sin2θ)))/ 8Σ5 + ((3a4b2B + 

2a2b4B + 3b6B + 3a2b2Bm - 3b4Bm - 3a3bHm + 3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2 + 10a2b2Br2 + 

11b4Br2- 8b2Bmr2 - 8aQr2 + 8a2Br4 + 16b2Br4 - 8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2+b2+2r2)(-abHm + 

a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos2θ + (a2-b2)(-abHm+a2B(b2+r2) - b2B(b2-m + r2))cos4θ) 

sin2θ (a2Bm + abHm – aQ + Br4+a4Bcos4θ B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-

bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ)))/8Σ5 + (cos2θ(3a4B + 2a2b2B + 3b4B - 4a2Bm - 4abHm + 

8aQ + 8a2Br2 + 8b2Br2 + 8Br4 + 4(a4B + abHm - a2B(m-2r2) - b2B(b2+2r2))cos2θ + ( a2-

b2)2Bcos4θ)(r2(a(-bHm + Q) + Br4 + a2B(-m+r2)) + a3(a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-

a4Bm + a3(-bHm+Q) - abHmr2 + 2a2B(b2+m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + 

a2b2B(b2 + m) + b4Br2)sin4θ + acos2θ (a2(-bHm + Q) + bHmr2 + 2aBr4- a3B(m-2r2) + 

2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ)))/8Σ5 + ((3a4H + 2a2b2H + 3b4H - 4abBm - 4b2Hm + 8bQ + 

8a2Hr2 + 8b2Hr2 + 8Hr4 + 4(a4H – abBm + 2a2Hr2 + b2H(-b2+m-2r2))cos2θ + (a2-

b2)2Hcos4θ)sin2θ(( -a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ + (r2+b2 sin2θ)(-abBm 

- b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4+ b(b3H+ aBm + bHr2)sin2θ) + cos2θ(-abBm(b2 + r2) + 
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2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm+bQ+2Hmr2) + 2b2H(b2m + a2(b2+ r2)) sin2θ)))/8Σ5 - ((a2-b2) 

(a2(bHm - Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ + Hmr2))(aBm + bHm - 2Q + (aB - 

bH)mcos2θ)sin2θ2)/8Σ5 

Ttψ=Tψt=
1

4π
 ((1/Σ5Δcosθ2)(-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ)(abBm + b2Hm – 

bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ + b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2 

sin2θ)) - (2(a2(bHm-Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ + Hmr2))cosθsinθ((-a3bBm + a2b2Hm + 

b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + 

aBm + bHr2)sin2θ) + cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 

2b2H(b2m + a2(b2+r2))sin2θ))sin2θ)/4Σ5 + (1/(2Σ))bmcos2θ(-((-3a3b2Bm + 3a b4 B m+3 

a4bHm - 3a2b3Hm + 8a2b2Q-3a3Bmr2 + 3ab2Bmr2 + 3a2bHmr2- 3b3Hmr2 + 8a2Qr2 + 

8b2Qr2 + 8Qr4 + 4m(a2+b2+2r2)(a2bH + bHr2- aB(b2+r2))cos2θ + (a2-b2)m(a2bH + bHr2-

aB(b2+r2))cos4θ)(-aBm - bHm+Q+bHmcos2θ + aBmsin2θ))/8Σ5 + (cos2θ(3a6H + 2a4b2H 

+ 3a2b4H + 3a3bBm - 3ab3Bm - 3a4Hm + 3a2b2Hm - 8a2bQ + 11a4Hr2 + 10a2b2Hr2 + 

3b4Hr2 - 8a2Hmr2 - 8bQr2 + 16a2Hr4 + 8b2Hr4 - 8Hmr4 + 8Hr6 + 4(a2+b2+2r2)(a4H + 

abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-r2))cos2θ + (a2-b2)(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-r2))cos4θ) 

(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ + b4Hsin4θ + Hcos2θ(-

b2m+2a2r2 + 2a2b2sin2θ)))/8Σ5 + ((3a4b2B + 2a2b4B + 3b6B + 3a2b2Bm - 3b4Bm - 

3a3bHm + 3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2 + 10a2b2Br2 + 11b4Br2 - 8b2Bmr2 - 8aQr2 + 8a2Br4 + 

16b2Br4 - 8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2+b2+2r2)(-abHm + a2B(b2+r2)-b2B(b2-m+r2))cos2θ + (a2-

b2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos4θ)sin2θ(a2Bm + abHm – aQ + Br4 + 

a4Bcos4θ - B(a2m-2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2B sin2θ)))/8Σ5 + 

(cos2θ(3a4B + 2a2b2B + 3b4B - 4a2Bm - 4abHm + 8aQ + 8a2Br2 + 8b2Br2 + 8Br4 + 4(a4B 

+ abHm - a2B(m-2r2) - b2B(b2+2r2))cos2θ + (a2-b2)2Bcos4θ)(r2(a(-bHm+Q) + Br4 + 

a2B(-m+r2)) + a3(a3B+bHm+aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr2 + 2a2B(b2 + 

m) r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m) + b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2(-bHm + 

Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2 + m) + b2r2)sin2θ)))/8Σ5 + ((3a4H + 2a2b2H 

+ 3b4H - 4abBm - 4b2Hm + 8bQ + 8a2Hr2 + 8b2Hr2 + 8Hr4 + 4(a4H – abBm + 2a2Hr2 + 

b2H(-b2+m-2r2))cos2θ + (a2–b2)2Hcos4θ)sin2θ((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+ 

r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ) 

+ cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m + a2 

(b2+r2))sin2θ)))/8Σ5 - ((a2-b2)(a2(bHm - Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ + Hmr2))( aBm + bHm -

2Q + (aB - bH)mcos2θ)sin2θ2)/Σ5 
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Trr=
1

4π
 (1/Σ) (-aBm - bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ)2)/Σ4 - (4bmr2(a2+r2)cos2θ(-

aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ)(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-

aBm + 2bHr2) sin2θ + b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ)))/2ΔΣ5 - (4amr2(b2 

+ r2)sin2θ(-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ)(a2Bm + abHm – aQ + Br4 + 

a4Bcos4θ - B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ)))/2ΔΣ5 

-(4abmr2cos2θsin2θ(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4H cos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ + 

b4Hsin4θ   +Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ)) (a2Bm + abHm – aQ + Br4 + a4Bcos4θ - 

B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ)))/2ΔΣ5 + (2r2((b2m 

+ a2(b2+r2))cot2θ + (b2+r2)(b2+(-m+r2)csc2θ))sin4θ(a2Bm + abHm - aQ + Br4 +a4Bcos4θ -

B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b2Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2+2ab2B sin2θ))2)/2ΔΣ5 - (1/2Δr2Σ( 

- ((-3a3b2Bm + 3ab4Bm + 3a4bHm - 3a2b3Hm + 8a2b2Q - 3a3Bmr2 + 3ab2Bmr2 + 

3a2bHmr2 - 3b3Hmr2 + 8a2Qr2 + 8b2Qr2 + 8Qr4 + 4m(a2+b2+2r2)(a2bH + bHr2 - aB(b2 

+r2))cos2θ + (a2-b2)m(a2bH + bHr2 - aB(b2+r2))cos4θ)(-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + 

aBmsin2θ))/8Σ5 + (cos2θ (3a6H + 2a4b2H + 3a2b4H + 3a3bBm - 3ab3Bm - 3a4Hm + 

3a2b2Hm - 8a2bQ + 11a4Hr2 + 10a2b2Hr2 + 3b4Hr2 - 8a2Hmr2 - 8bQr2 + 16a2Hr4 + 8b2Hr4 

- 8Hmr4 + 8Hr6 + 4(a2+b2+2r2)(a4H+abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-r2))cos2θ + (a2-b2)(a4H 

+abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-r2))cos4θ)(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 

2bHr2) sin2θ + b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ)))/8Σ5 + ((3a4b2B + 2a2b4B 

+ 3b6B + 3a2b2Bm - 3b4Bm - 3a3bHm + 3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2 + 10a2b2Br2 + 

11b4Br2 - 8b2Bmr2 - 8aQr2 + 8a2Br4 + 16b2Br4 - 8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2+b2+2r2)(-abHm + 

a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos2θ + (a2-b2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos4θ) 

sin2θ (a2Bm + abHm – aQ + Br4 + a4Bcos4θ - B(a2m-2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-

bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ)))/8Σ5 + (cos2θ(3a4B + 2a2b2B + 3b4B - 4a2Bm - 4abHm + 

8aQ + 8a2Br2 + 8b2Br2 + 8Br4 + 4(a4B + abHm - a2B(m-2r2) - b2B(b2+2r2))cos2θ + (a2 – 

b2)2Bcos4θ)(r2(a(-bHm + Q) + Br4 + a2B(-m+r2)) + a3(a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-

a4Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr2 + 2a2B(b2+m)r2 + 2b2Br4)sin2θ  + (a4Bm - ab3Hm + 

a2b2B(b2 + m) + b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2(-bHm + Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 

2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ)))/8Σ5 + ((3a4H + 2a2b2H + 3b4H - 4abBm - 4b2Hm + 8bQ + 

8a2Hr2 + 8b2Hr2 + 8Hr4 + 4(a4H – abBm + 2a2Hr2 + b2H(-b2+m-2r2))cos2θ + (a2 - 

b2)2Hcos4θ)sin2θ((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+r2)) cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm 

-b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ) + cos2θ(-abBm(b2+r2) + 

2a2Hr2(b2 + r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m + a2(b2+r2))sin2θ)))/8Σ5 - ((a2-b2) 

(a2(bHm-Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ + Hmr2))(aBm + bHm - 2Q + (aB -bH)mcos2θ) 
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sin2θ2) /8Σ5) + (r2cos4θ(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 +  a4H cos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ 

+ b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m+2a2r2+2 a2b2sin2θ))2(2(a2+r2)(a2+(-m+r2)sec2θ) + 2(a2 (b2+m) 

+ b2r2)tanθ2))/2ΔΣ5 

Trθ=Tθr=-
1

4π
(2amr(b2+r2)cosθsinθ(-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ)(r2(a(-

bHm + Q) + Br4 + a2B(-m+r2)) + a3(a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + Q) 

- abHmr2 + 2a2B(b2 + m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m) + 

b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2(-bHm + Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2 

r2)sin2θ)))/2ΔΣ5 - (2abmrcos3θsinθ (abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 

2bHr2)sin2θ + b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ))(r2(a(-bHm+Q) + Br4 + 

a2B(-m + r2)) + a3(a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr2 + 

2a2B(b2 + m) r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2 + m) + b4Br2)sin4θ + 

acos2θ(a2(-bHm + Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + 

b2r2)sin2θ)))/2ΔΣ5 + (2rcosθ ((b2m + a2(b2+r2))cot2θ + (b2+r2)(b2 + (-m + r2)csc2θ))sin3θ 

(a2Bm + abHm – aQ + Br4 + a4Bcos4θ  - B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm 

+ 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ))(r2(a(-bHm + Q) + Br4 + a2B(-m+r2)) + a3(a3B + bHm + aBr2) 

cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr2 + 2a2B(b2 + m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - 

ab3Hm + a2b2B(b2 + m) + b4Br2)sin2θ + acos2θ(a2(-bHm + Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-

2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ)))/2ΔΣ5 + (2bmr(a2 +r2)cosθsinθ(-aBm – bHm + Q + 

bHmcos2θ + aBmsin2θ)((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+r2)) cos4θ + (r2+b2sin2θ) (-

abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ) + cos2θ(-abBm (b2+r2) 

+ 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m + a2(b2+r2))sin2θ)))/2ΔΣ5 + (2a 

bmrcosθsin3θ(a2Bm + abHm – aQ + Br4 + a4Bcos4θ - B(a2m - 2b2r2)sin2θ +b4Bsin4θ + 

acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ))((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ 

+(r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ + cos2θ (-

abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m + a2(b2+r2)) 

sin2θ)))/2ΔΣ5 + (2r(a2(bHm - Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ + Hmr2))(-1-(2m(a2+r2) 

(b2+r2))/2ΔΣ) (-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ)sin2θ)/4Σ4 - (4bmr(a2+r2)(a2 

(bHm - Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ + Hmr2))cos2θ(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + 

b(-aBm + 2bHr2)sin2θ + b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ))sin2θ)/2ΔΣ5 - 

(4amr(b2 + r2)(a2(bHm - Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ + Hmr2))sin2θ (a2Bm + abHm – aQ + 

Br4 + a4Bcos4θ - B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ)) 

sin2θ)/2ΔΣ5 - (rcos3θsinθ(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ  
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+ b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ))((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2 + 

r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ) 

+ cos2θ(-abBm(b2 + r2) + 2a2Hr2(b2 + r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m+a2 

(b2+r2)) sin2θ))(2(a2+r2)(a2+(-m+r2)sec2θ) + 2(a2(b2 + m) + b2r2)tan2θ))/2ΔΣ5 

Tθθ=
1

4π
(2cos2θ((b2m + a2(b2+r2))cot2θ + (b2+r2)(b2 + (-m + r2)csc2θ))sin2θ(r2(a(-bHm + 

Q) + Br4 + a2B(-m +r2)) + a3(a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + Q) - 

abHmr2 + 2a2B(b2+m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2 + m) + b4B r2)sin4θ 

+ acos2θ(a2(-bHm+Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ))2) 

/2ΔΣ5 +(4abmcos2θsin2θ(r2(a(-bHm + Q) + Br4 + a2B(-m + r2)) + a3(a3B + bHm + 

aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr2 + 2a2B(b2+m) r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm 

- ab3Hm + a2b2B(b2 + m) + b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2(-bHm+Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-

2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ))((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ + 

(r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ) + cos2θ( - 

abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m+a2(b2+r2))sin2θ))) 

/(2ΔΣ5) - (8am(b2+r2)(a2(bHm - Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ + Hmr2))cosθsinθ(r2(a(-bH m + 

Q) + Br4 + a2B(-m+r2)) + a3(a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + Q) - 

abHmr2 + 2a2B(b2+m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m) + b4Br2)sin4θ + 

acos2θ(a2(-bHm+Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ))sin2θ) 

/8ΔΣ5 + (8bm(a2+r2)(a2(bHm-Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ+Hmr2))cosθsinθ((  - a3bBm + 

a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + 

b(b3H+aBm + bHr2)sin2θ) + cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 

2Hmr2) + 2b2H(b2m + a2(b2+r2)) sin2θ))sin2θ)/8ΔΣ5 + (4(a2(bHm-Q)  - aBm(b2+r2) + 

b(bQ+Hmr2))2(-1 - (2m(a2+r2)(b2+r2))/(ΔSin2θ2)/8Σ3 - 1/2Σ(-((-3a3b2Bm + 3ab4Bm 

+3a4bHm - 3a2b3Hm + 8a2b2Q - 3a3Bmr2 + 3ab2Bmr2 + 3a2bHmr2 - 3b3Hmr2 + 8a2Qr2 + 

8b2Qr2 + 8Qr4 + 4m(a2+b2+2r2)(a2bH + bHr2 - aB(b2+r2))cos2θ +( a2-b2)m(a2bH + bHr2 -

aB(b2+r2))cos4θ)(-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ))/((8Σ5 + (cos2θ(3a6H + 

2a4b2H + 3a2b4H + 3a3bBm - 3ab3Bm - 3a4Hm + 3a2b2Hm - 8a2bQ + 11a4Hr2 + 

10a2b2Hr2 + 3b4Hr2 - 8a2Hmr2 - 8bQr2 + 16a2Hr4 + 8b2Hr4 - 8Hmr4 + 8Hr6 + 4(a2+b2+2r2) 

(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m - r2))cos2θ + (a2-b2)(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-

r2))cos4θ)(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ + b4Hsin4θ + 

Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ)))/8Σ5+ ((3a4b2B + 2a2b4B + 3b6B + 3a2b2Bm - 3b4Bm 

- 3a3bHm + 3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2 + 10a2b2Br2 + 11b4Br2 - 8b2Bmr2 - 8aQr2 + 8a2Br4 
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+ 16b2Br4 - 8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2+b2+2r2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos2θ + 

(a2-b2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos4θ)sin2θ(a2Bm + abHm - aQ + Br4 + 

a4Bcos4θ - B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2B sin2θ)))/8Σ5 + 

(cos2θ(3a4B + 2a2b2B + 3b4B - 4a2Bm - 4abHm + 8aQ + 8a2Br2 + 8b2Br2 + 8Br4 + 4(a4B 

+ abHm - a2B(m-2r2) - b2B(b2+2r2))cos2θ + (a2-b2)2Bcos4θ)(r2(a(-bHm+Q) + Br4 + a2B 

(-m+r2)) + a3(a3B+bHm+aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm+Q) - abHmr2 + 2a2B(b2+m)r2 

+ 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m) + b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2(-bHm + Q) + 

bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ)))/ 8Σ5 + ((3a4H + 2a2b2H + 

3b4H - 4abBm - 4b2Hm + 8bQ + 8a2Hr2 + 8b2Hr2 + 8Hr4 + 4(a4H – abBm + 2a2Hr2 + 

b2H(-b2+m - 2r2))cos2θ + (a2-b2)2Hcos4θ)sin2θ((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2 + 

r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ) 

+ cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m + a2 

(b2+r2))sin2θ)))/8Σ5 - ((a2-b2)(a2(bHm - Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ+Hmr2))(aBm + bHm - 

2Q + (aB-bH)mcos2θ)sin2θ2)/8Δ5 + (cos2θsin2θ((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+ 

r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ) 

+ cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m + a2(b2+ 

r2))sin2θ))2(2(a2 + r2)(a2+(-m+r2)sec2θ) + 2(a2(b2+m) + b2r2)tanθ2))/2ΔΣ5 

Tϕϕ=
1

4π
 (1/Σ5Δsin4θ)(a2Bm + abHm – aQ + Br4 + a4Bcos4θ - B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b4B 

sin4θ + acos4θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ))2 + (1/Σ5cos2θsin2θ(r2(a(-bHm+Q) + Br4 + 

a2B(-m+r2)) + a3a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-a4Bm + 3a2(-bHm+Q) - abHmr2 + 2a2B 

(b2+m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m)+b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2(-bHm 

+Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ))2 - 1/2(a2sin2θ + r2sin2θ 

+ (a2msin4θ)/(r2+a2cos2θ + b2sin2θ))(-((-3a3b2Bm + 3ab4Bm + 3a4bHm - 3a2b3Hm + 

8a2b2Q - 3a3Bmr2 + 3ab2Bmr2 + 3a2bHmr2 - 3b3Hmr2 + 8a2Qr2 + 8b2Qr2 + 8Qr4 + 4m(a2 + 

b2 + 2r2)(a2bH + bHr2 - aB(b2+r2))cos2θ + (a2-b2)m(a2bH + bHr2 - aB(b2+r2))cos4θ)(-

aBm – bHm + Q + bHmcos4θ + aBmsin2θ))/8Σ5 + (cos2θ(3a6H + 2a4b2H + 3a2b4H + 

3a3bBm - 3ab3Bm - 3a4Hm + 3a2b2Hm - 8a2bQ + 11a4Hr2 + 10a2b2Hr2 + 3b4Hr2 - 

8a2Hmr2 - 8bQr2 + 16a2Hr4 + 8b2Hr4 - 8Hmr4 + 8Hr6 + 4(a2+b2+2r2)(a4H + abBm - b2Hr2 

- a2H(b2 + m-r2))cos2θ + (a2-b2)(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-r2))cos4θ)(abBm + 

b2Hm - bQ + Hr4 + a4Hcos4θ  + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ + b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 

+ 2a2b2sin2θ)))/8Σ5 + ((3a4b2B + 2a2b4B + 3b6B + 3a2b2Bm - 3b4Bm - 3a3bHm + 

3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2 + 10a2b2Br2 + 11b4Br2 - 8b2Bmr2 - 8aQr2 + 8a2Br4 + 16b2Br4 - 
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8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2+b2+2r2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos2θ + (a2-b2)(-abHm 

+ a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos4θ)sin2θ(a2Bm + abHm - aQ + Br4 + a4Bcos4θ - B(a2m -

2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ)))/8Σ5 + (cos2θ(3a4B + 

2a2b2B + 3b4B - 4a2Bm - 4abHm + 8aQ + 8a2Br2 + 8b2Br2 + 8Br4 + 4(a4B + abHm - 

a2B(m - 2r2) - b2B(b2+2r2))cos2θ + (a2 - b2)2Bcos4θ)(r2(a(-bHm+Q) + Br4 + a2B(-m+r2)) 

+ a3(a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm+Q) - abHmr2 + 2a2B(b2+m)r2 + 

2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m) + b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2(-bHm+Q) + 

bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ)))/8Σ5 + ((3a4H + 2a2b2H + 

3b4H - 4abBm - 4b2Hm + 8bQ + 8a2Hr2 + 8b2Hr2 + 8Hr4 + 4(a4H – abBm + 2a2Hr2 + 

b2H(-b2 + m - 2r2))cos2θ + ( a2 - b2)2Hcos4θ)sin2θ((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2 

+ r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2) 

sin2θ) + cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m + 

a2(b2+r2))sin2θ)))/8Σ5 - ((a2-b2)(a2(bHm - Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ+Hmr2))(aBm + bHm -

2Q + (aB-bH)mcos2θ)sin2θ2)/ 8Σ5 

Tϕψ=
1

4π
 (1/ΔΣ5cos2θsin2θ(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ 

+ b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ))(a2Bm + abHm – aQ + Br4 + a4Bcos4θ -

B(a2m-2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 2ab2Bsin2θ)) - (1/Σ5cos2θsin2θ 

(r2(a(-bHm + Q) + Br4 + a2B(-m+r2)) + a3(a3B+bHm+aBr2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm + 

Q) - abHmr2 + 2a2B(b2+m) r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m) + 

b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2(-bHm+Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 2aB(a2(b2+m) + b2r2) 

sin2θ))((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + 

bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ) + cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2 (b2+r2) + 

b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 2b2H(b2m + a2(b2+r2))sin2θ)) - (1/(2Σ))abmcos2θsin2θ(-((-

3a3b2Bm + 3ab4Bm + 3a4bHm - 3a2b3Hm + 8a2b2Q - 3a3Bmr2 + 3ab2Bmr2 + 3a2bHmr2 - 

3b3Hmr2 + 8a2Qr2 + 8b2Qr2 + 8Qr4 + 4m(a2+b2+2r2)(a2bH + bHr2 - aB(b2+r2))cos2θ + 

(a2-b2)m(a2bH + bHr2 - aB(b2+r2))cos4θ)(-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBm sin2θ))/ 

8Σ5 + (cos2θ(3a6H + 2a4b2H + 3a2b4H + 3a3bBm - 3ab3Bm - 3a4Hm + 3a2b2Hm - 8a2bQ 

+ 11a4Hr2 + 10a2b2Hr2 + 3b4Hr2 - 8a2Hmr2 - 8bQr2 + 16a2Hr4 + 8b2Hr4 - 8Hmr4 + 8Hr6 + 

4(a2+b2+2r2)(a4H+abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-r2))cos2θ + (a2-b2)(a4H + abBm - b2Hr2 - 

a2H(b2+m-r2))cos4θ)(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ + 

b4Hsin4θ + Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ))) /8Σ5 + ((3a4b2B + 2a2b4B + 3b6B + 

3a2b2Bm - 3b4Bm - 3a3bHm + 3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2 + 10a2b2Br2 + 11b4Br2 -
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8b2Bmr2 - 8aQr2 + 8a2Br4 + 16b2Br4 - 8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2+b2+2r2)(-abHm + a2B(b2+r2) -

b2B(b2-m+r2))cos2θ + (a2-b2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos4θ)sin2θ(a2Bm + 

abHm – aQ + Br4 + a4Bcos4θ - B(a2m - 2b2r2)sin2θ + b4Bsin4θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 

2ab2Bsin2θ)))/8Σ5 + (cos2θ(3a4B + 2a2b2B + 3b4B - 4a2Bm - 4abHm + 8aQ + 8a2Br2 + 

8b2Br2 + 8Br4 + 4(a4B+abHm-a2B(m-2r2) - b2B(b2+2r2))cos2θ + ( a2- b2)2Bcos4θ)(r2(a(- 

bHm + Q) + Br4 + a2B(-m+r2)) + a3(a3B+ bHm+a Br2)cos4θ + (-a4Bm + a3(-bHm+Q) - 

abHmr2 + 2a2B(b2+m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + a2b2B(b2+m) + b4Br2)sin4θ + 

acos2θ(a2(-bHm+Q) + bHmr2+2aBr 4 -a3B (m-2r2) + 2aB(a2(b2+m)+b2r2) sin2θ)))/8Σ5 + 

((3a4H + 2a2b2H + 3b4H - 4abBm - 4b2Hm + 8bQ + 8a2Hr2 + 8b2Hr2 + 8Hr4 + 4(a4H – 

abBm + 2a2Hr2 + b2H(-b2+m-2r2))cos2θ + ( a2 - b2)2Hcos4θ)sin2θ((-a3bBm + a2b2Hm + 

b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + 

aBm + bHr2)sin2θ) + cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) + 

2b2H(b2m+ a2(b2+r2)) sin2θ)))/8Σ5 - ((a2-b2)(a2(bHm-Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ+Hmr2)) 

(aBm + bHm - 2Q + (aB-bH)mcos2θ)sin2θ2)/8Σ5 

Tψψ=
1

4π
 (1/ΔΣ5cos4θ(abBm + b2Hm – bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm+2bHr2)sin2θ + 

b4Hsin4θ +Hcos2θ(-b2m+2a2r2+2a2b2sin2θ))2 + (1/Σ5cos2θsin2θ((-a3bBm + a2b2Hm + 

b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - b2Hm + bQ + bHr2 + Hr4 + b(b3H + 

aBm + bHr2)sin2θ) + cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2(b2+r2) + b2(-b2Hm + bQ + 2Hmr2) 

+2b2H(b2m + a2(b2+r2)) sin2θ))2 - 1/2(b2cos2θ + r2cos2θ + (b2mcos4θ)/(Σ)(-((-3a3b2Bm + 

3ab4Bm + 3a4bHm - 3a2b3Hm + 8a2b2Q - 3a3Bmr2 + 3ab2Bmr2 + 3a2bHmr2 - 3b3Hmr2 + 

8a2Qr2 + 8b2Qr2 + 8Qr4 + 4m(a2+b2+2r2)(a2bH + bHr2 - aB(b2+r2))cos2θ + (a2-b2)m(a2bH 

+ bHr2 - aB(b2+r2))cos4θ)(-aBm – bHm + Q + bHmcos2θ + aBmsin2θ))/8Σ5 + (cos2θ 

(3a6H + 2a4b2H + 3a2b4H + 3a3bBm - 3ab3Bm - 3a4Hm + 3a2b2Hm - 8a2bQ + 11a4Hr2 + 

10a2b2Hr2 + 3b4Hr2 - 8a2Hmr2 - 8bQr2 + 16a2Hr4 + 8b2Hr4 - 8Hmr4 + 8Hr6 + 4(a2+b2+2r2) 

(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2+m-r2))cos2θ + (a2-b2)(a4H + abBm - b2Hr2 - a2H(b2 + m -

r2))cos4θ)(abBm + b2Hm - bQ + Hr4 + a4Hcos4θ + b(-aBm + 2bHr2)sin2θ + b4Hsin4θ + 

Hcos2θ(-b2m + 2a2r2 + 2a2b2sin2θ)))/ 8Σ5 + ((3a4b2B + 2a2b4B + 3b6B + 3a2b2Bm - 

3b4Bm - 3a3bHm + 3ab3Hm - 8ab2Q + 3a4Br2 + 10a2b2Br2 + 11b4Br2 - 8b2Bmr2 - 8aQr2 + 

8a2Br4 + 16b2Br4 - 8Bmr4 + 8Br6 + 4(a2+b2+2r2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2 -

m+r2))cos2θ + (a2-b2)(-abHm + a2B(b2+r2) - b2B(b2-m+r2))cos4θ)sin2θ(a2Bm + abHm – 

aQ + Br4 + a4Bcos4θ - B(a2m-2b2r2)sin2θ + b4Bsin2θ + acos2θ(-bHm + 2aBr2 + 

2ab2Bsin2θ)))/8Σ5 + (cos2θ(3a4B + 2a2b2B + 3b4B - 4a2Bm - 4abHm + 8aQ + 8a2Br2 + 
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8b2Br2 + 8Br4 + 4(a4B + abHm - a2B(m-2r2) - b2B(b2+2r2))cos2θ + (a2-

b2)2Bcos4θ)(r2(a(-bHm + Q) + Br4 + a2B(-m+r2)) + a3(a3B + bHm + aBr2)cos4θ + (-

a4Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr2 + 2a2B(b2+m)r2 + 2b2Br4)sin2θ + (a4Bm - ab3Hm + 

a2b2B(b2+m) + b4Br2)sin4θ + acos2θ(a2(-bHm + Q) + bHmr2 + 2aBr4 - a3B(m-2r2) + 

2aB(a2(b2+m) + b2r2)sin2θ)))/8Σ5 + ((3a4H + 2a2b2H + 3b4H - 4abBm -4b2Hm + 8bQ + 

8a2Hr2 + 8b2Hr2 + 8Hr4 + 4(a4H – abBm + 2a2Hr2 + b2H(-b2 + m - 2r2))cos2θ + (a2-b2)2H 

cos4θ)sin2θ((-a3bBm + a2b2Hm + b4Hm + a4H(b2+r2))cos4θ + (r2+b2sin2θ)(-abBm - 

b2Hm + bQ + b2Hr2 + Hr4 + b(b3H + aBm + bHr2)sin2θ) +  cos2θ(-abBm(b2+r2) + 2a2Hr2 

(b2+r2) + b2(-b2Hm +  bQ+2Hmr2) + 2b2H(b2m+a2(b2+r2))sin2θ)))/8Σ5 - ((a2-b2)(a2(bHm-

Q) - aBm(b2+r2) + b(bQ+Hmr2))(aBm+bHm-2Q+(aB - bH)mcos2θ)sin2θ2)/8Σ5 

D-2 Kontravaryant EMT’leri 

Ttt=gttgttTtt+ gttgtϕTtϕ+ gttgtψTtψ+ gtϕgttTϕt+ gtψgttTψt+ gtϕgtψTϕψ+ gtψgtϕTψϕ+ gtψgtψTψψ+ 

gtϕgtϕTϕϕ 

Ttr=gµtgνrTµν 

Ttr=gttgrrTtr+ gtϕgrrTϕr+ gtψgrrTψr 

Ttθ=gµtgνθTµν 

Ttθ=gttgθθTtθ+ gϕtgθθTϕθ+ gψtgθθTψθ 

Ttϕ=gµtgνϕTµν 

Ttϕ=gttgtϕTtt+ gttgϕϕTtϕ+ gttgψϕTtψ+ gtϕgtϕTϕt+ gtϕgϕϕTϕϕ+ gtϕgψϕTϕψ+ gtϕgtψTψt+ 

gtψgϕϕTψϕ+ gtψgϕψTψψ 

Ttψ=gµtgνψTµν 

Ttψ=gttgtψTtt+ gttgϕψTtϕ+ gttgψψTtψ+ gtϕgtψTϕt+ gtϕgψϕTϕϕ+ gtϕgψψTϕψ+ gtψgtψTψt+ 

gtψgψϕTψϕ+ gtψgψψTψψ 

Trr=gµrgνrTµν 

Trr=grrgrrTrr 

Trθ=gµrgνθTµν 

Trθ=grrgθθTθr 

Trϕ=gµrgνϕTµν 
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Trϕ=grrgtϕTrt+ grrgϕϕTrϕ+ grrgϕψTrψ 

Trψ=gµrgνψTµν 

Trψ=grrgtψTrt+ grrgϕψTrϕ+ grrgψψTrψ 

Tθθ=gµθgνθTµν 

Tθθ=gθθgθθTθθ 

Tθϕ=gµθgνϕTµν 

Tθϕ=gθθgtϕTθt+ gθθgϕϕTθϕ+ gθθgψϕTθψ 

Tθψ=gµθgνψTµν 

Tθψ=gθθgtψTθt+ gθθgϕψTθϕ+ gθθgψψTθψ 

Tϕϕ=gµϕgνϕTµν 

Tϕϕ=gtϕgtϕTtt+ gtϕgϕϕTtϕ+ gtϕgϕψTtψ+ gϕϕgtϕTtϕ+ gϕϕgϕϕTϕϕ+ gϕϕgψϕTϕψ+ gψϕgtϕTtψ+ 

gψϕgϕϕTϕψ+ gψϕgψϕTψψ 

Tϕψ=gµϕgνψTµν 

Tϕψ=gtϕgtψTtt+ gtϕgϕψTtϕ+ gtϕgψψTtψ+ gϕϕgtψTtϕ+ gϕϕgϕψTϕϕ + gϕϕgψψTϕψ+ gψϕgtψTtψ+ 

gψϕgϕψTϕψ+ gψϕgψψTψψ 

Tψψ=gµψgνψTµν 

Tψψ=gtψgtψTtt+ gtψgϕψTtϕ+ gtψgψψTtψ+ gϕψgtψTtϕ+ gϕψgϕψTϕϕ + gϕψgψψTϕψ+ gψψgtψTtψ+ 

gψψgϕψTϕψ+ gψψgψψTψψ 

Kontravaryant EMT’nün izi aşağıdaki gibi bulunur. 

T=gttT
tt+ grrT

rr+ gθθT
θθ+ gϕϕTϕϕ+ gψψTψψ+ 2gtϕTtϕ+ 2gtψTtψ+2gϕψTϕψ 

D-3 Kontravaryant EMT’nün Kovaryant Türevi  

∇νTµν=-∂rГ
θ
tθ +∂rГ

r
θθ - ∂θГ

r
θr -∂θГ

ψ
ψθ - ∂θГϕϕθ+ Гr

θθ(Г
t
tr + Гθ

θr + Гϕϕr+ Гr
rr+Гψ

ψr)+ Гθ
θθ(Г

t
tθ 

+ Гϕϕθ + Гr
θr+ Гψ

ψθ) -2Гt
ϕθГϕ

θt -2Гψ
θtГ

t
ψθ - 2Гψ

θψГϕ
θψ – Гt

tθГ
t
tθ – Гr

rtГ
r
rt - Гψ

ψϕГψ
ψθ- 

ГϕϕθГϕϕθ 

∇νTµν =∂rT
rr+ ∂θT

θθ+Trr(Гt
rt + Гθ

rr + Гθ
rθ +Гϕϕr+2Гr

rr+Гψ
ψr) +Ttϕ(2Гr

ϕt + 2Гθ
ϕt ) + 

Ttψ(2Гr
ψt + 2Гθ

ψt ) + Tθθ(Гt
θt + Гr

θθ + Гr
rθ +Гϕϕθ+2Гθ

θθ+Гψ
ψθ)+ Tϕψ(2Гr

ϕψ + 2Гθ
ϕψ ) + 

Tψψ(2Гr
ψψ + 2Гθ

ψψ )=0 
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