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OZET

DUZGUN MANYETIK ALAN ICINDE DONEN BES BOYUTLU BIiR
KARA DELIiGIN ELEKTROMANYETIK ENERJiSI

Saban YILMAZ

Fizik Anabilim Dali
DoktoraTezi

Tez Danismani: Dog. Dr. Reyhan KAYA

Zayif bir yiikle yiiklenmis ve iki a¢isal momentuma sahip, donen bes boyutlu bir kara
delik ele alindi. Bu kara deligin elektromanyetik alaninin enerji momentum tansorti
hesaplandi. Daha sonra Komar kiitle formiilinii kullanarak diizgiin manyetik alan i¢inde
donen bes boyutlu yiiklii bir kara deligin toplam elektromanyetik enerjisi arastirildi.
Sonug olarak; 5 boyutlu ve zayif bir yiike sahip kara deligin elektromanyetik enerjisinin
minimum degeri bulundu.

Anahtar Kelimeler: Komar Kiitle Formiilii, Enerji-Gerilim Tansorii, Bes Boyutlu Kara
Delik, Myers-Perry Metrigi.

YILDIZ TEKNIK UNIiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU



ABSTRACT

ELECTROMAGNETIC ENERGY FOR A FIVE DIMENSIONAL
ROTATING BLACK HOLE IN A UNIFORM MAGNETIC FIELD

Saban YILMAZ

Department of Physics
Dr. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Reyhan KAYA

A weakly charged rotating black hole in five dimensions possesses two equal-
magnitude angular momenta is considered.  The stress-energy tensor of the
electromagnetic field is calculated. Using the Komar mass formula the total
electromagnetic energy for a charged five dimensional rotating black hole in a uniform
magnetic field is discussed. It is found that the total electromagnetic energy takes the
minimum when the five dimensional black hole possesses a hon-zero net charge.

Keywords: Komar Mass Formula, Stress-Energy Tensor, Five Dimensional Black
Hole, Myers-Perry Metric.
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BOLUM 1

GIRIiS
1.1 Literatiir Ozeti

Dort boyutlu Kerr metriginin ¢oziimii lizerine birgok ¢alisma yapildi [1], [2], [3], [4].
Son yillarda ise Einstein denklemlerinin yiiksek boyutlu ¢éziimleri hem fizikte hem de
matematikte giiclii bir ilgi gérmiistiir. Genel gorelilikte, kara deliklerin tam ¢oziimleri
onemli oldugu kadar yiiksek boyutlu karadeliklerin ¢6ziimleri de 6nemlidir. Yiiksek
boyutlu kara delikler, yeterince iyi bir yaklasimla, Einstein alan denklemlerinin klasik
¢oziimleriyle tanimlanabilirler. Yiiksek boyutta Einstein-Maxwell denklemlerinin statik
kara delik ¢oziimleri ilk olarak Tangherlini tarafindan hesaplanmistir [5]. Yine yiiksek
boyutlu donen kara delik i¢in ilk genel ¢oziimler ise Myers ve Perry tarafindan yapildi
[6]. Myers-Perry ¢oziimiiniin en 6nemli sonuglarmdan bir tanesi de yiiksek enerjili
deneylerde olusturulan laboratuvar kara deliklerini tanimlamasidir [7]. Yakin zamanda
ise lineer carpistiricilar, mini-kara delik {iretebilme imkanmi ortaya cikard: [8]. Ilk
tahminlerimizde bu mini-kara deliklerin de bosluk Einstein denklemlerinin klasik

¢oztimleri ile tanimlanabilecegi gosterilmistir.

Bosluk uzay zamanin Killing vektorleri Maxwell test alanmin vektor potansiyellerini
verir [9]. Wald, diizgiin manyetik alan icerisinde simetri ekseni iizerine yonelmis,
duragan ve eksenel simetrik bir kara deligin ¢6ziimlerini elde etti. Diizglin manyetik
alan i¢inde gomiilii simetri ekseni {izerinde donen kara deligin net yiikiinii Q = 2BoJu
olarak hesapladi. Burada Bo; manyetik alanin blyiikligli, J+ kara deligin agisal

momentumudur [ 10], [11].

Li diizgiin manyetik alan i¢inde yiiklii bir Kerr kara deliginin toplam elektromanyetik
enerjisini (EE) hesapladi. Eger manyetik alan uzayda sonsuza giderse toplam EE nin
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raksayacagini gosterdi. Li, Komar kiitle formiiliinii kullanarak toplam EE’yi hesapladi
ve net bir yiike sahip kara delikler i¢in toplam EE’nin minimum degerini gosterdi.
Boylece Wald’un bulmus oldugu toplam EE degerinin minimum deger olmadigin
gostererek, minimum enerji durumunun kara deligin hi¢ yiike sahip olmadigi durumdan

bile yiiksek oldugunu buldu [12], [13].

Aliev ve Frolov, Wald yaklasimin1 bi-azimutal simetriye ve Myers-Perry uzay zamani
ile ayn1 yonlii agisal donme parametresine sahip diizgilin bir manyetik alan i¢inde dénen
bes boyutlu bir kara delige uyguladilar. Kara deligin ¢ok kiiclik bir yiik ile yiiklenmis
oldugunu varsayarak Myers-Perry metriginin elektromanyetik alaninin  5-vektor

potansiyelini insa ettiler [14].

1.2 Tezin Amaci

Yiiksek boyutlardaki kara deliklerin incelenmesi birka¢ nedenden otiirii bilim
insanlarinin  dikkatini ¢ekti. Her seyden Once yiiksek boyutlu kara delikler, insan
dogasinin 6ziinde bulunan &zelliklerle ilgilidir. Dort boyuttaki kara deliklerin, tekillik
ve termodinamik &zellikleri, Hawking'in mini kara deliklerin buharlagsmasi gibi temel
ozellikleri iyi bilinirken yiiksek boyutlara gecildiginde neler olacagi konusu hep merak
ediliyordu [15], [16], [17], [18], [19]. Yine yiiksek boyutlu kara deliklere ilgi
duyulmasinin nedenlerinden biri de TeV 6l¢egine gore yeni bir temel kuantum

yercekimi dngoren zar-diinya yergekimi teorileri olmustur [20], [21], [22].

Bu calismanin amaci zayif bir manyetik alan i¢cinde donen ve iki agisal momentuma
sahip bes boyutlu bir kara deligin Killing vektorlerini kullanarak elektromanyetik alan
tansoriinii (EAT), EAT kullanarak da enerji-momentum tansoériinii (EMT) ve daha sonra
ise Komar kiitle formiiliinii kullanarak diizgiin manyetik alanda dénen bes boyutlu bir

kara deligin toplam enerjisini hesaplamaktir.

1.3 Hipotez

Baslangicta genel gorelilikte ongoriilen yiiklii ve dort boyutlu kara delik ¢oziimleri daha

sonralar1 yliksek boyutlu yercekimi teorilerinin ayrilmaz bir pargasi haline geldi.

4 boyutlu yiikli Kerr kara deliginin minumum enerji degerine karsilik gelen toplam
yiikiinii 6nce Wald sonra da Li hesapladi [8], [10]. Li, Wald’un bulmus oldugu

minumum enetji degerinden daha diisiik bir enerji degeri elde etti. Bu caligmada
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Myers-Perry metrigi i¢in diizgiin manyetik alan i¢inde dénen bes boyutlu bir kara
deligin, Christoffel sembollerini, Ricci tansorlerini, 5-vektor potansiyelini, EMA
tansorlerini, enerji-momentum tansorlerini hesaplamak ve sahip oldugu minimum enerji

degerini, Li ve Wald’un 4 boyutta kullandig1 yontemlerle bulmak ve elde edilen iki

sonucu karsilastirmaktir.



BOLUM 2

BES BOYUTLU METRIiGIN ELDE EDILMESI

2.1 Myers - Perry Metrigi

Bes boyutlu donen bir kara deligin metrigin bosluk uzay zamanda genel asimptotik

olarak ¢oziimleri Myers ve Perry tarafindan bulundu [6].
ds?=-dt?+dr?+(r’+ ai?)(dpi’+ pifddpi®)+2pifaid pidr-+(dt+dr+ piaiddi)? ur?/TIF (2.1)
Burada

F=1-piail(r* + ai®)=1- pi2ad/(r* + ai?) - p2ag/(r? + az?)

N-1

I =[1.2, (@% +r?)

N=1,2,3...N/2

N=4 ve c¢ift sayidir.

ui=1

K1=sinf

Ko=cosf (2.2)
Acisal momentum parametreleri:

ai=a,

a2=b. (2.3)
0 — 2m araliginda iki farkli donme agis1

d1=0,



=y (2.4)
olarak se¢ilmistir.

(2.2) denklemlerinden asagidaki ifadeler elde edilir.

dui= cosbdo

12=-sin6do

F=1- a%in%0/(a®+r?) - b?cos?0/(b?+r?)

I1=(a%+ r?)(b%+ r?). (2.5)

Burada p kara deligin fiziksel kiitlesi m ile ilgili bir parametredir (u=m). Yukaridaki
ifadeler (2.1) denkleminde yerine konup gerekli diizenlemeler yaptigimizda 5 boyutta
Boyer-Lindquist (t, r, 0, ¢, v) koordinatlarinda asagidaki metrik denklemini elde edilir

[6], [14].
ds?=- dt*+ 2d0%+(a® +r?)sin®0dd? +(b?+r?)cos?0dy? +m/Z(dt-asin?0dd-bcos?0dy)?+ 12T
dr2/A (2.6)

Burada,
A=(a? +1?) (b?+r?) - mr?,

T=r’+ b?sin?0+ a%cos20. 2.7)

2.2 Metrik Bilesenleri

Metrik determinant1 asagidaki sekilde bulunmustur.

\-g= r¥sinfcosh. (2.8)
Kovaryant metrigin sifirdan farkli olan bilesenleri asagida verilmistir

gn=-1+m/Z
Orp=-Masin?0/=
Jvy=-mbcos?0/Z

grrZZrZ/A

Joo=2
got=-Masin?0)/z

goo=(a% +r?)%sin%0+(masin“0)/=



Joy=mabcos0sin?0/

gy=-mbcos?0)/Z

gye=mabcos0sin?0/

Oyy=C0s20(b>+r2)%+(cos*0mb?)/Z . (2.9)

Kontravaryant metrik bilesenleri
g*=-1-m/Z- mr?/ZA

g'¢ = -ma(r’+b?)/ZA

g = -mb(r’+a?)/zA

g" = A/Zr?

g% =1/

g®' = -ma(r:+h?)/zA

go® = 1/%(1/sin?0+((r?+b?) (b?-a?)-mb?)/A)
g®¥ = -mab/ZA

g¥t = -mb(r’+a?)/zA

g¥¢ = -mab/XA
g¥v = 1/2(1/cos?0+((r*+a?) (a%-b?)-ma?)/A) (2.10)
olarak bulunmustur.

2.3 Olay Ufku ve Killing Vektorleri

Kara delik olay ufku, g" = 0 denklemi ile belirlenen bos bir ylizeydir [14].

A=(a? +1?) (b?+r?)-mr?=0 (2.11)
Bu denklemin en biiyiik kokii, kara deligin dis olay ufkunun yarigapini verir.
rh=1/2(m-a%-b?+V( m-a®-b?)?- 4a%h?) (2.12)
a?+b2+2Jab| <m

Bu yiizden a?+b?+2Jabl<m kosulu veya rh=|ab| esitligi bes boyutlu kara deligin olay
ufkunu belirler.



Ote yandan, iki-kutuplu koordinatlarda a = b = 0 i¢in Tangherlini statik ¢6ziimiinii elde
edilir [5]. Genel olarak, metrigin (2.6) iki olan ortogonal 2-déonme diizlemleri ¢ ve y
azimuthal agilar1 tarafindan belirlenir. Bu acilarin her ikisi de 0 ile 2m arasinda
degisirken, 0 iki dikey 2-diizlem arasindaki a¢i 0’dan 7/2’ye degisir. Sonug¢ olarak,
metrik asagidaki belirgin degismezlik Ozelliklerini ortaya ¢ikarmaktadir; Zaman
koordinatinin eszamanli olarak ters ¢evrilmesi t— -t ve agilar ¢ — -, y — -y ve

doniisiim altinda

a<—b

¢y

0 n/2-0 (2.13)
elde edilir.

Bes boyutlu Myers-Perry metriginin Killing vektorleri asagidaki gibidir:

E=o/ot

So=0/0¢p

Sy=0ldy. (2.14)



BOLUM 3

CHRISTOFFEL SEMBOLLERI VE RICCI TANSORLERI

3.1 Christoffel Sembolleri

I', bagit1 veya Christoffel sembolii diye adlandirilir. Christoffel sembolleri bir tansor
degildir. Ancak metrik tansorden insa edilir. Metrik tansor koordinat yiizeyi boyunca
sabit olmadigi i¢in bir yerden baska bir yere giderken (kovaryant tiirev) aradaki
geometriden gelen katki Christoffel sembollerini verir. Kartezyen koordinatlarda metrik
tansor sabit oldugu i¢in kovaryant tiirevi sifirdir. Bu yilizden Christoffel sembolleri de
sifirdir [23]. Christoffel sembolleri genel halde EK-A da verilmistir [24]. Niimerik
hesaplamalar yapilirken Mathematika programi kullanilmistir [25]. T'we birinci tip
Christoffel sembolii olup son iki indis kendi arasinda simetriktir. I'°,, ise ikinci tip
Christoffel sembiilii ve yine son iki indis kendi arasinda simetriktir. Bes boyutlu Myers-

Perry metrigi i¢in Christoffel sembolleri

[°w=0"P(0uGvp + Duup - OpGuv)/2 (3.1)
= Tly=mr(a+r?) (b?+r?)/A%?

o= I'ip=-(a-b?)msin26/2X?

o= To=-amr(b?+r?) (3a2+b?+4r>+(a-h?)cos20)sin?0/2AX?

I'y= I'y=bmr(a®+r?)cos?0 (-a-3b% 4r>+(-a?+b?)cos0)/2AX?

I'ye= Iy, =-b(b?-a?)mcos®0sing)/x?

IMypo= Top=a(a-b?)msin®0cos0)/x2

M= mA/rE3



[My= I"Mp=-amAsin®0/rz>

I"y= Iy =-bmAcos?0/rx>

I"r=(2 a?b?r’+a?r*+b2r*- mri+a?(ab?-r*) cos?0+b?(a b2-r*)sin?0)/rAx
o= IMo=(-a%+b?)cosbsinb/z

IMpe=-A/TZ

M pe=-(2rsin?0 - (2a°mrsin?0)/Z?)A/(2r°T)

I'"yo= I"py=abmAcos?0sin®0)/rx?

I"y=-(2rcos?0 - (2b’mrcos*0)/x?)A/(2r°%))

%= I'%,=-bm(b%+r?)cosbsin0)/x3

M= Ip=am(a®+r?)cososinf)/z>

"= -(a-b?)mcosbsing)/z?

= (a-b?)r?cos0sing)/AX

=T %=1/

0=-(a-b?)coshsinf)/z
Meo=-((a%+r?+(a?(a-b?)msin*0)/Z2+(2a’msin?0)/L)cosOsin6/z
%, 4= T, =-(r’cos?0+a’cos*0-sin?0(r>+b>sin20)))abmcossin6/z*

= ((@%0’m+ b*m+a*(b?+r?))cos*d - (b’m+a?(b?+r?))cos?0(-b?- 2r>+b2c0s20)+(b?+r?)

(r*+b?%sin%0)?))cosOsin6/x3
= Téy=amr(b?+r?)/AX?
[bg= I'y=-amcotd/>?

Tépr= T'dre=(-(2a2m2r(b?+r?)sin?0)/Z?+(2a%h?m? rcos?0sin?0)/z2+((b?’m+a?(b?+r?))cotd? +
(b?+1?) (b?+ (-m+r?)csc?0)) (2r sin?0 -(2a%mr sin®0)/?))/2AX

¢, = [y, =-abmrcos?0 (a>+3b%+4r+(a-b?)c0s20)/2A%?

[gp= Topo=((3a*+2a%h?+3b*+4a°m+8a’r’+8br*+8r*+4(a*-a%(m-2r?)-b?(b*+2r?))cos20 +
(a2-b?)?cos40)cotf/8%2

I" b= T ®,p=abmcos?0cot0)/x2



V= IVy= bmr(a?+r?)/AX?
Vo= I'Vo= bmrtan6/x?
Vo= IVrp= abmr(3a2+b?+4r?+(a2-h?)cos20)sin?0)/2Ax?

Vo= TVy=(-(4b%m?r(a+r?)cos?0)/Z%+(a?b?mrsin?20)/z2+((2rcos?0  -(2b’mrcos?0)/x?)
(2(a2+r?)(a%+(-m+r?)sec?0)+2(a2(b?+m)+b? r?)tan?0))/4AX

Ioe= I'Veo= -abmtanOsin?0)/x2

Moy= TVyo=-(3a*+2a%>+3b*+4b*m+8ar’+8b%r’+8r*+4(a*+2ar’+b?(-b?>+m-2r?))cos20 +
(a2-b?)?cos40)tan0/8x2 (3.2)

olarak bulunur. Hesaplamalarda Mathematica programi kullanilmistir [25].

3.2 Ricci Tansorleri

Christoffel sembollerinin tiirevinden gelen katki, Riemann egrilik (R%vqs) tansoriini
verir. Christoffel sembolleri, vektorlerin bir noktadan diger noktaya nasil tasindigi
hakkinda bilgi verirken, tagman vektorlerin son durumunu ise Riemann egrilik tansori
ile bulunabilir. Riemann egrilik tansorii anti-simetrik ve 4 bilesenli bir tansordiir.
Riemann tansoriiniin daha sadelestirilmis haline Ricci tansorleri denilir. Ricci tansorleri
(R =Ruv) ise 2 bilesenli olup simetrik bir tansordiir [23]. Ricci tansorlerinin
bilesenlerinin elde edilisi Ek-B’deverilmistir. u ve o, kordinat diizlemi etrafinda
vektoriin donmesini gosteriyor. v ve a ise koordinat diizlemi etrafinda hareketinin
yoniinii veriyor [23]. Ricci skalerine ise “egriligin 6l¢iisii” veya “toplam egrilik” denir

ve ifadesi asagidaki gibidir.

R=g"R,, (3.3)
Burada Ryv
va: g“"RHavG:R“Mav=6aF“uv-avF“ua+FBHVF“BQ - Fﬁuaraﬁv. (34)

Hesaplamalar sonucunda asagidaki Ricci tansorlerinin  degerlerinin  sifir oldugu

bulundu.
Rt= Ri¢= Ryy= Rir= Ri6= Roe= Roy= Repp= Ry =0. (3.5)
Bu sonuca gore bes boyutlu Myers-Perry uzay-zamaninin Einstein bosluk uzay-zaman

denklemi ile uyumlu oldugunu gosterir:
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GuV:Rp,V']./ZR gpvzgnTpV = 0 (36)
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BOLUM 4

ELEKTROMANYETIK ALAN TANSORLERININ
HESAPLANMASI

4.1 5 - Vektor Potansiyeli

Vektorler sadece uzay-zamana bagli olmayip yone de bagh oldugu i¢in kovaryant
tiirevleri sifir olmaz. Elektromanyetik alanin enerjisi ise vektor potansiyelinin kovaryant
tirevi ile ifade edilir. Minkowski uzayinda vektorlerin kovaryant tiirevi sifirdir. 5-
vektor potansiyelinin 16 tane tiirevi olup 4 tane bileseni mevcuttur. Kontravaryant 5-
vektor potansiyelini asagidaki gibi gosterilir [6]. EK-C-1’de 5 boyutlu vektor

potansiyeli ifadesi verilmistir.
Ar=ac"m+ P @)t v )
o= -Q/2m+aB/2+bH/2

At=al"m+ B(E et atty )2+ v(E ) tbE ) (4.1)

Burada a, B ve y keyfi parametrelerdir. Genel anlamda vektor potansiyeli bir test alani

gibi ele alinarak kara deligin ¢ok kiigiik elektrik yiikii ile yiiklenmesi saglanir.
Hesaplamalar yapildiginda

Al=-Q/2m+aB/2+bH/2

AP=B/2

AY=H/2

A=-Q(m/Z-1)/2m
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Ay=aQsin?0/2%
A,=bQcos?0/2x

ifadeleri bulunur. 4.2)

4.2 Kovaryant EAT

F.v anti-simetrik bir tansor olup 6 tane bileseni vardir. Bu bilesenlerden 3 tanesi elektrik
alandan, 3 tanesi de manyetik alandan gelir. Elektrik alan, vektor potansiyelinin sadece
zamana bagl tiirevinden, manyetik alan ise sadece konuma bagl tiirevinden olusur. Fyy

vektor potansiyelinin kendisine degil tiirevine baglidir.

Kovaryant elektromanyetik alan tansor ifadesi asagida verilmistir.

Fu=VuA - VA, (4.3)
Yukarida verilen esitlikler sadelestirilirse EAT nin en son hali asagidaki gibi yazilir,

Fuv :ﬁuAv'avAu. (44)
EAT’{in bilesenlerinin elde edilisi ise Ek-C-2’de ayrintili olarak verilmistir. Elde edilen
sifir olan bilesenler ve sifirdan farkli olan bilesenler asagida verilmistir.

Fu= Fo= Foy= Fr= Fro= Foo= Fow= Fo= Fyy=0, (4.5)
Fi= -Fr=r(- aBm - bHm + Q + bHmMcos?0 + aBmsin20)/x?

Fro= -Fer=rsin?0(a’Bm + abHm-aQ + Br* + a*Bcos*0 - B(a?m-2b?r?)sin®0 + b* Bsin*0 +
acos?0 (-bHm + 2aBr? + 2ab?Bsin?0))/x?

Fry= -Fyr=rcos?0(abBm+b?Hm-bQ + Hr*+a*Hcos*0 + b(-aBm+2bHr?)sin?0 + b*Hsin*0 +
Hcos?0(-b?m +2a2r2+2a%b%sin%0)))/x?

Fio= -Fo=(a%(bHm-Q)-aBm(b?+r?) + b(bQ+Hmr?))sin26/2%2

Foo= -Foe=(r?(a(-bHM+Q)+Br*+a?B(-m+r?)) + a’(a’B+bHm+aBr?)cos*0+(-a*Bm+a (-b
Hm + Q) - abHmr? + 2a?B(b%+m)r?+2b?Br*)sin?0+(a*Bmab*Hm+a%h?B (b>+m)+ b*Br?)
sin*d  + acos?0(a?(-bHm+Q)+bHmr?+2aBr*-a®B(m2r?)+ 2aB(a?(b>+m) + b2r?) sin%)
c0s0sing/x2

Foy= -Fyo=-((-a*bBm+a?b?Hm+b*Hm+a*H(b?+r?))cos*0+(r?+b?sin’0)(-abBm-b?Hm+bQ
+b2Hr2+Hr*+b(b*H+aBm+bHr?)sin?0)+ cos20(-abBm(b?+r?)+2a?Hr?(b?+r2)+b2(-b?Hm +
bQ +2Hmr?)+2b?H(b?m+a?(b?+r?))sin?))cososing/z?. (4.6)
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4.3 Kontravaryant EAT

Kontravaryant EAT tansorii agagida verilmistir.

F =g**g®Fos 4.7)
EAT’iin bilesenleri EK-C-3’de ayrintili olarak verildi. Elde edilen sifir olan bilesenler ve
sifirdan farkli olan bilesenler asagida verilmistir,

Fi= Fot= F¥= F'"= F9= F%= Foo= Fyvv=0 (4.8)
F'=-(-3a*h?’Bm+3ab*Bm +3a*bHm - 3a%h*Hm+8a%h?Q-3a*Bmr?+3ab?Bmr? + 3a’bHmr?-
3b*HmMr?+8a2Qr?+8b%Qr2+8Qr*+4m(a?+b?+2r?)(a’bH+bHr?-aB(b?+r?))cos20 + (a’-b%)m
(a?bH+bHr2-aB(b?+r?))cos40)/8rz®

For =(3a*h?B+2a2b*B+3b®B+3a%h?Bm - 3b*Bm - 3a®bHm + 3ab®Hm - 8ab?Q + 3a*Br’+
10a%h?Br? + 11b*Br2-8b2Bmr?-8aQr?+ 8a?Br* +16b?Br*- 8Bmr* + 8Br® + 4(a?+b?+2r?)(-
abHm + a?B(b%+r?) - b?B(b?>-m+r?))cos20 + (a-b?)(-abHm+a?B(b%+r?)-b?B(b>-m+r?))
c0s40)/8rx3

F'v=(3a®H+2a*b’H+3a%h*H+3a’bBm-3ab®*Bm-3a*Hm+3a%b?Hm-8a%hQ + 11a*Hr? + 10a?
b?Hr?  +3b*Hr2-8a?Hmr?-8bQr?+16a?Hr*+8b?Hr*-8Hmr*+8Hré+  4(a?+b%+2r%) (a*H+
abBm - b2Hr?- a?H(b?+m-r?))cos20+(a2-b?)(a*H+abBm-b?Hr?-a?H(b?+m-r?))cos40)/8rx?
Fo= - (a-b?)(aBm+bHm-2Q+(aB-bH)mcos20)sin26/4%3

Fo6 = (3a*B+2a%h?B+3b*B-4a’Bm-4abHm+8aQ+8a?Br>+8b?Br2+8Br*+4(a*B+abHm-a?
B(m -2r?) -b?B(b?+2r?))cos20+(a*-b?)?Bcos40)cotd/8 3
Fov=-(3a*H+2a%h’H+3b*H-4abBm-4b?’Hm+8bQ+8a’Hr*+8b?Hr?+8Hr*+4(a*H-abBm
+2a2Hr? +b?H(-b?+m-2r2))cos20+(a’-b?)?Hcos40)tan6/8x3, (4.9)

4.4 EAT ’niin Kovaryant Tiirevi

EAT’nin kovaryant tiirevi en genel hali ile asagidaki gibi yazip hesaplama yapildiginda

sonucun sifir oldugu
VHF“V: 0 (410)

bulunur. Ayrintili hesaplamalar Ek-C-3’de gosterilmistir. Sonucun sifir ¢ikmasi ayni

zamanda Einstein bosluk uzay-zaman denklemleri ile de ortiismektedir.
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BOLUM 5

ENERJI - MOMENTUM TANSORLERI

51 Kovaryant EMT

EMT bir alan degil sistemin miktaridir. Enerji, zaman bileseninden momentum ise
konum bileseninden kaynaklanir. Enerjinin akigina momentum, momentumun akigina
gerilim denir. O yiizden EMT’ye enerji-gerilim tansorti de denir. Enerji ve momentum

ayr1 ayr gravitasyonel alan kaynag olabilir.

Elektromanyetik alanin enerji-momentum tansorii

Tuv:i(gaBFuaFVB B ingaBFaB) (5.1)
seklinde alinarak

T bilesenleri EK-D-1"de verildi.

Burada I=F,sF*? olarak alindi.

=g, (FuF™+ FioF® + ForFor+ FyF¥ + FooF8 + Fo, FO% )/2 (5.2)
1=1/2(-((-3a°0?Bm + 3ab*Bm + 3a*bHm - 3a’b*Hm + 8a%b?Q - 3a®Bmr? + 3ab?Bmr? +
3aZoHmr? - 3b3Hm r? + 8a%Qr? + 8b?Qr? + 8Qr* + 4m (a?+ b2 + 2r?)(a’bH + bHr?-aB(b? +
r))cos20 + (a2 - b?)m(a?Bh + bHr? - aB(b? + r?))cos40)(-aBm- bHm + Q + bHmMcosH? +
aBmsin®?))/8%°® + cosb?(3a®H + 2a'b?H + 3a%*H + 3abBm - 3ab®Bm - 3a*Hm +
3a%h?Hm - 8a’bQ + 11a*Hr? + 10a?b?Hr? + 3b*Hr? - 8a?Hmr? - 8bQr? + 16a?Hr* + 8b?Hr*
- 8HMr* + 8Hr + 4(a + b + 2r?)(a*H + abBm - b2Hr? - a?H(b? + m - r?))cos20 + (a2 -
b?)(a*H + abBm - b2Hr? - a?H(b? + m - r?))cos46)(abBm + b?Hm - bQ + Hr* + a*Hcoso*
+ b( - aBm + 2bHr?)sin®? + b*Hsin0* + HcosH?(-b?m + 2a%r? + 2a%h?sin6?)))/ 8° + ((3
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a*b?B + 2a%b*B + 3b°B + 3a’h?Bm - 3b*Bm - 3a’bHm + 3ab3Hm - 8ab’Q + 3a*Br? +
10a%b?Br? + 11b*Br? - 8b?Bmr? - 8aQr? +8a?Br* + 16 b?Br* - 8Bmr* + 8Bré + 4(a + b +
2r2)(- abHm + a?B(b? + r?) - b?B(b? - m + r?))cos20 + (a2 - b?)(-abHm + a?B(b+r?)-
b?B(b?— m + r?))cos40)sind?(a?Bm + abHm - aQ + Br* + a*Bcosd* - B(a?m - 2b?r?)sing?
+ b*Bsin®* + acosb?( -bHm + 2aBr? + 2ab?Bsin®?)))/8X° + (cosb?(3a*B + 2ah?B + 3b*B
- 4a’Bm - 4abHm + 8aQ + 8a’Br? + 8bBr? + 8Br* + 4(a*B + abHm - a’B(m - 2r?) -
b2B(b? + 2r?))cos26 + (a2 - b?)?Bcos40)(r’(a( - bHmM + Q) + Br* + a?B(-m + r?)) + a*(a°B
+ bHmM + aB r?cosd* + (-a*Bm + a3(- bHm + Q) - abHmr?> + 2a?B(b? + m)r’ +
2b?Br#)sin6? + (a*Bm - ab*Hm + a?h?B(b? + m) + b*Br?)sin6* + acosH?(a( - bHmM + Q) +
bHmMr? + 2aBr* - a®B(m - 2r%) + 2aB(a?(b? + m) + b2r?)sing?)))/8Z° + ((3a*H + 2ab’H +
3b*H - 4abBm - 4b’Hm + 8bQ + 8a?Hr? + 8b2Hr? + 8Hr* + 4(a*H - abBm + 2a’Hr? +
b?H( - b2 + m - 2r?))cos20 + (a2 - b?)?Hcos40)sin?0(( - a®bBm + a?b’Hm + b*Hm +
a*H(b? + r?))coso* + (r2 + b%ind?)( - abBm -b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H + aBm +
bHr?)sin?0) + cos0?( - abBm(b? + r?) + 2a?Hr?(b? + r?) + b?( - b?’Hm + bQ + 2Hmr?) +
2b%H(b?m + a? (b? + r?))sin?0)))/8Z°- ((a - b?)(a?(bHm - Q) - aBm(b? + r?) + b(bQ +
Hmr?))(@Bm + bHm - 2Q + (aB - bH)mcos260)sin?20)/8X°. (5.3)

5.2 Kontravaryant EMT
Kontravaryant EMT iin ifadesi
V:i (0] Y] _l v off
TH=— (o, - g FyF) (5.4)
seklindedir. Kontravaryant EMT,
T(lG:gH(lgv(yTuv (55)

kovaryant EMT kullanilarak (5.1)’de verilen ifade ile bulunur. Kontravaryant EMT nin
bilesenleri Ek-D-2’de verilmistir.

5.3 EMT niin izi

EMT’nlin izi asagida verilmistir,

T=guwT". (5.6)
Bu ifade kullanilarak,

T=guT"+ 2get TP + 200, TV + g T + Goo T + G TO® + 20 TOW+ gy TYY (5.7)
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asagidaki acik ifadeler bulunur;

T=-(1/(2563%)(35a°B2 + 20a°02B2 + 18a%h*B2 + 20a20°B2 + 35h°B2 + 35a°H? + 20aSh2H?
+ 18a*h*H? + 20a%b®H? + 35b%H? - 75a°B%m + 3a*h?B?m + 11a’h*B?m - 35b°B’m +
44a2%hBHmM - 24a%0°BHmM + 44ab°BHm - 35a°H?m + 11a*bh?H?m + 3a%b*H?m -75b® H?m
+ 40a*B’m? + 8a’h’B?m? + 16a*hBHmM? + 16ab’BHmM? + 8a’b?H?’m? + 40b*H?’m? +
96a°BQ - 96ab*BQ - 96a’bHQ + 96b°HQ - 96a°BmQ - 32ab?BmQ - 32a2bHmQ -
96b°HMQ + 64a°Q? + 64b’Q? + 160a°B?r? + 96a*h?B?r’> + 96a%h*B2r> + 160b°B%r? +
160a°H2r? + 96a*h?H?r? + 96a’b*H%r? + 160b°H? - 152a*B’mr? + 16a%h?B?mr? -
120b*B%mr? + 64a*bBHmr? + 64ab3BHmr? - 120a*H?mr? + 16a%h?H*mr? -152b*H?mr? -
48a’B2m?r? - 32abBHM?r? - 48b°H’m?r? + 192a°BQr? - 192ab’BQr? - 192a’bHQr? +
192b°HQr?> + 128aBmQr?> + 128bHmMQr? - 128Q%? + 288a*B%r* + 192a%h?B%r* +
288b*B2r* + 288a‘Hxr* + 192a’b’H%r* + 288b*Hr* - 80a?B?mr* - 144b%B’mr* +
64abBHmMr* - 144a?H?mr* - 80b2H?mr* + 256a’B%r® + 2560b%B%r® + 256a2H%r® +
25602H2r5 - 64B2mr® - 64H2mrS + 128B2r° + 128H2r8 + 4(14a%(B% + H?) - 14b8(B2 + H?) -
32b°HQ + 8a°B(3bHm + 4Q) + 16(B?- H>)mr® + 32b*HQ(m - 2r?) - 32bHQr?(m + 2r?) +
b8(H?(29m - 60r?) + 2B*(7m - 30r?)) + 2a°B( - 16Q(m - 2r) + bHmM(m + 24r?)) + 2aB( -
12b%Hm + 16b*Q + 32b%Qr? + 16Qr2(m + 2r?) - b®Hm(m + 24r?)) + ab(4b?(B% + H?) +
2H?( - 7m + 30r?) + B?( - 29m + 60r?)) + b*(3B%r?(15m - 32r%) + H?( - 15m? + 59mr? -
96r%) - 16b%(Q?% + B2?r( - 3m + 4r?) - H2r¥(m? + 2mr? - 4r*)) + a*( - 32bHQ + 3Hr?( -
15m + 32r%) + B%(15m? - 59mr? + 96r%) + b2(12B2r* + H3(m + 12r?))) - a?(4b®(B%+ H?) +
64bHQr? - b?(B2- H)m(m - 2r?) + b*(12H%? + B?(m +12r%)) + 16( - Q>+ H#*(3m - 4r?)
+ B2r(m? + 2mr? - 4r*))))cos20 + 4(7a8(B? + H?) + 4a°B(5bHm + 2Q) - a%(4b?(B% + H?)
+ H2(7Tm - 24r%) + B%(13m - 24r?)) + 4a°B(2b°Hm - bHm(m - 12r%) - 2Q(m - 2r?)) +
4abB(5b*Hm - 2b3Q - b?Hm(m -12r?) + 2bQ(m - 2r?) + 2Hmr2(m + 6r)) + b?(7b®(B2 +
H?) + 8b3HQ - 8bHQ(mM - 2r%) + 2b%(3m - 4r?)(-3B2r> + H?(m - 3r?)) - 4mr?(3B2r? +
H2(m + 3r?) + b*(H2(-13m + 24r?) + B2( - 7m + 24r?))) - a*(6b*(B? + H?) + 8bHQ -
2(3m - 4r?)(- 3Hr2 + B?(m -3r?)) + b%(3H?(m + 8r?) + B¥(m + 24r?))) - a%(4b%(B2 + H?) -
8bHQ(M - 2r?) + 2b%(B? + H)(M? + 2mr? + 24r*) + 4mr?(3H%% + B%(m + 3r?)) +
b*(3B2(m + 8r?) + H¥(m + 24r?))))cos40 + 8a®B2%cos60 -16a°0?B%cos60 + 16a2h°B2cos60
- 8b®B%c0s60 + 8a®H%cos60 -16a°h?H%cos6® + 16a’bPH%cos60 - 8bBH2cos60 -
12a°B?mcos60 + 4a’h*B?mcos60 +8b°B?mcos60 + 32a’hBHmcos60 - 32ab’BHmcos60
- 8a®H2mcos60 - 4a*h?H?mcos60 + 12b°H?mcos60 + 4a*B2m2cos60 - 4ab?B?micos60 -
8a*hBHM?cos60 + 8ab®BHM2cos60 + 4a2b?H’m?cos60 - 4b*H?m?cos60 + 16a°B2r’cos60
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- 48a*h?B2r’cos60 + 48a%h*B2r’cos60 - 16b°B2r’cos60 + 16a°H%r’cos60 - 48a*h?H?
r’cos60 + 48a%b*Hr’cos60 - 16b°H%r%cos60 - 20a*BZmricos60+ 8ab?BZmricos60 +
12b*B?mr?cos60 + 64a’0BHMr%cos60 - 64ab’BHmMr’cos60 - 12a*H?mr?cos60 -
8a2b?H?mr?cos60 + 20b*H?mr’cos60 + a®B2cos80 - 4ah?BZcos80 + 6a*b*B2cos80-
4a%h°B2c0s80 + b® B2c0s80 + a®H%cos80 - 4afh?H2cos80 + 6a*h*H2cos80 - 4a?b®H%cos80
+ bBH2%c0s80 - a®BZmcos80 + a*h?B?mcos80 + a?h*B?mcos80 - b®BZmcos80 +
4a°bBHmcos80 - 8a%0°BHmcos80 + 4ab°BHmcos80 - a®H?mcos80 + a*h?H?mcos80 +
a2b*H?mcos80 - b®H?mcos80). (5.8)

Hesaplamanim sonucunda 4 boyuttan farkli olarak 5 boyutta EMT’niin izinin sifirdan

farkli oldugu bulundu.

54 Kontravaryant EMT ’niin Kovaryant Tiirevi

Buraya kadar yapilan islemlerin dogru olup olmadigini kontrol etmek i¢in kontravaryant

EMT’niin kovaryant tiirevinin sifir olmas1 gerekiyor.

Tuv;v:VvT“V:T“v,v +TV T vt THTVe=0 (59)
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BOLUM 6

BES BOYUTLU KARA DELIGIN ENERJISi VE YUKU

6.1 Bes Boyutlu Kara Deligin Elektromanyetik Enerjisi
Bes boyutlu Myers - Perry kara deliginin toplam kiitlesi (enerjisi) Komar kiitle formiilii

ile asagida verilmistir [6].

1 ] 3 3
M= [Ty — guDN*(5)"dE, +5 (Q), + Q)y) + KA (6.1)
Burada, A olay ufkunun alani ve K ise yiizey ¢ekimidir.

Dual baz ifadesi n* [14] asagida verildi,

n*=[1/ \/(gtt - (90?1 Gy — (2 FodTuy - (Tw) ) Gy)]L (D" + Q) (6/00)* - ((Gy +
ngW) / Oy )(8/5\4,)”]. (6-2)

Yukaridaki denklemden asagidaki ifadeler bulunur:

=1/t - (@) Gvw— (966G - (I6v)2)/Gyv)

n¢=[1/V(gt - (Gun) Gy — Q4996w - (G6v)))/Guw)] Qi

n=[ 1A (g~ (@) vy — (LwBo0Gvy - o)) (- + 2uGov) / Guw)

Burada kara deligin agisal hiz1 ifadesi Q) [14]. (6.3)
Q= (9o - 9oGuw)/ (GoeGuy - (ov)?) (6.4)
olarak alindi.

Elektromanyetik alanin toplam enerjisi, kesik kiire yaklasimi ile asagidaki sekilde

verilir,
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Eew= |, dr [ d6 [*" de [*"d eah. (6.5)
burada e,

e=1/2[(3Tu- guT) + (BTte - o T2 + (3Toy - Gy T) (-Gt = CuTpy)/ ] (6.6)
hacim elemani,

dxv=hdV

dV=drdodddy,

h=V(Zr%sin%0cos?0(ZA + m(A + mrd))/A) (6.7)
ve a,
0=n=V(ZA + m(A + mr?))/ZA (6.8)
ve C,
C=ah= rsinfcosO(ZA+m(A+mr?))/A (6.9)

olarak tanimlanmugtir.
Boylece (6.6) ifadesi 5 boyutlu kara delik i¢in hesaplanirsa asagidaki ifade elde edilir,

e=A(35a%B% + 20a°h?B? + 18a*h*B? + 20a%h®B? + 35b®B? + 35a8H? + 20a°b’H? +
18a*b*H? + 20a%h®H? + 35b%H? - 75a°B?m + 3a*h?B?m + 11a%b*B?m - 35b°B’m +
4432%hBHmM - 24a°b*BHM + 44ab°BHm - 35a°H?m + 11a*b?H?m + 3a%b*Hm -75b%H?m
+ 40a*B?m? + 104a%b?B?m? - 80a’bBHmM? - 80ab*BHmM? + 104a%b?H?m? + 40b*H?*m? +
96a°BQ - 96ab*BQ - 96a%bHQ + 96b°HQ - 144a°BmQ - 176ab?BmQ - 176a2bHMQ -
144b*HmMQ + 256a%Q? + 256b%Q? + 160a°B2r? + 96a*b’B2r? + 96a%b*B2r? + 160b°B?r? +
160a°H2r? + 96a*h?H?r? + 96a?b*H%r? + 1600°H? - 152a*B’mr? + 16a%h?B?mr? -
120b°B?mr?+ 64a®bBHmMr? + 64ab®BH mr? - 120a*H?mr? + 16a%b*H?mr? - 152b*H?mr? +
48a’B2m?r? - 224abBHmM?r? + 48b°H?m?r? + 192a°BQr? - 192ab’BQr? - 192a%bHQr? +
192b*HQr? - 64aBmQr? - 64bHMQr? + 256Q%r? + 288a*B2r* + 192a%b?B2r* + 288b*B2r* +
288a*H%r*+ 192a%b?H%r*+ 288b*HZr* - 80a?B?mr* - 144b%B’mr* + 64abBHmr* -
144a?H*mr* - 80b%H?mr*+ 256a2B2r® + 256b°B%r® + 256a2H%r® + 25602H?2r® - 64B%mr® -
BAHZMIS + 128B2% + 128H2% + 4(14a%(B2 + H?) - 14b%(B2 + H?) - 32bSHQ +
8a°B(3bHm + 4Q) + 16(B? - H>)mr® + 16bHQr(7m - 4r?) + 32b*HQ(m - 2r%) +
b%(H2(29m - 60r%) + 2B*(7m - 30r%)) + 2a°B(- 16Q(m - 2r?) + bHm(- 23m + 24r?)) -
2aB(12b°Hm - 16b*Q + 8Qr? (7m-4r3) + 8b%Q(9m-4r3) + b*Hm( - 23m + 24r%)) +
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a%(4b%(B? + H?) + 2H?(- 7m + 30r?) + B2(- 29m + 60 r?)) + b*(3B2r2(156m - 32r) + H?( -
15m? + 59mr? - 96r%) + 16b%(2Q? + B?r*(3m - 4r?) - 2Hr?(m?- mr? + 2r%) + a*(-32bHQ
+ 3H2r2(- 15m + 32r) + B3(15m?-59 m r?+96r%) + b?(12B%r? + H?*(m + 12r?))) - a?(4h"
(B2 + H?) - 16bHQ(9m - 4r?)- b3(B? - H)m(49m - 2r¥)+ b*(12H%? + B%(m + 12r?)) +
16(2Q% + H2r*(3m - 4r?) - 2B?r2(m? - mr? + 2r*))))cos20 + 4(7a8(B? + H?) + 4a°B(5bHm
+ 2Q) - a%(4b?(B% + H?) + HA(7m - 24r%) + B2(13m - 24r?)) + 4a°B(2b*Hm + Q(m + 4r?)
+ bHM(-7m + 12r?)) + 4abB(5b*Hm - 2b%Q - bQ(m + 4r?) + 2Hmr?( - 5m + 6r%) +
b2Hm(-7m + 12r?)) + b?(7b8(B2 + H?) + 8b°HQ + 4bHQ(m + 4r%) + 2b%(3m - 4r?)(- 3B?r?
+ H2(m-3r?)) - 4mr3(3B2r2 + H2(-5m + 3r?)) + b*(H?( -13m + 24r%) + B2(-7Tm + 24r?))) -
a*(6b*(B*+H?) + 8bHQ - 2(3m - 4r?)( - 3HY? + B%(m - 3r%)) + b%(3H*m + 8r%) +
B?(m+24r2))) - a(4b5(B2 + H?) + 4bHQ(m + 4r?) - 2b%(B? + H?)(11m? - 2mr? - 24r%) +
Amr2(3H2r? + B2(- 5m + 3r?)) + b*(3B?(m + 8r%) + H3(m + 24r?))))cos40 + 8a®B2cos60 -
16a°h?B%c0s60 + 16a%h®B%cos60 - 8hb®B%cos60 + 8a®H2cos60 - 16a°h?H%cos60 +
16a%h®H%cos60 - 8b®H?cos60 - 12a°B*mcos60 + 4a’h*B2mcos60 + 8b°B2mcos6d +
32a°bBHmMCcos60 - 32ab°BHmMCcos60 - 8a°H?mcos66- 4a*h?H?mcos60 + 12b%H?mcos66
+ 4a*B’m?cos60 - 4a?b’B?mZcos60 - 8a*hBHmZcos60 + 8ab®BHmZcos60 +
4a%h?H?m?cos60 - 4b*H?m?cos60 + 16a°B2r’cos60 - 48a*b?B?ricos60 + 48a%h*B?ricos60
- 16b°B?r’cos60 + 16a°H?r’cos60 - 48a*h?H?r2cos66 + 48a%h*H?r’cos60 - 16b°H2r’cos60
- 20a*Bmr?cos60 + 8a’b?B*mrcos60 + 12b*B2mr?cos60 + 64abhBHmMr’cos60 -
64ab®BHmMr?cos60 - 12a*H?mr?cos60 - 8a?h?H’mr’cos60 + 20b*H?mr’cos60 +
a®B2cos80 - 4a’h?B%cos80 + 6a*h*B%cos80 - 4a%h°B2cos80 +h®B%cos80 + a®H2cos8o -
4a%%H?c0s80 + 6a’b*H2cos80 - 4a’h®H%cos80 + bBH2cos80 - a®B2mcos8 +
a*b?B2mcos80 + a%h*B?mcos8O - b®B?mcos80 + 4a®hBHmMCos8O - 8ah*BHMCOs8O +
4ab’BHmMCcos80 - a®H?mcos8 + a*b?H?mcos80 + a?b*H?mcos80 - b®H2mcos8)) /
(64Z3@*(0% + r?) + r3(b* + 2r* + b%(m + 3r?)) + a%(b* + 2b% (M + 2r?) + r’(m + 3r?)) +
(a%b?)(a%(b? + 1) + r’(b?— m + r?))cos20)). (6.10)

Yukaridaki € ifadesi agagidaki gibi diizenlenebilir,
e=(B?fp + Q*f; + BQf, + Hf3 + BHf,+ HQfs)/8n256%* (6.11)
elde edilir. Burada fo, f1, fo, f3, f2 ve fs katsayilar1 asagidaki gibidir:

fo=35a% + 20a%h? + 18a*h* + 20a%h® + 35b® - 75a°m + 3a*h?m + 1la?b*m - 35b®m +
40a*m? + 104a%b?m? + 160a°r? + 96a%b?r? + 96a%b*r + 160b°r? - 152a*mr? + 16a%b’mr? -

120b*mr? + 48a% m?r? + 288a*r* + 192a%b?r* + 288b*r* - 80a’mr* - 144b°mr* + 256a%r° +
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256b2r° - 64mr® + 12818 + 4(14a8 - 1408 + 16mr® + 2b%(7m - 30r?) + ab(4b? - 29m + 60r?)
+ b*(45mr? - 96r%) + 16b%(3mr* - 4r®) + a*(15m? - 59mr? + 12r2(b? + 8r?)) - a(4b® + b’m(
- 49m + 2r%) + b*(m + 12r?) - 32r3(m? - mr?2 + 2r%)))cos20 + 4(7a8 + 708 - 12b%mr* + ab( -
4h? - 13m + 24r%) + b8( - 7m + 24r?) - 6b*(3mr? - 4r*) - a*(6b* - 6m? + 26mr? - 24r* + b%(m
+ 24r2)) - a®(4b® + 4mr?( - 5m + 3r?) + 3b*(m + 8r?) + b?( - 22m? + 4mr? + 48r*)))cos40 +
8aBcos60 - 16a’h%cos60 + 16a%h®cos60 - 8bBcos60 - 12a°mcos6d + 4ab*mcos6O +
8b®mcos60 + 4a*m2cos60 - 4a2h’m2cos60 + 16a°r’cos60- 4a*b2r’cos60 + 48a%b*r2cos6o -
16b°r’cos60 - 20a*mr2cos60 + 8ab’mr?cos60 + 12b*mr?cos60 + aBcos80 - 4a®h?cos8o +

6a*b*cos80 - 4a’hbcos80 + bBcos80-a®mcos8o + a*h’mcos80 + a?h*mcos80 - b®m cos8s,
f1=—128( - 2(a®+ b2+ r?) + (a2 - b?)cos26),

f,=16a(6a* - 6b* - 9a?m - 11b°m + 12a%? - 12b%? - 4mr? + 4(2a* + 2b* - 7mr? + 4r* -
2a%(m - 2r?) + b?( - 9m + 4r?))cos20 + (a%- b?) (2a2 + 2b%+ m + 4r®)cos40),

f;=35a% + 20a°0? + 18a*b* + 20a%b® + 35b8 - 35a°m + 11a*h’m + 3a’b’m - 75b°m +
104a%h?m? + 40b*m? + 160a°r? + 96a*hr? + 96a%b*r2 + 160b°r? - 120a*mr? + 16a%b?mr? -
152b%*mr? + 48b’m?r2 + 288a*r* + 192a%b?r* + 288b*r* - 144a’mr* - 80b2mr* + 256a2r® +
2560%r° - 64mrb+ 12818 + 4(14a® - 14b® - 16mr® + b%(29m - 60r?) + 2a%(2b? - 7m + 30r?)
+ b*(-15m? + 59mr? - 96r%) -32b%rA(m? - mr? + 2r%) - a?(4h® + 12b%? + 48mr* - 64r° +
b?m(49m - 2r?)) + a*( - 45mr? + 96r* + b2(m + 12r?)))cos20 + 4(7a8 + ab (- 4b%- 7m +
24r?) - 3a%(2b* + 6mr? - 8r* + b2(m + 8r?)) + b2(7b8 + 4mr?(5m - 3r?) + b*(- 13m + 24r?) +
b2(6m? - 26mr? + 24r%))-a%(4b® + 12mr* + b*(m + 24r%) + b?( - 22m? + 4mr® +
48r%))cos40 + 8alcos60 - 16a’b?cos6® + 16a’bbcos6d - 8bicos6d - 8abmcos6o -
4a*b®mcos60 + 12b°mcos60 + 4a%h’m2cos6® - 4b*m?cos60 + 16a°r’cos60 -
48a*b%r’cos60 + 48a%h*r’cos6 - 16b°r’cos60 - 12a*mr’cos6® - 8ah’mricos6d +
20b*mr2cos60 + a®cos80 - 4a®h?cos80 + 6a*b*cos8d - 4ahbcos80 + bBcosso - a®mcos8o
+ a*h?mcos80 + a%h*mcos8o - b®mcosso,

f,=abm(11a* - 6a%b? + 11b* - 20a’m - 20b?m + 16a%r2 + 16b%r? - 56mr? + 16r* + 2(a? -
b?)(12a2 + 12b? - 23m + 24r?)cos20 + 4(5a* + 5b* - 10mr? + 12r* + b%(-7m + 12r%) +
a2(2b? - 7m + 12r%))cos40 + 8a*cos60 - 8b*cos60 - 2a’mcos60 + 2b2mcos6d + 16a?
r’cos60 - 16b?r’cos60 + a*cos80 - 2a%h?cos80 + b*cossn),

fs=16b( - 6a* + 6b* - 11a?m - 9b?m - 12a%® + 12b%r? - 4mr? - 4(2a* + 2b* - 7Tmr? + 4r* -
2b%(m - 2r2) + a2(-9m + 4r?))cos20 + (-a2 + b?)(2a + 2b2 + m + 4r?)cos40). (6.12)
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(6.1.5) toplam elektromanyetik enerji denklemi asagidaki gibi diizenlenebilir:

Eew=/,. dr [d6 ;" de [ dyrsindeosd(Bfo + Qfy + BQF, + Hf; + BHI, + HQfs)/
8m256%" (6.13)

6.3 b=a ve H=B durumu
(6.10) denklemine b=a ve H=B degerleri yerlestirilirse asagidaki ifade bulunur.

£=256a®B? - 128a°B?m + 128a*B°m? - 640a°BmQ + 512a%Q? + 1024a°B?r? - 384a*Bmr?
- 128a?B?m?r? - 128aBmQr?+ 256Q%r’+ 1536a*B%r‘- 384a’B’mr* + 1024a°B?r® -
128B?mr® + 256B2r® + 4 ( -32a°BQ + 8a°B(3aBm+ 4Q)+ 16aBQr?(7m-4 r?) + 32a°BQ(m
-2r%) + a%(B2(29m - 60r?) + 2B2(7m - 30r2)) + 2a°B(-16Q(m-2r?) + aBm( -23m + 24r?)) -
2aB(12a°Bm - 16a*Q + 8Qri(7m - 4r?) + 8a%Q(9m - 4r%) + a®Bm( -23m + 24r?)) +
a%(8a?B? + 2B?(-7m + 30r%) +B?( - 29m + 60r?)) + a*(3B%r?(15m - 32r%) + B2( -15m? +
59mr? - 96r%)) + 16a%(2Q? + B2r*(3m - 4r?)- 2B2r¥(m? - mr? + 2r*)) + a*(-32aBQ + 3B2r%(-
15m+32r%) + B(15m? - 59mr? + 96r%) + a?(12B%? + B?(m+12r%)) - a?(8a°B? -
16aBQ(9m-4r?) + a*(12B2r?> + B2(m + 12r?)) + 16(2Q% + B2r*(3m-4r?) - 2B2r}(m?- mr? +
2r*))))cos20 + 4(14a®B? + 4a°B(5aBm + 2Q)- a%(8a’B%+ B2(7Tm-24r?) + B%(13m-24r?))+
42°B(2a°Bm + Q(m+4r?) + aBm( -7m+12r2))+4a’B(5a*Bm-2aQ-aQ(m+4r?) + 2Bmr?(-
5m + 6r%) + a?Bm(-7m + 12r%)) + a?(14a°B% + 8a°BQ + 4aBQ( m + 4r?) + 2a%( 3m - 4r?)(
-3B%r2 + B3(m - 3r?)) - 4mr?(3B?%r2 + B?( -5m + 3r?)) + a*(B%(-13m + 24r?) + B(-Tm+
24r?))) - a*(12a*B? + 8aBQ -2(3m- 4r®)(-3B%* + B%(m-3r?) + a*(3B*(m + 8r?) +
B?(m+24r2))) - a%(8a°B2 + 4aBQ(m + 4r?) - 4a’B?(11m2-2mr2-24 r*) + 4mr?(3B%r2 + B(-
5m+3 r?)) + a*(3B%(m+8r?) + B?(m + 24r%))))cosd (6.14)

(6.1.12) denklemine b=a ve H=B degerleri yerlestirilirse,
fo=128(2a8-mr®+2r8-a8(m-8r?)-a?r2(m2+3mr2-8 r¥)+a*(m2-3mr2+12r))

f1=128 (2 a+r?)

f,=-128 am (5 a%+r?) (6.15)
ifadeleri elde edilir.

(6.9) denklemine b=a ve H=B degerleri yerlestirilirse asagidaki ifade bulunur.

C= rsin20/(256 (a+ r?)%) (6.16)

(6.13) integral ifadesinde R>>ry oldugununda bes boyutlu kara deligin enerjisi
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2 .
Eem= Eo+ Q—F1+ EUu ) (6.17)
m m

seklinde elde edilir. Egm ifadesindeki Eo, F1 ve F, degerleri asagidaki integrallerden

hesaplanur,

Eo = [, dr [z d6 [*"dg [7" diCho (6.18)
Fy = dr [ d6 [*"de [7" dych, (6.19)
Fp = [ dr [z de [*"de [2" dyCt, (6.20)

R>>ry durumu ig¢in Eo ifadesi igin sadece dis manyetik alandan gelen enerji asagidaki
gibidir.

Eo= S B*R* + O(R?) (6.21)
Kara delik ufkunun yarigap1 (2.12) esitligi yeniden diizenlenirse
rh=m/2(-2a2/m+1+V(1-4a%/m)) (6.22)
elde edilir ve s=a?/m déniisiimii yapilirsa

rh =m/2(1-2s+(1-4s)) (6.23)
ifadesi bulunur.

R>>ry  durumunda (6.19) ve (6.20) denklemleri hesaplanip asagidaki ifadeleri elde

edilir.
F1 ve F, denklemleri asagida verilmistir.

_ _m(1+V1-4s+s)
F1=R() T4(1+vV1-4s—25)

+0() (6.24)

m(1+vV1—45+4s)

Fo=Fo(s)=— 8(1+vV1—-4s-2s)

+ O(% (6.25)

Burada s, 0< s < 0.25 araliginda bir parametredir. s degerleri (6.24) ve (6.25)
denklemlerinde yerine yazildiginda F1>0 ve F2<0 oldugu goriiliir. (6.17) ifadesinden de
goriilecegi gibi Eem toplam elektromanyetik alan dis manyetik alan B ile Q yiiki
tarafindan olusturulan elektromanyetik alanlarin lineer birlesimidir ve ii¢ bilesenden
olusmaktadir. Ilk bilesen olan Eo, yani dis manyetik alanin enerjisi B? ile orantihidir.

Ikinci bilesen, Q yiikiiniin olusturdugu elektromanyetik enerjisi, Q? ile orantilidir.
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Uciincii bilesen, dis manyetik alan B ve Q yiikiiniin etkilesmesinden olusan enerjidir ve

bu enerji BQ ile orantilidir.

Diizglin manyetik alanda donen yiiklii ve bes boyutlu bir kara deligin elektromanyetik
enerjisinin Q’ya gore tiirevinin sifir oldugu yer elektromanyetik enerjiyi en kiigiik yapan

yiikiin miktarini verir. (6.17) denklemindeki Egwm ifadesinden

OEem/0Q=0, (6.26)
QLi=2((s)Bjn (6.27)
elde edilir. Buradan

{(s)= - Fol4F, (6.28)
elde edilir. F1 (6.24)ve F, (6.25) ifadelerinden

1+vV1—-4s+4s

C(S)Zm (6.29)

bulunur. 0< s < 0.25 degerlerini (6.28) denkleminde yerine konulursa asagidaki {(s)

degerleri elde edilir.

£(0.01)=0.126

£(0.10)=0.145

£(0.15)=0.156

£(0.20)=0.17

£(0.25)=0.20 (6.30)

Yukaridaki degerlere karsilik gelen {(s)’nin grafigi asagida verilmistir.
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Sekil 6.1 {(Q/2Bj) katsayisinin s(a?/m) parametresine bagli degisimini ifade eder.

Eem (6.17) ifadesine (6.27) denklemindeki Qi ifadesi yerlestirilirse minimum

elektromanyetik enerji AEmin,
2 .
AEwmin= Eem-Eo=>Fr+ SO F, (6.31)
m m

AEwmin= (-F2F2/4F1)B?j?/m (6.32)

elde edilir. Bes boyutlu kara delik i¢in s=0.25 igin (6.17) ve (6.32) denklemlerinden

QLi=0.40Bjn (6.33)
AEwmin=-0.314B?%4/m (6.34)
bulunur.

Bes boyutlu Myers-Perry metrigi i¢in bulunan bu elektromanyetik enerjiyi Wald
yaklagimini kullanarak bulunan Aliev ve Frolov [14] sonuglarn ile karsilagtirilacaktir.
b=a, H=B durumunda diizgiin manyetik alan i¢inde donen bes boyutlu kara deligin

kazandigi elektrik yiikiinii Aliev ve Frolov [14], Wald yaklagimini kullanarak [10]
Qw=amB+bmH=j;3)B+jmH (6.35)
ifadesini buldu. b=a ve H=B durumunda yukaridaki ifadeden

Qw=2amB=2Bj (6.36)
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elde edilir.

Wald yontemi kullanilarak bulunan Qw (6.36) ifadesi (6.31) denklemine yerlestirilirse
AEmin=2(2F1+F2)B?j?n/m

AEmin=4.712B??n/m (6.37)
olarak bulunur.

Diizgiin manyetik alan i¢inde donen bes boyutlu bir kara deligin Li yontemiyle ve
Wald yontemiyle bulunan minimum enerji degerleri karsilastirilirsa, Wald yaklagimiyla
bulunan yukaridaki denklemdeki AEmin degerinin, Li yaklasimiyla bulunan ( 6.34)
minimum elektromanyetik enerji degerinden daha fazla oldugu goriliir. Hatta Wald

durumu yiiksiiz durum enerjisinden de biiytiktiir.

6.3 b=0 ve H=B durumu
b=0 ve H=B durumu i¢in (6.10) denklemi,

g=(rcosd (r* + a2 (m + r?) + a? (a> — m + r?)cos?0)(35a®B? - 55a°B’m + 20a*B?m? +
48a°BQ - 72a°BmQ +128a°Q? + 160a°B%r? - 136a*B°mr? + 24a°B’m?r?> + 96a°BQr? -
32aBmQr? + 128Q%? + 288a*B%r* - 112a°B°mr*+256 a’B2r® - 64B2mr® + 128B2® +
2a(28a’B? + 32a*BQ - 32a2 BQ (m - 2r%) + 16BQr?(-7m + 4r?) + a®B? (- 43m + 120 r?) +
a®B2(15m? - 104mr? + 192r%) - 16a(2Q? + B2r?(- 2m? + 5mr? - 8r%))) cos20 + 4a’B(7a°B +
4a3Q + 2Bmr?(5m - 6r?) + 2aQ(m + 4r?) + a*B(-10m + 24r?) + a?B(3m? - 22mr? + 24r%))
cos40 + 8a®B?mos60 - 10a°B?mcos60 + 2a*B’m2cos60 + 16a°B2r’cos60 -16a*BZmr?
cos60 + a®B2cos80 - a®B?mcos80)sing)/32x3(a* + 2r* + a?(m + 3r?) + a@: - m +
r)c0s20)) (6.38)
seklinde bulunur. b=0 ve H=B durumu igin (6.12) denkleminden fo, f1 ve f; katsayilart
ve (6.9)’den C sabiti asagidaki gibi elde edilir,

fo=2(35a8-55a°m + 20a*m? + 160a°r? - 136a*mr? + 24a’m?r?> + 288a*r* - 112a°mr* +
256a2r° - 64mr® + 12818 + 2a%(28a° + a*( - 43m + 120r?) + a(15m? - 104mr? + 192r%) +
16(2m2r? - 5mr* + 8r8))cos20 + 4a?(7ab + 2mr?(5m - 6r%) + a*(-10m + 24r?) + a(3m? -
22mr? + 24r*)cos40 + 8alcos60 - 10aPmcos60 + 2a*m2cos6® + 16a°r’cos6d -

16a*mr2cos60 + atcos80 - a®mcos80)

f1=-128(-2(a + r?) + a%cos20)
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f,=16a(6a* - 9a®m + 12a%r? - 4mr? + 4(2a* - 7Tmr? + 4r* - 2a%(m -2r?))cos20 + a%(2a>+ m +

4r?)cos40) (6.39)
(6.9) denklemine b=0 ve H=B degerleri yerlestirilirse asagidaki ifade bulunur.
C=rAc0s0sind (mr? (a>+r?)+ZA)/(64AZ3(@*r?+2r5+a2r(m+3r2)+a2Ac0s20). (6.40)
(6.13) integral ifadesinde R>>ry oldugununda bes boyutlu kara deligin enerjisi

seklinde ifade edilebilir. (6.18), (6.19) ve (6.20) denklemlerinde b=0 ve H=B degerleri

yerlestirilirse asagidaki ifade bulunur.

R I 2T 2T

Eo = [, drfzde ;" de [, dycCf, (6.41)
R T 2T 2m

Fy = [ drfzde [ de [;" dCf; (6.42)
_ (R g 2T 21

Fp = [ drfzde [;"de [)" dyCE,. (6.43)

R>>ry durumu igin (6.41) Eo ifadesi i¢in yani sadece dig manyetik alandan gelen enerji

asagidaki gibidir,

Eo = $B?R* + O(R®). (6.44)
Kara delik ufkunun yarigap1 (2.13) esitligi yeniden diizenlenirse

rh=v—a? + m (6.45)
elde edilir ve s=a%m déniisiimii yapilirsa

rm=my1l—s (6.46)
ifadesi bulunur.

R>>ry  durumunda (6.42) ve (6.43) denklemleri hesaplanip asagidaki ifadeleri elde

edilir.

F1 ve F2 denklemleri asagida verilmistir.

F1=Fi(s) = 4(55__41) + O(% (6.47)
F=Fa(s)= “((2‘35)5‘3;21+S)L°g[1_s] + O(% (6.48)
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Burada s, 0.1< s < 0.99 araliginda bir parametredir. s degerleri (6.47) ve (6.48)
denklemlerinde yerine yazildiginda F>0 ve F,<0 oldugu goriiliir. Toplam
elektromanyetik alan dis manyetik alan B ile Q yiikii tarafindan olusturulan
elektromanyetik alanlarin lineer birlesimidir ve ii¢ bilesenden olusmaktadir. flk bilesen
olan Eo, yani dis manyetik alanm enerjisi B2, orantilidir. Ikinci bilesen, Q yiikiiniin
olusturdugu elektromanyetik enerji, Q? ile orantilidir. Ugiincii bilesen, dis manyetik alan

B ve Q yiikiiniin etkilesmesinden olusan enerjidir ve bu enerji BQ ile orantilidir.

Diizgiin manyetik alan i¢inde donen bes boyutlu kara deligin kazandig1 elektrik yiikiinii
Aliev ve Frolov Wald yaklasimi kullanarak [10], [14], (6.26) denkleminden ifadesi
bulunmustur. b=0 i¢in yukaridaki bagint1 asagidaki gibi bulunur.

Qw=jnB=amB (6.49)
Diizgiin manyetik alanda donen yiiklii ve bes boyutlu bir kara deligin elektromanyetik
enerjisinin Q’ya gore tiirevinin sifir oldugu yer elektromanyetik enerjiyi en kiigiik yapan
yuikiin miktarini verir [12]. (6.17) ve (6.28) denklemlerinden

Qui={(s)BjH (6.50)
elde edilir. Burada

{(s)= - F2/2F1 (6.51)
seklinde alinmistir ve asagidaki ifade bulunur.

_ (=1+s)(ms(=2+3s)+3(—1+s)Log[1-s])
a T(—4+5)s?

&(s) (6.52)

0.1<5<0.99 degerlerini (6.52) esitliginde yerine koydugumuzda {(s) degerleri
£(0.1)=2.641

£(0.3)=0.88

£(0.5)=0.451

£(0.6)=0.320

£(0.75)=0.167

£(0.9)=0.0525 (6.53)

Yukaridaki degerlere karsilik gelen {(s)’nin grafigi asagida verilmistir.

29



2.001 :
1.00+ 1
0.50 - .

0.20 .
>|Z 010 .
0.05 ]

0.02}- .
0.011 :

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a2
m

Sekil 6.1 {(Q/Bj) katsayisinin s(a? /m) parametresine bagli degisimini ifade eder.
Minimum elektromanyetik enerji
AEmin= Eem-Eo=(-F2F2/4F1)B?ju%/m (6.54)
seklinde elde edilir. Bes boyutlu kara delik i¢in s=0.9 alinirsa
QLi=0.053BjH (6.55)
AEmin=-0.017B?j?4/m (6.56)
bulunur. Wald yontemi kullanilarak (6.50) ifadesindeki
Qw= Bjn (6.57)

elektromanyetik alanin en diisiik enerji durumuna karsilik gelmiyor. Wald yaklagim1 ve

yiiksiliz durum arasindaki enerji farki
AEW:(F1+F2)BZj2H/m
AEw=5.446 szZH/m (658)

olarak bulunur. Boylece Wald yontemi kullanilarak hesaplanan elektromanyetik enerji

yiiksiiz (Q=0) durumdan bile daha fazla oldugu goriiliir.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Diizgiin manyetik alan iginde donen bes boyutlu donen bir kara deligi Myers-Perry
metrigi kullanarak tanimlandi. Kara deligin uzay-zamaninin kendisi gibi manyetik
alanin konfigiirasyonunun iki azimuthal simetriye, manyetik alan ile hizal iki agisal
momentuma ve Myers-Perry ¢oziimii ile tanimlanabilecek kadar yeterince kiiciik bir

elektrik yiikiine sahip olmasina izin verildi.

Boyer-Lindquist kordinatlarinda 5 boyutlu bir kara delik i¢cin Myers - Perry metrigini
inga ederek Christoffel sembollerini ve Ricci tansorlerini hesaplandi. Daha sonra Killing
vektorlerini  kullanarak Maxwell test alanini tanimlayan 5-vektor potansiyelini,
EAT’lerini ve EMT’lerini hesaplandi. Son boliimde ise dis manyetik alanlar esit
alinarak (H=B), b=a ve b=0 durumlari i¢in Komar kiitle formiilii kullanarak ayri ayri
kara deligin sahip oldugu yiik miktar1 ve minimum elektromanyetik enerji degeri elde
edildi.

5 boyutta Li yaklasimini kullanarak yapilan hesaplamalar sonucunda elde edilen Q yiik
miktar1 ve minimum enerji degeri, S5 boyutta Wald yaklasimiyla bulunan yiik

degerinden ve minimum enerji degerinden daha kii¢iik oldugu bulundu.

4 boyutta bir kara deligin sahip oldugu minimum enerji degerini ve yiik miktarin Li ve
Wald iki farkli yontemle hesapladi. Wald enjeksiyon enerjisi yontemini kullanirken,Li
ise Komar kiitle formiiliinii kullandi. Li'nin buldugu yiik degeri Wald'un buldugu yiik
degeri ile karsilagtirlldiginda Wald'un sonucunun kara deliginin minimum enerjisine
karsilik gelen yiik degeri olmadigi, Wald durumunun en kii¢iik enerji durumuna karsilik

gelmedigi goriildii.
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Li, yaklasimi kullanilarak elde edilen sonuglara bakildiginda 4 boyutta oldugu gibi 5
boyutta da Wald yaklagimiyla elde edilen yiikk ve mininum enerji degerinden daha

kiigiik oldugu bulundu.
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EK-C

ELEKTROMANYETIK ALAN TANSORU

C-1 Vektor Potansiyeli
A=grA+goA+gyAY
Ap=gooAP+gptA+ gAY

Ay=0yy AV +gyAl+gy Al

C-2 Kovaryant EAT

Fi= -Fr=0tAt - OrA=- OrAL
Fio= -For=0tAs- OoA=- OpAt
Fto= -Fotr= OtA¢p- OpA= 0
Foy= -Fy= OA, - 0,A= 0
Fr= O0Ar- 6:A=0

Fro= -For= 0rAg - OoA=0
Fro= -For= OrA¢- OpA=0rAs
Fry= -Fy= OrAy - O A=0Ay
Foo= 0oAg - OpAe= 0

Fop= -Fopo= OoAp- OpAe=00As
Foy= -Fy6= OsAy - OyAs=0sAy
Foo= O0pA¢- OpAp=0
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Foy= -Fy¢= Ay - OyA$=0

C-3 Kontravaryant EAT
Fi=Fo=Fv=F"= P= F¥= Foo= Fv= Fov=Q
FT=- F'= g'g"Fu+ g'¢g" Fort gg" Fyr

FO=- F"=g'g"Fu+ g¢g” Feot g™g"Fyo

F'é = - Fo'= gbodgFer+ gog"™ Fyt+ g®¥g" Fyr

Fv= - FY'= g"gTRy+ g'%g" Fort g9 Fu

Fo¢ = - Fo = gotg®Fy+ gog™Fae+ gevgPF,e

FYo= - Fv = g"g”Fyot gVg*Fort g¢¥g"Feo

C-4 EAT’niin Kovaryant tiirevi
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FYWT, e+ FYTY,,

ViIF'=0iF™" + F'Ty+ FU e+ FOT ot FPOl g + FYTY,
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EK-D

ENERJI-MOMENTUM TANSORLERI

D-1 Kovaryant EMT leri

Tn:ﬁ (A(-aBm — bHm + Q + bHmcos?0 + aBmsin20)?)/z° + (4(a?(bHm - Q) - aBm(b? +
?) + b(bQ + Hmr2)%in?20)/16%- 1/2(-1 + m/Z(-((-3a%2Bm + 3ab*Bm + 3a‘bHm -
3a%h*Hm + 8a%h?Q - 3a’Bmr? + 3ab’Bmr? + 3a?bHmr? - 3b°Hmr? + 8a%Qr? + 8b%Qr? +
8Qr* + 4m(a? + b? + 2r?)(a%bH + bHr? - aB(b? + r?))cos20 + (a%-b?)m(a’bH + bHr? -
aB(b%+r?))cos40)(-aBm - bHm + Q + bHmcos?0 + aBmsin?0))/ 8%° + (cos?0(3a°H +
2a*b’H + 3a’b*H + 3a°Bm - 3ab’Bm - 3a*Hm + 3a’b’Hm - 8a’hQ + 1la*Hr® +
10a%b?Hr? + 3b*Hr? - 8a?Hmr? - 8bQr? + 16a?Hr* + 8b?Hr* - 8Hmr* + 8Hr® + 4(a?+b+2r?)
(a*H+abBm - b?Hr2- a?H(b? + m - r?))cos20 + (a%-b?)(a*H + abBm - b?Hr? - a?H(b? + m-
r?))cos40)(@bBm + b2Hm - bQ + Hr* + a*Hcos*0 + b(-aBm + 2bHr?)sin6? + b*Hsin6* +
Hcos?0(-bm + 2a%r? + 2a2b?sin6?)))/8%° + ((3a*h?B + 2a%h*B +3b°B + 3a?h?Bm - 3b*Bm
- 3a’bHm + 3ab®Hm - 8ab?Q + 3a*Br? + 10a%b?Br? + 11b*Br? - 8b°Bmr? - 8aQr? + 8a’Br*
+ 16b2Br* - 8Bmr* + 8Br® + 4(a? + b? + 2r?)(-abHm + a?B(b?+r?) - b?B(b?>-m + r?))cos26
+ (a2-b?)(-abHm + a?B(b?+r?) - b?B(b?— m + r?))cos40)sin?0(a’Bm + abHm — aQ + Br* +
a*Bcos*0 - B(a’m - 2b2r?)sin?0 + b*Bsin*d + acos?0(-bHm + 2aBr? + 2ab?B sin%0)))/ 8°
+ (cos?0(3a*B + 2a%h?B + 3b*B — 4a’Bm - 4abHm + 8aQ + 8a’Br? + 8b?Br? + 8Br* +
4(a*B + abHm - a?B(m - 2r?) - b?B(b?+2r?))cos20 + (a%-b?)?Bcos40)(r2(a(-bHm + Q) +
Br* + a?B(-m+r?)) + a*(@®B + bHm + aBr?)cos*0 + (-a*Bm + a(-bHm + Q) -abHmr? +
2a%B(b% + m)r? + 2b?Br#)sin?0 + (a*Bm - ab*Hm + a?b?B(b?+m) + b*Br?)sin*0 +acos?0
(@%(-bHm + Q) + bHmr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) + 2aB(a%(b?>+m) + b2r?)sin6?)))/ 8=°+((3
a*H + 2a’b?H + 3b*H - 4abBm - 4b’Hm + 8bQ + 8a’Hr? + 8b%Hr? + 8Hr* + 4(a*H —
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abBm + 2a2Hr? + b?H(-b? + m -2r?))cos20 + (a-b?)?Hcos40)sin?0((-a*0Bm + a?b?Hm +
b*Hm + a*H(b?+r?))cos*0 + (r>+b2sin0)(-abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H +
aBm + bHr?)sin?0)+cos6? (-a b B m (b?+r)+2 a2 H r? (b?+r?)+b? (-b> H m+b Q+2 H m
r’)+2 b2 H (b?> m+a? (b%+r?))sin?0)))/ 8=°-((a%-b?)(a?(bHm - Q) - aBm(b? + r?) + b(bQ +
Hmr?))(@Bm + bHm - 2Q + (aB - bH)mcos26)sin26?)/ 8x°

Tt¢:T¢t:ﬁ(1/25Asinze)(-aBm — bHmM + Q + bHmMcos?0 + aBmsin?6)(a’Bm + abHm —
aQ + Br* + a*Bcos*0-B (a’m - 2b%r?)sin?0 + b*Bsin*@ + acos?0(-bHm + 2aBr? + 2ab’B
sin?0)) + (2(a%(bHm - Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ + Hmr2))cosOsind(r’(a(-oHM+Q) + Br* +
a’B(-m + r?)) + a@’B+bHm+aBr?)cos*d + (-a’Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr?+
2a2B(b%+m)r? + 2b?Br#)sin?0 + (a*Bm - ab*Hm + a?h?B(b?+m) + b*Br?)sin®0 + acos?0(a?
(-bHm + Q) + bHmMr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) + 2aB(a(b*+m) + b?r?)sin?0))sin20)/ 4%° +
(1/(2%))amsin?0(-((-3a°b?’Bm + 3ab*Bm + 3a*bHm - 3a%b*Hm + 8a0?Q - 3a°Bmr? +
3ab?Bmr? + 3a?bHmr? - 3b3Hmr? + 8a%Q r? + 8b%Qr? + 8Qr* + 4m(a?+b%+2r?)(a’bH +
bHr? - aB(b?+r?))cos20 + (a>-b?)m(aoH + bHr? - aB(b?+r?))cos40)(-aBm — bHm + Q +
bHmMcos?0 + aBmsin20))/8%° + (cos?0(3a°H + 2a*h?H + 3ab*H + 3a*bBm - 3ab®Bm -
3a*Hm + 3ab?Hm - 8a?hQ + 11a*Hr? + 10a%b?Hr? + 3b*Hr? - 8a?Hmr? - 8bQr? + 16a2Hr?
+ 8b2Hr*- 8Hmr* + 8Hr® + 4(a?+b?+2r?)(a*H + abBm - b?Hr? - a?H(b?+m-r?))cos20 + (a?-
b?)(a*H + abBm - b?Hr? - a?H(b?+m-r?))cos40)(abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*Hcos*0 +
b(-aBm + 2bHr?)sin?0 b*Hsin*0Hcos?0 (-b?m+2a%r’+2a%h%sin?0)))/ 8x° + ((3a*h?B +
2a%0°B + 3b°B + 3a%h?Bm - 3b*Bm - 3a*hHm + 3ab®Hm - 8ab?Q + 3a*Br? + 10ah?Br? +
11b*Br?- 8b?Bmr? - 8aQr? + 8a’Br* + 16b%Br* - 8Bmr* + 8Br® + 4(a?+b?+2r?)(-abHm +
a?B(b?+r?) - b?B(b?>-m+r?))cos20 + (a%-b?)(-abHm+a’B(b?+r?) - b?B(b%-m + r?))cos46)
sin?0 (a°Bm + abHm — aQ + Br*+a*Bcos*0 B(a?m - 2b2r?)sin%0 + b*Bsin*0 + acos?0(-
bHm + 2aBr? + 2ab?Bsin?0)))/8x° + (cos?0(3a*B + 2a%b?B + 3b*B - 4a’Bm - 4abHm +
8aQ + 8a?Br? + 8b?Br? + 8Br* + 4(a*B + abHm - a?B(m-2r?) - b?B(b?+2r?))cos20 + ( a*-
b?)?Bcos40)(r’(a(-boHm + Q) + Br* + a?B(-m+r?)) + a3(@’B + bHm + aBr?)cos*d + (-
a’Bm + a’(-bHm+Q) - abHmMr? + 2a?B(b*+m)r? + 2b?Br*)sin?0 + (a*Bm - ab®Hm +
a?b?B(b? + m) + b*Br?)sin*0 + acos?0 (a?(-bHm + Q) + bHmr? + 2aBr*- a®B(m-2r?) +
2aB(a%(b?+m) + b?r?)sin?0)))/8x° + ((3a*H + 2a%b?H + 3b*H - 4abBm - 4b’Hm + 8bQ +
8aHr? + 8b2Hr? + 8Hr* + 4(a*H — abBm + 2a?Hr? + b?H(-b?+m-2r?))cos26 + (a’
b?)2Hcos40)sin?0(( -a®bBm + a?b?Hm + b*Hm + a*H(b?+r?))cos*d + (r’+b? sin%0)(-abBm
- b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr*+ b(b®H+ aBm + bHr?)sin?0) + cos?0(-abBm(b? + r?) +
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282Hr?(b?+r?) + b2(-b?Hm+bQ+2Hmr?) + 2b2H(b?m + a2(b?+ r?)) sin0)))/8%° - ((a*-b?)
(@*(bHm - Q) - aBm(b*+r?) + b(bQ + Hmr?))@Bm + bHm - 2Q + (aB -
bH)mc0s20)sin26%)/8x°

Ttw:TWt:ﬁ ((1/2°Ac0s6?)(-aBm — bHmM + Q + bHmMcos?0 + aBmsin?0)(abBm + b?Hm —
bQ + Hr* + a*Hcos*0 + b(-aBm + 2bHr?)sin?0 + b*Hsin*0 + Hcos?0(-b’m + 2a%r? + 2a%b?
sin?0)) - (2(a%(bHm-Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ + Hmr?))cosbsind((-a°bBm + a?b’Hm +
b*Hm + a*H(b?+r?))cos*0 + (r2+b%sin?0)(-abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H +
aBm + bHr?)sin?0) + cos?0(-abBm(b?+r?) + 2a?Hr?(b?+r?) + b?(-b?Hm + bQ + 2Hmr?) +
2b2H(b?m + a?(b+r?))sin?0))sin20)/4%° + (1/(2X))bmcos?0(-((-3a°b?Bm + 3a b* B m+3
a*bHm - 3a%b*Hm + 8a%b?Q-3a°Bmr? + 3ab?Bmr? + 3a’bHmr?- 3bHmr? + 8a°Qr? +
8b%Qr? + 8Qr* + 4m(a’+b?+2r?)(a%oH + bHr?- aB(b?+r?))cos20 + (a2-b?)m(a’bH + bHr*
aB(b?+r?))cos40)(-aBm - bHM+Q+bHmcos?0 + aBmsin?0))/8x° + (cos?0(3a°H + 2a*b?H
+ 3a’b*H + 3a%0bBm - 3ab®Bm - 3a*Hm + 3a?b’Hm - 8a’hQ + 11a*Hr? + 10a2b?Hr? +
3b*Hr? - 8a?Hmr? - 8bQr? + 16aHr* + 8b%Hr* - 8HmMr* + 8Hr® + 4(a?+b%+2r?)(a’*H +
abBm - b?Hr? - a?H(b?+m-r?))cos20 + (a>-b?)(a*H + abBm - b?Hr? - a?H(b?+m-r?))cos40)
(abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*Hcos*@ + b(-aBm + 2bHr?)sin?0 + b*Hsin*0 + Hcos?0(-
bm+2a2r> + 2a%h%sin?0)))/8%° + ((3a*h’B + 2a’h*B + 3b°B + 3a%h’Bm - 3b*Bm -
3a%bHm + 3ab®Hm - 8ab?Q + 3a*Br?+ 10a’b?Br? + 11b*Br? - 8b’Bmr? - 8aQr? + 8a’Br +
16b2Br* - 8Bmr* + 8Br® + 4(a’+b?+2r?)(-abHm + a?B(b?+r?)-b?B(b%-m+r2))cos20 + (a-
b%)(-abHmM + a?B(b?+r?) - b?B(b?-m+r?))cos40)sin?0(a?Bm + abHm — aQ + Br* +
a*Bcos*0 - B(a?m-2b?r?)sin?0 + b*Bsin*0 + acos?0(-bHm + 2aBr? + 2ab?B sin?0)))/8° +
(cos?0(3a*B + 2a%b?B + 3b*B - 4a’Bm - 4abHm + 8aQ + 8a’Br? + 8b?Br? + 8Br* + 4(a’B
+ abHm - a?B(m-2r?) - b?B(b%+2r?))cos20 + (a%-b?)?Bcos40)(r*(a(-bHm+Q) + Br* +
a’B(-m+r?)) + a(a®B+bHm+aBr?)cos* + (-a*Bm + a(-bHm + Q) - abHmr? + 2a?B(b? +
m) r? + 2b2Br¥)sin?0 + (a*Bm - ab*Hm + a%h?B(b%+m) + b*Br?)sin®0 + acos?0(a?(-bHm +
Q) + bHmr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) + 2aB(a?(b? + m) + b?r?)sin?9)))/8x° + ((3a*H + 2a%b’H
+ 3b*H - 4abBm - 4b?Hm + 8bQ + 8a?Hr? + 8b?Hr? + 8Hr* + 4(a*H — abBm + 2a?Hr? +
b?H(-b?+m-2r?))cos20 + (a’>-b?)’Hcos40)sin?0((-a*bBm + a’b’Hm + b*Hm + a*H(b*+
r))cos*0 + (r’+b2sin?0)(-abBm - b2Hm + bQ + b2Hr? + Hr* + b(b*H + aBm + bHr?)sin?0)
+ c0s20(-abBm(b?+r?) + 2a2Hr?(b?+r?) + b?(-b’Hm + bQ + 2HmMr?) + 2b?H(b’m + a2
(b?+1?))sin0)))/8%° - ((a-b?)(a?(bHm - Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ + HmMr?))(aBm + bHm -
2Q + (aB - bH)mcos20)sin26?)/x5
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Trr:ﬁ (1/Z) (-aBm - bHmM + Q + bHmcos? + aBmsin®0)?)/z* - (4bmr?(a?+r?)cos?6(-
aBm — bHm + Q + bHmcos?0 + aBmsin20)(abBm + b?2Hm — bQ + Hr*+ a*Hcos*0 + b(-
aBm + 2bHr?) sin?0 + b*Hsin*d + Hcos?0(-b?m + 2a%r? + 2a%b%sin?0)))/2A%° - (4amr?(b?
+ r?)sin?0(-aBm — bHm + Q + bHmcos?0 + aBmsinZ0)(a?Bm + abHm — aQ + Br* +
a*Bcos*d - B(a?m - 2b2r?)sin?0 + b*Bsin*0 + acos?0(-bHm + 2aBr? + 2ab?Bsin?0)))/2AX®
-(4abmr?cos?0sin®0(abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*H cos*0 + b(-aBm + 2bHr?)sin0 +
b*Hsin*0  +Hcos?0(-b?m + 2a%r? + 2a%b%sin?0)) (a?Bm + abHm — aQ + Br* + a*Bcos*0 -
B(a?m - 2br?)sin?0 + b*Bsin®0 + acos?0(-oHm + 2aBr? + 2ab?Bsin?0)))/2AZ® + (2r3((b?m
+ a2(b2+r?))cot?0 + (b?+r?)(b?+(-m+r?)csc?0))sin*0(a?Bm + abHm - aQ + Br* +a*Bcos*0 -
B(a’?m - 2b?r?)sin? + b?Bsin*0 + acos?0(-bHm + 2aBr?+2ab?B sin?0))?)/2AX® - (1/2Ar?%(
- ((-32%?Bm + 3ab*Bm + 3a*bHm - 3a%b®Hm + 8a%h?Q - 3aBmr? + 3ab’Bmr? +
3a%bHmr? - 3bHmr? + 8a%Qr? + 8b2Qr? + 8Qr* + 4m(a?+b?+2r?)(a’bH + bHr? - aB(b?
+12))c0s20 + (a%-b?)m(a’bH + bHr? - aB(b?+r?))cos40)(-aBm — bHmM + Q + bHmcos?0 +
aBmsin?0))/8%° + (cos?0 (3a°H + 2a*h’H + 3a%h*H + 3a*hBm - 3ab’Bm - 3a*Hm +
3a’h?Hm - 8ahQ + 11a*Hr? + 10a?b?Hr? + 3b*Hr? - 8a?Hmr? - 8bQr? + 16a°Hr* + 8b2Hr*
- 8Hmr* + 8Hr® + 4(a%+b?+2r?)(a*H+abBm - b?Hr? - a?H(b?+m-r?))cos20 + (a-b?)(a*H
+abBm - b?Hr? - a?H(b?+m-r?))cos40)(abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*Hcos*0 + b(-aBm +
2bHr?) sin?0 + b*Hsin%0 + Hcos?0(-b?m + 2a%r? + 2a%h%sin0)))/8X° + ((3a*h?B + 2a%h*B
+ 3b°B + 3a’h?Bm - 3b*Bm - 3a®bHm + 3ab®Hm - 8ab’Q + 3a*Br? + 10a’h?Br? +
11b*Br? - 8b?Bmr? - 8aQr? + 8a2Br* + 16b%Br* - 8Bmr* + 8Br® + 4(a?+b?+2r?)(-abHm +
a?B(b%+r?) - b?B(b%-m+r2))cos20 + (a-b?)(-abHm + a?B(b?+r?) - b2B(b%-m+r?))cos40)
sin’ (a’Bm + abHm — aQ + Br* + a*Bcos*0 - B(a?m-2b%r?)sin?0 + b*Bsin*d + acos?0(-
bHmM + 2aBr? + 2ab?Bsin?0)))/8X° + (cos?0(3a*B + 2a’b’B + 3b*B - 4a’Bm - 4abHm +
8aQ + 8a’Br? + 8b?Br? + 8Br* + 4(a’B + abHm - a?B(m-2r?) - b?B(b?+2r?))c0s20 + (a% —
b?)?Bcos40)(r’(a(-bHm + Q) + Br* + a?B(-m+r?)) + a@%B + bHm + aBr?)cos*0 + (-
a*Bm + a’(-bHm + Q) - abHmr? + 2a?B(b%+m)r? + 2b’Br¥)sin?0 + (a*Bm - ab®Hm +
a?b?B(b% + m) + b*Br?)sin*d + acos?0(a®(-bHm + Q) + bHmr? + 2aBr* - a*B(m-2r?) +
2aB(a?(b?+m) + b?r?)sin?0)))/8%° + ((3a*H + 2a%bH + 3b*H - 4abBm - 4b?Hm + 8bQ +
8a2Hr? + 8b?Hr? + 8Hr* + 4(a*H — abBm + 2a’Hr? + b?H(-b?+m-2r?))cos20 + (a? -
b?)2Hcos40)sin?0((-a*bBm + a%b?Hm + b*Hm + a*H(b?+r?)) cos*0 + (r’+b%sin%0)(-abBm
-b?Hm + bQ + b2Hr? + Hr* + b(b®H + aBm + bHr?)sin?0) + cos?0(-abBm(b?+r?) +
2aHr?(b? + r?) + b2(-b?Hm + bQ + 2Hmr?) + 2b2H(b’m + a?(b?+r2))sin20)))/8x° - ((a-b?)
(@2(bHM-Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ + Hmr?))(@aBm + bHm - 2Q + (aB -bH)mcos26)
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sin20?) /8°) + (r’cos*0(abBm + b?Hm — bQ + Hr*+ a*H cos*d + b(-aBm + 2bHr?)sin%0
+ b*Hsin*0 + Hcos?0(-b?m+2a%r?+2 a?b2sin?0))?(2(a?+r?)(a+(-m+r?)sec?0) + 2(a (b?+m)

+ b?r2)tan6?))/2AZ>

Tre=Ter=-ﬁ(2amr(b2+r2)cosesin0(-aBm — bHmM + Q + bHmMcos?0 + aBmsin?0)(r?(a(-
bHm + Q) + Br* + a?B(-m+r?)) + a*(@®B + bHm + aBr?)cos*0 + (-a*Bm + a3(-bHm + Q)
- abHmr? + 2a?B(b? + m)r’ + 2b?Br¥)sin?0 + (a’Bm - ab*Hm + a’?B(b*+m) +
b*Br?)sin*d + acos?0(a’(-bHm + Q) + bHmr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) + 2aB(a?(b*+m) + b?
r?)sin?0)))/2A%° - (2abmrcos®0sind (abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*Hcos*0 + b(-aBm +
2bHr?)sin?0 + b*Hsin*@ + Hcos?0(-b’m + 2a%r? + 2a%bZsin?0))(r’(a(-bHM+Q) + Br* +
a’B(-m + r?) + a®@%B + bHm + aBr?cos*0 + (-a’Bm + a’(-bHm + Q) - abHmr? +
2a’B(b? + m) r? + 2b2Br*)sin?0 + (a*Bm - ab®Hm + a?b?B(b? + m) + b*Brd)sino +
acos?0(a’(-bHm + Q) + bHmr2 + 2aBr* - a’B(m-2r%) + 2aB(a?(b*+m) +
b2r?)sin?0)))/2AL5 + (2rcosd ((b?m + a?(b?+r2))cot?0 + (b?+r?)(b? + (-m + r?)csc?0))sin’o
(@®Bm + abHm — aQ + Br* + a*Bcos* - B(a?m - 2b?r?)sin?0 + b*Bsin*0 + acos?0(-bHm
+ 2aBr? + 2ab?Bsin?0))(r’(a(-oHm + Q) + Br* + a?B(-m+r?)) + a®@3B + bHm + aBr?)
cos*0 + (-a*Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr? + 2a?B(b? + m)r? + 2b?Br)sin0 + (a*Bm -
ab*Hm + a?b?B(b? + m) + b*Br?)sin?0 + acos?0(a®(-bHm + Q) + bHmr? + 2aBr* - a*B(m-
2r?) + 2aB(a?(b>+m) + b?r?)sin?0)))/2AX® + (2bmr(a? +r?)cosbsinf(-aBm — bHm + Q +
bHmMcos?0 + aBmsin?0)((-a*bBm + a?b?Hm + b*Hm + a*H(b?+r?)) cos*0 + (r2+b%sin?0) (-
abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H + aBm + bHr?)sin?0) + cos?0(-abBm (b?+r?)
+ 2a2Hr?(b%+1?) + b2(-b?Hm + bQ + 2Hmr?) + 2b?H(b?m + a?(b?+r2))sin0)))/2AZ° + (2a
bmrcossin®0(a?Bm + abHm — aQ + Br* + a*Bcos*d - B(a?m - 2br?)sin?0 +b*Bsin*0 +
acos?0(-bHm + 2aBr? + 2ab?Bsin?0))((-a®oBm + a%b?Hm + b*Hm + a*H(b%+r?))cos*0
+(r’>+b?sin?0)(-abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H + aBm + bHr?)sin?0 + cos?0 (-
abBm(b2+r?) + 2a2Hr?(b*+r?) + b2(-b®Hm + bQ + 2HmMr?) + 2b’H(b’m + a?(b?+r?))
sin?0)))/2AX® + (2r(@2(bHm - Q) - aBm(b*+r?) + b(bQ + Hmr?)(-1-(2m(a®+r?)
(b?+1?))/2AY) (-aBm — bHmM + Q + bHmMCcos?0 + aBmsin?0)sin20)/4x* - (4bmr(a+r?)(a?
(bHm - Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ + HmMr?))cos?0(abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*Hcos*0 +
b(-aBm + 2bHr?)sin0 + b*Hsin*0 + Hcos?0(-b’m + 2a%r? + 2a2b?sin0))sin20)/2A%° -
(4amr(b? + r?)(a%(bHm - Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ + HmMr?))sin%0 (a°Bm + abHm — aQ +
Br* + a’Bcos*0 - B(a?m - 2b%r?)sin?0 + b*Bsin*0 + acos?0(-bHm + 2aBr? + 2ab’Bsin?0))

sin20)/2AX® - (rcos®0sinf(abBm + b?Hm — bQ + Hr*+ a*Hcos*0 + b(-aBm + 2bHr?)sin?0
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+ b*Hsin*® + Hcos?0(-b?m + 2a%r? + 2a%b%sin?0))((-a®bBm + a%b?Hm + b*Hm + a*H(b? +
r?))cos* + (r>+b2sin?0)(-abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H + aBm + bHr?)sin?0)
+ cos20(-abBm(b? + r?) + 2a2Hr?(b? + r?) + b?(-b?’Hm + bQ + 2Hmr?) + 2b%H(b*m+a?
(b?+r?)) sin?0))(2(a2+r?)(a%+(-m+r?)sec?0) + 2(a%(b? + m) + b?r?)tan?0))/2AL®

TGQZﬁ(ZCOSZO((me + a2(b?+r?))cot?0 + (b%+r?)(b? + (-m + r?)csc?0))sin?0(r’(a(-bHm +
Q) + Br* + a’B(-m +r?)) + a3(@®B + bHm + aBr?)cos*0 + (-a*Bm + a3(-bHm + Q) -
abHmr? + 2a2B(b?+m)r? + 2b?Br)sin?0 + (a*Bm - ab*Hm + a?b?B(b? + m) + b*B r?)sin*0
+ acos?0(a®(-bHmM+Q) + bHmr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) + 2aB(a?(b?+m) + b?r?)sin?0))?)
/2AX® +(4abmcos?0sin?0(r’(a(-oHm + Q) + Br* + a?B(-m + r?)) + a3(@°B + bHm +
aBr?)cos*0 + (-a*Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr? + 2a?B(b>+m) r2 + 2b?Br)sin?0 + (a’Bm
- ab®Hm + a%?B(b? + m) + b*Br?)sin*0 + acos?0(a®(-bHM+Q) + bHmr? + 2aBr* - a®B(m-
2r%) + 2aB(a%(b>+m) + b2r?)sin0))((-a*bBm + a’h?Hm + b*Hm + a*H(b?+r?))cos*0 +
(r*+b%sin%0)(-abBm - b?’Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H + aBm + bHr?)sin?0) + cos?0( -
abBm(b2+r?) + 2a2Hr(b?+r?) + b?(-b?Hm + bQ + 2Hmr?) + 2b2H(b?m+a2(b?+r?))sin?0)))
/(2AZ®) - (8am(b?+r?)(a%(bHm - Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ + Hmr?))cosOsinO(r(a(-bH m +
Q) + Br* + a’B(-m+r?)) + a@®B + bHm + aBr?)cos*0 + (-a*Bm + a(-bHm + Q) -
abHmr? + 2a?B(b?+m)r? + 2b?Br*)sin?0 + (a*Bm - ab*Hm + a?h?B(b*+m) + b*Br?)sin*0 +
acos?0(a?(-bHm+Q) + bHmr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) + 2aB(a?(b?>+m) + b?r?)sin?0))sin20)
/8AZ® + (8bm(a%+r?)(a?(bHm-Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ+Hmr?))cosOsind(( - a*bBm +
a2b?Hm + b*Hm + a*H(b?+r?))cos*0 + (r2+b%in?0)(-abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* +
b(b®H+aBm + bHr?)sin?0) + cos?0(-abBm(b?+r?) + 2a?Hr?(b>+r?) + b?(-b?Hm + bQ +
2HMr?) + 2b?H(b’m + a?(b?+r?)) sin?0))sin20)/8AZ® + (4(a?(bHmM-Q) - aBm(b?+r?) +
b(bQ+HMI?))%(-1 - (2m(a2+r?)(b?+r?))/(ASin26%)/8%% - 1/22(-((-3a%0’Bm + 3ab*Bm
+3a*bHm - 3a%b*Hm + 8a%b?Q - 3aBmr? + 3ab’Bmr? + 3a?bHmr? - 3b3Hmr? + 8a2Qr? +
8b%Qr? + 8Qr* + 4m(a+b?+2r?)(a%bH + bHr? - aB(b?+r?))cos20 +( a>-b?)m(a?bH + bHr? -
aB(b?+r?))cos40)(-aBm — bHmM + Q + bHmcos?0 + aBmsin?0))/((8Z° + (cos?0(3a°H +
2a*b’H + 3a’b*H + 3a°Bm - 3ab’Bm - 3a*Hm + 3a’b’Hm - 8a’hQ + 1la*Hr® +
10ab?Hr? + 3b*Hr? - 8a?Hmr? - 8bQr? + 16a?Hr* + 8b2Hr* - 8Hmr* + 8Hr® + 4(a?+b?+2r?)
(a*H + abBm - b?Hr? - a?H(b?+m - r?))cos260 + (a%-b?)(a*H + abBm - b?Hr? - a?H(b?*+m-
r?))cos40)(abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*Hcos*0 + b(-aBm + 2bHr?)sin?0 + b*Hsin*0 +
Hcos?0(-b?m + 2a%r? + 2a%b%sin0)))/8°+ ((3a*h?B + 2a2b*B + 3b°®B + 3a?h?Bm - 3b*Bm
- 3a°bHm + 3ab®Hm - 8ab?Q + 3a*Br? + 10a%b?Br? + 11b*Br? - 8b?Bmr? - 8aQr? + 8a’Br*
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+ 16b?Br* - 8Bmr* + 8Br® + 4(a?+b?+2r?)(-abHm + a?B(b?+r?) - b?B(b?-m+r?))cos20 +
(a%-b?)(-abHm + a?B(b?+r?) - b?B(b%-m+r?))cos40)sin0(aBm + abHm - aQ + Br* +
a*Bcos*0 - B(a’m - 2b?r?)sin?0 + b*Bsin®0 + acos?0(-bHm + 2aBr? + 2ab?B sin%0)))/8° +
(cos?0(3a’B + 2a%b?B + 3b*B - 4a’Bm - 4abHm + 8aQ + 8a’Br? + 8b?Br? + 8Br* + 4(a’B
+ abHm - a?B(M-2r?) - b?B(b?+2r?))cos20 + (a%-b?)?Bcos40)(r’(a(-bHm+Q) + Br* + a’B
(-m+r?)) + a*(@*B+bHm+aBr?)cos*0 + (-a*Bm + a(-bHm+Q) - abHmr? + 2a?B(b*+m)r?
+ 2b?Br#)sin?0 + (a*Bm - ab®Hm + a2b?B(b%+m) + b*Br?)sin®0 + acos?0(a®(-bHm + Q) +
bHmr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) + 2aB(a?(b?+m) + b2r?)sin?0)))/ 8%° + ((3a*H + 2a’b’H +
3b*H - 4abBm - 4b?Hm + 8bQ + 8a?Hr? + 8b?Hr? + 8Hr* + 4(a*H — abBm + 2a’Hr? +
b2H(-b%+m - 2r?))cos20 + (a%-b?)?Hcos40)sin?0((-a*hBm + a%h?Hm + b*Hm + a*H(b? +
r?))cos* + (r>+b?sin?0)(-abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H + aBm + bHr?)sin?0)
+ cos?0(-abBm(b?+r?) + 2a2Hr?(b?+r?) + b?(-b?Hm + bQ + 2HmMr?) + 2b%H(b’m + a?
(b%+r?))sin?0)))/8%° - ((a%-b?)(a?(bHm - Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ+Hmr?))(@aBm + bHm -
2Q + (aB-bH)mcos20)sin262)/8A° + (cos?0sin?0((-a*bBm + a?b?Hm + b*Hm + a*H(b%+
r?))cos* + (r>+b?sin?0)(-abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H + aBm + bHr?)sin?0)
+ cos?0(-abBm(b?+r?) + 2a2Hr?(b?+r?) + b?(-b?Hm + bQ + 2Hmr?) + 2b?H(b’m + a?(b*+
r?))sin0))2(2(a + r?)(a?+(-m+r?)sec?0) + 2(a?(b>+m) + b?r?)tan6?))/2A%°

T¢¢:ﬁ (1/Z°Asin*0)(a®Bm + abHm — aQ + Br* + a*Bcos*0 - B(a?m - 2b%r?)sin0 + b*B
sin*0 + acos*0(-bHm + 2aBr? + 2ab?Bsin?0))? + (1/Z°cos?0sin?0(r’(a(-oHM+Q) + Br* +
a’B(-m+r?)) + a%a®B + bHm + aBr?)cos*0 + (-a’Bm + 3a’(-bHm+Q) - abHmr? + 2a’B
(b%+m)r? + 2b?Br#)sin?0 + (a*Bm - ab®Hm + a?h?B(b*+m)+b*Br?)sin* + acos?0(a?(-bHm
+Q) + bHmMr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) + 2aB(a%(b?>+m) + b?r?)sin?0))? - 1/2(asin? + rsin?0
+ (a®msin*0)/(r’+a%cos?0 + bZsin%0))(-((-3a°b?Bm + 3ab*Bm + 3a*bHm - 3a%b*Hm +
8a2b?Q - 3a°Bmr? + 3ab?Bmr? + 3a2bHmr? - 3b3Hmr? + 8a?Qr? + 8b%Qr? + 8Qr* + 4m(a? +
b? + 2r¥)(a’bH + bHr? - aB(b?+r?))cos260 + (a2-b?)m(a?bH + bHr? - aB(b?+r?))cos40)(-
aBm — bHm + Q + bHmcos*0 + aBmsin?0))/8x° + (cos?0(3a°H + 2a*h?H + 3a’b*H +
3a°hBm - 3ab’Bm - 3a*Hm + 3a’h’Hm - 8a’bQ + 1la*Hr? + 10a?b?Hr? + 3b*Hr? -
8a2Hmr? - 8bQr? + 16a?Hr* + 8b2Hr* - 8Hmr* + 8Hr® + 4(a?+b?+2r?)(a*H + abBm - b?Hr?
- a?H(b? + m-r?))cos20 + (a%-b?)(a*H + abBm - b2Hr? - a?H(b?+m-r?))cos46)(abBm +
b?Hm - bQ + Hr*+ a*Hcos*® + b(-aBm + 2bHr?)sin?0 + b*Hsin*0 + Hcos?0(-b?m + 2a2r?
+ 2a°b?sin’0)))/8%° + ((3a*b’B + 2a%h*B + 3b°B + 3a’b?Bm - 3b*Bm - 3a’bHm +
3ab3Hm - 8ab?Q + 3a*Br? + 10ab?Br? + 11b*Br? - 8b?Bmr? - 8aQr? + 8a’Br* + 16b’Br* -
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8Bmr*+ 8Bré + 4(a?+b?+2r?)(-abHm + a?B(b?+r?) - b?B(b>-m+r?))cos20 + (a-b?)(-abHm
+ a?B(b%+r?) - b?B(b?-m+r?))cos40)sin?0(a?Bm + abHm - aQ + Br* + a*Bcos*0 - B(a?m -
2b%r2)sin?0 + b*Bsin®0 + acos?0(-bHm + 2aBr? + 2ab?Bsin?0)))/8X° + (cos’0(3a*B +
2a?b?B + 3b*B - 4a’Bm - 4abHm + 8aQ + 8a?Br? + 8b?Br? + 8Br* + 4(a’B + abHm -
a?B(m - 2r?) - b?B(b?+2r?))cos20 + (a2 - b?)?Bcos40)(r’(a(-bHm+Q) + Br* + a?B(-m+r?))
+ a@B + bHm + aBr?)cos*0 + (-a*Bm + a’(-bHm+Q) - abHmr? + 2a?B(b*+m)r? +
2b?Br¥)sin?0 + (a*Bm - ab*Hm + a?h?B(b?+m) + b*Br?)sin®0 + acos?0(a’(-bHm+Q) +
bHmr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) + 2aB(a?(b?>+m) + b2r?)sin?0)))/8x° + ((3a*H + 2a%h’H +
3b*H - 4abBm - 4b?Hm + 8bQ + 8a?Hr? + 8b?Hr? + 8Hr* + 4(a*H — abBm + 2a’Hr? +
b2H(-b? + m - 2r?))c0s20 + ( a% - b?)?Hcos40)sin?0((-a*bBm + a%b?Hm + b*Hm + a*H(b?
+ r?))cos*0 + (r>+b2sin0)(-abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H + aBm + bHr?)
sin?0) + cos?0(-abBm(b?+r?) + 2aHr?(b%+r?) + b?(-b?Hm + bQ + 2Hmr?) + 2b?H(b’m +
a2(b?+r?))sin?0)))/8%° - ((a-b?)(a?(bHm - Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ+Hmr?))(aBm + bHmM -
2Q + (aB-bH)mcos20)sin26?)/ 8x°

Tq)\v:ﬁ (1/AX°c0s?0sin?0(abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*Hcos*0 + b(-aBm + 2bHr?)sin?0
+ b*Hsin*0 + Hcos?0(-b?m + 2a2r? + 2a%h?sin0))(a’Bm + abHm — aQ + Br* + a*Bcos*0 -
B(a?m-2b2r?)sin?0 + b*Bsin*0 + acos?0(-bHm + 2aBr? + 2ab?Bsin?0)) - (1/2°c0s?0sin%0
(r’(a(-bHm + Q) + Br*+ a2B(-m+r?)) + a®(@®B+bHm+aBr?)cos*0 + (-a*Bm + a’(-bHm +
Q) - abHmr? + 2a?B(b*m) r> + 2b?Br*sin?0 + (a’Bm - ab®Hm + a%h?B(b*m) +
b*Br?)sin®0 + acos?0(a?(-bHM+Q) + bHmMr2 + 2aBr* - a*B(m-2r?) + 2aB(a(b?+m) + b?r?)
sin?0))((-a®oBm + a?b?Hm + b*Hm + a*H(b%+r?))cos*® + (r’+b%in%0)(-abBm - b?Hm +
bQ + b?Hr?+ Hr*+ b(b®H + aBm + bHr?)sin?0) + cos?0(-abBm(b?+r?) + 2a2Hr? (b?+r?) +
b?(-b?Hm + bQ + 2HmMr?) + 2b?H(b’m + a?(b?+r?))sin?0)) - (1/(2%))abmcos?0sin?0(-((-
3a°h?Bm + 3ab*Bm + 3a*bHm - 3a?b*Hm + 8a°b?Q - 3a*Bmr? + 3ab’Bmr? + 3a?bHmr? -
3b3Hmr? + 8a2Qr? + 8b%Qr? + 8Qr* + 4m(a?+b?+2r?)(a%oH + bHr? - aB(b%+r?))cos20 +
(a%-b?)m(a’bH + bHr? - aB(b?+r?))cos40)(-aBm — bHm + Q + bHmMcos?0 + aBm sin0))/
8% + (cos?0(3a’H + 2a*h?H + 3a%h*H + 3a°hBm - 3ab®Bm - 3a*Hm + 3a%b?Hm - 8a?bQ
+ 11a*Hr? + 10a%b?Hr? + 3b*Hr? - 8a?Hmr? - 8bQr? + 16a?Hr* + 8b?Hr* - 8Hmr* + 8Hr® +
4(a%+b?+2r?)(a*H+abBm - b2Hr? - a?H(b?+m-r?))cos20 + (a>-b?)(a*H + abBm - b?Hr? -
a?H(b?+m-r?))cos40)(abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*Hcos*d + b(-aBm + 2bHr?)sin? +
b*Hsin*0 + Hcos?0(-b?m + 2a%r> + 2a%b%sin0))) /8X° + ((3a*h’B + 2a%b*B + 3b°B +
3a%h’Bm - 3b*Bm - 3a*hHm + 3ab*Hm - 8ab’Q + 3a*Br? + 10a’b?Br? + 11b*Br? -
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8b2Bmr? - 8aQr? + 8a?Br* + 16b?Br* - 8Bmr* + 8Br + 4(a+b?+2r?)(-abHm + a?B(b%+r?) -
b2B(b?-m+r?))cos20 + (a>-b?)(-abHm + a?B(b?+r?) - b2B(b%-m+r?))cos40)sin?0(a?Bm +
abHmM — aQ + Br*+ a*Bcos*0 - B(a?m - 2b2r?)sin?0 + b*Bsin*0 + acos?0(-bHm + 2aBr? +
2ab?Bsin?0)))/8%° + (cos?0(3a’B + 2a%h?B + 3b*B - 4aBm - 4abHm + 8aQ + 8a’Br? +
8b%Br? + 8Br* + 4(a*B+abHm-a?B(m-2r?) - b?B(b?+2r?))cos20 + ( a- b?)?Bcos40)(r?(a(-
bHmM + Q) + Br* + a?B(-m+r?)) + a*(a®>B+ bHm+a Br?)cos*0 + (-a*Bm + a3(-boHm+Q) -
abHmr? + 2a?B(b?+m)r2 + 2b?Br#)sin?0 + (a*Bm - ab®Hm + a?b?B(b?+m) + b*Br?)sin®0 +
acos?0(a?(-bHmM+Q) + bHmr?+2aBr 4 -a®B (m-2r?) + 2aB(a?(b?*+m)+b2r?) sin%0)))/8x° +
((3a*H + 2a%b?H + 3b*H - 4abBm - 4b2Hm + 8bQ + 8a’Hr? + 8b?Hr? + 8Hr* + 4(a*H —
abBm + 2a2Hr? + b?H(-b?+m-2r?))cos20 + ( a2 - b?)?Hcos40)sin?0((-a*bBm + a?b?Hm +
b*Hm + a*H(b?+r?))cos*® + (r2+b%in?0)(-abBm - b?Hm + bQ + b?Hr? + Hr* + b(b®H +
aBm + bHr?)sin?0) + cos?0(-abBm(b?+r?) + 2a?Hr?(b?+r?) + b?(-b?’Hm + bQ + 2Hmr?) +
2b2H(b?m+ a?(b?+r?)) sin%0)))/8%° - ((a%-b?)(a?(bHmM-Q) - aBm(b%+r?) + b(bQ+Hmr?))
(aBm + bHm - 2Q + (aB-bH)mc0s20)sin26%)/8x°

Twzﬁ (1/AX°cos*0(abBm + b?Hm — bQ + Hr* + a*Hcos*® + b(-aBm+2bHr?)sin?0 +
b*Hsin*0 +Hcos?0(-b?m+2a%r’+2a%h%sin?0))? + (1/x°cos?0sin?0((-a°bBm + a?b’Hm +
b*Hm + a*H(b?+r?))cos*0 + (r2+b%in%0)(-abBm - b?Hm + bQ + bHr? + Hr* + b(b*H +
aBm + bHr?)sin?0) + cos?0(-abBm(b?+r?) + 2a2Hr?(b?+r?) + b?(-b?’Hm + bQ + 2Hmr?)
+2b2H(b?m + a2(b?+r?)) sin?0))? - 1/2(b%cos?0 + r’cos?0 + (b?mcos*0)/(Z)(-((-3a°b?Bm +
3ab*Bm + 3a*bHm - 3a%b*Hm + 8ah’Q - 3a*Bmr? + 3ab?Bmr? + 3a%bHmr? - 3b*Hmr? +
8a2Qr? + 8b%Qr? + 8Qr* + 4m(a’+bh?+2r?)(a%bH + bHr? - aB(b?+r2))cos26 + (a*>-b?)m(a%bH
+ bHr? - aB(b?+r?))cos40)(-aBm — bHm + Q + bHmMcos?0 + aBmsin?0))/8%° + (cos?0
(3a°H + 2a*b?H + 3a%b*H + 3a*hBm - 3ab®Bm - 3a*Hm + 3a%h?Hm - 8a%hQ + 11a*Hr? +
10a2b?Hr? + 3b*Hr? - 8a?Hmr? - 8bQr? + 16a?Hr* + 8b2Hr* - 8Hmr* + 8Hr + 4(a?+b?+2r?)
(a*H + abBm - b2Hr? - a?H(b*+m-r?))cos20 + (a®>-b?)(a*H + abBm - b?Hr? - a?H(b?+ m -
r?))cos40)(abBm + b?Hm - bQ + Hr* + a*Hcos*0 + b(-aBm + 2bHr?)sin?0 + b*Hsin%0 +
Hcos?0(-b?m + 2a%r? + 2a%h?sin?0)))/ 8X° + ((3a*h?B + 2a%*B + 3b°B + 3a’b’Bm -
3b*Bm - 3a%oHm + 3ab®Hm - 8ab?Q + 3a*Br? + 10a%b?Br? + 11b*Br?- 8b’Bmr? - 8aQr? +
8a’Br* + 16b%Br* - 8Bmr* + 8Br® + 4(a’+b*+2r?)(-abHm + a?B(b?+r?) - b?B(b? -
m+r2))cos20 + (a%-b?)(-abHm + a?B(b%+r?) - b?B(b%-m+r?))cos40)sin?0(a’Bm + abHm —
aQ + Br* + a'Bcos*0 - B(a?m-2b%?)sin’0 + b*Bsin?0 + acos?0(-bHm + 2aBr? +
2ab?Bsin?0)))/8x° + (cos?0(3a*B + 2a%h?B + 3b*B - 4a?Bm - 4abHm + 8aQ + 8a’Br? +
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8b%Br2 + 8Br* + 4(a*B + abHm - a?B(m-2r?) - b?B(b?+2r?))cos20 + (a*-
b?)?Bcos40)(r’(a(-bHm + Q) + Br* + a?B(-m+r?)) + a@%B + bHm + aBr?)cos*0 + (-
a*Bm + a3(-bHm + Q) - abHmr? + 2a2B(b%+m)r? + 2b?Br#)sin?0 + (a*Bm - ab*Hm +
a’b?B(b%+m) + b*Br?)sin*d + acos’0(a®(-bHm + Q) + bHmr? + 2aBr* - a®B(m-2r?) +
2aB(a%(b?+m) + b2r?)sin?9)))/8x° + ((3a*H + 2a%h?H + 3b*H - 4abBm -4b’Hm + 8bQ +
8a2Hr? + 8b%Hr? + 8Hr* + 4(a*H — abBm + 2a’Hr? + b?H(-b? + m - 2r%))cos20 + (a>-b?)?H
c0s40)sin?0((-a*bBm + a?b’Hm + b*Hm + a*H(b?+r?))cos*® + (r’+b%sin?0)(-abBm -
b?Hm + bQ + b2Hr? + Hr* + b(b®H + aBm + bHr?)sin?0) + cos?0(-abBm(b?+r?) + 2a’Hr?
(b%+1r?) + b?(-b?Hm + bQ+2Hmr?) + 2b%H(b’m+a?(b?+r?))sin?0)))/8Z° - ((a-b?)(a?(bHm-
Q) - aBm(b?+r?) + b(bQ+Hmr?))(aBm+bHm-2Q+(aB - bH)Mcos260)sin26%)/8°

D-2 Kontravaryant EMT’leri

TU=g"g" Tu+ 990 Tiot 99" Toy+ 909" Tort VG Tyt 999" Toyt gV 4Tyt gVGY Tyy+
99g“4Too

TU=g"'g"" T

T'=g"g" T+ g9 Tort V9" Tyr

TO=gHgv T,y

T9=g"g" T+ g*'g" Toot g¥'g" Tyo

Tlo=gH'gvoT,y

To=g"g"¢Tut+ g'gPeTio+ gig" T+ 909 eTort gOgPPToe+ g0g T o+ gOgY Tyt
gVgPeTyet gVgP Ty

Tt\I/:gHtgv‘l’Tuv

TV=g'g" Tt g'g? Tiot g°g" Ty 910G Tt g0G ¥ Togt+ 909" Tyt gVG" Tyt
9vg"¢Tye+ gV9" Tyy

T'=g" gV Ty
T"=9"g" Ty
T=g"9" Ty
Tro=g"go T,
Tro=grgoT
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To=g"g T+ g"ge¢Tro+ g9V Try

TV=ghgT

TV=g"g"Trt g"g* Tro+ 979"V Ty

T"e:g“egveT,w

T00=go0go0T oy

To=grogve T,y

To=g"g¢Tot ggo¢Toe+ g*g¥4To,

TOv=ghogvT,,

T=g"g" Toct g™g®" Tog+ g*g"" Toy

Too=ghdgve T,y

Tod=glogdTy+ glogodTip+ giogeV Ty, + goPgdTipt goegedTee+ godgYeTo,+ gYogieT,,+
gvegeeTey+ g'eg¥eTyy

TeV=gogv¥WT v

ToV=g'eg T+ g'egeV Tip+ 909"V Toy+ gOPGV¥ Tip+ 994GV Too + goeg  Toy+ g¥egh T+
g“’¢g¢"’T¢w+ g"’¢g"""Tw

TW=g"gWT

TW=g"g"Tut+ gVgP Tiot+ VG Toy+ gP'gV Tip+ GOV Top + gOVG" Toy+ VgV Teyt
grvgPYToy+ 9¥Yg¥YTyy

Kontravaryant EM T niin iz1 asagidaki gibi bulunur.

T=guT™ g T™+ Qoo T+ Qoo T+ Gy TYV+ 2010 TP+ 200, TV 420, TV

D-3 Kontravaryant EMT’niin Kovaryant Tiirevi

Vo THv=-0T"%9 +0:T "0 - ol "or -0l Vo - Ool Dot TMoo(Ir + T00r + TPt Tt T Vo) + To00(T0
+ TOpp + Mot TVyo) 2T 0l Pe 210l o - 2T VoI ®oy — Thole — Tl et - TVyol Vyo-
L

VTt =3 T GeT™+T ([ + [l + T AT Pert 20 TVy) +TO20Tgr + 2% ) +
TV + 210 ) + TP + Tlog + Mg +TP00 20 00T Vy0)+ TOV(20M gy + 210y ) +
TY(2T"yy + 2Ty )=0
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