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ÖZET 

 
Cebirsel yapılardaki, normal alt objeler ve bölüm objelerinin sınıflandırma açısından 
önemli bir yeri vardır. Örneğin izomorfizm teoremleri kullanılarak bir grup 
üzerindeki homomorfizmler sınıflandırılabilir ve bir grubun basit veya mükemmel 
olması bu grup üzerindeki homomorfizmler cinsinden ifade edilebilir. Cebirsel 
yapıların merkezsel genişlemeleri de matematikçilerin oldukça ilgisini çekmiştir. 
Merkezsel genişlemelerin elde edilmesi için normal alt objeler ve bölüm objelerinden 
faydalanılmıştır. Singüler objeler ve komutatör objeler ise merkezsel genişlemelerin 
sınıflandırılması için kullanışlı objelerdir. 
Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde çalışılacak konu üzerinde 
literatürde yapılmış bazı çalışmalardan bahsedip konun kısa bir tarihçesi verildi. 
İkinci bölümde temel özellikleri ile birlikte bazı ilişkili yapılar ve modifiye interest 
kategorisinin literatürde var olan tanımı verildi. Üçüncü bölümde, herhangi bir ^  
modifiye interest kategorisindeki (pre)cat1-objenin notasyonu ve bu objenin ^  deki 
çaprazlanmış modüller ile bağlantısı verildi. Daha sonra dördüncü bölümde modifiye 
interest kategorilerde singülerlik, komutatör ve merkezsel genişlemeler verildi. 
Beşinci bölümde ise dördüncü bölümün uygulaması olarak bu tezde verilen 
notasyonların (ön)çaprazlanmış modül versiyonları elde edildi.  
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ABSTRACT 

 
Normal subobjects and quotient objects in algebraic structures have an important 
place in terms of classification. For example, homomorphisms on a group can be 
categorized using isomorphism theorems, and if a group is simple or perfect, it can 
be expressed in terms of homomorphisms on this group. The central extensions of 
algebraic structures have also attracted considerable interest from mathematicians. 
Normal subobjects and quotient objects were used to achieve centralized extensions. 
Singular objects and commutator objects are useful objects for classifying central 
expansions.  
This thesis consists of five chapters. In the introduction, a short history was given 
about some of the studies in the literature on the topic to be studied. In the second 
chapter, some related structures and modified categories of interests are given in the 
literature together with their fundamental properties. In the third section, the notion 
of (pre)cat1-object in any ^  modified category of interest and this object is linked to 
the crossed modules in ^ . Then in the fourth chapter, singularity, commutator and 
central extensions were given in the modified categories of interest. In the fifth 
section, the crossed module versions of the notions given in this thesis were obtained 
as the application of the fourth section. 
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KISALTMALAR DİZİNİ 

−1Cat Ass   Assosyatif Cebirlerde Cat1-objeler kategorisi  

−1Cat Lie   Lie Cebirlerde Cat1-objeler kategorisi 

−1Cat Leibniz  Leibniz Cebirlerde Cat1-objeler kategorisi 

−1PreCat Ass  Assosyatif Cebirlerde Ön Cat1-objeler kategorisi  

−1PreCat Lie  Lie Cebirlerde Ön Cat1-objeler kategorisi 

−1PreCat Leibniz  Leibniz Cebirlerde Cat1-objeler kategorisi 

MCI   Modifiye Interest Kategori 

( ) ( )P Xmod ^    MCI da (Ön)Çaprazlanmış Modüller kategorisi 

( ) ( )1Pre Cat ^   MCI da (Ön)Cat1-objeler kategorisi 

 



 

1. GİRİŞ 

Abelyan olmayan gruplar Geometri, Analiz ve Fizikte geniş uygulamalara sahiptir. 

Temel grup kavramının yüksek mertebelere genelleştirilerek abelyan olmayan 

homotopi grupları elde edilmesi için yüksek boyutlu ( )0,n X xπ  homotopi grubu 

tanımlanmış,  fakat 2n ≥  için bu grupların abelyan olduğu gözlenmiştir. Dolayısıyla 

bu grup, beklentileri karşılamamıştır. Bunun üzerine relatif homotopi grubu 

tanımlanmış ve 3n ≥  için bu homotopi grupları abelyan olmasına rağmen  2n =  için 

( )2 0, ,X A xπ  relatif homotopi gruplarından bazılarının abelyan olmadığı Whitehead 

tarafından doğrulanmıştır [1]. Bu uğraşı esnasında Whitehead 

( ) ( )2 0 1 0: , , ,    X A x X xρ π π→  sınır fonksiyonunun bazı özel koşulları sağladığını 

gözlemlemiş ve bunu çapraz modül olarak adlandırmıştır. Bu çalışmalar Van 

Kampen Teoreminin yüksek boyutlu uzaylarda ispatına olanak sağlamıştır. O 

zamandan itibaren çapraz modül ve çapraz kare kavramı diğer alanlarda da önemli 

bir yer tutmuştur.  

Çapraz modüllerin homotopi teorisi, grup gösterimi teorisi, gruplar üzerinde 

homoloji ve kohomoloji, cebirsel K-teori, devirli homoloji, kombinatör grup teori ve 

diferensiyel geometri dahil olmak üzere matematiğin birçok alanında önemli rolü 

vardır. Çaprazlanmış modüller homotopi 3-tiplerin bir modeli olarak [2] de J.H.C 

Whitehead tarafından tanımlanıldı ve [3] deki yüksek boyutlu kohomoloji gruplarının 

sınıflandırılmasında kullanıldı. O zamandan sonra çaprazlanmış modülün tüm 

özellikleri birçok cebire uyarlandı. Çaprazlanmış modüllerin notasyonu ilgili 

makalelerde [4-15] (asosyatif) komutatif cebirler, Lie cebirleri, Leibniz cebirleri, 

Lie-Rinehart cebirler gibi çeşitli cebirler üzerinde tanımlanıldı. Modifiye interest 

kategorilerdeki çaprazlanmış modüllerin tanımı tüm bu tanımları kapsar. 

Lichtenbaum, Schlessinger [16] ve Gerstenhaber [17] çalışmalarında birleşmeli ve 

değişmeli cebirler üzerinde çapraz modül kavramını tanımlamışlardır. Çaprazlanmış 

kare ise ilk olarak cebirsel K-teorideki problemlere uygulanmak üzere tanımlanmıştır 

[18]. Loday homotopi tiplerinin farklı bir modeli olarak cat1-grupları tanımladı [19]. 

Daha sonra birbirlerinden ayrı olarak Brown ve Spencer [20] ve Loday [19] 
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tarafından cat1-grupların kategorisi ile çapraz modüllerin kategorisinin denk olduğu 

ve daha genel olarak çok işlemli grupların kategorisindeki iç grupoidlerin kategorisi 

ile aynı tip çapraz modüllerin kategorisinin denk olduğu gösterilmiştir [15]. 

Çaprazlanmış modüller ve cat1-grupların kategorisi doğal olarak denktir ve bu sonuç 

birçok cebirdede uyarlanabilir. Cat1-cebirleri notasyonu [21] de verildi. Çapraz 

modüllerde normal alt çapraz modülü ve bölüm çapraz modülü kavramlarının cat1-

gruplar kategorisindeki karşılığı Mucuk, Şahan ve Alemdar tarafından incelendi [22]. 

Yani çapraz modüllerdeki normallik ve bölüm kavramları, çapraz modüllerin 

kategorisine denk olan cat1-grupların kategorisine taşınmıştır.   

İnterest kategoriler farklı cebirler ve farklı cebirlerin kategorisinin özelliklerini 

çalışmak için tanımlanıldı. Fikir P. G. Higgins [23] den geldi ve kategoriyi M. Barr 

ve G. Orzech [24] tanımladı. Cebirsel yapıların bir çok kategorisi İnterest 

kategorilerinin ana örnekleridir (bakınız [24-29]). Gruplar kategorisindeki sırasıyla 

çaprazlanmış ve ön çaprazlanmış modüller interest kategorilere ilgili makalelerde 

olduğu gibi denktir [30,31]. Fakat, cat1-Lie (asosyatif, Leibniz, etc.) cebirler interest 

kategori tanımını sağlamaz. Dolayısıyla, [32] de, Y.Boyacı vd. interest 

kategorilerinin yeni bir tipini tanımladı ve çalıştı; yani, [15] deki işlemlerle gruplar 

kategorisinin tüm aksiyomlarını sağlayan kategoriye yeni bir şart ekledi; bu kategori 

interest kategoriler için [24] de verilen iki toplamsal aksiyomu sağlar. [32] numaralı 

kaynakta bu kategori "Modifiye İnterest kategori" olarak verildi ve bu tez boyunca 

kısaca MCI ile ifade edeceğiz. Bu kategorinin ana örnekleri asosyatif komutatif ve 

asosyatif cebirler, Leibniz cebirleri, Lie cebirlerin kategorisindeki çaprazlanmış ve 

ön çaprazlanmış modüllerin kategorisine denk olan kategorilerdir. Daha fazla örnek 

ilgili makalelerde ([4-15]) bulunabilir.  

Bu tezdeki ana amaç (ön)çaprazlanmış modüllerin çeşitli kategorilerindeki ([7,32-

35]) merkez, singülerlik, komutatör ve merkezsel genişlemeler gibi notasyonları 

genellemektir. Bunun için, ilk olarak modifiye interest kategorilerdeki merkez, 

singülerlik ve merkezsel genişlemeler tanımlanacak. Ayrıca bu tezde (Pre)cat1-

gruplar ve (ön)çaprazlanmış modüllerin kategorisi arasındaki denklikten esinlenerek, 

(pre)cat1-objeler verilerek modifiye interest kategorilerdeki çaprazlanmış modüller 

ile bağlantısı verildi. Bu tanımların (pre)cat1-objelere uygulanmasından, kategorilerin 

farklı tiplerindeki (ön)çaprazlanmış modüllere ait bir çok notasyonun genellemesi 

elde edildi. Ayrıca bu tezde verilen tanımların [36-38] de verilen tanımlarla örtüştüğü 

gösterildi. 
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1.1 Temel Kavramlar 

Bu kısımda tezde kullanılan temel kavramlar hatırlatılacaktır. 

Tanım 1.1.1.  G boş olmayan bir küme ve ∗ ,  G  de bir ikili işlem olsun.  ( ),G ∗  

cebirsel yapısına aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa bir grup denir. 

(i) Her , ,a b c G∈  için   )( ( )a b c a b c∗ ∗ = ∗ ∗  (birleşme özelliği) sağlanır. 

(ii) Her a G∈  için  a e e a a∗ = ∗ =  olacak şekilde bir e G∈ (e ye birim eleman 

denir) vardır. 

(iii) Her ,a b G∈  için  1a a−∗ = 1a a e− ∗ =  olacak şekilde 1a G− ∈ ( 1a−  elemanına  

a nın tersi denir) vardır. 

Tanım 1.1.2. ( ),G ⋅   ve  ( ),H ∗  iki grup ve :f G H→  bir fonksiyon olsun. Eğer her 

,a b G∈  için ( ) ( ) ( )f a b f a f b⋅ = ∗  ise f  fonksiyonuna G  den H  ye bir grup 

homomorfizmi denir. 

Tanım 1.1.3. G  ve H  iki grup ve :f G H→  bir grup homomorfizmi olsun. Eğer 

f  birebir ve örten ise f  ye G  ile H  arasında bir izomorfizm denir.  

Eğer G  ve H grupları arasında bir izomorfizm varsa bu gruplara izomorf gruplar 

denir ve G ≅ H  ile gösterilir. 

Tanım 1.1.4. G  bir grup ve H ⊆ G  olsun. Eğer H , G  nin ikili işlemine göre 

kapalı ve G den indirgenmiş ikili işlem ile bir grup ise bu takdirde, H  ye G  nin bir 

alt grubu denir ve H ≤G  şeklinde gösterilir. 

Tanım 1.1.5. G  bir grup ve N ≤G  olsun. Eğer her x G∈  için  

xN Nx=  

oluyorsa bu takdirde, N  ye G  nin bir normal alt grubu denir ve N �G  şeklinde 

gösterilir. 

Tanım 1.1.6. G  bir grup ve N � G  olsun. { }:G xN x GN = ∈  ile tanımlı 

kosetlerin kümesi (bölüm kümesi)  

( ),

G G G
N N N

xN yN xyN

× →

→
 

şeklinde tanımlı işleme göre bir gruptur. Bu gruba G  nin N  ile bölüm grubu denir.  
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Tanım 1.1.7. Bir G  grubu için  

( ) { }: içinZ G x G y G xy yx= ∈ ∀ ∈ =  

şeklinde tanımlı kümeye G  nin merkezi denir.  

Bir G grubunun merkezi G nin normal alt grubudur. 

Tanım 1.1.8. ( ),G ∗  bir grup ve her ,a b G∈  için a b b a∗ = ∗  değişme özelliği 

sağlanıyorsa G  grubuna değişmeli (abelyan) grup denir.  

Tanım 1.1.9. ,G H  iki grup, :f G H→  bir grup homomorfizmi ve H  grubunun 

birim elemanı He  olsun. Bu durumda , 

( ){ }0Çek :f x G f x e= ∈ =  

şeklinde tanımlı kümeye f  grup homomorfizminin çekirdeği denir. 

Tanım 1.1.10. G  ve H  birer grup olsun. Eğer  

: i pG E Hε ⎯⎯→ ⎯⎯→  

diyagramında :i G E→  grup homomorfizmi birebir, :p E H→  grup 

homomorfizmi örten ve Çek p G=  ise E  grubuna G  ile H  gruplarının bir 

genişlemesi denir. Eğer 1Hps =  olacak şekilde bir :s H E→  grup homomorfizmi 

varsa E  grubuna G  ile H  gruplarının bir split genişlemesi denir. Eğer 

( )Çek p G M E= ⊆  oluyorsa E  grubuna G  ile H  gruplarının bir merkezsel 

genişlemesi denir. 

 



 

2. ÖN BİLGİLER 

Bu bölümde tezin geri kalan kısmında kullanılacak temel tanım ve kavramlar 

hatırlatılmış ve bu kavramlarla ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 

2.1 Modifiye İnterest Kategoriler 

İlk olarak [11,24,31] kaynaklarında verilen interest kategorilerin modifiye versiyonu 

olan MCI nın [32] deki tanım ve ana inşalarını hatırlayalım.  

E  grup koşullarını içermek ve aşağıdaki şartları sağlamak üzere, ^ , E  koşulların 

ve Ω  işlemlerin kümeleri ile birlikte grupların bir kategorisi olsun, Eğer iΩ , Ω  daki 

i-li işlemlerin kümesiyse: 

(a) 0 1 2Ω = Ω ∪Ω ∪Ω ; 

(b)  (toplamsal olarak yazılan : 0, ,− + ) grup işlemleri sırasıyla 0Ω , 1Ω  ve 2Ω  

nin elemanlarıdır. 2 2 { }′Ω = Ω +5 , 1 1 { }′Ω = Ω −5  olsun. Eğer 2∗∈Ω  ise, 2
′Ω  

nün  x y y x°∗ = ∗  şeklinde tanımlanan °∗  nı içerdiğini ve 0 {0}Ω =  

olduğunu varsayacağız; 

(c) her bir 2
′∗∈Ω  için, E , ( )x y z x y x z∗ + = ∗ + ∗  özdeşliğini içermelidir; 

(d) her bir 1ω ′∈ Ω  ve 2
′∗∈Ω  için, E  ( ) ( ) ( )x y x yω ω ω+ = +  ve 

( ) ( ) ( )x y x yω ω ω∗ = ∗  özdeşliklerini içermelidir. 

 C , ^  nin bir objesi ve 1 2 3, ,x x x C∈  olsun: 

Aksiyom 1. her bir 2
′∗∈Ω  için, 1 2 3 2 3 1( ) ( )x x x x x x+ ∗ = ∗ +  dir. 

Aksiyom 2. her bir 2 2( , ) ′ ′∗ ∗ ∈ Ω × Ω  sıralı ikilisi için  

1 2 3 1 2 3 1 3 2 2 3 1 3 2 1 2 1 3 2 3 1 1 3 2 3 1 2( ) ( ( ), ( ), ( ) , ( ) , ( ), ( ), ( ) , ( ) ),x x x W x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x∗ ∗ =
 

deki her bir diziliş 2
′Ω  de bir işlem belirtmek üzere, yukarıdaki şekilde bir W  

kelimesi vardır.  
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Tanım 2.1.1. İşlemler ile bir ^  kategorisi yukarıdaki ( ) ( )a d− , Aksiyom 1 ve 

Aksiyom 2 şartlarını sağlar ise bu kategoriye modifiye interest kategori denir [32]. 

Yukarıdaki tanımın interest kategorilerin eski tanımından farkı interest kategorilerin 

tanımında yer alan ( ) ( )x y x yω ω∗ = ∗  nın yerine artık yeni tanımda 

( ) ( ) ( )x y x yω ω ω∗ = ∗  özdeşliğinin kullanılmasıdır. 

Örnek 2.1.2. −1Cat Ass , −1Cat Lie −1Cat Leibniz , −1PreCat Ass , 

−1PreCat Lie  ve 1PreCat - Leibniz  kategorileri modifiye interest kategorisi 

olmasına rağmen interest kategori değildir. Ayrıca [39] de tanımlanmış olan 

komutatif Von Neumann regüler halkalarının kategorisi modifiye interest 

kategorisindeki iki aksiyomu sağlayan ( )∗  birli işlem ile birlikte komutatif halkalar 

kategorisine izomorftur. 

Tezin geri kalan kısmında, keyfi bir modifiye interest kategori ^  ile ifade 

edilecektir.  

B∈^  olsun. Eğer B  nin bir alt objesi bazı morfizmlerin çekirdeği ise B  nin bu alt 

objesine ideal denir. A  nın B  nin bir ideali olması için gerek ve yeter şart A , B  

nin bir normal alt grubu olmalı ve her a A∈ , b B∈  ve 2
′∗∈Ω  için  a b A∗ ∈  

olmalıdır. 

,A B∈^  olsun. Her bir 2∗∈Ω  için, :f A B A∗ × →  dönüşümü var olduğunda A  

üzerinde B  nin etkilerinin kümesine sahip oluruz. B  nin A  ile bir split genişlemesi 

^  deki işlemler ile birlikte B  nin A  üzerine bir etkisini sunar.  

 0 0i pA E B⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→   

split genişlemesi verildiğinde her b B∈ , a A∈  ve 2
′∗∈ Ω  için  

 
( ) ( ),
( ) ,

b a s b a s b
b a s b a=

+
∗

=⋅ −
∗

  

eşitliklerini elde ederiz. Yukarıdaki denklemlerle tanımlanan B  nin A  üzerine 

etkisine türetilmiş etki denir. 

B  nin A  üzerine bir etkisi verildiğinde, A B�  semi-direkt çarpımı, her , ,a a A′ ∈  

,b b B′ ∈  için  
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( ) ( )( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ),
( , ) ( , ) ( , ),

a b a b
a b a b a b a b b
a b a b a a a b b a b b

ω ω ω
′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′

=
+ = + ⋅ +
∗ = ∗ + ∗ + ∗ ∗

  

ile tanımlanılmış işlemler ve A B×  nin uzandığı küme olan evrensel cebirdir. 

Detaylar için [32] kaynağına bakılabilir. 

Örnek 2.1.3. K  cismi üzerinde iki-cebir (veya iki-asosyatif cebir) [28] de, her 

, ,x y z A∈  için  

, : A A A⊗ →E A  

seklinde iki K -lineer dönüşüm 

( ) ( )
( ) ( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )

       
       , 
       ,

       ,

      

,

, 

x y z x y z
x y z x y z
x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z

=
=

=
=
=

E E E A
E E E E

A E A E

E A A A

A A A A

 

şartlarını sağlayan bir K -vektor uzayı olarak verildi. 

A  ve B  iki iki-cebir olsun. B  nin A  üzerinde bir iki-cebir etkisi: 

, :
, :

B A A
A B A
× →
× →

� �
� �

A E

A E

 

30 aksiyomu sağlayan dört bilineer dönüşüm ile verildi (bu aksiyomları detaylı bir 

şekilde görmek için [6] ya bakılabilir). 

A B�  yarı-direkt çarpımı, ,a a A′∈  and ,b b B′∈  için  

( , ) ( , ) ( , ), a b a b a a b a a b b b′ ′ ′ ′ ′ ′= + +� �E EE E E  

( , ) ( , ) ( , ),a b a b a a b a a b b b′ ′ ′ ′ ′ ′= + +� �A AA A A  

ile tanımlanılmış ikili işlemler toplama ve skaler çarpma ile A B×  kartezyen çarpım 

kümesi üzerinde bir iki-cebirdir.  

Teorem 2.1.4. B  nin A  üzerine bir etkisinin bir türetilmiş etki olması için gerek ve 

yeter şart A B�  nin ^  nin bir objesi olmasıdır [32]. 

Önerme 2.1.5. G^  de B  nin A  üzerine etkilerinin kümesi türetilmiş etkilerin bir 

kümesi olması için gerek ve yeter şart, her bir 1ω ′∈ Ω , 2
′∗∈ Ω , 1 2, ,b b b B∈ ,

1 2, ,a a a A∈  ve (xii) şartın her iki tarafı da tanımlı olduğunda  , , ,x y z t A B∈ ∪  için 
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(i) 0 a a⋅ = , 

(ii) 1 2 1 2( )b a a b a b a⋅ + = ⋅ + ⋅ , 

(iii) 1 2 1 2( ) ( )b b a b b a+ ⋅ = ⋅ ⋅ , 

(iv) 1 2 1 2( )b a a b a b a∗ + = ∗ + ∗ , 

(v) 1 2 1 2( )b b a b a b a+ ∗ = ∗ + ∗ , 

(vi) 1 2 1 2 1 2( ) ( )b b a a a a∗ ⋅ ∗ = ∗ , 

(vii) 1 2( ) ( )b b a b a b∗ ⋅ ∗ = ∗ , 

(viii) 1 2 1 2( )a b a a a∗ ⋅ = ∗ , 

(ix) 1( )b b a b a∗ ⋅ = ∗ , 

(x) ( ) ( ) ( )b a b aω ω ω⋅ = ⋅ , 

(xi) ( ) ( ) ( )a b a bω ω ω∗ = ∗ , 

(xii) x y z t z t x y∗ + ∗ = ∗ + ∗ , 

G^  de şartları sağlanmalıdır [32].  

2.2 MCI daki (Ön)Çaprazlanmış Modüller 

Tanım 2.2.1.  A∈^  olsun. Her 1,a A ω∈ ∈Ω  ve 2
′∗∈ Ω  için 

( )( ) { ,  ( ) ( ) ,  0,  0}Z A z A a z z a a z z a a z a zω ω ω= ∈ + = + + = + ∗ = ∗ =∣  

kümesine A  nın merkezi denir [32]. 

Diğer taraftan eğer A , B  nin bir ideali ise, A  nın B  deki merkezleştiricisi her 

1,a A ω∈ ∈Ω  ve 2
′∗∈ Ω  için 

( )( , ) { , ( ) ( ) , 0, 0}Z B A b B a b b a a b b a a b a bω ω ω= ∈ + = + + = + ∗ = ∗ =∣  

idealidir [32]. 

Tanım 2.2.2. 0C , 1C ∈^ , 0C , 1C  üzerinde türetilmiş etkiye sahip ve 1 0: C C∂ →  

dönüşümü ^  de bir morfizm olmak üzere her 0 0c C∈ , 1 1c C∈  ve 2
′∗∈ Ω  için 

(a) 0 1 0 1 0( ) ( )c c c c c∂ ⋅ = + ∂ − , 

(b) 0 1 0 1( ) ( ),c c c c∂ ∗ = ∗ ∂  

şartlarını sağlayan 1 0( , , )C C ∂  üçlüsüne ^  de bir ön çaprazlanmış modül, bu şartların 

yanında eğer her 1c , 1 1c C′ ∈  ve 2
′∗∈ Ω  için 

(c) 1 1 1 1 1( )c c c c c′ ′∂ ⋅ = + − , 
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(d) 1 1 1 1( )c c c c′ ′∂ ∗ = ∗ , 

şartlarını sağlayan 1 0( , , )C C ∂  üçlüsüne ^  de bir çaprazlanmış modül denir [33]. 

Tanım 2.2.3. Her 0 0c C∈ , 1 1c C∈  ve 2
′∗∈ Ω  için 0 0 0: C Cμ ′→ , 1 1 1: C Cμ ′→  olmak 

üzere  1 0 1 0 1 0( , ) : ( , , ) ( , , )C C C Cμ μ ′ ′ ′∂ → ∂  ikili morfizmi  

(a) 0 1μ μ′∂ = ∂ , 

(b) 1 0 1 0 0 1 1( ) ( ) ( )·c c c cμ μ μ= ⋅ , 

(c) 1 0 1 0 0 1 1( ) ( ) ( ),c c c cμ μ μ∗ = ∗  

şartlarını sağlıyorsa 1 0( , )μ μ  morfizm ikilisine 1 0( , , )C C ∂  dan 1 0( , , )C C′ ′ ′∂  a bir (ön) 

çaprazlanmış modül morfizmi denir [33].   

Dolayısıyla, tanımladığımız morfizmlerle beraber ( )PXMod ^  (ön) çaprazlanmış 

modüller ve  ( )XMod ^  çaprazlanmış modüller kategorileri elde edilir. 

Örnek 2.2.4. 1 0: D D∂ →  bir iki-cebir homomorfizmi ve 1D  üzerinde 0D  ın etkisi 

olsun. Her 1 1 1,d d D′ ∈ , 0 0d D∈  için 1 0: D D∂ →  homomorfizmi 

(a) 0 1 0 1( ) ( ),d d d d∂ = ∂�E E   

0 1 0 1( ) ( ),d d d d∂ = ∂�A A  

1 0 1 0( ) ( ) ,d d d d∂ = ∂�E E  

1 0 1 0( ) ( ) ,d d d d∂ = ∂�A A  

(b) 1 1 1 1 1 1( ) ( ),d d d d d d′ ′ ′∂ = = ∂� �E EE  

1 1 1 1 1 1( ) ( ),d d d d d d′ ′ ′∂ = = ∂� �A AA  
şartlarını sağlıyorsa 1 0( , , )D D ∂  üçlüsüne iki-cebirler kategorisinde bir çaprazlanmış 

modül denir. Bu tanım [6] de verilen tanımı kapsar. 

Örnek 2.2.5. 1 0: D D∂ →  ve 1 0: D D′ ′ ′∂ →  birer iki-cebir çaprazlanmış modülleri 

olsun. 1 0: D D∂ →  ve 1 0: D D′ ′ ′∂ →  homomorfizmleri arasında 1 1 1: D Dμ ′→ , 

0 0 0: D Dμ ′→   olacak şekildeki 1 0( , )μ μ  ikilisi her 1 1d D∈  ve 0 0d D∈  için   

1 0 1 0 0 1 1

1 1 0 1 1 0 0

1 0 1 0 0 1 1

1 1 0 1 1 0 0

( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( )

d d d d
d d d d
d d d d
d d d d

μ μ μ
μ μ μ
μ μ μ
μ μ μ

=
=
=
=

� �
� �
� �
� �

A A

E E

E E

A A
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şartlarının yanında 1 0μ μ′∂ = ∂  özelliğinide sağlıyorsa 1 0( , )μ μ  ikilisine iki-cebir 

çaprazlanmış modül morfizmi denir. 

Tanım 2.2.6. 1 0( , , )C C μ , ^  de bir (ön) çaprazlanmış modül olsun. Eğer 1C ′  ve 0C ′  

sırasıyla 1C  ve 0C  ın alt objeleri, 
1

|Cμ μ ′′ =  ve 0C ′  ın 1C ′  üzerindeki etkisi 0C  ın 1C  

üzerindeki etkisiyle verildiyse, 1 0( , , )C C μ′ ′ ′  (ön)çaprazlanmış modülü 1 0( , , )C C μ  ın 

bir (ön)çaprazlanmış alt modülüdür [33].  

Tanım 2.2.7. 1 0( , , )C C μ′ ′ ′  ve 1 0( , , )C C μ  iki (ön) çaprazlanmış modül olsun. Eğer 

çekirdeği 1 0( , , )C C μ′ ′ ′  olacak şekilde bir 1 0 1 0( , , ) ( , , )C C C Cμ μ′ ′ ′ → (ön)çaprazlanmış 

modül morfizmi varsa 1 0( , , )C C μ′ ′ ′  (ön)çaprazlanmış modülüne 1 0( , , )C C μ  

(ön)çaprazlanmış modülünün bir ideali denir [33]. 

Tanım 2.2.8. 1 0( , , )C C μ′ ′ ′  (ön)çaprazlanmış modülüne 1 0( , , )C C μ  (ön)çaprazlanmış 

modülünün bir ideali olsun. Bu durumda 1 1

1 1
, ,C C

C C μ∗⎛ ⎞⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠
 üçlüsü de bir 

(ön)çaprazlanmış modül olur ve bu (ön)çaprazlanmış modüle bölüm 

(ön)çaprazlanmış modülü denir [33]. 

Teorem 2.2.7. 1 0( , , )C C μ′ ′ ′  (ön)çaprazlanmış modülü 1 0( , , )C C μ  ın bir 

(ön)çaprazlanmış alt modülü olsun. Eğer 0C ′  ve 1C ′  sırasıyla 0C  ve 1C  in idealleri ise 

ve her 0 0c C∈ , 1 1c C∈ ,  0 0c C′ ′∈  ve 1 1c C′ ′∈  için 

(a) 0 1 1c c C′ ′∗ ∈   

(b) 0 1 1c c C′ ′∗ ∈   

(c) 0 1 1c c C′ ′⋅ ∈   

(d) 0 1 1 1c c c C′ ′⋅ − ∈   

oluyorsa, 1 0( , , )C C μ′ ′ ′  (ön)çaprazlanmış modülü 1 0( , , )C C μ  (ön)çaprazlanmış 

modülünün bir idealidir [33]. 



 

3. MCI İÇİNDEKİ BAZI CEBİRSEL YAPILAR 

Bu bölümde, ilk olarak ^  modifiye interest kategorisindeki  (pre)cat1-objeler ve ^  

deki (ön) çaprazlanmış modüllerin ( ) ( )P Xmod ^  kategorisi ile (pre)cat 1 -objelerin 

( ) ( )1Pre Cat ^  kategorisi arasında doğal denklik verilecektir. Daha sonra ^  deki 

singülerlik, komutatör ve merkez genişlemeler verilecektir. Ayrıca Tanım 4.2.1 de 

verilen merkez genişlemeler [40] daki merkezleştirme tanımı arasındaki bağlantı 

verilecek. 

3.1 MCI daki (Pre)Cat1-Objeler 

Tanım 3.1.1. C ∈^  ve 0 1, : C Cω ω → , ^  de iki morfizm olsun. Eğer bu 

morfizmler 

(a) 0 1 1ω ω ω= , 1 0 0ω ω ω=  

şartını sağlıyorsa  0 1( , , )C ω ω  üçlüsüne ^  de bir precat 1 -obje, eğer ek olarak her 

2
′∗∈ Ω  ve 0Çe k x ω∈ , 1Çe k y ω∈  için 

(b) 0x y∗ = , 0x y x y+ − − = , 

şartıda sağlanıyorsa  0 1( , , )C ω ω  üçlüsüne ^  de bir cat1-obje denir [33]. 

Şimdi 0ω  and 1ω  dönüşümleri ile birlikte objeleri cat 1 -objeler ve morfizmleri ^ -

morfizmler olan cat1-objeler kategorisini elde ettik. Bu kategoriyi tezin geri kalan 

kısmında  ( )1Cat ^  ile ifade edeceğiz. 

Ayrıca benzer şekilde precat1-objelerin kategorisini elde edebiliriz. Bu kategoriyide 

( )1PreCat ^  ile ifade edeceğiz. 

Örnek 3.1.2. L  Leibniz cebirlerinin kategorisi olsun. L∈L  için 0 1, : L Lω ω →  iki 

Leibniz cebir homomorfizmi olsun. Her 0Çek x ω∈ , 1Çek y ω∈  için  

(a) 0 1 1ω ω ω= , 1 0 0ω ω ω= , 

(b) [ , ] 0 [ , ]x y y x= = , 

şartlarını sağlayan 0 1( , , )L ω ω  üçlüsü bir cat1-Leibniz cebirdir. 
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Örnek 3.1.3. D  iki-cebirlerinin kategorisi olsun. D∈D  için 0 1, : D Dω ω →  iki iki-

cebir homomorfizmi olsun. Her 0Çek x ω∈ , 1Çek y ω∈  için 

(a) 0 1 1ω ω ω= ,  1 0 0ω ω ω= , 

(b) 0x y y x= =E E ,  0x y y x= =A A , 

şartlarını sağlayan 0 1( , , )D ω ω  üçlüsü bir cat1-iki-cebirdir. 

Önerme 3.1.4. [33] ( )XMod ^  kategorisi ve ( )1Cat ^  kategorisi birbirlerine denk 

kategorilerdir.  

İspat: 1 0( , , )C C ∂  ^  de bir çaprazlanmış modül olsun.   1C  üzerinde 0C  ın etkisiyle 

elde edilen  1 0C C�  semi-direkt çarpımını düşünelim. Teorem 2.1.4 ile, 1 0C C ∈^�  

dir. Her 1 0 1 0( , )c c C C∈ ×  için  0 1 0 1 0: C C C Cω →� � , 1 1 0 1 0: C C C Cω →� �  

dönüşümlerini 0 1 0 0( , ) (0, )c c cω = , 1 1 0 1 0( , ) (0, ( ) )c c c cω = ∂ + , şeklinde ^ -morfizmler 

olarak tanımlarsak istenen sağlanır. Diğer taraftan, her 1 0 1 0( , )c c C C∈ ×  için, 

0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0( , ) (0, ( ) ) (0, ( ) ) ( , )c c c c c c c cω ω ω ω= ∂ + = ∂ + =  

ve 

1 0 1 0 1 0 0 0 1 0( , ) (0, ) (0, ) ( , ),c c c c c cω ω ω ω= = =  

olduğundan, 0 1 1ω ω ω= , 1 0 0ω ω ω=  elde edilir. 1 0( , )c c ∈  Çek 0ω  ve 1 0( , )c c ∈  Çek 1ω  

olsun. Bu durumda 0 0c =  ve 1 0( ) 0c c∂ + =  olur. Dolayısıyla, 

1 0 1 0 1 0 1 0 0

1 1 0

1 1 1 1 0

1 1 1 0

1 0 1 0 0

1 0 1 0

( , ) ( , ) ( , )

( , )

( , )

( ( ( )) , )

( , )

( , ) ( , )

c c c c c c c c c

c c c

c c c c c

c c c c

c c c c c

c c c c

+ + ⋅ +

+

− + +

+ −

=

=

=

=

+

=

⋅

+ +

=

∂

⋅

 

ve 
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1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0

1 1 1 0

1 1 0

1

( , ) ( , ) ( , )

( 0 ,0 )

( ( ( )) ,0)

( ( ( ) ),0)
( 0,0)
(0,0),

c c c c c c c c c c c c

c c c c c c

c c c c

c c c
c

=∗ ∗ + ∗ + ∗ ∗

∗ + ∗ + ∗ ∗

∗ ∂ + ∗

∗ ∂ +
∗

=

=

=
=
=

  

olur ki bu da istenendir. Dolayısıyla : ( ) ( )→ 1XMod Cat^ ^C  funktoru elde edildi. 

Tersine, ^  de bir 0 1( , , )C ω ω  cat1-obje verilsin. 1 0Çek C ω= , 0 0Gör C ω=  ve 

01 Çek | ωω∂ =  olmak üzere 1 0: C C∂ →  morfizmini düşünelim. Her 0 0c C∈ , 

1 1 2,c C ′∈ ∗∈Ω  için 0C  ın 1C  üzerine nokta etkisini 0 1 0 1 0c c c c c⋅ = + −  şeklinde ve 

yıldız etkisini 0 1c c∗ , şeklinde tanımlayalım. Buradaki amaç, bu etkilerle  1 0( , , )C C ∂  

ın ^  de bir çaprazlanmış modül olduğunu ğöstermektir. 

Direkt hesaplamalar ile, her 0 0c C∈ , 1 1c C∈  için 0 1( ) 0cω =  olduğu ve 0 0( )c cω =  

olacak şekilde c C∈  nin var olduğu görüle bilir. 

(a) Her 0 0c C∈ , 1 1c C∈  için, 

0 1 1 0 1 0

1 0 1 0

1 0 1 1 1 0

0 1 1 0

0 1 0

( ) ( )
( ( ) ( ))

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) .

c c c c c
c c c

c c c
c c c

c c c

ω
ω ω ω
ωω ω ωω
ω ω ω

∂ + −
+ −
+ −

=
=
=
= −

∂=
+

+ −

i

 

(b) Her 0 0c C∈ , 1 1c C∈  için, 

0 1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1

0 1

( ) ( ( ) )
( ) ( )

( ) ( )
( ).

c c c c
c c

c c
c c

ω ω
ωω ω
ω ω

∂ ∗ ∗
∗

∗∂=
∗

=
=
=  

(c) 1 1 1 0 1 0 1 1ω ω ω ω ω ω ω ω= = =  olduğundan, her  1 1c C′ ∈  için 1 1 1( ( )) Çek c c ω− ∂ ∈  

ve 1 1 1 1 1 1( ( )) ( ( )) 0c c c c c c′ ′− ∂ + − − ∂ − = , dolayısıyla 1 1 1( ( )) 0c cω − ∂ =  elde 

edilir. Ayrıca her 1 1 1,c c C′ ∈  için 
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1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( )
,

c c c c c
c c c c c
c c c

′ ′

′

′

∂ ⋅ ∂ + −∂=
− + ∂
+=

+ ∂
−

= −  

elde edilir ki bu da istenendir. 

(d) (c) deki benzer hesaplamalar ile her  1 1 1 2, ,c c C′ ′∈ ∗∈ Ω  için  

1 1 1 1 1 1( ) ( )c c c c c c′ ′ ′∂ ∗ = ∂ ∗ = ∗  eşitlikleri elde edilir. 

Dolayısıyla, : ( ) ( )→1Cat XMod^ ^X  funktoru elde edildi. C  ve X  funktorları 

( )XMod ^  ve ( )1Cat ^  arasında doğal denklik verir. 

Benzer yollar ile, ( ) ( )1Pre Cat ^  ve ( ) ( )P Xmod ^  arasında doğal denklik elde 

edilebilir. 



 

4. SİNGÜLERLİK  VE MERKEZSEL GENİŞLEMELER 

Bu bölümde MCI daki singülerlik, komutatörler ve merkezsel genişlemeler 

ifadelerini vereceğiz. 

4.1 Singülerlik ve Komutatörler 

Tanım 4.1.1. ^  de bir C  objesi kendi merkezine denk ise C  ye singüler denir [33]. 

Örnek 4.1.2. A  bir iki-cebir olsun. Bu durumda A  nın ( )Z A  merkezi  

{  her  için  0 , 0 }z A a A a z z a a z z a∈ ∈ = = = =E E A A  

kümesidir. Dolayısıyla, eğer her ,a a A′ ∈  için 0a a a a′ ′= =E A  ise, A  singülerdir. 

Örnek 4.1.3. 0 1( , , )G ω ω  cat 1 -grubunu alalım. Bu durumda eğer her ,g g G′∈ , 

0,1i =  için g g g g′ ′+ = + , ( ) ( )i ig g g gω ω′ ′+ = +  ise, 0 1( , , )G ω ω  singülerdir. 

Tanım 4.1.4. A∈^  ve S A⊆  olsun. S  yi içeren en küçük ideale S  ile üretilmiş 

ideal denir ve S< >  ile ifade edilir [33]. 

Tanım 4.1.5. A∈^  ve ,B C  objeleri A  nın idealleri olsun. Bu durumda 

{ }, , ( ) ( ), ( ) ( ), ( ), ( ) ,b c b c b c b c b c c b c b b c c b b B c Cω ω ω ω ω ω+ − − ∗ + − − + − − ∗ ∗ ∈ ∈

kümesiyle elde edilen ideale B  ve C  nin komutatör objesi denir [33]. 

A∈^  olsun.   

2{ , ( ) ( ), , ( ) , , }x y x y x y x y x y x y x y Aω ω ω ′+ − − + − − ∗ ∗ ∈ ∗∈Ω  

kümesiyle üretilmiş ideale A  nı komutatörü denir ve [ ],A A  ile ifade edilir. Ayrıca, 

/ [ , ]A A A  bölüm objesine A  nın singülerleştirilmesi denir. 

Örnek 4.1.6. D  bir iki-cebir olsun. D  nin komutatörü { , , }a b b a a b D∈E A  

kümesiyle üretilmiş idealdir. Ek olarak, D  nin singülerleştirmesi 

 / , : ,D a b b a a b D∈E A   

dir.
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Önerme 4.1.7. [33] ^  nin bir C  objesinin singüler olması için gerek ve yeter şart 

[ , ] 0C C =  olmasıdır. 

İspat: C ∈^  bir singüler obje olsun. Bu durumda C  objesi her 1,c C ω∈ ∈Ω  ve 

2
′∗ ∈ Ω  için 

( )( ) { , ( ) ( ) , 0, 0}Z C z C c z z c c z z c c z c zω ω ω= ∈ + = + + = + ∗ = ∗ =∣  

şeklinde ifade edilen merkezine denktir. Dolayısıyla bu denklik ile her bir ,x y C∈  

elemanı C  nin merkezinde olacağından  

2{ , ( ) ( ), , ( ) , , }x y x y x y x y x y x y x y Cω ω ω ′+ − − + − − ∗ ∗ ∈ ∗∈Ω  

kümesiyle üretilmiş ideal 0  dır. Bu ise [ , ] 0C C =  olması anlamına gelir. 

Tersine, [ , ] 0C C =  olsun. Bu durumda  

2{ , ( ) ( ), , ( ) , , }x y x y x y x y x y x y x y Cω ω ω ′+ − − + − − ∗ ∗ ∈ ∗∈Ω  

kümesiyle üretilmiş ideal 0  dır. Bu ise kümedeki her bileşenin 0  olmasıyla 

mümkündür. Her bir bileşenin sıfır olmasıda bu şekildeki her bir x , y C∈  elemanı 

C  nin merkezinde olması demektir. Dolayısıyla  C  nin merkezi ile C  çakışır.  Yani 

C  singülerdir. 

Not: ^  deki komutatör tanımı Huq'un [38] komutatör tanımıyla denktir ve ^  deki 

singüler objelerin ( )Ab ^  Birkhoff alt kategorisi ile ilgili komutatördür (bakınız 

[36]).  

Teorem 4.1.8. [33] Herhangi bir A∈^  objesi için [ , ]A A  komutatör ideali 

/ [ , ]A A A  yı singüler yapan en küçük idealdir. 

İspat: A∈^  olsun. A  nın [ , ]A A  komütatör ideali  

2{ , ( ) ( ), , ( ) , , }x y x y x y x y x y x y x y Aω ω ω ′+ − − + − − ∗ ∗ ∈ ∗∈Ω  

kümesiyle üretilmiş olacağından, ,x y A∈  için / [ , ]A A A  nın singüler olması bir 

önceki önerme gereği [ [ , ], [ ; ]] [ , ] [ , ]x A A y A A x y A A+ + = +  nın sıfır olmasıyla 

mümkün olacağından ve ,x y A∈  olduğundan / [ , ]A A A  yı singüler yapan en küçük 

ideal [ , ]A A  komutatör idelidir.  

( )Ab ^  ile ^  deki singüler objelerin oluşturduğu full alt kategoriyi ifade edelim. Bu 

durumda her hangi bir C  objesini onun singülerleştirmesi olan / [ , ]C C C  ye götüren 
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: ( )→Ab^ ^Sing  funktoruna sahibiz. Ek olarak, ^  de ( )Ab ^  Birkhoff 

çeşitliliğinin içermesi olan .: ( )→Ab ^ ^inc  içerme funktoruna sahibiz. Dolayısıyla,  

 
ile diagramatize edilmiş .Sing incE  adjointleştirmesine sahibiz. 

4.2 Merkezsel Genişlemeler 

Tanım 4.2.1. C ∈^  ve ( )A∈Ab ^  olsun. A , ( )Z B  nin alt objesi olmak üzere C  

nin A  ile bir merkezsel genişlemesi  

 

genişlemesidir [33]. 

Janelidze ve Kelly [40] de "admissible" alt kategorilerle ilgili bir tam kategoride 

merkezsel genişlemeler tanımı verildi. [41] den, her hangi bir ^  modifiye interest 

kategorisi Barr exact Mal'tsev kategorisidir ve bu yüzden ^  nin herhangi bir 

Birkhoff alt kategorisi ^  deki merkezsel genişlemelerin kategorisel teorisini 

düşünmemize yol açan admissible dir. 

Eğer yatay morfizmler adjointleştirmenin  brimi ile verilmek üzere  

 
diyagramı pullback(geri çekim) ise, :f A B→  genişlemesine [40] anlamında aşikar 

genişleme denir.  Eğer  

 
pullback(geri çekim) diyagramında 1π  aşikar genişlemelerin morfizmi olmak üzere  

B  nin : E Bρ →  genişlemesi var ise, bu genişlemeye [40] in anlamında merkezsel 

genişleme denir. 
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Önerme 4.2.2. [33] Tanım 4.2.1, [40] de verilen merkezleştirme tanımı ile denktir. 

(Buradaki kategori ^  kategorisi alındı ve ( )Ab ^  admissible alt kategorisi olarak 

düşünüldü.) 

 

İspat:  

 
( )A Z B⊂  ile ^  de bir genişleme olsun.  

 
pullback diyagramını düşünelim. Direkt hesaplamalar ile 

 

diyagramı pullbacktir, yani, CB B×  ile ( , ) ( , ( , ))b b b b b′ ′6  şeklinde tanımlanan 

( ) ( )C CC B B× ×Sing Sing  fiber çarpımı arasında bir izomorfizm vardır. Bu yüzden 

1 : CB B Cπ × →  morfizmi [40] kaynağındaki anlamda merkezleştirmeden elde 

edilmiş aşikar genişlemedir. 

Tersine, ^  de verilen 

 
genişlemesi [40] daki anlamda merkezsel genişleme olsun. O zaman  

 
pullback diyagramında 1 : CE B Cπ × →  morfizmi aşikar genişleme olmak üzere 

EE Cϑ⎯⎯→   genişlemesi vardır, bir başka deyişle,  
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diyagramı pullbackdir. (0, )a  ilgili koseti ifade etmek üzere, ( ) (0, )a aσ =  şeklinde 

tanımlanırsa, 1π  nin çekirdeği  içermesi ve 

1( )πSing  nin çekirdeği : ( )
C

A E Bσ → ×Sing  içermesidir. Biz ( )A Z B⊂  olduğunu 

göstermek istiyoruz. Bunun için biz her 1 2, , ,a A b B ω ′∈ ∈ ∈ Ω ∗∈ Ω  için ,b a a b+ = +  

( ) ( ) ,b a a bω ω+ = +  0,b a∗ =  ( ) 0b aω∗ =  olduğunu göstermeliyiz. Her b B∈  için, 

( ) ( )B Eb eϕ ϕ=  olacak şekilde e E∈  vardır. 

( ) (0, )

(0, ) ( , ) (0, ) ( , )

(0, ) (0, ) ( , ) ( , )

(0,0)

b a b a b a b a

b e a b e a

b b e a e a

σ + − − + − −

+ − −

− +

=

=

=

=

−
 

olduğu için, 0b a b a+ − − =  elde ederiz. Benzer hesaplamalar ile ( )A Z B⊆  elde 

ederiz ki bu da istenendir. 

 



 

5. (ÖN)ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER İÇİN UYGULAMALAR 

Bu bölümde, modifiye interest kategorisinde (ön)çaprazlanmış modüllerin merkezsel 

genişlemeleri, singülerlik ve merkez tanımlarını vereceğiz. Bunun için, biz 

(ön)çaprazlanmış modüllerin ( ) ( )P Xmod ^  ve (pre)cat 1 -objelerin ( ) ( )1Pre Cat ^  

kategorilerinin denkliğinden yararlanacağız. Grupların önçaprazlanmış modülleri 

durumunda (Lie cebirleri) merkezler, singülerlik ve merkezsel genişlemelerin tanımı 

[10,34,35,42,43] kaynaklarında verildi. 

5.1 MCI daki (Ön)Çaprazlanmış Modüllerin Merkezi ve Singülerliği 

1 0( , , )C C ∂  önçaprazlanmış modül ve 1 0 0 1( , , )C C ω ω�  karşılık gelen precat 1 -obje 

olsun. 1 0 0 1( , , )C C ω ω�  objesinin  

1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 0 1 1 0

1 0 0 1 1 0 1 1 1 0

1 1 0 1 1 0 1 0 2

( , , ) {( , ) , ,
, ( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) 0,  ( ) 0, ( ) 0,
( ( ) 0,  ( )  0,  h içiner ( , ) , }

Z C C z z C C z z c c c z z c c z
c z c c z c c z z c
c z c z c z c z c z
c z c z c c C C

ω ω

′

∈ + ⋅ = + ⋅ + = +
= ⋅ = ∂ ⋅ + ∂ = ∂ +
∗ + ∗ + ∗ = ∗ = ∗ =
∗∂ = ∂ ∗ = ∈ ∗∈Ω

=� �

�

şeklindeki 1 0 0 1( , , )Z C C ω ω�  merkezi idealdir. 

1 0 0 1( ( , , ))Z C C ω ωX �  görüntüsü 1 0( , , )C C ∂  ın 1 0( , , )Z Z ∂  ön çaprazlanmış 

idealidir, burada  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 0 1 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1 0 0 2

{ , ( ( )) ,
( ) ( )

 iç
, , 0,

( ( )) 0, 0,  her n, i, }

Z z C z c c z c z c
c z z c z c z c z
c z c z c C c C ′

∈ + = + ⋅ ∂ =
+ ∂ = ∂ + = ⋅ ∗ =
∗ ∂ = ∗ = ∈ ∈ ∗∈Ω

=
 

ve 

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 1 2

{ , ,
0,  0,  he  ir , in}ç,

Z z C z c c z c c z
c z c z c C c C ′

∈ ⋅ = + = +
∗ = ∗ = ∈ ∈ ∗∈

=
Ω  

şeklindedir. 

Eğer 1 0( , , )C C ∂  bir çaprazlanmış modül ise, bu durumda 

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 0 1 1 2

{ , ( ) ( ) , ,
0, 0,  her , , }, için

Z z C z c c z c z z c c z z
c z c z c C c C ′

∈ + = + +∂ = ∂ + ⋅ =
∗ = ∗ = ∈ ∈ ∗∈Ω

=
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0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 1 2

{ | , , 0,
0,  he  içr n, }i
 

 ,
Z z C z c c z c c z c z

c z c C c C ′

∈ ⋅ = + = + ∗ =
∗ = ∈ ∈ ∗∈

=
Ω

 

şeklindedir. 

Tanım 5.1.1. 1 0( , , )Z Z ∂  çaprazlanmış modülüne 1 0( , , )C C ∂  çaprazlanmış 

modülünün merkezi denir. 

Tezin geri kalan kısmında 1 0( , , )C C ∂  çaprazlanmış modülünün merkezini 

1 0( , , )Z C C ∂  ile ifade edeceğiz. 

Merkezsel objeler ve hesaplanan morfizmleri Çarpım ve dual çarpım morfizmlerin 

görüntüleri var olan sıfır objeli kategorilerde Huq [38] tarafından tanımlandı. 

1 2: , 1, 2i iB B B iΓ → × =  içermelerinin aşağıdaki özelliklerinin varlığından böyle bir 

kategoride direkt çarpımda aşğıdaki özellikler vardır. 

Tanım 5.1.2. iΓ , 1,2i =  direkt çarpımın içermelerini ifade etmek üzere, B 

 
diyagramını değişmeli yapan   

1 2 1 2: B B Aβ β° × →  

morfizmi var ise,  1 1: B Aβ →  ve 2 2: B Aβ →  iki dual bitiş (hedef) morfizmlerine 

değişmeli denir. Dolayısıyla,  A  üzerindeki birim morfizm β  ile değişmeli ise, yani  

 
diyagramı değişmeli ise : B Aβ →  morfizmine merkezsel denir. Ek olarak, 

: B Aβ →  monomorfizm ise, B  ye A  nın merkezsel alt objesi denir [38]. 

Tanım 5.1.3. Bir objenin merkezi monomorfizmlerin kümesi üzerinde var olan 

sıralama bağıntısıyla ilişkili olarak maksimal merkezsel alt objedir [38]. 
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Önerme 5.1.4. [33] 1 0( , , )C C ∂  bir çaprazlanmış modül olsun. Bu durumda 

1 0( , , |)Z C C ∂  objesi  1 0( , , )C C ∂  nın maksimal alt objesidir. 

İspat: 1 1 1 1: C Z Cα × → , 0 0 0 0: C Z Cα × →  sırasıyla 1 1 1 1 1( , )c z c zα = + ,

0 0 0 0 0( , )c z c zα = + , şeklinde tanımlayalım, ve   1 0( , )β β  bir içerme ve diğerleri 

önceki şekilde olmak üzere 

 
diyagramını düşünelim. Burada 1 0( , , |)Z C C ∂  merkezsel alt obje olduğundan 

yukarıdaki diyagram değişmelidir. 

1 0( , , )C C ∂  ın herhangi bir 1 0( , , |)H H ∂  merkezsel alt objesi için,  

 
diyagramını değişmeli yapan 1 0 1 0 1 0( , ) : ( , , |) ( , , )H H C Cμ μ ∂ → ∂  monomorfizmi ve 

1 0 1 1 0 0 1 0( , ) : ( , , ) ( , , )C H C H C Cσ σ × × ∂×∂ → ∂  homomorfizmi vardır. Direkt 

hesaplamalar ile 1 0( , , |)Z C C ∂  çaprazlanmış modülünün 1 0( , , )C C ∂  çaprazlanmış 

modülünün maksimal merkezsel alt objesi oldugundan, 

1 0 1 0 1 0( , )( , , |) ( , , |)H H Z C Cμ μ ∂ ⊆ ∂ ,  elde edilir ki bu da istenendir. 

Sonuç 5.1.5. [33] Tanım 5.1.1, [38] kaynağında verilen tanıma denktir. 

İspat: Tanım 5.1.3 ve Önerme 5.1.4 den açıktır. 

Tanım 5.1.6. ^  de bir singüler (ön)çaprazlanmış modül onun merkeziyle denk olan 

çaprazlanmış modüldür. 

5.2 MCI daki (Ön)Çaprazlanmış Modüllerin Komutatörü 

Bu alt bölümde, [36] kaynağındaki ilgili komutatör gibi ve [38] kaynağındaki Huq'un 

komutatörünü düzenleyen ^  modüllerdeki ön çaprazlanmış modüllerin tanımını 

verdik. 1 0( , , )C C ∂  bir ön çaprazlanmış modül olsun. İlgili  1 0 0 1( , , )C C ω ω�  precat1-

objesinin komutatörü 
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{

}

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) (0, )( , ) (0, ),
( , ) (0, ( ) ) ( , ) (0, ( ) ),  ( , ) ( , ),

( , ) (0, ), ( , ) (0, ( ) ) ( , ), ( , )  ve 

x x y y x x y y x x y x x y
x x y y x x y y x x y y

x x y x x y y x x y y C C ′

+ − − + −
+ ∂ + − − ∂ + ∗

∗ ∗ ∂ + ∈ ∗∈Ω�

 

kümesiyle üretilmiş 1 0 0 1 1 0 0 1[( , , ), ( , , )]C C C Cω ω ω ω� �  idealdir. 

1 0 0 1 1 0 0 1([( , , ), ( , , )])C C C Cω ω ω ωX � �  görüntüsü sırasıyla 

0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1{ ,  , , , , }x x x x y x y x y x x x C x y C⋅ − + − − ∗ ∗ ∈ ∈  

ve 

0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ,  , }x y x y x y x y C+ − − ∗ ∈  

kümeleriyle üretilmiş idealler 1K  ve 0K  olmak üzere 1 0( , , |)K K ∂  objesidir. 

Tanım 5.2.1. 1 0( , , )C C ∂  bir ön çaprazlanmış modül olsun. 1 0( , , |)K K ∂  üçlüsüne

1 0( , , )C C ∂  nın komütatör alt çaprazlanmış modülü denir [33]. 

1 0( , , )C C ∂  bir çaprazlanmış modül ise 1K   

0 1 1 0 1 0 0 1 1{ , , }.x x x x x x C x C⋅ − ∗ ∈ ∈  

kümesiyle üretilmiş kümedir. 

5.3 MCI daki (Ön)Çaprazlanmış Modüllerin Merkezsel Genişlemeleri  

Bu kısımda biz, [40] kaynağındaki anlamda merkezleştirme ile ilgili tanım ve 

Önerme 4.2.2 e benzer olarak ^  deki (ön)çaprazlanmış modüllerin merkezsel  

genişlemelerini vereceğiz. 

Tanım 5.3.1. 1 0( , , )CC C ∂  bir (ön)çaprazlanmış modül ve 1 0( , , )AA A ∂  ( ) ( )P Xmod ^  

de bir singüler obje olsun. 1 0( , , )CC C ∂  in 1 0( , , )AA A ∂  ile bir merkezsel genişlemesi 

1 0( , , )AA A ∂  1 0( , , )BZ B B ∂  nin bir çaprazlanmış ideali olmak üzere  

 
genişlemesidir [33]. 

Sonuç olarak, (ön)çaprazlanmış modüllerin merkezsel genişlemelerinin 

sınıflandırması inşaa edilebilir. Çeşitli durumlar için [5,7,34,35,43-45] kaynaklarına 

bakınız. 



 

6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

^  herhangi bir modifiye interest kategori (MCI) olmak üzere, ^  nin herhangi bir 

A  objesinin singülerliği ( )Z A A=  olma şartıyla, yani A  nın merkezi kendisine 

denk olması ile tanımlandı. C de bir A objesinin singüler olması için gerek ve yeter 

şartın [ ], 0A A =  olduğu gösterildi.  

^  de herhangi ,B C objeleri için komutator objesi belirlendi. Bu komutatör objenin, 

Hug [38] tarafından verilen komutatör tanımıyla denk olduğu gösterildi. Ayrıca bir 

A∈^  objesi için [ ],A A  komutatör idealinin /A I  bölüm objesini singüler yapan en 

küçük ideal olduğu ispatlandı.  

^  nin herhangi bir A  objesinin merkezsel genişlemesi tanımlandı ve bu tanımın 

[40] kaynağındaki merkezsel genişleme tanımı ile denk olduğu gösterildi. 

Son bölümde ise 4. bölümde tanımlanan kavramlar ve elde edilen sonuçlar ile 

( ) ( )P Xmod ^  ve ( ) ( )1Pre Cat ^  kategorilerinin denkliği kullanılarak ( ) ( )P Xmod ^  

kategorisinde merkez ve merkezsel alt obje tanımları verildi ve merkezsel objenin 

maksimal alt obje olduğu gösterildi. Daha sonra ( ) ( )P Xmod ^  kategorisinde 

komutatör alt çaprazlanmış modül ve çaprazlanmış modüllerin merkezsel 

genişlemesi kavramları tanımlandı. 

Bunlarla birlikte, sonraki çalışmalar açısından modifiye interest kategorilerde 

çaprazlanmış kare veya daha genel olarak çaprazlanmış n-küpler ve catn-objeler 

tanımlanıp, bu yapılar için de singülerlik, komutatör obje ve merkezsel genişleme 

kavramları tanımlanıp karakterize edilebilir. 
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