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MODIFIYE INTEREST KATEGORILERDE CAT!-OBJELER
(Yiiksek Lisans Tezi)
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OZET

Cebirsel yapilardaki, normal alt objeler ve boliim objelerinin siniflandirma agisindan
onemli bir yeri vardir. Ornegin izomorfizm teoremleri kullamilarak bir grup
tizerindeki homomorfizmler siniflandirilabilir ve bir grubun basit veya miikemmel
olmast bu grup {lizerindeki homomorfizmler cinsinden ifade edilebilir. Cebirsel
yapilarin merkezsel genislemeleri de matematikgilerin oldukea ilgisini ¢ekmistir.
Merkezsel genislemelerin elde edilmesi i¢in normal alt objeler ve boliim objelerinden
faydalanilmistir. Singiiler objeler ve komutator objeler ise merkezsel genislemelerin
siniflandirilmasi i¢in kullanish objelerdir.

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Giris boliimiinde ¢alisilacak konu iizerinde
literatiirde yapilmis bazi calismalardan bahsedip konun kisa bir tarihgesi verildi.
Ikinci béliimde temel 6zellikleri ile birlikte bazi iliskili yapilar ve modifiye interest
kategorisinin literatiirde var olan tanimi verildi. Ugiincii béliimde, herhangi bir C
modifiye interest kategorisindeki (pre)cat'-objenin notasyonu ve bu objenin C deki
caprazlanmig modiiller ile baglantist verildi. Daha sonra dordiincii boliimde modifiye
interest kategorilerde singiilerlik, komutatér ve merkezsel genislemeler verildi.
Besinci boliimde ise dordiincii boliimiin uygulamasi olarak bu tezde verilen
notasyonlarin (6n)caprazlanmis modiil versiyonlari elde edildi.

Anahtar Kelimeler : Merkez, Merkez Genisleme, Komutator, Singiilerlik
Sayfa Adedi : 28
Tez Yoneticisi : Yrd. Dog. Dr. Tuncar SAHAN

v
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ABSTRACT

Normal subobjects and quotient objects in algebraic structures have an important
place in terms of classification. For example, homomorphisms on a group can be
categorized using isomorphism theorems, and if a group is simple or perfect, it can
be expressed in terms of homomorphisms on this group. The central extensions of
algebraic structures have also attracted considerable interest from mathematicians.
Normal subobjects and quotient objects were used to achieve centralized extensions.
Singular objects and commutator objects are useful objects for classifying central
expansions.

This thesis consists of five chapters. In the introduction, a short history was given
about some of the studies in the literature on the topic to be studied. In the second
chapter, some related structures and modified categories of interests are given in the
literature together with their fundamental properties. In the third section, the notion
of (pre)cat'-object in any C modified category of interest and this object is linked to
the crossed modules in C. Then in the fourth chapter, singularity, commutator and
central extensions were given in the modified categories of interest. In the fifth
section, the crossed module versions of the notions given in this thesis were obtained
as the application of the fourth section.

Keywords : Center, Central Extension, Commutator, Singularity
Number of pages  : 28
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1. GIRIS
Abelyan olmayan gruplar Geometri, Analiz ve Fizikte genis uygulamalara sahiptir.

Temel grup kavramimnin yiiksek mertebelere genellestirilerek abelyan olmayan

homotopi gruplari elde edilmesi igin yiiksek boyutlu 7z, (X,X,) homotopi grubu

tanimlanmis, fakat n>2 i¢in bu gruplarin abelyan oldugu gdézlenmistir. Dolayisiyla
bu grup, beklentileri karsilamamistir. Bunun {izerine relatif homotopi grubu

tanimlanmis ve n >3 i¢in bu homotopi gruplari abelyan olmasina ragmen n=2 i¢in

i (X, A, Xo) relatif homotopi gruplarindan bazilarinin abelyan olmadigi Whitehead

tarafindan dogrulanmistir [1]. Bu ugrast esnasinda Whitehead

Py (X, A %) >z (X,%,) smir fonksiyonunun bazi 6zel kosullart sagladigini

gbézlemlemis ve bunu capraz modiil olarak adlandirmistir. Bu g¢alismalar Van
Kampen Teoreminin yiiksek boyutlu uzaylarda ispatina olanak saglamigtir. O
zamandan itibaren ¢apraz modiil ve capraz kare kavramui diger alanlarda da 6nemli
bir yer tutmustur.

Capraz modiillerin homotopi teorisi, grup gosterimi teorisi, gruplar iizerinde
homoloji ve kohomoloji, cebirsel K-teori, devirli homoloji, kombinatdr grup teori ve
diferensiyel geometri dahil olmak iizere matematigin bir¢ok alaninda 6énemli rolii
vardir. Caprazlanmis modiiller homotopi 3-tiplerin bir modeli olarak [2] de J.H.C
Whitehead tarafindan tanimlanildi ve [3] deki yiiksek boyutlu kohomoloji gruplarinin
siniflandirilmasinda kullanildi. O zamandan sonra ¢aprazlanmis modiiliin tim
ozellikleri bir¢ok cebire uyarlandi. Caprazlanmis modiillerin notasyonu ilgili
makalelerde [4-15] (asosyatif) komutatif cebirler, Lie cebirleri, Leibniz cebirleri,
Lie-Rinehart cebirler gibi gesitli cebirler iizerinde tanimlanildi. Modifiye interest
kategorilerdeki caprazlanmig modiillerin tanimi tim bu tanimlar1 kapsar.
Lichtenbaum, Schlessinger [16] ve Gerstenhaber [17] c¢alismalarinda birlesmeli ve
degismeli cebirler lizerinde ¢apraz modiil kavramini tanimlamislardir. Caprazlanmis
kare ise ilk olarak cebirsel K-teorideki problemlere uygulanmak {izere tanimlanmistir
[18]. Loday homotopi tiplerinin farkli bir modeli olarak cat'-gruplari tanimlad: [19].

Daha sonra birbirlerinden ayri olarak Brown ve Spencer [20] ve Loday [19]



tarafindan cat'-gruplarin kategorisi ile capraz modiillerin kategorisinin denk oldugu
ve daha genel olarak ¢ok islemli gruplarin kategorisindeki i¢ grupoidlerin kategorisi
ile aym tip capraz modiillerin kategorisinin denk oldugu gosterilmistir [15].
Caprazlanmis modiiller ve cat'-gruplarin kategorisi dogal olarak denktir ve bu sonug
bircok cebirdede uyarlanabilir. Cat'-cebirleri notasyonu [21] de verildi. Capraz
modiillerde normal alt ¢apraz modiilii ve bolim gapraz modiilii kavramlarimin cat'-
gruplar kategorisindeki karsiligi Mucuk, Sahan ve Alemdar tarafindan incelendi [22].
Yani capraz modiillerdeki normallik ve bolim kavramlari, ¢apraz modiillerin
kategorisine denk olan cat'-gruplarin kategorisine tasinmustur.

Interest kategoriler farkli cebirler ve farkli cebirlerin kategorisinin &zelliklerini
calismak i¢in tanmimlanildi. Fikir P. G. Higgins [23] den geldi ve kategoriyi M. Barr
ve G. Orzech [24] tamimladi. Cebirsel yapilarin bir cok kategorisi Interest
kategorilerinin ana Ornekleridir (bakiniz [24-29]). Gruplar kategorisindeki sirasiyla
caprazlanmis ve On g¢aprazlanmis modiiller interest kategorilere ilgili makalelerde
oldugu gibi denktir [30,31]. Fakat, cat'-Lie (asosyatif, Leibniz, etc.) cebirler interest
kategori tanimint saglamaz. Dolayisiyla, [32] de, Y.Boyaci vd. interest
kategorilerinin yeni bir tipini tanimladi ve g¢aligti; yani, [15] deki islemlerle gruplar
kategorisinin tiim aksiyomlarini saglayan kategoriye yeni bir sart ekledi; bu kategori
interest kategoriler icin [24] de verilen iki toplamsal aksiyomu saglar. [32] numarali
kaynakta bu kategori "Modifiye Interest kategori" olarak verildi ve bu tez boyunca
kisaca MCI ile ifade edecegiz. Bu kategorinin ana Ornekleri asosyatif komutatif ve
asosyatif cebirler, Leibniz cebirleri, Lie cebirlerin kategorisindeki ¢aprazlanmis ve
On caprazlanmis modiillerin kategorisine denk olan kategorilerdir. Daha fazla 6rnek
ilgili makalelerde ([4-15]) bulunabilir.

Bu tezdeki ana amag (6n)¢aprazlanmis modiillerin gesitli kategorilerindeki ([7,32-
35]) merkez, singiilerlik, komutator ve merkezsel genislemeler gibi notasyonlari
genellemektir. Bunun i¢in, ilk olarak modifiye interest kategorilerdeki merkez,
singiilerlik ve merkezsel genislemeler tanimlanacak. Ayrica bu tezde (Pre)cat'-
gruplar ve (6n)¢aprazlanmis modiillerin kategorisi arasindaki denklikten esinlenerek,
(pre)cat'-objeler verilerek modifiye interest kategorilerdeki caprazlanmis modiiller
ile baglantisi verildi. Bu tammlarin (pre)cat'-objelere uygulanmasindan, kategorilerin
farklr tiplerindeki (6n)caprazlanmis modiillere ait bir ¢ok notasyonun genellemesi
elde edildi. Ayrica bu tezde verilen tanimlarin [36-38] de verilen tanimlarla Ortlistigi

gosterildi.



1.1 Temel Kavramlar

Bu kisimda tezde kullanilan temel kavramlar hatirlatilacaktir.

Tammm 1.1.1. G bos olmayan bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun. (G,*)
cebirsel yapisina asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir grup denir.

(i) Her a,b,ceG igin a* (b *C )=(a*h)=*c (birlesme 6zelligi) saglanur.

(i) HeraeG i¢in a*e=e*a=a olacak sekilde bir e €G (e ye birim eleman

denir) vardir.
(iii) Her a,beG icin a*a'=a'*a=¢e olacak sekilde a' € G (a™' elemanina

a nin tersi denir) vardir.

Tammm 1.1.2. (G,-) ve (H,*) iki grup ve f:G — H bir fonksiyon olsun. Eger her
a,beG icin f(a-b)="f(a)*f(b) ise f fonksiyonuna G den H ye bir grup

homomorfizmi denir.

Tamm 1.1.3. G ve H iki grup ve f:G — H bir grup homomorfizmi olsun. Eger

f birebir ve 6rtenise f ye G ile H arasinda bir izomorfizm denir.

Eger G ve H gruplar1 arasinda bir izomorfizm varsa bu gruplara izomorf gruplar
denirve G = H ile gosterilir.

Tamm 1.1.4. G bir grup ve H < G olsun. Eger H , G nin ikili islemine gore
kapali ve G den indirgenmis ikili islem ile bir grup ise bu takdirde, H ye G nin bir

alt grubu denir ve H <G seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.5. G bir grup ve N <G olsun. Eger her X€ G igin
XN = NXx
oluyorsa bu takdirde, N ye G nin bir normal alt grubu denir ve N <G seklinde

gosterilir.

Tanm 1.1.6. G bir grup ve N < G olsun. C%\|={XN :xeG} ile tamml

kosetlerin kiimesi (boliim kiimesi)

NN I

(xN,yN) — xyN
seklinde tanimli igleme gore bir gruptur. Bu gruba G nin N ile bolim grubu denir.

3



Tamm 1.1.7. Bir G grubu i¢in
Z(G)={xeG :VyeG igin xy = yx}

seklinde tanimli kiimeye G nin merkezi denir.
Bir G grubunun merkezi G nin normal alt grubudur.

Tamm 1.1.8. (G,*) bir grup ve her a,beG igin a*b=b*a degisme ozelligi

saglaniyorsa G grubuna degismeli (abelyan) grup denir.

Tamm 1.1.9. G,H iki grup, f :G — H bir grup homomorfizmi ve H grubunun
birim eleman e,, olsun. Bu durumda,
Cekf ={xeG:f(x)=¢,}

seklinde tanimli kiimeye f grup homomorfizminin ¢ekirdegi denir.

Tanim 1.1.10. G ve H birer grup olsun. Eger

£: G—>E—5H
diyagrammnda 1:G—>E grup homomorfizmi birebir, p:E —>H  grup
homomorfizmi o6rten ve Cek p=G ise E grubuna G ile H gruplarinin bir
geniglemesi denir. Eger ps =1, olacak sekilde bir S:H — E grup homomorfizmi
varsa E grubuna G ile H gruplarinin bir split genislemesi denir. Eger
Cekp=GcM (E) oluyorsa E grubuna G ile H gruplariin bir merkezsel

geniglemesi denir.



2. ON BILGILER
Bu boliimde tezin geri kalan kisminda kullanilacak temel tanim ve kavramlar

hatirlatilmis ve bu kavramlarla ilgili baz1 sonuclar verilmistir.

2.1 Modifiye Interest Kategoriler

Ik olarak [11,24,31] kaynaklarinda verilen interest kategorilerin modifiye versiyonu
olan MCI nin [32] deki tanim ve ana insalarin1 hatirlayalim.

E grup kosullarin1 igermek ve asagidaki sartlar1 saglamak iizere, C, E kosullarin

ve Q islemlerin kiimeleri ile birlikte gruplarin bir kategorisi olsun, Eger Q., Q daki

i-li islemlerin kiimesiyse:

(a) Q=0,0VQ,uUQ,;

(b)  (toplamsal olarak yazilan : 0,—,+) grup islemleri sirasiyla Q , Q, ve Q,
nin elemanlandir. Q) =Q, \ {+}, Q, =Q, \ {-} olsun. Eger x€Q, ise, Q,
niin  x* y=yxx seklinde tanimlanan * mi igerdigini ve Q,={0}
oldugunu varsayacagiz;

(¢) herbir xe Q) igin, E, X*(y+2)=X*Yy+X*Z Ozdesligini igermelidir;

(d her bir weQ, ve =xeQ) icin, [E o(X+Y)=ao(X)+a(y) ve

o(X*Y)=aw(X)*w(y) 6zdesliklerini igermelidir.

C , C nin bir objesi ve x,X,,X, € C olsun:
Aksiyom 1. her bir * € Q) i¢in, X, + (X, * X;) = (X, * X;) + X, dir.
Aksiyom 2. her bir (,%) e Q) x Q,, sirali ikilisi i¢in

(X, *X,)* Xy =W (X (X5 %5), X, (X3 X5), (X5 %3 ) X, (X3 X5) X5 Xy (X, X5), Xy (XX, (X, %5) X5, (X5X,) X, ),

deki her bir dizilis Q) de bir islem belirtmek iizere, yukarnidaki sekilde bir W

kelimesi vardir.



Tanmm 2.1.1. Islemler ile bir C kategorisi yukaridaki (a)—(d), Aksiyom 1 ve

Aksiyom 2 sartlarini saglar ise bu kategoriye modifiye interest kategori denir [32].

Yukaridaki tanimin interest kategorilerin eski tanimindan fark: interest kategorilerin

tammminda yer alan @(X)*y=@(X*Y) mnn yerine artik yeni tamimda

o(X)*(Yy)=w(X*Y) 6zdesliginin kullanilmasidir.

Ornek 2.1.2. Cat'—Ass , Cat'—Lie Cat'—Leibniz , PreCat'—Ass |,

PreCat' —Lie ve PreCat' - Leibniz kategorileri modifiye interest kategorisi
olmasima ragmen interest kategori degildir. Ayrica [39] de tanimlanmis olan
komutatif Von Neumann regiiler halkalarinin kategorisi modifiye interest

kategorisindeki iki aksiyomu saglayan ()* birli islem ile birlikte komutatif halkalar

kategorisine izomorftur.

Tezin geri kalan kisminda, keyfi bir modifiye interest kategori C ile ifade

edilecektir.

B € C olsun. Eger B nin bir alt objesi baz1 morfizmlerin ¢ekirdegi ise B nin bu alt
objesine ideal denir. A nin B nin bir ideali olmas1 i¢in gerek ve yeter sart A, B

nin bir normal alt grubu olmali ve her ac A, beB ve *eQ) i¢in axbeA

olmalidir.

A,B eC olsun. Her bir *eQ, i¢in, f,: AxB — A doniigiimil var oldugunda A

tizerinde B nin etkilerinin kiimesine sahip oluruz. B nin A ile bir split genislemesi
C deki islemler ile birlikte B nin A fizerine bir etkisini sunar.
0—>A—>E—L3B——0

split genislemesi verildiginde her be B, ae A ve *e Q. igin

b-a = s(b)+a-s(b),
bxa = s(b)*a,

esitliklerini elde ederiz. Yukaridaki denklemlerle tanimlanan B nin A iizerine

etkisine tiiretilmis etki denir.

B nin A lizerine bir etkisi verildiginde, Ax B semi-direkt ¢arpimi, her a,a € A,

b,b e B i¢in



w(a,b) = (o(a),o(b)),
(@,b)+(ab) = (@+b-ab+h),
(@,b)*(a,b) = (a*a+a *b+b *a,b *b),

ile tanimlanilmis islemler ve AxB nin uzandigi kiime olan evrensel cebirdir.

Detaylar i¢in [32] kaynagina bakilabilir.

Ornek 2.1.3. K cismi iizerinde iki-cebir (veya iki-asosyatif cebir) [28] de, her
X,Y,Z € A igin
4, F:A®A—> A

seklinde iki K -lineer doniigiim

(xd4y) 4z = x4 (y F 2),
(x4y) 4z = x4 (y 42),
(xFy) 4z = xF (y+2),
(x4y)Fz = xF (yF2),
(xFy)Fz = xF (yF2),

sartlarini saglayan bir K -vektor uzayi olarak verildi.

A ve B iki iki-cebir olsun. B nin A izerinde bir iki-cebir etkisi:
> > BxA—>A
<.,<9:AxB—>A

30 aksiyomu saglayan dort bilineer doniisiim ile verildi (bu aksiyomlar1 detayli bir

sekilde gormek i¢in [6] ya bakilabilir).

Ax B yari-direkt carpimi, 8,2’ € A and b,b" € B i¢in
(a,b)yd(a,b)y=(aHda’+b >, a'+a<, b',b-4b’,
(a,b)-(a',by=(ata'+b>_a'+a<_b',b-b",

ile tanimlanilmis ikili islemler toplama ve skaler ¢arpma ile AxB kartezyen ¢arpim

kiimesi lizerinde bir iki-cebirdir.

Teorem 2.1.4. B nin A {izerine bir etkisinin bir tiiretilmis etki olmasi i¢in gerek ve

yeter sart Ax B nin C nin bir objesi olmasidir [32].

Onerme 2.1.5. C, de B nin A iizerine etkilerinin kiimesi tiiretilmis etkilerin bir
kiimesi olmas1 i¢in gerek ve yeter sart, her bir wcQ|, *eQ,, b,b,b,e B,

a,a,,a, € A ve (xii) sartin her iki tarafi da taniml oldugunda X,y,z,te AUB i¢in



i) O-a=a,

(i) b-(a,+a,)=b-a+b-a,,
@@ii) (b, +b,)-a=b (b, -a),
(iv) b=(a,+a,)=b=*a +bxa,,
v)  (b+b)*xa=b=*a+b,*a,
(vi) (b *b))-(a *a,)=a *a,,
(vii) (b, *b))-(axb)=axb,
(viii) a *(b-a,)=a *a,,

(ix) bx*(b-a)=bxa,

®  wb-a)=wb) @),

(i)  w(axh)=w(@)*w),
(xii) XxX*xy+z#t=z*t+x%*Yy,

C, de sartlar1 saglanmalidir [32].

2.2 MCI daki (On)Caprazlanms Modiiller

Tamm 2.2.1. A€C olsun. Her ac A,w e Q, ve xe Q, i¢in
Z(A)={zeAla+z=17+a, a+w(z)=w(z)+a, a*2=0, a*w(z)=0}

kiimesine A nin merkezi denir [32].

Diger taraftan eger A, B nin bir ideali ise, A nin B deki merkezlestiricisi her
acAweQ, ve xeQ, icin

Z(B,A)={beBla+b=b+a,a+w(b)=wb)+a,a*b=0a*w(b)=0}
idealidir [32].

Tanmm 2.2.2. C,, C,eC, C,, C, lizerinde tiiretilmis etkiye sahip ve 6:C, —» C,
doniisiimii C de bir morfizm olmak iizere her ¢, € C, ¢, €C, ve *e Q, i¢in

(@ o(c,-c)=c¢c,+0(c)—-c,y,

(b)  o(c,*¢) =¢,*0(c),

sartlarini saglayan (C,,C,,d) igliisiine C de bir &n ¢aprazlanmis modiil, bu sartlarin
yaninda eger her ¢, ¢/ €C, ve *e Q) igin

(c) a(cl)'C{:CI+C£_Cl’



() a(c)*c =c *c,

sartlarini saglayan (C,,C,,0) Ugliisiine C de bir ¢aprazlanmis modiil denir [33].

Tamm 2.2.3. Her ¢, €C, ¢, €C, ve xeQ, i¢in g, :C, - C,, y :C, — C, olmak
lizere (u,,u,):(C,,C,,0) - (C,,C,,0) ikili morfizmi

@  uo=0u,

()  (cyc) = p(Cy) p(cy)

(©  u(cy*c) = puy(cy)* p(c),

sartlarin1 sagliyorsa (y,, 4,) morfizm ikilisine (C,,C,,0) dan (C;,C,,8") a bir (6n)

caprazlanmis modiil morfizmi denir [33].

Dolayisiyla, tanimladigimiz morfizmlerle beraber PXMod(C) (6n) ¢aprazlanmis

modiiller ve XMod(C) ¢aprazlannmis modiiller kategorileri elde edilir.

Ornek 2.2.4. 6:D, — D, bir iki-cebir homomorfizmi ve D, iizerinde D, n etkisi
olsun. Her d,,d, € D,, d, € D, i¢in 9: D, - D, homomorfizmi
(@ o(d,>,d)=d,d(d,),
o(d, >, d,)=d, Fa(d,),
a(d, <, d,)=0a(d,)-d,,
a(d, <, d,)=a(d,)+d,,
® 0d)> di=d Hd=d < o).
o(d,)>,d, =d, -d, =d, <_a(d,),
sartlarin1 sagliyorsa (D,, D,,0) Ugliisiine iki-cebirler kategorisinde bir ¢aprazlanmis

modiil denir. Bu tanim [6] de verilen tanim1 kapsar.

Ornek 2.2.5. 6:D, > D, ve ¢ :D, — D, birer iki-cebir ¢aprazlanmis modiilleri
olsun. 0:D, > D, ve ¢ :D, -» D, homomorfizmleri arasinda  :D, —» D, ,
u, D, » D, olacak sekildeki (g, u,) ikilisi her d, € D, ve d, € D, i¢in

i (dy > d) = g4(dy) > 4(d)),

#(dy < dy) = 44(d)) < 44 (dy),

w(dy > d) = 1, (dy) > 44(d)),
w(d, < do) = p(d)) <, /uo(do)



sartlarinin yaninda o'y, = p,0 Ozelliginide sagliyorsa (g, u,) ikilisine iki-cebir

caprazlanmis modiil morfizmi denir.

Tanmm 2.2.6. (C,,C,, «), C de bir (6n) ¢aprazlanmis modiil olsun. Eger C/ ve C/
sirastyla C, ve C, 1n alt objeleri, u'= x|, ve Cj n C tizerindeki etkisi C, i C,
tizerindeki etkisiyle verildiyse, (C/,C;, x") (6n)¢aprazlanmis modiilii (C,,C,, x) 1n

bir (6n)caprazlanmis alt modiiliidiir [33].

Tanmm 2.2.7. (C/,C,,u") ve (C,,C,, ) iki (6n) gaprazlanmis modiil olsun. Eger
cekirdegi (C/,C;,u") olacak sekilde bir (C/,C,,u")— (C,,C,, ) (6n)¢aprazlanmis
modil morfizmi varsa (C/,C,,ux') (6n)¢aprazlanmis modiline (C,,C,,u)

(6n)caprazlanmis modiiliiniin bir ideali denir [33].

Tanmm 2.2.8. (C/,C;, 1) (6n)¢aprazlanmis modiiliine (C,,C,, ) (6n)caprazlanmis

modiiliinin bir ideali olsun. Bu durumda ; cr IC”'U lclisii de bir
1 1

(6n)gcaprazlanmis modiil olur ve bu (On)¢aprazlanmis modiile bdliim

(6n)gaprazlanmis modiilii denir [33].

Teorem 2.2.7. (C/,C,,u') (06n)¢aprazlanmigs modili (C,,C,,uz) m bir
(6n)caprazlanmis alt modiilii olsun. Eger C; ve C/| sirasiyla C, ve C, in idealleri ise
veherc,eC,,c,eC,, ¢, eC, ve ¢/ €C/ i¢in

(@ c,*c/eC/

(b) c,*xc,eC/

(¢) ¢c,-ceC/

d c;-c,—c eC/

oluyorsa, (C/,C;, ") (6n)¢aprazlanmis modiilii (C,,C,, ) (6n)¢aprazlanmis

modiiliiniin bir idealidir [33].
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3. MCI iCINDEKIi BAZI CEBIRSEL YAPILAR

Bu béliimde, ilk olarak C modifiye interest kategorisindeki (pre)cat'-objeler ve C
deki (6n) ¢aprazlanmis modiillerin (P)Xmod(C) kategorisi ile (pre)cat'-objelerin
(Pre)Cat'(C) kategorisi arasinda dogal denklik verilecektir. Daha sonra C deki

singlilerlik, komutatér ve merkez geniglemeler verilecektir. Ayrica Tanim 4.2.1 de
verilen merkez genislemeler [40] daki merkezlestirme tanimi arasindaki baglanti

verilecek.

3.1 MCI daki (Pre)Cat'-Objeler

Tanmm 3.1.1. CeC ve @, 0:C—>C , C de iki morfizm olsun. Eger bu
morfizmler

@ oo =0,00 =0,

sartin1 sagliyorsa (C,w,,,) Ugliisine C de bir precat'-obje, eger ek olarak her
*eQ, ve xe Cek w,, ye Cek o, i¢in

(b) X*xy=0, Xx+y—-x-y=0,

sartida saglaniyorsa (C,w,,®,) tglisiine C de bir cat'-obje denir [33].

Simdi @, and @, doniisiimleri ile birlikte objeleri cat'-objeler ve morfizmleri C -

morfizmler olan cat'-objeler kategorisini elde ettik. Bu kategoriyi tezin geri kalan

kisminda Cat'(C) ile ifade edecegiz.

Ayrica benzer sekilde precat'-objelerin kategorisini elde edebiliriz. Bu kategoriyide

PreCat'(C) ile ifade edecegiz.

Ornek 3.1.2. L Leibniz cebirlerinin kategorisi olsun. L € L igin o,,0,:L—> L iki
Leibniz cebir homomorfizmi olsun. Her x € Cek w,, y € Cek o, i¢in

@ oo =0, 00,=0,,

®)  [xyl=0=[y,x],

sartlarim saglayan (L,w,,®,) tgliisii bir cat'-Leibniz cebirdir.



Ornek 3.1.3. D iki-cebirlerinin kategorisi olsun. D € D igin @,,w, : D — D iki iki-
cebir homomorfizmi olsun. Her x € Cek o,, y € Cek o, igin

@ oo =0, oo,=0,,

(b) xdy=0=y-x, xFy=0=yFX,

sartlarin1 saglayan (D, w,, ®,) Uglisii bir cat' -iki-cebirdir.

Onerme 3.1.4. [33] XMod(C) kategorisi ve Cat'(C) kategorisi birbirlerine denk

kategorilerdir.

Ispat: (C,,C,,0) C de bir gaprazlanmis modiil olsun. C, iizerinde C, mn etkisiyle
elde edilen C, xC, semi-direkt ¢arpimini diisiinelim. Teorem 2.1.4 ile, C,xC, e C
dir. Her (c,c,)eC,xC, igin  @,:C,xC, »>C xC, , @ :C,xC,—>C xC,
déniisiimlerini e, (c,,c,)=(0,c,), ®,(c,,c,)=(0,0(c,)+¢c,), seklinde C -morfizmler
olarak tanimlarsak istenen saglanir. Diger taraftan, her (c,,c,) € C, xC, igin,

w,®,(C,,C,) =m,(0,0(c,)+c,)=(0,0(c,)+c¢,) = o(c,,C,)

Ve

@,0,(¢,,C,) = w,(0,¢,)) =(0,¢)) = w,(C,,C,),

oldugundan, w,0, = @, 0, = », elde edilir. (c,,c,)e Cekaw, ve (c,,c,) e Ceka,
olsun. Bu durumda ¢, =0 ve 8(C_1) + Q =0 olur. Dolayistyla,
(C1’C0)+(C19CO) = (C1+C0'C19C0+C0)
= (Cl +C, Co)
= (C_l_c_l+cl+c_l’§)
= (C1 +(_a(cl))'c1aco)
= (C_1+Q'C1a§+co)

= (C,,¢,)+(C,,C,)

Ve

12



(€,C)*(C1,C) = (C *C +C *Cy+Cy*Cp,C,*C,)
= (€ %€+ *C, +0%C,,0%C,)
= (6, *(A(c))+¢ *C,,0)
= (¢, *(3(c)+¢,).0)
= (¢, *0,0)
= (0,0),

olur ki bu da istenendir. Dolayisiyla ¢ : XMod(C) — Cat'(C) funktoru elde edildi.
Tersine, C de bir (C,m,,»,) cat'-obje verilsin. C, =Cek @, , C, = Gor o, ve
0=, |y, ©Olmak tzere 0:C, —C, morfizmini disinelim. Her ¢, eC, ,
c,eC,xeQ) i¢in C, m C, lizerine nokta etkisini c,-c, =c,+c, —c, seklinde ve
yildiz etkisini ¢, * ¢, , seklinde tanimlayalim. Buradaki amag, bu etkilerle (C,,C,,0)
m C de bir ¢aprazlanmig modiil oldugunu gostermektir.

Direkt hesaplamalar ile, her ¢, e C,, ¢, €C, i¢in @,(c,)=0 oldugu ve w,(c)=c,
olacak sekilde ¢ € C nin var oldugu goriile bilir.

(@) Herc,eC,, ¢ eC, i¢in,

9(Cyec)) = &(Cy+C —Cy)
= 0, (0)(C)+C¢ —,(C))
= 00,(C)+a(C) - wn,(C)
= w,(C)+a(c)—a,(Cc)
= ¢, +0(c)—C,.

(b) Herc,eC,,c C, igin,

o *¢) = o(@)(c)*c)
= 00,(C)*(C)
= o,(0)*w(C)
= C,*0(C).

© oo =000 =0,0 =0 oldugundan, her ¢ eC, i¢in (c,—d(c,)) € Cek o,

ve (¢, —a(c,))+c, —(c,—a(c,))—-c, =0 , dolaysiyla @, (c, —d(c,))=0 elde

edilir. Ayrica her ¢, ¢, € C, i¢in
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(d)

a(01) ’ C1' a(01) + C1' - a((:1)
¢, —C +0(c,)+c, —a(c,)

= ¢ +C —C,

elde edilir ki bu da istenendir.

(¢) deki Dbenzer hesaplamalar ile her ¢,,Cc, eC,,*e Q) 1i¢in

o(c, *¢,) = a(c,)*¢, =c, *c, esitlikleri elde edilir.

Dolayisiyla, X :Cat'(C) —» XMod(C) funktoru elde edildi. ¢ ve X funktorlari

XMod(C) ve Cat'(C) arasinda dogal denklik verir.

Benzer yollar ile, (Pre)Cat'(C) ve (P)Xmod(C) arasinda dogal denklik elde
edilebilir.
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4. SINGULERLIK VE MERKEZSEL GENiSLEMELER
Bu bolimde MCI daki singiilerlik, komutatdrler ve merkezsel genislemeler

ifadelerini verecegiz.

4.1 Singiilerlik ve Komutatorler

Tanim 4.1.1. C de bir C objesi kendi merkezine denk ise C ye singiiler denir [33].

Ornek 4.1.2. A bir iki-cebir olsun. Bu durumda A nin Z(A) merkezi
{ZGA|heraeAigin adz=0=z-a,alz=0=zFa}

kiimesidir. Dolayisiyla, eger her a,a’ € A igin a4a =0=ala ise, A singiilerdir.

Ornek 4.1.3. (G,w,,®,) cat'-grubunu alalim. Bu durumda eger her ¢,9'eG ,

1=0,1i¢cin g+9'=09'+0, g+o,(9")=w,(9")+4 ise, (G,w,,w,) singilerdir.

Tanim 4.1.4. AcC ve Sc A olsun. S yi iceren en kiigiik ideale S ile iiretilmis

ideal denir ve < S > ile ifade edilir [33].

Tanim 4.1.5. AeC ve B, C objeleri A nin idealleri olsun. Bu durumda
{b+c—b—c,b*c,b+a)(c)—b—a)(c),c+a)(b)—c—a)(b),b*a)(c),c*a)(b)| beB,ce C}

kiimesiyle elde edilen ideale B ve C nin komutator objesi denir [33].

A e C olsun.
{X+ y—X- yax+w(y)_x_w(y)ox* yax*w(y)| X, ye A,*EQ;}
kiimesiyle iiretilmis ideale A nm1 komutatorii denir ve [A, A] ile ifade edilir. Ayrica,

A/[A, A] boliim objesine A nin singiilerlestirilmesi denir.

Ornek 4.1.6. D bir iki-cebir olsun. D nin komutatdrii {a-db,bra | a,be D}

kiimesiyle tiretilmis idealdir. Ek olarak, D nin singiilerlestirmesi
D/(a-db,bra:abeD)

dir.



Onerme 4.1.7. [33] C nin bir C objesinin singiiler olmas: i¢in gerek ve yeter sart

[C,C]=0 olmasidir.
Ispat: C e C bir singiiler obje olsun. Bu durumda C objesi her ce C,w € Q, ve
*e Q, igin
Z(C)={zeClc+z=1z+c,c+w(z)=w(z)+C,c*2=0,c*w(z)=0}
seklinde ifade edilen merkezine denktir. Dolayistyla bu denklik ile her bir X,y €C
elemant C nin merkezinde olacagindan
X+ y=X=y,x+a(y)-x=-a(y),x*y,x*a(y)| x,yeC,*eQ,}
kiimesiyle liretilmis ideal 0 dir. Buise [C,C]=0 olmasi1 anlamina gelir.
Tersine, [C,C]=0 olsun. Bu durumda
{X+y—-X-Y,X+ao(y)—X—w(y),X* y,x*a)(y)| X,y e C,*eQ’z}
kiimesiyle tretilmis ideal 0 dir. Bu ise kiimedeki her bilesenin 0 olmasiyla
miimkiindiir. Her bir bilesenin sifir olmasida bu sekildeki her bir x, Yy €C elemam

C nin merkezinde olmasi demektir. Dolayisiyla C nin merkezi ile C ¢akisir. Yani

C singtilerdir.

Not: C deki komutator tanim1 Huq'un [38] komutator tanimiyla denktir ve C deki

singiiler objelerin Ab(C) Birkhoff alt kategorisi ile ilgili komutatordiir (bakiniz
[36]).

Teorem 4.1.8. [33] Herhangi bir AeC objesi i¢in [A, A] komutator ideali
A/[A, A] y1 singiiler yapan en kii¢iik idealdir.

Ispat: AeC olsun. A nin [A, A] komiitator ideali
{X+Yy—-X-Y,X+ao(y)—X—a(y),X* y,x*a)(y)| X,y e A,*eQ’z}
kiimesiyle iretilmis olacagindan, X,y €A i¢in A/[A,A] nmin singiiler olmasi bir
onceki onerme geregi [X+[A ALY+[A A]l=[X,Y]+[A A] nin sifir olmasiyla
miimkiin olacagindan ve X,y € A oldugundan A/[A, A] y1 singiiler yapan en kiigiik

ideal [ A, A] komutator idelidir.

Ab(C) ile C deki singiiler objelerin olusturdugu full alt kategoriyi ifade edelim. Bu

durumda her hangi bir C objesini onun singiilerlestirmesi olan C/[C,C] ye gotiiren
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Ging:C—> Ab(C) funktoruna sahibiz. Ek olarak, C de Ab(C) Birkhoff

cesitliliginin igermesi olan inc.: Ab(C) — C igerme funktoruna sahibiz. Dolayisiyla,

Ging
C " Ab(C)

inc.

ile diagramatize edilmis Ging - inc. adjointlestirmesine sahibiz.

4.2 Merkezsel Genislemeler
Tanimm 4.2.1. C e C ve A€ Ab(C) olsun. A, Z(B) nin alt objesi olmak tizere C

nin A ile bir merkezsel genislemesi

E: A B C

geniglemesidir [33].

Janelidze ve Kelly [40] de "admissible" alt kategorilerle ilgili bir tam kategoride
merkezsel genislemeler tanimi verildi. [41] den, her hangi bir C modifiye interest
kategorisi Barr exact Mal'tsev kategorisidir ve bu yiizden C nin herhangi bir
Birkhoff alt kategorisi C deki merkezsel genislemelerin kategorisel teorisini
diisiinmemize yol agan admissible dir.

Eger yatay morfizmler adjointlestirmenin brimi ile verilmek {izere

A —— Ging(A)

.f‘J l@ing(}')

B—— Ging(B)
diyagrami pullback(geri ¢ekim) ise, f: A— B genislemesine [40] anlaminda asikar

genisleme denir. Eger

ExpA—2-A

T

E 5 B

pullback(geri ¢ekim) diyagraminda 7, asikar genislemelerin morfizmi olmak iizere

B nin p:E — B genislemesi var ise, bu genislemeye [40] in anlaminda merkezsel

genigleme denir.
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Onerme 4.2.2. [33] Tanim 4.2.1, [40] de verilen merkezlestirme tanimu ile denktir.
(Buradaki kategori C kategorisi alindi ve Ab(C) admissible alt kategorisi olarak
diisiintildii.)

Ispat:
A B C
Ac Z(B) ile C de bir genisleme olsun.

BxcB—2~B

o

B C

pullback diyagramini diisiinelim. Direkt hesaplamalar ile

BxcB—— Ging(B XCB)
TE1\ l@?ing(m)
C Sing(C)

diyagrami pullbacktir, yani, Bx. B ile (b,b))r> (b,(b,b)) seklinde tanimlanan

C x.

smac) Oing(Bx. B) fiber carpimu arasinda bir izomorfizm vardir. Bu yilizden

7, :Bx, B—>C morfizmi [40] kaynagindaki anlamda merkezlestirmeden elde
edilmis asikar genislemedir.

Tersine, C de verilen

A B2 . C

genislemesi [40] daki anlamda merkezsel genisleme olsun. O zaman

ExcB—~B

g

E C

pullback diyagraminda 7, :Ex. B — C morfizmi asikar genisleme olmak {izere

E—% 5C genislemesi vardir, bir baska deyisle,

E x¢ B -2~ Ging(E x¢ B)
TE]J Git'lg[ﬂ'h}

E— Ging(E)
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diyagrami pullbackdir. (0,a) ilgili koseti ifade etmek lizere, o(a)=(0,a) seklinde

tanimlanirsa, I, nin - A- ~E xcB cekirdegi icermesi  ve

Ging(r,) nin g¢ekirdegi o : A - Sing(E x B) ig¢ermesidir. Biz Ac Z(B) oldugunu
C

gostermek istiyoruz. Bunun igin biz her ae A,b e B,w € Q,,* e Q, igin b+a=a+b,

b+w(@)=w(a)+b, b*a=0, b*w(a)=0 oldugunu gostermeliyiz. Her be B igin,

@5 (b) = ¢ (e) olacak sekilde e e E vardur.

o(b+a-b-a) = (0,b+a-b-a)
(0,b)+(e,a)—(0,b)—(e,a)
(0,b)—(0,b)+(e,a)—(e,a)
= (0,0)

oldugu i¢in, b+a-b-a=0 elde ederiz. Benzer hesaplamalar ile Ac Z(B) elde

ederiz ki bu da istenendir.

19



5. (ON)CAPRAZLANMIS MODULLER iCIN UYGULAMALAR

Bu béliimde, modifiye interest kategorisinde (6n)¢aprazlanmis modiillerin merkezsel
geniglemeleri, singiilerlik ve merkez tanimlarini verecegiz. Bunun igin, biz
(6n)¢aprazlanmis modiillerin (P)Xmod(C) ve (pre)cat ' -objelerin (Pre)Cat'(C)
kategorilerinin denkliginden yararlanacagiz. Gruplarin Ongaprazlanmis modiilleri

durumunda (Lie cebirleri) merkezler, singtilerlik ve merkezsel genislemelerin tanimi

[10,34,35,42,43] kaynaklarinda verildi.

5.1 MCI daki (On)Caprazlanmis Modiillerin Merkezi ve Singiilerligi
(C,,C,,0) ongaprazlanmis modiil ve (C,xC,,m,, ) karsihk gelen precat'-obje
olsun. (C, xC,,®,,®,) objesinin

Z(C,xCy, ), @) = {(zl,zo)ecGCO| 2,+2,-C,=C +C,-2,2,+C =C, +2,

C,=2,-C,C, =0(z)-C,C,+0(z,)=0(Z)+C,,
(c,*z,)+(c,*z)+(c *2))=0, (c,*2)=0,(c, *2,)=0,
(¢, *0(z,)=0, 8(c, *2,)=0, her (c,,¢,) € C, xC,,* € Q, i¢in}

seklindeki Z(C, xC,, ®,,w,) merkezi idealdir.

X(Z(C,xC,,m,,m,)) goruntisi (C,,C,,0) m (Z,,Z,,0

) On ¢aprazlanmig
idealidir, burada

Z = {21€C1| Z,+¢C =¢ +2,¢-(0(z))=c,
c, +0(z,)=0(z,))+¢,,z, =C,-Z,,C,*2, =0,
¢, *(9(z,))=0,c,*2, =0, herc, €C,,c, €Cy,* € Q, igin}
A%~
Z, = {2,€Cy| z,-¢,=¢,2,+C,=C, +2,
C,*2,=0,¢,*2,=0, herc,eC,,c, €C,*€Q, icin}

seklindedir.

Eger (C,,C,,0) bir ¢aprazlanmis modiil ise, bu durumda

Z, = {2,eC | z,+¢ = +2,6,+3(z,)=0(2))+C,,C, 2, =2,
c,*z,=0,c,%2, =0, herc, €C,,c €C,,*eQ, icin},



zZ, = {z,¢C,| z,-c,=C,z,+C,=C,+2,,C *Z,=0,
c,*z,=0, herc,eC,,c €C,,*eQ, icin}

seklindedir.

Tanmm S5.1.1. (Z,,Z,,0) ¢aprazlanois modiline (C,,C,,0) ¢aprazlanmis

modiiliniin merkezi denir.

Tezin geri kalan kisminda (C,,C,,0) ¢aprazlanmis modiiliiniin merkezini

Z(C,,C,,0) ile ifade edecegiz.

Merkezsel objeler ve hesaplanan morfizmleri Carpim ve dual ¢arpim morfizmlerin
goriintiileri var olan sifir objeli kategorilerde Huq [38] tarafindan tanimlandi.
I, :B, > B, xB,,i=1,2 icermelerinin asagidaki ozelliklerinin varligindan bodyle bir

kategoride direkt ¢carpimda asgidaki 6zellikler vardir.

Tamm 5.1.2. T',, i =1,2 direkt ¢arpimun igermelerini ifade etmek tizere, B

I

I
- B| X B> - B>

B

B Preb

diyagramini degismeli yapan

BB, B xB, > A

morfizmi var ise, f,:B, > A ve f,:B, —» A iki dual bitis (hedef) morfizmlerine

degismeli denir. Dolayisiyla, A iizerindeki birim morfizm £ ile degismeli ise, yani

AXB B

NV ¥
A
diyagrami degismeli ise f:B—> A morfizmine merkezsel denir. Ek olarak,

£ :B— A monomorfizm ise, B ye A nin merkezsel alt objesi denir [38].

Tammm 5.1.3. Bir objenin merkezi monomorfizmlerin kiimesi iizerinde var olan

siralama bagintistyla iligkili olarak maksimal merkezsel alt objedir [38].
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Onerme 5.1.4. [33] (C,,C,,0) bir caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda
Z(C,,C,,0]) objesi (C,,C,,0) nin maksimal alt objesidir.

Ispat: @, :C,xZ,->C, , «,:C,xZ,—>C, smasyla ¢/(c,z)=c¢+2 ,
a,(C,,2,)=C, + 2, , seklinde tanimlayalim, ve  (4,,4,) bir igerme ve digerleri

onceki sekilde olmak lizere

(Cy,Cp,0) ——— (C1 x Z1,Cy X Zp,d x d|) Z(Cy,Cop,0|)

—

(C1.Co.9)
diyagramin1 diistinelim. Burada Z(C,,C,,0|) merkezsel alt obje oldugundan
yukaridaki diyagram degismelidir.

(C,,C,,0) m herhangi bir (H,,H,d|) merkezsel alt objesi i¢in,

(C1,Co,0

(Cy x Hy,Cy x Hy,0 x d|) (Hy,Hp.d|)

\ (G1.00)
(a1 .Un

(Cy,Cp,0

diyagramin1 degismeli yapan (x,x,):(H,,H,,0|) > (C,,C,,0) monomorfizmi ve
(0'1,00):(C1><Hl,CoxHo,ax8| )—>(C,,C,,0) homomorfizmi  vardir.  Direkt
hesaplamalar ile Z(C,,C,,0|) ¢aprazlanmis modiiliiniin (C,,C,,0) caprazlanmis

modiiliiniin maksimal merkezsel alt objesi oldugundan,

(1, 4,)(H,,H,,0)) < Z(C,,C,,0]), elde edilir ki bu da istenendir.

Sonug 5.1.5. [33] Tanim 5.1.1, [38] kaynaginda verilen tanima denktir.
Ispat: Tanim 5.1.3 ve Onerme 5.1.4 den agiktir.

Tanim 5.1.6. C de bir singiiler (6n)¢aprazlanmis modiil onun merkeziyle denk olan

caprazlanmig modiildiir.

5.2 MCI daki (On)Caprazlanms Modiillerin Komutatorii

Bu alt boliimde, [36] kaynagindaki ilgili komutator gibi ve [38] kaynagindaki Huq'un
komutatdriinli diizenleyen C modiillerdeki 6n c¢aprazlanmis modiillerin tanimini
verdik. (C,,C,,0) bir 6n ¢aprazlanmis modiil olsun. Ilgili (C, xC,,,,®,) precat'-
objesinin komutatorii
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{(X1>X0)+(y1’ yo)_(xpxo)_(yp yO)’(Xl’XO)+(O’ yo)(xl,xo)—(O, yo)a
(XI’XO)+(O’a(y1)+yO)_(Xl’XO)_(()’a(yI)J’-yO)ﬁ (vao)*(yp yO)a
(% %) * (0, )2 (% %) % (0,0(Y,) + )| (%:2%)2 (¥, Y,) € C, % C, ve ¥ Q')

kiimesiyle tiretilmis [(C, xC,, ®,,®,),(C,xC,, ®,,®,)] idealdir.
X([(C,xC,,m,,®,),(C,xC,,m,,w,)]) gorintiisi sirastyla
{Xo - X =X, X+ Y, =X =Y, X *Y, X%, *x1| X, €Cy, X, Y, €C}
\
X+ Yo =X = Yo» X * Y| %55 Yo €Cp}

kiimeleriyle Uretilmis idealler K, ve K, olmak tizere (K,,K,,d|) objesidir.

Tanmm 5.2.1. (C,,C,,0) bir 6n ¢aprazlanmis modiil olsun. (K,,K,,d|) Ugliisiine

(C,,C,,0) nin komiitator alt gaprazlanmis modiilii denir [33].

(C,,C,,0) bir ¢aprazlanmis modiil ise K,
{Xo X =X, X ¥X | X, €C,, % €C}.

kiimesiyle tiretilmis kiimedir.

5.3 MCI daki (On)Caprazlanmis Modiillerin Merkezsel Genislemeleri
Bu kisimda biz, [40] kaynagindaki anlamda merkezlestirme ile ilgili tanim ve
Onerme 4.2.2 e benzer olarak C deki (6n)¢aprazlanmig modiillerin merkezsel

genislemelerini verecegiz.
Tamm 5.3.1. (C,,C,,d.) bir (6n)¢aprazlanmis modiil ve (A, A,,0,) (P)Xmod(C)
de bir singiiler obje olsun. (C,,C,,d.) in (A, A,,0,) ile bir merkezsel genislemesi

(A,A,0,) Z(B,,B,,d,) nin bir ¢aprazlanmis ideali olmak tizere

(A1,A0,04)— (B1,By,dp) —== (C1,Co,dc)
genislemesidir [33].

Sonu¢  olarak, (6n)¢aprazlanmis modiillerin merkezsel genislemelerinin
siiflandirmasi insaa edilebilir. Cesitli durumlar icin [5,7,34,35,43-45] kaynaklarina

bakiniz.
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6. SONUCLAR VE ONERILER
C herhangi bir modifiye interest kategori (MCI) olmak iizere, C nin herhangi bir

A objesinin singtlerligi Z(A): A olma sartiyla, yani A nin merkezi kendisine
denk olmasi ile tanimlandi. C de bir A objesinin singiiler olmasi i¢in gerek ve yeter
sartn [A, A]=0 oldugu gosterildi.

C de herhangi B,C objeleri i¢in komutator objesi belirlendi. Bu komutator objenin,
Hug [38] tarafindan verilen komutator tanimiyla denk oldugu gosterildi. Ayrica bir
A€ C objesi igin [ A, A] komutator idealinin A/l boliim objesini singiiler yapan en
kiiciik ideal oldugu ispatlandi.

C nin herhangi bir A objesinin merkezsel genislemesi tanimlandi ve bu tanimin
[40] kaynagindaki merkezsel genisleme tanimu ile denk oldugu gosterildi.

Son boliimde ise 4. boliimde tanimlanan kavramlar ve elde edilen sonuglar ile
(P)Xmod(C) ve (Pre)Cat'(C) kategorilerinin denkligi kullanilarak (P)Xmod(C)
kategorisinde merkez ve merkezsel alt obje tanimlar1 verildi ve merkezsel objenin
maksimal alt obje oldugu gosterildi. Daha sonra (P)Xmod(C) kategorisinde
komutatér alt caprazlanmis modiil ve c¢aprazlanmis modiillerin  merkezsel
genislemesi kavramlar1 tanimlandi.

Bunlarla birlikte, sonraki calismalar ag¢isindan modifiye interest kategorilerde
caprazlanmig kare veya daha genel olarak g¢aprazlanmis n-kiipler ve cat"-objeler
tanimlanip, bu yapilar i¢in de singiilerlik, komutatér obje ve merkezsel genisleme

kavramlar1 tanimlanip karakterize edilebilir.
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