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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN DEGISKEN KATSAYILI DOGRUSAL HIPERBOLIK
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ VARLIGI

YUKSEK LISANS TEZI
Alan BEKKO

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2017

Bu tezin ilk boliimiinde tez konusuna iligskin bazi agiklayici bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde literatiir ¢alismasina yer verilmistir.

Uciincii boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tamim, teorem, esitlikler ve
esitsizlikler verilmistir. Ayrica ikinci mertebeden dalga denklemi icin bazi teoremler ve titresen
serit probleminin ¢6ziimii Fourier seri yontemiyle ele alinmstir.

Dérdiincii boliim bu tezin orijinal kismudir ve iki alt béliimden olusmaktadir. ilk
kisimda, degisken katsayili yiiksek mertebeden dogrusal hiperbolik diferansiyel denklemin
¢oziimlerinin iyi konumlulugu c¢alisilmistir. Ikinci kisimda, bu problemin Fourier serisi
seklindeki ¢oziimii verilmistir.

Besinci boliimde ise elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve bazi dneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: iyi Konumluluk, Diizgiin C6ziim, Yiiksek Mertebeden Hiperbolik
Denklemler.
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ABSTRACT

EXISTING OF SOLUTION TO THE HIGHER ORDER LINEAR HYPERBOLIC
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH VARIABLE COEFFICIENT

MASTER OF SCIENCE THESIS

Alan BEKKO

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2017

In the first chapter of this thesis some explanatory information on the thesis topic was
given.

In the second chapter, related literature was given.

In the third chapter, basic definitions, theorems, equalities and inequalities that will be
used throughout the thesis are given. Moreover, some theorems on solutions of second order
linear hyperbolic differential equations and the solution of vibrating string problem by Fourier
series method were given.

The fourth chapter is the original part of this thesis and consists of two subsections. In
the first part, well-posedness of solutions of higher order linear hyperbolic differential equations
with variable coefficient is studied. In the second part, the solution of this problem was given by
the form of Fourier series

In the fifth chapter, the obtained results are summarized and suggestions are presented.

Keywords: Well Posedness, Regular Solution, Higher Order Hyperbolic Equations
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1. GIRIS

Fizik, miihendislik ve diger bilimlerin bir¢ok bransinda kismi diferansiyel denklem-
lerin sik meydana gelmelerinden dolay:1 kismi diferansiyel denklemler teorisi matem-
atik caligma alanlarinin en énemlilerindendir. Kismi diferansiyel denklemler, sik sik
doganin temel kanunlarimin formiillendirilmesinde, uygulamali matematikte, matem-
atiksel fizikte kapsamli degisik problemlerin matematiksel analizinde ve miihendislikte
ortaya ¢iktiklarindan dolayr matematiksel bilimlerde, ozellikle fizik, geometri ve anal-
izde merkezi rol oynar. Matematiksel fizigin bir¢ok problemi uygun baslangi¢ ve / veya
sinir kosullariyla verilmis kismi diferansiyel denklemler ile tanimlanmaktadir. Bu prob-
lemler, baslangic, siir veya baglangic ve sinir deger problemleri olarak bilinmektedir.
Kismi diferansiyel denklemler biitiin fiziksel teoremlerin temelidir. Matematiksel disi-
plinler igerisinde de diferansiyel denklemler teorisi en énemlisidir (Myint-U ve Debnath
2007).

Ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler hiperbolik, parabolik ve eliptik
olarak simmiflandirlmaktadir. Daha yiiksek mertebeliler icin de benzer siniflandirma
mevcuttur.

Iki veya daha yiiksek mertebeli kismi diferansiyel denklemleri iceren fazla sayida
teorik ve uygulamali ¢alismalar mevcuttur. Bu denklemleri iceren bazi klasik ve
klasik olmayan problemlerin ¢oziimleri i¢in (Myint-U ve Debnath 2007), (Amanov and
Yuldasheva 2009), (Amanov and Ashralyev 2014), (Sabitov 2015), (Amanov 2015),
Kozhanov and Pinigina 2017 ve bunlarin i¢indeki referanslara bakilabilir.

Bu tez bes béliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonra, Onceki Calismalar
adinm alan ikinci boliimde, ele alinan konu ve denklemler ile ilgili literatiir 6zeti ver-
ilmigtir.

Materyal ve Metot olarak adlandirilan fti¢iincii boliimde, sonraki boliimlerde kul-
lanilacak olan bazi temel kavramlara, tanmimlara, uzaylara, esitsizliklere ve teoremlere
yer verilmistir. Yine bu boliimde ikinci mertebeden dalga denklemini iceren basglangig
ve sinir deger problemi i¢in bazi teoremler verildikten sonra ikinci mertebeden yalin
haldeki dalga denklemini igeren bir baslangi¢ ve sinir deger probleminin degigkenlerin
ayrilmasi (Fourier serisi) yontemiyle ¢oziimii yer almigtir.

Aragtirma Bulgulari olarak adlandirilan dérdiincii boliim ise tezin orijinal kismidir.
Bu boliimde simirh bolgede degisken katsayili yiiksek mertebeden asagidaki denklem

icin



1. GIRIS

a2k 82
Lu = (tmaxzk + (=1 @) u=f(z,t) (1.1)

baglangi¢ ve sinir deger problemi ele alinmigtir. Bu problemin lokal iyi konumlulugu
verildikten sonra Fourier serisi yontemiyle ¢oziimii elde edilmigtir.

Besinci boliimde ise, tezde elde edilen temel sonuglar verilmistir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bircok kismi diferansiyel denklemin hiperbolik, parabolik ve eliptik tiplerinden biri
oldugu bilinmektedir. Ikinci mertebeden iki bagimsiz degiskenli kismi diferansiyel den-
klemlerin simiflandirilmasi konik denklemlerin simiflandirilmas: kaynaklidir. En yalin

haldeki kismi diferansiyel denklemler dalga, 1s1 ve Laplace denklemleri olarak sirasiyla

asagidadir:
2
U — C Uy = 0,
U — kg, = 0,
Upy + Uyy = 0.

Matematiksel fizigin bir¢ok problemi kismi diferansiyel denklemleri ¢zellikle yukarida
verilenleri iceren problemlere indirgenirler. Ikinci merteeden kismi diferansiyel den-
klemleri igeren problemler cesitli yonlerden ¢alisilmistir. Ancak yiiksek mertebeli den-

klemler i¢in bu yonlii calismalar azdir.

Amanov and Yuldasheva 2009 da Q2 = {(z,¢) |0 <z <p, 0<t<T} bolgesinde

k > 2 tamsayisi durumunda
0k u 0%
ox%k  Ot?
diferansiyel denklemi i¢in sinir deger problemlerinin coziilebilirligini gergeklegtirdiler.

Amanov and Ashyralyev 2014 te Q = {(z,t) |0 <2z <p, 0<t < T} bolgesinde

= f(:(],t)

k > 2 tamsayist durumunda

0
ox2k — Ot?

= f(:)j,t)

diferansiyel denklemi icin baglangic ve sinir deger ile sinir deger problemlerinin ¢oziilebilir-
liginin £ nin tekligi ve ¢iftligine bagh oldugunu gergeklestirdiler.

Amanov 2015 te 2 = {(z,t) | 0 <z <p, 0<t<T} bolgesinde k > 2 tamsayis
durumunda

ma%u kau
t D2k +(_1) E _f($7t>

diferansiyel denklemi icin baglangic ve sinir deger probleminin ¢oziilebilirligini gergek-

lestirdi.
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Sabitov 2015 te 2 = {(z,t) |0 <z <p, 0<t < T} bolgesinde k& > 1 tamsayisi

durumunda

a2k U a?k U

o2k B o2k

diferansiyel denklemi i¢in sinir deger probleminin coziilebilirligini gerceklestirdi.

= f(l‘,t)

Kozhanov and Pinigina 2017 de €2, R™ de diizgiin sinira sahip sinirli bir bolge olmak

tizere 2 x(0,7"), 0 < T < oo bolgesinde k > 2 tamsayis1 durumunda

0%, 0
J— k —
"5 * o

(a” (z)us,) — a(x)u = f(z,1)

diferansiyel denklemi i¢in sinir deger probleminin coziilebilirligini gerceklestirdi.
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3. MATERYAL VE METOT

Sonraki boliimlerde gerekli olabilecek bazi tanimlar, uzaylar, esitlikler ve esitsizlik-
ler i¢in Polat 2005, Kesavan 1989, Evans 1998, Adams ve Fournier 2003, Brezis 2011
kaynaklarina bakiniz. Ayrica tezin temel kisimlarinin olugturulmasinda kullanilacak

olan teorem ve metotlara da bu boliimde yer verilmistir.
3.1. Ikinci Mertebeden Dalga Denklemi icin Bazi1 Teoremler

U C R" agik ve QU smiria sahip siirli bir bolge, T" > 0 olmak tizere Ur =
U x (0,T] olsun.

p

uy — Lu=f, (x,t) € Ur,
u=0, (x,t)€dUx(0,T],
u=g, (z,t)€eU x{t=0},
u=nh, (z,t)eUx{t=0}

(3.1)

(
seklindeki basglangic-sinir deger problemi verilsin. Burada f : Ur — R, g, h: U —
R verilmis fonksiyonlar ve u = u(z,t) olmak iizere u : Uy — R de tanimlanan bilin-
meyen fonksiyon ve L sembolii, her bir £ zamani i¢in ikinci mertebeden yer degisken-
lerine gore dogrusal bir kismi diferansiyel operatordiir.

Teorem 3.1.1. (Gelismis Diizenlilik)

g € HY(U), h € L*(U), f e L*0,T; L*(U)) kosullar altinda v € L*(0,T; H}(U))
(v € L*0,T; L*(U)) ve u” € L*(0,T; H *(U)) ile birlikte), (3.1) probleminin zayif

¢Ozlimii ise

u e L*(0,T; Hy(U)),u' € L>(0,T; L*(U))

dir ve agagidaki kestirim gecerlidir:

€ss SUP(HU(t)HHg(U) + ||u/(t)||L2(U) + ||u/||L2(O,T;L2(U)>
0<t<T

< C (Il zey + N9 lgon + WAl zy) -

Burada C' sabiti U, T ve L nin katsayilarina baghdir.
Ayrica, g € H*(U), h € HY(U), f' € L*(0,T; L*(U)) kosullar altinda

we L=(0,T; H*(U)),u' € L>(0,T; Hy(U)),
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u// c LOO<O,T; L2<U>>7 u/// c L2<O,T; Hfl(U))
dir ve agagidaki kestirim gecerlidir:

"

ess sup([|u(t) || gz + 10/ (Ol a0y + 10" Ol 2oy + 10" 20,2501 0)))

0<t<T

< (If o) + 1l + Wl

Burada C' sabiti U, T' ve L nin katsayilarina baghdir.

Teorem 3.1.2. (Daha Yiiksek Diizenlilik)
g € H™\(U), h € H™U), &L ¢ L2(0,T;: H"*U)) (k= 0,..,m) ve uyum

dtk

kosullar1 altinda (3.1) problemi igin

dku (9] m+1—Fk

dir ve agagidaki kestirim gecerlidir:
m+1 dku

d'u d'f
dt*

dt*

<C
Hm+1—k(U) (Z

k=0

+ 19l gpmr o) + HhHHm(U)> :

k=0 L2(0,T5H™ = (U))

Burada C' sabiti U, T ve L nin katsayilarina baghdir.
Teorem 3.1.3.

g € H™\(U), h € H™(U), f € L'0,T; H™(U)) (k= 0,...,m) ve uyum kosullar:

altinda (3.1) problemi i¢in

we€ C0,T; H" ™ (U))nCY 0, T; H™(U)) N C*(0,T; H™ (U))

tek coziime sahiptir.

Teorem 3.1.4. (Sonsuz Diferansiyellenebilirlik)

g,h € C=(U), f € C=®(Ur) ve uyum kosullar altinda (3.1) problemi icin

u € C>(Ur)

tek coziime sahiptir.

3.2. Titresen Serit Problemi
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Uy — gy = O, 0<zx<l, t>0,
u(z,0) = f(z), 0<z<l,
u (2,0) = g(x), 0<z<], (3.2)
u(0,t) = 0, t >0,
w(l,t) = 0, t>0

probleminin ¢oziimiinii degigkenlerin ayrilmasi yontemiyle arayalim. Bunun icin

w(z,t) = X (2)T(#) (3.3)

seklinde ve agikar olmayan ¢oziim aranirsa A ayrilma sabiti olmak {izere

"

11 1" X 1 T
XT =X T="—=—" =
c = e 27T A
ve buradan
X' —AX=0 (3.4)
T —eXT =0 (3.5)

elde edilir. Sinir kosullarindan elde edilen X (0) = 0 ve X (1) = 0 ile birlikte X (z) i

belirlemek igin

X"—AX = o0,
X(0) = 0, (3.6)
X(1) =0

ozdeger problemini 6ncelikle ¢cozmeliyiz. A > 0 durumunda asikar ¢oziim olup A <

0 durumunda

X(z) = AcosV—Az + BsinvV—\z

genel ¢oziimden X (0) = 0 kogulundan A = 0 ve X (/) = 0 kogulundan

Bsinv—-A =0



3. MATERYAL VE METOT

bulunur. Eger B = 0 ise asgikar ¢oziim vardir. Agikar olmayan ¢oziim igin

sinv—-XN =0

olmalidir. Buradan

veya

bulunur. A nin sonsuz farkli degerler kiimesi i¢in problem agikar olmayan ¢oziime

sahiptir. A, nin bu degerleri problemin 6zdegerleri ve

sin(?)x, n=1,23,..

ise tekabul eden 6z fonksiyonlari olarak adlandirilir.

(3.6) probleminin ¢oziimii

nm

X, (x) = By sin(—)x

dir.

A =\, i¢in (3.5) denkleminin genel ¢oziimii, C,, ve D, keyfi sabitler olmak iizere

T.(t) = C,, cos n%jt + D,, sin ?t

seklinde yazilabilir. Boylece a,, = B, C,, ve b, = B, D,, olmak iizere (3.3) her n igin

yazilabilen

U (,t) = X, ()T, (t) = (an Cos nTmt + b, sin mlrct> sin mlm:

fonksiyonlar: (3.2) yi saglar. (3.2) deki denklem dogrusal ve homojen oldugundan
dogrusal birlegim ilkesinden
c > . NI

u(z,t) =5 (an cos nTmt + by, sin nTWt sin —— (3.7)
n=1

sonsuz serisi de, yakinsak ve x ve t ye gore iki defa siirekli diferansiyellenebilir olmasi
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kogullar1 altinda, bir ¢oztimdiir. Serinin her bir terimi (3.2) deki sinir kogullarmi
sagladigindan seri de bunlar1 saglar. Saglanmasi gereken iki baglangic kosulu kaldi.
Bu kosullardan a,, ve b,, sabitlerini belirlemeliyiz.

[k olarak (3.7) serisini ¢ e gore diferansiyeli

. Nwe . nmc nmc . nNmx
U=y - (—an sin Tt + b,, cos Tt> sin ——
n=1

dir. (3.2) deki baglangig kosullarim uygularsak

nmwx

u(xz,0) = f(zx)= ZansinT
w (,0) = g(x) = zb (””C)sm#

elde edilir. Eger f(x) ve g(x) Fourier siniis serileri cinsinden yazlabilirse bu denklemler

saglanir. Katsayilar da

a, = /f Sinwd:c (3.8)
nwx
b, = — in —d.
— Og( x) sin 7 dw

seklinde olur.

(3.8) de verilen a,, ve b, katsayilar ile birlikte (3.7) serisi, (3.2) probleminin
¢oztimudiir.

Yukarida verilen (3.7) ¢oziimii bicimsel ¢oziim olarak adlandirihir. Baz kogullar

altinda bunun ¢6ziim oldugunu gostermemiz gerekir:

f(z) ve f'(x) fonksiyonlar [0,1] de siirekli ve f(0) = f(I) =0 ise

T

flx) = iansinn—
n=1 l

serisi [0, /] de mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
(3.2) deki diferansiyel denklemin saglanmasi gerektiginden de f”(x) fonksiyonu [0, /]
de siirekli ve f”(0) = f”(I) = 0 olmaldur.
g(x) ve ¢'(z) fonksiyonlar: [0,] de siirekli ve g(0) = g(I) = 0 ise
0= E ()
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serisi [0, ] de mutlak ve diizgiin yakinsaktr.
(3.2) deki diferansiyel denklemin saglanmasi gerektiginden de ¢’(z) fonksiyonu [0, /]

de siirekli olmaldir.

Yukaridaki varlik kogullar1 altinda ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir u(z,t)

fonksiyonu (3.2) probleminin ¢oziimii ise tektir.

10
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayil1 Dogrusal Hiperbolik Difer-
ansiyel Denklemler
Q= {(z,t) |0 <2z <p0<t<T} dikdortgensel bolgesinde p ve T pozitif gergel

sayilar ve k belirli dogal say1 olmak {izere

Lu= (" &+ (-1 &) u=fla,t), (2.)€Q,

u(z,0) = u(x,0) =0, 0<z<p, (4.1)
00, 1) = Lou(p t) =0, m=0,1,2,...k—1, 0<t<T

baglangic-sinir deger problemi verilsin. Burada f : Q@ — R verilmis fonksiyon ve
u = u(x,t) olmak iizere u : ) — R de tanimlanan bilinmeyen fonksiyondur. Yukarida

verilen problemin u (x,t) ¢oziimii ile ilgilenecegiz.

Asagidaki uzaylar1 tamimlayalim:

V(Q) = {u(m, t):u € C% L) n Czi’Q(Q); (4.1) deki kogullari saglasm.}

2k,0 §2k+1 Cgemyp B
w(Q) = Fe.t): f € (), ot € La(Q); goan =0 2=04da

ve xzp,sz,l,...,L;l

Tanim 4.1.1. f(z,t) € C(2) olmak iizere (4.1) probleminin u(z,t) € V()

¢Oziimiine diizenli ¢oziim denir.

Lemma 4.1.2. u(z,t) (4.1) probleminin diizenli ¢6ziimii olsun. Ayrica

am—f—lu an—lu anu @ @
Oxmot’ Ox2k—1" 9x2k’ Ot 02’

m=20,1,...k

tiirevleri ve f(z,t) fonksiyonu C(Q) N Ly(Q2) smifindan olsun. O halde sadece k ve T
ye bagh bir C' > 0 sabiti vardir ki

el @y < C 1Ll

kestirimi saglanir. Burada

@ 2

|u||Wk1

2 ’
La(Q) La(Q)

11
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dir.
ispat .

denkleminin her iki taraﬁ wilecarpiir ve Q. = {(z,1) [0 <x <p, 0<t<T1; 7<T}

bolgesinde integrali ahnlrsa

/ / ( 22; + (-1 2;)d dt = / / o Ludadt (4.2)

elde edilir.

(4.2) denkleminde elde edilen kismi tiirevlerin ¢arpimi agagidaki gibi bulunur;

Qudy 2, 9 [Tl o%lmmy 10 (0
Ot D2k ;(_1) ox <8t8xm 0x2k—1—m) + (1" 20t (%) ’
udPu 10 (0u\*
ot otz 20t \ot)

(4.1) deki baslangig ve sinir kosullariyla (4.2) denklemi

p T P
1 k 1 2
(—1)" 5/75’” [g k} dz + (—1)F 5/ [%} dx = //%Ludmdt
0 0 0

0

haline gelir. Yukaridaki son denklemin her iki tarafi 2 (—1)k ile ¢arpilirsa

p 3k p a
m gu
/t {83{:’“] da:—i—/[at] de =2(— // Ludxdt
0 0
p T P
o [0k oul®
/t [8 k} dx—i—/{a} dx§2//]utLu|da:dt
0 0 00
esitsizligi elde edilir. Buradan

p 2 T P
OFu
/tm {W] dx < 2// |ug Lu| dxdt,

0 0 0

2 TP
u

/ {E} dzx < 2//|utLu|dzpdt

0 00

esitsizliklerinin gegerliligi aciktir.

12
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Integralin {ist stir1 7 yu 7' ile degistirirsek

p

o]’ 7
/tm [%} dr < 2// |ug Lu| dzdt, (4.3)
0

0 0

p

oul’ 7
/ {51 dx < 2//|utLu|dxdt (4.4)
0

0 0
elde edilir.
(4.3) ve (4.4) yi 7 ya gore 0 dan T ye integrallersek

T p
[ ]
00

p T p

T

2
// {%} dxdT§2T//|utLu|dxdt (4.7)
00 0

0

xk

o]’ I
5 ] dxdr < QT// |ug Lu| dzdt, (4.6)
00

elde edilir.
(4.5)-(4.7) denklemlerinin toplamindan

2 To
< 4T//|utLu|dxdt
00

m aku 2
it
ok

du
ot

i

elde edilir.
Esitsizligin sag tarafina

€ 2 1 2
bl < S Jaf? + - 1o

esitsizliginin uygulanmasiyla

tmaku 2+ ou||? < 4Te || Ou 2+4T IL ”2
2 — — = — || Lu
Oxk ot - 2 ||ot 2¢
m O | ou||? oul> 4T 2
2|tz 21| — < 4Te||— — || L
’ o | T a| S || T el
tmaku 2+2 ou||? < 4T ou 2+4T | Lul|?
2 — €l = — || Lu
oxk ot - ot €
elde edilir. Son esitsizlikte € = 7= secilirse
w || oul|® 2
tr — —|| <167T?|L 4.8
P2 45 < e (45)

13



4. ARASTIRMA BULGULARI

elde edilir.

t t t
u?(z,t) = /% [w*(z,7)] dr = 2/u(l’,7’)%d7’ < 2/
0 0 0
yukaridaki esitsizligi « e gore 0 dan p ye integrallersek
P p T 9
/uZ(a:,t)dx < 2// u(x,T)a—Q; dtdx
0 00
f 9
2z, t)dr < 2 2
[eanar < 2|

0

elde edilir.
Son egitsizligi t ye gore 0 dan 7' ye integrallersek

T p
//UQ(I‘,t)dl‘dt
00

lul® < 2T ||u]

du
ot

IN

2 |ull

T
[
0

du
ot

elde edilir.

Son esitsizligin her iki tarafim ||u|| ya boliip karesini alirsak

2

ou

2 <477
[Jul|* < 5

elde edilir.

(4.8) denklemini goz 6niine alirsak

Jul|* < 6477 || Lul|?
elde edilir.

(4.8) ve (4.9) esitsizliklerini toplarsak

14
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w OFu|)® || Oull®
llP + 25| + 5| < 64T ILul® + 1672 | Luf?
wOFull? || ou|?
ul|* + fa;,j + a—qz < (64T + 1672) || Lu?
maku 2 81& 2
lull®+ [t 5|+ |5 S CllZul® (4.10)

elde edilir. Burada C; = 647* + 1672 dir.

} oMy

ox™

(Amanov 2015)

kullanalim. Eger (4.11) esitsizligini n ye gore 1 den k — 1 e kadar toplarsak ve (4.10)

H2 ,m=1,2 ..., k—1 normuna ait kestirim elde etmek icin agagidaki esitsizligi

2 2 2

1
2

m . O™

m an—i—lu
taE" ) il

axn—i-l

nm-n0"u
oxn—1

t%(n+1

¢ (4.11)

1
<
<3|

esitsizligini g6z oniine alirsak

2

< Oy || Lul)? (4.12;)

2
+

m OU

s
ox

k-1
t%(k_n@ u
axkfl

elde edilir.
Ayni gekilde (4.11) esitsizligini n ye gore 2 den k — 2 ye kadar toplarsak ve (4.12;)

esitsizligini kullanirsak

w Pul|? gy OF 2|
‘ th 5 7“; + ‘ tﬁ(’f—”a—k?; < Oy || Lu| (4.12,)
x k=
elde edilir.
Yukaridaki sekilde devam edilirse
s OPu|? o OF 3 ||
t%:’)axg + |3k k 3)8xk—3 < Oy || Lul® (4.123)
k=1 |2 k1 |2
B 4|5t o < Oy || Lul (4.12; 1)
x x

elde edilir.

15



4. ARASTIRMA BULGULARI

(4.12y) , (4.123) , ..., (4.124_;) esitsizliklerini toplarsak

2 _k

m anu
k

+1
Lu 4.1
- Cu I Lu? (413)

elde edilir.
(4.13) ve (4.10) esitsizligini toplarsak

k—1 2 2
m maku au k+1
tT” t2 — —I < Cy||L
NE I e e s
ve buradan
k 2 2
E: Y G (k + 3)(327* + 8T || Lul)?
= 8x” ot -

||uHW2k'1(Q) < C”LUHLz(Q)

elde edilir. Ispat tamamlandi.

Sonug 4.1.2. Lemma 4.1.1 den (4.1) probleminin tek ¢ziime sahip oldugu kolayca
gosterilebilir.

Sonug 4.1.3. Lemma 4.1.1 den (4.1) probleminin f(z,t) ye siirekli olarak bagimh
oldugu kolayca gosterilebilir.

Sonug 4.1.3. Lemma 4.1.1, Sonug 4.1.2 ve Sonug 4.1.3 den (4.1) probleminin iyi
konumlu oldugu c¢ikar.

4.2. (4.1) Probleminin Fourier Serisi Seklindeki C6ziimii

(4.1) probleminin Fourier serisi

= u,(t) X, (x) (4.14)

seklinde diizenli ¢oziimiinii arayalim. Burada L.(0,p) de X, (z) = \/g sin \pz, A, =
=, n € N ozfonksiyonlar: tam ortonormal sistem olugturur. u(z,t) nin (4.1) deki sinir
kogullarim sagladig1 aciktir.

f e W(Q) fonksiyonunu X,,(x) cinsinden

=3 fult) X (z) (4.15)

seriye acarsak

16



Alan BEKKO

p

Fa(t) = / Fo ) X, (2)dx (4.16)

0
olur.

(4.14) ve (4.15) i (4.1) denkleminde yazarsak

S " (X @)+ (~1)F S w0 Xae) = 3 fult) Xl

olur.

X7(l2k) yi bulalim:

2
Xp(x) = y/=sin\x
P
’ 2
X (x) = y/=Acos A,z
p
" 2 2 .
k =4l X, (z) = —\/j)\n sin A,z
p

A2 cos A,z

&
Il
|
_—

2
k=2 : XW(z) = \/j)\fl sin \,x
p

XCR () = (—1)’“\/32’“ sin A,z = (—D’“Ai’“\ﬁ sin A,z = (—1)" A2 X, ()
P p

k

olup bunu yerine yazar ve (—1)% ile garparsak

Ztmun VANEX (2 Zu” (x) = i o) X (z
n=1

17



4. ARASTIRMA BULGULARI

ul(t) + "N, (t) = (=D fu(t), 0<t<T (4.17)

n

diferansiyel denklemi elde edilir.

(4.1) in baglangig kosullar agagidaki hale gelir:

un(0) =0, u,(0)=0. (4.18)

(4.17) ve (4.18) probleminin operatériin garpanlarina ayrilmas: yéntemiyle ¢oziimii

agsagidaki sekilde bulunur:

(Dy — it %) (Dy 4 iMEt2 ) un(t) = (=1)* fu(2)

:?r‘
H~
t
~_
o\
o
]
o
/_\

o\

=7 m
T)exp (z Arrot )des (4.19)

82k+1

Lemma 4.2.1. Eger f € W(Q)ise, her t € [0, T] i¢in £ (t) = / mz—kﬁf\/% cos A, xdx olmak

0
iizere agagidaki esitsizlikler saglanir:

T3
[n®) < Sz 127 oy

Ispat. (4.16) min 2 e gore kismi integralini alirsak

2-1 P Pof
fult) = (f(:v,t)\/;)\—n cos)\nx>0+ )\_n/o Iz ]—)COS)\nl'dl'

elde edilir. f € W () oldugundan egitligin sag tarafinin birinci kismu sifir olur. Buna

P
= —/ 8f —cos Apxdx

olur. 2. defa x e gore kismi integral alirsak

falt) = /pan —sin \,xdx

gore

Ox?

18
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olur. 3. defa x e gore kismi integral alirsak

P 53
fa(t) = = /g]; — cos \,xdx
x

olur. 4. defa x e gore kismi integral alirsak

P 94
falt) = /g{ —sin \,xdz
x

olur. Nihayet x e gore 2k+1. defa kismi integral alirsak

| n(t)] = A%“ | fZ O @) (4.20)

olur.
(4.19) da karmagik iistel fonksiyonun uzunlugu, (4.20) ve Cauchy Schwarz Bun-

yakowsky esitsizligi kullanilirsa

t ps t T T
Ol < [ [ ih@lras< [ 1@l rldr < g [ 7000

S N LY o -

(4.17) denkleminden

un(t) = (=1)" fult) — "\ un (1) (4.21)
elde edilir.
Teorem 4.2.2. Eger f € W(Q) ise o zaman (4.1) probleminin diizenli ¢oziimii
vardir.

Ispat. (4.14) serisinin ve asagidaki (4.24) ve (4.25) serilerinin diizgiin ve mutlak

yakinsakligini ispatlayalim:

Zu
x% n

2huy . k 2k
gx% = (=D NFun () X, () (4.22)

19
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0*u 0%

OS> () Xa) — 1 Z VE A2, (£) X, (). (4.23)

(4.23) teki ilk seri f € W(Q2) oldugundan yakinsaktir. (4.23) teki ikinci seri (4.22)
serisiyle aymdir. Bu nedenle (4.22) serisinin mutlak ve diizgiin yakinsak oldugunu
gosterirsek bu ayni zamanda (4.14) ve (4.23) serilerinin diizgiin ve mutlak yakinsak

oldugu cikar.

>0 A [un(t)]
n=1

serisi (4.22) i¢in baskm seridir. Lemma 4.2.1, Holder egitsizligi, Bessel esitsizligi ve

> # = %2 esitligi kullamlarak asagidaki kestirimi elde ederiz:

© ok 3 X (2k+1,0) %H’O)
n;l Ao ug (0)] < T2 n;1 o Hf HL2 OT) \/Z ’ L2(0,T)
2k—+1
< P13 o f — fl .
\/6 Q2+ L2(2)

Bu nedenle (4.22) serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

(4.22) serisini ™ ile carpar ve (4.23) ile toplarsak (4.14) ¢oziimiiniin (4.1) denklem-
ini sagladig1 gikar.

X, (z) fonksiyonunun ozelliklerinden dolay1 (4.14) ¢oztimii (4.1) deki sinir kogullarim

saglar.

(4.19) ve (4.19) un tiirevinden (4.14) ¢oziimii (4.1) deki baglangig kogullarim saglar.

Boylece teorem ispatlandi.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasiin esas kismini olusturan Arastirma Bulgular: boliimiinde alinan
problemin iyi konumlulugu gosterilmistir. Bu problemdeki degisken katsayili terimin
x e bagh oldugu durumlar: i¢in de iyi konumluluk caligilabilir. Yine bu problemin

damping terimli bazi durumlari i¢in de iyi konumluluk ¢aligilabilir.

21
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