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ÖZET 

YÜKSEK LĠSANS TEZĠ 

FUZZY SAYI DĠZĠLERĠNĠN  

KABA LACUNARY ĠSTATĠSTĠKSEL YAKINSAKLIĞI 

Berrak Ülkü ARSLAN 

YOZGAT BOZOK ÜNĠVERSĠTESĠ 

LĠSANSÜSTÜ EĞĠTĠM ENSTĠTÜSÜ 

MATEMATĠK ANABĠLĠM DALI 

TEZ DANIġMANI: Dr. Öğr. Üyesi Funda BABAARSLAN 

 

Bu tez çalıĢması üç bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölüm giriĢ kısmı olup, istatistiksel 

yakınsaklık ve kaba istatistiksel yakınsaklık kavramları hakkında  temel bilgiler 

verilmiĢtir. Ayrıca, fuzzy sayı dizilerinin lacunary istatistiksel yakınsaklığından 

bahsedilerek literatür özeti verilmiĢtir.Ġkinci bölümde tezde yararlanılacak olan temel 

tanım ve teoremlere yer verilmiĢtir. Üçüncü bölümde ise fuzzy sayı dizilerinin kaba 

lacunary istatistiksel yakınsaklığı ve kaba lacunary istatistiksel Cauchy dizisi kavramları 

tanımlanmıĢtır. Ayrıca, kaba lacunary istatistiksel limit kümesi ile dizinin kaba lacunary 

istatistiksel limit infimumu ve istatistiksel limit supremumu tanımlanarak aralarındaki 

iliĢki incelenmiĢtir. Son olarak, kaba lacunary istatistiksel limit kümesinin özellikleri 

incelenmiĢtir.. 

2021, 32 SAYFA. 

ANAHTAR KELĠMELER: Fuzzy Sayı Dizileri, Kaba Yakınsaklık, Kaba Ġstatistiksel 

Yakınsaklık, Lacunary Ġstatistiksel Yakınsaklık, Kaba Lacunary Ġstatistiksel 

Yakınsaklık, Kaba Lacunary Ġstatistiksel Limit Ġnfimum, Kaba Lacunary Ġstatistiksel 

Limit Supremum. 
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ABSTRACT 

MASTER THESIS 

ROUGH LACUNARY CONVERGENCE OF SEQUENCES OF FUZZY 

NUMBERS  

 

Berrak Ülkü ARSLAN 

 

YOZGAT BOZOK UNIVERSITY 

GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES 

DEPARTMENT OF MATHEMATICS 

 

SUPERVISOR: Assist. Prof. Funda BABAARSLAN 

This thesis consists of three parts. In the first section, the definitions about the concepts 

of statistical convergence and rough statistical convergence are given. In addition, the 

concept of lacunary statistical convergence of sequences of fuzzy numbers is recalled 

and a literature summary is given. In the second part, the basic definitions and theorems 

that will be used in the thesis are given. In the third chapter, the ideas of rough lacunary 

statistical convergence of sequences of fuzzy numbers and the ideas of rough lacunary 

statistical Cauchy sequence are defined. In addition, the concepts of rough lacunary 

statistical limit sequences and the rough lacunary statistical limit infimum and statistical 

limit supremum of the sequences were defined according to the degree of roughness. 

The relationship between them was examined. Finally, the properties of the rough 

lacunary statistical limit set are shown. 

2021, 32 pages. 

KEYWORDS: Sequences of Fuzzy Numbers, Rough Convergence, Rough Statistical 

Convergence, Lacunary Statistical Convergence, Rough Lacunary Statistical 

Convergence, Rough Lacunary  Statistical Limit Infimum, Rough Lacunary Statistical 

Limit Supremum. 
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ÖNSÖZ 

Bu tez çalıĢmasında, fuzzy sayı dizilerinin kaba lacunary istatistiksel yakınsaklığı 

hakkında bilgi verilmiĢtir.  

Bu tez çalıĢmanın tamamlanması sürecinde baĢta, benden desteğini esirgemeyen, 
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SĠMGELER 

Bu çalıĢmada kullanılmıĢ simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aĢağıda 

sunulmuĢtur. 

Simgeler    Açıklamalar 

 Reel Sayılar Kümesi 

 Pozitif Tamsayılar Kümesi 

( )L  Fuzzy Sayılar Kümesi 

  K  K  Kümesinin Doğal Yoğunluğu 

x  x  Dizisinin Ġstatistiksel Limit Noktaları Kümesi 

x  x  Dizisinin Ġstatistiksel Yığılma Noktaları Kümesi 

  Lacunary Dizi 

 K  K  Kümesinin Lacunary Yoğunluğu 

( )X  X  Fuzzy Sayı Dizisinin Ġstatistiksel Yığılma Noktalarının 

Kümesi 

rst LIM X  
X  Fuzzy Sayı Dizisinin Kaba Ġstatistiksel Limit Kümesi 

r

kS LIM X   X  Fuzzy Sayı Dizisinin Kaba Lacunary Ġstatistiksel Limit 

Kümesi 
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1.GĠRĠġ 

“Bir nesne bir kümenin elemanıdır ya da değildir” mantığına alternatif olarak, 1965 

yılında Zadeh, nesnelerin kümeye ait olma durumlarının üyelik dereceleri yardımıyla 

ifade edileceğini göstermiĢ ve fuzzy kümeler kavramını tanımlamıĢtır. Daha sonra, 

Matloka (1986) fuzzy sayı dizilerini tanımlayarak bu diziler için yakınsaklık ve Cauchy 

dizisi kavramlarını tanımlamıĢtır.  

Fast (1951) tarafından tanımlanan ve temeli doğal yoğunluğa dayanan istatistiksel 

yakınsaklık kavramı, fuzzy sayı dizilerine Nuray ve SavaĢ (1995) tarafından 

geniĢletilmiĢtir. Ayrıca, lacunary dizi olarak adlandırılan, 0 0k   olmak üzere s

için 1s s sh k k     Ģartlarını sağlayan pozitif tamsayıların artan bir dizisi  sk 

için, reel sayı dizilerinin lacunary istatistiksel yakınsaklığı J. Fridy ve C. Orhan (1993) 

tarafından tanımlanmıĢtır. Nuray (1998), bu kavramı fuzzy sayı dizileri için 

incelemiĢtir. Birçok araĢtırmacı, lacunary istatistiksel yakınsaklığı farklı diziler için 

genellemiĢlerdir. Örneğin, Altın, Et ve Çolak (2006), fuzzy sayılarının genelleĢtirilmiĢ 

fark dizileri için, SavaĢ (2009) fuzzy sayılarının çift dizileri için çalıĢmıĢlardır. 

Son zamanlarda, Phu (2001), kaba yakınsaklık kavramı ile sonlu boyutlu normlu 

uzaylarda limitin tek olamayabileceğini ve böylece kaba limit kümesi olarak 

adlandırılan kümenin tanımlanabildiğini ifade ederek yakınsaklığa farklı bir bakıĢ açısı 

getirmiĢtir. Akçay ve Aytar (2005), bu yeni kavramı fuzzy sayı dizileri için 

incelemiĢlerdir. Ayrıca, Babaarslan ve Tuncer (2020), çift fuzzy sayı dizileri için kaba 

yakınsaklığı göstermiĢlerdir.  

Aytar (2008), kaba istatistiksel yakınsaklık ve kaba istatistiksel limit kümesini 

tanımlayarak bu kümenin özelliklerini incelemiĢtir. Debnath ve Rakshit (2019) bu 

kavramları fuzzy sayı dizileri için çalıĢmıĢtır. Bu tez çalıĢmasında, fuzzy sayı dizileri 

için, lacunary diziler yardımıyla, kaba istatistiksel yakınsaklık çalıĢılmıĢtır. Aytar 

(2004) tarafından tanımlanmıĢ olan istatistiksel limit infimum ve supremum 
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kavramlarının kaba lacunary versiyonları oluĢturularak, kaba lacunary istatistiksel limit 

kümesi ile aralarındaki iliĢki verilmiĢtir. 

 

2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde ilk olarak çalıĢmamız için temel teĢkil eden tanım ve teoremlere yer 

verilecektir. 

2.1. Ġstatistiksel Yakınsaklık 

Tanım 2.1.1. K   olmak üzere, K  kümesinin n  den büyük olmayan elemanlarının 

sayısı   :k n k K   ile gösterilsin. Bu takdirde, K  kümesinin doğal yoğunluğu, 

   
1

lim :
n

K k n k K
n

     

Ģeklinde tanımlanır (Fast, 1951) 

Eğer   0K   ise, K  kümesine sıfır yoğunluklu küme denir. 

Tanım 2.1.2.  kx x  reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak üzere, bu dizisinin 

terimleri sıfır yoğunluklu bir küme hariç diğer bütün k  lar için bir P özelliğini 

sağlıyorsa  kx  dizisi hemen hemen her k  için P  özelliğini sağlıyor denir ve “ . . .h h k ” 

ile gösterilir  (Fridy, 1985). 

Tanım 2.1.3.   kx x  reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak üzere, 0  için 

 
1

lim : 0k
n

k n x L
n

     

olacak Ģekilde bir L sayısı varsa yani . . .h h k  için  

kx L    



3 

 

ise  kx x  dizisi L  sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve lim k
k

S x L  veya 

S

kx L  ile gösterilir. (Fast, 1951). 

Tanımdan da anlaĢılacağı üzere,   kx x   dizisi bir  L   sayısına istatistiksel yakınsak 

ise bu sayının herhangi bir 0   komĢuluğunda dizinin sonsuz çoklukta terimi varken, 

komĢuluk dıĢındaki terim sayısının doğal yoğunluğunun sıfır olacak Ģekilde, 

komĢuluğun dıĢında da sonsuz çoklukta terim bulunabilir. Dolayısıyla istatistiksel 

yakınsak olan bir dizi yakınsak olmayabilir. Ancak yakınsak bir dizinin herhangi bir 

0   komĢuluğunun dıĢında sonlu sayıda eleman olduğundan ve sonlu kümenin doğal 

yoğunluğu sıfır olduğundan yakınsak bir dizi istatistiksel yakınsaktır.  

Teorem 2.1.1. Bir dizi istatistiksel yakınsak ise istatistiksel limiti tektir (Fridy, 1985). 

Tanım 2.1.4.  kx x   reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak üzere, eğer her 0 

için 

 
1

lim : 0k m
n

k n x x
n

     

olacak Ģekilde bir  ( )m m   sayısı varsa  kx x  dizisine istatistiksel Cauchy dizisi 

denir (Fridy, 1985). 

2.2. Fuzzy Sayı Dizilerinin Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

Tanım 2.2.1. Bir fuzzy sayısı aĢağıdaki Ģartları sağlayan bir  : 0,1X    

fonksiyonudur: 

i) X  normaldir, yani 0( ) 1X x   olacak Ģekilde en az bir 0x   vardır; 

ii) X  fuzzy konvekstir, yani herhangi bir ,x y   ve  0 1    için 

 ( (1 ) ) min ( ), ( )X x y X x X y   
 

dir; 



4 

 

iii) X  üst- yarı süreklidir; 

iv)  0 : ( ) 0X x X x    kümesinin kapanıĢı kompakttır . 

Yukarıdaki tanım, her [0,1]   için, X  fuzzy sayısının  kesim kümesi olarak 

adlandırılan  : ( )X x X x    kümesinin, reel sayıların boĢtan farklı, kompakt ve 

konveks alt kümesi olduğunu ifade etmektedir. 

Tüm fuzzy sayılarının kümesi ( )L  ile gösterilir.  

, ( )X Y L  için  kesim kümeleri sırasıyla ,X X X
  

  
 ve ,Y Y Y

  
  

 olsun. 

k   olmak üzere, X  ve Y    kesim kümeleri için toplama, çıkarma ve skalerle 

çarpma iĢlemleri aĢağıdaki gibidir: 

  ,X Y X Y X Y
       

  
 

  ,X Y X Y X Y
       

  
 

,k X k X k X
     

   .
 

Fuzzy sayıları için sıralama bağıntısı  

[0,1]  için    ve  X Y X Y X Y
       

Ģeklinde ifade edilir.  Bu " "  bağıntısı bir kısmi sıralama bağıntısıdır (Diamond ve 

Kloeden, 1994). 

 kesmeleri  üzerinde Hausdorff  metriği olarak bilinen metrik,

 

 ( , ) max ,d X Y X Y X Y         

olmak üzere bulanık sayılar arasındaki supremum metriği 
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: ( ) ( )d L L   

   
0 1

, sup ,d X Y d X Y 

 

  

Ģeklinde tanımlanır ve   ( ),L d   tam metrik uzaydır (Diamond ve Kloeden, 1994) 

Tanım 2.2.2.  kX X  bir fuzzy sayı dizisi olsun. Her 0   sayısı için k N  iken 

0( , )kd X X 
 
olacak Ģekilde bir  N  sayısı mevcut ise  kX  dizisi yakınsaktır 

denir ve 0lim k
k

X X



  
ile gösterilir (Matloka, 1986). 

Teorem 2.2.1. Yakınsak bir  kX X  fuzzy sayı dizisinin limiti tektir (Matloka, 

1986).  

Tanım 2.2.3.  Her  0     için  ,k m N   olduğunda  ( , )k md X X   olacak Ģekilde 

pozitif bir   N   tamsayısı mevcut ise   kX X   fuzzy sayı dizisine bir Cauchy 

dizisi denir (Matloka, 1986). 

Tanım 2.2.4. Eğer   ( ) :kX L R k    kümesi sınırlı ise   kX X   dizisine 

sınırlıdır denir (Matloka, 1986). 

Tanım 2.2.5.  kX X  bir fuzzy sayı dizisi olsun. 0  için  

  0

1
lim : , 0k

n
k n d X X

n
    

 olacak Ģekilde bir 0X   fuzzy sayısı varsa   kX X  dizisi  0X ’ a istatistiksel 

yakınsaktır denir.  

0lim k
k

st X X   

 ile gösterilir (Nuray, 1998).  
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Tanım 2.2.6.  kX X  bir fuzzy sayı dizisi olsun. Her 0   için  

  
1

lim : , 0k m
n

k n d X X
n

    

olacak Ģekilde bir ( )m m   sayısı varsa  kX X  dizisine istatistiksel Cauchy dizisi 

denir (Nuray ve SavaĢ, 1995).  

Teorem 2.2.2. Bir  kX X  fuzzy sayı dizisi istatistiksel yakınsaktır ancak ve ancak 

 kX X  dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir. (Nuray ve SavaĢ, 1995) 

Tanım 2.2.7.  kX X  fuzzy sayı dizisi olsun. Eğer 

  
1

lim : 0
n

k j j
n

    

ise  ( )k jX  alt dizisine seyrek alt dizi, eğer  

  
1

limsup : 0
n

k j j
n

    

ise  ( )k jX  alt dizisine seyrek olmayan alt dizi denir (Aytar, 2004). 

Tanım 2.2.8.  kX X  fuzzy sayı dizisinin   fuzzy sayısına yakınsak ve seyrek bir alt 

dizisi varsa,   fuzzy sayısına  kX X  dizisinin istatistiksel limit noktası denir. 

X dizisinin istatistiksel limit noktalarının kümesi X  ile gösterilir (Aytar, 2004). 

Tanım 2.2.9.  kX X  fuzzy sayı dizisi olmak üzere, eğer her 0   için,  

   : , 0kk d X      

ise   fuzzy sayısına  kX X  dizisinin istatistiksel yığılma noktası denir. 
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X dizisinin istatistiksel yığılma noktalarının kümesi X  ile gösterilir (Aytar, 2004). 

2.3. Fuzzy Sayı Dizilerinin Lacunary Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

Tanım 2.3.1. K   olmak üzere , K  kümesinin lacunary yoğunluğu  

  lim
s

s
s

I K
K

h
   

Ģeklinde tanımlanır. Burada,  1,s s sI k k  ifadesi  sk   lacunary dizisi tarafından 

belirlenen aralıkları göstermektedir.  (Fridy ve Orhan, 1993). 

Tanım 2.3.2.  sk   bir lacunary dizisi olsun. Eğer her 0   için, 

 

 

ise  kX X  dizisi 0X  fuzzy sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. 

0lim kS X X    veya  0kX X S  ile gösterilir (Nuray, 1998). 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
1

lim : , 0s k o
s

s

k I d X X
h

  
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3. FUZZY SAYI DĠZĠLERĠNĠN KABA LACUNARY ĠSTATĠSTĠKSEL 

YAKINSAKLIĞI 

Bu bölümde, fuzzy sayı dizilerinin kaba lacunary istatistiksel yakınsaklığı ve kaba 

lacunary istatistiksel limit kümesi tanımlanacak, ayrıca bu kümenin bazı özellikleri 

incelenecektir. Orijinal sonuçlara geçmeden önce, normlu uzaylarda kaba yakınsaklık 

ve kaba istatistiksel yakınsaklık tanımlarına yer verilecektir. 

3.1. Normlu Uzaylarda Kaba Yakınsaklık ve Kaba Ġstatistiksel Yakınsaklık 

Tanım. 3.1.1.  , .X  bir normlu uzay ve ( )kx x , X  uzayında bir dizi olsun. 0r   

olmak üzere, eğer her 0   için  k    vardır   her  k k   için 

*kx x r     

ise veya buna denk olarak 

*limsup k
k

x x r   

ise ( )kx x  dizisi *x  noktasına kaba yakınsaktır ( r  yakınsak) denir, *

r

kx x  ile 

gösterilir (Phu, 2001)  

Bir *x  noktasına yakınsak olduğu öngörülen bir ( )ky  dizisinin terimlerinin 

hesaplanamadığı veya ölçülemediği durumda bu dizi yerine, iĢlemleri kolaylaĢtıracak 

terimleri bilinen bir ( )kx x  dizisinden yararlanılabilir. Bu dizi, k kx y r  olacak 

Ģekilde seçilir ve r  sayısına yaklaĢım hatasının bir üst sınırı denir. 

Tanım 3.1.2. ( )kx x  dizisi  , .X  normlu uzayında bir dizi ve 0r   olsun. Eğer, her 

0  için 
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 *: kk x x r      

kümesi sıfır doğal yoğunluğa sahip ise veya buna denk olarak 

*limsup k
k

st x x r    

 ise ( )kx x  dizisi *x   noktasına kaba istatistiksel yakınsaktır denir,  *

rst

kx x   ile 

gösterilir.  

Burada r  sayısına kabalık derecesi denir. Eğer, 0r   alınırsa klasik anlamda 

istatistiksel yakınsaklık elde edilir. Genel olarak 0r   olduğu durumda dizinin kaba 

istatistiksel limiti tek değildir. Böylece, kaba istatistiksel limit kümesi denilen 

 * *: :
rst

r n

kst LIM x x R x x     kümesi tanımlanır (Aytar, 2008). 

3.2. Fuzzy Sayı Dizilerinin Kaba Yakınsaklığı ve Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

Tanım. 3.2.1.  ( ),L R d  metrik uzayında ( )kX X  bir dizi olsun. 0r  olmak üzere, 

eğer her 0   için  k    vardır   her  k k   için 

 *,kd X X r    

ise veya buna denk olarak 

 *limsup ,k
k

d X X r  

ise ( )kX X  fuzzy sayı dizisi *X  fuzzy sayısına kaba yakınsaktır ( r  yakınsak) denir, 

*

r

kX X  ile gösterilir (Geçit Akçay ve Aytar, 2015). 

Tanım 3.2.2.  ( ),L R d  metrik uzayında ( )kX X  bir dizi olsun. 0r  olmak üzere, 

eğer, her 0  için 
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  *: ,kk d X X r     

kümesi sıfır doğal yoğunluğa sahip ise ( )kX X  fuzzy sayı dizisi *X  fuzzy sayısına 

kaba istatistiksel yakınsaktır denir,  *

rst

kX X   ile gösterilir (Debnath ve Rakshit, 2019). 

3.3. Fuzzy Sayı Dizilerinin Kaba Lacunary Ġstatistiksel Yakınsaklığı 

Bu kısımda, 0r   alınacak,  sk   dizisi lacunary dizi ve ( )kX X  dizisi de 

 ( ),L R d  metrik uzayında bir dizi olarak kabul edilecektir. Vereceğimiz orijinal 

sonuçlarda kullandığımız ispat tekniklerinde Geçit Akçay ve Aytar makalesinden 

esinlenilmiĢtir. 

Tanım 3.3.1. Her 0  için,  

  *

1
lim : , 0s k

s
s

k I d X X r
h

     

ise  kX X  dizisi *X  fuzzy sayısına kaba lacunary istatistiksel yakınsaktır denir, 

*

rs

kX X


  ile gösterilir. 

Burada r  sayısına kaba lacunary istatistiksel yakınsaklık derecesi denir. Eğer, 0r   

alınırsa klasik anlamda lacunary istatistiksel yakınsaklık elde edilir.  

Bir fuzzy sayı dizisinin kaba yakınsaklık fikrine benzer olarak, *X  fuzzy sayısına 

lacunary istatistiksel yakınsak olan herhangi bir  kY Y dizisinin elemanları ile iĢlem 

yapmak zor ise bu dizinin her bir elemanı için  ,k kd X Y r  olacak Ģekilde üçgensel 

fuzzy sayılarından oluĢan bir  kX  yaklaĢım dizisi elde edilebilir. Böylece  kY Y  

dizisinin yaklaĢık değerleri kullanılarak iĢlemler kolaylıkla hesaplanır. Burada  kX  

dizisi *X  sayısına lacunary istatistiksel yakınsak değildir. Fakat 
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     * *: , : ,s k s kk I d Y X k I d X X r        

kapsamasından ve kabulümüzden  kX  dizisinin kaba lacunary istatistiksel yakınsak 

olduğu görülür. 

Genel olarak, 0r   olduğunda dizinin kaba lacunary istatistiksel limiti tek değildir.  

Böylece, kaba lacunary istatistiksel limit kümesi denilen  

* *: ( ) :
rs

r

k kS LIM X X L R X X




 
    

 
 

kümesi elde edilir. 

Tanım 3.3.2. Her 0  için,  

  
1

lim : , 0s k m
s

s

k I d X X r
h

     

olacak Ģekilde bir ( )m m   sayısı varsa  kX X  dizisine r  lacunary istatistiksel 

Cauchy dizisi denir. 

Teorem 3.3.1. Eğer  kX X  dizisi r  lacunary istatistiksel yakınsak ise, bu dizi 

2r  lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir. 

Ġspat: 0   olsun.  kX X dizisi r  lacunary istatistiksel yakınsak olduğundan 

 *

1
lim : , 0

2
s k

s
s

k I d X X r
h

 
    

 
, 

yani . . sh h k I  için  *,
2

kd X X r


   dir.  . . sh h k I  için, eĢitsizlik mevcut 

olduğundan   *,
2

md X X r


   yazılabilir.  

O halde . . sh h k I  için, 
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     * *, , , 2
2 2

k m k md X X d X X d X X r r r
 

         

elde edilir. Bu ise  kX X  dizisinin 2r  lacunary istatistiksel Cauchy dizisi olduğunu 

gösterir. 

Tanım 3.3.3.  kX  dizisinin S   limit supremum ve S   limit infimum kavramları 

     : : : 0X kA L k N X       

     : : : 0X kB L k N X       

olmak üzere 

liminf : infk X
k

S X A


   

limsup : supk X
k

S X B


   

Ģeklinde tanımlanır. 

Teorem 3.3.2. in ispatında kullanılacak olan bir dizinin r  limit noktalarıyla S  limit 

supremumu ve S  limit infimumu arasındaki iliĢkiyi veren yardımcı teorem aĢağıda 

ifade edilmiĢtir. 

Yardımcı Teorem 3.3.1. Eğer *

r

kX S LIM X   ise  

   *: limsup , 0kk d S X X r       

ve  

   *: liminf , 0kk d S X X r        

dir. 
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Ġspat. Aksine   *: limsup , 0kk d S X X r       olduğunu kabul edelim. Bu 

takdirde 

 limsup ,
:

2

kd S X X r  
  

olacak Ģekilde 0   tanımlanabilir. 

S  limit supremum tanımından,  1 0K  olacak Ģekildeki her bir 1k K  için 

 limsup ,k kd S X X    

dir. 

Diğer taraftan, *

r

iX S LIM X   olduğundan  2 0K  olacak Ģekildeki her bir 

2k K için 

 *,kd X X r    

dir. 

1 2: cK K K  olsun. Lacunary yoğunluk özelliğinden   0K   dir. 

Böylece, her k K  için 

     * *limsup , limsup , ,k k k kd S X X d S X X d X X r         

                                                               * *limsup , limsup ,k kr d S X X r d S X X        

yazılabilir. 

   * *limsup , limsup ,k kd S X X d S X X     

elde ederiz. Bu bir çeliĢkidir.  
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Benzer Ģekilde    *: liminf , 0kk d S X X r      olduğu da gösterilebilir. 

Teorem 3.3.2.  kX  fuzzy sayı dizisi için 
r

kS LIM X   ise  

 limsup , liminfr

k k kS LIM X S X r S X r        dir.  

Ġspat. 0   ve 
r

kX S LIM X   olsun. Bu takdirde  

   *: , 0s kk I d X X r      

dir. Yani,  1 0K   olacak Ģekildeki her bir 1k K  için 

 
0 1

sup max ,X X X X r
  



 
 

     

veya  

0 1

sup X X r
 




 

    ve 
0 1

sup X X r
 




 

     

 dir.  

Böylece,   1 0K   olacak Ģekildeki her bir 1k K için 

1 1( ) ( )kX r X X r       

dir. 

Buradan iki durum elde edilir: 

Ġlk olarak,  1: ( ) 0kS k X X r      yani 1( ) XX r B     ve yardımcı teorem 

3.3.1.’ den 

1limsup : sup ( )k xS X B X r          

dir. 
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Ġkinci olarak,   1 1: ( ) 0kS k X X r      yani 1( ) XX r A     ve yardımcı teorem 

3.3.1.’ den 

1 1liminf : inf ( )k xS X A X r          

dir. 

Böylece,  * limsup , liminfk kX S X r S X r       olduğu ispatlanır. 

Teorem 3.3.3.  kX X  dizisinin kaba lacunary istatistiksel limit kümesinin çapı 2r  

den büyük değildir. 

Ġspat. Tersi kabul edilirse, ( , ) 2d Y Z r  olacak Ģekilde , rY Z S LIM X  vardır.  

 ,
0,

2

d Y Z
r

 
  
 

 keyfi olsun. 

, rY Z S LIM X   olduğundan, 

 1 s kK : k I : d (X ,Y) r      ve  2 s kK : k I : d (X ,Z) r      

olmak üzere 0  için, 1

1
lim 0

s
s

K
h

  ve 2

1
lim 0

s
s

K
h

  dir.  

Böylece, her bir 1 2

c ck K K  için  

         2k kd Y ,Z d X ,Y d X ,Z r d Y ,Z      

elde edilir.    d Y ,Z d Y ,Z  çeliĢkisi bulunur. 

Teorem 3.3.4. Kaba lacunary istatistiksel limit kümesi kapalı bir kümedir. 

Ġspat.  
r

kS LIM X   kümesinden  *Y  fuzzy sayısına yakınsak keyfi bir  kY  dizisi 

alınsın.  
r

* kY S LIM X   olduğu gösterilirse kaba lacunary istatistiksel limit 

kümesinin kapalı olduğu gösterilmiĢ olur. 
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0   olsun.  kY  dizisi *Y  fuzzy sayısına yakınsak olduğundan, her  
2

k k  için  

2
i *d(Y ,Y )


  

olacak Ģekilde 
2

sk I

  vardır.  

ġimdi 0

2

k k  olacak Ģekilde bir 0 sk I  seçilsin. O halde, 
0 2

k *d(Y ,Y )


  yazılabilir. 

  r

k kY S LIM X    olduğundan,   
0

r

k kY S LIM X    elde ederiz. Yani 

 
0

1
lim : , 0

2ks k
s

s

k I d X Y r
h

 
    

 
    

olur. 

Keyfi bir 
0

(
2

, ): k ksk I d X ri Y



 

 


 


  seçtiğimizde  
0 2

i kd X ,( Y ) r


    olur ve 

 s k *i k I : d(X ,Y ) r      olduğundan 

0 0i * i k k *d (X ,Y ) d (X ,Y ) d (Y ,Y ) r      

eĢitsizliği sağlanır. Buradan 

 
0 2

s sk * k kk I : d(X r k I : d,Y ) ,Y )(X r



 

    


 


 

kapsaması gerçeklenir. 

 
0

1
lim : , 1

2ks k
s

s

k I d X Y r
h

 
    

 
  

olduğundan 
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  
1

lim : , 1s k
s

s

k I d X Y r
h

     

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.3.5. Herhangi bir c  için,  kX X  dizisi X  sayısına 
r

c
 lacunary 

istatistiksel yakınsak ise  kcX  dizisi  cX   fuzzy sayısına kaba lacunary istatistiksel 

yakınsaktır. 

Ġspat. 0  olsun. 

    * *

1 1 ( )
: , : ,s k s k

s s

r
k I d cX cX r k I d X X

h h c




  
      

  
 

eĢitsizliğinden s  için limit alınarak ispat tamamlanır. 

Teorem 3.3.6. Eğer  kX X  dizisi X  sayısına 1r  lacunary istatistiksel yakınsak ve  

 kY Y  dizisi Y  sayısına 2r  lacunary istatistiksel yakınsak ise ( )k kX Y  dizisi 

X Y   sayısına 1 2( )r r  lacunary istatistiksel yakınsaktır. 

Ġspat. 0  için,  

  * 1 2

1
: , ( )s k k

s

k I d X Y X Y r r
h

        * 1

1
: ,

2
s k

s

k I d X X r
h

 
   

 
 

                                                                                 +  * 2

1
: ,

2
s k

s

k I d Y Y r
h

 
   

 
 

eĢitsizliğinden ispat aĢikardır. 

Teorem 3.3.7.  kY Y  dizisi X  fuzzy sayısına lacunary yakınsak olmak üzere, her 

sk I  için ( , )k kd X Y r  ise  kX X  dizisi X  sayısına kaba lacunary istatistiksel 

yakınsaktır.  
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Ġspat. Kabulden, her 0  için 

  *

1
lim : , 0s k

s
s

k I d Y X
h

    

dir. Ayrıca sk I için ( , )k kd X Y r olduğundan 

   k * ks sk I : d(Y k I : d(,X ) ,X )X r       

kapsaması sağlanır. 

Böylece   *

1
lim : , 0s k

s
s

k I d X X r
h

     elde edilir. 

Teorem 3.3.8. Eğer  kX X  dizisi X  sayısına lacunary istatistiksel yakınsak ise

 ( ) : ( ) : ( , )r
rkS LIM X B X L d X r         dir. 

Ġspat.   1 *: ,s kK k I d X X    olsun. *

s

kX X


   olduğundan 1

1
lim 0

s
s

K
h

  dir. 

( )rY B X  olsun. Her  1

ck K için  

( , ) ( , ) ( , )k kd X Y d X X d X Y r       

olduğundan  
r

kY S LIM X    elde edilir. 

  2 *: ,s kK k I d X X r      olsun. ġimdi keyfi bir 
r

kY S LIM X   alınsın. 

Böylece,  2

1
lim 0

s
s

K
h

  dir. Ayrıca  *

s

kX X


   olduğundan  1

1
lim 0

s
s

K
h

  dir. 

Her  1 2

c ck K K   için  

( , ) ( , ) ( , ) 2k kd Y X d X Y d X X r       
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olduğundan ( )rY B X  dir. 

Teorem 3.3.9.  Eğer  ( )C X   ise her  
r

kX S LIM X    için ( , )d X C r   dir. 

Ġspat. ( )C X  ve ( , )d X C r   olacak Ģekilde 
r

kX S LIM X   olsun. 

( , )

3

d X C r
  
   olmak üzere 

   k s ks *,X )k I : d( X k I : d(Xr ,C )      

yazılır. 

 ( )C X  olduğundan,    
1

lim : d , 0s k
s

s

k I X C
h

    elde edilir.  

Böylece     

 
1

0k *
s

s

s

k I : d(lim ,X )
h

X r      

dir ve bu ise  
r

kX S LIM X    gerçeği ile çeliĢir. 

Teorem 3.3.10.  

a) Eğer ( )C X  ise ( )r
rkS LIM X B C    dir 

b) 
 

        r

k * *
C X

S LIM X Br C X L : X Br X


 


       dir. 

Ġspat. 

a) 
r

kX S LIM X   ve ( )C X  olsun. Teorem 8 den,  ( , )d X C r    dir aksi  

takdirde  
( , )

3

d X C r
  
   için  
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 
1

0k *
s

s

s

k I : d(lim ,X )
h

X r      

elde edilir. 

b)  (a) dan,  
 

 r

k
C X

S LIM X Br C





    vardır. 

( )r

C

Y B C


  olsun. Bu takdirde her ( )C X  için ( , )d X C r   dir. Bu ise 

( ) ( )rX B Y   olduğunu yani, 

 
      *

C X

X L : X Br X





     

olduğunu gösterir. 

r

kY S LIM X  olsun. Böylece  

 
1

0k
s

s

sk I : dlim ,Y ) r
h

( X      

olacak Ģekilde 0  vardır. 

Bu ise  ( , )d Y C r     olacak Ģekilde, C  nin X  dizisinin lacunary istatistiksel yığılma 

noktası olduğunu gösterir, yani 

   X Br Y   ve       * *Y X L : X Br X     

dir. Böylece,         * *Y X L : X Br X      elde edilir.  

Buradan 

       r

* * kX L : X Br X S LIM X       

elde ederiz 
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SONUÇ 

Bu tez çalıĢmasında, Aytar (2008) tarafından tanımlanan sonlu boyutlu normlu 

uzaylarda kaba istatistiksel yakınsaklık kavramından yola çıkarak, normlu bir uzay 

olmayan fuzzy sayı dizilerinin uzayında kaba lacunary istatistiksel yakınsaklık ve kaba 

lacunary istatistiksel Cauchy kavramları tanımlanmıĢtır. Ayrıca, kaba lacunary 

istatistiksel limit kümesi ifade edilerek bu kümenin özelliklerinden bahsedilmiĢtir. 

Dahası, fuzzy sayı dizileri için lacunary istatistiksel limit infumum ve limit supremum 

kavramları tanımlanarak kaba istatistiksel limit kümesiyle arasındaki iliĢki 

gösterilmiĢtir. Lacunary istatistiksel yakınsaklık ile kaba lacunary istatistiksel 

yakınsaklık arasındaki iliĢki ispatlanmıĢtır. 
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