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yakinsaklik ve kaba istatistiksel yakinsaklik kavramlari hakkinda temel bilgiler
verilmistir. Ayrica, fuzzy say1 dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsakligindan
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tanimlanmistir. Ayrica, kaba lacunary istatistiksel limit kiimesi ile dizinin kaba lacunary
istatistiksel limit infimumu ve istatistiksel limit supremumu tanimlanarak aralarindaki
iliski incelenmistir. Son olarak, kaba lacunary istatistiksel limit kiimesinin 6zellikleri
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Kiimesi

st—LIM'X X Fuzzy Say1 Dizisinin Kaba Istatistiksel Limit Kiimesi
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Kiimesi
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1.GIRIS

“Bir nesne bir kiimenin elemanidir ya da degildir” mantigina alternatif olarak, 1965
yilinda Zadeh, nesnelerin kiimeye ait olma durumlarinin iiyelik dereceleri yardimiyla
ifade edilecegini gostermis ve fuzzy kiimeler kavramini tanimlamistir. Daha sonra,
Matloka (1986) fuzzy say1 dizilerini tanimlayarak bu diziler i¢in yakinsaklik ve Cauchy

dizisi kavramlarini tanimlamastir.

Fast (1951) tarafindan tanimlanan ve temeli dogal yogunluga dayanan istatistiksel

yakinsaklik kavrami, fuzzy sayr dizilerine Nuray ve Savas (1995) tarafindan

genisletilmistir. Ayrica, lacunary dizi olarak adlandirilan, ko =0 olmak iizere S—>®

i¢in hS = ks —ks_l — 00 sartlarim1 saglayan pozitif tamsayilarin artan bir dizisi @ = (ks)

icin, reel say1 dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsakligi J. Fridy ve C. Orhan (1993)
tarafindan tanimlanmigtir. Nuray (1998), bu kavrami fuzzy say1 dizileri igin
incelemistir. Birgok arastirmaci, lacunary istatistiksel yakinsakligi farkli diziler i¢in
genellemislerdir. Ornegin, Altin, Et ve Colak (2006), fuzzy sayilarinin genellestirilmis
fark dizileri i¢in, Savas (2009) fuzzy sayilariin ¢ift dizileri i¢in ¢alismislardir.

Son zamanlarda, Phu (2001), kaba yakinsaklik kavrami ile sonlu boyutlu normlu
uzaylarda limitin tek olamayabilecegini ve boylece kaba limit kiimesi olarak
adlandirilan kiimenin tanimlanabildigini ifade ederek yakinsakliga farkli bir bakis acisi
getirmistir. Akgay ve Aytar (2005), bu yeni kavrami fuzzy sayr dizileri igin
incelemislerdir. Ayrica, Babaarslan ve Tuncer (2020), ¢ift fuzzy say1 dizileri i¢in kaba

yakinsaklig1 gostermislerdir.

Aytar (2008), kaba istatistiksel yakinsaklik ve kaba istatistiksel limit kiimesini
tanmimlayarak bu kiimenin ozelliklerini incelemistir. Debnath ve Rakshit (2019) bu
kavramlar1 fuzzy sayi dizileri i¢in ¢alismistir. Bu tez ¢alismasinda, fuzzy say1 dizileri
icin, lacunary diziler yardimiyla, kaba istatistiksel yakinsaklik c¢aligilmistir. Aytar
(2004) tarafindan tanimlanmis olan istatistiksel limit infimum ve supremum
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kavramlarinin kaba lacunary versiyonlari olusturularak, kaba lacunary istatistiksel limit

kiimesi ile aralarindaki iliski verilmistir.

2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilk olarak ¢alismamiz i¢in temel teskil eden tanim ve teoremlere yer

verilecektir.

2.1. istatistiksel Yakinsakhik

Tamm 2.1.1. K [0 olmak iizere, K kiimesinin » den biiyiik olmayan elemanlarinin

say1st |{k <n: ke K}| ile gosterilsin. Bu takdirde, K kiimesinin dogal yogunlugu,
.1
5(K)= I',EnﬁHk <n: keK}|

seklinde tanimlanir (Fast, 1951)

Eger 6 ( K) =0 ise, K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tanim 2.1.2. X= (Xk) reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak iizere, bu dizisinin
terimleri sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger biitiin k lar icin bir P 6zelligini
sagliyorsa (Xk) dizisi hemen hemen her k i¢in P 6zelligini sagliyor denir ve “h.h.k.”

ile gosterilir (Fridy, 1985).

Tamm 2.1.3. X= (Xk ) reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak {izere, V& > 0 i¢in

.1
Ilnmﬁ{kgn: |xk—L|2g}‘=0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa yani h.hK. igin

x.—L|<e



ise X=(Xk) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve S —Iikm X, =L veya
x, —>L ile gosterilir. (Fast, 1951).

Tanimdan da anlasilacagi lizere, X = (Xk) dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak

ise bu sayinin herhangi bir £ >0 komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi varken,
komsuluk disindaki terim sayisinin dogal yogunlugunun sifir olacak sekilde,
komsulugun disinda da sonsuz c¢oklukta terim bulunabilir. Dolayisiyla istatistiksel
yakinsak olan bir dizi yakinsak olmayabilir. Ancak yakinsak bir dizinin herhangi bir
£ >0 komsulugunun disinda sonlu sayida eleman oldugundan ve sonlu kiimenin dogal

yogunlugu sifir oldugundan yakinsak bir dizi istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 2.1.1. Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir (Fridy, 1985).

Tanim 2.14. X= (Xk) reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak {izere, eger her £ >0

i¢cin

L
Ilrfnﬁ{kgn: |xk—xm|25}‘=0

olacak sekilde bir m =m(e) sayist varsa X =(X, ) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi

denir (Fridy, 1985).

2.2. Fuzzy Say Dizilerinin Istatistiksel Yakinsakhig

Tammm 2.2.1. Bir fuzzy sayisi asagidaki sartlari saglayan bir X[ —>[0,1]

fonksiyonudur:

i) X normaldir, yani X (Xo) =1 olacak sekilde en az bir X € [ vardr;
ii) X fuzzy konvekstir, yani herhangi bir x,y el ve 0<A<1 igin
X (Ax+@-A)y)=min{X(x), X (y)}

dir;



iii) X st- yan siireklidir;
iv) X°= {X el : X(x)> 0} kiimesinin kapanig1 kompakttir .

Yukaridaki tanim, her » <[0,1] igin, X fuzzy sayisinin y-kesim kiimesi olarak

adlandinilan X7 ={x el : X(X) > y} kiimesinin, reel sayilarin bostan farkli, kompakt ve

konveks alt kiimesi oldugunu ifade etmektedir.

Tiim fuzzy sayilarinin kiimesi L([) ile gosterilir.

X,Y e L(U) igin y-kesim kiimeleri sirasiyla X’ =[£7,§7} ve Y’ =[17,V7} olsun.

k el olmak iizere, X ve Y y-kesim kiimeleri i¢in toplama, ¢ikarma ve skalerle

carpma islemleri asagidaki gibidir:

[X+Y] = X7 +¥7 X +¥" |

[X Y] =| X" =Y X" -y’

k-X7=[k-y,k~7}

Fuzzy sayilari i¢in siralama bagintisi
X <Y < Vye[0]] icin X” <Y ve X' <Y’

seklinde ifade edilir. Bu "<" pagintisi bir kismi siralama bagimtisidir (Diamond ve
Kloeden, 1994).

y—kesmeleri iizerinde Hausdorff metrigi olarak bilinen metrik,

|

d(x7,Y7):max(\x_7—Y_7\,W—W

olmak {izere bulanik sayilar arasindaki supremum metrigi
4



d:L(0)xL() =0

d(X.Y)=supd(X”,Y")

0<y<1

seklinde tanimlanir ve (L(D ), d) tam metrik uzaydir (Diamond ve Kloeden, 1994)

Tamim 2.2.2. X =(X, ) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her & >0 sayist igin k > N iken

d(X,,X,) <& olacak sekilde bir N (8) sayist mevcut ise (Xk) dizisi yakinsaktir

denir ve i!im X, =X, ile gosterilir (Matloka, 1986).

Teorem 2.2.1. Yakinsak bir X =(Xk) fuzzy say1 dizisinin limiti tektir (Matloka,

1986).

Tamm 2.2.3. Her £>0 i¢in k,m>N oldugunda a(Xk,Xm) < ¢ olacak sekilde

pozitif bir N (8) tamsayis1 mevcut ise X =(Xk) fuzzy say1 dizisine bir Cauchy

dizisi denir (Matloka, 1986).

Tamm 2.2.4. Eger {Xk € L(R):keD} kiimesi smrh ise X z(Xk) dizisine

siirlidir denir (Matloka, 1986).

Tamim 2.2.5. X =(X, ) bir fuzzy say1 dizisi olsun. V& >0 igin
Iiml{ksn:a(x , X )25}‘:0
non k 0

olacak sekilde bir X, fuzzy sayisi varsa X =(X,) dizisi X;> a istatistiksel

yakinsaktir denir.

st—likm X=X,

ile gosterilir (Nuray, 1998).



Tamm 2.2.6. X = (Xk) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Her & >0 igin

1
lim={k <n:d(X,,X,)>z}[=0

olacak sekilde bir m=m(s) sayis1 varsa X :(Xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi

denir (Nuray ve Savas, 1995).

Teorem 2.2.2. Bir X =(Xk) fuzzy say1 dizisi istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak

X :(Xk) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir. (Nuray ve Savas, 1995)
Tamm 2.2.7. X = (Xk) fuzzy say1 dizisi olsun. Eger

lim=|{k (i)l < jen)|=0

nn
ise (Xk(j)) alt dizisine seyrek alt dizi, eger
|imsup1\{k(j)eu jed}>0

n n

ise (X,(; ) alt dizisine seyrek olmayan alt dizi denir (Aytar, 2004).

Tamm 2.2.8. X = ( Xk) fuzzy say1 dizisinin , fuzzy sayisina yakinsak ve seyrek bir alt

dizisi varsa, , fuzzy sayisina X =(X, ) dizisinin istatistiksel limit noktas denir.

X dizisinin istatistiksel limit noktalarmin kiimesi Ay ile gosterilir (Aytar, 2004).
Tamim 2.2.9. X =(X, ) fuzzy say: dizisi olmak iizere, eger her &> 0 igin,
5({k el :a(Xk,y)<g})>0

ise 4 fuzzy sayisina X =(Xk) dizisinin istatistiksel y1gilma noktasi denir.
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X dizisinin istatistiksel y1gilma noktalarmm kiimesi [, ile gosterilir (Aytar, 2004).

2.3. Fuzzy Say Dizilerinin Lacunary Istatistiksel Yakimsakhg

Tanmm 2.3.1. K <[] olmak iizere, K kiimesinin lacunary yogunlugu

. NK]|
h

S

§H(K)=Iism

seklinde tammlamr. Burada, I =(K,, k] ifadesi 6=(k,) lacunary dizisi tarafindan

belirlenen araliklar1 gostermektedir. (Fridy ve Orhan, 1993).

Tanim 2.3.2. 6 =(k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger her & >0 igin,
|imi‘{ke| 1d (X, X )m}‘:o
k hs S k 0

ise X =(X,) dizisi X, fuzzy sayisma lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.

S,—limX, =X, veya X, = X,(S,) ile gosterilir (Nuray, 1998).



3. FUZZY SAYI DIZILERININ KABA LACUNARY ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI

Bu boliimde, fuzzy sayr dizilerinin kaba lacunary istatistiksel yakinsakligi ve kaba
lacunary istatistiksel limit kiimesi tanimlanacak, ayrica bu kiimenin bazi ozellikleri
incelenecektir. Orijinal sonuglara gegmeden 6nce, normlu uzaylarda kaba yakinsaklik

ve kaba istatistiksel yakinsaklik tanimlarina yer verilecektir.

3.1. Normlu Uzaylarda Kaba Yakinsakhk ve Kaba Istatistiksel Yakinsakhk

Tamm. 3.1.1. (X |{) bir normlu uzay ve X= (X.), X uzayinda bir dizi olsun. r >0

olmak iizere, eger her & >0 i¢in 3k(&)ell vardir , her k 2k(¢) igin
[ = x| <r+e
ise veya buna denk olarak

limsup||x — x| <r
k

r

ise X=(X) dizisi X. noktasina kaba yakinsaktir (r — yakinsak) denir, X X ile

gosterilir (Phu, 2001)

Bir X« noktasina yakinsak oldugu Ongorillen bir (yk) dizisinin terimlerinin

hesaplanamadig1 veya oOlgiilemedigi durumda bu dizi yerine, islemleri kolaylastiracak
terimleri bilinen bir X=(X,) dizisinden yararlamlabilir. Bu dizi, X — Y| < olacak

sekilde segilir ve r sayisina yaklagim hatasinin bir iist sinir1 denir.

Tamm 3.1.2. X=(X,) dizisi (X,||||) normlu uzayinda bir dizi ve r >0 olsun. Eger, her

£ >0igin



{kel % —x]zr+&}
kiimesi sifir dogal yogunluga sahip ise veya buna denk olarak

st—limsup|x, —x|<r
k

rst

ise X=(X) dizisi X. noktasma kaba istatistiksel yakmsaktir denir, X —X. ile

gosterilir.

Burada r sayisina kabalik derecesi denir. Eger, r=0 alinirsa klasik anlamda
istatistiksel yakinsaklik elde edilir. Genel olarak r >0 oldugu durumda dizinin kaba

istatistiksel limiti tek degildir. Boylece, kaba istatistiksel limit kiimesi denilen

rst

st—LIM"x = {X* eR":x, — X*} kiimesi tanimlanir (Aytar, 2008).

3.2. Fuzzy Say1 Dizilerinin Kaba Yakinsakhg ve Istatistiksel Yakinsakhg

Tanim. 3.2.1. (L(R),a) metrik uzayda X =(X,) bir dizi olsun. r >0 olmak iizere,
eger her £ >0 igin k(&) €l vardir , her k>k (&) igin

d(X,, X.)<r+e
ise veya buna denk olarak
limsupd (X,, X.)<r
k
ise X = (Xk) fuzzy say1 dizisi X. fuzzy sayisina kaba yakinsaktir (r — yakinsak) denir,
r
X, = X. ile gosterilir (Gegit Akgay ve Aytar, 2015).

Tanim 3.2.2. (L(R),E) metrik uzaymda X =(X,) bir dizi olsun. r >0 olmak iizere,

eger, her £ > 0i¢in



{k el :H(XK,X*)2r+g}

kiimesi sifir dogal yogunluga sahip ise X = (Xk) fuzzy say: dizisi X. fuzzy sayisina

rst

kaba istatistiksel yakmsaktir denir, X, = X. ile gosterilir (Debnath ve Rakshit, 2019).
3.3. Fuzzy Say1 Dizilerinin Kaba Lacunary Istatistiksel Yakinsakhig

Bu kistmda, r>0 alinacak, 6=(k,) dizisi lacunary dizi ve X =(X,) dizisi de
(L(R),a) metrik uzaymda bir dizi olarak kabul edilecektir. Verecegimiz orijinal

sonuglarda kullandigimiz ispat tekniklerinde Gegit Akgay ve Aytar makalesinden

esinlenilmistir.

Tamm 3.3.1. Her £ > Oig¢in,

|ismhis\{ke 1,20 (X, X.)2r+8}[=0

ise X =(Xk) dizisi X. fuzzy sayisina kaba lacunary istatistiksel yakinsaktir denir,

sy

X, = X, ile gosterilir.

Burada r sayisina kaba lacunary istatistiksel yakinsaklik derecesi denir. Eger, r =0

alinirsa klasik anlamda lacunary istatistiksel yakinsaklik elde edilir.

Bir fuzzy sayi dizisinin kaba yakinsaklik fikrine benzer olarak, X. fuzzy sayisina
lacunary istatistiksel yakinsak olan herhangi bir Y = (Yk ) dizisinin elemanlar ile islem
yapmak zor ise bu dizinin her bir eleman igin a(Xk,Yk)S I olacak sekilde tiggensel
fuzzy sayilarindan olusan bir (Xk) yaklasim dizisi elde edilebilir. Boylece Y =(Yk)
dizisinin yaklagik degerleri kullanilarak islemler kolaylikla hesaplanir. Burada (Xk)

dizisi X. sayisina lacunary istatistiksel yakinsak degildir. Fakat

10



{kel,:d(Y,X)zefofkel d(X,, X.)=r+sf

kapsamasindan ve kabuliimiizden (Xk) dizisinin kaba lacunary istatistiksel yakinsak

oldugu goriiliir.
Genel olarak, r >0 oldugunda dizinin kaba lacunary istatistiksel limiti tek degildir.

Boylece, kaba lacunary istatistiksel limit kiimesi denilen
S, —LIMX, = {x* eL(R): X, —ix*}

kiimesi elde edilir.

Tamm 3.3.2. Her £ > Oig¢in,

|i£nhi\{ke |S:&(xk,xm)2r+g}‘:0
olacak sekilde bir m=m(e) sayis1 varsa X =(X,) dizisine r — lacunary istatistiksel
Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.3.1. Eger X =(X, ) dizisi r — lacunary istatistiksel yakinsak ise, bu dizi

2r — lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat: £>0 olsun. X = ( X, ) dizisi r — lacunary istatistiksel yakinsak oldugundan

1
lim—
s h

S

{ke 1, :J(Xk,x*)zng:o,
yani hhkel, icin d(X,,X.)< r+§ dir. hhkel, icin, esitsizlik meveut
oldugundan d(X,,X.)<r +§ yazilabilir.

O halde hh.k €1, igin,

11



J(xk,xm)sa(xk,x*)+a(x*,xm)<r+§+r+§=2r+g

elde edilir. Buise X =(X, ) dizisinin 2r - lacunary istatistiksel Cauchy dizisi oldugunu

gosterir.

Tamm 3.3.3. (X, ) dizisinin S,~ limit supremum ve S, ~ limit infimum kavramlari
A, :={,ue L(0):5,({keN:X, >,u})¢0}
By ={ueL(1):5,({keN: X, < u})=0}

olmak tzere

S, —liminf X, =inf A,

k—o0

S, —limsup X, :=supB,

k—o0

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.3.2. in ispatinda kullanilacak olan bir dizinin I, —limit noktalartyla S, limit

supremumu ve Se—limit infimumu arasindaki iligkiyi veren yardimci teorem asagida

ifade edilmistir.

Yardima Teorem 3.3.1. Eger X. €S, —-LIM"X, ise
59({k el :d(S,~limsup X, X.)> r}):O

ve

0

5({keet :d(8,~liminf X,,X.)>1})

dir.
12



Ispat. Aksine 5g(k el :d(S,—limsup Xk,X*)>r)¢O oldugunu kabul edelim. Bu

takdirde

d(S,—limsup X,, X,)-r
2

&=

olacak sekilde & >0 tanimlanabilir.

S, —limit supremum tammindan, &, (K, ) # 0 olacak sekildeki her bir k e K, i¢in

d(S,-limsup X,, X, )< &
dir.
Diger taraftan, X.€S,—LIM'X; oldugundan &,(K,)="00lacak sekildeki her bir
k e K,i¢in

d(X X.)2r+é
dir.
K=K, MK, olsun. Lacunary yogunluk ézelliginden &,(K)#0 dir.
Boylece, her k e K igin
d (S, —limsup X,, X.)<d (S, —limsup X,, X, )+d (X,, X.)<r+&

=r+d(S,-limsup X,, X.)-r=d(S, - limsup X,, X.)

yazilabilir.
d (S, —limsup X,, X.)<d(S, - limsup X,, X.)

elde ederiz. Bu bir geliskidir.
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Benzer sekilde 9, ({k el :H(Sg ~liminf X,, X.)> r}) =0oldugu da gdsterilebilir.
Teorem 3.3.2. (X, ) fuzzy sayi dizisi igin S, —LIM"X, #Jise
S,—LIM"X, c[S, -limsup X, —r,S, —liminf X, +r]dir.
ispat. £>0 ve X, €S,—LIM"X, olsun. Bu takdirde
& ({kel,:d (X, X.)2r+f)=0

dir. Yani, &,(K,)#0 olacak sekildeki her bir K € K igin

sup max{‘ﬁ”‘—x*“ ,Ya—x*a}<r+g
O<e<l
veya
sup [(X“ = X,“|<r+e ve sup|X =X, |<r+e
0<a<l > 0<a<l
dir.

Boylece, J,(K,)#0 olacak sekildeki her bir K € K i¢in
X,—(rn+e)< X, <X, +(r+¢)

dir.

Buradan iki durum elde edilir:

Ik olarak, S, (k X <X, +(n +6)) #0 yani X,+(+&)€B, ve yardimer teorem

3.3.1. den
S,—limsup X, =supB, = u< X, +(r, +¢)

dir.

14



Ikinci olarak, S, ({k X, = X, (1 +81)}) #0 yani X, —(I, +&) € A, ve yardimet teorem

3.3.1.” den
S,—liminf X, =inf A =n>X,-(r,+¢)
dir.
Boylece, X. € [Se —limsup X, —r,S, —liminf X, + I’] oldugu ispatlanir.

Teorem 3.3.3. X =(X,) dizisinin kaba lacunary istatistiksel limit kiimesinin ¢ap1 2r

den biiyiik degildir.

Ispat. Tersi kabul edilirse, a(Y,Z)>2I’ olacak sekilde Y,Z ESH—UMrX vardir.

g€ (O,@— r] keyfi olsun.

Y,ZeS,-LIM"X oldugundan,

Ki={kel :d(X, Y)2r+e} ve K, :={kel :d(X,,2) 2 r+¢|
o1 1 _
olmak iizere & > O igin, “smh_|K1|:0 ve Ilsmh_|K2|:O dir.

Boylece, her bir k e K NK,® icin
d(Y.Z)<d(X,.Y)+d(X,.Z)<2(r+&)=d(Y,Z)

elde edilir. d_(Y ,Z) < d_(Y ,Z) celiskisi bulunur.
Teorem 3.3.4. Kaba lacunary istatistiksel limit kiimesi kapali bir kiimedir.

ispat. S,—LIM"X, kiimesinden Y. fuzzy sayisima yakmsak keyfi bir (Y,) dizisi

almsin. Y. €S,—LIM"X, oldugu gosterilirse kaba lacunary istatistiksel limit

kiimesinin kapal1 oldugu gosterilmis olur.
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£ >0 olsun. (Yk) dizisi Y. fuzzy sayisina yakimsak oldugundan, her K > ki icin
2

— &
d(y; Y. )< =
¥ ) <2

olacak sekilde K €l vardur.
2

Simdi Ky >k, olacak sekilde bir K, € |, secilsin. O halde, d (Y, Y. )<§ yazilabilir.

2

(Y, )= S, —LIM X, oldugundan, (Yko)gS@—LerXk elde ederiz. Yani

- {kelsza(xk,Yko)zwg}

il 0

S

olur.
Keyfi bir ie{k el,: J(Xk,Yk0)<r+g} segtigimizde d(X,,Y, )< r+g olur ve

iefkel, :d(X, Y.)<r+e&} oldugundan
d(X; Y. ) <d (XY, )+d(Y, Y.)<r+e
esitsizligi saglanir. Buradan
{kel sd(X,.Y.)< r+g};{k el td(X,.Y, )< r+§}
kapsamasi gergeklenir.

o1
lim—

S

- {kelsza(xk,vk0)<r+§H:1

oldugundan
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Iimi‘{k el,:0(X,.Y.)<r+af =1
s hs
elde edilir ve boylece ispat tamamlanur.

- - r
Teorem 3.3.5. Herhangi bir cel] igin, X :(Xk) dizisi X, sayisina |?—Iacunary

istatistiksel yakinsak ise (CXk) dizisi CX, fuzzy sayisina kaba lacunary istatistiksel

yakinsaktir.

Ispat. £ >0olsun.

1 = L d r
h—‘{ke I :d(ch,cX*)2r+g}‘£h—{ke I :d(Xk.X*)z%}

S S

esitsizliginden s _, - i¢in limit alinarak ispat tamamlanur.

Teorem 3.3.6. Eger X =(Xk) dizisi X, sayisina I —lacunary istatistiksel yakinsak ve
Y =(Y,) dizisi Y, sayisina I, —lacunary istatistiksel yakmsak ise (X, +Y,) dizisi

X, +Y, sayisina (rl + I'Z) —lacunary istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. & > Qigin,

hi‘{k el 1d(X, +Y, X, +Y,)> (r1+r2)+g}‘s

S

{ke 1, :E(XK,X*)Zrﬁ%}

L
hS

1 —
+h—{ke I :d(Yk,Y*)Zr2+§}

S

esitsizliginden ispat asikardir.

Teorem 3.3.7. Y = (Yk) dizisi X, fuzzy sayisina lacunary yakinsak olmak iizere, her

kel icin d(X,.Y,)<r ise X =(X,) dizisi X, sayisina kaba lacunary istatistiksel

yakinsaktir.
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Ispat. Kabulden, her ¢ > Oicin
|imi‘{k el,:d (¥, X.) > e} =0
s hs
dir. Ayrica K € | i¢in a(Xk,Yk) < oldugundan

kel zd(Y, X )zelolkel td(X,,X,)2r+¢&}

kapsamas1 saglanir.

Boylece Iismhi‘{ke 1, :H(xk,x*)2r+g}‘=o elde edilir.

Teorem 3.3.8. Eger X =(Xk) dizisi X, sayisina lacunary istatistiksel yakisak ise

S, —LIM"X, =B (X.)=(zeL(0):d(x X.) <r) dir.
. a % |
Ispat. K, :{k el d(X,, X*)zg} olsun. X, = X. oldugundan “smh_|K1|:0 dir.
Y €B:(X,) olsun. Her k€K icin
d(X,.Y)<d(X,, X,)+d(X,,Y)<e+r
oldugundan Y €S,-LIM"X, elde edilir.
K, ={ke I :H(XK,X*)2r+g} olsun. Simdi keyfi bir Y 639—L|erk alinsin.
.1 i % 1 .
Boylece, |I£nh—|K2|=0 dir. Ayrica X, > X. oldugundan |I!nh—|K1|=0 dir.
Her ke K MK, igin

d(Y,X,)<d(X,,Y)+d(X,, X.)<2e+r
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oldugundan Y egr(X*) dir.
Teorem 3.3.9. Eger Cel,(X) iseher X,eS,-LIM"X, icin d(X,,C)<r dir.

ispat. Cel,(X) ve d(X,,C)>r olacak sekilde X, €S,—LIM'X, olsun.

d(X,.C)-r )
&= T olmak lizere

{kel sd(X, X.)zr+efo{kel :d(X,,C)<e}

yazilir.

A A
Cel,(X) oldugundan, Iugnh—\{k el,:d(X,,C)<}[#0 elde edilir
Boylece

|ismhis\{ke 10X, X, )2 1+8)[#0

dirvebuise X, €S,-LIM'X, gercegi ile gelisir.
Teorem 3.3.10.

a) Eger Cel,(X) ise S,~LIM"X, < B((C) dir

b) S,—LIM'X, = N Br(C)={X.eL(0):T,(X)cBr(X.)} dir.

Cely(X)
Ispat.

a) X,eS,—-LIM"X, ve CeTl,(X) olsun. Teorem 8 den, d(X,,C)<r dir aksi

d(X.,C)-r

takdirde ¢=
' 3

i¢in
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Iismh%‘{ke I, J(Xk,X*)Zr-i-s}‘iO

elde edilir.

b) (a)dan, S,—LIM"X,= N Br(C) vardr.

Cely(X)

Y e () B:(C) olsun. Bu takdirde her CeIl')(X) igin d(X,,C)<r dir. Bu ise

Cel'y

I,(X)c B: (Y) oldugunu yani,

oldugunu gosterir.

Y ¢S,—LIM"X, olsun. Bylece
|iml\{ke| :a(Xk,Y)2r+g}‘¢O
s hs s

olacak sekilde & > Qvardir.

Bu ise H(Y ,C)>r+¢ olacak sekilde, C nin X dizisinin lacunary istatistiksel y1g1lma

noktas1 oldugunu gosterir, yani

Ly (X)eBr(Y) ve Ye{X. eL(0):T,(X) < Br(X.)f
dir. Boylece, Y e{X.eL(0):T,(X)<Br(X.)} elde edilir.
Buradan

{X.eL(0):T,(X)=Br(X.)} =S, -LIM"X,

elde ederiz
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SONUC

Bu tez calismasinda, Aytar (2008) tarafindan tanimlanan sonlu boyutlu normlu
uzaylarda kaba istatistiksel yakinsaklik kavramindan yola ¢ikarak, normlu bir uzay
olmayan fuzzy say1 dizilerinin uzayinda kaba lacunary istatistiksel yakinsaklik ve kaba
lacunary istatistiksel Cauchy kavramlari tanimlanmistir. Ayrica, kaba lacunary
istatistiksel limit kiimesi ifade edilerek bu kiimenin O6zelliklerinden bahsedilmistir.
Dahasi, fuzzy say1 dizileri igin lacunary istatistiksel limit infumum ve limit supremum
kavramlar1 tanimlanarak kaba istatistiksel limit kiimesiyle arasindaki iliski
gosterilmistir. Lacunary istatistiksel yakinsaklik ile kaba lacunary istatistiksel

yakinsaklik arasindaki iligki ispatlanmistir.
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