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ÖZET

FUZZY METR·IK VE SEZG·ISEL FUZZY METR·IK UZAYLAR ÜZER·INE

Önder KORKMAZ

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. ·Idris ZORLUTUNA

2012, 56 sayfa

Fuzzy metrik ve sezgisel fuzzy metrik uzaylar için bir altyap¬ oluşturmay¬ amaçlayan

ve literatürden derlenen bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r. Tezin ilk bölümü,

konunun tarihsel geli̧simini, literatürdeki önemini ve haz¬rlanan çal¬̧sman¬n k¬sa bir

tasla¼g¬n¬ içeren giri̧s bölümüdür.

·Ikinci bölümde, klasik metrik uzaylarda temel kavramlar ve özellikler sunulmuş-

tur. Ayr¬ca tezin üçüncü ve dördündü bölümlerinde fuzzy metrik ve sezgisel fuzzy

metrik uzaylara genelleştirilmiş olan baz¬ topolojik kavramlar listelenmi̧stir.

Üçüncü bölümün birinci k¬sm¬nda fuzzy metrik uzaylara ait tan¬m ve örneklere

yer verilmi̧stir. ·Ikinci k¬sm¬nda ise klasik metrik uzaylar teorisinden bilinen ve fuzzy

metrik uzaylar yap¬s¬na genelleştirilen baz¬ topolojik kavram ve sonuçlar sunulmuş-

tur.

Dördüncü bölümün birinci k¬sm¬ sezgisel fuzzy metrik uzaylar ile ilgili tan¬mlara

ve örneklere ayr¬lm¬şt¬r. ·Ikinci k¬sm¬nda ise yine klasik metrik uzaylar teorisin-

den bilinen ve literatürde sezgisel fuzzy metrik uzaylar yap¬s¬na genelleştirilen baz¬

topolojik kavram ve sonuçlar sunulmuştur.

Anahtar kelimeler: Metrik uzay, Fuzzy metrik uzay, Sezgisel fuzzy metrik uzay
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ABSTRACT

ON FUZZY METRIC AND INTUITIONISTIC FUZZY METRIC SPACES

Önder KORKMAZ

Master of Science Thesis, Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. ·Idris ZORLUTUNA

2012, 56 pages

This thesis, consists of four chapters, is aiming to provide the background in the

subjects of fuzzy metric and intuitionistic fuzzy metric spaces and is compiled from

the literature. The rst chapter of the thesis is introduction chapter and it includes

the historical development and the signi cance of the subject in literature and also

a brief overwiew of the study.

In the second chapter, the basic concepts and properties of classic metric spaces

are presented. In addition, some topological concepts which are generalized to fuzzy

metric spaces and intuitionistic fuzzy metric spaces given in the third and fourth

chapters of the thesis, are listed.

In the rst part of the third chapter, de nitions and examples of fuzzy metric

spaces are presented. In the second part, some topological concepts and results

which are known from the classical metric spaces and are generalized to the setting

of fuzzy metric spaces, are presented.

The rst part of the fourth chapter is devoted to de nitions and examples related

to intuitionistic fuzzy metric spaces. In the second part, some topological concepts

and results which are also known from the classical metric spaces and are generalized

to the setting of intuitionistic fuzzy metric spaces, are presented.

Key words: Metric space, Fuzzy metric space, Intuitionistic fuzzy metric space.
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1 G·IR·IŞ......................................................................................................1

2 METR·IK UZAYLAR...............................................................................4

2.1 Metrik Uzaylarda Temel Kavramlar......................................................4

2.2 Metrik ve Topolojik Uzaylar..................................................................12

3 FUZZY METR·IK UZAYLAR..................................................................16

3.1 Fuzzy Metrik Uzaylarda Temel Kavramlar............................................16

3.2 Fuzzy Metrik Taraf¬ndan Üretilen Topoloji ve Özellikleri.......................21

4 SEZG·ISEL FUZZY METR·IK UZAYLAR................................................39

4.1 Sezgisel Fuzzy Metrik Uzaylarda Temel Kavramlar................................39

4.2 Sezgisel Fuzzy Metrik Taraf¬ndan Üretilen Topoloji ve Özellikleri..........41

KAYNAKLAR.............................................................................................55
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1. G·IR·IŞ

Dünyadaki baz¬ olaylar¬ aç¬klamak için kesin tan¬mlamalarda bulunabilmek imkan-

s¬zd¬r. Dolay¬s¬yla gündelik yaşamda pek çok yarg¬ya belirsizlikler alt¬nda var¬l¬r.

Örne¼gin günlük hayattaki konuşmalar¬m¬z aras¬nda, ¬l¬k su, orta yaşl¬ insan, mavi

kalem ve uzun zaman gibi belirsizlik içeren, anlam¬ ki̧siden ki̧siye ve duruma göre

de¼gi̧sen bir çok kavram kullan¬l¬r. Klasik mant¬kla bu gibi kavramlar¬n matematik-

sel olarak modellenmesi mümkün de¼gildir. Çünkü matematik denilince akla gelen

kesinliktir ve kesinlik yaklaş¬m¬yla belirsizlik gerçekçi bir şekilde modellenemez.

Klasik mant¬¼g¬ geli̧stirmeyi düşünen araşt¬rmac¬lar, Auguste Comte nin 18.

yüzy¬lda ortaya att¬¼g¬ üç hal kanununa göre bilimde belirsizlikler bulunamaz

görü̧sünün de etkisinde kalarak, belirsizlik bilgilerinden yine belirsiz de olsa, sonuçlar

ç¬karmay¬ düşünmemi̧slerdir. Çünkü o zaman için belirsizlikler genellikle teolojik ya

da meta zik konularda ortaya ç¬kmaktayd¬ ve temel ve uygulamal¬ bilimlerde belirsi-

zli¼gin varl¬¼g¬ akla bile gelmiyordu. Buna karş¬l¬k özellikle yer bilimlerinde gözlenen ve

kaç¬n¬lmayan belirsizlik olaylar¬n¬n incelenerek elde edilen verilerin i̧slenerek anlaml¬

sonuçlar ç¬kar¬lmas¬ için yine klasik ve sembolik mant¬k esaslar¬na göre kurulmuş

ihtimaller teorisi, istatistik ve stokastik yöntemler kullan¬lm¬̧st¬r.

1930 larda Max Planck taraf¬ndan belirsizli¼gi aç¬klay¬c¬ ilk kavramlar geli̧stir-

ilmi̧s olsa da 1965 de Azeri kökenli sistem bilimci Zadeh (1965) taraf¬ndan yay¬m-

lanan makale ile belirsizlik kavram¬ modern anlamda aç¬kl¬¼ga kavuşmuştur. ·Insan¬n

kesin olmayan bilgiyi anlama ve analiz etme yetene¼ginden yola ç¬kan Zadeh, kesinlik

içermeyen problemleri çözmek ve insan düşüncesinin anahtar elemanlar¬n¬n say¬lar

de¼gil dilsel ifadeler oldu¼gu krini dayanak alarak fuzzy küme teorisini geli̧stirmi̧stir

(Mao, 1999). Klasik kümelerde yer alan evet/hay¬r, iyi/kötü, do¼gru/yanl¬̧s ifadeleri

fuzzy kümelerde yerini k¬smen do¼gru ve k¬smen yanl¬̧s gibi ifadelere b¬rak¬r (Kleyle

vd., 1997). E¼ger insan¬n karar verme sürecindeki bu belirsizlikler dikkate al¬nmazsa

sonuçlar yan¬lt¬c¬ olabilir (Tsaur vd., 2002). Dolay¬s¬yla fuzzy küme teorisi, in-

san alg¬ ve öznel yarg¬lar¬yla ilgili olan dilsel belirsizli¼gi modellerken nitel parame-

trelerin yorumlanmas¬n¬ ve dilsel belirsizli¼gin fuzzy say¬larla matematiksel olarak

ifade edilebilmesini sa¼glar (Knight, 2001).
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Fuzzy küme kavram¬ topoloji ve analizde önemli bir role sahiptir. Bu kavram¬n

tan¬mlanmas¬ndan sonra bir çok araşt¬rmac¬ fuzzy kümeler ve uygulamalar¬ üz-

erinde çal¬̧sm¬̧slar ve klasik teorilerin fuzzy benzerlerini bulmak için büyük çaba

harcam¬̧slard¬r. Bu anlamda Chang 1968 y¬l¬nda, fuzzy topolojik uzay krini or-

taya atm¬̧s ve Chang ¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra klasik topolojide önemli rol oynayan

birçok topolojik kavram fuzzy topoloji için çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Fuzzy topolojide en önemli problemlerden biri ise uygun bir fuzzy metrik uzay

kavram¬n¬ bulmakt¬r. Bu problem çeşitli araşt¬rmac¬lar (Kramosil ve Michalek, 1975;

Abu Osman, 1983; Kaleva ve Seikkala, 1984) taraf¬ndan farkl¬ şekillerde çözülmeye

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Özel olarak, 1975 y¬l¬nda Kramosil ve Michalek, klasik metrik uzay¬n

bir di¼ger genelleştirilmesi olan ve Menger (1942) taraf¬ndan tan¬mlan¬p Schweizer ve

Sklar (1960) taraf¬ndan geli̧stirilen olas¬l¬ksal metrik uzay kavram¬n¬ fuzzy duruma

genelleştirerek fuzzy metrik uzay¬ tan¬mlad¬lar. Daha sonra George ve Veeramani

(1994) bu fuzzy metrik uzay tan¬m¬n¬ modi ye ederek, fuzzy metrik uzaylarda Haus-

dor¤ luk, s¬n¬rl¬l¬k, kompaktl¬k, yak¬nsama ve taml¬k gibi analiz ve topolojinin önemli

kavramlar¬n¬ çal¬̧st¬lar. Ayr¬ca fuzzy metrik uzaylar için Baire teoremini ispatlad¬lar.

Öte yandan 1986 y¬l¬nda Atanassov boştan farkl¬ bir kümenin her eleman¬n¬n

üyelik olma derecesi ve üyelik olmama derecesi toplam¬n¬n 1 den küçük ve eşit olma

şart¬n¬ koyarak fuzzy küme kavram¬n¬n bir genellȩstirmesi gibi Sezgisel fuzzy küme

kavram¬n¬ vermi̧stir. Bu yeni tan¬m ¬̧s¬¼g¬nda, 1997 y¬l¬nda Çoker Sezgisel fuzzy

topolojik uzay kavram¬n¬ ortaya koymuş daha sonra bu alanda çok say¬da çal¬̧sma

yap¬lm¬̧st¬r.

Son olarak Park (2004) sürekli t-norm ve sürekli t-conorm kavramlar¬ yard¬m¬y-

la, sezgisel fuzzy küme krine ve fuzzy metrik uzay kavram¬na dayanan fuzzy metrik

uzay¬n sezgisel fuzzy metrik uzay kavram¬n¬ tan¬mlad¬. Park, bu çal¬̧smas¬nda

sezgisel fuzzy metrik uzay üzerinde bir Hausdor¤ topoloji tan¬mlayarak, her metri¼gin

bir sezgisel fuzzy metrik üretti¼gini gösterdi. Ayr¬ca sezgisel fuzzy metrik uzaylar için

Baire teoremini kan¬tlayarak, fuzzy metrik uzaylarda taml¬k, ayr¬labilirlik, ikinci

say¬labilirlik ve süreklilik kavramlar¬ üzerinde durmuştur.

Bu tez ile klasik metrik uzaylardan fuzzy metrik ve sezgisel fuzzy metrik

uzaylara genellȩstirilen temel kavramlar¬n derlenerek sunulmas¬ amaçlanm¬̧st¬r. Bu
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amaçla tezin birinci bölümünde metrik uzaylar ba¼glam¬nda gerekli tan¬m ve teo-

remler verilmi̧stir. Tezin ikinci bölümü klasik metrik uzaylardan fuzzy metrik uza-

ylara genellȩstirilen kavram ve sonuçlara ayr¬lm¬̧st¬r. Üçüncü ve son bölümde ise

yine klasik metrik uzaylar¬n kavram ve sonuçlar¬ndan sezgisel fuzzy metrik uzaylara

genellȩstirilenler üzerinde durulmuştur.
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2. METR·IK UZAYLAR

2.1 Metrik Uzaylarda Temel Kavramlar

Tan¬m 2.1.1 boş olmayan herhangi bir küme olmak üzere,

: £ ! R

fonksiyonu, her 2 için

(M1) ( ) ¸ 0

(M2) ( ) = 0 , =

(M3) ( ) = ( )

(M4) ( ) · ( ) + ( ) (üçgen eşitsizli¼gi),

koşullar¬n¬ gerçekliyor ise fonksiyonuna kümesi üzerinde bir metriktir denir.

Üzerinde bir metri¼gi tan¬ml¬ olan kümesine de metrik uzay denir ve ( ) veya

simgesi ile gösterilir. kümesinin ö¼gelerine ( ) metrik uzay¬n¬n noktalar¬

denir. Metrik tan¬m¬ndaki 2 koşulunun gerçeklenmemesi durumunda 2 koşulu

yerine her 2 için ( ) = 0 koşulu al¬n¬rsa, 1 2 3 ve 4 koşullar¬n¬

gerçekleyen fonksiyonuna yar¬-metrik, uzaya da yar¬-metrik uzay denir.

Örnek 2.1.1 R reel say¬lar kümesi olsun. 8 2 R için : R £ R ! R,

( ) = j ¡ j şeklinde tan¬mlanan fonksiyonu R üzerinde bir metriktir. Bu

metri¼ge al¬ş¬lm¬ş (veya mutlak de¼ger) metrik, (R ) ikilisine de al¬ş¬lm¬ş metrik uzay

denir

Örnek 2.1.2 Boş olmayan bir kümesi verilsin. : £ ! R fonksiyonu, her

2 noktalar¬ için,

( ) =

8<
:
0 =

1 6=
şeklinde tan¬mlans¬n. Bu fonksiyonu kümesi üzerinde bir metriktir. Bu metri¼ge,

ayr¬k (diskret, noktasal, trivial) metrik denir.

Örnek 2.1.3 = R üzerinde

1 : R £ R ! R 1( ) = max
1· ·

j ¡ j

4



biçiminde tan¬mlanan 1 fonksiyonu bir metriktir.

Çözüm. (M1) j 1 ¡ 1j ¸ 0 ve j 1 ¡ 1j ¸ 0 oldu¼gundan

fj 1 ¡ 1j j 2 ¡ 2jg ¸ 0

ve dolay¬s¬yla 1( ) ¸ 0 olur.

(M2)

1( ) = 0 , fj 1 ¡ 1j j 2 ¡ 2jg = 0
, j 1 ¡ 1j = 0 j 2 ¡ 2j = 0
, 1 = 1 2 = 2

, =

Bu ise koşulun sa¼glad¬¼g¬n¬ gösterir.

(M3) 1( ) = fj 1 ¡ 1j j 2 ¡ 2jg = fj 1 ¡ 1j j 2 ¡ 2jg = 1( )

(M4)

1( ) = fj 1 ¡ 1j j 2 ¡ 2jg
= fj 1 ¡ 1 + 1 ¡ 1j j 2 ¡ 2 + 2 ¡ 2jg
· fj 1 ¡ 1j+ j 1 ¡ 1j j 2 ¡ 2j+ j 2 ¡ 2jg
· fj 1 ¡ 1j+ j 1 ¡ 1jg+maxfj 2 ¡ 2j+ j 2 ¡ 2jg
= 1( ) + 1( )

elde edilir.

Örnek 2.1.4 = R ve : £ ! R, ( ) = ( ¡ )2 olmak üzere ( ) bir

metrik uzay de¼gildir.

Tan¬m 2.1.2 ( ) metrik uzay¬ ve herhangi bir 2 noktas¬ verilsin. 0

olmak üzere,

( ) = f 2 j ( ) g
kümesine merkezli, yar¬çapl¬ aç¬k yuvar (aç¬k disk) ,

[ ] = f 2 j ( ) · g
kümesine merkezli, yar¬çapl¬ kapal¬ yuvar (kapal¬ disk) ve

( ) = f 2 j ( ) = g
kümesine merkezli, yar¬çapl¬ küre (yuvar yüzeyi) denir.
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Önerme 2.1.1 ( ) bir metrik uzay, 2 ve 1 2 0 olsun. Bu durumda

merkezli ve 1, 2 yar¬çapl¬ aç¬k yuvarlar¬ için ( 1) µ ( 2) veya ( 2) µ
( 1) dir.

Tan¬m 2.1.3 ( ) herhangi bir metrik uzay, ( ) bu uzayda herhangi bir dizi ve

2 herhangi bir nokta olsun.

(a) E¼ger verilen her 0 say¬s¬na karş¬l¬k, ¸ 0 özelli¼gindeki her bir

do¼gal say¬s¬ için ( ) olacak biçimde bir 0 2 N bulunabiliyorsa ( ) dizisi

( ) metrik uzay¬nda noktas¬na yak¬ns¬yor (ya da ( ) dizisinin limiti d¬r)

denir.

E¼ger ( ) dizisi bir noktas¬na yak¬ns¬yor ise noktas¬na ( ) dizisinin limit

noktas¬ ve ( ) dizisine yak¬nsak dizi, aksi halde ¬raksak dizi denir.

(b) E¼ger verilen her 0 say¬s¬ ve her 2 N için ¸ ve ( )

olacak biçimde bir 2 N bulunabiliyorsa noktas¬na ( ) dizisinin y¬¼g¬lma noktas¬

denir.

Teorem 2.1.1 Bir metrik uzayda yak¬nsak her dizinin tek bir limit noktas¬ vard¬r.

Teorem 2.1.2 ( ) bir metrik uzay, ( ) bu uzayda bir dizi ve , bu dizinin

terimlerinin kümesi olsun. E¼ger , kümesinin bir y¬¼g¬lma noktas¬ ise ( ) dizisinin

noktas¬na yak¬nsayan bir alt dizisi vard¬r.

Örnek 2.1.5 R al¬ş¬lm¬ş uzay¬nda ( ) = (¡1) + 1 dizisini dikkate al¬rsak ¡1 ve 1

noktalar¬ bu dizinin terimlerinin y¬¼g¬lma noktalar¬d¬r. Üstelik bu noktalar s¬ras¬yla,

( ) dizisinin (¡1 + 1

2 ¡ 1) ve (1 +
1

2
) alt dizilerinin limit noktalar¬d¬r.

Örnek 2.1.6 R2 al¬ş¬lm¬ş uzay¬nda ( ) = (¡1 (¡1) ) dizisinin terimlerinin kümesi

dikkate al¬n¬rsa, (0 1) ve (0 ¡1) noktalar¬ bu kümenin birer y¬¼g¬lma noktas¬d¬r. Bu

noktalar ayn¬ zamanda (¡ 1

2
1) ve (¡ 1

2 ¡ 1 ¡1) alt dizilerinin limit noktalar¬d¬r.

Tan¬m 2.1.4 ( ) metrik uzay, ( ) bu uzayda bir dizi ve 2 olsun. 8 0

için 9 0( ) 2 N 3 8 ¸ 0 iken ( ) oluyorsa, ( ) dizisine Cauchy

dizisi denir. E¼ger ( ) metrik uzay¬nda al¬nan her Cauchy dizisi yine bu uzayda

bir noktaya yak¬nsar ise, ( ) metrik uzay¬na tamd¬r denir.
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Not 1 boş olmayan bir küme ve f g1=1 in alt kümelerinin bir dizisi olsun.

f g1=1 dizisinin iç içe olmas¬ demek her için +1 µ olmas¬ demektir.

Teorem 2.1.3 ( ) metrik uzay¬n¬n tam olmas¬ için gerek ve yeter şart çap¬ s¬f¬ra

giden boş olmayan iç içe kapal¬ yuvarlar¬n her dizisinin arakesitinin boştan farkl¬

olmas¬d¬r.

Teorem 2.1.4 ( ) bir metrik uzay, ( ) bu uzayda bir Cauchy dizisi ve 2
noktas¬ ( ) dizisinin bir y¬¼g¬lma noktas¬ ise ( ) ! tir.

Tan¬m 2.1.5 boş olmayan bir küme ve , üzerinde bir metrik olsun.

(a) Boş olmayan bir ½ alt kümesi için herhangi bir 2 noktas¬n¬n

kümesine olan uzakl¬¼g¬ ( ) simgesiyle gösterilir ve

( ) = inff ( )j 2 g

olarak tan¬mlan¬r.

(b) Boş olmayan , ½ kümelerinin birbirine uzakl¬¼g¬ ( ) ile gös-

terilir ve

( ) = inff ( )j 2 2 g

olarak tan¬mlan¬r.

(c) Boş olmayan bir ½ kümesinin çap¬ ( ) ya da çap( ) simgesiyle

gösterilir ve

( ) = supf ( 0
)j 0 2 g

olarak tan¬mlan¬r.

Uyar¬ 2.1.1 (a) ( ) ( ) ve ( ) negatif olmayan say¬lard¬r.

(b) Tan¬ma dikkat edilirse, boş kümenin herhangi bir noktaya ve herhangi

bir kümeye olan uzakl¬¼g¬ ile boş kümenin çap¬ tan¬ml¬ de¼gildir. Ancak ( ?) = 1
( ?) = (? ) = 1 ve (?) = ¡1 olarak kabul edilir.

(c) ½ ve 2 ise ( ) = 0 d¬r, gerçekten de, e¼ger 2 ise

( ) = 0 olaca¼g¬ndan ( ) n¬n tan¬m¬ gere¼gi ( ) = 0 olur. ( ) = 0

olmas¬ halinde 2 olmak zorunda de¼gildir.

(d) E¼ger A kümesi tek ö¼geli bir küme ise ( ) = 0 olaca¼g¬ aç¬kt¬r. Üstelik

her bir ½ için ( ) · ( ) dir.
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Örnek 2.1.7 (R ) al¬ş¬lm¬ş metrik uzay¬nda, bir do¼gal say¬ olmak üzere =

f1 1
2

1

3

1 g kümesini dikkate al¬rsak, (0 ) = 0 d¬r ancak 0 2 d¬r.

Di¼ger yandan ( ) ayr¬k metrik uzay ise ( ) = 0 olmas¬ halinde 2 olmak

zorundad¬r, çünkü sadece 2 oldu¼gunda ( ) = 1 olur.

Uyar¬ 2.1.2 E¼ger \ 6= ? ise ( ) = 0 d¬r. Çünkü \ 6= ? ve 2 \
ise 0 2 f ( )j 2 2 g ve dolay¬s¬yla ( ) = 0 olur. Ancak ( ) = 0

olmas¬ halinde \ 6= ? olmak zorunda de¼gildir. Örne¼gin, R al¬ş¬lm¬ş metrik

uzay¬nda = [0 1) ve = (1 2] alt kümelerini dikkate al¬rsak ( ) = 0 olmas¬na

ra¼gmen \ = ? dir.

Tan¬m 2.1.6 ( ) metrik uzay ve ½ olsun. E¼ger her 2 için

( ) ·

olacak biçimde bir 2 R ve bir 2 var ise ye s¬n¬rl¬ kümedir denir.

Uyar¬ 2.1.3 (a) E¼ger ½ kümesi s¬n¬rl¬ ise kümesinin her bir alt kümesinin

de s¬n¬rl¬ olaca¼g¬ aç¬kt¬r.

(b) E¼ger ½ kümesi s¬n¬rl¬ ise ( ) 1, yani çap¬ negatif olmayan bir

gerçel say¬d¬r. E¼ger kümesi s¬n¬rl¬ de¼gil ise ( ) = +1 d¬r.

Tan¬m 2.1.7 bir küme ve , üzerinde metrik olsun. E¼ger bir 0 say¬s¬ her

2 için ( ) · olacak şekilde mevcut ise, bu metri¼gine s¬n¬rl¬ metrik

denir.

Tan¬m 2.1.8 ( ) ve ( ) metrik uzaylar¬ ve : ! fonksiyonu verilsin.

E¼ger ( ) kümesi de s¬n¬rl¬ bir alt kümesi ise fonksiyonuna s¬n¬rl¬ fonksiyon

denir.

Tan¬m 2.1.9 ( ) bir metrik uzay ve ½ olsun. E¼ger her 2 noktas¬

için ( ) ½ olacak biçimde en az bir = ( ) 0 say¬s¬ bulunabiliyorsa alt

kümesine bu metrik uzayda aç¬k küme denir.

Tan¬m 2.1.10 E¼ger bir ½ alt kümesinin ¡ tümleyeni aç¬k ise, bu alt

kümesine kapal¬ küme ad¬ verilir.

8



Teorem 2.1.5 Bir ( ) metrik uzay¬nda aç¬k kümeler ailesi aşa¼g¬daki özelliklere

sahiptir.

(a) ? ve aç¬kt¬r.

(b) ·Iki aç¬k kümenin arakesitide aç¬kt¬r.

(c) Aç¬k kümelerin herhangi bir ailesinin birleşimide aç¬kt¬r.

Tan¬m 2.1.11 ( ) bir metrik uzay, 2 ve ½ olsun. E¼ger ( ) ½
olacak biçimde en az bir = ( ) 0 say¬s¬ bulunabiliyorsa alt kümesine

noktas¬n¬n bir komşulu¼gu denir.

Teorem 2.1.6 ( ) bir metrik uzay ve ? 6= ½ olsun. Bu durumda aç¬kt¬r

, her noktas¬n¬n bir komşulu¼gudur.

Tan¬m 2.1.12 ( ) bir metrik uzay, 2 ve ½ olsun.

(a) E¼ger her 0 için ( ) ile n¬n arakesiti boş de¼gilse, bu noktas¬na

kümesinin bir kapan¬ş noktas¬ denir. Bu durumda

:= f 2 : n¬n bir kapan¬ş noktas¬d¬rg

kümesine n¬n kapan¬ş¬ ad¬ verilir.

(b) E¼ger uygun bir 0 için ( ) ½ ise, bu noktas¬na kümesinin

bir iç noktas¬ denir. Bu durumda

±
:= f 2 : n¬n bir iç noktas¬d¬rg

kümesine n¬n içi ad¬ verilir.

(c) E¼ger her 0 için ( ) ¡ f g ile n¬n arakesiti boş de¼gilse, bu

noktas¬na kümesinin bir y¬¼g¬lma noktas¬ denir. Bu durumda

e := f 2 : n¬n bir y¬¼g¬lma noktas¬d¬rg

kümesine n¬n türev (y¬¼g¬lma noktalar¬) kümesi ad¬ verilir.

(d) E¼ger her 0 için ( ) ile hem n¬n hemde ¡ n¬n arakesiti

boş de¼gilse, bu noktas¬na kümesinin bir s¬n¬r noktas¬ denir. Bu durumda

:= f 2 : n¬n bir s¬n¬r noktas¬d¬rg
9



kümesine n¬n s¬n¬r¬ ad¬ verilir.

(e) E¼ger uygun bir 0 için ( ) \ = f g ise, bu noktas¬na

kümesinin bir ayr¬k (izole) noktas¬; ve e¼ger uygun bir 0 için ( ) \ = ?

ise, bu noktas¬na kümesinin bir d¬ş noktas¬ denir.

Tan¬m 2.1.13 kapal¬ bir küme ve hiç ayr¬k noktas¬ yok ise kümesine mükem-

mel (perfect) küme denir.

Teorem 2.1.7 (Bolzano-Weierstrass) Gerçel say¬lar¬n sonsuz ö¼geli ve s¬n¬rl¬ her

alt kümesinin en az bir tane y¬¼g¬lma noktas¬ vard¬r.

Tan¬m 2.1.14 E¼ger
_

= ise kümesine uzay¬nda yo¼gun bir kümedir denir.

(
_

) = ? ise kümesine uzay¬nda hiç bir yerde yo¼gun küme ad¬ verilir.

Tan¬m 2.1.15 ( ) ve ( ) iki metrik uzay, : ! bir fonksiyon ve 2
olsun. E¼ger verilen her 0 say¬s¬ için ( ) oldu¼gunda ( ( ) ( ))

olacak biçimde bir 0 say¬s¬ bulunabilirse fonksiyonuna noktas¬nda süreklidir

denir. E¼ger fonksiyonu in her bir noktas¬nda sürekli ise fonksiyonuna

üzerinde süreklidir ya da k¬saca süreklidir denir.

Örnek 2.1.8 = R2 ve = R kümeleri üzerinde al¬ş¬lm¬ş metrikleri düşünelim.

Bu durumda : R2 ! R ( ) = + fonksiyonu süreklidir.

Teorem 2.1.8 ( ) ve ( ) iki metrik uzay olmak üzere aşa¼g¬daki önermeler

denktir:

(a) : ( ) ! ( ) süreklidir,

(b) de bir ( ) dizisi ve bir noktas¬ için,

lim ( ) = 0 ise lim ( ( ) ( )) = 0 olur.

Örnek 2.1.9 öklid metri¼gi, ayr¬k metri¼gi göstermek üzere : (R ) ! (R ),

( ) = fonksiyonunu düşünelim. Bu durumda sürekli de¼gildir. Çünkü ( 1 ) dizisi

için lim ( 0) = 0 ancak lim ( ( ) (0)) = 1 dir.

Tan¬m 2.1.16 ( ) ve ( ) metrik uzaylar¬ ve : ! fonksiyonu ver-

ilsin. E¼ger her 0 say¬s¬ ve her 1 2 2 için ( 1 2) oldu¼gunda
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( ( 1) ( 2)) olacak biçimde bir 0 say¬s¬ bulunabilirse, fonksiyonuna

üzerinde düzgün süreklidir denir.

Uyar¬ 2.1.4 Tan¬ma dikkat edilirse, fonksiyonun düzgün süreklili¼gi bir küme üz-

erinde tan¬mlanmaktad¬r.

Uyar¬ 2.1.5 E¼ger : ! fonksiyonu düzgün sürekli bir fonksiyon ise nin

sürekli oldu¼gu tan¬mdan aç¬kt¬r. Ancak bir fonksiyonun sürekli olmas¬ onun düzgün

sürekli olmas¬n¬ gerektirmez. Örne¼gin = f1 1
2

1

3
g ve = N do¼gal say¬lar

kümesi üzerinde al¬ş¬lm¬ş metriklerin oldu¼gunu varsayal¬m. : ! , ( ) =
1

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonu süreklidir. Çünkü ve üzerinde R üzerindeki

al¬ş¬lm¬ş metrik ile elde edilen alt uzay metri¼gi bulundu¼gundan ve nin her alt

kümesi aç¬kt¬r. Ancak fonksiyonu düzgün sürekli de¼gildir.

Örnek 2.1.10 R üzerinde al¬ş¬lm¬ş metrik olmak üzere, : R ! R ( ) = 2

fonksiyonu düzgün süreklidir. Gerçekten de her 1 2 2 R için

( ( 1) ( 2)) = j ( 1)¡ ( 2)j = j2 1 ¡ 2 2j = 2 j 1 ¡ 2j

oldu¼gundan ·
2

olarak almak yeterlidir. Ancak : R ! R ( ) = 2 fonksiyonu

düzgün sürekli de¼gildir.

Tan¬m 2.1.17 f g, ( ) metrik uzay¬ndan ( ) metrik uzay¬na tan¬ml¬ olan

fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. Her 0 ve her 2 için ¸ 0 iken ( ( ) ( ))

koşulunu sa¼glayan bir 0 2 N varsa f g dizisi : ! fonksiyonuna düzgün

yak¬nsar denir.

Teorem 2.1.9 (Düzgün Limit Teoremi) : ! , topolojik uzay¬ndan

metrik uzay¬na sürekli fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. E¼ger f g dizisi e düzgün

yak¬nsak ise süreklidir.
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2.2 Metrik ve Topolojik Uzaylar

Tan¬m 2.2.1 boş olmayan bir küme ve , kümesinin baz¬ alt kümelerinin bir

ailesi olsun. E¼ger ailesi

(T1) ? 2
(T2) 1 2 2 oldu¼gunda \ =1 2
(T3) herhangi bir küme olmak üzere her 2 için 2 oldu¼gunda

[ 2 2
şartlar¬n¬ sa¼gl¬yor ise ailesine kümesi üzerinde bir topoloji (topolojik yap¬),

( ) ikilisine topolojik uzay, nun her bir eleman¬na topolojisine göre aç¬k

küme denir.

Tan¬m 2.2.2 ( ) bir topolojik uzay ve ½ olsun. E¼ger n 2 ise

kümesine topolojisine göre kapal¬ küme denir.

Tan¬m 2.2.3 ( ) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

= f ½ : 8 2 için 9 0 öyleki ( ) ½ g
ailesi üzerinde bir topolojidir. Bu topolojiye üzerinde metri¼gi ile üretilen

metrik topoloji denir.

Şu halde her metrik uzay, metrik topoloji ile bir topolojik uzayd¬r. Aksi belir-

tilmedi¼gi takdirde bir metrik uzay topolojik uzay olarak metrik topoloji ile göz önüne

al¬n¬r.

Tan¬m 2.2.4 ( ) bir topolojik uzay olsun. E¼ger üzerinde = koşulunu

sa¼glayan bir metri¼gi varsa, bu topolojisine metrik topoloji ve ( ) topolojik

uzay¬na da metriklenebilir topolojik uzay denir.

Tan¬m 2.2.5 bir küme ve 1 ile 2, üzerinde iki metrik olsunlar. E¼ger 1

ile 2, üzerinde ayn¬ topolojiyi üretirlerse, yani 1 = 2 sa¼glan¬yorsa, bu iki

metri¼ge denk metrikler denir.

Önerme 2.2.1 üzerinde her metri¼gi s¬n¬rl¬ bir metri¼ge denktir.

·Ispat. Verilen metri¼gi ile tan¬mlanan
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1( ) := minf1 ( )g
ve

2( ) :=
( )

1 + ( )
fonksiyonlar¬n¬n üzerindeki metri¼gine denk iki s¬n¬rl¬ metrik olduklar¬ kolayca

görülebilir.

Tan¬m 2.2.6 ( ) bir topolojik uzay, 2 ve ½ olsun. E¼ger 2 ½
olacak şekilde bir 2 varsa, bu alt kümesine bu uzayda noktas¬n¬n bir

komşulu¼gu denir.

2 noktas¬n¬n topolojisine göre bütün komşuluklar¬ndan oluşan aile

( ), veya topoloji belirtmenin gerekli olmad¬¼g¬ durumlarda k¬saca ( ) ile göster-

ilir ve buna in komşuluk ailesi yada komşuluklar sistemi denir.

Tan¬m 2.2.7 ( ) bir topolojik uzay, 2 ve ( ) ½ ( ) olsun. E¼ger ( ),

8 2 ( ) için 9 2 ( ) öyleki ½

şart¬n¬ sa¼gl¬yorsa bu ( ) ailesine bu topolojik uzayda noktas¬n¬n bir komşuluk

taban¬ denir.

Tan¬m 2.2.8 Bir topolojik uzay¬n her noktas¬nda say¬labilir bir komşuluklar taban¬

varsa, bu topolojik uzaya birinci say¬labilir uzay denir.

Örnek 2.2.1 ( ) bir metrik uzay ise ( ) bir birinci say¬labilir uzayd¬r. Gerçek-

ten her 2 için

( ) = f (
1
) : = 1 2 g

say¬labilir ailesinin noktas¬nda bir komşuluk taban¬ oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Tan¬m 2.2.9 ( ) bir topolojik uzay ve ½ olsun. E¼ger her aç¬k küme, nin

baz¬ elemanlar¬n¬n birleşimi şeklinde yaz¬labiliyorsa, di¼ger bir ifade ile

8 2 için 9 0 ½ öyleki ½ [
2 0

şeklinde ifade edilebiliyorsa bu ailesine topolojisi için bir taban (veya baz) ad¬

verilir.
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Örnek 2.2.2 = f ( ) : 2 0g ailesi ( ) metrik uzay¬nda metrik

topolojisi için bir taband¬r.

Tan¬m 2.2.10 Bir topolojik uzay¬n (yani topolojisinin) say¬labilir bir taban¬ varsa,

bu topolojik uzaya ikinci say¬labilir uzay denir.

Tan¬m 2.2.11 ( ) bir topolojik uzay, ½ ve = f : 2 g in alt

kümelerinin bir ailesi olsun. E¼ger

½ [
2 0

ise ailesine n¬n bir örtüsü denir.

E¼ger deki her bir kümesi aç¬k ise ye aç¬k örtü ad¬ verilir. ailesi

n¬n bir örtüsü olmak üzere e¼ger nin birleşimleri y¬ örten sonlu tane eleman¬

varsa, yani

½ 1 [ [

olacak şekilde 1 2 varsa

0 = f 1 g

ailesine nin sonlu bir alt örtüsü denir.

Tan¬m 2.2.12 ( ) bir topolojik uzay ½ olsun. E¼ger kümesinin her aç¬k

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa ya kompakt küme denir. Özel olarak in

her aç¬k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa ( ) uzay¬na kompakt uzay denir.

Tan¬m 2.2.13 Bir topolojik uzaydaki her dizinin yak¬nsak bir alt dizisi varsa, bu

uzaya dizisel kompakt uzay denir.

Tan¬m 2.2.14 ( ) bir topolojik uzay ½ olsun. E¼ger kümesi bu uzayda

say¬labilir say¬da hiç bir yerde yo¼gun ( = 1 2 ) kümelerinin birleşimi olarak,

yani

= [1=1

şeklinde yaz¬labiliyorsa, ya bu uzayda birinci kategoriden dir denir. in birinci

kategoriden olmayan di¼ger bütün alt kümelerine bu uzayda ikinci kategoriden ad¬

verilir. Birinci kategoriden kümelere "zay¬f kümeler" de denir.
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Tan¬m 2.2.15 ( ) bir topolojik uzay olsun. de içi boş olan kapal¬ kümelerin

herhangi bir say¬labilir ailesinin birleşiminin de içi boş ise bu uzaya Baire uzay¬

denir.

Not 2 Baire uzay olman¬n iki denk koşulu aşa¼g¬daki gibidir:

(1) Say¬labilir say¬da yo¼gun kümelerin arakesitleri de yo¼gundur.

(2) Say¬labilir say¬da hiç bir yerde yo¼gun kapal¬ kümelerin herhangi birleşim-

lerinin içi boştur.

Teorem 2.2.1 Her Baire uzay¬ kendisinin içinde ikinci kategoridendir.

Teorem 2.2.2 Her tam metrik uzay Baire uzayd¬r.

.
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3. FUZZY METR·IK UZAYLAR

3.1 Fuzzy Metrik Uzaylarda Temel Kavramlar

Bu kesimde fuzzy metrik uzay tan¬m verilerek, fuzzy metrik uzay örnekleri üzerinde

durulacakt¬r. Ayr¬ca metrik ve fuzzy metrik ili̧skileri anlat¬l¬cakt¬r.

Tan¬m 3.1.1 (Schweizer and Sklar, 1960) ¤ : [0 1] £ [0 1] ! [0 1] bir ikili işlem

olsun. E¼ger bu ¤ işlemi 8 2 [0 1] için;

(1) ¤ = ¤ ,

(2) ( ¤ ) ¤ = ¤ ( ¤ ),

(3) ¤ işlemi sürekli,

(4) ¤ 1 = ,

(5) · ve · iken ¤ · ¤ ,

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yor ise ¤ işlemine sürekli t-norm denir

Örnek 3.1.1 (George ve Veeramani, 1994) Her 2 [0 1] için ¤ = ve

¤ = minf g biçimde tan¬ml¬ ¤ ikili işlemleri birer sürekli t-normdurlar.

Çözüm. ¤ = şeklinde tan¬mlanan ikili i̧slemin sürekli t-norm oldu¼gunu göstere-

lim. 8 2 [0 1] için;

(1) ¤ = = = ¤ oldu¼gundan ¤ = ¤ d¬r.

(2) ( ¤ ) ¤ = ( ) ¤ = ( ) = ( ) = ¤ ( ) = ¤ ( ¤ ) oldu¼gundan

( ¤ ) ¤ = ¤ ( ¤ ) dir.

(3) ( ), ( ) [0 1] üzerinde iki dizi ve ! ! olsun. ! ve !
oldu¼gundan ! ve dolay¬s¬yla ¤ ! ¤ olur. ¤ dizisel sürekli oldu¼gun-

dan süreklidir.

(4) ¤ 1 = 1 = d¬r.

(5) · ve · ise · , buradan ¤ · ¤ olur.

Sonuç olarak ¤ sürekli t-normdur.

Benzer şekilde ¤ = minf g ikili i̧slemide sürekli t-normdur.

Tan¬m 3.1.2 (George ve Veeramani, 1994) boştan farkl¬ bir küme, ¤ sürekli t-

norm ve , £ £ (0 1) üzerinde aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan bir fuzzy küme
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olsun. 8 2 ve 8 0 için;

(FM1) ( ) 0,

(FM2) ( ) = 1 , = ,

(FM3) ( ) = ( ),

(FM4) ( ) ¤ ( ) · ( + ),

(FM5) ( ) : (0 1) ! [0 1] süreklidir.

Bu durumda ( ¤) üçlüsüne fuzzy metrik uzay denir. Burada ( ) ifadesine

ile nin ye göre birbirine yak¬n olma derecesi denir. (FM1) şart¬, klasik metrik

, 1 de¼geri alamaca¼g¬ndan nin 0 de¼gerini alamayaca¼g¬n¬ belirtir. (FM2) şart¬,

her 2 ve 0 için ( ) = 1 ve her 6= ve her 0 için ( ) 1

demektir. Son olarak (FM5) şart¬nda, sabit ve için ! ( ) sürekli bir

fonksiyon olarak kabul edilmiştir.

Uyar¬ 3.1.1 (George ve Veeramani, 1994) (a) ( ¤) fuzzy metrik uzay¬nda

8 2 0 ve 0 1 için; ( ) 1¡ oldu¼gunda ( 0) 1¡
olacak biçimde 0 0 koşulunu sa¼glayan bir 0 bulunabilir.

(b) Her bir 1 2 3 4 5 2 (0 1) için; 1 2 iken 1 ¤ 3 > 2 olacak

biçimde bir 3 ve herhangi bir 4 için 5 ¤ 5 > 4 olacak biçimde bir 5 bulunabilir

Lemma 3.1.1 (Grabiec, 1988) 8 2 için ( ) : (0 1) ! [0 1] azal-

mayand¬r.

·Ispat. ( ) : (0 1) ! [0 1] için 0 alal¬m. Kabul edelim ki

( ) ( ) yani kesin azalan olsun. Bu durumda

( ) ¤ ( ¡ ) · ( ) ( )

olup fuzzy metrik uzay tan¬m¬ndan ( ¡ ) = 1 oldu¼guna göre

( ) ¤ 1 = ( ) ( )

bulunur. Bu ise bir çeli̧skidir. O halde 8 2 ve için ( ) ·
( ) olup ( ) azalmayand¬r.
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Örnek 3.1.2 (George ve Veeramani, 1994) = R ve ¤ = olsun. 8 2
ve 0 için

( ) =
1

j ¡ j

biçiminde tan¬mlan¬r ise ( ¤) bir fuzzy metrik uzayd¬r.

Çözüm. (FM1) 8 2 ve 0 için ( ) 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

(FM2)

( ) = 1 () 1
j ¡ j = 1

() j ¡ j = 1

() j ¡ j = 0

() j ¡ j = 0
() =

(FM3) ( ) =
1

j ¡ j =
1

j ¡ j = ( )

(FM4) ( ) ¤ ( ) · ( + ) oldu¼gunu göstermek için ;

j ¡ j ·
µ
+

¶
j ¡ j+

µ
+

¶
j ¡ j

eşitsizli¼gini ele alal¬m. Buradan,

j ¡ j
+

· j ¡ j
+

j ¡ j ) j ¡ j ( + ) · j ¡ j +j ¡ j = j ¡ j j ¡ j

) 1
j ¡ j j ¡ j · 1

j ¡ j ( + )

elde edilir. Bu ise ( ) ¤ ( ) · ( + ) demektir.

(FM5) ( ) : (0 1) ! [0 1] sürekli midir? 8 0 0 için;

lim
! 0

( ) = lim
! 0

1
j ¡ j =

1

lim
! 0

j ¡ j =
1

j ¡ j 0
= ( 0)

O halde ( ) : (0 1) ! [0 1] süreklidir.

Böylece ( ¤) bir fuzzy metrik uzayd¬r.

Uyar¬ 3.1.2 (George ve Veeramani, 1994) Son örnekte R yerine herhangi bir

metrik uzay¬n¬ ve j ¡ j yerine ( ) alabiliriz. Ayr¬ca -norm olarakta ¤ =

minf g sürekli -normunu düşünebiliriz.
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Örnek 3.1.3 (George ve Veeramani, 1994) ( ) bir metrik uzay ve ¤ =

olsun. 8 2 R+ için

( ) =
+ ( )

şeklinde tan¬mlan¬rsa ( ¤) bir fuzzy metrik uzayd¬r.

Uyar¬ 3.1.3 (George ve Veeramani, 1994) Üstteki örnek, -norm olarak ¤ =

minf g al¬nmas¬ durumunda da geçerlidir. Bu örnek her metri¼gin bir fuzzy metrik

oluşturaca¼g¬n¬ da göstermektedir. Ayr¬ca = = = 1 al¬nmas¬ durumunda

( ) =
+ ( )

elde edilir. Bu fuzzy kümesi ile de ( ¤) bir fuzzy metrik uzayd¬r. Bu

metri¼ge metri¼gi taraf¬ndan oluşturulan standart fuzzy metrik denir.

Şimdi de, ( ) metrik uzay, 2 [0 1] ve ¤ = olmak üzere 0 için;

( ) =
+ ( )

şeklinde tan¬mlan¬rsa ( ¤) üçlüsünün fuzzy metrik uzay oldu¼gunu görelim.

(FM1) 2 (0 1) ve metrik tan¬m¬ndan ( ) ¸ 0 olup, ( ) 0 d¬r.

(FM2) 8 2 ve 0 için,

( ) = 1 ()
+ ( )

= 1 () ( ) = 0 () = dir.

(FM3) Metrik tan¬m¬ndan ( ) = ( ) olup

( ) =
+ ( )

=
+ ( )

= ( ) dir.

(FM4) 8 2 ve 0 için ( ) ¤ ( ) · ( + )

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ görelim. Metrik tan¬ma göre ( ) · ( ) + ( ) ve
+

1
+

1 oldu¼gundan ;

( ) · (
+

) ( ) + (
+

) ( ) ) ( )

+
· ( )

+
( )

) ( )

+
· ( ) + ( )

) 1 +
( )

+
· 1 +

( ) + ( )

) + + ( )

+
· + ( ) + ( )
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ve ( ) ( ) ¸ 0 oldu¼gundan,

+ + ( )

+
· + ( ) + ( ) · + ( ) + ( ) + ( ) ( )

)
+ ( ) + ( ) + ( ) ( )

· +

+ + ( )

) (
+ ( )

)(
+ ( )

) · +

+ + ( )

bulunur ki bu ( ) ¤ ( ) · ( + ) eşitsizli¼gini verir.

(FM5) 8 2 ve 0 0 için ;

lim
! 0

( ) = lim
! 0 + ( )

=
lim
! 0

lim
! 0

+ ( )
=

0

0 + ( )
= ( 0)

oldu¼gundan ( ) : (0 1) ! [0 1] süreklidir.

Böylece üzerinde bir fuzzy metrik ve ( ¤) bir fuzzy metrik uza-

yd¬r.

Örnek 3.1.4 (George ve Veeramani, 1994) = N ve ¤ = olsun. Her 0

için;

( ) =

8><
>:

; ·

; ·

şeklinde tan¬mlan¬r ise ( ¤) bir fuzzy metrik uzayd¬r.

Çözüm. (FM1) 8 0 ve 2 N için ( ) 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

(FM2) 8 2 N ve 0 için ( ) = 1 ) = oldu¼gunu görelim.

(i) · ) ( ) = = 1 , =

(ii) · ) ( ) = = 1 , =

(FM3) 8 2 N ve 0 için

( )=

8><
>:

; ·

; ·
=

8><
>:

; ·

; ·
= ( )

dir.

(FM4) 8 2 N ve 0 için ( ) ¤ ( ) · ( + ) oldu¼gunu

görelim. Kabul edelim ki · olsun.
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(i) · · ise ( ) = ( ) = ve ( + ) = olup

( ) ¤ ( ) = = = ( + ) dir.

(ii) · · ise ( ) = ( ) = ve ( + ) = olup

( ) ¤ ( ) = · = ( + ) dir.

(iii) · · ise ( ) = ( ) = ve ( + ) = olup

( ) ¤ ( ) = · = ( + ) dir.

Benzer şekilde · için de ( ) ¤ ( ) · ( + ) oldu¼gu görülür.

(FM5) 8 0 0 için lim
! 0

( ) = ( 0) oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle ( ) :

(0 1) ! [0 1] süreklidir. Böylece ( ¤) bir fuzzy metrik uzayd¬r.

Not 3 Yukar¬daki örnekte oldu¼gu gibi , ye ba¼gl¬ de¼gilse ye stationary fuzzy

metrik ad¬ verilir (Gregori ve Romaguera, 2004). Başka bir deyişle, her 2
için ( ) sabit fonksiyon ise ye stationary fuzzy metrik denir.

Uyar¬ 3.1.4 (George ve Veeramani, 1994) Son örnekte verilen

( ) =

8><
>:

; ·

; ·

için ( ) =
+ ( )

olacak biçimde üzerinde hiçbir metri¼gi yoktur.

Ayr¬ca ¤ = minf g -normu al¬n¬rsa ( ) fuzzy metrik de¼gildir.

3.2 Fuzzy Metrik Taraf¬ndan Üretilen Topoloji ve Özellikleri

Bu kesimde, klasik metrik uzaylar teorisinden bilinen ve çeşitli araşt¬rmac¬lar taraf¬n-

dan fuzzy metrik uzaylar yap¬s¬nda incelenen baz¬ kavram ve sonuçlar sunulacakt¬r.

Tan¬m 3.2.1 (George ve Veeramani, 1994) ( ¤) bir fuzzy metrik uzay, 2
0 1 ve 0 olsun. Bu durumda

( ) = f 2 : ( ) 1¡ g

kümesine merkezli ve yar¬çapl¬ aç¬k yuvar denir.
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Önerme 3.2.1 2 , 0 ve 0 1 1, 0 2 1 olmak üzere ( 1 )

ve ( 2 ) ayn¬ merkezli aç¬k yuvarlar olsunlar. Bu durumda ya ( 1 ) ½
( 2 ) yada ( 2 ) ½ ( 1 ) d¬r.

·Ispat. E¼ger 1 = 2 ise önerme do¼grudur. Kabul edelim ki 1 6= 2 olsun. Genelli¼gi

bozmadan 0 1 2 1 seçebiliriz. Bu durumda 1 ¡ 2 1 ¡ 1 dir. Şimdi

2 ( 1 ) olsun. Buradan ( ) 1¡ 1 1¡ 2 olaca¼g¬ndan 2 ( 2 )

olur. Bu 0 1 2 1 seçildi¼ginde ( 1 ) ½ ( 2 ) oldu¼gunu gösterir.

Benzer şekilde 0 2 1 1 seçildi¼ginde ( 2 ) ½ ( 1 ) oldu¼gu

kolayca gösterilebilir.

Tan¬m 3.2.2 ( ¤) fuzzy metrik uzay ve ½ olsun. E¼ger her 2 için

2 ( ) ½ olacak şekilde bir ( ) aç¬k yuvar¬ varsa ya aç¬k bu fuzzy

metrik uzayda aç¬kt¬r denir.

Teorem 3.2.1 (George ve Veeramani, 1994) Her aç¬k yuvar aç¬k kümedir.

·Ispat. ( ) aç¬k yuvar¬n¬ ele alal¬m. 2 ( ) key bir nokta olsun.

( ) nin tan¬m¬ndan 2 ( ) ise ( ) 1 ¡ olur. Bu durumda

( 0) 1 ¡ olacak biçimde 0 0 şart¬n¬ sa¼glayan bir 0 bulunabilir.

0 = ( 0) olsun. 0 = ( 0) 1 ¡ oldu¼gundan 0 1 ¡ 1 ¡
olacak biçimde 0 1 şart¬n¬ sa¼glayan bir bulunabilir. Ayr¬ca 0 1 ¡
olacak biçimde verilen 0 ve için 0 ¤ 1 ¸ 1 ¡ şart¬n¬ sa¼glayan bir 1 2 (0 1)

bulunabilir. Şimdi ( 1¡ 1 ¡ 0) aç¬k yuvar¬n¬ göz önüne alal¬m. ·Iddia ediyoruz

ki ( 1¡ 1 ¡ 0) ½ ( ) dir.

2 ( 1¡ 1 ¡ 0) olsun. O halde ( ¡ 0) 1¡ (1¡ 1) = 1 dir.

Buradan

( ) ¸ ( 0) ¤ ( ¡ 0) 0 ¤ 1 ¸ 1¡ 1¡

olaca¼g¬ndan 2 ( ) olur. Böylece ( 1¡ 1 ¡ 0) ½ ( ) bulunur. Bu

ise ( ) nin aç¬k küme oldu¼gunu verir.

Sonuç 3.2.1 (George ve Veeramani, 1994) ( ¤) bir fuzzy metrik uzay olsun.

= f ½ : 8 2 için ( ) ½ olacak biçimde 0 ve 2 (0 1) vard¬rg
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şeklinde tan¬mlanan , üzerinde bir topolojidir.

·Ispat. (T1) ? kümenin hiçbir eleman¬ olmad¬¼g¬ndan ? nin elemanlar¬n¬ merkez

kabul eden aç¬k yuvar boştur. Dolay¬s¬yla ? taraf¬ndan kapsan¬r. O halde ? 2
dir ve 8 2 ve 0 1 için ( ) ½ oldu¼gundan 2 olur. Böylece

? 2 dur.

(T2) 1 2 3 2 olsun.

(i) \ =1 = ? ) \ =1 2 dir.

(ii) \ =1 6= ? ve 2 \ =1 olsun. Bu durumda 8 = 1 2 için

2 ve 2 oldu¼gundan 8 = 1 2 için ( ) ½ olacak biçimde

0 1 ve 0 vard¬r. = minf : = 1 g ve = f : = 1 g
olsun. Buradan 8 = 1 2 için ( ) ½ ( ) ½ olacak biçimde

0 1 ve 0 bulunmuş olur. Bu durumda ( ) ½ \ =1 elde edilir ki bu

\ =1 2 demektir.

(T3) f g 2 ½ iken [ 2 2 oldu¼gunu görelim.

(i) [ 2 = ise [ 2 2 oldu¼gu aç¬kt¬r.

(ii) 2 [ 2 6 = olsun. Bu durumda 9 0 2 için 2 0 d¬r. 0 2
oldu¼gundan ( ) ½

0
olacak biçimde 0 1 ve 0 vard¬r.

0
½ [ 2

oldu¼gundan bir 0 1 ve bir 0 için ( ) ½ [ 2 olur. O halde

[ 2 2 dur.

Böylece , üzerinde bir topolojidir.

Önerme 3.2.2 (George and Veeramani, 1994) ( ) topolojik uzay ve 2
olsun. Buna göre

( ) = f (
1 1

) : 2 Ng

ailesi in yerel (komşuluklar) taban¬d¬r.

·Ispat. Komşuluk tan¬m¬ndan , in bir komşulu¼gu ise 2 ½ olacak biçimde

en az bir ½ aç¬¼g¬ vard¬r. ½ aç¬k oldu¼gundan ( ) ½ olacak

biçimde 0 1 ve 0 vard¬r.
1

ve
1

olacak şekilde 2 N seçelim.

Şimdi (
1 1

) ½ ( ) oldu¼gunu görelim. 2 (
1 1

) olsun. O halde

(
1
) 1¡ 1 1¡ olur. (

1
)¤ ( ¡ 1 ) · ( ) ve ( ¡
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1
) = 1 oldu¼gundan (

1
) · ( ) bulunur. Ayr¬ca (

1
) 1 ¡

eşitsizli¼ginden ( ) 1 ¡ olacakt¬r. Buna göre 2 ( ) dir. Böylece

(
1 1

) ½ ( ) ½ ½ yani (
1 1

) ½ dir. O halde in her

komşulu¼gu için (
1 1

) ½ olacak biçimde en az bir (
1 1

) 2 ( )

bulunabilece¼ginden ( ), in yerel (komşuluklar) taban¬d¬r.

Not 4 (George and Veeramani, 1994) Yukar¬da tan¬mlanan ( ) ailesinin her bir

eleman¬ do¼gal say¬lar taraf¬ndan indislendi¼ginden ( ) say¬labilir bir ailedir. Bu

sebeple ( ), in say¬labilir komşuluklar taban¬d¬r. Sonuç olarak ( ) topolojik

uzay¬ birinci say¬labilir uzayd¬r.

Sonuç 3.2.2 (George ve Veeramani, 1994) ( ) bir metrik uzay ve ( ) =

+ ( )
olsun. Bu durumda metri¼gi ve fuzzy metri¼gi taraf¬ndan üzerine

indirgenen topolojiler çak¬ş¬r.

Teorem 3.2.2 (George ve Veeramani, 1994) Her fuzzy metrik uzay Hausdor¤ uza-

yd¬r.

·Ispat. ( ¤) bir fuzzy metrik uzay, 2 ve 6= olsun. Fuzzy metrik

tan¬m¬na göre 6= oldu¼gundan 0 ( ) 1 dir. = ( ) dersek,

0 1 şart¬n¬ sa¼glayan her bir 0 için 1 ¤ 1 ¸ 0 eşitsizligini sa¼glayan bir 1

bulunabilir. Şimdi ( 1 ¡ 1
1

2
) ve ( 1 ¡ 1

1

2
) aç¬k yuvarlar¬n¬ ele alal¬m.

Aç¬kt¬r ki, ( 1 ¡ 1
1

2
) \ ( 1 ¡ 1

1

2
) = ? dir. Aksi halde 2 ( 1 ¡

1
1

2
) \ ( 1¡ 1

1

2
) ise

= ( ) ¸ (
1

2
) ¤ (

1

2
) ¸ 1 ¤ 1 ¸ 0

elde edilir ki, bu bir çeliskidir. O halde 2 ve 6= için ( 1 ¡ 1
1

2
) \

( 1¡ 1
1

2
) = ? dir. Buna göre ( ¤) fuzzy metrik uzay¬ Hausdor¤ uzayd¬r.

Teorem 3.2.3 (George ve Veeramani, 1994) ( ¤) bir fuzzy metrik uzay ve

( ) de bir dizi olsun. ! olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul ! 1 için

( ) ! 1 olmas¬d¬r.
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·Ispat. ()). Kabul edelim ki ! olsun. O zaman 0 1 için ¸ 0 iken

2 ( ) olacak şekilde bir 0 2 N vard¬r. Buradan ( ) 1 ¡ yani

1¡ ( ) olur. Böylece ! 1 için ( ) ! 1 dir.

((). Her 0 için ! 1 iken ( ) ! 1 ise 0 1 için en az bir

0 2 N vard¬r ki her ¸ 0 iken 1¡ ( ) olur. Buradan her ¸ 0 için

( ) 1¡ yani 2 ( ) olup, bu ! demektir.

Önerme 3.2.3 (Afrouzi vd., 2011) ( ¤) fuzzy metrik uzay ve 2 [0 1) olsun. Bu

durumda üzerinde öyle bir fuzzy metri¼gi vard¬r ki her 2 ve 0 için

( ) ¸ d¬r. Ayr¬ca ve , üzerinde ayn¬ topolojiyi üretirler.

·Ispat. ( ) = maxf ( )g biçiminde tan¬mlans¬n. ·Iddiam¬z ,

üzerinde bir fuzzy metriktir. Fuzzy metrik olma koşullar¬ndan (FM1), (FM2), (FM3)

ve (FM5) nin tan¬m¬ndan aç¬kt¬r. üçgen eşitsizli¼gi için 2 ve

0 olsun. Bu durumda ( + ) ¸ ve ( ) = veya ( ) =

oldu¼gunda ( + ) ¸ ( )¤ ( ) d¬r. E¼ger ( ) = ( )

ve ( ) = ( ) ise üçgen eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬ndan ve ( +

) ¸ ( + ) oldu¼gundan

( + ) ¸ ( + ) ¸ ( ) ¤ ( ) = ( ) ¤ ( )

yani ( + ) ¸ ( ) ¤ ( ) elde edilir. Böylece , üzerinde fuzzy

metriktir. Ayr¬ca her bir 0 için ( ) ! 1 , f ( )g ! 1 ,
( ) ! 1 olaca¼g¬ndan taraf¬ndan üretilen topoloji ile taraf¬ndan üretilen

topoloji ayn¬d¬r.

Bu lemmada ki fuzzy metri¼gi ile s¬n¬rl¬d¬r denir.

Uyar¬ 3.2.1 (Lopez ve Romaguera, 2004) ( ¤) bir fuzzy metrik uzay olsun Bu

durumda , £ £ (0 1) üzerinde bir sürekli fonksiyondur.

·Ispat. £ £ (0 1) da 2 ve 0 için ( 0 0 0 ) dizisi ( ) ye

yak¬nsar olsun. ( ( 0 0 0 )) , (0 1] de bir dizi oldu¼gundan, ( 0 0 0 ) dizisinin

bir ( ) alt dizisi vard¬r ki, ( ( )) dizisi [0 1] de yak¬nsakt¬r.
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2 olacak şekilde 0 ¬ sabitleyelim. Bu durumda her ¸ 0 için j ¡ j
olacak şekilde bir 0 2 N vard¬r. Buradan

( ) ¸ ( 2) ¤ ( ¡ 2 ) ¤ ( 2)

ve her ¸ 0 için

( + 2 ) ¸ ( 2) ¤ ( ) ¤ ( 2)

olur. ! 1 için limit al¬nd¬¼g¬nda

( ) ¸ 1 ¤ ( ¡ 2 ) ¤ 1 = ( ¡ 2 )

ve

( + 2 ) ¸ 1 ¤ ( ) ¤ 1 = ( )

olacakt¬r. Böylece ! ( ) fonksiyonunun süreklili¼ginden

( ) = ( )

olur ki bu nin £ £ (0 1) üzerinde sürekli oldu¼gunu verir.

Tan¬m 3.2.3 (George ve Veeramani, 1994) ( ¤) bir fuzzy metrik uzay ve ,

in bir alt kümesi olsun. E¼ger her 2 için ( ) 1¡ olacak biçimde

0 ve 0 1 varsa kümesine -s¬n¬rl¬d¬r denir..

Teorem 3.2.4 (George ve Veeramani, 1994) ( ¤), metri¼gi taraf¬ndan in-

dirgenen bir fuzzy metrik uzay ve , in bir alt kümesi olsun. kümesinin -

s¬n¬rl¬ olmas¬ için gerekli ve yeterli şart n¬n s¬n¬rl¬ olmas¬d¬r.

·Ispat. ()). ½ kümesi -s¬n¬rl¬ olsun. O halde 8 2 için ( ) 1¡
olacak biçimde 0 ve 0 1 vard¬r. Buradan her 2 için bir 2 ½
al¬nd¬¼g¬nda ( ) 1¡ oldu¼gundan 2 ( ) olur. Bu ise ½ ( )

olacak şekilde 2 , 0 ve 0 1 var demektir. Böylece s¬n¬rl¬d¬r.

((). ½ kümesi s¬n¬rl¬ olsun. Buna göre ½ ( ) olacak biçimde

2 , 0 ve 0 1 vard¬r. O halde her 2 için 2 ( ) olup

( ) 1¡ ve ( ) 1¡ dir. Buradan 8 2 için

( 2 ) ¸ ( ) ¤ ( ) (1¡ ) ¤ (1¡ )
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olur. Öte yandan 0 1 için (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡ olacak şekilde 0 1

vard¬r. Şimdi 2 =
0
denirse her 2 için (

0
) 1 ¡ olacak şekilde

0
0 ve 0 1 bulunur. Bu ise n¬n -s¬n¬rl¬ oldu¼gunu verir.

Teorem 3.2.5 (George ve Veeramani, 1994) ( ¤) bir fuzzy metrik uzay olsun.

in her kompakt alt kümesi -s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. in kompakt bir alt kümesini göz önüne alal¬m. 0 ve 0 1 olmak

üzere f ( ) : 2 g ailesi n¬n bir aç¬k örtüsü olsun. kompakt oldu¼gundan

½ [ =1 ( ) olacak şekilde 1 2 2 vard¬r. 2 olsun. Bu

durumda 2 ( ) ve 2 ( ) olacak şekilde 1 · · vard¬r. Bu

nedenle ( ) 1¡ ve ( ) 1 ¡ olur. = minf ( ) : 1 ·
· g olsun. Bu durumda 0 d¬r.

( 3 ) ¸ ( ) ¤ ( ) ¤ ( ) (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¤

eşitsizli¼gini düşünelim. 3 = 0 diyerek (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¤ 1¡ olacak biçimde

0 1 alal¬m. Böylece her 2 için ( 0) 1 ¡ olur. Buna göre

-s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 3.2.3 (George ve Veeramani, 1994) Bir fuzzy metrik uzayda her kompakt

küme kapal¬ ve s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. Her fuzzy metrik uzay Hausdor¤ uzay¬ ve Hausdor¤ bir uzay¬n¬n her

kompakt alt kümesi de kapal¬ oldu¼gundan ½ kompakt ise ½ ka-

pal¬d¬r. Ayr¬ca Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 dan ½ kompakt ise -s¬n¬rl¬d¬r

dolay¬s¬yla s¬n¬rl¬d¬r.

Tan¬m 3.2.4 (Grabiec, 1988) ( ¤) fuzzy metrik uzay¬nda bir ( ) dizisinin

Cauchy dizisi olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul her 0 ve her 0 için

!1
( + ) = 1 olmas¬d¬r.

Tan¬m 3.2.5 (George ve Veeramani, 1994) Her Cauchy dizisinin yak¬nsak oldu¼gu

fuzzy metrik uzaya tam fuzzy metrik uzay denir.
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Sonuç 3.2.4 (George ve Veeramani, 1997) ( ) metrik uzay¬n¬n tam olmas¬ için

gerekli ve yeterli şart ( ) =
+ ( )

( 2 0) olmak üzere ( ¤)
fuzzy metrik uzay¬n¬n tam olmas¬d¬r.

Uyar¬ 3.2.2 (George ve Veeramani, 1994) Yukar¬daki Tan¬m 3.2.4 e göre R tam

fuzzy metrik uzay de¼gildir.

Örnek 3.2.1 (R ) metrik uzay, ( ) = j ¡ j ve ¤ = olsun. ( ) =

+ ( )
biçiminde tan¬mlan¬rsa (R ¤) fuzzy metrik uzayd¬r. Bu uzayda

= 1 +
1

2
+
1

3
+ +

1

olacak biçimde ( ) dizisini ele alal¬m. Her 0 için;

( + ) =
+ j + ¡ j =

+ (
1
+ 1) + (

1
+ 2) + + (

1
+ )

oldu¼gundan
!1

( + ) = 1 olur. O halde ( ) dizisi (R ¤) fuzzy metrik

uzay¬nda bir Cauchy dizisidir. E¼ger R tam fuzzy metrik uzay ise en az bir 2
R noktas¬ vard¬r ki ! 1 iken ( ) ! 1 dir. Buradan ! 1 iken

+ j ¡ j ! 1 yani ! 1 iken j ¡ j ! 0 olur. Dolay¬s¬yla ! tir.

Ancak R de bu do¼gru de¼gildir. Bu sebeple R tam fuzzy metrik uzay de¼gildir.

R nin tam fuzzy metrik uzay olmas¬ için, George ve Veeramani (1994) Cauchy

dizisi tan¬m¬n¬ aşa¼g¬daki gibi de¼gi̧stirdiler.

Tan¬m 3.2.6 ( ¤) fuzzy metrik uzay¬nda bir ( ) dizisinin Cauchy dizisi ol-

mas¬ için gerekli ve yeterli şart her bir 0, 0 için ¸ 0 iken ( )

1¡ olacak şekilde bir 0 2 N say¬s¬n¬n bulunmas¬d¬r.

Sonuç 3.2.5 Tan¬m 3.2.6 de verilen Cauchy dizisi tan¬m¬na göre R tam fuzzy

metrik uzayd¬r.

·Ispat. (R ¤) bir fuzzy metrik uzay ve ( ) R de bir Cauchy dizisi olsun. Bu

durumda 0, 0 için ¸ 0 iken ( ) 1 ¡ olacak şekilde

bir 0 2 N vard¬r. Buna göre 8 ¸ 0 iken ( 0 ) 1 ¡ olur. Yani

2 ( 0 ) dir. = f 0 0+1 0+2 g denirse ½ ( 0 ) yani

s¬n¬rl¬ olur. = f 1 2 0+1g olsun. sonlu oldu¼gundan de s¬n¬rl¬ olup
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( ) = [ dolay¬s¬yla ( ) s¬n¬rl¬d¬r. Bolzano-Wierstrass Teoremine göre R nin

sonsuz elemanl¬ s¬n¬rl¬ her alt kümesinin en az bir y¬¼g¬lma noktas¬ vard¬r. Kabul

edelim ki , ( ) dizisinin bir y¬¼g¬lma noktas¬ olsun. Bu durumda ! olacak

şekilde ( ) ½ ( ) alt dizisi vard¬r. ! oldu¼gundan her 0 1 için

¸ 1 iken 2 ( ) olacak şekilde bir 1 2 N vard¬r. Buradan her 0

1 için ¸ 1 iken ( ) 1 ¡ olacak şekilde 1 2 N bulunmuş olur.

2 = f 0 1g olsun. Her ¸ 2 için

( 2 ) ¸ ( ) ¤ ( ) (1¡ ) ¤ (1¡ )

olacakt¬r. Öte yandan 0 ve 0 1 için (1¡ )¤ (1¡ ) 1¡ olacak biçimde

0 1 vard¬r. Ayr¬ca 2 = 0 denirse ( 0) 1 ¡ yani 2 ( 0)

olur. Buna göre ! bulunur. Böylece R tam fuzzy metrik uzayd¬r.

Tan¬m 3.2.7 (Gregori ve Romaguera, 2000) E¼ger 0 1 olan her bir ve her

0 için

= [ 2 ( )

şeklinde in sonlu bir alt kümesi varsa ( ¤) fuzzy metrik uzay¬ prekompakt

olarak adland¬r¬l¬r.

Bu durumda , üzerinde bir prekompakt fuzzy metriktir denir. E¼ger

( ) bir kompakt topolojik uzay ise ( ¤) fuzzy metrik uzay¬na kompaktt¬r

denir.

Lemma 3.2.1 (Gregori ve Romaguera, 2000) Bir fuzzy metrik uzay¬n prekompakt

olmas¬ için gerek ve yeter şart bu uzaydaki her dizinin bir Cauchy alt dizisine sahip

olmas¬d¬r.

·Ispat. ( ¤) ¬n bir prekompakt fuzzy metrik uzay oldu¼gu kabul edilsin. ( ) 2N

de bir dizi olsun. Prekompakl¬ktan her 2 N için = [ 2 ( 1 1 )

olacak şekilde in bir sonlu alt kümesi vard¬r. Bu nedenle = 1 ve her 2 N

için 1( ) 2 ( 1 1 1) olacak şekilde bir 1 2 1 ve ( ) 2N nin bir ( 1( )) 2N alt

dizisi vard¬r. Benzer şekilde her 2 N için 2( ) 2 ( 2 1 2 1 2) olacak şekilde

bir 2 2 2 ve ( 1( )) 2N nin ( 2( )) 2N alt dizisi vard¬r. Bu yöntem izlenerek
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2 N ( 1) için ve 8 2 N için ( ) 2 ( 1 1 ) olacak şekilde bir

2 ve ( ( ¡1)( )) 2N nin bir ( ( )) 2N alt dizisi vard¬r. Şimdi ( ) 2N nin

(( ( )) 2N alt dizisini ele alal¬m. Verilen bir 0 1 ve 0 için, 2 0 ve

(1 ¡ (1 0)) ¤ (1 ¡ (1 0)) 1 ¡ olacak şekilde bir 0 2 N vard¬r. Bu durumda

her bir ¸ 0 için;

( ( ) ( ) ) ¸ ( ( ) ( ) 2 0)

¸ ( ( ) 0 1 0) ¤ ( 0 ( ) 1 0)

¸ (1¡ (1 0)) ¤ (1¡ (1 0))

1¡
olaca¼g¬ndan (( ( )) 2N ( ¤) da bir Cauchy dizisidir.

Tersine, ( ¤) prekompakt olmayan fuzzy metrik uzay olsun. Bu du-

rumda in her bir sonlu alt kümesi için 6= [ 2 ( ) olacak şekilde

0 1 olan bir ve 0 vard¬r. 1 2 sabit olsun. Bu durumda bir 2 2 n
( 1 ) vard¬r. Üstelik bir 3 2 n([2=1 ( )) noktas¬ da vard¬r. Bu yöntem

izlenerek in farkl¬ noktalar¬ ile bir ( ) 2N dizisi oluşturulur ki bu dizi her 2 N

için +1 2 [ =1 ( ) ko̧sulunu sa¼glar. Bu yüzden ( ( )) 2N Cauchy alt diziye

sahip de¼gildir. Bu ispat¬ tamamlar.

Lemma 3.2.2 (Gregori ve Romaguera, 2000) ( ¤) bir fuzzy metrik uzay olsun.

E¼ger teki bir Cauchy dizisi bir 2 y¬¼g¬lma noktas¬na sahip ise bu dizi e

yak¬nsar.

·Ispat. ( ) 2N, 2 y¬¼g¬lma noktas¬na sahip olan ( ¤) de bir Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda ye göre e yak¬nsayan ( ) 2N dizisinin alt dizisi olan

( ( )) 2N vard¬r. Böylece 0 1 ile verilen ve 0 için 0 iken (1 ¡ ) ¤
(1¡ ) 1¡ olmak üzere her bir ¸ 0 için

( ( )
2
) 1¡

olacak şekilde 0 2 N vard¬r. Di¼ger taraftan her bir ¸ 1 için

(
2
) 1¡

olacak şekilde 1 ¸ ( 0) vard¬r. Bu nedenle her bir ¸ 1 için

( ) ¸ ( ( ) 2
) ¤ ( ( ) 2

)

¸ (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡
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elde edilir. Bu ise ( ) 2N Cauchy dizisinin e yak¬nsad¬¼g¬n¬ gösterir.

Teorem 3.2.6 (Gregori ve Romaguera, 2000) Bir fuzzy metrik uzay¬n kompakt ol-

mas¬ için gerek ve yeter şart onun prekompakt ve tam olmas¬d¬r.

·Ispat. ( ¤) bir kompakt fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda 0 1 olan

her bir ve her bir 0 için in f ( ) : 2 g aç¬k örtüsü sonlu alt örtüye

sahiptir. Böylece ( ¤) prekompakt¬r. Di¼ger taraftan ( ¤) daki her ( ) 2N

Cauchy dizisi bir 2 y¬¼g¬lma noktas¬na sahiptir. Lemma 3.2.2 den ( ) 2N ye

yak¬nsar. Böylece ( ¤) tamd¬r.

Tersine ( ) 2N, de bir dizi olsun. Lemma 3.2.1 ve ( ¤) ¬n taml¬¼g¬ndan

( ) 2N bir y¬¼g¬lma noktas¬na sahiptir. Ayr¬ca ( ) metriklenebilir (Gregori

ve Romaguera, 2000, Teorem 1) ve dizisel kompakt metriklenebilir uzay kompakt

oldu¼gundan ( ¤) kompaktt¬r.

Teorem 3.2.7 (Gregori ve Romaguera, 2000) Bir metriklenebilir topolojik uzay¬n

kompakt olmas¬ için gerek ve yeter şart her uyumlu fuzzy metri¼gin prekompakt ol-

mas¬d¬r.

·Ispat. ( ) bir kompakt metriklenebilir uzay olsun. Lemma 3.2.6 den her uyumlu

fuzzy metrik prekompaktt¬r.

Tersine , üzerinde ile uyumlu herhangi bir metrik olsun. taraf¬ndan

indirgenen fuzzy metri¼gini alal¬m. Hipotezden prekompaktt¬r. ( ) 2N,

de herhangi bir dizi olsun. Lemma 3.2.1 den ( ¤) da ( ) 2N bir ( ( )) 2N

Cauchy alt dizisine sahiptir. 0 1
2

ile verilen bir ve her ¸ 0 için

( ( ) ( ) 1 2) 1¡

olacak şekilde bir 0 2 N vard¬r. Bu durumda basit hesaplamalar yap¬larak, her

¸ 0 için

( ( ) ( ))
2(1¡ )

oldu¼gu gösterilebilir. Böylece ( ) de ( ) 2N nin bir Cauchy alt dizisiye sahip

oldu¼gu gösterilmi̧s olur. Dolay¬s¬yla ile uyumlu üzerinde her metri¼gi prekom-

pakt¬r. Buradan (Engelking, 1977, 4.3.E(c)) nedeniyle ( ) kompaktt¬r.
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Teorem 3.2.8 (Gregori ve Romaguera, 2000) Metriklenebilir topolojik uzay¬n kom-

pakt olmas¬ için gerek ve yeter şart her uyumlu fuzzy metri¼gin tam olmas¬d¬r.

·Ispat. ( ) kompakt metriklenebilir bir uzay olsun. Teorem 3.2.6 den her uyumlu

fuzzy metrik tamd¬r.

Tersine, , üzerinde ile uyumlu herhangi bir metrik olsun. den in-

dirgenen fuzzy metri¼gi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda hipotezden tamd¬r. Böylece

tamd¬r (George ve Veeramani, 1997, Sonuç 2.9). Niemytzki Tychono¤ Teoreminin

(Engelking, 1977, 4.3.E(d)) uygulanmas¬yla ( ) nun kompakt oldu¼gu sonucuna

var¬l¬r.

Tan¬m 3.2.8 (George ve Veeremani, 1997) ( ¤) bir fuzzy metrik uzay olsun.

Bir f g 2 kümelerinin koleksiyonunun fuzzy s¬f¬r çapa sahip olmas¬ için gerek ve

yeter şart her bir , 0 (0 1) çifti için 2 iken ( ) 1 ¡
olacak şekilde bir 2 n¬n var olmas¬d¬r.

Uyar¬ 3.2.3 (George ve Veeremani, 1997) fuzzy metrik uzay¬nda boş olmayan

bir alt kümesinin fuzzy s¬f¬r çapa sahip olabilmesi için gerek ve yeter şart nin

bir tek nokta kümesi olmas¬d¬r.

Teorem 3.2.9 (George ve Veeremani, 1997) Bir ( ¤) fuzzy metrik uzay¬n¬n

tam olmas¬ için gerek ve yeter şart fuzzy s¬f¬r çapl¬ boş olmayan kapal¬ kümelerin

her iç içe s¬ral¬ f g1=1 dizisinin arakesitinin boş olmamas¬d¬r.

·Ispat. ( ¤) fuzzy tam ve f g1=1 iç içe geçen (nested) boş olmayan kapal¬

kümelerden oluşan fuzzy s¬f¬r çapl¬ bir dizi olsun. = 1 2 3 olacak şekilde

2 alal¬m. f g nin fuzzy s¬f¬r çapa sahip olmas¬ndan, 0 1 olmak

üzere her 0 için; 2 0 iken ( ) 1 ¡ olacak şekilde bir 0 2 N

mevcuttur. Buradan her ¸ 0 için ( 3) 1¡ dir. 2 ½
0

ve 2 ½ 0 oldu¼gundan ( ) bir Cauchy dizisidir. ( ¤) tam fuzzy

metrik uzay oldu¼gundan bir 2 için , e yak¬nsar. Öyleyse her bir sabit

ve her ¸ için 2 dir. Bu yüzden her için 2
_

= ve bu yüzden

2 \1=1 6= ? olur.
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Tersine, de bir ( ) Cauchy dizisi alal¬m. = f +1 +2 g ve

=
_

olsun. Bu durumda iddiam¬z f g fuzzy s¬f¬r çapa sahiptir. 0 1

olmak üzere 0 verildi¼ginde (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¤ (1¡ ) (1¡ ) olacak şekilde

bir 2 (0 1) bulunabilir. ( ) Cauchy dizisi oldu¼gundan 0 1 olmak üzere

, 0 için ¸ 0 oldu¼gunda ( 3) 1 ¡ olacak şekilde 0 2 N

mevcuttur. Bu yüzden her 2 0 için ( 3) 1 ¡ dir. 2
0

ise

(
0
), e ve ( 0 ), ye yak¬nsayacak şekilde 0 da ( 0 ) ve ( 0 ) dizileri vard¬r. Bu

nedenle yeterince büyük için 0 2 ( 3) ve 0 2 ( 3) olur. Şu halde;

( ) ¸ ( 0 3) ¤ ( 0 0 3) ¤ ( 0 3)

(1¡ ) ¤ (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡

dir. Bu yüzden her 2 0 için ( ) 1 ¡ dir. Böylece f g fuzzy s¬f¬r

çapa sahiptir. Bu nedenle hipotezden \1=1 boş de¼gildir. 2 \1=1 al¬n¬rsa

0 1 olmak üzere 0 için ¸ 1 iken ( ) 1¡ olacak şekilde bir

1 mevcuttur. Bu yüzden her bir 0 için ! 1 iken ( ), 1 e yak¬nsar.

Dolay¬s¬yla ( )! olup, ( ¤) tam fuzzy metrik uzayd¬r.

Uyar¬ 3.2.4 (George ve Veeremani, 1997) 2 \1=1 eleman¬ tektir. E¼ger burada

2 \1=1 gibi iki farkl¬ eleman varsa f g1=1 fuzzy s¬f¬r çapa sahip oldu¼gundan

her bir sabit 0 ve her için ( ) 1¡ 1
dir. Bu da ( ) = 1 olmas¬

demektir ve böylece = dir.

Sonuç 3.2.6 (George ve Veeremani, 1997) ( ) metrik uzay¬n¬n tam olmas¬ için

gerek ve yeter şart çap¬ s¬f¬ra giden boş olmayan iç içe kapal¬ kümelerden oluşan

f g1=1 dizisinin arakesitinin boştan farkl¬ olmas¬d¬r.

·Ispat. ( ) metrik uzay¬ tam olsun ve ( ) = [ + ( )] olsun. Bu

durumda metri¼ginden indirgenen üzerindeki topolojisi fuzzy metri¼ginden

indirgenen üzerindeki topolojisi ile ayn¬d¬r. ( ) s¬f¬ra gitmesinden 0 1

olmak üzere her bir 0 için ( ) (1 ¡ ) olacak şeklinde 2 N vard¬r.

Buradan her 2 için ( ) (1 ¡ ) ve dolay¬s¬yla her 2 için

( ) 1¡ dir. Böylece f g fuzzy s¬f¬r çapa sahiptir. Bu nedenle Teorem

3.2.9 den ( ¤) tam fuzzy metrik uzay, dolay¬s¬yla ( ) tam metrik uzayd¬r.
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Tersine, e¼ger ( ) tam ise ( ¤) da tamd¬r ve ( ) nin s¬f¬ra gidiyor

olmas¬ f g fuzzy s¬f¬r çapa sahip olmas¬n¬ verir. Bu nedenle Teorem 3.2.9 den

\1=1 bo̧s de¼gildir.

Teorem 3.2.10 (George ve Veeremani, 1997) Her ayr¬labilir fuzzy metrik uzay ik-

inci say¬labilirdir.

·Ispat. ( ¤) ayr¬labilir fuzzy metrik uzay ve = f : 2 Ng de bir

say¬labilir yo¼gun bir alt küme olsun. = f ( 1 1 ) : 2 Ng kümesi

düşünüldü¼günde say¬labilirdir. Ayr¬ca taband¬r. nin taban oldu¼gunu görmek

için de key bir aç¬k küme ve key bir 2 noktas¬ alal¬m..Bu durumda için

( ) ½ olacak şekilde 0 1 olan 0 vard¬r. Ayr¬ca 2 (0 1)

için (1 ¡ ) ¤ (1 ¡ ) 1 ¡ olacak şekilde bir 2 (0 1) bulunabilir. Bir 2 N,

1 minf 2g şart¬n¬ sa¼glacak biçimde seçilsin. , de yo¼gun oldu¼gundan

2 ( 1 1 ) olacak şekilde 2 vard¬r. O halde 2 ( 1 1 ) ise

( ) ¸ ( 2) ¤ ( 2)

¸ ( 1 ) ¤ ( 1 )

¸ (1¡ 1 ) ¤ (1¡ 1 )

¸ (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡

olur. Böylece 2 ( ) ve bir taband¬r.

Teorem 3.2.11 (George ve Veeremani, 1997) Ayr¬labilir fuzzy metrik uzay¬n her

alt uzay¬ da ayr¬labilirdir.

·Ispat. bir fuzzy metrik uzay ve , in bir alt uzay¬ olsun. = f 2 Ng,

de bir say¬labilir yo¼gun alt küme olsun. Herhangi sabit 2 N için ( 1 )

1¡ 1 olacak şekilde 2 noktalar¬ var ise bunlardan birini seçerek bu noktay¬

ile gösterelim. = f : 2 Ng olsun. say¬labilirdir ve iddia ediyoruz ki

½ t¬r. Bunun için bir 2 ve 0 1 olacak şekilde 0 verilsin. Bu

durumda (1¡ 1 ) ¤ (1¡ 1 ) 1¡ olacak şekilde bir 2 N bulunabilir. ,

de yo¼gun oldu¼gunda ( 1 ) 1¡ 1 olacak şeklinde bir 2 N mevcuttur.
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Fakat nin tan¬m¬ndan ( 1 ) 1 ¡ 1 şart¬n¬ sa¼glayan bir 2
vard¬r. Buradan

( ) ¸ ( 2) ¤ ( 2)

¸ ( 1 ) ¤ ( 1 )

¸ (1¡ 1 ) ¤ (1¡ 1 ) 1¡

olaca¼g¬ndan 2
_

olur ki bu nin ayr¬labilir oldu¼gunu verir.

Tan¬m 3.2.9 (George ve Veeramani, 1994) ( ¤) bir fuzzy metrik uzay, 2 ,

0 1 ve 0 olsun. Bu durumda

[ ] = f 2 : ( ) ¸ 1¡ g

kümesine merkezli ve yar¬çapl¬ kapal¬ yuvar denir.

Lemma 3.2.3 (George ve Veeramani, 1994) Her kapal¬ yuvar kapal¬ bir kümedir.

·Ispat. ( ¤) fuzzy metrik uzay, 2 , 0 1 ve 0 olmak üzere

[ ] kapal¬ yuvar¬n¬ ele alal¬m. 2 [ ] olsun. birinci say¬labilir uzay

oldu¼gundan ! olacak biçimde ( ) ½ [ ] vard¬r. Bu durumda her için

( )! 1 dir. Verilen bir 0 için

( + ) ¸ ( ) ¤ ( )

olaca¼g¬ndan

( + ) ¸ lim
!1

( ) ¤ lim
!1

( ) ¸ (1¡ ) ¤ 1 = 1¡

olur. (E¼ger ( ) s¬n¬rl¬ ise ( ), lim
!1

( ) limitinin var olmas¬ için yine

( ) ile gösterece¼gimiz bir alt diziye sahiptir). Özel olarak 2 N için =
1

al¬n¬rsa

( +
1
) ¸ 1¡ olur. Bu yüzden

( ) = lim
!1

( +
1
) ¸ 1¡

yani 2 [ ] olur. Böylece [ ] ½ [ ] dir. Bundan dolay¬ [ ]

kapal¬d¬r.
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Teorem 3.2.12 (Baire Teoremi)(George ve Veeremani, 1994) bir tam fuzzy

metrik uzay ise deki say¬labilir say¬da aç¬k yo¼gun kümelerin arakesiti de yo¼gundur.

·Ispat. bir tam fuzzy metrik uzay ve 0 boş olmayan bir aç¬k alt kümesi olsun.

Kabul edelim ki 1 2 teki aç¬k yo¼gun kümeler olsunlar. 1 yo¼gun oldu¼gun-

dan 0 \ 1 6= ? dir. 1 2 0 \ 1 olsun. 0 \ 1 aç¬k bir küme oldu¼gundan

( 1 1 1) ½ 0 \ 1 olacak şekilde 0 1 1 ve 1 0 vard¬r. [ 1
0
1

0
1] ½

0 \ 1 olacak şekilde 0
1 1 ve 0

1 = minf 1 1g seçelim ve 1 = ( 1
0
1

0
1) olsun.

2 yo¼gun oldu¼gundan 1 \ 2 6= ? dir. 2 2 1 \ 2 olsun. Yine 1 \ 2 aç¬k

bir küme oldu¼gundan ( 2 2 2) ½ 1 \ 2 olacak şekilde 0 2 1 ve 2 0

vard¬r. [ 2
0
2

0
2] ½ 1 \ 2 olacak şekilde 0

2 2 ve 0
2 = minf 2 1 2g seçelim

ve 2 = ( 2
0
2

0
2) olsun. Bu i̧slem böyle devam ettirilerek, bir 2 ¡1 \

alabiliriz. ¡1 \ aç¬k bir küme oldu¼gundan ( ) ½ ¡1 \ olacak

şekilde 0 1 ve 0 vard¬r. [ 0 0 ] ½ ¡1 \ olacak şekilde 0

ve 0 = minf 1 g seçelim ve = ( 0 0 ) olsun. Bu şekilde oluşturulan

( ) dizisi bir Cauchy dizisidir. Gerçekten, herhangi bir 0 ve 0 verildi¼ginde

0 2 N say¬s¬ 1 0 ve 1 0 olacak şekilde seçilirse, her ¸ 0 ve ¸ için

( ) ¸ ( 1 ) ¸ 1¡ (1 ) ¸ 1¡

olur. Bu ( ) dizisinin Cauchy dizisi oldu¼gunu gösterir. Öte yandan tam uzay

oldu¼gundan ! olacak şekilde bir 2 noktas¬ vard¬r. [ 0 0 ] kapal¬

ve her ¸ için 2 [ 0 0 ] dir. Bu nedenle her için 2 [ 0 0 ] ½

¡1\ olacakt¬r. Buradan 0\ (\1=1 ) 6= ? yani \1=1 , de yo¼gundur.

Sonuç 3.2.7 (George ve Veeremani, 1994) Her tam fuzzy metrik uzay¬ bir Baire

uzay¬d¬r.

Uyar¬ 3.2.5 Herhangi bir tam fuzzy metrik uzay hiçbir yerde yo¼gun kümelerden

oluşan bir dizinin birleşimi şeklinde gösterilemeyece¼gi için birinci kategoriden de¼gildir.

Tan¬m 3.2.10 (George ve Veeremani, 1997) boştan farkl¬ bir küme ve ( ¤)
bir fuzzy metrik uzay olsun. den ye tan¬ml¬ olan fonksiyonlar¬n bir ( ) dizisi

ile bir : ! fonksiyonu verilsin. 0 1 olan ve 0 verildi¼ginde ¸ 0
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iken her 2 için ( ( ) ( ) ) 1¡ olacak şekilde bir 0 2 N varsa ( )

dizisi fonksiyonuna düzgün yak¬nsar denir.

Teorem 3.2.13 (Düzgün limit teoremi) (George ve Veeremani, 1997) : ! ,

topolojik uzay¬ndan fuzzy metrik uzay¬na tan¬ml¬ olan sürekli fonksiyonlar¬n

bir dizisi olsun. E¼ger ( ) dizisi : ! fonksiyonuna düzgün yak¬nsak ise de

süreklidir.

·Ispat. de herhangi aç¬k küme ile 0 2 ¡1( ) olan 0 2 noktas¬ verilsin.

0 = ( 0) olsun. aç¬k oldu¼gundan ( 0 ) ½ olacak şekilde 0 (0

1) bulunabilir. 2 (0 1) için (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¤ (1¡ ) (1¡ ) olacak şekilde bir

2 (0 1) vard¬r. ( ), ye bu 0 için ¸ 0 iken ( ( ) ( ) ) 1¡
olacak şekilde bir 0 2 N mevcuttur. Ayr¬ca 2 N için sürekli oldu¼gundan sabit

bir ¸ 0 için ( ) ½ ( ( 0) ) olan 0 ¬n bir komşulu¼gu bulunabilir.

Bu nedenle daki tüm ler için ( ( ) ( 0) 3) 1¡ dir. Buradan

( ( ) ( 0) ) ¸ ( ( ) ( ) 3) ¤ ( ( ) ( 0) 3) ¤ ( ( 0) ( 0) 3)

¸ (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¤ (1¡ )

(1¡ )

olaca¼g¬ndan her 2 için ( ) 2 ( ( 0) ) ½ dir. Bu nedenle ( ) ½ ve

dolay¬s¬yla süreklidir.

Önerme 3.2.4 (Roja vd., 2006) (Urysohn s Lemma) ( ¤) bir fuzzy metrik

uzay, , üzerinde fuzzy metrik taraf¬ndan üretilen topoloji olsun. ve , in

ayr¬k elemanlar¬ ise, üzerinde = 0 ve üzerinde = 1 şartlar¬n¬ sa¼glayan bir

: ! [0 1] fuzzy sürekli fonksiyonu vard¬r.

·Ispat. : ! [0 1] fonksiyonu

( ) =
1¡ ( )

( )¡ ( )

biçiminde tan¬mlans¬n. Herhangi bir 2 için ( ) ¡ ( ) 6= 0 d¬r.

E¼ger 2 ise ( ) = 1 ve buradan ( ) = 0 d¬r. Yine e¼ger 2 ise

( ) = 1 ve buradan ( ) = 1¡ ( ) 1¡ ( ) = 1 olur. Ayr¬ca

( ) fuzzy sürekli oldu¼gundan fuzzy süreklidir.
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Önerme 3.2.5 (Roja vd., 2006) (Gluing Lemma) ( ¤) ve ( ¤) iki fuzzy

metrik uzay olsun. üzerinde metri¼gin üretti¼gi topolojisinin [ 2 = koşu-

lunu sa¼glayan , 2 elamanlar¬n¬ düşünelim. Kabul edelim ki her 2 için

2 ve 2 \ iken ( ) = ( ) şart¬n¬ sa¼glayan bir : ! fuzzy

sürekli (George ve Veeramani, 1995) fonksiyonu var olsun. Bu durumda 2
iken ( ) = ( ) biçiminde tan¬mlanan : ! fonksiyonu iyi tan¬ml¬ ve fuzzy

süreklidir.

·Ispat. 2 olsun. Verilen 2 (0 1), 0 için sürekli oldu¼gundan bir 0 2
(0 1) ve 4 0 bulunabilir ki ( 0) 1¡ 0 iken ( ( ) ( ) 2) 1¡
dir. Ayr¬ca ( 4) 1 ¡ 0 d¬r. 6= için 2 , 2 ve 2 \
alal¬m. Bu durumda

( ( ) ( ) 2) ( ( ) ( ) 4) ¤ ( ( ) ( ) 4)

= ( ( ) ( ) 4) ¤ ( ( ) ( ) 4)

(1¡ ) ¤ (1¡ ) = 1¡

oldu¼gundan fuzzy süreklidir.
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4. SEZG·ISEL FUZZY METR·IK UZAYLAR

4.1 Sezgisel Fuzzy Metrik Uzaylarda Temel kavramlar

Park (2004) sezgisel fuzzy küme krini kullanarak, George ve Veeramani (1994) nin

vermi̧s oldu¼gu fuzzy metrik uzay tan¬m¬n¬n bir genelleştirmesi gibi Sezgisel fuzzy

metrik uzay kavram¬na giri̧s yapm¬̧s ve bu uzay¬n temel özelliklerini incelemi̧stir.

Bu kavram¬ tan¬mlarken sürekli t-norm ve sürekli t-conorm ikili i̧slemlerini kul-

lanm¬̧st¬r. Sürekli t-norm kavram¬ önceki bölümde tan¬t¬lm¬̧st¬. Aşa¼g¬da sürekli

t-conorm tan¬m¬ verilecektir.

Tan¬m 4.1.1 (Schweizer ve Sklar, 1960) ¦ : [0 1]£ [0 1]! [0 1] ikili işlemi e¼ger,

(i) ¦ birleşmeli ve de¼gişmeli,

(ii) ¦ sürekli,

(iii) 8 2 [0 1] için ¦ 0 = ,

(iv) 8 2 [0 1] için · ve · iken ¦ · ¦ ,

şartlar¬ sa¼gl¬yorsa ¦ işlemine sürekli t-conorm denir.

Örnek 4.1.1 8 2 [0 1] için ¦ = minf + 1g ve ¦ = f g şeklinde

tan¬mlanan ikili işlemler sürekli t-conormdur.

Uyar¬ 4.1.1 (Park, 2004) ¤ ve ¦ ikili işlemleri aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glar:

i) Herhangi 1 2 2 (0 1) için 1 2 ise 1 ¤ 3 ¸ 2 ve 1 ¸ 4 ¦ 2 olacak

şekilde 3 4 2 (0 1) vard¬r.

ii) Herhangi 5 2 (0 1) için 6 ¤ 6 ¸ 5 ve 7 ¦ 7 · 5 olacak şekilde

6 7 2 (0 1) vard¬r.

Tan¬m 4.1.2 (Sezgisel (intuitionistic) fuzzy metrik uzay)(Park, 2004) 6= ; her-

hangi bir küme, ¤ sürekli -norm, ¦ sürekli -conorm, £ £ (0 1) üzerindeki

ve fuzzy kümeleri 8 2 ve 8 2 (0 1) için aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glas¬n:

(IFM-1) ( ) + ( ) · 1,

(IFM-2) ( ) 0,

(IFM-3) ( ) = 1 , = ,
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(IFM-4) ( ) = ( ),

(IFM-5) ( ) ¤ ( ) · ( + ),

(IFM-6) ( ) : (0 1) ! [0 1] sürekli,

(IFM-7) ( ) 0,

(IFM-8) ( ) = 0 , = ,

(IFM-9) ( ) = ( ),

(IFM-10) ( ) ¦ ( ) ¸ ( + ),

(IFM-11) ( ) : (0 1) ! [0 1] sürekli.

Bu durumda ( ) ikilisine üzerinde sezgisel fuzzy metrik denir. ( ¤ ¦)
beşlisine sezgisel fuzzy metrik uzay ad¬ verilir. Burada ( ) ve ( ) fonksiy-

onlar¬ s¬ras¬yla ile nin ye göre birbirlerine yak¬n olma ve yak¬n olmama dere-

cesidir.

Not 5 (Park, 2004) Her ( ¤) fuzzy metrik uzay¬ ( 1¡ ¤ ¦) formunda

sezgisel fuzzy metrik uzayd¬r. Burada ¤ ile ¦ birleştirilerek (Lowen, 1996) 8 2
[0 1] için ¦ = 1¡ ((1¡ ) ¤ (1¡ )) olarak tan¬mlan¬r.

Teorem 4.1.1 (Park, 2004) Her 2 için ( ) artmayand¬r

·Ispat. Kabul edelim ki 0 için ( ) ( ), yani kesin artan

olsun. Dolay¬s¬yla, ( ) ¦ ( ¡ ) ¸ ( ) ( ) ve buradan

( ) ( ) olur ki bu bir çeli̧skidir. O halde 0 için ( ) ¸
( ), yani artmayand¬r.

Örnek 4.1.2 (Park, 2004) ( ) bir metrik uzay olsun. Her 2 [0 1] için

¤ = ve ¦ = minf1 + g olarak al¬n¬rsa, , , £ £ (0 1) üzerinde

her 2 R+ için

( ) =
+ ( )

ve ( ) =
( )

+ ( )

olmak üzere ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzayd¬r.

Bu son örnek -norm olarak ¤ = minf g ve -conorm olarak ¦ =

f g al¬nmas¬ durumunda da geçerlidir. Ayr¬ca burada, = = = 1

al¬n¬rsa,
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( ) =
+ ( )

ve ( ) =
( )

+ ( )

elde edilir. Bu sezgisel fuzzy metrik metri¼gi taraf¬ndan oluşturulan standart

sezgisel fuzzy metrik olarak adland¬r¬l¬r.

Örnek 4.1.3 (Park, 2004) = N olsun. Her 2 [0 1] için ¤ = f0 +

¡ 1g ve ¦ = + ¡ olarak al¬n¬rsa ve , £ £ (0 1) üzerinde her

2 ve 0 için;

( ) =

8><
>:

; ·

; ·
( ) =

8><
>:

¡
; ·

¡
; ·

biçiminde tan¬ml¬ fuzzy kümeler olmak üzere ( ¤ ¦) bir sezgisel fuzzy metrik

uzayd¬r.

Uyar¬ 4.1.2 Son örnekte ¤ t-norm ile ¦ t-conorm birleştirilemezdir. Ayr¬ca

üzerinde

( ) =
+ ( )

ve ( ) =
( )

+ ( )

şartlar¬n¬ sa¼glayan bir metri¼gi bulunamaz. Öte yandan yukar¬daki fonksiyonlarla

( ), ¤ = minf g ve ¦ = f g olmak üzere bir sezgisel fuzzy metrik

de¼gildir.

4.2 Sezgisel Fuzzy Metrik Taraf¬ndan Üretilen Topoloji ve Özellikleri

Bu kesimde yine klasik metrik uzaylar teorisinden bilinen ve literatürde sezgisel

fuzzy metrik uzaylar yap¬s¬nda incelenen baz¬ kavram ve sonuçlar sunulacakt¬r.

Tan¬m 4.2.1 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay, 2 (0 1),

0 ve 2 olsun. merkezli ve yar¬çapl¬ aç¬k yuvar

( )( ) = f 2 : ( ) 1¡ ( ) g

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 4.2.2 ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ½ olsun. E¼ger her

2 için 2 ( )( ) ½ olacak şekilde ( )( ) aç¬k yuvar¬ varsa

ya ( ) sezgisel fuzzy metri¼gine göre aç¬kt¬r denir.
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Teorem 4.2.1 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay¬nda her aç¬k

( )( ) yuvar¬ aç¬k kümedir

·Ispat. ( )( ), merkezli ve yar¬çapl¬ aç¬k yuvar olsun. 2 ( )( )

ise ( ) 1 ¡ ve ( ) dir. ( ) 1 ¡ oldu¼gundan

( 0) 1 ¡ ve ( 0) olacak biçimde en az bir 0 2 (0 ) vard¬r.

0 = ( 0) olsun. 0 1¡ oldu¼gundan 0 1¡ 1¡ olacak şekilde en az

bir 2 (0 1) bulunabilir. Şimdi bu 0 ve için 0 1¡ oldu¼gundan 0 ¤ 1 ¸ 1¡
ve (1 ¡ 0) ¦ (1 ¡ 2) · olacak şekilde 1 2 2 (0 1) vard¬r. 3 = f 1 2g
olsun ( )( 1 ¡ 3 ¡ 0) aç¬k yuvar¬n¬ göz önüne alal¬m. ·Iddia ediyoruz ki,

( )( 1¡ 3 ¡ 0) ½ ( )( ) dir. E¼ger, 2 ( )( 1¡ 3 ¡ 0) ise

( ¡ 0) 3 ve ( ¡ 0) 1¡ 3 olur. Böylece,

( ) ¸ ( 0) ¤ ( ¡ 0) ¸ 0 ¤ 3 ¸ 0 ¤ 1 ¸ 1¡ 1¡
( ) · ( 0) ¦ ( ¡ 0) · (1¡ 0) ¦ (1¡ 3) · (1¡ 0) ¦ (1¡ 2) ·

olur. Bu da 2 ( )( ) ve sonuçta ( )( 1¡ 3 ¡ 0) ½ ( )( )

demektir. O halde, ( )( ) yuvar¬ aç¬k kümedir.

Teorem 4.2.2 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu

durumda,

( ) = f ½ : 8 2 için 9 0 ve 2 (0 1) vard¬r ki ( )( ) ½ g
ile tan¬mlanan aile üzerinde bir topolojidir

·Ispat. ( ) ailesinin topoloji olma şartlar¬ olarak bilinen T1, T2, T3 şartlar¬n¬

sa¼glad¬¼g¬n¬ gösterece¼giz.

(T1) ; kümesinin hiçbir eleman¬ olmad¬¼g¬ndan ; un elemanlar¬n¬ merkez kabul eden

aç¬k yuvar boştur. O halde ; 2 ( ). Her 2 ve 0 için ( )( ) ½
oldu¼gundan 2 ( ).

(T2) 1 2 2 ( ) olsun. Gösterelim ki 1 \ 2 2 ( ) dir.

1 2 ( ) ) 8 2 1 ve 8 0 9 1 2 (0 1) vard¬r ki ( )( 1 ) ½ 1

2 2 ( ) ) 8 2 2 ve 8 0 9 2 2 (0 1) vard¬r ki ( )( 2 ) ½ 2

= minf 1 2g alal¬m. Bu durumda 2 (0 1) olup ( )( ) ½ ( )( 1 )\

( )( 2 ) ½ 1 \ 2 dir. Gerçekten, 2 ( )( ) ise ( ) 1¡
ve ( ) olur. Buradan ( ) 1 ¡ 1¡ 1, ( ) 1 ve
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( ) 1 ¡ 1¡ 2, ( ) 2 olaca¼g¬ndan 2 ( )( 1 ) ve

2 ( )( 2 ) yani 2 ( )( 1 ) \ ( )( 2 ) elde edilir. O halde

( )( ) ½ 1 \ 2 olup 1 \ 2 2 ( ) dir.

(T3) Key f g 2 ½ ( ) olsun. [ 2 2 ( ) oldu¼gunu gösterece¼giz.

2 [ 2 ) 9 0 2 için 2 0 ½ [ 2

) 9 0 2 için 2 ( )( 0 ) ½ 0 ½ [ 2

) 9 0 2 için 2 ( )( 0 ) ½ [ 2

Şu halde [ 2 2 ( ) olur

Sonuç 4.2.1 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ( ( ))

topolojik uzay olmak üzere,

(i) f ( )( ) : 2 2 (0 1) 0g ailesi ( ) için bir taband¬r.

(ii) f ( )( 1 1 ) : = 1 2 g ailesi 8 2 noktas¬ için yerel taban

oldu¼gundan ( ( )) uzay¬ birinci say¬labilirdir.

Teorem 4.2.3 (Park, 2004) Her sezgisel fuzzy metrik uzay Hausdor¤ uzayd¬r.

·Ispat. ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay, 6= ve 2 olsun. Dolay¬s¬yla

0 ( ) 1 ve 0 ( ) 1 dir. 1 = ( ), 2 = ( ) ve

= f 1 1 ¡ 2g diyelim. Her bir 0 2 ( 1) için 3 ¤ 3 ¸ 0 ve (1 ¡ 4) ¦
(1¡ 4) · 1¡ 0 olacak şekilde 3 4 2 (0 1) vard¬r. 5 = f 3 4g diyelim ve

( )( 1¡ 5 2) ile ( )( 1¡ 5 2) aç¬k yuvarlar¬n¬ ele alal¬m. Bu yuvar-

lar¬n arakesiti bo̧stur. Gerçekten, 2 ( )( 1¡ 5 2) \ ( )( 1¡ 5 2)

olsayd¬,

1 = ( ) ¸ ( 2) ¤ ( 2) ¸ 5 ¤ 5 ¸ 3 ¤ 3 ¸ 0 1

2 = ( ) · ( 2) ¦ ( 2)

· (1¡ 5) ¦ (1¡ 5)

· (1¡ 4) ¦ (1¡ 4)

· 1¡ 0

2

olurdu ki bu bir çeli̧skidir. O halde ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay¬ Haus-

dor¤ uzayd¬r.

Uyar¬ 4.2.1 (Park, 2004) ( ) metrik uzay ve
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( ) =
+ ( )

ve ( ) =
( )

+ ( )
2 R+

üzerinde sezgisel fuzzy metrik olsun. metri¼gi taraf¬ndan üretilen topolojisi

ile ( ) taraf¬ndan üretilen ( ) topolojisi çak¬ş¬r.

Teorem 4.2.4 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ( ),

üzerine fuzzy metrik taraf¬ndan oluşturulmuş topoloji ve ( ) ½ bir dizi olsun.

Bu durumda, ! , ( ) ! 1 ve ( ) ! 0 d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki ! ve 0 olsun. Buradan her 2 (0 1) için ¸ 0

iken 2 ( )( ) olacak şekilde en az bir 0 do¼gal say¬s¬ vard¬r. Dolay¬s¬yla,

1¡ ( ) ve ( ) ve böylece ( ) ! 1 ve ( ) ! 0

olur.

Tersine, her bir 0 için ( ) ! 1 ve ( )! 0 ise ¸ 0 iken

1¡ ( ) ve ( ) olacak şekilde en az bir 0 do¼gal say¬s¬ vard¬r.

Böylece 8 ¸ 0 için 2 ( )( ) olup ! dir.

Lemma 4.2.1 (Saadati, 2005) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve 2
(0 1) say¬lar¬ + · 1 şart¬n¬ sa¼glas¬nlar. Bu durumda üzerinde, her 2
ve 0 için ( ) ¸ ve ( ) · şartlar¬n¬ sa¼glayan bir ( ) sezgisel

fuzzy metri¼gi vard¬r. Ayr¬ca ( ) ve ( ) metriklerinin ürettikleri üzerindeki

topolojiler ayn¬d¬r.

·Ispat. ( ) = f ( )g ve ( ) = minf ( )g biçiminde

tan¬mlans¬n. ·Iddiam¬z ( ), üzerinde bir sezgisel fuzzy metriktir. Sezgisel fuzzy

metrik olma koşullar¬ndan üçgen eşitsizlikleri d¬̧s¬ndakiler ve nin tan¬mlar¬ndan

aç¬kt¬r. üçgen eşitsizli¼gi için 2 ve 0 olsun. Bu durumda ( +

) ¸ ve ( ) = veya ( ) = oldu¼gunda ( + ) ¸ ( ) ¤
( ) d¬r. E¼ger ( ) = ( ) ve ( ) = ( ) ise

üçgen eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬ndan ve ( + ) ¸ ( + ) oldu¼gundan

( + ) ¸ ( + ) ¸ ( ) ¤ ( ) = ( ) ¤ ( )

yani ( + ) ¸ ( ) ¤ ( ) elde edilir. Ayr¬ca, ( + ) · ve

( ) = veya ( ) = oldu¼gunda ( + ) · ( ) ¦ ( ) d¬r.

E¼ger ( ) = ( ) ve ( ) = ( ) ise üçgen eşitsizli¼gini
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sa¼glad¬¼g¬ndan ve ( + ) · ( + ) oldu¼gundan ( + ) · ( +

) · ( ) ¦ ( ) = ( ) ¦ ( ) yani ( + ) · ( ) ¦
( ) elde edilir. Böylece ( ), üzerinde bir sezgisel fuzzy metriktir. Ayr¬ca

her bir 0 için ( ) ! 1 ve ( ) ! 0 , f ( )g ! 1 ve

f ( )g ! 0 , ( ) ! 1 ve ( ) ! 0 olaca¼g¬ndan ( )

taraf¬ndan üretilen topoloji ile ( ) taraf¬ndan üretilen topoloji ayn¬d¬r.

Ek olarak buradaki ( ) sezgisel fuzzy metri¼gine ( ) ile s¬n¬rl¬d¬r denir.

Tan¬m 4.2.3 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ½
olsun. E¼ger her 2 için ( ) 1 ¡ ve ( ) olacak şekilde

0 ve 2 (0 1) varsa, kümesine - s¬n¬rl¬d¬r (intuitionistic fuzzy bounded)

denir.

Uyar¬ 4.2.2 (Park, 2004) ( ¤ ¦), metri¼gi taraf¬ndan oluşturulan sezgisel

fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda ½ için, -s¬n¬rl¬d¬r , s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 4.2.5 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay¬n her kom-

pakt alt kümesi -s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. ½ kompakt olsun. 0 ve 0 1 olsun. n¬n f ( )( ) :

2 g aç¬k örtüsünü alal¬m. kompakt oldu¼gundan ½ [ =1 ( ) ola-

cak şekilde 1 2 2 vard¬r. 2 olsun. Dolay¬s¬yla baz¬ ler

için 2 ( )( ) ve 2 ( )( ) dir. Buradan, ( ) 1 ¡ ,

( ) ; ( ) 1 ¡ ve ( ) olur. = minf ( ) :

1 · · g ve = f ( ) : 1 · · g olsun. 0 d¬r. Buradan

0 1 1 ve 0 2 1 olmak üzere,

( 3 ) ¸ ( ) ¤ ( ) ¤ ( ) ¸ (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¤ 1¡ 1

( 3 ) · ( ) ¦ ( ) ¦ ( ) · ¦ ¦ 2

olur. = f 1 2g ve 0 = 3 al¬n¬rsa, 8 2 için ( 0) 1 ¡ ve

( 0) elde edilir ki bu n¬n -s¬n¬rl¬ oldu¼gunu gösterir.

Uyar¬ 4.2.2, Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.5 den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2.2 Sezgisel fuzzy metrik uzayda her kompakt alt küme kapal¬ ve s¬n¬rl¬d¬r.
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Tan¬m 4.2.4 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun.

(i) E¼ger her 0 ve 0 için ¸ 0 iken ( ) 1 ¡ ve

( ) olacak şekilde bir 0 2 N varsa ( ) ½ dizisine Cauchy dizisi

denir.

(ii) E¼ger her Cauchy dizisi ( ) topolojisine göre yak¬nsak ise ( ¤ ¦)
sezgisel fuzzy metrik uzay¬na tamd¬r denir.

Teorem 4.2.6 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun.

de her Cauchy dizisi yak¬nsak bir alt diziye sahipse sezgisel fuzzy metrik uzay¬

tamd¬r.

·Ispat. ( ) dizisi de bir Cauchy dizisi ve f g dizisi de noktas¬na yak¬nsayan

( ) dizisinin bir alt dizisi olsun. Gösterece¼giz ki ! dir. 0 ve 2 (0 1)
olsun. (1 ¡ ) ¤ (1 ¡ ) ¸ (1 ¡ ) ve ¦ · olan bir 2 (0 1) seçelim. ( )

dizisi de bir Cauchy dizisi oldu¼gundan 8 ¸ 0 için ( 2) 1¡ ve

( 2) koşulunu sa¼glayacak biçimde bir 0 2 N say¬s¬ vard¬r. !
oldu¼gundan 0 için ( 2) 1 ¡ ve ( 2) olacak şekilde

pozitif tamsay¬s¬ bulunabilir. Böylece, ¸ 0 için,

( ) ¸ ( 2) ¤ ( 2) (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¸ (1¡ ),

( ) · ( 2) ¦ ( 2) ¦ · .

olur. Buradan ! dir ve böylece ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay¬

tamd¬r.

Tan¬m 4.2.5 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve in alt

kümelerinin bir f g 2N ailesi verilsin. E¼ger her 2 (0 1) ve 0 için 2 0

iken ( ) 1 ¡ ve ( ) olacak şekilde bir 0 2 N varsa f g 2N

ailesi sezgisel fuzzy s¬f¬r çapa sahiptir denir.

Uyar¬ 4.2.3 (Park, 2004) Sezgisel fuzzy metrik uzay¬n bir alt kümesinin sezgisel

fuzzy s¬f¬r çapa sahip olmas¬ için gerek ve yeter şart nin tek nokta kümesi ol-

mas¬d¬r.

Teorem 4.2.7 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay¬n¬n tam ol-

mas¬ için gerek ve yeter şart iç içe geçmiş boş olmayan kapal¬ kümelerden oluşan

sezgisel fuzzy s¬f¬r çapa sahip her ( ) 2N dizisi için \ 2N 6= ? olmas¬d¬r.
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·Ispat. ((=). ( ) de bir Cauchy dizisi, = f : ¸ g ve = olsun.

·Iddiam¬z; ( ) sezgisel fuzzy s¬f¬r çapa sahiptir. Verilen bir 2 (0 1) ve 0 için

(1 ¡ ) ¤ (1 ¡ ) ¤ (1 ¡ ) (1 ¡ ) ve ¦ ¦ koşullar¬n¬ sa¼glayan 2 (0 1)
seçelim. ( ) Cauchy dizisi oldu¼gundan her ¸ 0 için (

3
) 1 ¡

ve (
3
) olacak şekilde bir 0 2 N vard¬r. Buradan her 2 0 için

(
3
) 1¡ ve (

3
) dir. 2 0 alal¬m. Bu durumda 0 da öyle

( 0 ) ve ( 0 ) dizileri vard¬r ki 0 ¡! ve 0 ¡! dir. Dolay¬s¬yla yeterince büyük

ler için 0 2 ( )( 3
) ve 0 2 ( )( 3

) olur. Ayr¬ca

( ) ¸ ( 0
3
)¤ ( 0 0

3
)¤ ( 0

3
) (1¡ )¤(1¡ )¤(1¡ ) (1¡ )

ve

( ) · ( 0
3
) ¦ ( 0 0

3
) ¦ ( 0

3
) ¦ ¦

dir. Böylece ( ) sezgisel fuzzy s¬f¬r çapa sahiptir ve hipotezden \ 2N boş küme-

den farkl¬d¬r.

Şimdi 2 \ 2N alal¬m. Gösterelim ki ( ) ! tir. 2 (0 1) ve 0 ise

¸ 1 iken ( ) 1¡ ve ( ) olacak şekilde bir 1 2 N vard¬r.

Buradan her 0, için ( ) ! 1 ve ( ) ! 0 yani ! dir. Bu ise

( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay¬n¬n tam oldu¼gunu verir.

(=)). Kabul edelim ki ( ¤ ¦) tam ve f g 2N iç içe geçmi̧s boş

olmayan kapal¬ kümelerden oluşan sezgisel fuzzy s¬f¬r çapa sahip bir ailesi olsun.

Her 2 N için bir 2 noktas¬n¬ seçelim. ·Iddiam¬z ( ) bir Cauchy dizisidir.

( ) sezgisel fuzzy s¬f¬r çapa sahip oldu¼gundan, 2 0 iken 0 ve 2 (0 1)
için ( ) 1 ¡ ve ( ) olacak şekilde 0 2 N vard¬r. ( ) iç içe

dizi oldu¼gundan her ¸ 0 için ( ) 1 ¡ ve ( ) dir.

Bu nedenle ( ) Cauchy dizisi olup ( ¤ ¦) tam oldu¼gundan bir 2 için

¡! tir. Buradan her 2 N için 2 = yani \ 2N 6= ? tur.

Uyar¬ 4.2.4 2 \ 2N tektir. Aksi taktirde 2 \ 2N ise f g 2N sezgisel

fuzzy s¬f¬r çapa sahip oldu¼gu için her sabit 0 ve her 2 N için ( ) 1¡ 1

ve ( ) 1 dir. Bu ( ) = 1 ve ( ) = 0 yani = demektir.
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Standart sezgisel fuzzy metrik ve kaŗs¬l¬k gelen metrik taraf¬ndan üretilen

topolojiler ayn¬ oldu¼gundan aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2.3 (Park, 2004) ( ) metrik uzay¬n¬n tam olmas¬ için gerek ve yeter

şart iç içe geçmiş boş olmayan kapal¬ kümelerin çap¬ s¬f¬ra giden her ( ) dizisi için

\ 2N 6= ? olmas¬d¬r.

Teorem 4.2.8 (Park, 2004) Her ayr¬labilir sezgisel fuzzy metrik uzay ikinci say¬la-

bilirdir.

·Ispat. ( ¤ ¦) ayr¬labilir sezgisel fuzzy metrik uzay ve = f : 2
Ng in say¬labilir yo¼gun alt kümesi olsun. = f ( )(

1 1
) : 2 Ng

ailesini düşünelim. Bu durumda say¬labilirdir. ·Iddia ediyoruz ki, in tüm aç¬k

kümelerinin ailesi için bir taband¬r. , de herhangi bir aç¬k küme ve 2
olsun. Bu durumda 0 ve 2 (0 1) vard¬r öyleki ( )( ) ½ dur.

2 (0 1) için bir 2 (0 1) i öyle seçebiliriz ki (1¡ )¤(1¡ ) 1¡ ve ¦ olur.

Şimdi
1

minf 2g olacak şekilde bir 2 N alal¬m. , de yo¼gun oldu¼gundan

2 ( )(
1 1

) olacak biçimde 2 vard¬r. E¼ger 2 ( )(
1 1

) ise

( ) ¸ ( 2) ¤ ( 2)

¸ ( 1 ) ¤ ( 1 )

¸ (1¡ 1
) ¤ (1¡ 1

)

¸ (1¡ ) ¤ (1¡ )

1¡
ve

( ) · ( 2) ¦ ( 2)

· ( 1 ) ¦ ( 1 )

· 1 ¦ 1

· ¦

d¬r. Dolay¬s¬yla 2 ( )( ) ½ ve bir taband¬r.

Uyar¬ 4.2.5 (Park,2004) ·Ikinci say¬labilirlik kal¬tsal özellik ve ayr¬labilirli¼gi gerek-

tirdi¼ginden bir ayr¬labilir sezgisel fuzzy metrik uzay¬n her alt uzay¬ ayr¬labilirdir.
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Önerme 4.2.1 (Park, 2004)( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. E¼ger

0 ve 2 (0 1) say¬lar¬ için (1 ¡ ) ¤ (1 ¡ ) ¸ 1 ¡ ve ¦ · şartlar¬

sa¼glan¬rsa, ( )( 2
) ½ ( )( ) dir.

·Ispat. 2 ( )( 2
) olsun. ( )( 2

) \ ( )( 2
) 6= 0 oldu¼gundan

bir 2 ( )( 2
) \ ( )( 2

) vard¬r. Bu durumda

( ) ¸ (
2
) ¤ (

2
) (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¸ 1¡

ve

( ) · (
2
) ¦ (

2
) ¦ ·

olaca¼g¬ndan 2 ( )( ) yani ( )( 2
) ½ ( )( ) olur.

Teorem 4.2.9 (Park, 2004) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay¬n bir alt

kümesinin hiçbir yerde yo¼gun olmas¬ için gerek ve yeter şart teki boş olmayan her

aç¬k kümenin, kapan¬ş¬ ile kesişmeyen bir aç¬k yuvar kapsamas¬d¬r.

·Ispat. µ aç¬k olsun. Bu durumda boş olmayan bir aç¬k kümesi vard¬r ki

½ ve \ = ? dir. 2 ise ( )( ) ½ olacak şekilde 2 (0 1) ve

0 vard¬r. (1¡ )¤ (1¡ ) ¸ 1¡ ve ¦ · olacak şekilde bir 2 (0 1) seçelim.

Önerme 4.2.1 den ( )( 2
) ½ ( )( ) dir. Böylece ( )( 2

) ½
ve ( )( 2

) \ = ? olur.

Tersine, e¼ger hiç bir yerde yo¼gun bir küme de¼gilse ( )± = ? tur. Dolay¬s¬yla

bo̧s olmayan her aç¬k kümesi için ½ d¬r. ( )( ), da kapsanan bir

aç¬k yuvar oldu¼gundan ( )( ) \ 6=? olur ki bu çeli̧skidir.

Teorem 4.2.10 (Baire Teoremi)(Park, 2004) f : 2 Ng bir tam ( ¤ ¦)
sezgisel fuzzy metrik uzay¬n¬n aç¬k ve yo¼gun alt kümelerinin bir dizisi ise \ 2N

kümesi de yo¼gundur.

·Ispat. , in boş olmayan bir aç¬k alt kümesi olsun. 1 de yo¼gun oldu¼gundan

\ 1 6= ? tur. 2 \ 1 olsun. \ 1 aç¬k oldu¼gundan ( )( 1 1 1) ½ \ 1

olacak şekilde 1 2 (0 1) ve 1 0 vard¬r. Şimdi ( )( 1
0
1

0
1) ½ \ 1

olacak şekilde 0
1 1 ve 0

1 = minf 1 1g seçelim. 2 de yo¼gun oldu¼gundan
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( )( 1
0
1

0
1)\ 2 6= ? tur. 2 2 ( )( 1

0
1

0
1)\ 2 olsun. ( )( 1

0
1

0
1)\

2 aç¬k oldu¼gundan ( )( 2
0
2

0
2) ½ ( )( 1

0
1

0
1) \ 2 olacak şekilde 2 2

(0 1
2
) ve 2 0 vard¬r. Bu i̧slem devam ettirilirse

( )(
0 0 ) ½ ( )( ¡1

0
¡1

0
¡1) \

ve 0 0 1 koşullar¬n¬ sa¼glayan ( ) ve ( 0 ) dizileri bulunabilir. ·Iddiam¬z ( )

bir cauchy dizisidir. Gerçekten bir 0 ve 0 verildi¼ginde 1 0 ve 1 0

olacak şekilde bir 0 2 N seçilebilir. Bu durumda her ¸ 0 ve ¸ için

( ) ¸ (
1
) ¸ 1¡1 1¡ ve ( ) · (

1
) · 1

olaca¼g¬ndan ( ) bir Cauchy dizisidir. tam oldu¼gundan bir 2 için ¡!
tir. ¸ için 2 ( )(

0 0 ) olaca¼g¬ndan 2 ( )( 0 0 ) olur. Bu

yüzden her 2 N için 2 ( )( 0 0 ) ½ ( )( ¡1
0
¡1

0
¡1) \ dir.

Buradan \ (\ 2N ) 6= ? olur. Dolay¬s¬yla \ 2N te yo¼gundur.

Not 6 (Park, 2004) Herhangi bir sezgisel fuzzy metrik uzay hiçbir yerde yo¼gun

kümelerden oluşan bir dizinin birleşimi şeklinde yaz¬lamayaca¼g¬ndan birinci kategori-

den de¼gildir. Bu nedenle her tam sezgisel fuzzy metrik uzay ikinci kategoridendir.

Uyar¬ 4.2.6 (Park, 2004) Her metrik bir sezgisel fuzzy metrik üretti¼ginden ve sezgisel

fuzzy metrik, fuzzy metri¼gin bir genelleştirilmesi oldu¼gundan tam metrik uzaylar için

Baire teoremi (Nagata, 1974) ve tam fuzzy metrik uzaylar için Baire teoremi (George

ve Veeramani, 1994) yukar¬daki teoremin özel durumlar¬d¬r.

Tan¬m 4.2.6 (Park,2004) herhangi boştan farkl¬ bir küme ve ( ¤ ¦) sezgisel
fuzzy metrik uzay olsun. den ye tan¬ml¬ olan fonksiyonlar¬n bir ( ) dizisi ile

bir fonksiyonu verilsin. Bir 2 (0 1) ve 0 verildi¼ginde her 2 için ¸ 0

iken ( ( ) ( ) ) 1 ¡ ve ( ( ) ( ) ) olacak şekilde en az bir

0 2 N varsa ( ) dizisi fonksiyonuna düzgün yak¬nsakt¬r denir.

Teorem 4.2.11 (Düzgün limit teoremi)(Park,2004) : ! bir topolojik

uzay¬ndan bir ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay¬na sürekli fonksiyonlar¬n bir

dizisi olsun. ( ), : ! fonksiyonuna düzgün yak¬nsak ise süreklidir.
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·Ispat. , nin bir aç¬k alt kümesi ve 0 2 ¡1( ) olsun. ( ) ½ olacak biçimde

0 ¬n bir komşulu¼gunu bulmak istiyoruz. aç¬k oldu¼gundan ( )( ( 0) ) ½
olacak biçimde 0 ve 2 (0 1) vard¬r. 2 (0 1) için bir 2 (0 1) i öyle

seçebiliriz ki (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡ ve ¦ ¦ olur. ( ) dizisi e

düzgün yak¬nsak oldu¼gundan verilen 0, 2 (0 1) ve her 2 için ¸ 0 iken

( ( ) ( )
3
) 1¡ ve ( ( ) ( )

3
) olacak biçimde bir 0 2 N vard¬r.

Ayr¬ca her için sürekli oldu¼gundan ( ) ½ ( )( ( 0)
3
) olacak biçimde

0 ¬n bir komşulu¼gu vard¬r. Böylece her 2 için ( ( ) ( 0)
3
) 1¡

ve ( ( ) ( 0)
3
) dir. Şimdi

( ( ) ( 0) ) ¸ ( ( ) ( )
3
) ¤ ( ( ) ( 0)

3
) ¤ ( ( 0) ( 0)

3
)

¸ (1¡ ) ¤ (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡

ve

( ( ) ( 0) ) · ( ( ) ( )
3
) ¦ ( ( ) ( 0)

3
) ¦ ( ( 0) ( 0)

3
)

· ¦ ¦

olur. Böylece her 2 için ( ) 2 ( )( ( 0) ) ½ d¬r. Dolay¬s¬yla

( ) ½ ve süreklidir.

Tan¬m 4.2.7 (Saadati, 2005) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ½
olsun. Her 0 1 ve 0 için ½ [ 2 ( )( ) olacak biçimde n¬n

sonlu bir alt kümesi varsa ya prekompaktt¬r denir.

Lemma 4.2.2 (Saadati, 2005) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ½
olsun. prekompaktt¬r ancak ve ancak her 0 1 ve 0 için

½ [ 2 ( )( ) (1)

olacak biçimde in sonlu bir alt kümesi vard¬r.

·Ispat. ½ prekompakt ise her 0 1 ve 0 için

½ [ 2 ( )( )

olacak biçimde in sonlu bir alt kümesinin varl¬¼g¬ aç¬kt¬r.
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Tersine, kabul edelim ki bir 0 1 ve bir 0 için (1) şart¬ sa¼glans¬n. ¤
ve ¦ i̧slemlerinin süreklili¼ginden, (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡ ve ¦ olacak biçimde

bir 2 (0 1) vard¬r. ve 2 için (1) koşulunu uygularsak,

½ [ 2 0 ( )( 2)

olacak şekilde in sonlu bir 0 = f 1 g alt kümesi vard¬r. Kabul edelim ki

( )( 2) \ 6= ? olsun. Aksi halde noktas¬n¬ 0 den atar¬z ve ½
[ 2 0¡f g ( )( 2) yazabiliriz. Her = 1 için 2 ( )( 2) \

seçelim ve = f 1 g olsun. Bu durumda daki her için ( 2)

1¡ ve ( 2) olacak şekilde bir 2 f1 g vard¬r. Buradan

( ) ( 2) ¤ ( 2) (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡

ve

( ) ( 2) ¦ ( 2) ¦

olur. Bu ½ [ 2 ( )( ) demektir.

Lemma 4.2.3 (Saadati, 2005) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ½
olsun. bir prekompakt küme ise da prekompakt bir kümedir.

·Ispat. 2 (0 1) ve 0 olsun. Bu durumda ¤ ve ¦ n¬n süreklili¼ginden (1 ¡
) ¤ (1 ¡ ) 1 ¡ ve ¦ olacak biçimde 2 (0 1) vard¬r. Ayr¬ca ½

[ 2 0 ( )(
2
) olacak biçimde in bir 0 = f 1 g sonlu alt kümesi

vard¬r. Bu durumda daki her için (
2
) 1¡ ve (

2
) olacak

şekilde bir 2 vard¬r ve 1 · · olacak şekilde bir vard¬r ki (
2
) 1¡

ve (
2
) tir. Buradan

( ) ( 2) ¤ ( 2) (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡

ve

( ) ( 2) ¦ ( 2) (1¡ ) ¦ (1¡ )

olur. Bu nedenle ½ [ 2 ( )( ) yani prekompakt bir kümedir.

52



Teorem 4.2.12 (Saadati, 2005) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay ve ½
olsun. n¬n prekompakt olmas¬ için gerekli ve yeter şart her dizinin bir Cauchy

alt diziye sahip olmas¬d¬r.

·Ispat. bir prekompakt bir küme ve ( ) da bir dizi olsun. Bu durumda her

2 N için ½ [ 2 ( )(
1 1

) koşulunu sa¼glayan in bir sonlu alt kümesi

vard¬r. O halde = 1 ve her 2 N için bir 1 2 1 ve ( ) nin bir ( 1 ) alt dizisi

vard¬r ki 1 2 ( )( 1 1 1) dir. Benzer şekilde = 2 ve her 2 N için bir

2 2 2 ve ( 1 ) nin bir ( 2 ) alt dizisi vard¬r ki 2 2 ( )( 2
1

2

1

2
) dir. Bu

i̧slem devam ettirilirse her 2 N için bir 2 ve ( ¡1 ) nin ( ) alt dizisi vard¬r

ki 2 ( )(
1 1

) dir. ( ) nin ( ) alt dizisini ele alal¬m. Her 2 (0 1)

ve 0 için ¤ ve ¦ n¬n süreklili¼ginden (1¡ 1

0
) ¤ (1¡ 1

0
) 1¡ ,

1

0
¦ 1

0
ve

2

0

olacak şekilde bir 0 2 N vard¬r. Buradan her ¸ 0 için

( ) ¸ (
2

0

)

¸ ( 0

1

0
) ¤ ( 0

1

0
)

(1¡ 1

0

) ¤ (1¡ 1

0

)

1¡
ve

( ) · (
2

0
)

· ( 0

1

0

) ¦ ( 0

1

0

)

1

0
¦ 1

0

olur. Dolay¬s¬yla ( ) dizisi ( ¤ ¦) de bir Cauchy dizisidir.

Tersine, kabul edelim ki bir prekompakt küme olmas¬n. Bu durumda in

her sonlu alt kümesi için bir 2 (0 1) ve bir 0 vard¬r ki , [ 2 ( )( )

nin bir alt kümesi de¼gildir. 1 2 y¬ sabitleyelim. , [ 2f 1g ( )( ) nin alt

kümesi olmad¬¼g¬ndan, ( 1 2 ) · 1¡ ve ( 1 2 ) ¸ olacak biçimde 2 2
vard¬r. , [ 2f 1 2g ( )( ) nin de bir alt kümesi olmad¬¼g¬ndan ( 1 3 ) ·
1 ¡ , ( 1 3 ) ¸ , ( 2 3 ) · 1 ¡ ve ( 2 3 ) ¸ olacak biçimde

3 2 vard¬r. Bu i̧slemi devam ettirirsek her 6= için ( ) · 1 ¡ ve

( ) ¸ olacak biçimde da farkl¬ noktalar¬n bir ( ) dizisini oluştururuz.
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Bu yüzden ( ) Cauchy alt dizisine sahip de¼gildir.

Lemma 4.2.4 (Saadati, 2005) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bir

2 noktas¬ bir Cauchy dizisinin y¬¼g¬lma noktas¬ ise dizi noktas¬na yak¬nsar.

·Ispat. ( ) dizisi ( ¤ ¦) da bir 2 y¬¼g¬lma noktas¬na sahip bir Cauchy

dizisi olsun. Bu durumda ( ) dizisinin ( ) topolojisine göre noktas¬na yak¬n-

sak olan bir ( ) alt dizisi vard¬r. Böylece verilen 0 1 ve 0 için ¸
iken, 2 (0 1), (1 ¡ ) ¤ (1 ¡ ) 1 ¡ ve ¦ şartlar¬n¬ sa¼glamak üzere

(
2
) 1¡ ve (

2
) olacak şekilde bir 2 N vard¬r.

Di¼ger taraftan ¸ 1 iken (
2
) 1 ¡ ve (

2
)

olacak biçimde bir 1 ¸ vard¬r. Buradan ¸ 1 için

( ) ¸ ( 2) ¤ ( 2) (1¡ ) ¤ (1¡ ) 1¡

ve

( ) · ( 2) ¦ ( 2) ¦

olur. Sonuç olarak ( ) Cauchy dizisi e yak¬nsar.

Lemma 4.2.5 (Saadati, 2005) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu

durumda ( ( )) metriklenebilir bir topolojik uzayd¬r.

Her metriklenebilir dizisel kompakt uzay kompakt oldu¼gundan, aşa¼g¬daki

sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2.4 (Saadati, 2005) ( ¤ ¦) sezgisel fuzzy metrik uzay¬n¬n bir

alt kümesinin kompakt olmas¬ için gerek ve yeter şart n¬n prekompakt ve tam

olmas¬d¬r.
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