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OZET
FUZZY METRIK VE SEZGISEL FUZZY METRIK UZAYLAR UZERINE

Onder KORKMAZ
Yuksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal-
Dan-sman: Do¢. Dr. Idris ZORLUTUNA
2012, 56 sayfa

Fuzzy metrik ve sezgisel fuzzy metrik uzaylar icin bir altyap- olusturmay- amaclayan
ve literatirden derlenen bu tez dért bélumden olugsmaktad-r. Tezin ilk bélimd,
konunun tarihsel gelisimini, literatirdeki 6nemini ve haz-rlanan ¢al-sman-n k-sa bir
taslag-n- iceren girig bolumudur.

Ikinci b6limde, klasik metrik uzaylarda temel kavramlar ve 6zellikler sunulmusg-
tur. Ayr-ca tezin Uglinct ve dérdindi bélimlerinde fuzzy metrik ve sezgisel fuzzy
metrik uzaylara genellestirilmis olan baz- topolojik kavramlar listelenmigtir.

Uciincii boliimin birinci k-sm-nda fuzzy metrik uzaylara ait tan-m ve érneklere
yer verilmigtir. Ikinci k.sm-nda ise klasik metrik uzaylar teorisinden bilinen ve fuzzy
metrik uzaylar yap-s-na genellestirilen baz- topolojik kavram ve sonuclar sunulmus-
tur.

Dordinci boliman birinci k-sm- sezgisel fuzzy metrik uzaylar ile ilgili tan-mlara
ve orneklere ayr-Im~st-r. Ikinci k-sm-nda ise yine klasik metrik uzaylar teorisin-
den bilinen ve literatirde sezgisel fuzzy metrik uzaylar yap-s-na genellestirilen baz-

topolojik kavram ve sonuclar sunulmustur.

Anahtar kelimeler: Metrik uzay, Fuzzy metrik uzay, Sezgisel fuzzy metrik uzay



ABSTRACT
ON FUZZY METRIC AND INTUITIONISTIC FUZZY METRIC SPACES

Onder KORKMAZ
Master of Science Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Idris ZORLUTUNA
2012, 56 pages

This thesis, consists of four chapters, is aiming to provide the background in the
subjects of fuzzy metric and intuitionistic fuzzy metric spaces and is compiled from
the literature. The first chapter of the thesis is introduction chapter and it includes
the historical development and the significance of the subject in literature and also
a brief overwiew of the study.

In the second chapter, the basic concepts and properties of classic metric spaces
are presented. In addition, some topological concepts which are generalized to fuzzy
metric spaces and intuitionistic fuzzy metric spaces given in the third and fourth
chapters of the thesis, are listed.

In the first part of the third chapter, definitions and examples of fuzzy metric
spaces are presented. In the second part, some topological concepts and results
which are known from the classical metric spaces and are generalized to the setting
of fuzzy metric spaces, are presented.

The first part of the fourth chapter is devoted to definitions and examples related
to intuitionistic fuzzy metric spaces. In the second part, some topological concepts
and results which are also known from the classical metric spaces and are generalized

to the setting of intuitionistic fuzzy metric spaces, are presented.

Key words: Metric space, Fuzzy metric space, Intuitionistic fuzzy metric space.
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1. GIRIS

Dunyadaki baz- olaylar~ ag-klamak icin kesin tan-mlamalarda bulunabilmek imkan-
s.zd-r. Dolay-swyla gundelik yasamda pek ¢ok yarg-ya belirsizlikler alt-nda var-l-r.
Orneggin gunlilk hayattaki konusmalar-m-z aras-nda, -k su, orta yagl- insan, mavi
kalem ve uzun zaman gibi belirsizlik igeren, anlam- kigiden kigiye ve duruma gore
degisen bir cok kavram kullan-l-r. Klasik mant-kla bu gibi kavramlar-n matematik-
sel olarak modellenmesi mumkin degildir. Cunkid matematik denilince akla gelen
kesinliktir ve kesinlik yaklas-m-yla belirsizlik gercekg¢i bir sekilde modellenemez.

Klasik mant-#- gelistirmeyi dustinen arast-rmac-lar, Auguste Comte nin 18.
ylUzy-lda ortaya att “tc¢ hal” kanununa gore “bilimde belirsizlikler bulunamaz”
gorusunun de etkisinde kalarak, belirsizlik bilgilerinden yine belirsiz de olsa, sonuglar
¢-karmay- dusunmemiglerdir. Cunku o zaman icin belirsizlikler genellikle teolojik ya
da metafizik konularda ortaya ¢-kmaktayd- ve temel ve uygulamal- bilimlerde belirsi-
zligin varl-g- akla bile gelmiyordu. Buna karg-l-k 6zellikle yer bilimlerinde gbzlenen ve
kac-n-lmayan belirsizlik olaylar-n-n incelenerek elde edilen verilerin iglenerek anlami-
sonuglar ¢-kar-lmas- icin yine klasik ve sembolik mant-k esaslar-na gore kurulmug
ihtimaller teorisi, istatistik ve stokastik yontemler kullan-lm-gt-r.

1930 larda Max Planck taraf-ndan belirsizligi ag-klay-c- ilk kavramlar geligtir-
ilmig olsa da 1965 de Azeri kokenli sistem bilimci Zadeh (1965) taraf-ndan yay-m-
lanan makale ile belirsizlik kavram- modern anlamda a¢-kl-ga kavugsmusgtur. Insan-n
kesin olmayan bilgiyi anlama ve analiz etme yeteneginden yola ¢-kan Zadeh, kesinlik
icermeyen problemleri ¢cozmek ve insan dugtincesinin anahtar elemanlar-n-n say-lar
degil dilsel ifadeler oldugu fikrini dayanak alarak fuzzy kiime teorisini gelistirmistir
(Mao, 1999). Klasik kiimelerde yer alan evet/hay-r, iyi/kotu, dogru/yanl-g ifadeleri
fuzzy kiimelerde yerini k-smen dogru ve k-smen yanl-g gibi ifadelere b-rak-r (Kleyle
vd., 1997). Eger insan-n karar verme surecindeki bu belirsizlikler dikkate al-nmazsa
sonuglar yan-lt-c- olabilir (Tsaur vd., 2002). Dolay-s-yla fuzzy kime teorisi, in-
san alg- ve 0znel yarg-lar-yla ilgili olan dilsel belirsizligi modellerken nitel parame-
trelerin yorumlanmas-n- ve dilsel belirsizligin fuzzy say-larla matematiksel olarak

ifade edilebilmesini saglar (Knight, 2001).
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Fuzzy kiime kavram- topoloji ve analizde énemli bir role sahiptir. Bu kavram-n
tan-mlanmas-ndan sonra bir ¢ok arast-rmac- fuzzy kimeler ve uygulamalar- Uz-
erinde cal-sm-glar ve klasik teorilerin fuzzy benzerlerini bulmak igin blyik ¢aba
harcam-glard-r. Bu anlamda Chang 1968 y-l-nda, fuzzy topolojik uzay fikrini or-
taya atm-g ve Chang -n bu ¢al-smas-ndan sonra klasik topolojide 6nemli rol oynayan
bircok topolojik kavram fuzzy topoloji igin gal-g-lm-gtar.

Fuzzy topolojide en 6nemli problemlerden biri ise uygun bir fuzzy metrik uzay
kavram-n- bulmakt-r. Bu problem cesitli aragt-rmac-lar (Kramosil ve Michalek, 1975;
Abu Osman, 1983; Kaleva ve Seikkala, 1984) taraf-ndan farkl- sekillerde ¢ozulmeye
cal-siim-st-r. Ozel olarak, 1975 y-l-nda Kramosil ve Michalek, klasik metrik uzay-n
bir diger genellestirilmesi olan ve Menger (1942) taraf-ndan tan-mlan-p Schweizer ve
Sklar (1960) taraf-.ndan gelistirilen olas-l-ksal metrik uzay kavram-n- fuzzy duruma
genellestirerek fuzzy metrik uzay- tan-mlad-lar. Daha sonra George ve Veeramani
(1994) bu fuzzy metrik uzay tan-m-n- modifiye ederek, fuzzy metrik uzaylarda Haus-
dora luk, s-nrl-l-k, kompaktl-k, yak-nsama ve taml-k gibi analiz ve topolojinin 6nemli

kavramlar-n- ¢al-st-lar. Ayr-ca fuzzy metrik uzaylar icin Baire teoremini ispatlad-lar.

Ote yandan 1986 y-l-nda Atanassov bostan farkl- bir kiimenin her eleman-n-n
tyelik olma derecesi ve tyelik olmama derecesi toplam-n-n 1 den kiguk ve esit olma
sart-n- koyarak fuzzy kiime kavram-n-n bir genellestirmesi gibi “Sezgisel fuzzy kiime”
kavram-n- vermigtir. Bu yeni tan-m -g-§-nda, 1997 y-l-nda Coker “Sezgisel fuzzy
topolojik uzay” kavram-n- ortaya koymus daha sonra bu alanda ¢ok say-da c¢al-sma
yapalm-gtar.

Son olarak Park (2004) surekli t-norm ve surekli t-conorm kavramlar- yard-m-y-
la, sezgisel fuzzy kiime fikrine ve fuzzy metrik uzay kavram-na dayanan fuzzy metrik
uzay-n sezgisel fuzzy metrik uzay kavram-n- tan-mlad-.. Park, bu cal-smas-nda
sezgisel fuzzy metrik uzay tzerinde bir Hausdora topoloji tan-mlayarak, her metrigin
bir sezgisel fuzzy metrik Urettigini gosterdi. Ayr-ca sezgisel fuzzy metrik uzaylar icin
Baire teoremini kan-tlayarak, fuzzy metrik uzaylarda taml-k, ayr-labilirlik, ikinci

say-labilirlik ve sureklilik kavramlar- tUzerinde durmustur.

Bu tez ile klasik metrik uzaylardan fuzzy metrik ve sezgisel fuzzy metrik

uzaylara genellegtirilen temel kavramlar-n derlenerek sunulmas- amaglanm-st-r. Bu
2



amagla tezin birinci bélumtnde metrik uzaylar baglam-nda gerekli tan-m ve teo-
remler verilmigtir. Tezin ikinci bolimu klasik metrik uzaylardan fuzzy metrik uza-
ylara genellestirilen kavram ve sonuclara ayr-Im-st-r. Uclincli ve son bélimde ise
yine klasik metrik uzaylar-n kavram ve sonuglar-ndan sezgisel fuzzy metrik uzaylara

genellestirilenler tzerinde durulmugtur.



2. METRIK UZAYLAR

2.1 Metrik Uzaylarda Temel Kavramlar

Tan-m 2.1.1 X bog olmayan herhangi bir kiime olmak Uzere,
d: XEX TR

fonksiyonu, her z,y,2 2 X igin

(M) d(z,y) .. 0,

(M) d(z,y) =0 , 2=y,

(Ms) d(z, y) = d(y, z),

(My) d(z,y) - d(x,z)+d(z,y) (Uggen esitsizligi),
kosullar-n- gercekliyor ise d fonksiyonuna X kumesi Uzerinde bir metriktir denir.
Uzerinde bir d metrigi tan-ml- olan X kiimesine de metrik uzay denir ve (X, d) veya
X4 simgesi ile gosterilir. X kiimesinin dgelerine (X, d) metrik uzay-n-n noktalar-
denir. Metrik tan-m-ndaki M, kosulunun gergeklenmemesi durumunda M, kosulu
yerine her = 2 X i¢in d(x,x) = 0 kosulu al-n-rsa, M;, M,, M3, ve M, kosullar-n-

gercekleyen d fonksiyonuna yar--metrik, uzaya da yar--metrik uzay denir.

Ornek 2.1.1 R reel say-lar kimesi olsun. 8z,y 2 Ricind : RER 1 R,
d(z,y) = jxr i yj seklinde tan-mlanan d fonksiyonu R {zerinde bir metriktir. Bu
metrige al-s-Im-g (veya mutlak déger) metrik, (R, d) ikilisine de al-g-lm-g metrik uzay

denir

Ornek 2.1.2 Bos olmayan bir X kiimesi verilsin. d: X £ X ¥ R fonksiyonu, her

x,y 2 X noktalar- icin, s
=0

d(z,y) = _
-1 26y

seklinde tan-mlans-n. Bu d fonksiyonu X kumesi Uzerinde bir metriktir. Bu metrige,

=Y

ayr-k (diskret, noktasal, trivial) metrik denir.
Ornek 2.1.3 X = R" (izerinde

d1 :R"ER" ¥ R,dq(z,y) = max jri § v
4



biciminde tan-mlanan dq fonksiyonu bir metriktir.

Cozum. (My) jx1 § 1) o O vejzy § yi) . O oldugundan

maxfjry § ya),jr2 i 209 o O

ve dolay-s-yla d4 (z,y) . 0 olur.
(M)
da(z,y) =0 , mazfjzy i yij,jz2 i 32J9 =0
> Jr1 iy = 0,jz2 i 32j =0
> T1=Y1,T2 = Y2

> =Y
Bu ise kosulun saglad-g-n-~ gosterir.

(M3) da(z,y) = maxfjry § ya),jz2 i v209 = maxfjys i x4, jy2 i 22J9 = d1.(y, )
(My)
d1(z,y) = mazfjry i vaj,Jz2 i v2)0

=maxfjry i 21+ 2z i v 2 1 2+ 22 10 4209

maxfjzy § 21+ 21 0 v, )v2 i 220 F 22 i v200

mazfjry § z1) +jz1 i yg + maxfizz § 2) +jz i v2)9

dl(l', Z) + dl(zvy)

elde edilir.

Ornek 2.1.4 X=Rved: X£X ¥ R, d(z,y) = (z i y)> olmak uzere (X, d) bir
metrik uzay degildir.

Tan-m 2.1.2 (X,d) metrik uzay- ve herhangi bir ¢ 2 X noktas- verilsin. ¢ > 0
olmak tzere,
B(a,e) = fx 2 Xjd(a,x) < €9
kiimesine a merkezli, £ yar-¢capl- ag-k yuvar (ag-k disk) ,
Bla,e] = fz 2 Xjd(a,z) - g
kiimesine a merkezli, ¢ yar-¢apl- kapal- yuvar (kapal- disk) ve
S(a,e) = fr 2 Xjd(a,z) = g

kiimesine a merkezli, £ yar-capl- kire (yuvar yizeyi) denir.
5



Onerme 2.1.1 (X,d) bir metrik uzay, = 2 X ve r1,r, > 0 olsun. Bu durumda z
merkezli ve r1, r, yar-¢capl- a¢g-k yuvarlar- igin B(xz,r1) 1 B(x, ) veya B(x,7r2) 1
B(x,ry) dir.

Tan-m 2.1.3 (X,d) herhangi bir metrik uzay, (x,) bu uzayda herhangi bir dizi ve
a 2 X herhangi bir nokta olsun.

(a) Eger verilen her ¢ > 0 say-sna karsil-k, n _ ngo Ozelligindeki her bir n

ddgal say-s- icin d(z,,a) < ¢ olacak bicimde bir no 2 N bulunabiliyorsa (x,) dizisi
(X, d) metrik uzay-nda a noktas-na yak-ns-yor (ya da (z,) dizisinin limiti a d-r)
denir.

Bger (x,,) dizisi bir a noktas-na yak-ns-yor ise a noktas-na (x,,) dizisinin limit
noktas- ve (x,) dizisine yak-nsak dizi, aksi halde -raksak dizi denir.

(b) Eger verilen her ¢ > 0 say-s~ve her n 2 N igcin m _ n ve d(z,,,a) < ¢

ES

olacak bicimde bir /m 2 N bulunabiliyorsa a noktas-na (z,,) dizisinin yig-lma noktas-

denir.
Teorem 2.1.1 Bir metrik uzayda yak-nsak her dizinin tek bir limit noktas- vard-r.

Teorem 2.1.2 (X, d) bir metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve A, bu dizinin
terimlerinin kiimesi olsun. Eger =, A kiimesinin bir y4g-lma noktas- ise (z,,) dizisinin

x noktas-na yak-nsayan bir alt dizisi vard-r.

Ornek 2.1.5 R als1lm-g uzay-nda (z,,) = (j1)"+ — dizisini dikkate al-rsak j1vel
n

noktalar- bu dizinin terimlerinin y4g-lma noktalar-d-r. Ustelik bu noktalar s-ras-yla,

N 1 1 .
(z,,) dizisinin (j1+ 5 ) ve (1+ 2—) alt dizilerinin limit noktalar-d-r.
n

nil
Ornek 2.1.6 R? al-gilm-g uzay-nda (z,,) = (i —, (i1)") dizisinin terimlerinin kiimesi
n
dikkate al-n-rsa, (0,1) ve (0, j 1) noktalar- bu kiimenin birer y4g-lma noktas-d-r. Bu

1 1 L
noktalar ayn- zamanda ( j o 1) ve (i Py i 1) alt dizilerinin limit noktalar-d-r.
n n q

Tan-m 2.1.4 (X,d) metrik uzay, (z,) bu uzayda bir dizi ve z 2 X olsun. 8¢ > 0

iIcin 9ng(e) 2 N 3 8n,m _ ng iken d(x,,x,,) < € oluyorsa, (z,) dizisine Cauchy

=

dizisi denir. Bger (X, d) metrik uzay-nda al-nan her Cauchy dizisi yine bu uzayda

bir noktaya yak-nsar ise, (X, d) metrik uzay-na tamd-r denir.
6



Not 1 X bos olmayan bir kime ve fF,gL, X in alt kiimelerinin bir dizisi olsun.

angnlzl dizisinin i¢ ice olmas- demek her n i¢in F,4+1 0 F;, olmas~ demektir.

Teorem 2.1.3 (X, d) metrik uzay-n-n tam olmas- i¢in gerek ve yeter sart ¢cap- s-f-ra
giden bog olmayan i¢ ice kapal- yuvarlar-n her dizisinin arakesitinin bogtan farkl-

olmas-d-r.

Teorem 2.1.4 (X, d) bir metrik uzay, (x,) bu uzayda bir Cauchy dizisi ve z 2 X

noktas- (x,,) dizisinin bir yig-lma noktas- ise (z,,) ¥ x tir.

Tan-m 2.1.5 X bog olmayan bir kime ve d, X Uzerinde bir metrik olsun.
(a) Bos olmayan bir A ¥ X alt kiimesi icin herhangi bir p 2 X noktas-n-n

A kumesine olan uzaklig- d(p, A) simgesiyle gosterilir ve
d(p, A) = inffd(p, a)ja 2 Ag

olarak tan-mlan-r.
(b) Bog olmayan A, B ¥ X kumelerinin birbirine uzaklig- d(A, B) ile gos-
terilir ve
d(A, B) = inffd(a,b)ja 2 A,b 2 Bg

olarak tan-mlan-r.
(c) Bos olmayan bir S ¥ X kimesinin ¢ap- d(S) ya da cap(S) simgesiyle
gosterilir ve
d(S) = supfd(a,a)ja,a’ 2 Sg

olarak tan-mlan-r.

Uyar- 2.1.1 (a) d(p, A),d(A, B) ve d(A) negatif olmayan say-lard-r.

(b) Tan-ma dikkat edilirse, bog kimenin herhangi bir noktaya ve herhangi
bir kiimeye olan uzaklHg- ile bog kimenin ¢ap- tan-ml- dégildir. Ancak d(p,?) = 1,
d(A,?)=d(?,A) = 1 ve d(?) = j 1 olarak kabul edilir.

(c) AY¥% X vep2 Aise d(p,A) = 0 dr, gergekten de, éger p 2 A ise
d(p,p) = 0 olacag-ndan d(p, A) n-n tan-m- gerégi d(p, A) = 0 olur. d(p,A) = 0
olmas- halinde p 2 A olmak zorunda degildir.

(d) Bger A kimesi tek dgeli bir kiime ise d(A) = 0 olacdg~ ac-kt-r. Ustelik
her bir A% X icin d(A) - d(X) dir.



Ornek 2.1.7 (R, d) alslm-s metrik uzay-nda, n bir ddgal say- olmak lizere A =
11 1 L

f1, 213 ... kiimesini dikkate al-rsak, d(0, A) =0 d-r ancak 0 2 A d-r.

Diger yandan (X, d,) ayr-k metrik uzay ise d,(p, A) = 0 olmas- halinde p 2 A olmak

zorundad-r, cunkt sadece p 2 A oldugunda d,(p, A) =1 olur.

Uyar- 2.1.2 BEger ANB& ? ise d(A,B) =0d-r. Cinki ANB& ?vex2 A\B
ise 0 2 fd(a,b)ja 2 A,b 2 Bg ve dolay-s-yla d(A, B) = 0 olur. Ancak d(A,B) =0
olmas- halinde A\ B & ? olmak zorunda degildir. Ornegin, R al-gJlm-g metrik
uzay-nda A = [0,1) ve B = (1, 2] alt kiimelerini dikkate al-rsak d(A, B) = 0 olmas-na
réggmen A\ B = ? dir.

Tan-m 2.1.6 (X,d) metrik uzay ve S %2 X olsun. Eger her = 2 S igin
d(z,a) - M
olacak bicimde bir M 2 R ve bir a 2 X var ise S ye s-n-rl- kimedir denir.

Uyar- 2.1.3 (a) Eger A % X kimesi sn-rl- ise A kiimesinin her bir alt kiimesinin
de s-n-rl- olacdg- ag-kt-r.

(b) Bger A Y2 X kiumesi sn-rl- ise d(A) < A, yani ¢ap- negatif olmayan bir
gercel say-d-r. Eger A kiimesi s-n-rl- dégil ise d(A) =+ d-r.

Tan-m 2.1.7 X bir kiime ve d, X Uzerinde metrik olsun. Eger bir p > 0 say-s- her
x,y 2 X i¢in d(z,y) - p olacak sekilde mevcut ise, bu d metrigine s-n-rl- metrik

denir.

Tan-m 2.1.8 (X,d) ve (Y, p) metrik uzaylar-ve f : X; ¥ Y, fonksiyonu verilsin.
Bger f(X) kimesi Y de s-n-rl- bir alt kimesi ise f fonksiyonuna s-n-rl- fonksiyon

denir.

Tan-m 2.1.9 (X,d) bir metrik uzay ve A %2 X olsun. BEger her x 2 A noktas-
icin B(z,¢) ¥ A olacak bicimde en az bir ¢ = ¢(x) > 0 say-s~ bulunabiliyorsa A alt

kiimesine bu metrik uzayda ag-k kiime denir.

Tan-m 2.1.10 Bger bir F' % X alt kimesinin X j F' tumleyeni ag¢-k ise, bu F' alt

kiimesine kapal- kiime ad- verilir.



Teorem 2.1.5 Bir (X, d) metrik uzay-nda a¢-k kimeler ailesi asdg-daki tzelliklere
sahiptir.

(a) ? ve X acg-ktr.

(b) 1ki a¢-k kiimenin arakesitide ag-kt-r.

(c) Ac-k kuimelerin herhangi bir ailesinin birlesimide ag-kt-r.

Tan-m 2.1.11 (X, d) bir metrik uzay, x 2 X ve U %2 X olsun. Bger B(x,¢) %2 U
olacak bicimde en az bir ¢ = ¢(x) > 0 say-s~ bulunabiliyorsa U alt kiimesine x

noktas-n-n bir komsulugu denir.

Teorem 2.1.6 (X, d) bir metrik uzay ve ? & G % X olsun. Bu durumda G ag¢-kt-r

- G her noktas-n-n bir komgulugudur.

Tan-m 2.1.12 (X, d) bir metrik uzay, x 2 X ve A% X olsun.
(a) Eger her £ > 0 i¢in B(z,¢) ile A n.n arakesiti bos dégilse, bu = noktas-na

A kumesinin bir kapan-sg noktas- denir. Bu durumda

A:=Fz 2 X :z, A nn bir kapan-g noktas-d-rg

kiimesine A n-n kapan-g- ad- verilir.
(b) Eger uygun bir £ > 0 i¢in B(x,¢) ¥2 A ise, bu x noktas-na A kimesinin
bir i¢ noktas- denir. Bu durumda
A:=Fz 2 X :z, A nmnbir i¢c noktas-d-rg
kiimesine A n-n ici ad- verilir.
(c) Bger her ¢ > 0 i¢in B(z,¢) j fzg ile A nn arakesiti bog déegilse, bu =

noktas-na A kiimesinin bir y4g-lma noktas- denir. Bu durumda
&:=Fr 2 X : 2, Anmn bir y¥g-ima noktas-d-rg

kiimesine A n-n tirev (y4g-lma noktalar-) kiimesi ad- verilir.
(d) Eger her ¢ > 0 icin B(x,¢) ile hem A n-n hemde X j A n-n arakesiti

bos degilse, bu x noktas-na A kiimesinin bir s-n-r noktas- denir. Bu durumda

0A:=fx 2 X : x, A nn bir s.n-r noktas-d-rg
9



kiimesine A n-n s-n-r- ad- verilir.
(e) Eger uygun bir ¢ > 0 icin B(z,e) \ A = fzg ise, bu x noktas-na A
kiimesinin bir ayr-k (izole) noktas-; ve éger uygun bir ¢ > 0 icin B(z,e) \ A = ?

ise, bu = noktas-na A kiimesinin bir d- noktas- denir.

Tan-m 2.1.13 A kapal-~ bir kiime ve hi¢ ayr-k noktas- yok ise A kiimesine mukem-

mel (perfect) kiime denir.

Teorem 2.1.7 (Bolzano-Weierstrass) Gergel say-lar-n sonsuz dgeli ve sn-rl- her

alt kimesinin en az bir tane yig-lma noktas- vard-r.

Tan-m 2.1.14 Bger A = X ise A kimesine X uzay-nda ydgun bir kimedir denir.

(A) = ? ise A kiimesine X uzay-nda hic bir yerde ydgun kiime ad- verilir.

Tan-m 2.1.15 (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay, f: X ¥ Y bir fonksiyon ve a 2 X
olsun. Eger verilen her ¢ > 0 say-s- i¢in d(z,a) < ¢ oldugunda p(f(z), f(a)) < €
olacak bicimde bir 4 > 0 say-s~ bulunabilirse f fonksiyonuna a noktas-nda sureklidir
denir. Eger f fonksiyonu X in her bir noktas-nda surekli ise f fonksiyonuna X

Uzerinde sureklidir ya da k-saca sureklidir denir.

Ornek 2.1.8 X = R? ve Y = R kiumeleri tizerinde al-s-lm-s metrikleri distnelim.

Bu durumda f : R? ¥ R, f(z,y) = x + y fonksiyonu sureklidir.

Teorem 2.1.8 (X, d) ve (Y,p) iki metrik uzay olmak Uzere agdg-daki Onermeler
denktir:

(@) f:(X,d) ¥ (Y,p) sureklidir,

(b) X de bir (x,) dizisi ve bir x noktas- igin,

Iipd(xn,x) =0 ise Iignp(f(:cn),f(x)) = 0 olur.

Ornek 2.1.9 d o6klid metrigi, p ayr-k metrigi gostermek tzere f : (R,d) ¥ (R, p),
f(x) = x fonksiyonunu dugtinelim. Bu durumda f surekli degildir. Clnku (%) dizisi
icin limd(x,,0) = 0 ancak limp(f(z,), f(0)) = 1 dir.

Tan-m 2.1.16 (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar- ve f : X ¥ Y fonksiyonu ver-

ilsin. Eger her ¢ > 0 say-s- ve her z;,z, 2 X ic¢in d(z1,x2) < ¢ oldugunda
10



p(f(z1), f(x2)) < e olacak bicimde bir 4 > 0 say-s~ bulunabilirse, f fonksiyonuna X

Uzerinde dizgun sureklidir denir.

Uyar- 2.1.4 Tan-ma dikkat edilirse, fonksiyonun dizgun suarekliligi bir kiime Gz-

erinde tan-mlanmaktad-r.

Uyar- 2.1.5 Eger f : X ¥ Y fonksiyonu duzgun surekli bir fonksiyon ise f nin
surekli oldugu tan-mdan ag-kt-r. Ancak bir fonksiyonun strekli olmas- onun duzgin
stirekli olmas-n- gerektirmez. Ornegin X = fl,%,%,...g ve Y = N ddgal say-lar
kiimesi Uzerinde al-gilm-g metriklerin oldugunu varsayal-m. f: X ¥ Y, f(x) = 1
biciminde tan-mlanan f fonksiyonu sureklidir. Cunkld X ve Y Uzerinde R Uzerindelfi
al-silm-g metrik ile elde edilen alt uzay metrigi bulundugundan X ve Y nin her alt

kiimesi ag-kt-r. Ancak f fonksiyonu duzgin strekli dégildir.

Ornek 2.1.10 R uzerinde al-gim-g metrik olmak tzere, f : R ¥ R, f(z) = 2z

fonksiyonu duizgun sureklidir. Gergekten de her x1, 2, 2 R igin

d(f(x), f(x2)) = )f(x1) § f(x2)] =221 § 202) = 21 § 22)

oldugundan & - £ olarak almak yeterlidir. Ancak f: R ¥ R, f(z) = 2? fonksiyonu

duzguin surekli degildir.

Tan-m 2.1.17 ff,g, (X,d) metrik uzay-ndan (Y, p) metrik uzay-na tan-ml- olan
fonksiyonlar-n bir dizisi olsun. Here > 0ve her z 2 X iginn _ ng iken p(f, ), fz)) <
¢ kosulunu sdglayan bir ng 2 N varsa ff,g dizisi f : X ¥ Y fonksiyonuna dizgin

yak-nsar denir.

Teorem 2.1.9 (Duzgun Limit Teoremi) f, : X ¥ Y, X topolojik uzay-ndan Y
metrik uzay-na surekli fonksiyonlar-n bir dizisi olsun. Eger ff,g dizisi f e duzgun

yak-nsak ise f sureklidir.
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2.2 Metrik ve Topolojik Uzaylar

Tan-m 2.2.1 X bos olmayan bir kime ve 7, X kiimesinin baz- alt kiimelerinin bir
ailesi olsun. Eger 7 ailesi

(T) ?2,X 2T,

(To) A, Ay, A, 2T oldugunda \I2; A; 2T,

(T3) I herhangi bir kiime olmak Uzere her o 2 I igin A, 27 oldugunda
[.2rAL 2T
sartlar-n~ sdgl-yor ise 7 ailesine X kimesi Uzerinde bir topoloji (topolojik yap-),
(X,7) ikilisine topolojik uzay, 7 nun her bir eleman-na 7 topolojisine gore ag-k

kiime denir.

Tan-m 2.2.2 (X,T) bir topolojik uzay ve K % X olsun. Bger XnK 2T ise K

kiimesine 7 topolojisine gore kapal- kiime denir.

Tan-m 2.2.3 (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

Ta=TFTGY% X :8x 2 G igin 9¢, > 0 dyleki By(x,e,) %2 Gg
ailesi X Uzerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X Uzerinde d metrigi ile Uretilen
metrik topoloji denir.

Su halde her metrik uzay, metrik topoloji ile bir topolojik uzayd-r. Aksi belir-
tilmedigi takdirde bir metrik uzay topolojik uzay olarak metrik topoloji ile g6z 6niine

al-n-r.

Tan-m 2.2.4 (X,T) bir topolojik uzay olsun. Bger X Uzerinde 7, =T kosulunu
sdglayan bir d metrigi varsa, bu 7 topolojisine metrik topoloji ve (X,7) topolojik

uzay-na da metriklenebilir topolojik uzay denir.

Tan-m 2.2.5 X bir kiime ve d, ile d,, X Uzerinde iki metrik olsunlar. Eger d,
ile dy, X Uzerinde ayn- topolojiyi Uretirlerse, yani 7, =T, sdglan-yorsa, bu iki

metrige denk metrikler denir.
Onerme 2.2.1 X (zerinde her d metrigi s-n-rl- bir metrige denktir.

Ispat. Verilen d metrigi ile tan-mlanan
12



d]_(l', y) = minf1> d(l’, y)g
ve

d =
fonksiyonlar-n-n X Uzerindeki d metrigine denk iki s-n-rl- metrik olduklar- kolayca

goralebilir. m

Tan-m 2.2.6 (X,7T) bir topolojik uzay, x 2 X ve U % X olsun. Bger z 2 G %
U olacak sekilde bir G 2T varsa, bu U alt kiimesine bu uzayda x noktas-n-n bir
komsulugu denir.

x 2 X noktas-n-n 7 topolojisine gore bitin komsuluklar-ndan olusan aile
U.(x), veya topoloji belirtmenin gerekli olmadig- durumlarda k-saca U(x) ile gbster-

ilir ve buna z in komsuluk ailesi yada komsuluklar sistemi denir.
Tan-m 2.2.7 (X,T) bir topolojik uzay, x 2 X ve E(x) % U.(x) olsun. Eger E(x),
8U 2 U.(x) igin 9V 2 E(x) 6yleki V %2 U

sart-n- sdglyorsa bu E(z) ailesine bu topolojik uzayda x noktas-n-n bir komguluk

taban- denir.

Tan-m 2.2.8 Bir topolojik uzay-n her noktas-nda say-labilir bir komguluklar taban-

varsa, bu topolojik uzaya birinci say-labilir uzay denir.

Ornek 2.2.1 (X, d) bir metrik uzay ise (X, 7 ;) bir birinci say-labilir uzayd-r. Gergek-
ten her x 2 X igin
1
E(z) = fB(x, ﬁ) n=12 .9

say-labilir ailesinin z noktas-nda bir komsuluk taban- oldugu kolayca gosterilebilir.

Tan-m 2.2.9 (X,T) bir topolojik uzay ve 3 2T olsun. Eger her a¢-k kiime, 3 nin
baz- elemanlar-n-n birlesimi seklinde yaz-labiliyorsa, diger bir ifade ile
8G 2ricin 98" 3 dyleki G% [ B
B2j3"
seklinde ifade edilebiliyorsa bu / ailesine 7 topolojisi i¢in bir taban (veya baz) ad-

verilir.
13



Ornek 2.2.2 3="fB(xz,¢):x 2 X, € > 0g ailesi (X, d) metrik uzay-nda 7, metrik

topolojisi igin bir taband-r.

Tan-m 2.2.10 Bir topolojik uzay-n (yani topolojisinin) say-labilir bir taban- varsa,

bu topolojik uzaya ikinci say-labilir uzay denir.

Tan-m 2.2.11 (X,7T) bir topolojik uzay, A %> X ve 9 = fG; : i 2 Ig X in alt

kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger
1 )
A /2i! Gi

ise ¢ ailesine A n-n bir 6rtasd denir.
Eger ) deki her bir G; kimesi ag-k ise ¥ ye ag-k ortl ad- verilir. ¢ ailesi
A n-n bir ortusu olmak Uzere éger ¥ nin birlesimleri A y- drten sonlu tane eleman-
varsa, yani
A%G, L. LG,

olacak sekilde G,,, ...,G;, 2 ¥ varsa
190 = fGi17 v Glng
ailesine ¢} nin sonlu bir alt 6rtisi denir.

Tan-m 2.2.12 (X,T) bir topolojik uzay A % X olsun. Eger A kiimesinin her a¢-k
ortistnin sonlu bir alt ortiisii varsa A ya kompakt kiime denir. Ozel olarak X in

her ag-k 6rtistndn sonlu bir alt drtusu varsa (X,7) uzay-na kompakt uzay denir.

Tan-m 2.2.13 Bir topolojik uzaydaki her dizinin yak-nsak bir alt dizisi varsa, bu

uzaya dizisel kompakt uzay denir.

Tan-m 2.2.14 (X,T) bir topolojik uzay A %2 X olsun. Eger A kimesi bu uzayda
say-labilir say-da hi¢ bir yerde ydgun A,, (n = 1,2, ...) kimelerinin birlesimi olarak,
yani

A= LG

seklinde yaz-labiliyorsa, A ya bu uzayda birinci kategoriden dir denir. X in birinci
kategoriden olmayan diger butiin alt kiimelerine bu uzayda ikinci kategoriden ad-

verilir. Birinci kategoriden kiimelere "zay-f kiimeler de denir.
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Tan-m 2.2.15 (X,7T) bir topolojik uzay olsun. X de ici bog olan kapal- kiimelerin
herhangi bir say-labilir ailesinin birlesiminin de i¢i bos ise bu uzaya Baire uzay-

denir.

Not 2 Baire uzay olman-n iki denk kogulu asag-daki gibidir:
(1) Say-labilir say-da yagun kiimelerin arakesitleri de ydgundur.
(2) Say-labilir say-da hi¢ bir yerde ydgun kapal- kiimelerin herhangi birlegim-

lerinin igi bostur.

Teorem 2.2.1 Her Baire uzay- kendisinin ic¢inde ikinci kategoridendir.

Teorem 2.2.2 Her tam metrik uzay Baire uzayd-r.

15



3. FUZZY METRIK UZAYLAR

3.1 Fuzzy Metrik Uzaylarda Temel Kavramlar

Bu kesimde fuzzy metrik uzay tan-m verilerek, fuzzy metrik uzay ornekleri tzerinde

durulacakt-r. Ayr-ca metrik ve fuzzy metrik iligkileri anlat-l-cakt-r.

Tan-m 3.1.1 (Schweizer and Sklar, 1960) @ : [0,1] £[0,1] ¥ [0, 1] bir ikili iglem
olsun. Eger bu = islemi 8a, b, c,d 2 [0, 1] igin;

1) avb=1bua,

(2) (amb)rc=an(bac),

(3) @ iglemi strekli,

4) avl=a,

(5)a -cveb -dikenawb - cud,

sartlar-n- sagl-yor ise @ iglemine surekli t-norm denir

Ornek 3.1.1 (George ve Veeramani, 1994) Her a,b 2 [0,1] i¢in a@ b = ab ve

a ® b= minfa, bg bicimde tan-ml- @ ikili iglemleri birer strekli t-normdurlar.

Cozum. arb = ab seklinde tan-mlanan ikili iglemin surekli t-norm oldugunu gostere-
lim. 8a,b,c,d 2 [0, 1] igin;

(1) amb=ab=ba =bua oldugundan aab =baa dr.

(2) (avd)oc = (ab)ac = (ab)c = a(bc) = a v (bc) = a v (bac) oldugundan
(amb)ac=aqaw(bec)dir.

) (a,), (b,) [0,1] Gzerinde iki dizi ve a, ¥ a,b, ¥ bolsun. a, ¥ avebd, ¥ b
oldugundan a,,b,, ¥ ab ve dolay-s-yla a, @b, ¥ a b olur. o dizisel strekli oldugun-
dan sureklidir.

(4) avl=al=aqdr.

(B)a - cveb - diseab - cd, buradan aab - cod olur.

Sonug olarak = strekli t-normdur.

Benzer sekilde a & b = minfa, bg ikili iglemide surekli t-normdur.

Tan-m 3.1.2 (George ve Veeramani, 1994) X bogtan farkl- bir kiime, @ strekli t-

norm ve M, X £ X £ (0, 1) Uzerinde agdg-daki sartlar~ sdglayan bir fuzzy kiime
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olsun. 8z,y,2 2 X ve 8s,t > 0 igin;

(FM1) M(z,y,t) > 0,

(FM2) M(z,y,t) =1 , =z =1y,

(FM3) M(z,y,t) = M(y,z,1),

(FM4) M (z,y,t)a M(y,z,s) - M(x,z,t+s),

(FM5) M(z,y,.):(0,1) ¥ [0,1] streklidir.
Bu durumda (X, M, @) Uc¢lustine fuzzy metrik uzay denir. Burada M (z, y, t) ifadesine
x ile y nin ¢ ye gore birbirine yak-n olma derecesi denir. (FM1) sart-, klasik metrik
d, 1 deégeri alamacdg-ndan M nin 0 dégerini alamayacdg-n- belirtir. (FM2) sart-,
her x 2 X vet > 0icin M(z,z,t) =1 ve her x & y ve her t > 0 igin M(z,y,t) <1
demektir. Son olarak (FM5) sart-nda, sabit = ve y icin ¢t ¥ M(x,y,t) surekli bir

fonksiyon olarak kabul edilmigtir.

Uyar- 3.1.1 (George ve Veeramani, 1994) (a) (X, M,n) fuzzy metrik uzay-nda
8r,y2 X, t>0ve 0<r<licin; M(z,y,t) >1 jroldugunda M(x,y,t0) >1jr
olacak bicimde 0 < o < ¢ kogulunu sédglayan bir ¢, bulunabilir.

(b) Her bir ry,7rp,73,74,75 2 (0,1) i¢in; 7, > 7, iken ry 813 > r, olacak

bicimde bir r3 ve herhangi bir r4 icin r5 ars > r, olacak bigimde bir r5 bulunabilir

Lemma 3.1.1 (Grabiec, 1988) 8x,y 2 X icin M(z,y,.) : (0,1) ¥ [0,1] azal-

mayand-r.

Ispat. M(z,y,.) : (0,A) ¥ [0,1] icin 0 < ¢t < s alallm. Kabul edelim ki

M(z,y,t) > M(z,y,s) yani kesin azalan olsun. Bu durumda

M(z,y,t) 2 M(y,y,s i t) - M(z,y,s) < M(z,y,1)

olup fuzzy metrik uzay tan-m-ndan M (y,y, s i t) = 1 olduguna gore

M(x,y,t)ol= M(z,y,t) < M(z,y,t)

bulunur. Bu ise bir celigkidir. O halde 8z,y 2 X ve t < s igin M(z,y,t) -

M(x,y,s) olup M(x,y,.) azalmayand-r.
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Ornek 3.1.2 (George ve Veeramani, 1994) X =R ve a o b = ab olsun. 8z,y 2 X

ve t > 0igin

MGy, 0) = G

biciminde tan-mlan-r ise (X, M, ©) bir fuzzy metrik uzayd-r.

Cozum. (FM1) 8x,y 2 X vet > 0icin M(x,y,t) > 0 oldugu ag-kt-r.
(FM2)

1
M(£7y7t)_1 O ejfiyj/t =1
Q drivi/t =1
O jziy/t=0
O jziy=0
O ==y
1 1
(FM3) M($7y7t) - 6jmiyj/t - ejyifj/t - M(y,x,t)
(FM4) M(z,y,t)a M(y,z,s) - M(z,zt+s) oldugunu gostermek icin ;
. . LJ‘15+5ﬂ. . p'15+5ﬂ.
I I B : Jriyt S Ju izl

esitsizligini ele alal-m. Buradan,

leiz iy iz ) elridA/Fs) | clrivi/t+iyizi/s = cvivi/teiyiz/s
t+s t 1 1

cirivi/teivizi/s ~ cvizi/(t+s)

D

elde edilir. Bu ise M(x,y,t) o M(y, z,s) - M(x,z,t + s) demektir.
(FM5) M (x,y,.):(0,1) ¥ [0,1] strekli midir? 8ty > 0 icin;

1 1 1
lim M D) =lim———- = = —
tWtg @.y,.) t W to elT Y/t lim elzivi/t elziyi/to
t ¥t

= M(CE’, Y, tO)

O halde M (z,y,.):(0,1) ¥ [0,1] sureklidir.
Boylece (X, M, =) bir fuzzy metrik uzayd-r.

Uyar- 3.1.2 (George ve Veeramani, 1994) Son Ornekte R yerine herhangi bir X
metrik uzay-n- ve jx j yj yerine d(x,y) alabiliriz. Ayr-ca t-norm olarakta a @ b =
minfa, bg surekli t-normunu dugtnebiliriz.
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Ornek 3.1.3 (George ve Veeramani, 1994) (X, d) bir metrik uzay ve a2b = a.b
olsun. 8%k, m,n 2 R* igin

kt"

Md(x7 Y, t) - ktnr + md(iU> y)

seklinde tan-mlan-rsa (X, M, &) bir fuzzy metrik uzayd-r.

Uyar- 3.1.3 (George ve Veeramani, 1994) Ustteki érnek, ¢-norm olarak a @b =
minfa, bg al-nmas- durumunda da gecerlidir. Bu 6rnek her metrigin bir fuzzy metrik
olusturacdg-n- da gostermektedir. Ayr-ca k = m = n = 1 al-nmas- durumunda

t

M, =
d($7y7t) t+d(l’, y)
elde edilir. Bu M, fuzzy kimesi ile de (X, My, =) bir fuzzy metrik uzayd-r. Bu

metrige d metrigi taraf-ndan olusturulan standart fuzzy metrik denir.

Simdi de, (X, d) metrik uzay, a,b 2 [0, 1] ve a®b = ab olmak Uzere ¢t > 0 igin;

t
M, ) = ———
d(£7y7 ) t+d(l’, y)
seklinde tan-mlan-rsa (X, M, @) G¢lustnin fuzzy metrik uzay oldugunu gorelim.
(FM1) t 2 (0, 1) ve metrik tan-m-ndan d(x,y) _ 0 olup, My(z,y,t) > 0 d-r.

(FM2) 82,y 2 X vet > 0igin,

t .
My(z,y,t) =1 O T d) 1 O dz,y)=0 O z=y dir.
(FM3) Metrik tan-m-ndan d(z,y) = d(y,z) olup
t t

M, t) = = = M, t) di
d(£>y> ) t+d(l’,y) t+d(y,l’) d(y,l', ) dir.
(FM4) 8x,y,z 2 X wve s,t > 0 i¢in My(x,y,t) @ My(y,z,s8) - My(x,z,t + 5s)

esitsizliginin sagland-g- gorelim. Metrik tan-ma gore d(x,z) - d(z,y) + d(y, z) ve
t+s

t+s
> 1,—— > 1 oldugundan ;
S

t
A7) - () + (g > A0 A A0
A7) sd(r,y) + td(y, )
2 l+s st

314 d@2) s y) + . 2)
t+s st

5 t+s+d(y,z)  st+sd(z,y)+id(y, 2)

t+s st
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ve d(z,y)d(y, z) . 0 oldugundan,

t+s+d(r,z)  st+sd(z,y)+id(y,z) = st+sdz,y)+tdy, z) + d(z, y)d(y, z)

t+s st st
5 st ) t+s
st + sd(x,y) + td(y, 2) + d(z,y)d(y,z) t+s+d(z,2)
t S t+s
> ( )( ) -

t+d(z,y) s +d(y,z)" t+s+d(z,2)
bulunur ki bu My(x,y,t) & My(y, z,s) - My(x, z,t + s) esitsizligini verir.

(FM5) 82,y 2 X ve to > 0 icin ;
limt¢

t t¥¢ to

lim M (x,y,1) = lim = My(z, y, to)
=10

ot +d(,y)  mi+d(,y)  fo+d(z,y)
oldugundan My(z,y,.): (0, 1) ¥ [0,1] streklidir.
Boylece M,, X Uzerinde bir fuzzy metrik ve (X, My, @) bir fuzzy metrik uza-

yd-r.

Ornek 3.1.4 (George ve Veeramani, 1994) X = N ve a@b = ab olsun. Her ¢t >0

icin; s
Mz, y, 1) = _

SEESHSIRS

Yy -
seklinde tan-mlan-r ise (X, M, =) bir fuzzy metrik uzayd-r.

Cozum. (FM1) 8¢t > 0ve z,y 2 N icin M (z,y,t) > 0 oldugu acg-kt-r.
(FM2) 8z,y 2N vet > 0icin M(z,y,t) =1 z =y oldugunu gorelim.

@x-y)AﬂL%0=§=l,x=y
i)y - s> May=2=1, 2=y
(FM3) 8z,y 2N vet > 0 icin

8 - 8 y

_Eg,iﬁ'y_zgiy'iﬂ_
M(l’,y,t)—} y . _> g - —M(y,l’,t)

- = Yy -x - Y ) Yy
T

dir.
(FM4) 8z,y,2 2N ve s,t >0 icin M(z,y,t)a M(y,z,s) - M(z,z,t+ s) oldugunu

gorelim. Kabul edelim ki x - y olsun.
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Dz -y - zise M(x,y,t)zf,M(y,z,s):y ve M(x,z,t+s):§ olup
z z

| 8

M(I,y,t)QM(y,Z,S):fy: :M(l',Z,t"‘S) dir.
yz

i)z -z - yise M(z,y,t) =

SHEN

,]\4(@/,2,5):E ve ]\4(:L°,z,s+t):g olup
Y z

Tz

M(x>y>t)°M(y>z>5):§y :M(l',Z,t"‘S) dir.

(i) z - = - yise M(x,y,t) = ,]\4(3/,2,5):E ve ]\4(:L°,z,s+t):E olup
Yy x

Tz

M(l’,y,t)QM(y,Z,S)zgy :M(l',Z,t"‘S) dir.

Sle I8 iy

Benzer sekilde y - z icin de M(x,y,t) e M(y, z,s) - M(x,z,t+ s) oldugu gorullr.

(FM5) 8tp > 0iigin tlirpM(:v, y,t) = M(z,y,to) oldugu a¢-kt-r. Bu nedenle M (x,y,.) :
LR

(0,1) ¥ [0, 1] sureklidir. Boylece (X, M, =) bir fuzzy metrik uzayd-r.

Not 3 Yukar-daki 6rnekte oldugu gibi M, ¢ ye bdgl- dégilse M ye stationary fuzzy
metrik ad-~ verilir (Gregori ve Romaguera, 2004). Baska bir deyisle, her z,y 2 X

icin M (x,y,t) sabit fonksiyon ise M ye stationary fuzzy metrik denir.

Uyar- 3.1.4 (George ve Veeramani, 1994) Son Ornekte verilen
8

<
M(z,y,t) = _

T -y

SEESESHES

Yy - x

icin M(z,y,t) = olacak bigcimde X Uzerinde higbir d metrigi yoktur.

t
t+d(z,y)
Ayr-ca a®©b=minfa,bg t-normu al-nrsa M(z,y,t) fuzzy metrik dégildir.

3.2 Fuzzy Metrik Taraf-ndan Uretilen Topoloji ve Ozellikleri

Bu kesimde, klasik metrik uzaylar teorisinden bilinen ve gesitli aragt-rmac-lar taraf-n-

dan fuzzy metrik uzaylar yap-s-nda incelenen baz- kavram ve sonuglar sunulacaktr.

Tan-m 3.2.1 (George ve Veeramani, 1994) (X, M, o) bir fuzzy metrik uzay, = 2 X,

0<r<1vet>0olsun. Bu durumda
B(x,r,t)=fy2 X : M(z,y,t) >1irg

kiimesine x merkezli ve r yar-¢apl- a¢-k yuvar denir.
21



Onerme 3.2.1 22 X, t>0ve0<7r <1,0 <7 <1olmak tizere B(x,r,1)
ve B(x,1r,,t) ayn~ merkezli ag-k yuvarlar olsunlar. Bu durumda ya B(z,r1,t) %
B(x,7,t) yada B(x,7,t) ¥2 B(x,r1,t) dir.

Ispat. Efer r; = r, ise dnerme dogrudur. Kabul edelim ki r; & r, olsun. Genelligi
bozmadan 0 < r; < 7, < 1 segebiliriz. Bu durumda 1 §j r, < 1 j 71 dir. Simdi
a 2 B(x,rit) olsun. Buradan M (a,z,t) > 1jry > 1jr, olacagndan a 2 B(x,r,,t)
olur. Bu 0 < r; < 7, < 1 secildiginde B(x,r1,t) ¥2 B(x,r,,t) oldugunu gosterir.
Benzer gekilde 0 < r, < r; < 1 secildiginde B(x,r,,t) ¥2 B(x,r1,t) oldugu

kolayca gosterilebilir. =

Tan-m 3.2.2 (X, M, r) fuzzy metrik uzay ve A %2 X olsun. Eger her z 2 A igin
x 2 B(x,r,t) %2 A olacak sekilde bir B(x,r,t) a¢k yuvar- varsa A ya ag-k bu fuzzy

metrik uzayda ag-kt-r denir.
Teorem 3.2.1 (George ve Veeramani, 1994) Her ag-k yuvar ag-k kiimedir.

Ispat. B(z,r,t) agk yuvarn- ele alal-m. y 2 B(x,r,t) keyfi bir nokta olsun.
B(xz,r,t) nin tan-m-ndan y 2 B(x,r,t) ise M(z,y,t) > 1 j r olur. Bu durumda
M(z,y,t0) > 1 j r olacak bicimde 0 < #, < t sart-n- saglayan bir ¢, bulunabilir.
ro = M(z,y,to) olsun. rq = M(z,y,tg) > 1 j roldugundan ro > 1js>1jr
olacak bicimde 0 < s < 1 gart-n- saglayan bir s bulunabilir. Ayrca ro > 1§ s
olacak bigcimde verilen 7o ve s icin ro@r; _ 1 j s sartin- saglayan bir r, 2 (0,1)
bulunabilir. Simdi B(y,1 j 1,1t i to) a¢-k yuvar-n. géz 6nune alal-m. Iddia ediyoruz
ki B(y,1 j ri,t i to) %2 B(x,r,t) dir.

22 B(y,1 j ri,t i to) olsun. O halde M(y, z,t j to) > 1 i (1§ r) =y dir.

Buradan
M([E,Z,t) - M(xayatO)n(yazat i t0)>7’0n7”1 - 1 is> 1 ir

olacag-ndan z 2 B(x,r,t) olur. Boylece B(y,1 § r1,t i to) ¥2 B(z,r,t) bulunur. Bu

ise B(z,r,t) nin a¢-k kiime oldugunu verir. m
Sonug 3.2.1 (George ve Veeramani, 1994) (X, M, ) bir fuzzy metrik uzay olsun.

Ty =FAY X :8x 2 Aicin B(z,r,t) %2 A olacak bigcimde ¢t > 0 ve r 2 (0, 1) vard-rg
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seklinde tan-mlanan 7 ,,, X Uzerinde bir topolojidir.

Ispat. (T;) ? kimenin hicbir eleman- olmad-g-ndan ? nin elemanlar-n- merkez
kabul eden ag-k yuvar bostur. Dolay-syla ? taraf-ndan kapsan-r. O halde ? 27,
dirve8r2 X ve0<r<1licin B(x,rt) % X oldugundan X 27 ,, olur. Boylece
?,X 2T dur.

(T2) A1, Az, As..., A, 2Ty olsun.

(N A, =2\, A 2Ty, dir.

(i) \;A;, & ? ve v 2 \.;A; olsun. Bu durumda 8 = 1,2,...,n igin
x 2 A; ve A; 2T, oldugundan 8i = 1,2, ....n igin B(z,r;,t) ¥2 A; olacak bicimde
O<r;<lvet;>0vardr. r=minfr; i =1..ngvet=makstt; .1 =1 .. ng
olsun. Buradan 8; = 1,2, ....n i¢cin B(z,r,t) Y2 B(x,r;,t;) Y2 A; olacak bicimde
0 <r <1vet>0bulunmus olur. Bu durumda B(x,r,t) %2 \I; A; elde edilir ki bu
\I_, A, 2T 5, demektir.

(T3) TA;Qi2; ¥2T as iken [;27A; 2T p; oldugunu gorelim.

(1) LizrA; = X ise [i2rA; 2T p oldugu ag-ktar.

(i) x 2 [i2;A4; 6=X olsun. Bu durumda 9ig 2 I igin z 2 A;, dr. A;, 2Ty
oldugundan B(x,r,t) ¥2 A;, olacak bicimde 0 < r < 1vet > 0 vard-r. A, %2 [Li2r A
oldugundan bir 0 < r < 1 ve bir t > 0 icin B(x,r,t) % [i2:4; olur. O halde
[i2rA; 2T 5 dur.

Bdylece T, X Uzerinde bir topolojidir.

Onerme 3.2.2 (George and Veeramani, 1994) (X,7,,) topolojik uzay ve = 2 X
olsun. Buna gore
11
E(@)=fB(x,—,—) :n 2 Ng
n n

ailesi = in yerel (komguluklar) taban-d-r.

Ispat. Komguluk tan-m-ndan N, z in bir komgulugu ise x 2 U % N olacak bigimde
en az bir U % X ac¢# vardr. U % X a¢-k oldugundan B(x,r,t) Y2 U olacak

. 1 1 . .
bicimde 0 < r < 1vet > 0vardr. — < r ve — <t olacak sekilde n 2 N segelim.
n n

N 11 . 11
Simdi B(x,g,g) Y B(x,r,t) oldugunu gorelim. 2z 2 B(z,—,—) olsun. O halde
n n

1 1 1 1
M(x,z,=)>1ij—>1jrolur. M(z,z,—)aM(z,z,ti—) - M(z,z,t)ve M(z,z,1ij
n n n n
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i) = 1 oldugundan M (zx, z, i) - M(z,z,t) bulunur. Ayr-ca M(x,z,i) >1ir
esitsizliginden M (x,z,t) > 1 j r olacakt-r. Buna gore z 2 B(x,r,t) dir. Boylece
B(m,i,i) Y B(x,r,t) %2 U Y N yani B(m,i,i) Y% N dir. O halde z in her
N komsgulugu icin B(x,%,%) Y% N olacak bicimde en az bir B(x,%,%) 2 E(x)

bulunabileceginden E(z), x in yerel (komguluklar) taban-d-r. m

Not 4 (George and Veeramani, 1994) Yukar-da tan-mlanan E(x) ailesinin her bir
eleman- ddgal say-lar taraf-ndan indislendiginden E(x) say-labilir bir ailedir. Bu
sebeple E(x), x in say-labilir komguluklar taban-d-r. Sonug olarak (X, 7 ;) topolojik

uzay- birinci say-labilir uzayd-r.

Sonug 3.2.2 (George ve Veeramani, 1994) (X, d) bir metrik uzay ve M (z,y,t) =
————— olsun. Bu durumda d metrigi ve M fuzzy metrigi taraf-ndan X Uzerine
t+d(z,y)

indirgenen topolojiler ¢cak-s-r.

Teorem 3.2.2 (George ve Veeramani, 1994) Her fuzzy metrik uzay Hausdora uza-

ydr.

Ispat. (X, M,n) bir fuzzy metrik uzay, z,y 2 X ve x & y olsun. Fuzzy metrik
tan-m-na gore = & y oldugundan 0 < M(z,y,t) < 1 dir. r = M(x,y,t) dersek,
r < ro < 1 sart-n- saglayan her bir rq icin vy @ r; _ 7 egitsizligini saglayan bir r;

- - 1 1
bulunabilir. Simdi B(z,1 j rl,ét) ve B(y,1 i rl,ét) ack yuvarlarn- ele alal-m.

. 1 1 . .
Acktr ki, B(x,1 j rl,ét) \ B(y,1 i rl,ét) = ? dir. Aksi halde z 2 B(z,1 j

1 1.
Tlaét)\B(y,l i rl,ét) ise

TBry  ro>r

=

1 1
T:M(l',y,t) - M(l’,Z,Et)QM(Z,y,Et)

elde edilir ki, bu bir celiskidir. O halde z,y 2 X ve x & y i¢in B(z,1 j rl,%t) \

1 . ; .
B(y,1j g, Et) = ? dir. Buna gore (X, M, =) fuzzy metrik uzay- Hausdora uzayd-r.

Teorem 3.2.3 (George ve Veeramani, 1994) (X, M, ) bir fuzzy metrik uzay ve
(z,) X de bir dizi olsun. z, ¥ z olmas- i¢in gerekli ve yeterli kosul » ¥ 71 icin

M(x,,z,t) ¥ 1 olmas-d-r.
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Ispat. (). Kabul edelim ki z,, ¥ z olsun. O zaman 0 < r < 1i¢in n _ ng iken

x, 2 B(x,r,t) olacak sekilde bir ng 2 N vard-r. Buradan M (z,,z,t) > 1 j r yani
1§ M(x,,x,t) <rolur. Boylece n ¥ 1A igin M(x,,x,t) ¥ 1dir.

(Q). Hert>0icinn ¥ A iken M(x,,z,t) ¥ 1ise 0 <r < 1icinen az bir
no 2 N vard-r ki her n _ ng iken 1 § M(x,,x,t) < r olur. Buradan her n _ nq igin

= =

M(x,,xz,t) > 1 ryanix, 2 B(xz,r,t)olup, bu x,, ¥ = demektir. m

Onerme 3.2.3 (Afrouzi vd., 2011) (X, M, @) fuzzy metrik uzay ve \ 2 [0, 1) olsun. Bu
durumda X Uzerinde Oyle bir m fuzzy metrigi vard-r ki her z,y 2 X ve t > 0 igin

m(z,y,t) . X\ dr. Ayr-ca m ve M , X Uzerinde ayn- topolojiyi Uretirler.

Ispat. m(x,y,t) = maxf\, M(x,y,t)g biciminde tan-mlans-n. lddiam-z m, X
Uzerinde bir fuzzy metriktir. Fuzzy metrik olma kogullar-ndan (FM1), (FM2), (FM3)
ve (FM5) m nin tan-m-ndan ag¢-kt-r. dcgen esitsizligi icin x,y,z 2 X ve t,s >
0 olsun. Bu durumda m(x,z,t +s) . A ve m(x,y,t) = X veya m(y,z,s) = A
oldugunda m(x, z,t +s) _ m(z,y,t)am(y, z, s) dr. Eger m(x,y,t) = M(x,y,t) > X
ve m(y, z,s) = M(y, z,s) > X ise M Ucgen esitsizligini saglad-g-ndan ve m(z, z,t +
s) . M(x,z,t+ s) oldugundan

m(z,z,t+s) . M(z,z,t+s) . M(z,y,0) @ M(y, z,5) = m(z, y,t) am(y, z, 5)

yani m(x, z,t +s) _ m(x,y,t) @ m(y, z, s) elde edilir. Boylece m, X Uzerinde fuzzy
metriktir. Ayr-ca her bir t > 0 icin m(x,,x,t) ¥ 1 , fA M(z,,z,t)g ¥ 1 ,
M(z,,z,t) ¥ 1olacag-ndan m taraf-ndan tretilen topoloji ile M taraf-ndan dretilen
topoloji ayn-d-r.

Bu lemmada ki m fuzzy metrigi A ile s-narl-d-r denir. m

Uyar- 3.2.1 (Lopez ve Romaguera, 2004) (X, M, @) bir fuzzy metrik uzay olsun Bu
durumda M, X £ X £ (0, 1) Gzerinde bir surekli fonksiyondur.

Ispat. X £ X £(0,1) daz,y 2 X vet > 0icin (2, 4,), dizisi (z,y,t) ye
yak-nsar olsun. (M (2!, 1)), (0, 1] de bir dizi oldugundan, (z,?,#), dizisinin

bir (z,., y.,t,), alt dizisi vard-r ki, (M (x,, yn,t,)), dizisi [0,1] de yak-nsaktr. § <
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t/2 olacak gekilde § > 0 - sabitleyelim. Bu durumda her n _ ng icin jt §j t,j < 0

=

olacak sekilde bir ng 2 N vard-r. Buradan
Mz, Yn,tn) o M(xp,x,6/2) 08 M(z,y,t § 20) 2 My, y,,0/2)
ve her n _ ng igin
M(x,y,t+20) . M(z,x,,0/2) 8 M(zp, Yn,tn) @ M Yn,y,9/2)
olur. n ¥ A igin limit al-nd-g-nda
Zz‘ggzM(xn,yn,tn) L laM(x,y,t§ 20)0l= M(z,y,t i 20)

ve

M(z,y,t+20) _ LalimM(x,, Y, t,) @1 = limM(x,, yn, ts)

olacakt-r. Boylece t ¥ M (x,y,t) fonksiyonunun surekliliginden
olur ki bu M nin X £ X £ (0, ) tzerinde surekli oldugunu verir.

Tan-m 3.2.3 (George ve Veeramani, 1994) (X, M, =) bir fuzzy metrik uzay ve A,
X in bir alt kiimesi olsun. Eger her z,y 2 A icin M(z,y,t) > 1 j r olacak bicimde

t>0ve0<r<1varsa A kimesine F-s-n-rl-d-r denir..

Teorem 3.2.4 (George ve Veeramani, 1994) (X, M, =), d metrigi taraf-ndan in-
dirgenen bir fuzzy metrik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. A kimesinin F-

s-n-rl- olmas- igin gerekli ve yeterli sart A n-n s-n-rl- olmas-d-r.

Ispat. (). AY X kumesi F-sinarl-olsun. O halde 8z,y 2 Aigin M(x,y,t) > 1jr
olacak bicimde t > 0 ve 0 < r < 1 vard-r. Buradan her a 2 A iginbir xt 2 A% X
alnd-g-nda M(z,a,t) > 1 j r oldugundan a 2 B(x,r,t) olur. Bu ise A Y2 B(x,r,t)
olacak sekilde x 2 X, ¢ > 0 ve 0 < r < 1 var demektir. Boylece A sn-rl-d-r.

(Q). A% X kumesi sinrl- olsun. Buna gore A ¥ B(x,r,t) olacak bicimde
r2X,t>0ve0<r<1vardr. O halde her a,b 2 A igin a,b 2 B(z,r,t) olup
M(z,a,t) > 1§ rve M(x,b,t) > 1 j r dir. Buradan 8a,b 2 A igin

M(a,b,2t) . M(a,z,t)a M(x,b,t) > Q §r)a(ljr)
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olur. Ote yandan 0 <~ < licin (1 j r)a (1l j r) > 1 j s olacak sekilde 0 < s < 1
vard-r. Simdi 2t = ¢ denirse her a,b 2 A icin M(a,b,t') > 1 j s olacak sekilde

£ >0ve0<s<1bulunur. Buise A n-n F-snrl- oldugunu verir. =

Teorem 3.2.5 (George ve Veeramani, 1994) (X, M, =) bir fuzzy metrik uzay olsun.

X in her kompakt alt kimesi F'-sn-rl-d-r.

Ispat. X in kompakt bir A alt kiimesini g6z 6ntine alal-m. ¢ > 0 ve 0 < r < 1 olmak
uzere fB(z,r,t) : x 2 Ag ailesi A n-n bir a¢-k ortisu olsun. A kompakt oldugundan
A Y% = B(z;,r,t) olacak gsekilde x;,x5,...z, 2 A vardr. z,y 2 A olsun. Bu
durumda z 2 B(xz;,r,t) ve y 2 B(xj,r,t) olacak sekilde 1 - 7,5 - n vardr. Bu
nedenle M(x,z;,t) > 1§ rve M(y,z;,t) > 1 j rolur. a =minfM(z;,z;,t):1 -

7,7 - ng olsun. Bu durumda « > 0 d-r.
M(ﬂf,y,3t) . M(ﬂf,ﬂfi,t)DM(QTi,ZEj,t)OM(ZEj,y,t) > (1 i T)D(l i T)DO./

esitsizligini dustinelim. 3¢ = ' diyerek (1 j 7)o (1 j r) @ > 1 j s olacak bicimde
0 < s < 1 alallm. Boylece her z,y 2 A igin M(z,y,%") > 1 i s olur. Buna gore
A, F-snarl-d-r. m

Sonug 3.2.3 (George ve Veeramani, 1994) Bir fuzzy metrik uzayda her kompakt

kiime kapal- ve s-narl-d-r.

Ispat. Her fuzzy metrik uzay Hausdora uzay- ve Hausdora bir X uzay-n-n her
kompakt alt kiimesi X de kapal- oldugundan A Y2 X kompakt ise A Y2 X ka-
pal-d-r. Ayr-ca Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 dan A %2 X kompakt ise A F-s-n-rl-d-r

dolay-syla A s-nrl-d-r. =

Tan-m 3.2.4 (Grabiec, 1988) (X, M, r) fuzzy metrik uzay-nda bir (z,) dizisinin
Cauchy dizisi olmas- icin gerekli ve yeterli kosul her p > 0 ve her ¢ > 0 igin

lz"TgL_M(:UTL+p, T,,t) = 1 olmas-d-r.
n =2

Tan-m 3.2.5 (George ve Veeramani, 1994) Her Cauchy dizisinin yak-nsak oldugu
fuzzy metrik uzaya tam fuzzy metrik uzay denir.
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Sonug 3.2.4 (George ve Veeramani, 1997) (X, d) metrik uzay-n-n tam olmas- igin

gerekli ve yeterli sart M (z,y,t) = (z,y 2 X,t > 0) olmak Gzere (X, M, =)

t
t+d(z,y)
fuzzy metrik uzay-n-n tam olmas-d-r.

Uyar- 3.2.2 (George ve Veeramani, 1994) Yukar-daki Tan-m 3.2.4 e gbre R tam
fuzzy metrik uzay dégildir.

Ornek 3.2.1 (R, d) metrik uzay, d(z,y) =jx i yj ve a®b = ab olsun. M(z,y,t) =

t s .
———— bi¢iminde tan-mlan-rsa (R, M, @) fuzzy metrik uzayd-r. Bu uzayda
t+d(z,y)
1
Sp,=1+-+-+ ... +—
2 3 n
olacak bigimde (.S,,) dizisini ele alal-m. Her p > 0 igin;
t t

M(Sn+p> Sn> t) =

n n n

oldugundan lz"rriM(Snﬂ,, Sp,t) =1 olur. O halde (S,,) dizisi (R, M, &) fuzzy metrik
uzay-nda bir Cauchy dizisidir. Eger R tam fuzzy metrik uzay ise en az bir = 2
R noktas- vard«r ki » ¥ 1 iken M(S,,x,t) ¥ 1 dir. Buradan n» ¥ 71 iken
t
t+]jS, i zj
Ancak R de bu ddgru degildir. Bu sebeple R tam fuzzy metrik uzay dégildir.

" lyanin ¥ 1A iken jS, j xj ¥ 0 olur. Dolay-svyla S, ¥ =z tir.

R nin tam fuzzy metrik uzay olmas- i¢in, George ve Veeramani (1994) Cauchy

dizisi tan-m-n-~ asag-daki gibi degistirdiler.

Tan-m 3.2.6 (X, M, #) fuzzy metrik uzay-nda bir (z,) dizisinin Cauchy dizisi ol-
mas- igin gerekli ve yeterli sart her bire > 0, ¢ > 0 igcinm,n _ ng iken M (x,,, x,,,t) >

1 j ¢ olacak sekilde bir ng 2 N say-s-n-n bulunmas-d-r.

Sonug 3.2.5 Tan-m 3.2.6 de verilen Cauchy dizisi tan-m-na gére R tam fuzzy

metrik uzayd-r.

Ispat. (R, M,®) bir fuzzy metrik uzay ve (x,) R de bir Cauchy dizisi olsun. Bu

durumda ¢ > 0, t > 0 i¢cin m,n _ no iken M(x,,x,,t) > 1 j € olacak gekilde

=

bir ng 2 N vardr. Buna gore 8n no iken M(x,,z,,,t) > 1 j € olur. Yani

Ty 2 B(Tpy,e,t) dir. A = Ta,, Tpo+1, Tno+2, -, 9 denirse A %2 B(x,,,¢,t) yani A

ssnrl olur. B = frq, 25 ..., 24,,,9 Olsun. B sonlu oldugundan B de s-n-rl- olup
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(z,) = A [ B dolay-syla (z,,) s-nrl-d-r. Bolzano-Wierstrass Teoremine gore R nin
sonsuz elemanl- s-n-rl- her alt kiimesinin en az bir y-g-lma noktas- vard-r. Kabul
edelim ki z, (x,) dizisinin bir y-g-Ima noktas- olsun. Bu durumda z,, ¥ x olacak
sekilde (z,,) %2 (v,) alt dizisi vard-r. z, ¥ z oldugundan her 0 < r < 1 igin
n . na iken z, 2 B(z,rt) olacak sekilde bir n; 2 N vard-r. Buradan her 0 <
r < liginng _ niiken M(xz,,,x,t) > 1 j r olacak sekilde n; 2 N bulunmus olur.
ny = makstng,n1g olsun. Her n _ n, igin

M(n, x,2t) . M(Zn, Zny, 1) @ M (20,2, ) > (L i e)a(ljr)

olacakt-r. Oteyandane >0ve 0 <r < ligin (1 je)a(ljr)<1ij solacak bicimde
0 < s < 1 vardr. Ayrca 2t = ¢ denirse M(z,,z,?) > 1 i s yani x, 2 B(z, s, 1)

olur. Buna goére z,, ¥ x bulunur. Boylece R tam fuzzy metrik uzayd-r. m

Tan-m 3.2.7 (Gregori ve Romaguera, 2000) Eger 0 < r < 1 olan her bir r ve her
t >0 icin
X = [GZAB(a>T> t)

seklinde X in sonlu bir A alt kimesi varsa (X, M, &) fuzzy metrik uzay- prekompakt
olarak adland-r-I-r.

Bu durumda M, X uzerinde bir prekompakt fuzzy metriktir denir. Eger
(X,T p) bir kompakt topolojik uzay ise (X, M, =) fuzzy metrik uzay-na kompaktt-r

denir.

Lemma 3.2.1 (Gregori ve Romaguera, 2000) Bir fuzzy metrik uzay-n prekompakt
olmas- icin gerek ve yeter sart bu uzaydaki her dizinin bir Cauchy alt dizisine sahip

olmas-d-r.

Ispat. (X, M, =) -n bir prekompakt fuzzy metrik uzay oldugu kabul edilsin. (z,),2n
X de bir dizi olsun. Prekompakl-ktan her m 2 N i¢in X = [,24,,B(a,1/m,1/m)
olacak gekilde X in bir A,, sonlu alt kiimesi vard-r. Bu nedenle m = 1 ve her n 2 N
icin z1¢,y 2 B(as,1,1) olacak sekilde bir a; 2 A; ve (z,,),2n NIN bir (z1¢,))n2n alt
dizisi vard-r. Benzer gekilde her n 2 N i¢in x5,y 2 B(az,1/2,1/2) olacak gekilde

bir a; 2 A; ve (zimy)non NN (T2¢n))n2n alt dizisi vard-r. Bu yontem izlenerek
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m 2 N (m > 1) icin ve 8n 2 N i¢in z,,¢,) 2 B(a,,1/m,1/m) olacak sekilde bir
A 2 Am V& (T(m i 1)(n))n2n NN DIF (2,,00))n2n alt dizisi vard-r. Simdi (z,,),2n NIN
((zn(ny)nan alt dizisini ele alal-m. Verilen bir 0 < r < 1vet > 0igin, 2/ng <t ve
Qi @/ no))a (1 (1/ng)) > 1 j r olacak sekilde bir ny 2 N vard-r. Bu durumda
her bir k,m _ ng igin;
M (Zky, Tmemys 1) o M(@keys Tmomy» 2/70)
- M@k, Ang, 1/10) 8 M (ang, Timem), 1/10)
- (i (1/no)) (1 i (1/no))

>1ir
olacag-ndan ((z,(m))non (X, M, 0) da bir Cauchy dizisidir.

Tersine, (X, M,a) prekompakt olmayan fuzzy metrik uzay olsun. Bu du-
rumda X in her bir sonlu A alt kiimesi igcin X & [,>4B(a,r t) olacak sekilde
0 <r < 1olan bir r ve t > 0 vard-r. z; 2 X sabit olsun. Bu durumda bir 2z, 2 X n
B(wy,r,t) vard-r. Ustelik bir z3 2 Xn([2_, B(x, 7, t)) noktas- da vard-r. Bu yontem
izlenerek X in farkl- noktalar- ile bir (z,,),2n dizisi olusturulur ki bu dizi her n 2 N
icin x,+1 2 [r=;B(xk,r, t) kogulunu saglar. Bu yuzden (z,.)).2n Cauchy alt diziye

sahip degildir. Bu ispat- tamamlar. m

Lemma 3.2.2 (Gregori ve Romaguera, 2000) (X, M, =) bir fuzzy metrik uzay olsun.
Bger X teki bir Cauchy dizisi bir z 2 X y4g-lma noktas-na sahip ise bu dizi = e

yak-nsar.

Ispat. (z,).2n, 7 2 X y-Brlma noktas-na sahip olan (X, M, =) de bir Cauchy dizisi
olsun. Bu durumda 7 ,; ye gore X e yak-nsayan (z,).2n dizisinin alt dizisi olan
(Tk(n))nan Vardar. Boylece 0 < r < 1 ile verilen » ve t > 0 igin s > 0 iken (1 j s) @
(1§ s)>1jrolmak Gzere her bir n _ ng igin

M(x,xk(n),%) >1is

olacak gekilde ng 2 N vard-r. Diger taraftan her bir n,m _ nj igin
Mz, T, %) >1is

olacak gekilde n; _ k(no) vard-r. Bu nedenle her bir n _ n; igin

M($> $n>t) - M($>$k(n)>%) GM($k(n)>$n>%)
~Qiser@is)>1lir
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elde edilir. Bu ise (z,),2n Cauchy dizisinin x e yak-nsad-g-n- gosterir. m

Teorem 3.2.6 (Gregori ve Romaguera, 2000) Bir fuzzy metrik uzay-n kompakt ol-

mas- icin gerek ve yeter sart onun prekompakt ve tam olmas-d-r.

Ispat. (X, M, g) bir kompakt fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda 0 < r < 1 olan
her bir » ve her bir t > 0 icin X in fB(z,r,t) : x 2 Xg ag¢k orttsu sonlu alt 6rttye
sahiptir. Boylece (X, M, =) prekompakt-r. Diger taraftan (X, M, =) daki her (x,).2n
Cauchy dizisi bir y 2 X y-¢lma noktas-na sahiptir. Lemma 3.2.2 den (z,,).2on v Ve
yak-nsar. Boylece (X, M, @) tamd-r.

Tersine (x,,),2n, X de bir dizi olsun. Lemma 3.2.1 ve (X, M, @) -n taml-g-ndan
(z1)n2n bir y-glma noktas-na sahiptir. Ayr-ca (X,7 ;) metriklenebilir (Gregori
ve Romaguera, 2000, Teorem 1) ve dizisel kompakt metriklenebilir uzay kompakt
oldugundan (X, M, ) kompaktt.r. m

Teorem 3.2.7 (Gregori ve Romaguera, 2000) Bir metriklenebilir topolojik uzay-n
kompakt olmas- igin gerek ve yeter sart her uyumlu fuzzy metrigin prekompakt ol-

mas-d-r.

Ispat. (X,7) bir kompakt metriklenebilir uzay olsun. Lemma 3.2.6 den her uyumlu
fuzzy metrik prekompaktt-r.

Tersine d, X Uzerinde 7 ile uyumlu herhangi bir metrik olsun. d taraf-ndan
indirgenen M, fuzzy metrigini alal-m. Hipotezden M, prekompaktt-r. (z,).2n, X
de herhangi bir dizi olsun. Lemma 3.2.1 den (X, My, @) da (z,)n2n DIF (2gen))n2n
Cauchy alt dizisine sahiptir. 0 < € < % ile verilen bir € ve her n,m _ ng icin

My(Trny, Trmy, 1/2) > 1 j €

olacak gsekilde bir ng 2 N vard-r. Bu durumda basit hesaplamalar yap-larak, her

n,m _ ng Igin

=

_& ¢
2(1i¢)
olduggu gosterilebilir. Boylece (X, d) de (x,).on nin bir Cauchy alt dizisiye sahip

A(Trmy, Thimy) <

oldugu gosterilmis olur. Dolay-s-yla 7 ile uyumlu X Gzerinde her d metrigi prekom-

pakt-r. Buradan (Engelking, 1977, 4.3.E(c)) nedeniyle (X,7) kompaktt-r.
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Teorem 3.2.8 (Gregori ve Romaguera, 2000) Metriklenebilir topolojik uzay-n kom-

pakt olmas- icin gerek ve yeter sart her uyumlu fuzzy metrigin tam olmas-d-r.

Ispat. (X,7) kompakt metriklenebilir bir uzay olsun. Teorem 3.2.6 den her uyumlu
fuzzy metrik tamd-r.

Tersine, d, X Uzerinde 7 ile uyumlu herhangi bir metrik olsun. d den in-
dirgenen M, fuzzy metrigi goz 6ntine al-nd-g-nda hipotezden M, tamd-r. Boylece d
tamd-r (George ve Veeramani, 1997, Sonug 2.9). Niemytzki — Tychonoa Teoreminin
(Engelking, 1977, 4.3.E(d)) uygulanmas-yla (X,7) nun kompakt oldugu sonucuna

varil-r. m

Tan-m 3.2.8 (George ve Veeremani, 1997) (X, M, ) bir fuzzy metrik uzay olsun.
Bir fF,0,2; kimelerinin koleksiyonunun fuzzy s-f-r ¢apa sahip olmas- igin gerek ve
yeter sart her bir .t > 0 (0 < r < 1) cifti icin z,y 2 F,, iken M(x,y,t) > 1 jr

olacak sekilde bir n 2 I n-n var olmas-d-r.

Uyar- 3.2.3 (George ve Veeremani, 1997) X fuzzy metrik uzay-nda bog olmayan
bir F' alt kimesinin fuzzy s-f-r ¢capa sahip olabilmesi igin gerek ve yeter sart F' nin

bir tek nokta kiimesi olmas-d-r.

Teorem 3.2.9 (George ve Veeremani, 1997) Bir (X, M, ®) fuzzy metrik uzay-n-n
tam olmas- icin gerek ve yeter sart fuzzy s+f-r ¢apl- bog olmayan kapal- kimelerin

her i¢ ige swral fF,g, dizisinin arakesitinin bog olmamas-d-r.

Ispat. (X, M,n) fuzzy tam ve fF,g, i¢ ice gegen (nested) bos olmayan kapal-
kiimelerden olusan fuzzy s-f-r ¢apl- bir dizi olsun. n = 1,2 3,... olacak sekilde
x, 2 F, alallm. fF,g nin fuzzy s-fr ¢apa sahip olmas-ndan, 0 < r < 1 olmak
uzere her r;t > 0 i¢in; z,y 2 F,,, iken M(xz,y,t) > 1 j r olacak gekilde bir no 2 N
no i¢in M(x,, T, t/3) > 1 j rdir. z, 2 F, %2 F,,
ve z,, 2 F,, % F,, oldugundan (z,) bir Cauchy dizisidir. (X, M, &) tam fuzzy

mevcuttur. Buradan her m,n _
metrik uzay oldugundan bir z 2 X icin z,,, x e yak-nsar. Oyleyse her bir sabit n
ve her k _ nicin x; 2 F, dir. Bu yiizden her n icin z 2 F, = F, ve bu yuzden

r2\L1,F, & ? olur.
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Tersine, X de bir (z,) Cauchy dizisi alalkm. A = fz,, 2,41, Tpio,...0 Ve
F, = A, olsun. Bu durumda iddiam-z fF,g fuzzy s-f-r capa sahiptir. 0 < s < 1
olmak Uzere s,t > 0 verildiginde (1 j r)a (1 § )= (1 jr) > (1 j s) olacak sekilde
bir » 2 (0,1) bulunabilir. (z,) Cauchy dizisi oldugundan 0 < r < 1 olmak Uzere

r, t > 0i¢in m,n _ ng oldugunda M (x,,z,,,t/3) > 1 j r olacak gekilde no 2 N

mevcuttur. Bu ylzden her z,y 2 A, i¢in M(z,y,t/3) > 1 j r dir. x,y 2 F,  ise
(z.), = e ve (1), y ye yak-nsayacak sekilde A4,, da (') ve (') dizileri vard-r. Bu

nedenle yeterince blyuk n igin 2 2 B(z,r,t/3) ve ' 2 M (y,r,t/3) olur. Su halde;

M(z,y,t) . M(z,a,t/3) 0 M(},, y,,,t/3) 8 M(yy,,y,t/3)

>Lijr)e(lijnre@ir)>1is
dir. Bu yuzden her z,y 2 F,, i¢in M(x,y,t) > 1 j s dir. Boylece TF,,g fuzzy s-f-r
capa sahiptir. Bu nedenle hipotezden \1,F,, bos degildir. = 2 \1,F, alnrsa
0 <r < lolmak tzerer,t > 0icinn _ ny iken M(z,,z,t) > 1 j r olacak sekilde bir
ny mevcuttur. Bu yizden her bir ¢t > 0igcin n ¥ 1 iken M(x,,z,t), 1 e yak-nsar.

Dolay-syla (x,) ¥ z olup, (X, M, a) tam fuzzy metrik uzayd-r. m

Uyar- 3.2.4 (George ve Veeremani, 1997) = 2 \L | F;, eleman- tektir. Eger burada

x,y 2 \L | F, gibi iki farkl- eleman varsa fF, g1, fuzzy s-f-r capa sahip oldugundan
. . - 1 .

her bir sabit ¢ > 0 ve her n icin M(z,y,t) > 1 j " dir. Buda M(z,y,t) =1 olmas-

demektir ve boylece = = y dir.

Sonug 3.2.6 (George ve Veeremani, 1997) (X, d) metrik uzay-n-n tam olmas- i¢in
gerek ve yeter sart cap- s+f-ra giden bog olmayan i¢ ice kapal- kiimelerden olusan

fF,gL , dizisinin arakesitinin bostan farkl~ olmas-d-r.

Ispat. (X,d) metrik uzay- tam olsun ve M(z,y,t) = t/[t + d(z,y)] olsun. Bu
durumda d metriginden indirgenen X Uzerindeki 7, topolojisi M fuzzy metriginden
indirgenen X Uzerindeki 7 topolojisi ile ayn-d-r. §(F),) s-f-ra gitmesinden 0 < r <1
olmak Uzere her bir r,¢ > 0 icin 6(F,) < tr/(1 j r) olacak seklinde n 2 N vard-r.
Buradan her x,y 2 F, i¢in d(x,y) < tr/(1 j r) ve dolay-syla her =,y 2 F, igin
M(z,y,t) > 1 j r dir. Boylece TF, g fuzzy s-f-r capa sahiptir. Bu nedenle Teorem

3.2.9 den (X, M, =) tam fuzzy metrik uzay, dolay-syla (X, d) tam metrik uzayd-r.
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Tersine, eger (X, d) tam ise (X, M,=) da tamd-r ve 6(F,,) nin s-fra gidiyor
olmas- fF,g fuzzy s-frr ¢capa sahip olmasn- verir. Bu nedenle Teorem 3.2.9 den
\L1, F, bos degildir. m

Teorem 3.2.10 (George ve Veeremani, 1997) Her ayr-labilir fuzzy metrik uzay ik-

inci say-labilirdir.

Ispat. (X, M, n) ayr-labilir fuzzy metrik uzay ve A = fa, : n 2 Ng X de bir
say-labilir yogun bir alt kiime olsun. B = fB(a;,1/k,1/k) : j,k 2 Ng kumesi
dugunuldugunde B say-labilirdir. Ayr-ca B taband-r. B nin taban oldugunu goérmek
icin X de keyfi bir ag-k kiime G ve keyfi bir x 2 G noktas- alal-m..Bu durumda igin
B(x,r,t) ¥2 G olacak gekilde 0 < r < 1 olan r,t > 0 vardr. Ayr-ca r 2 (0,1)
icin (1§ s)e(ljs)>1jrolacak sekilde bir s 2 (0,1) bulunabilir. Bir m 2 N,
1/m < minfs,t/2g sart-n- saglacak bicimde secilsin. A, X de yogun oldugundan
a; 2 B(x,1/m,1/m) olacak sekilde a; 2 A vard-r. O halde y 2 B(a;,1/m,1/m) ise

M(z,y,t) . M(z,a;,t/2)a M(y,a;,t/2)
- M(z,a;,1/m)n M(y, a;,1/m)
- (@ il/mya(dil/m)
~Qis)eis)>1iqr

olur. Boylece y 2 B(x,r,t) ve B bir taband-r. m

Teorem 3.2.11 (George ve Veeremani, 1997) Ayr-labilir fuzzy metrik uzay-n her

alt uzay- da ayr-labilirdir.

Ispat. X bir fuzzy metrik uzay ve Y, X in bir alt uzay- olsun. A = fz,,,n 2 Ng, X
de bir say-labilir yogun alt kime olsun. Herhangi sabit n, k£ 2 N i¢in M (x,,,z,1/k) >
1§ 1/k olacak gekilde x 2 X noktalar- var ise bunlardan birini secerek bu noktay-
ZTni 1le gosterelim. B = fx,; : n, k 2 Ng olsun. B say-labilirdir ve iddia ediyoruz ki
Y % B tr. Bunun icgin bir y 2 Y ve 0 < r < 1 olacak sekilde r,¢ > 0 verilsin. Bu
durumda (1 j 1/k)= (1 § 1/k) > 1 j r olacak gekilde bir &£ 2 N bulunabilir. A, X

de yogun oldugunda M (x,,,y,1/k) > 1 j 1/k olacak seklinde bir m 2 N mevcuttur.
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Fakat B nin tan-m-ndan M(x,..,z,,1/k) > 1 j 1/k sart.n~ saglayan bir z,,, 2 A

vard-r. Buradan

M(l’mk,y,t) - M(l’mk,l'm,t/Z) DM(l'm,y,t/Z)
- M(l‘mhl‘m?l/k) DM(£m7y7 1/k)
Qi YReQil/R)>1hr

olacag-ndan y 2 B olur ki bu Y nin ayr-labilir oldugunu verir. =

Tan-m 3.2.9 (George ve Veeramani, 1994) (X, M, o) bir fuzzy metrik uzay, =z 2 X,

0<r<1vet>0olsun. Bu durumda
Blz,r,t]=fy2 X : M(x,y,t) . 1jrg
kiimesine x merkezli ve r yar-¢apl- kapal- yuvar denir.
Lemma 3.2.3 (George ve Veeramani, 1994) Her kapal- yuvar kapal- bir kiimedir.

Ispat. (X, M,n) fuzzy metrik uzay, + 2 X, 0 < r < 1 ve t > 0 olmak Uzere
Blz,r, ] kapal- yuvar-n- ele alak-m. y 2 Blz,r,{] olsun. X birinci say-labilir uzay
oldugundan y,, ¥ y olacak bicimde (y,) ¥ B[z, r,t] vard-r. Bu durumda her ¢ icin
M(y,,y,t) ¥ 1dir. Verilen bir £ > 0 igin

M(z,y,t+¢e) . M(z,y,,t) 8 M(yn,y,¢)
olacag-ndan
Mz, y,t+e) . lim M(@,yo,0) @ im M(ya,y.€) . Lin)al=1ir

olur. (Eer M(x,y,,t) snrlise (y,), Ii'mlM(a:,yn,t) limitinin var olmas- igin yine
(v,,) ile gosterecegimiz bir alt diziye sahiptir). Ozel olarak » 2 N igin ¢ = — aln-rsa
n

1
M(z,y,t+—=) _ 1 j rolur. Bu ylzden
n
. 1
Mz, y,t) = lim M(z,y,t+=) _ 1jr
n¥® 1 n

yani y 2 Blz,r,t] olur. Boylece B[z, t] ¥2 Blx,r,t] dir. Bundan dolay- B[z, 1]

kapal-d-r.
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Teorem 3.2.12 (Baire Teoremi)(George ve Veeremani, 1994) X bir tam fuzzy

metrik uzay ise X deki say-labilir say-da a¢-k ydgun kiimelerin arakesiti de ydgundur.

Ispat. X bir tam fuzzy metrik uzay ve By bos olmayan bir ag-k alt kiimesi olsun.
Kabul edelim ki Dy, D,, ... X teki a¢-k yogun kiimeler olsunlar. D; yogun oldugun-
dan Bo\ D; & ? dir. x; 2 By \ D; olsun. By \ D; a¢-k bir kiime oldugundan
B(xyr1,t1) %2 Bo \ Dy olacak sekilde 0 < r; < 1 ve t; > 0 vardr. Blagr],t}] %
Bo\ D; olacak sekilde 7§ < r; ve t; = minfty, 1g secelim ve B; = B(zy ), }) olsun.
D, yogun oldugundan By \ D, & ? dir. 2, 2 B; \ D, olsun. Yine B; \ D, ag¢k
bir kiime oldugundan B(x2 r2,t2) ¥2 B1 \ D, olacak sekilde 0 < r, < 1vet, >0
vard-r. Blz, 15, 3] Y2 By \ D, olacak sekilde 7} < r, ve 5 = minft,,1/2g secelim
ve B, = B(z,15,t5) olsun. Bu islem boyle devam ettirilerek, bir =, 2 B,;1 \ D,
alabiliriz. B, ;1 \ D,, a¢-k bir kiime oldugundan B(x, r.,t.) ¥2 B,;1 \ D,, olacak
sekilde 0 < 7, < 1 ve t, > 0 vard-r. Blz, ), 1% B,;1 \ D, olacak sekilde r! <,

n)»’n

ve ¢! = minft,, 1/ng secelim ve B, = B(z, ", ) olsun. Bu sekilde olusturulan

(z,) dizisi bir Cauchy dizisidir. Gergekten, herhangi bir ¢ > 0 ve £ > 0 verildiginde

no 2 N say-s11/ng < t ve 1/ng < ¢ olacak sekilde segilirse, her n _ no ve m _ n igin

olur. Bu (z,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gésterir. Ote yandan X tam uzay
oldugundan z, ¥ = olacak sekilde bir z 2 X noktas- vard-r. B[z, r’,t ] kapal
ve her k _ nicin z;, 2 B[z, ), ] dir. Bu nedenle her n igin x 2 B[z, 1’ ] %

= n’»’n n’’n

B,.;1\ D,, olacakt-r. Buradan Bo\(\1,D,) & ? yani \1,D,, X de yogundur.

n=

Sonug 3.2.7 (George ve Veeremani, 1994) Her tam fuzzy metrik uzay- bir Baire

uzay-d-r.

Uyar- 3.2.5 Herhangi bir tam fuzzy metrik uzay hicbir yerde ydgun kimelerden

olusan bir dizinin birlesimi seklinde gosterilemeyecégi icin birinci kategoriden dégildir.

Tan-m 3.2.10 (George ve Veeremani, 1997) X bostan farkl- bir kiime ve (Y, M, =)
bir fuzzy metrik uzay olsun. X den Y ye tan-ml- olan fonksiyonlar-n bir (f,,) dizisi

ile bir f: X ¥ Y fonksiyonu verilsin. 0 < r < 1 olan ve r,t > 0 verildiginde n _ ng
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iken her x 2 X icin M(f,(z), f(x),t) > 1 j r olacak sekilde bir ng 2 N varsa (f,,)

dizisi f fonksiyonuna dizgliin yak-nsar denir.

Teorem 3.2.13 (Duzgun limit teoremi) (George ve Veeremani, 1997) f,: X 1 Y,
X topolojik uzay-ndan Y fuzzy metrik uzay-na tan-ml- olan sirekli fonksiyonlar-n
bir dizisi olsun. Eger (f,) dizisi f: X ¥ Y fonksiyonuna dizgin yak-nsak ise f de

streklidir.

Ispat. Y de herhangi ac-k kiime V ile zo 2 fi1(V) olan x4 2 X noktas- verilsin.
Yo = f(xp) olsun. V" a¢-k oldugundan B(yy,r,t) %2 V olacak sekilde r, ¢t > 0 (0 < r <
1) bulunabilir. » 2 (0,1) icin (1 § s) @ (1 j s)a (1 j s) > (1 j r) olacak sekilde bir
s 2(0,1) vardr. (f,), fyebu s, t >0iginn _ ngiken M(f.(x), f(x),t/e) > 1| s
olacak sekilde bir ny 2 N mevcuttur. Ayr-ca n 2 N icin f,, sirekli oldugundan sabit
bir n _ ng igin f,(U) ¥ B(f.(x0), s,t/e) olan z n bir U komgulugu bulunabilir.

e

Bu nedenle U daki tum z ler i¢in M (f,(x), fn(z0),t/3) > 1 j s dir. Buradan

M(f (@), f(zo), 1) . M(f(2), f,(2),t/3) 2 M(f,(2), f,(x0),/3) & M(f, (o), f(,),t/3)
-Qis)eis)n(is)
>@ir)
olacag-ndan her x 2 U icin f(z) 2 B(f(zo),r,t) ¥2 V dir. Bu nedenle f(U) %2V ve

dolay-swyla f sureklidir.

Onerme 3.2.4 (Roja vd., 2006) (Urysohn’s Lemma) (X, M,a) bir fuzzy metrik
uzay, 7, X Uzerinde fuzzy metrik taraf-ndan dretilen topoloji olsun. A ve B, X in
ayr-k elemanlar- ise, A Uzerinde f = 0 ve B Uzerinde f = 1 sartlar-n- sdglayan bir

f X ¥ [0,1] fuzzy surekli fonksiyonu vard-r.

Ispat. f: X ¥ [0, 1] fonksiyonu

1 i MA($7$7t)

f@) = Mp(z,,t) i Ma(z,2,t)

biciminde tan-mlans-n. Herhangi bir z 2 X i¢in Mp(z,z,t) § Ma(z,z,t) & 0 dr.
Eger + 2 A ise Ma(z,z,t) = 1 ve buradan f(x) = 0 d-r. Yine eger = 2 B ise
Mp(x,z,t) =1 ve buradan f(z) =1 j Mu(x,z,t)/1 § Ma(x,z,t) =1 olur. Ayr-ca

M (x,y,t) fuzzy surekli oldugundan f fuzzy sureklidir.
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Onerme 3.2.5 (Roja vd., 2006) (Gluing Lemma) (X, M, ) ve (Y, M, ) iki fuzzy
metrik uzay olsun. X Uzerinde metrigin Urettigi 7 topolojisinin [;2;U; = X kosu-
lunu sdglayan U;, ¢« 2 I elamanlar-n- distnelim. Kabul edelim ki her ¢ 2 I igin
i,721vex2U; \Uj iken f;(x) = f;(z) sart-n- saglayan bir f; : U; ¥ Y fuzzy
surekli (George ve Veeramani, 1995) fonksiyonu var olsun. Bu durumda =z 2 U;
iken f(x) = f;(x) biciminde tan-mlanan f: X ¥ Y fonksiyonu iyi tan-ml- ve fuzzy

streklidir.

Ispat. =,y 2 X olsun. Verilen » 2 (0,1), t > 0 i¢in f; strekli oldugundan bir o 2
(0,1) ve t/4 > 0 bulunabilir ki M(x,y,to) > 1§ ro iken M(fi(x), fi(y),t/2) >1jr
dir. Ayrca M(x,y,t/4) > 1 jrodr. i & jicinae 2U;, y 2 U; ve z; 2 U; \Uj

alal-m. Bu durumda

M(f(z), f(y),t/2) > M(f(x), f(z:),t/4) 2 M(f(z:), f(y).t/4)
= M(fi(z), fi(z), t/4) & M(f;(z:), fi(y), t/4)
>AQirn)e@ir)=1lir

oldugundan f fuzzy sureklidir. m
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4. SEZGISEL FUZZY METRIK UZAYLAR

4.1 Sezgisel Fuzzy Metrik Uzaylarda Temel kavramlar

Park (2004) sezgisel fuzzy kiime fikrini kullanarak, George ve Veeramani (1994) nin
vermis oldugu fuzzy metrik uzay tan-m-n-n bir genellestirmesi gibi “Sezgisel fuzzy
metrik uzay” kavram-na giris yapm-s ve bu uzay-n temel ozelliklerini incelemistir.
Bu kavram- tan-mlarken surekli t-norm ve sirekli t-conorm ikili islemlerini kul-
lanm-st-r.  Surekli t-norm kavram- 6nceki bélimde tan-t-lm-st-. Agag-da surekli

t-conorm tan-m- verilecektir.

Tan-m 4.1.1 (Schweizer ve Sklar, 1960) ; : [0,1] £[0,1] ¥ [0, 1] ikili iglemi éger,
(i) } birlesmeli ve degismeli,
(i) § surekli,
(iii) 8¢ 2[0,1] icin a } 0 = q,
(iv) 8a,b,¢,d2[0,1]igina - cveb - d ikena;b - c}d,

sartlar- sdgl-yorsa } islemine surekli t-conorm denir.

Ornek 4.1.1 8a,b2[0,1] icin a ! b =minfa+b,1g ve a } b = maksfa, by seklinde

tan-mlanan ikili iglemler strekli t-conormdur.

Uyar- 4.1.1 (Park, 2004) = ve | ikili iglemleri asdg-daki sartlar- sdglar:

i) Herhangi r1,7, 2 (0,1) igin 7y > 7y i1Se ry 8r3 _ 1 Ve 1y _ 74§ 72 Olacak
sekilde 73,74 2 (0,1) vard-r.

ii) Herhangi 5 2 (0,1) icin rg & rg _ 75 V& 17 3 77 - 715 Olacak sekilde
re, 77 2 (0, 1) vard-r.

Tan-m 4.1.2 (Sezgisel (intuitionistic) fuzzy metrik uzay)(Park, 2004) X & ; her-
hangi bir kiime, & strekli t-norm, ; strekli ¢-conorm, X £ X £ (0, 1) Uzerindeki M
ve N fuzzy kimeleri 8z,y,2 2 X ve 8t,s 2 (0, 1) icin asdg-daki sartlar~ sgglas-n:
(IFM-1) M(z,y,t) + N(z,y,1) - 1,
(IFM-2) M (z,y,t) > 0,

(IFM-3) M(z,y,t) =1 , = =y,
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(IFEM-4) M (z,y,t) = M(y, x,1),

(IFM-5) M (z,y,t) e M(y, z,s) - M(z,z,t+ s),

(IFM-6) M (z,y,.) : (0,1) ¥ [0, 1] surekli,

(IFM-7) N(z,y,t) > 0,

(IFM-8) N(z,y,t) =0 , = =1y,

(IFM-9) N(z,y,t) = N(y,x,1),

(IFM-10) N(x,y,t) § N(y,z,s) . N(x,z,t+s),

(IFM-11) N(z,y,.): (0,1) ¥ [0,1] strekli.
Bu durumda (M, N) ikilisine X Uzerinde sezgisel fuzzy metrik denir. (X, M, N,a |
beslisine sezgisel fuzzy metrik uzay ad- verilir. Burada M (z,y,t) ve N(x,y,t) fonksiy-
onlar- swraswyla x ile y nin ¢t ye gore birbirlerine yak-n olma ve yak-n olmama dere-

cesidir.

Not 5 (Park, 2004) Her (X, M, a) fuzzy metrik uzay- (X, M,1 j M, =, }) formunda
sezgisel fuzzy metrik uzayd-r. Burada o ile | birlestirilerek (Lowen, 1996) 8a,b 2

[0,1]icina}b=1j ((1 i a)e(l b)) olarak tan-mlan-r.
Teorem 4.1.1 (Park, 2004) Her z,y 2 X i¢in N(x,y,.) artmayand-r

Ispat. Kabul edelim ki 0 < s < tigin N(z,y,t) < N(z,y,s), yani N kesin artan
olsun. Dolay-s-yla, N(z,y,t) s N(y,y,s i t) . N(z,y,s) > N(x,y,t) ve buradan
N(z,y,t) > N(x,y,t) olur ki bu bir celigkidir. O halde 0 < ¢ < s i¢cin N(x,y,t) .

N(z,y,s), yani N artmayand-r.

Ornek 4.1.2 (Park, 2004) (X,d) bir metrik uzay olsun. Her a,b 2 [0,1] icgin
adb = a.bve a;b=minfl a+bg olarak al-n-rsa, M,;, N;, X £ X £ (0, 1) Uzerinde
her h,m,n 2 R* igin

hit"
Md(£7 Y, t) = h ! md(l" y)

N =
tn + md(z, y) ve Na(w.y, 1) ht" + md(z, y)

olmak Uzere (X, My, Ny, 1, }) sezgisel fuzzy metrik uzayd-r.

Bu son 6rnek ¢-norm olarak a @ b = minfa,bg ve t-conorm olarak a ; b =
maksta, bg al-nmas- durumunda da gecgerlidir. Ayr-ca burada, h = m = n =1

al-n-rsa,
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t d(z,y)
M t)= ——— ve N, t) = —————
d(l',y, ) 4 d(l’,y) d(l’,y, ) 4 d(l’,y)
elde edilir. Bu sezgisel fuzzy metrik d metrigi taraf-ndan olusturulan standart

sezgisel fuzzy metrik olarak adland-r-l-r.

Ornek 4.1.3 (Park, 2004) X = N olsun. Her a,b 2 [0,1] icin a©b = maksf0,a +
bjlgvea,;b=a+bjabolarak al-nwrsa M ve N, X £ X £(0, 1) uzerinde her
x,y2 X vet >0 igin;

8

i
Y
1

-y
) N(x?y?t):
Y-

Ty
M(x,y,t) =

Ty

v N®

SHESHSEES]
WV N
@

Yy - x
T
biciminde tan-ml- fuzzy kiimeler olmak tzere (X, M, N, =, 1) bir sezgisel fuzzy metrik

uzayd-r.

Uyar- 4.1.2 Son 6rnekte @ t-norm ile } t-conorm birlestirilemezdir. Ayr-ca X

Uzerinde
t d(z,y)
t+ d(z, ) t+d(z,y)

sartlar-n- saglayan bir d metrigi bulunamaz. Ote yandan yukar-daki fonksiyonlarla

M(x,y,t) = ve M(z,y,t) =

(M, N), anb = minfa, bg ve a ; b = maksfa, bg olmak Uzere bir sezgisel fuzzy metrik
degildir.

4.2 Sezgisel Fuzzy Metrik Taraf-ndan Uretilen Topoloji ve Ozellikleri

Bu kesimde yine Klasik metrik uzaylar teorisinden bilinen ve literatirde sezgisel

fuzzy metrik uzaylar yap-s-nda incelenen baz- kavram ve sonuglar sunulacakt-r.

Tan-m 4.2.1 (Park, 2004) (X, M, N,a, }) sezgisel fuzzy metrik uzay, » 2 (0, 1),

t>0vex 2 X olsun. x merkezli ve r yar-¢capl- a¢-k yuvar
B(NI,N)(x7T7 t) = fy 2 X: M($7y7t) >1 i T, N(I‘,y,t) < Tg
olarak tan-mlan-r.

Tan-m 4.2.2 (X, M, N,a,}) sezgisel fuzzy metrik uzay ve A % X olsun. Eger her
x 2 Aigin x 2 By ny(z,7,t) Y2 A olacak sekilde By, vy (z, r,t) agk yuvar- varsa A

ya (M, N) sezgisel fuzzy metrigine gore ag-kt-r denir.
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Teorem 4.2.1 (Park, 2004) (X, M, N, a,}) sezgisel fuzzy metrik uzay-nda her ag-k
Bu,ny(z, r, t) yuvar- ag-k kiimedir

Ispat. B, ny(z,r,t),  merkezli ve r yar-¢apl- ag-k yuvar olsun. y 2 By ny(z, 7, t)
ise M(x,y,t) > 1 i r ve N(z,y,t) < r dir. M(z,y,t) > 1 j r oldugundan
M(z,y,t0) > 1§ r ve N(x,y,tp) < r olacak bicimde en az bir ¢, 2 (0,¢) vard-r.
ro = M(x,y,to) olsun. ro > 1 j r oldugundan , > 1 j s > 1 j r olacak sekilde en az
bir s 2 (0,1) bulunabilir. Simdi bu ¢ ve s igin vy > 1 j s oldugundan roor; _ 1§ s
ve (1§ r0); (1jr) - solacak sekilde r;,7, 2 (0,1) vardr. r3 = makstry, rag
olsun Buuny(y,1 i r3,t i to) agk yuvarin- géz onine alal-m. Iddia ediyoruz ki,
Bou,ny(, 1 i 73, i to) Y2 B(M, N)(x,r,t) dir. E@er, 22 Boyny(y, 1 i s, t i to) ise
M(y, z,t j tg) >rave N(y,z,t i to) <1 i rsolur. Boylece,

M(x,z,t) _ M(z,y,to) @ M(y,z,t j to) . roR@rz . ro@ry . Ljs>1jr,

N(z,z,t) - N(z,y,t0) s N, z,tito) - (Lirm)i(@Qirs) - Qir)i(@Qir)-s<r
olur. Bu da z 2 By ny(z, r,t) ve sonucta By ay(y,1 i 73,t i to) Y2 Bouny(x,7,t)

demektir. O halde, B, ny(z,r,t) yuvar- agk kimedir.

Teorem 4.2.2 (Park, 2004) (X, M, N,=a, }) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu
durumda,
TNy =FAY2 X 1822 Aicin 9t > 0 ve r 2 (0,1) vard-r ki By, wvy(x,r,t) Y2 Ag

ile tan-mlanan aile X Gzerinde bir topolojidir

Ispat. T, n) ailesinin topoloji olma sartlar- olarak bilinen T, T,, T3 sartlar-n-
saglad-f-n- gostereceyiz.
(Ty) ; kiimesinin higbir eleman- olmad-g-ndan ; un elemanlar-n- merkez kabul eden
ac-k yuvar bogtur. O halde ; 27 (a,n). Her x 2 X ve r > 0 i¢in By, ny(z, 7, t) 2 X
oldugundan X 2T (5 x).
(T2) A1, Ay 2T (s vy olsun. Gosterelim ki A3 \ Ay 27T (v dir.
AL 2T Ny D 822 Ay ve 8t > 0,9r, 2 (0,1) vard-r ki By ny(z,71,t) Y2 Ay
Ay 2T Ny D 812 Ay ve 8t > 0,97, 2 (0,1) vard-r Ki By ny(z,72,t) Y2 As
r = minfry, rpg alal-m. Budurumdar 2 (0,1) olup By, ny(z, 7, t) Y2 B, ny(z, 71, )\
Bou,ny (@, 72, 1) Y2 A1 \ A, dir. Gergekten, y 2 By wvy(z,r,t) ise M(z,y,t) >1ir

ve N(x,y,t) < r olur. Buradan M(x,y,t) >1 jr>1jnr, N,y,t) <r <ryve
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M(z,y,t) >1ir>1jry, N(xy,t) <r <rpolacagndan y 2 By ny(z,71,1) Ve
y 2 Bour,ny(x,r2,t) Yani y 2 Bouny(z,7m1,1) \ Bar,ny(z, 72, t) elde edilir. O halde
Bouny(x,r,t) Y2 A1\ Az olup A1\ Ay 2T (i ny dir.
(T3) Keyfi TA;0,21 Y2T vy Olsun. LizrA; 2T (a,ny oldugunu gosterecegiz.
y2 LiztAi D Qg 21 0¢iny 2 Ay %2 Lizr A

D i 2 1i¢in y 2 Boy,ny (@, 74, t) Y2 Aiy Y2 Lizt Ai

D 9 2 1'iciny 2 By ny(@, 7ig, 1) 2 Liz1 A
su halde [;27A4; 2T (s ny Olur m

Sonug 4.2.1 (Park, 2004) (X, M, N,a, }) sezgisel fuzzy metrik uzay ve (X,T ,n))
topolojik uzay olmak Uzere,
() fBu,ny(x,rt) i 22 X, 7 2(0,1),t > 0g ailesi T xs,ny i¢in bir taband-r.
(it) FBusny(x,1/n,1/n) :n =1,2,..g ailesi 8z 2 X noktas-~ igin yerel taban
oldugundan (X,7 (a,ny) Uzay- birinci say-labilirdir.

Teorem 4.2.3 (Park, 2004) Her sezgisel fuzzy metrik uzay Hausdora uzayd-r.

Ispat. (X, M, N,ua, }) sezgisel fuzzy metrik uzay, = & y ve x,y 2 X olsun. Dolay-syla
0 < M(x,y,t) <1veO < N(x,y,t) < 1ldir. ry = M(x,y,t), 2 = N(z,y,t) ve
r = makstry, 1 § r,0 diyelim. Her bir o 2 (r,1) icin r3 a3 _ 19 Ve (1 j 74) ;
(1§ ry) - 1j roolacak sekilde 73,74 2 (0,1) vardr. rs = maksftrs, r4g diyelim ve
Bou,ny(z,1 i rs,t/2) ile Bau,ny(y,1 i 7s,t/2) agk yuvarlar-n- ele alal-m. Bu yuvar-
lar-n arakesiti bostur. Gergekten, z 2 By wy(x, 1 i 75,t/2) \ Bouvy(w, 1 i 75,t/2)

olsayd-,
Ty = M(ZE,y,t) s M(ZE,Z,t/Z)QM(Z,y,t/Z) - 5 R 75 s r3 AT =T0 >

r, = N(z,y,t) - N(v,2,t/2) } M(z,y,t/2)
-@Qirs) i (Lirs)
-Qird i Qi
-1ijr

<T2
olurdu ki bu bir celigkidir. O halde (X, M, N,a, }) sezgisel fuzzy metrik uzay- Haus-

dora uzayd-r. m

Uyar- 4.2.1 (Park, 2004) (X,d) metrik uzay ve
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ve Nyw.y.t) = — M8 4 ope

t
M )= — R N A
D= ) ke + da. )
X Uzerinde sezgisel fuzzy metrik olsun. d metrigi taraf-ndan Uretilen 7, topolojisi

ile (M, N) taraf-ndan Uretilen 7 5, n) topolojisi ¢ak-g-r.

Teorem 4.2.4 (Park, 2004) (X, M, N,n, 1) sezgisel fuzzy metrik uzay ve T (s ny,
X Uzerine fuzzy metrik taraf-ndan olusturulmus topoloji ve (z,) ¥2 X bir dizi olsun.

Bu durumda, =z, * =z , M(z,,z,t) ¥ 1ve N(z,,z,t) ¥ O d-r.

Ispat. Kabul edelim ki z, ¥ x ve t > 0 olsun. Buradan her » 2 (0,1) icin n _ ng
iken z,, 2 B, vy (z, 7, t) olacak sekilde en az bir ny dogal say-s- vard-r. Dolay-s-yla,
1i M(z,, x,t) <rve N(x,,z,t) <r veboylece M(z,,z,t) ¥ 1ve N(z,,z,t) T 0
olur.

Tersine, her bir ¢t > 0 icin M(x,,z,t) ¥ 1ve N(x,,x,t) ¥ 0ise n _ ng iken
1§ M(z,,z,t) <rve N(z,,z,t) < r olacak sekilde en az bir ny dogal say-s- vard-r.

Boylece 8n _ no icin x, 2 By ny(z,7,t) olup =, ¥ z dir. m

Lemma 4.2.1 (Saadati, 2005) (X, M, N, =, }) sezgisel fuzzy metrik uzay ve \,n 2
(0,1) say-lar- A +n - 1 sart-n- sdglas-nlar. Bu durumda X Uzerinde, her z,y 2 X
ve t > 0 icin m(x,y,t) . A\ ve n(x,y,t) - n sartlar-n- sdglayan bir (m,n) sezgisel
fuzzy metrigi vard-r. Ayr-ca (M, N) ve (m,n) metriklerinin Urettikleri X Gzerindeki

topolojiler ayn-d-r.

Ispat. m(z,y,t) = makst\, M(x,y,t)g ve n(x,y,t) = minfy, N(x,y,t)g bigciminde
tan-mlans-n. Iddiam-z (m,n), X Uzerinde bir sezgisel fuzzy metriktir. Sezgisel fuzzy
metrik olma kogullar-ndan tggen esitsizlikleri d-g-ndakiler m ve n nin tan-mlar-ndan
acktr. tggen esitsizligi icin x,y,z 2 X ve t,s > 0 olsun. Bu durumda m(z, z,t +
s) . Avem(z,y,t) = X veya m(y, z,s) = A oldugunda m(z, z,t + s) _ m(z,y,t) @
m(y, z,s) dr. Eger m(z,y,t) = M(z,y,t) > X ve m(y,z,8) = M(y,z,8) > X ise
M Ucgen egitsizligini saglad-g-ndan ve m(x,z,t +s) . M(z,z,t + s) oldugundan
m(z,z,t +s) . M(x,z,t +5s) . M(z,y,t)a M(y,z,s) = m(x,y,t) @ m(y, z, s)
yani m(x, z,t +s) . m(x,y,t) @m(y, z, s) elde edilir. Ayr-ca, n(z,z,t+s) - n ve
n(z,y,t) = n veya n(y, z, s) = n oldugunda n(z, z,t + s) - n(x,y,t) ; n(y, z,s) dir.

Eger n(x,y,t) = N(z,y,t) <nven(y,zs) = N(y, z,s) >nise N uggen egitsizligini
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saglad-g-ndan ve n(z, z,t +s) - N(z, z,t+s)oldugundan n(z, z,t+s) - N(x,z,t+
s) = N(z,y,t) + Ny, z,5) = n(z,y,t) } n(y, z,s) yani n(z, z,t +s) - n(z,y,t) }
n(y, z, s) elde edilir. Boylece (m,n), X Uzerinde bir sezgisel fuzzy metriktir. Ayr-ca
her bir t > 0 i¢in m(z,,z,t) ¥ 1 ve n(x,,x,t) ¥ 0 , T\ M(z,,z,t)g ¥ 1 ve
fn, N(z,,z,t)g * 0 , M(x,,z,t) ¥ 1 ve N(x,,x,t) ¥ 0 olacag-ndan (m,n)
taraf-ndan dretilen topoloji ile (M, N) taraf-ndan uretilen topoloji ayn-d-r.

Ek olarak buradaki (m,n) sezgisel fuzzy metrigine (\,n) ile s-n-rl-d-r denir.

Tan-m 4.2.3 (Park, 2004) (X, M, N,a 1) sezgisel fuzzy metrik uzay ve A Y2 X
olsun. Eger her z,y 2 A icin M(x,y,t) > 1 j r ve N(x,y,t) < r olacak sekilde
t>0ver 2(0,1) varsa, A kiimesine I F'- s-n-rl-d-r (intuitionistic fuzzy bounded)

denir.

Uyar- 4.2.2 (Park, 2004) (X, M, N, =, }), d metrigi taraf-ndan olusturulan sezgisel

fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda A %2 X igin, A I F-sn-rl-dr , A snarl-d-r.

Teorem 4.2.5 (Park, 2004) (X, M, N, 1) sezgisel fuzzy metrik uzay-n her kom-

pakt alt kiimesi [ F-s-n-rl-d-r.

Ispat. A% X kompakt olsun. t > 0 ve 0 < r < 1olsun. A nn fBuy ny(z,7,1) :

x 2 Ag ag-k ortisunu alal-m. A kompakt oldugundan A Y2 [I-,B(x;,rt) ola-

cak sekilde z1,75,...,2, 2 A vardr. x,y 2 A olsun. Dolay-syla baz- i,; ler

icin x 2 By ny(zi,m,t) Ve y 2 Barny(z;,r,t) dir. Buradan, M(z,z;,t) > 1 j r,

N(@,z;,t) <7, M(y,z;,t) > 1§ rve N(y,xj,t) <rolur. a =minfM(z;,z;,1):

1-4,5 - ngveps=makstN(x;,xz;,t):1 - 4,5 - ngolsun. a,3 > 0 d-r. Buradan

0<s1<1ve0< s, <1olmak tzere,

M(z,y,3t) . M(z,z;,t)o M(z;,xj,t)a M(zj,y,t) . Qir)elir)ea>1js:

N(x,y,3t) - N(xaxzat) : N(xial‘jat) : N(xjvyvt) =T : r : 6 < 82
olur. s = maksfsy,s,g ve t* = 3t alnrsa, 8z,y 2 A icin M(z,y,t") > 1j s ve

N(z,y,t") < s elde edilir ki bu A n-n I F-snarl- oldugunu gosterir.

Uyar- 4.2.2, Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.5 den agag-daki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.2 Sezgisel fuzzy metrik uzayda her kompakt alt kiime kapal- ve s-n-rl-d-r.
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Tan-m 4.2.4 (Park, 2004) (X, M, N,a 1) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun.

(i) Eger her ¢ > 0 ve t > 0 icin m,n _ no iken M(z,,xm,t) > 1 j e ve

N(zy,z,,t) < € olacak sekilde bir ng 2 N varsa (z,) ¥2 X dizisine Cauchy dizisi
denir.
(i) Bger her Cauchy dizisi T s,y topolojisine gore yak-nsak ise (X, M, N, q, |

sezgisel fuzzy metrik uzay-na tamd-r denir.

Teorem 4.2.6 (Park, 2004) (X, M, N,a, }) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. X
de her Cauchy dizisi yak-nsak bir alt diziye sahipse X sezgisel fuzzy metrik uzay-

tamd-r.

Ispat. (x,) dizisi X de bir Cauchy dizisi ve fz; g dizisi de x noktas-na yak-nsayan
(z,,) dizisinin bir alt dizisi olsun. Gosterecegiz ki x,, ¥ x dir. ¢t >0 ve e 2 (0,1)
olsun. L ijr)a@jir) . Lie)ver,;r - eolan bir » 2 (0,1) secelim. (x,)
dizisi X de bir Cauchy dizisi oldugundan 8m,n _ ng icin M(x,, z,,t/2) > 1§ r ve
N(x,,zm,t/2) < r kosulunu saglayacak bicimde bir no 2 N say-s- vardr. x; ¥ x
oldugundan i, > ng i¢in M(x;,,z,t/2) > 1 j r ve N(z;,,x,t/2) < r olacak sekilde
1, pozitif tamsay-s- bulunabilir. Boylece, n _ no igin,
Mz, z,t) o M2y, 2;,,t/2) 0 M(2;,,2,t/2) > QL ir)e@ir) . Lioe),
N(xn,z,t) - N(xp,xi,,t/2) § N(z,,2,t/2) <7 }r - €.
olur. Buradan z,, ¥ x dir ve boylece (X, M, N,uo 1) sezgisel fuzzy metrik uzay-

tamd-r.

Tan-m 4.2.5 (Park, 2004) (X, M, N,a }) sezgisel fuzzy metrik uzay ve X in alt
kiimelerinin bir f£,9,on ailesi verilsin. Bger her » 2 (0,1) ve t > 0 igin z,y 2 F,,
iken M(z,y,t) > 1§ r ve N(z,y,t) < r olacak sekilde bir ny 2 N varsa fF,0,2n

ailesi sezgisel fuzzy s-f-r capa sahiptir denir.

Uyar- 4.2.3 (Park, 2004) Sezgisel fuzzy metrik uzay-n bir F alt kiimesinin sezgisel
fuzzy s-f-r ¢apa sahip olmas- icin gerek ve yeter sart F' nin tek nokta kiimesi ol-

mas-d-r.

Teorem 4.2.7 (Park, 2004) (X, M, N,a ) sezgisel fuzzy metrik uzay-n-n tam ol-
mas- igin gerek ve yeter sart i¢ ice gecmis bog olmayan kapal- kiimelerden olusan

sezgisel fuzzy s-f-r capa sahip her (F},).on dizisi icin \,onF;, & ? olmas-d-r.
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Ispat. ((=). (z,) X de bir Cauchy dizisi, B, = fz;, : k _ ng ve F, = B, olsun.
Iddiam-z; (F},) sezgisel fuzzy s-f-r ¢capa sahiptir. Verilen bir s 2 (0,1) ve ¢ > 0 igin
Qir)e@inre@ijr)>Qjs)ver,;r,;r < s kosullarn- saglayan r» 2 (0,1)

secelim. (z,) Cauchy dizisi oldugundan her m,n _ ng igin M(z,, 2, £) > 1§ 7

ve N(z,, Ty, %) < r olacak gekilde bir ng 2 N vard-r. Buradan her z,y 2 B,, i¢in
M(z,y,5) > 1jirveN(zy, L) <rdir. z,y2 F,, alalm. Budurumda B,, da dyle
(') ve (i) dizileri vard-r ki 22 § ¥ x vey! ¥ y dir. Dolay-s-yla yeterince blyuk

n 1

n lerigin 2!, 2 By ny(z, 7, %) ve ), 2 Bauny(y, 7, £) olur. Ayrca
0 l 0 0 t 0 t
M(z,y,t) . M(%iﬂmg)“M(xmym §)°M(?/my,§) >@Qire@inair) > 1is)

Ve

t t t
N(l’,y,t) - N(£7£3L7§) : N(lﬁnayEL>§) : N(y2my>§) <r : r : r<s

dir. Boylece (F;,) sezgisel fuzzy s-f-r capa sahiptir ve hipotezden \,onF,, bos kiime-
den farkl-d-r.

Simdi x 2 \,,onF), alalkm. Gosterelim ki (z,) ¥ x tir. »2(0,1) vet >0 ise
n _ ny iken M(z,,z,t) > 1§ r ve N(x,,x,t) < r olacak sekilde bir n; 2 N vard-r.
Buradan her ¢t > 0, i¢in M(x,,x,t) ¥ 1ve N(x,,z,) ¥ 0yani z, ¥ x dir. Bu ise
(X, M, N,a 1) sezgisel fuzzy metrik uzay-n-n tam oldugunu verir.

(=)). Kabul edelim ki (X, M, N,q, ;) tam ve fF,0,on I¢ ice gecmis bos
olmayan kapal- kiimelerden olusan sezgisel fuzzy s+f-r ¢capa sahip bir ailesi olsun.
Her n 2 N i¢in bir z,, 2 F,, noktas-n~ secelim. lddiam-z (x,) bir Cauchy dizisidir.
(F},) sezgisel fuzzy s-f-r capa sahip oldugundan, x,y 2 F,,, ikent > 0 ve r 2 (0,1)
icin M(x,y,t) > 1 jrve N(x,y,t) < r olacak gekilde nog 2 N vard-r. (F}) i¢ ice

dizi oldugundan her n,m _ ng i¢in M(x,, x,,t) > 1 § r ve N(zy,, zm,t) < r dir.

S

Bu nedenle (z,,) Cauchy dizisi olup (X, M, N,=, ) tam oldugundan bir x 2 X icin

x, i ¥ x tir. Buradan her n 2 N i¢in 2 2 F,, = F, yani \,onF,, & ? tur.

Uyar- 4.2.4 z 2 \,onF), tektir. Aksi taktirde =,y 2 \,onF;, ise TF,0,on Sezgisel
fuzzy s+f-r capa sahip oldugu icin her sabit ¢ > 0 ve her n 2 N i¢in M (x,y,t) > 1j %L

ve N(z,y,t) <L dir. Bu M(z,y,t) =1 ve N(z,y,t) = 0 yani z = y demektir.
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Standart sezgisel fuzzy metrik ve kargil-k gelen metrik taraf.ndan Uretilen

topolojiler ayn-~ oldugundan asag-daki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.3 (Park, 2004) (X,d) metrik uzay-n-n tam olmas- i¢in gerek ve yeter
sart i¢ ice gegmis bos olmayan kapal- kiimelerin gap- s-f-ra giden her (F,,) dizisi i¢in

\,.2onFr, & 2 olmas-d-r.

Teorem 4.2.8 (Park, 2004) Her ayr-labilir sezgisel fuzzy metrik uzay ikinci say-la-
bilirdir.

Ispat. (X, M, N,a 1) ayr-labilir sezgisel fuzzy metrik uzay ve A = fz, : n 2

1

—.=-) 7k 2N
k? k) j?k g
ailesini dugtnelim. Bu durumda § say-labilirdir. lddia ediyoruz ki, X in tim agk

Ng X in say-labilir yogun alt kiimesi olsun. 5 = B (25,

ktmelerinin ailesi icin 5 bir taband-r. U, X de herhangi bir a¢ck kime ve x 2 U
olsun. Bu durumda ¢t > 0 ve » 2 (0,1) vard-r oyleki By ny(x,7,t) Y2 U dur.
r 2 (0,1) icin bir s 2 (0,1) i 6yle secebilirizki (1 j s)a(ljs) >1jrves;s<rolur.
.1 . . .
Simdi - < minfs, t/2g olacak sekilde bir m 2 N alal-m. A, X de yogun oldugundan
11 . 1 1.
xj 2 Buu,ny(z, —, —) olacak bigimde z; 2 A vard-r. Efer y 2 By ny(z;, —, —) ise
m m m m
M($>y>t) - M(l’,l’j,t/Z)QM(y,l’j,t/Z)
- M($>xj>1/m) o M(y>xj>1/m)
1 1
-Qi)eio)
m m
-Qis)elis)

>1ir
ve
N(l’,y,t) - N(l’,l'J,t/Z) : N(yaxj>t/2)

- N(x,xj,l/m) : N(y7xj71/m)

1,1
m "' m
- 518
<r

d-r. Dolay-swyla y 2 By ny(z,7,t) %2 U ve 8 bir taband-r.

Uyar- 4.2.5 (Park,2004) ikinci say-labilirlik kal-tsal 6zellik ve ayr-labilirligi gerek-
tirdiginden bir ayr-labilir sezgisel fuzzy metrik uzay-n her alt uzay- ayr-labilirdir.
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Onerme 4.2.1 (Park, 2004)(X, M, N, o, }) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. BEger

t>0vers2(0,1) sayllar-icin (1 j s)e (1 js) . 1jrves,;s - rsartlar

saglanrsa, By (2, s, %) Y2 B, (xz, 7, t) dir.

Ispat. y 2 Buu,ny(z,s,5) olsun. Burwn (. s,3) \ Bauny(z, s, 5) & 0 oldugundan
bir z 2 Bou,ny(u, s, 5) \ Barny(, s, 5) vard-r. Bu durumda

t t
M(l’,y,t) - M(l’,Z,E)UM(y,Z,E) > (1 i 5)0(1 i 5) - 1 ir

Ve

t t
N(l’,y,t) - N(CE’,Z,E) : N(yvz>§) <s : s =T

olaca-ndan z 2 By, ny(x, 7, t) yani Bosny(, s, 5) ¥2 Bauny(z,,t) olur. =

Teorem 4.2.9 (Park, 2004) (X, M, N,a, }) sezgisel fuzzy metrik uzay-n bir A alt
kiimesinin hichir yerde ydgun olmas- icin gerek ve yeter sart X teki bog olmayan her

ac-k kiimenin, kapan-s~ A ile kesismeyen bir a¢-k yuvar kapsamas-d-r.

Ispat. U (X ag-k olsun. Bu durumda bog olmayan bir V' a¢-k kiimesi vard-r ki
V% UveV\A="2dir. 22V ise Burny(z,r,t) % V olacak sekilde 2 (0,1) ve

t>0vardr. (Lis)a(ljs). 1jrves;s - rolacak sekilde bir s 2 (0, 1) secelim.

Onerme 4.2.1 den B ny(z, s, %) Y2 Bauwy(z, 7, t) dir. Boylece By ny(z,s, %) % U

ve Burny(z,s,5) N A= "2 olur.

Tersine, effer A hic bir yerde yogun bir kiime degilse (A)* = ? tur. Dolay-s-yla
bos olmayan her U ag-k kiimesi icin U Y2 A d-. Bu,ny(z,7,t), U da kapsanan bir
ac-k yuvar oldugundan By xy(x, 7, ) \ A & ? olur ki bu celigkidir.

Teorem 4.2.10 (Baire Teoremi)(Park, 2004) fU,, : n 2 Ng bir tam (X, M, N, a,
sezgisel fuzzy metrik uzay-n-n ac-k ve ydgun alt kimelerinin bir dizisi ise \,o>nU,

kiimesi X de ydgundur.

Ispat. V, X in bos olmayan bir a¢-k alt kiimesi olsun. U; X de yogun oldugundan
VAU, & ? tur. x 2 V\U; olsun. V\U; a¢k oldugundan B ny(z1,71,t1) Y2 V\U;
olacak sekilde r; 2 (0,1) ve ¢; > 0 vard-r. Simdi Bosay(ze,r3,8) Y2 V\U;

olacak sekilde r} < r; ve 4 = minft;, 1g secelim. U, X de yogun oldugundan
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B(M7N)(£L‘1,’I“g_,t%_)\U2 6 ? tur. X2 2 B(M7N)(£U1,T01,t%)\U2 olsun. B(M7N)(l‘1,7“g,t%)\
U, agk oldugundan By ny(z2,75,15) Y2 Bary (1,75, 11) \ Uz olacak sekilde r, 2

(O, %) ve t, > 0 vard-r. Bu islem devam ettirilirse
B(M,N)($n> TSU ton) Y2 B(M,N)(xn ily Ton il tSL i 1) \ Un

ve 0 < ! < % kosullar-n-~ saglayan (z,,) ve (\) dizileri bulunabilir. Iddiam-z (z,,)
bir cauchy dizisidir. Gergekten bir ¢ > 0 ve € > 0 verildiginde 1/ng <t ve 1/ng < ¢

olacak gekilde bir ng 2 N secilebilir. Bu durumda her n _ no ve m _ n igin

1 1 1 1
Mz, Ty, t) o M(z,, T, —) o Li—>1jeve N(x,, T, t) - N(@p,Tpm,—) - — <€
n n n n

olacag-ndan (z,) bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan bir z 2 X icin z,, i ¥ =

tir. k& _ nicin zx 2 Busyy(za, ), 1)) olacagndan x 2 By ny(zs, ), ) olur. Bu

n’»-’n

yuzden her n 2 N igin 2 2 By ny(@n, 7%, 1%) %2 By @ni1: i1, th;1) \ U, dir,
Buradan V' \ (\,.2nU,) & ? olur. Dolay-s-yla \,onU,, X te yogundur.

Not 6 (Park, 2004) Herhangi bir sezgisel fuzzy metrik uzay higbir yerde ydgun
kiimelerden olugan bir dizinin birlesimi seklinde yaz-lamayacdg-ndan birinci kategori-

den dégildir. Bu nedenle her tam sezgisel fuzzy metrik uzay ikinci kategoridendir.

Uyar- 4.2.6 (Park, 2004) Her metrik bir sezgisel fuzzy metrik Urettiginden ve sezgisel
fuzzy metrik, fuzzy metrigin bir genellestirilmesi oldugundan tam metrik uzaylar igin
Baire teoremi (Nagata, 1974) ve tam fuzzy metrik uzaylar icin Baire teoremi (George

ve Veeramani, 1994) yukar-daki teoremin 6zel durumlar-d-r.

Tan-m 4.2.6 (Park,2004) X herhangi bostan farkl- bir kiime ve (Y, M, N, =, }) sezgisel
fuzzy metrik uzay olsun. X den Y ye tan-ml- olan fonksiyonlar-n bir (f,)) dizisi ile
bir f fonksiyonu verilsin. Bir r 2 (0,1) ve ¢ > 0 verildiginde her x 2 X icin n _ ng
iken M(f,(x), f(x),t) > 1§ r ve N(f.(z), f(x),t) < r olacak sekilde en az bir

np 2 N varsa (f,,) dizisi f fonksiyonuna duizgun yak-nsakt-r denir.

Teorem 4.2.11 (Duzgun limit teoremi)(Park,2004) f, : X ¥ Y bir X topolojik
uzay-ndan bir (Y, M, N, e 1) sezgisel fuzzy metrik uzay-na sirekli fonksiyonlar-n bir

dizisi olsun. (f,,), f: X ¥ Y fonksiyonuna dizgin yak-nsak ise f sureklidir.
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Ispat. V, Y nin bir a¢g-k alt kiimesi ve z¢ 2 fi1(V) olsun. f(U) ¥ V olacak bigcimde
xo "N bir U komgulugunu bulmak istiyoruz. V' ag¢-k oldugundan B, ny(f(xo),r,t) Y2
V' olacak bicimde ¢t > 0 ve » 2 (0,1) vard-r. r 2 (0.1) igin bir s 2 (0.1) i dyle
secebilirizki (1§ s)a(ljs)a(ljs)y>1jrves;s;s<rolur. (f,)dizsi fe

diizguin yak-nsak oldugundan verilen ¢ > 0, s 2 (0,1) ve her x 2 X icin n _ ng iken

t =
M(f.(2), f(2), §) > 1jsve N(fu(2), f(x), %) < s olacak bigcimde bir ng 2 N vard-r.
Ayr-ca her n igin f,, strekli oldugundan f,,(U) Y2 By ny(fn(20), s, %) olacak bicimde
xo N bir U komgulugu vard-r. Boylece her = 2 U igin M (f,(x), f.(xo0), %) >1is

ve N(£.(x). f.(xo), %) < s dir. Simdi

M@, [0, M@, fu(a), 3) B MU, Fulo) 5) & MCUfulro), (o). 3)
Qis)plis)ais)>1ir

=

Ve

N(f(l’), f($0)7 t)

N(F@). fule), 5) § N fur0), 5) § NUaoo), £Gro). 3)

sSysys<r

olur. Boylece her x 2 U icin f(xz) 2 Buuny(f(z0),r,t) Y2 V dr. Dolay-syla
f(U) %V ve f sureklidir. m

Tan-m 4.2.7 (Saadati, 2005) (X, M, N,a, }) sezgisel fuzzy metrik uzay ve A %> X
olsun. Her 0 <r <1lvet > 0icin AY. [,25B8u,n(x,7,t) olacak bicimde A n-n

sonlu bir S alt kiimesi varsa A ya prekompaktt-r denir.

Lemma 4.2.2 (Saadati, 2005) (X, M, N, =, }) sezgisel fuzzy metrik uzay ve A %2 X

olsun. A prekompaktt-r ancak ve ancak her 0 <r <1vet > 0 igin
AYe [o2sBarny(z,rt) (1)
olacak bigcimde X in sonlu bir S alt kiimesi vard-r.
Ispat. A% X prekompakt ise her 0 <r <1 vet > 0icin
AYe LuasBouny(x, 1)

olacak bicimde X in sonlu bir S alt kiimesinin varl-g- ag-kt-r.
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Tersine, kabul edelim ki bir 0 < » < 1 ve bir ¢t > 0 i¢in (1) sart- saglans-n. o
ve | islemlerinin surekliliginden, (1 j s)a (1§ s) >1jr ves;s<rolacak bicimde

bir s 2 (0,1) vard-r. s ve t/2 icin (1) kosulunu uygularsak,
A Y2 29 Bou,ny (i, 5,t/2)

olacak sekilde X in sonlu bir S = fz,, ..., z,,g alt kimesi vard-r. Kabul edelim ki
Barny(x;,s,t/2) N\ A & ? olsun. Aksi halde z; noktas-n- S° den atarz ve A %
Lei250i f2;0Bosny (i, 5, 1/2) yazabiliriz. Her ¢ = 1,...,n igin y; 2 By vy (i, 5,t/2) \
A secelim ve S = fy,, ..., y,g9 olsun. Bu durumda A daki her y i¢in M(y,x;,t/2) >
1jsveN(y,z;,t/2) < s olacak sekilde bir i 2 f1, ..., ng vard-r. Buradan

My, yi, t) > M(y, i, t/2) 0 M(zi,y:,t/2) > (Lis)e(lis)>1ir
ve
N(yayzat) < N(y,ﬂfz,t/Z) : N(xzayzat/z) <s : s<r

olur. Bu A %2 [,25Bu,ny(z, 7, t) demektir. m

Lemma 4.2.3 (Saadati, 2005) (X, M, N, a, ) sezgisel fuzzy metrik uzay ve A %2 X

olsun. A bir prekompakt kiime ise A da prekompakt bir kiimedir.

Ispat. r 2 (0,1) ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda = ve ; n-n surekliliginden (1 j
s)e(ljs)>1jrves;s < rolacak bicimde s 2 (0,1) vardr. Ayrca A Y%

[xizsoB(MW)(l‘i,s,%) olacak bicimde X in bir S = fzy,..., 2,9 sonlu alt kiimesi
— . . . t t

vard-r. Bu durumda A daki her y icin M(x, vy, 5) >11jisveN(,y, 5) < s olacak

sekilde bir x 2 A vard-rve 1l - i - n olacak sekilde bir i vard-r ki M (z, z;, %) >1jis

t .
ve N(z, z;, 5) < s tir. Buradan
M(y,zi,t) > M(y,z,t/2) 8 M(z,2;,t/2) > L is)rlis)>1ir

Ve

N(y, zi, 1) < N(y,z,t/2) § N(z,23,t/2) < Qi s) i (Lis)<r

olur. Bu nedenle A % [,..25 By (zi, 7, t) yani A prekompakt bir kimedir.
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Teorem 4.2.12 (Saadati, 2005) (X, M, N,a,}) sezgisel fuzzy metrik uzay ve A %
X olsun. A n-n prekompakt olmas- i¢in gerekli ve yeter sart her dizinin bir Cauchy

alt diziye sahip olmas-d-r.

Ispat. A bir prekompakt bir kiime ve (p,,) A da bir dizi olsun. Bu durumda her
k2 Nigin A% [2s, Bou,n(z, %, %) kosulunu saglayan X in bir S, sonlu alt kiimesi
vard-r. O halde £ =1 ve her n 2 N icin bir z; 2 S; ve (p,) nin bir (py,,) alt dizisi
vard-r ki p1, 2 Buuny(x1,1,1) dir. Benzer sekilde £ = 2 ve her n 2 N igin bir
T2 2 S ve (p1,) nin bir (po,) alt dizisi vard-r Ki pa,, 2 B,y (2, %, %) dir. Bu
islem devam ettirilirse her n 2 N icin bir x, 2 S, Ve (p;1.,) Nin (py.,) alt dizisi vard-r
Ki prn 2 Bou,ny (@, %,%) dir. (p,) nin (p,,) alt dizisini ele alal-m. Her » 2 (0, 1)

- I 1 1 1.1
ve t > 0ic¢in @ ve |} nn surekliliginden (1§ —)a(lj —)>1j§r,— ) — <rwve
, no 1o Nog  TNo
— < t olacak gekilde bir ng 2 N vard-r. Buradan her [, m _ ng igin
No
2
M(pl,lapm,mat) - M(pl,lapm,ma 7)
1 1
- M(pl,laxnoa —) o M(xnoapm,ma —)
1. " o
>@Qi—)ei—)
o o
>1qr
ve
2

N(pl,l,pm,my t) - N(pl,l,pm,my 7)
o 1

1
- N(pl,l>xno> ) : N($noapm,m> )
Mo Mo

1,1
no'no
<r

olur. Dolay-s-yla (p;,..,) dizisi (X, M, N,=q, }) de bir Cauchy dizisidir.

Tersine, kabul edelim ki A bir prekompakt kiime olmas-n. Bu durumda X in
her sonlu S alt kiimesi igin bir 2 (0,1) ve bir ¢t > 0 vard-r ki A, [,25B,ny(z, 7, 1)
nin bir alt kiimesi degildir. p; 2 A y~ sabitleyelim. A, [.2¢,,0B,n(x, 7, 1) nin alt
ktumesi olmad-g-ndan, M (p1,p,,t) - 1§ r ve N(py,p2,t) . r olacak bicimde p, 2 A
vard-r. A, Lofp pogBou,ny(, 7, 1) nin de bir alt kiimesi olmad-g-ndan M (py, ps, t) -
1ir N(@ipst) . r, M(p2,ps,t) - 1§ r ve N(po,ps,t) . r olacak bicimde
ps 2 A vardwr. Bu iglemi devam ettirirsek her i & j icin M(p;,p;,t) - 1 i r ve

N(pi,p;,t) . r olacak bicimde A da farkl- noktalar-n bir (p,) dizisini olugtururuz.
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Bu yizden (p,) Cauchy alt dizisine sahip degildir. m

Lemma 4.2.4 (Saadati, 2005) (X, M, N, =, }) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bir

x 2 X noktas- bir Cauchy dizisinin y4g-lma noktas- ise dizi x noktas-na yak-nsar.

Ispat. (z,) dizisi (X, M, N,a }) da bir x 2 X y-glma noktas-na sahip bir Cauchy
dizisi olsun. Bu durumda (z,,) dizisinin T (5 ny topolojisine gore x noktas-na yakin-
sak olan bir (x,,) alt dizisi vard-r. Boylece verilen 0 <r <1lvet>0ic¢cink _ N
iken, s 2 (0,1), 1 js)e(ljs)>1ijrves;s < r gartlar-n: saglamak tzere
M(z, z,,, ;) >1jsveN(z,z,, ;) < s olacak sekilde bir ny 2 N vard-r.

. . t t
Diger taraftan n,m _ n; iken M(:pm,xn,i) >1jswve N(xm,xn,é) <s

=

olacak bicimde bir n; _ ny vard-r. Buradan n _ n4 icin
M(z,x,,t) . M(z,z,,,t/2)8 M(x,,, 20, t/2) > QL Gs)a@is)y>1ir

ve
N(z,xn,t) = N(@,xn,, t/2) } N(@p,,, 00, t/2) <s}s<r
olur. Sonu¢ olarak (x,,) Cauchy dizisi = e yak-nsar. =

Lemma 4.2.5 (Saadati, 2005) (X, M, N, a, ) sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu
durumda (X,7 (a,n)) metriklenebilir bir topolojik uzayd-r.

Her metriklenebilir dizisel kompakt uzay kompakt oldugundan, agag-daki

sonug elde edilir.

Sonug 4.2.4 (Saadati, 2005) (X, M, N,a,}) sezgisel fuzzy metrik uzay-n-n bir A
alt kiimesinin kompakt olmas- icin gerek ve yeter sart A n-n prekompakt ve tam

olmas-d-r.
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