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OZET

Minkowski 3-uzayinda Bishop catisina gére karakterize edilen uzay egrileri ile ilgili olan
bu calisma ¢ bdlimden olusmustur.

Birinci béliimde, konu ile ilgili temel kavramlar verilmis ve Oklid uzayi ile Minkowski 3-
uzayindaki diferansiyellenebilir egrilerin Bishop ¢atisi ifade edilmistir.

ikinci boliimde, Minkowski 3-uzayindaki timelike egrilerin Bishop catisina gére genel

karakterizasyonlari verilmis ve f,ﬁl,ﬁz vektorlerine gére harmonik 1-tipli timelike egriler ile

harmonik timelike egriler incelenmis ve bazi sonuglar elde edilmistir.

Uglincii bdliimde, Minkowski 3-uzayindaki spacelike egrilerin Bishop catisina gére
genel karakterizasyonlari verilmis ve T,NI,NZ vektorlerine gére harmonik 1-tipli spacelike

egriler ve harmonik spacelike egriler incelenmis, bu tip egriler ile ilgili bazi sonuglar elde
edilmistir.



ABSTRACT
This study which is related to the space curves characterized by Bishop frame in
Minkowski 3-space consists of three sections.
In the first section, basic concepts on subject are given and are represented Bishop
frame of the differentiable curves in Euclidean space with Minkowski 3-space.
In the second section, the general characterizations according to Bishop frame of
timelike space curves in Minkowski 3-space are given and harmonic 1-type timelike curves,

harmonic timelike curves according to the vectors f,NI,NZ are investigated and some results

are obtained.
In the third section, the general characterizations according to Bishop frame of
spacelike space curves in Minkowski 3-space are given and harmonic 1-type spacelike curves,

harmonic spacelike curves according to the vectors T, N,,N, are investigated, some results

related to this type curves are obtained.
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GIRIS

Ef uzayindaki galismalar pek ¢ok matematikgi tarafindan incelenmistir. [15] de ilarslan Ef
uzayinda helislerin karakterizasyonlar (zerine ¢alismistir ve Minkowski 3-uzayinda Frenet
vektbrlerine gore helisleri karakterize eden diferansiyel denklemleri bulmustur. Bunun éncesinde
bir egrinin genel helis olabilmesi i¢in sabit egrilik ve sabit buruimaya sahip olmasi gerektigi
bulunmustur [27]. Buradan, Kocayigit Oklid 3-uzay! ve Minkowski 3-uzayinda Frenet egrilerini
karakterize eden genel diferansiyel denklemleri elde etmistir [19].

1975'te Bishop, egrilerin paralel 6telemesi igin alternatif bir gatinin yani Bishop ¢atisinin var
oldugunu séylemistir [3].

Biikcii ve Karacan Oklid 3-uzayinda Bishop catisina gére slant helisleri tanimlamislardir [6].
Ustelik Biikgii ve Karacan Minkowski 3-uzayinda Bishop catisina gére timelike, asli normal
vektorl spacelike olan spacelike egriler ve binormal vektdrl spacelike olan spacelike egriler ile
ilgili birgok ¢alismada bulunmuslardir [4, 6, 7].

Ayrica Chen ve Ishikawa yari-Oklid uzayinda, A Laplace operatérii ve H Frenet egrisinin
egrilik vektor alanini gostermek Uzere, AH =0 kosulunu saglayan egriler yani, biharmonik
egriler Gzerinde calismistir [9]. Bunun ardindan Kocayigit Oklid 3-uzayinda ve Minkowski 3-
uzayinda biharmonik egriler ve A sabit olmak lizere AH = AH sartini saglayan harmonik 1-
tipli egriler Gizerinde ¢alismistir [20].

Bu tezde de yukarida bahsi gegen calismalardan yararlanilarak Minkowski 3-uzayinda
Bishop c¢atisina goére timelike ve spacelike uzay egrilerini karakterize eden genel diferansiyel
denklemler ve harmonik 1-tipli vektérlere sahip timelike ve spacelike uzay egrilerini karakterize
eden genel diferansiyel denklemler elde edildi.



1. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde, Oklid ve Minkowski 3-uzaylarinda Frenet ve Bishop catilari hatirlatiimistir.

Tanm 1.1: (Oklid Uzay)): R reel  sayllar cismini  gOstermek  Uzere,

R"={(x,x,,x;,....,x,) 1 x,;€ R} vektér uzayinda, iki vektor X=(x,x,,x;,....,x,) Ve

Y=Y, Ys.--»y,) olmak lzere,

<%3>= 3%y,

i=1
esitligi ile tanimlanan,
<> R"XR" —>R
(X,y) =><x,y>
fonksiyonu R" uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ carpima Oklid i¢ carpimi denir. Uzerinde Oklid

ic carpimi tanimli R" afin uzayina Oklid uzayi denir ve E" ile gdsterilir [25].

Tanim 1.2: 1, R reel sayilar cisminin bir acik araligi olmak tzere,

y:IcR—E"
s = y(s)

bigiminde tanimlanan diferansiyellenebilir % dénisimine, E" uzayinda bir egri denir [25].

Tanim 1.3: E" uzayinda, y:1 c R — E" egrisiigin
Vsel, 1Y (s)l=1

ise ¥ egrisine birim hizh egri denir [25].

Tanim 1.4: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli }/:ICR—)E3 egrisi igin T(s)zj/(s)

esitligiyle belirli T(s) vektdriine ¥ egrisinin s noktasindaki birim teget vektérii denir [25].



Tanim 1.5: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli ¥: 1 < R — E’ egrisiicin,
k:I >R
s = k() =T (s)
fonksiyonuna ¥ egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin s noktasindaki

egriligi denir [25].

Tanim 1.6: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli : 1 c R — E® egrisi igin,

_ 1 -,
N(S)—ET (s)

esitligi ile belirli N(s) vektoriine, egrinin s noktasindaki asli normali denir [25].

Tanim 1.7: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli ¥: 1 < R — E’ egrisiicin,
B(s)=T(s)xN(s)

esitligi ile tanimh B(s) vektoriine, edrinin s noktasindaki binormali denir [25].

Tanm18: y:ICcR— E? birim hizli egrisinin Frenet vektorleri T,N,B olmak lizere,

7:1 >R, 7(s)=—<B(s),N(s)>
fonksiyonuna, ¥ egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin s noktasindaki

burulmasi denir [25].

Tanim 1.9: (Oklid 3-uzayinda Bishop catisi): Bishop catisi veya paralel dteleme catisi,
hareketli ¢cati tanimlamasina alternatif bir yaklasimdir, yani bir egrinin ikinci tirevi olmasa bile iyi
tanimhdir. Gatinin her bilesenini paralel 6teleme ile egri lizerinde ortonormal ¢ati yardimiyla
kolayca paralel tasiyabiliriz. Bu paralel 6teleme ¢atisi su gdzleme dayaldir: Verilen egri icin

T(s) tek iken gatinin geri kalani igin y egrisinin sirasiyla birinci egriligi ve ikinci egriligi &, , k,
(dogal egrilikler) olmak Uzere herhangi uygun keyfi bazlar {Nl(s),]vz(s)} secelim, boylece bu
catl her noktada T'(s) vektdrine dik normal diizlemdedir. {Nl(s),ﬁz(s)} tirevleri sadece
T(s) vektérine bagli ise herbiri birbirine bagl degilse, dogal egrilikler ne olursa olsun yol

boyunca diizgiin olarak Nl(s) ve Nz(s) bazlarini degistirebiliriz. Boylece



T 0 k K,
N, |=|-k 0 0
V,N,| |-k, 0 0

=2 =N

olmak Uizere alternatif cati denklemleri elde ederiz [3].

K(s) =1 V() = JIT(s)]

O(s)=arctan (&j, k, #0
k

1

_ klk; - kl/kz

=6
kP +k;

Burada i, kutup koordinatlari igin etkin bir bicimde Kartezyen koordinat sistemine kargilik

gelir [3].

y(s):IcR— E’ reguler bir egri olsun, yani herhangi bir s parametresi i¢in tirevi sifirdan
farkli bir egri olsun. Eger ¥ egrisinin 1\71(s) birim vektérii bazi sabit U birim vektorleriyle sabit

6 acisi yapiyorsa yani se [ igin <N1(s),l7 >=sabit ise ¥ egrisi slant helis olarak
adlandirilir.

y:l— E’ sifirdan farkl k,,k, dogal egrilikleriyle birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde ¥

k
egrisi bir slant helistir ancak ve ancak k—‘(s) sabittir [6].
2

Tanim 1.10: E’ uzayindaki regller ¥ egrisi icin

AT =0,
esitligi saglaniyorsa ¥ egrisine harmonik tanjant vektorli egri denir. Ayrica E’ uzayindaki ¥
reguler egrisi igin

AT = AT, A€ R,

sartl saglaniyorsa ¥ egrisine harmonik 1-tipli tanjant vektérlt egri denir [18].

Tanim 1.11: E’ uzayinda regller ¥ egrisi icin
AN, =0
sartt saglaniyorsa ¥  egrisine  harmonik Nl vektdrli  egri  denir. Ustelk E’

uzayinda ¥ regller egrisi igin

AN, = AN,, A€ R,



esitligi saglaniyorsa ¥ egrisine harmonik 1-tipli Nl vektérll egri denir [18].

Tanim 1.12: E’ uzayindaki regller y egrisi

AN, =0
sartini sagliyorsa ¥ egrisine harmonik Nz vektorll egri denir. Ayrica E’ uzayindaki ¥ reguler
egrisi igin

AN, = AN,, A€ R,

sartl saglaniyorsa ¥ egrisine harmonik 1-tipli NZ vektdrll egri denir [18].

Tanim 1.13: (Minkowski Uzay1): X = (x,,x,,X;,...,X,) ve Y =(¥,Y,,Y;»-..,¥,) € E" olmak
Uzere

<X, Y>>, ==Xt XY, t..+XY,
ic carpimina Lorentz (Minkowski) i¢ carpimi denir [24]. Minkowski i¢ carpimiyla tanimh Oklid

uzayina Lorentz uzayi, Minkowski uzayi ve ya yari-Oklid uzayi denir ve E]" ile gosterilir.
Ozel olarak n=3 ise Ef uzayina 3-boyutlu Minkowski uzayi denir. Bu durumda standart
metrik , X = (x,,%,,X,) ve ¥ =(Y,,Y,,¥;) € E, olmak lizere
<X,y >, =-XYy +XY,+ X,

seklindedir [24, 27].

Tanim 1.14: Diferansiyellenebilir bir ¥ egrisi igin,
i) (f,T>L <0 ise, ¥ egrisine timelike egri,
ii) (T,T)L > Oise, ¥ egrisine spacelike egri,
iii) (T,T)L =0 ise, ¥ egrisine null egri denir.

y(s)e Eﬁ olmak Uzere ¥ egrisi icin U¢ durum s6z konusudur [10, 24, 27].

I. Durum: 3(s) bir timelike egri ise; 7 timelike, N' spacelike, B spacelike vektorlerdir, yani
<T,T>,==1, <N,N>=1,<B,B>=1
(T,N), =(N,B), =(T,B) ,=0

V.T =N

4



VN =xT+7B
V,B=-tN

dir [28].

Il. Durum: y(s) spacelike egriyse,

1) ¥ binormal vektori spacelike olan spacelike bir egri olabilir bu durumda,

T spacelike, N timelike, B spacelike vektorlerdir, yani

dir [28].
2) y asli normal vektdri spacelike olan spacelike bir egdri olabilir bu durumda ise,

T spacelike, N spacelike, B timelike vektorlerdir, yani

AN
=~

~y

Vv
-

Il
b

N

N,N>,=1,<B,B>=-1

olur [28].

lll. Durum: ¥(s) null egriyse,

T null, N spacelike, B spacelike vektorlerdir, yani

V/T:K
V_ N =1T —«B
V. B=-tN



dir [28].

d
Tanim 1.15: V semboliine, ¥ egrisinin yay parametresi s olmak lzere Vy, :d— ile verilen
s

Levi- Civita koneksiyonu denir.
Y egrisinin Laplace operatdri ise
A:_VV'Z ==V, Vv, (1.1)

ile tanimlanir [24].

Tanim 1.16: (Minkowski 3-uzayinda Bishop catisi): Bishop ¢atisi veya paralel 6teleme ¢atisi,
hareketli ¢cati tanimlamasina alternatif bir yaklagimdir, yani bir egrinin ikinci tirevi olmasa bile iyi
tanimhdir. Gatinin her bilesenini paralel 6teleme ile egri lzerinde ortonormal ¢ati yardimiyla
kolayca paralel tagiyabiliriz. Bu paralel 6teleme c¢atisi su gdzleme dayalidir: Verilen egri igin

T(s) tek iken gatinin geri kalani igin y egrisinin sirasiyla birinci egriligi ve ikinci egriligi &, , k,
(dogal egrilikler) olmak Gizere herhangi uygun keyfi bazlari {Nl(s),ﬁz(s)} secelim, boylece bu
cati her noktada 7T'(s) vektérine dik normal diizlemdedir. {Nl(s),ﬁz(s)} threvleri sadece
f(s) vektérine bagli ise herbiri birbirine bagl degilse, dogal egrilikler ne olursa olsun yol

boyunca dlzgiin olarak Nl(s) ve ]\72(s) bazlarini degistirebiliriz. Boylece
K(s)=JIl Y ()1, =4Il T(s) I,

O(s) =argtanh (%J , k,#0

1
olmak Uzere alternatif gati denklemleri elde ederiz. Burada &, € kutup koordinatlari igin etkin
bir bigimde Kartezyen koordinat sistemine karsilik gelir [7].

y(s):IcR— Ef regller bir edri olsun, yani herhangi bir s parametresi igin tlrevi sifirdan
farkl bir egri olsun. Eger ¥ egrisinin Nl(s) birim vektdrii bazi sabit U birim vektorleriyle sabit

6 acisi yapiyorsa yani se [ igin <N1(s),lj >, =sabit ise y egrisi slant helis olarak
adlandirilir.
y:l— Ef sifirdan farklh k,;,k, dogal egrilikleriyle birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde ¥
egrisi bir slant helistir ancak ve ancak %(s) sabittir [6].
2

Tanim1.17: Ef uzayindaki regiiler ¥ egrisi igin



AT =0, (1.2)
esitligi saglaniyorsa ¥ egrisine harmonik tanjant vektérli egri denir. Ayrica Ef uzayindaki y
reguler egrisi igin

AT = AT, A€ R, (1.3)

sartl saglaniyorsa ¥ egrisine harmonik 1-tipli tanjant vektorlt egri denir [20].

Tanim 1.18: Ef uzayindaki regller ¥ egrisi icin

AN, =0 (1.4)
esitligi saglaniyorsa ¥ egrisine harmonik ]\71 vektorlh egri denir. Ustelik Ef uzayinda ¥ regtler
egrisi igin

AN, = AN,, A€ R, (1.5)

ise harmonik 1-tipli Nl vektérll egri denir [20].

Tanim 1.19: Ef uzayindaki regiler ¥ egrisi

—

AN, =0 (1.6)

sartini sagliyorsa ¥ egrisine harmonik Nz vektorll egri denir. Ayrica Ef uzayindaki ¥ regiler
egrisi igin
AN, = AN,, A€ R, (1.7)

esitligi saglaniyorsa ¥ egrisine harmonik 1-tipli ]Vz vektorll egri denir [20].



Il. BOLUM
TIMELIKE EGRILERIN BISHOP CATISINA GORE KARAKTERIZASYONLARI

Bu bdlimde Ef uzayinda Bishop c¢atisina gobre timelike egrilerin karakterizasyonlarini

verecegiz.
Ustelik Minkowski 3-uzayinda Bishop catisi T,NI,NZ vektorlerine gore timelike egrileri

karakterize eden genel diferansiyel denklemleri elde edecegiz.
¥(s) timelike bir egri olsun, bu takdirde ¥(s) egrisi Bishop catisina gére asagidaki alternatif

¢ati denklemlerine sahiptir:

v, T 0 k kK,

2 =N

5]

VN, =kT
VN ,=kT
dir. Ayrica

<T,T >,=-1, <N,,N,>,=1, <N,,N, >,=1

K(s) = [k +k2

O(s)=—arg tanh(%], k #0

1
dir [6]. Simdi de ¥(s) timelike egrisini karakterize eden asagidaki teoremleri verelim.

2.1. Timelike Egrilerin Bishop Catisina Gére Diferansiyel Denklem Karakterizasyonlari
timelike egrilerin diferansiyel denklem

Bu bolimde T7,N,,N, vektorleri yardimiyla

karakterizasyonlarini verecegiz.



Teorem 2.1: ¥, {T,N,,N,} Bishop catisi, k, ve k, dogal egrilikleriyle E} de birim hizli

timelike bir egri olsun. T teget vektérine gbre y egrisini karakterize eden diferansiyel denklem,

)“4 =1,

A =-g,

A, =(kk,z+t+kk —kk)),
A =3fh+ gk,

ve

f :(k_lj k227 g =kk,—kk,, h=—kk —k,k,, z=k.k, —kk, t =k, k —kk,

2

olmak lizere
AV, T+ AV T+ AV, T+AT =0

olarak elde edilir.

ispat: ¥, {f,ﬁl,ﬁz} Bishop catisi ve k,,k, sirasiyla egrinin birinci ve ikinci egriligi olmak

Gzere birim hizli timelike bir egri olsun. s parametresine gore T vektorinin U¢ kez tlrevi

alinarak asagidaki esitlikleri buluruz:

V,T=kN,+k,N,

VT = (ki +Kk;)T + kN, + kN,

VT =3(kk, + k)T + (K + kk; + k)N, + (k; +klk, + k)N,
(2.1) ve (2.2) esitliklerinden

k) sk or ko

M= ek ek T T ke
2™ 2™ 2™ 2™ 2™ 2™

ve
2 2 '
Nz — kl(k} +].<2 ) f+ 'kl : },,T—#V;T
kok —kok, ok —kok, kk — kok,

bulunur. (2.3) denkleminde (2.4) ve (2.5) esitlikleri yerine yazilirsa

f= (%} k;, g =kk,—kk,, h=-kk —kk,, z=kk,—kk,, t=kk —kk,

2

olmak lzere

(2.1)

(2.2)

(2.4)



}“4 =f,
A==,
A, =(kk,z+t+k k' —kk),

A =@+ gi?).

VT =gV T +(kkyz+t—kk; +kk)V, T + @3 fh+ gx*)T =0 (2.6)
denklemlerini buluruz. (2.6) denkleminden

AVT+AV T+ AV, T+AT =0

istenen denklemi elde ederiz.

Teorem 2.2: ¥, {T,N,,N,} Bishop catisi ve k, ,k, egrilikleriyle Minkowski 3-uzayinda birim

hizli timelike bir egri olsun. N | vektériine gbre y egrisini karakterize eden diferansiyel denklem,

kK k
b =(2-—1--2),
’ kl kZ
k)’ kk, k. .,
S (o EA L B Ry L
pr=( kP kk, ko D)
kk. ,
,31:( : z_klkl)
k2

olmak lizere
VN, +BV,N,+ BV N, +BN =0

ile verilir.

ispat: 7, {T,NI,NZ} Bishop catisi ve k,, k, dogal egrilikleriyle birim hizli timelike bir egri

olsun. N, vektdrinlin s parametresine gére (¢ kez tirevini alarak asagidaki esitlikleri buluruz:

V, N, =kT (2.7)
VoN, =kT +k’N, +kk,N, (2.8)
VN, =k +k +kk)T + Gkk)N, + 2kk, + kk,)N,. (2.9)

(2.7) ve (2.8) esitliklerinden

- 1 -
T=V, N, (2.10)
1

-10 -



- 1 - - -
N,=—V:N ——L-V N —-LN 2.11
2 klkz 7yl klzkz 7ol kz 1 ( )

elde edilir. (2.9) denkleminde (2.10) ve (2.11) esitlikleri yerine yazilarak

VON, + Dk ke V2N, + 2("3 —ﬂ—kﬁ—kj V_N,
k, k2 k; kk k, 4
kzk' N (2.12)
+| L2k k |[N,=0
k
2
bulunur.
kK,
oL
By =(= k k)
k)’ ki 2 o
= s Wy )
ﬂ"‘(k2 kk ko 2)
,31:( }Cz_klklv)

2
ifadeleri yerine yazilarak (2.12) denkleminden
VON,+BV.N,+ BV N + BN =0
istenen denklem elde edilir.
Ny T .k : kK,
Eger y timelike edrisi E; uzayinda slant helis ise — = sabit yani, — = —= dir. Bu durumda

2 1 2

B, =0 olur. Buradan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.1: ¥ timelike egrisi, {f,ﬁl,ﬁz} Bishop catisi ve k,, k, dogal egrilikleriyle birlikte E13

’ ’

—_2

ke

ke
kl

<

uzayinda slant helis, yani olsun. Bu takdirde y timelike egrisini karakterize eden

diferansiyel denklem,

| o
60 VR LR el VA G DR R LY 12
V4 1 k V4 1 kz k 1
1 1 1

ile verilir.

Teorem 2.3: ¥, (T, N,,N,} Bishop catisi ve k,, k, dogal egrilikleriyle birlikte E} de birim hizli

timelike bir egri olsun, N , Vektérine gbre y egrisini karakterize eden diferansiyel denklem,
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k2 kl

k), kky &,
k2 kk2 k,

Kk
n=( ]Zc

=2

t—koks)

1

olmak lizere
VN, +n.V,N,+n,V N, +nN, =

denklemi ile verilir.

ispat: 7, {T,Nl,ﬁz} Bishop catisi ve k,, k, dogal egrilikleriyle birim hizli timelike bir egri

olsun. N, vektdrinln s parametresine gore (¢ kez tirevi alinirsa agagidaki esitlikler bulunur.

I}

V. N, =kT

v

VoN, =kT +kk,N,+k;N,
Vj = (k, + k3 + k k)T + (2k,k, + k k)N, + (3k, k)N,

(2.13) ve (2.14) e§|t||kler|nden

. VN
T=
kZ
ve
- 1 . .
N,=—V2N, - ’jz VN, kg
kik, kK, k,

elde edilir. (2.15) denkleminde (2.16) ve (2.17) esitlikleri yerine yazilarak

(2.13)
(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

, . )
Vo.N, +[ ok ]VZ [2@+%—ﬁ—kf—kjjv ,N2+[—k2k;+k2k'j1\72=0(2.18)
k, k 4 k

k22 kl k2 k2

1

denklemini elde ederiz.

NELL
kz kl

(k) _k_;_kZ_kZ)
K kk2 kL, 7

kk? :
m=( ;62 —k,k,)

=2—

1

yazilarak (2.18) denkleminden
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VON,+n,VoN, +n,V N, +7N, =0
istenen denkleme ulasiriz.
k& k, o
— =—= ise asagidaki sonucu
kl 2

Eder y timelike egrisi E13 uzayinda bir slant helis ise, yani

verebiliriz.

Sonug¢ 2.2: y timelike egrisi {f,ﬁl,ﬁz} Bishop catisi k, ve k, dogal egrilikleriyle slant helis

olsun. Nz vektdrine gére y egrisini karakterize eden diferansiyel denklem,

. S
VN, + [—3%}%& +(3 (kzz) —%—kf —ijvy.Nz =0
2 2 2

olur.

2.2. Harmonik 1-Tipli f,ﬁv ]\72 Vektorlii Timelike Egrilerin Karakterizasyonlari

Bu bdlimde Ef uzayinda harmonik 1-tipli T, Nl,Nz vektorlerine sahip olan timelike egrilerin

karakterizasyonlarini verecegiz.

Teorem 2.4: 7, {T,Nl,ﬁz} Bishop catisi ile Ef uzayinda birim hizli timelike bir egri olsun. Bu
lakdirde y egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektdrli bir timelike egri olmasi igin gerek ve yeter

sart k, ve k, dogal egriliklerinin asagidaki ézellikleri saglamasidir.

A,c,,c, sabit olmak iizere
A=—(k!+k}),
k =c, (2.19)

k,=c,.

ispat: ¥, T tanjant vekt6riine sahip Minkowski 3- uzayinda birim hizl timelike bir egrive A, V
ile birlestirilmis Laplace operatérl olsun.

AT =—(k +k})T — kN, —k,N, (2.20)
denklemini hesaplamak igin (1.1) ve (2.2) denklemlerini kullanabiliriz.  egrisinin harmonik 1-tipli

tanjant vektorl( timelike bir egri oldugunu varsayalim. (1.3) denkleminde (2.20) denklemini yerine
koyarak (2.19) esitliklerini elde ederiz.

Tersine olarak (2.19) esitlikleri A4 sabiti igin saglaniyorsa ¥ egrisinin harmonik 1-tipli tanjant

vektorll timelike bir egri oldugunu géstermek kolaydir.
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Sonug¢ 2.3: ¥y Bishop catisi {T,NI,NZ} ile E13 uzayinda birim hizli timelike egri olsun. ¥y
egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektérli timelike bir egri olmasi igcin gerek ve yeter sart y

timelike egrisinin sabit egrilik ve sabit burulmayla slant helis olmasidir.

Sonug 2.4: 7, {T,NI,NZ} Bishop catisi ile Ef uzayinda birim hizli timelike bir egri olsun. y
egrisi harmonik tanjant vektériine sahiptir ancak ve ancak

k(s)=k,(s)=0
dir.

Teorem 2.5: {T,Nl,ﬁz} Bishop catisi ile E13 uzayinda y birim hizli timelike bir egri olsun. Bu

takdirde 7y egrisinin harmonik 1-tipli 1\71 vektorli timelike bir egri olmasi igin gerek ve yeter sart

Y timelike egrisinin k, ve k, dogal egriliklerinin asagidaki ézellikleri saglamasidir

A= —klz,
k, = sabit, (2.21)
k,=0.

ispat: ¥, Nl vektériine sahip Ef uzayinda birim hizli timelike bir egri ve A, V ile birlestiriimis
Laplace operatdri olsun.
AN, =—kT — k!N, —kk,N, (2.22)
esitligini hesaplamak igin (1.1) ve (2.8) esitliklerini kullanabiliriz.
¥ egdrisinin harmonik 1-tipli Nl vektérll timelike bir egri oldugunu varsayalim. (1.5) esitliginde
(2.22) denklemini yerine yazarsak (2.21) esitliklerini elde ederiz.
Tersine olarak (2.21) esitlikleri A sabiti igin saglanirsa ¥ egrisinin harmonik 1-tipli Nl vektorlu

timelike bir egri oldugunu gdéstermek kolaydir.

Sonug 2.5: ¥, {T’,NI,N 2} Bishop c¢atist ile E13 uzayinda birim hizli timelike bir egri olsun. Bu

takdirde y, harmonik N, | Vektorlii timelike bir egridir ancak ve ancak
k (s)=0
dr.
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Son olarak ¥ timelike egrisinin harmonik 1-tipli ]\72 vektdrlll olmasi halinde sahip olacagi

karakterizasyonu verelim.

Teorem 2.6: 7, {f,NI,NZ} Bishop catisina sahip Ef birim hizli timelike bir egri olsun. Bu
takdirde y egrisinin harmonik 1-tipli N , Vektdrli timelike bir egri olabilmesi icin gerek ve yeter

sart y egrisinin k, ve k, dogal egriliklerinin asagidaki egitlikleri saglamasidir

A=k,
k, = sabit, (2.23)
k, =0.

ispat: ¥, Nz vektdriine sahip Ef uzayinda birim hizl timelike bir egri ve A, V ile birlestirilmis
Laplace operatdri olsun.

AN, =—k,T —kk,N, kN, (2.24)
denklemini hesaplamak icin (1.1) ve (2.14) esitliklerini kullanabiliriz.  timelike egrisinin harmonik
1-tipli NZ vektorll timelike bir egri oldugunu kabul edelim. (1.7) esitliginde (2.24) denklemini
yazarsak (2.23) esitliklerini elde ederiz.

Tersine (2.23) esitlikleri A sabiti igin saglanirsa ¥ egrisinin harmonik 1-tipli Nz vektorll

timelike bir egri oldugunu géstermek kolaydir.

Sonug 2.6: 7, {f, ]\71, Nz} Bishop catisina sahip Ef uzayinda birim hizli timelike bir egri olsun.

Bu takdirde y, N , harmonik vektériine sahiptir ancak ve ancak
k,(s)=0
drr.

Simdi Laplace operatori A e gore bir ¥ timelike egrisinin genel karakterizasyonlarini

inceleyelim. Bu takdirde Bishop ¢atisi f,ﬁl , ]\72 vektorlerini g6z dnline alarak asagidakileri elde

ederiz.

Teorem 2.7: v, {T,Nl,ﬁz} Bishop catisina sahip E13 uzayinda birim hizli timelike bir egri
olsun. Bu takdirde,
AT+ AV, T +uT =0 (2.25)

A, |t sabit olmak lizere y egrisi igin gegerlidir ancak ve ancak c¢ sabit olmak (izere
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N
k =ck,, k, = — 0| —>0
17 R B2 T c2+1(c2+1 j

dogal egrilikleriyle y bir slant helistir.

ispat: (2.25) sartinin y timelike egrisi igin saglandigini varsayalim. (2.1) (2.20) ve (2.25)

esitliklerinden

U=k —k; =0
Ak, =k, =0 (2.26)
Ak, —k, =0

k
esitliklerine sahibiz. (2.26) sisteminin 2. ve 3. esitlikleri —- degerinin sabit oldugunu verir, yani Y
2

timelike egrisi slant helistir. Ustelik (2.26) sisteminin esitliklerinden ¢ sabit olmak izere

k, = ck, (2.27)
ve
_ | M H
k, = R >0 2.28
SR P (c2+1 ) (2.28)
elde edilir.

Tersine ¥ timelike egrisi sirasiyla (2.27), (2.28) denklemleriyle verilen k,, k, egrilikleriyle bir

slant helis ise (2.25) denkleminin saglandigini gérmek kolaydir.

Teorem 2.8: 7, El3 uzayinda birim hizl timelike bir egri ve W sifirdan farkli bir sabit olsun. Bu

lakdirde,

AN, +uN, =0 (2.29)
esitligi y egrisi icin saglanir ancak ve ancak,

k =FJu, (u>0), k=0 (2.30)
olmalidir.

ispat: y timelike egrisi igin (2.29) esitligi saglansin. Bu takdirde (2.22) esitliginden

/U_k12:0

(2.31)
k, -k, =0

olur. (2.31) sistemi esitliklerinden

k, =F 1, (u>0), k,=0
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elde edilir.
Tersine (2.31) esitlikleri saglaniyorsa (2.29) denklemi saglanir.

Teorem 2.9: 7, El3 uzayinda birim hizli timelike bir egri ve p sifirdan farkl sabit olsun. Bu

lakdirde,
AN, + pN, =0 (2.32)
Y egrisi igin saglanir ancak ve ancak
k,=F+/p. (p>0), k=0 (2.33)
olmalidir.

ispat: ¥ timelike egrisi igin (2.32) esitliginin saglandigini varsayalim. Bu takdirde (2.24)

esitliginden
—k%=
Pk =0 (2.34)
k -k,=0
olur. (2.34) sistemi esitliklerinden
k,=Fp. (p>0), k=0 (2.35)

elde eidlir.
Tersine (2.35) saglaniyorsa (2.32) esitliginin saglandigini gérmek kolaydir.
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. BGLUM
SPACELIKE EGRILERIN BISHOP CATISINA GORE KARAKTERIZASYONLARI

Bu bélimde Ef uzayinda Bishop catisina gore spacelike egrilerin karakterizasyonlarini

verecegiz. Ayrica bunlara ek olarak Minkowski 3- uzayinda Bishop ¢atisi T, Nl,Nz vektorlerine
g0re spacelike egrileri karakterize eden genel diferansiyel denklemleri elde edecegiz.

¥(s) spacelike bir edri olsun bu takdirde iki durum sz konusudur.Bu nedenle spacelike

egrileri iki farkl duruma gére inceliyecegiz.

3.1. ]\72 Binormal Vektorii Spacelike Olan Spacelike Egrilerin Bishop Catisina Goére

Diferansiyel Denklem Karakterizasyonlari
7(s) Nz binormal vekt6ri spacelike olan spacelike egri ise Bishop ¢atisina gére ¥ egrisinin
dogal egrilikleri k,,k, baz vektérleri {N,(s),N,(s)} ve
K(s)= Ik’ —k; |

O(s) =argtanh (%j, k, #0

1

olmak Uizere asagidaki alternatif cati denklemlerine sahiptir:

v, T 0 k —k || T
VN, [=|k 0 0 | N,
V,N,| |k, 0 0 ||N,
V,T =kN,-kN,

VN, =kT

VN, =kT

<T,T>,=1,<N,,N,>=-1,<N,,N,> =1

dir [7]. Buradan 1\72 binormal vektdri spacelike olan spacelike ¥ egdrisini karakterize eden

asagidaki teoremleri inceleyelim.

Teorem 3.1.1: ¥, {T,N,,N,} Bishop catisi, k ve k, egrilikleriyle E> de birim hizli, N,

binormal vektérii spacelike olan spacelike bir egri olsun. T teget vektériine gére y spacelike

egrisini karakterize eden diferansiyel denklem,
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}“4:fv

A =-g
A, =(kk,z+t+kk +kk;),
A =3fh+gK’,

ve

; [’k‘—] Ky g =Kk Kok, b= ks — ks 2 =kl — ks 1= K KK

2

olmak lizere
AVST+AVeT+ AV T+ AT =0

olarak elde edilir.

ispat: , {T,N,,N,} Bishop catisi ve k,, k, dogal egrilikleri ile birim hizli, N, binormal

vektdri spacelike olan spacelike bir edri olsun. s parametresine gére 7' vektoriinin (¢ kez

threvi alinarak asagidaki esitlikleri buluruz:

V,T =kN,—k,N, (3.1)
VoT = (ki —k;)T +kN, - k,N, (3.2)
VT =3(kk, =k k)T + (k) —kik; + k)N, + (k3 —k7k, —k;)N,. (3.3)

(3.1) ve (8.2) esitliklerinden
2_ 12 - ! - _
gokbikh)g, &k gr k pr

' | , VT V2 3.4
1 k2k1 _ k2kl k2kl — k2k1 4 k2kl - k2k1 ¥ ( )
ve
— 2 _ 2 - ' = A
kyky =Kk, koky —koky koki =koky

bulunur. (3.3) denkleminde (3.4) ve (3.5) esitlikleri yerine yazilirsa

f= (’k‘—] K2, g =ik, — ks h=koky — k. 2= —koks — Kk, £ = ko, —kik;

2

olmak lzere
)“4 =f,
A=-g,
A, = (kk,z +t+kk +kk;),
A =Gfh+gK).
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fVOT = gVoT +(kkyz+t+kok + kk;)V T +3hf + gk™)T =0 (3.6)
elde edilir. (3.6) denkleminden
AVIT+AVT + AV T+ AT =0

buluruz buda istenendir.

Teorem 3.1.2: y, {T,N,,N, )} Bishop catisi, k, ve k, dogal egrilikleriyle Minkowski 3-uzayinda

birim hizli, Nz binormal vektdri spacelike olan spacelike bir egri olsun. 1\71 vektériine gbre y

egrisini karakterize eden diferansiyel denklem,

k  k,
(20 %2
By =(- k k)

(k) ki . s

o L S Wy

pr=( k? kk ko 2)
ki,
ﬁlz(_klkl"' )

2

olmak lizere
VoN,+BV.N,+ BV N + BN, =0

ile verilir.

ispat: ¥ {T,Nl,Nz} Bishop catisi, k, ve k, dogal egrilikleri ile birim hizl, 1\72 binormal

vektdrl spacelike olan spacelike bir edri olsun. N, vektériinin s parametresine gére (¢ kez

tarevini alarak asagidakileri buluruz:

V,N, =kT (3.7)
VoN, =kT +k’N, —kk,N, (3.8)
= (k, +k’ —k k2T +(3kk)N, +(=2k k, — k,k,)N,. (3.9)

(3.7) ve (8.8) esitliklerinden
:iv N (3.10)

kl
ve
N,=- V2N+ b v, N+k—N (3.11)
kk, klk, k,

olur. (3.9) denkleminde (3.10) ve (3.11) esitliklerinden
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VN, + L VoN, + 2(k‘2) +%—k—‘—kf+k22 VN,
1 2 kl k1k2 kl
C (3.12)
+| 22 —kk [N, =0
k2
kK,
fy=(-270-72),
’ kl k2
k)" Kkiky koo
=(2 + ———k +k;),
A= ki kk, ko 2)
-
ﬂlz(_klk;+kl e
k2

yazilarak (3.12) denkleminden
VON,+ B VN, + BV N +BN, =0
istenen denklem elde edilir.

Eger N2 binormal vektéri spacelike olan spacelike ¥ egrisi Ef uzayinda slant helis

k ok,

ise —-=sabit yani, —=—% dir. Bu durumda /5, =0 olur. Bdylece asagidaki sonucu
k2 kl k2

verebiliriz.

Sonu¢ 3.1.1: ¥ ]\72 binormal vektérii spacelike olan spacelike egri, {T,NI,NZ} Bishop

catisi, k, ve k, egrilikleri ile birlikte E’ uzayinda slant helis olsun. Nl vektériine gére y

egrisini karakterize eden diferansiyel denklem,

. S
V3N, + —35 V2N, + 3("1) —ﬁ—k2+k2 V.N =0
7 1 k Y 1 kz k 1 2 7 1
1 1 1

ile verilir.

Teorem 3.1.3: ¥, {T,N,,N,} Bishop catisi, k, ve k, egrilikleriyle birlikte E> de birim hizli,

1\72 binormal vektéri spacelike olan spacelike bir egri olsun. N2 vektériine gére y egrisini

karakterize eden diferansiyel denklem,
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k, k,
773 = (_2_2__1)9

k2 kl
N Vo "
772:(2(](22) +%_ﬁ_k12+k22),
k2 klk2 k2
o kok,
1, = (k,k, ——1)
ki

olmak lizere
VON, +n.VoN, +1,V N, + 7N, =0

lle verilir.

ispat: ¥, {T,Nl,ﬁz} Bishop catisi ve k,, k, egrilikleriyle birim hizli, N2 binormal vektorii

spacelike olan spacelike bir edri olsun. N, vektdriniin s parametresine gére 3 kez tlrevi

alinirsa asagidakiler bulunur:

VN, =k,T (3.13)
VoN, =k,T +kkN,—k;N, (3.14)
VN, = (ky + k] = k)T + 2k ky + k k)N, + (=3k,k,)N,. (3.15)
(3.13) ve (3.14) esitliklerinden
. VN
T=—1"2 (3.16)
k,
ve
leivjz\?z— 122 Vy,]rf2+£ﬁ2. (3.17)
klkZ kal kl
olur. (3.15) denkleminde (3.16) ve (3.17) esitlikleri yerine yazilarak
VN, + ok Kk V2N, + 2(k22) +ﬁ—ﬁ—kf+k22 VN,
k2 kl k2 klkZ k2
(3.18)

'

2
+(k2k'2 - ";{"2 J N,=0
1

elde edilir.
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Kk,

n,=(-2
’ k2 kl
o .
n,= (2(k22) +%—&—kl2 +k}),
kZ klkZ k2
‘72
m= (kzké - k;ckz )

1

yazilarak (3.18) denkleminden
VON, +n,VoN,+1n,V N, +7N,=0
istenen denklem elde edilir.

Eger ]Vz binormal vektorl spacelike olan spacelike ¥ egrisi Ef uzayinda bir slant helis yani

k k. . .
— = —= ise asagidaki sonucu verebiliriz.
kl kZ

Sonug 3.1.2: ]\72 binormal vektdrii spacelike olan spacelike y egrisi {f,ﬁl,ﬁz} Bishop catisi

k, ve k, egrilikleriyle E; uzayinda slant helis olsun. N2 vektériine gére 1\72 binormal vektérii

spacelike olan spacelike y egrisini karakterize eden diferansiyel denklem
vin,+| 3% v, 4 3
it k rite

2

(k) _ky
ky

—k} +k22JV7N2 =0.

2

seklinde olur.

3.2. Harmonik 1-Tipli 7,N,,N, Vektérli N, Binormal Vekiérii Spacelike Olan

Spacelike Egrilerin Karakterizasyonlari

Bu bélimde Ef uzayinda harmonik 1-tipli f,ﬁl,l\?z vektérll NV, binormal vekiéri spacelike

olan spacelike egrilerin karakterizasyonlarini verecegiz.

Teorem 3.2.1: y, {T,N,,N,} Bishop catisi ile E; uzayinda birim hizli, N, binormal vektor

spacelike olan spacelike bir egri olsun. Bu takdirde y egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektérli
bir egri olmasi icin gerek ve yeter sart k, ve k, egriliklerinin asagidaki 6zellikleri saglamasidir:

A,¢,,c, sabit olmak tizere
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k =c, (3.19)

k,=c,.

ispat: ¥, T tanjant vektériine sahip Minkowski 3- uzayinda birim hizli, N, binormal vektéri
spacelike olan spacelike egrive A, V ile birlestiriimis Laplace operatérQ olsun.

AT =—(k} —=k})T —k,N, + k)N, (3.20)
denklemini hesaplamak igin (1.1) ve (3.2) denklemlerini kullanabiliriz. N, binormal vektéri
spacelike olan spacelike 7y egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektorli bir egri oldugunu
varsayalim. (1.3) denkleminde (3.20) denklemini yerine koyarak (3.19) esitliklerini elde ederiz.

Tersine (3.19) denklemleri A sabiti igin saglaniyorsa N, binormal vektdri spacelike olan

spacelike ¥ egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektorli bir egri oldugunu géstermek kolaydir.

Sonug 3.2.1: ¥ Bishop catisi {T,Nl,ﬁz} ile Ef uzayinda birim hizli, N, binormal vektori
spacelike olan spacelike bir egri olsun. y egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektérli bir egri

olmasi igin gerek ve yeter sart y egdrisinin sabit egrilik ve sabit burulmayla slant helis olmasidir..

Sonug 3.2.2: 7, {T,Nl,ﬁz} Bishop catisi ile Ef uzayinda birim hizli, N2 binormal vektorii

spacelike olan spacelike bir egri olsun. y egrisi harmonik tanjant vektérlii bir egridir ancak ve
ancak
k(s)=k,(s)=0

olmaldir. Simdi ]\71 vektdriine gére N, binormal vektérii spacelike olan spacelike y egrisinin

karakterizasyonunu dislnelim.

Teorem 3.2.2: {T,N,,N,} Bishop catisi ile y, E. uzaynda birim hizli, N, binormal vektorii

spacelike olan spacelike bir egri olsun. Bu takdirde y egrisinin harmonik 1-tipli Nl vektorli bir
egri olmasi icin gerek ve yeter sart y edrisinin k, ve k, egriliklerinin asagidaki ozellikleri

saglamasidir
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=k

1 9
k, = sabit, (8.21)
k, =0.

ispat: Y, Nl vektoriine sahip Ef uzayinda birim hizli, N, binormal vektérii spacelike olan
spacelike bir egrive A, V ile birlestiriimis Laplace operatéri olsun.

AN, =—kT - k!N, +kk,N, (3.22)
esitligini hesaplamak igin (1.1) ve (3.8) esitliklerini kullanabiliriz.
N, binormal vektdrii spacelike olan spacelike  egrisinin harmonik 1-tipli N1 vektorll bir egri

oldugunu varsayalim. (1.5) esitliginde (3.22) denklemini yerine yazarsak (3.21) esitliklerini elde
ederiz.

Tersine (3.21) esitlikleri A sabiti icin saglaniyorsa N, binormal vektérii spacelike olan

spacelike ¥ egrisinin harmonik 1-tipli N1 vektdrl bir edri oldugunu géstermek kolaydir.

Sonug 3.2.3: ¥, {T,N,,N,} Bishop catisi ile E; uzayinda birim hizli bir N, binormal vektorii

spacelike olan spacelike egri olsun. Bu takdirde ¥, harmonik N1 vektorli bir egridir ancak ve
ancak

k,(s)=0
dir.

Teorem 3.2.3: 7, {T,NI,NZ} Bishop c¢atisina sahip Ef uzayinda birim hizl bir ]\72 binormal

vektorii spacelike olan spacelike egri olsun. Bu takdirde y egrisinin harmonik 1-tipli N,

vektorli egri olabilmesi igin gerek ve yeter sart N , binormal vektérii spacelike olan spacelike y

egrisinin k, ve k, egriliklerinin asagidaki esitlikleri saglamasidir,

A=1,
k, = sabit, (3.28)
k, =0.

ispat: ¥, 1\72 vektoriine sahip Ef uzayinda birim hizli, ]\72 binormal vektéri spacelike olan

spacelike bir egrive A, V ile birlestirilmis Laplace operatorii olsun.
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AN, = —k,T —kk,N, + k>N, (3.24)
esitligini hesaplamak igin (1.1) ve (3.14) esitliklerini kullanabiliriz.
1\72 binormal vekiorii spacelike olan spacelike ¥ egrisinin harmonik 1-tipli Nz vektorll bir egri

oldugunu kabul edelim. (1.7) denkleminde (3.24) denklemini yazarsak (3.23) esitliklerini elde

ederiz.

Tersine (3.23) esitlikleri A sabiti icin saglanirsa NZ binormal vektdri spacelike olan

spacelike ¥ egrisinin harmonik 1-tipli ]Vz vektorll bir egri oldugunu gbéstermek kolaydir.

Sonug 3.2.4: y spacelike egrisi, E; uzayinda {T,NI,NZ} Bishop ¢atisi ile verilen ve N2

binormal vektdrii spacelike olan birim hizli bir egri olsun. Bu takdirde y , harmonik Nz vektorld
bir egridir ancak ve ancak

k,(s)=0.
dir.

Simdi Laplace operatérii A e gore 1\72 binormal vektdri spacelike olan spacelike ¥ egrisinin

genel karakterizasyonlarini inceleyelim. Bu takdirde Bishop gatisi f,1\71,1\72 vektorlerini g6z

O6nlne alarak asagidakileri elde ederiz.

Teorem 3.2.4: v, {T,Nl,ﬁz} Bishop catisina sahip E13 uzayinda birim hizli, ]\72 binormal

vektéri spacelike olan spacelike bir egri olsun. Bu takdirde, A, sabit olmak (zere N,

binormal vektérii spacelike olan spacelike Y egrisi igin
AT+ AV T +ul =0 (3.25)

gecerlidir ancak ve ancak ¢ sabit olmak (izere

_[u (u
h=ck, k=% cz—l’(c2—1>0j

egrilikleriyle y egrisi bir slant helistir.

ispat: (3.25) sartinin NZ binormal vektérl spacelike olan spacelike ¥ egrisi igin gegerli

oldugunu varsayalim. (3.1) (3.20) ve (3.25) denklemlerinden

k; =kl +u=0
Ak, —k, =0 (3.26)
k,— Ak, =0
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k
esitliklerine sahibiz. (3.26) sisteminin 2. ve 3. denklemleri —~ degerinin sabit oldugunu verir,
2

yani Nz binormal vektdrii spacelike olan spacelike ¥ egrisi bir slant helistir. Ustelik (3.26)
sisteminin esitliklerinden ¢ sabit olmak (izere
k, =ck, (3.27)

ve

k,=F 2,u ( H >0j (3.28)
olur.

Tersine Nz binormal vektérii spacelike olan spacelike ¥ egrisi sirasiyla (3.27) (3.28)

denklemleriyle verilen k, ve k, egrilikleriyle bir slant helis ise (3.25) denkleminin saglandigini

g6rmek kolaydir.

Teorem 3.2.5: 7, E13 uzayinda birim hizl 1\72 binormal vektdri spacelike olan spacelike bir

egri ve L sifirdan farkll bir sabit olsun. Bu takdirde,
AN, +uN, =0 (3.29)
esitligi ]\72 binormal vektdri spacelike olan spacelike y egrisi icin saglanir ancak ve ancak,

k =FJu, (u>0), k,=0 (3.30)

olmalidir.

ispat: ]\72 binormal vektdrii spacelike olan spacelike ¥ egrisi icin (3.29) esitligi saglansin. Bu
takdirde (3.22) esitliginden
-kl =0
Hh (3.31)
k -k,=0

elde edilir. (3.31) sistemi esitliklerinden

k, =$\/ﬁ, u>0), k,=0.

olur.

Tersine (3.31) esitlikleri saglaniyorsa (3.29) esitlikleri de saglanir.
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Teorem 3.2.6: 7, El3 uzayinda birim hizl ]\72 binormal vektdri spacelike olan spacelike bir

egrive p sifirdan farkli sabit olsun. Bu takdirde, 1\72 binormal vektori spacelike olan spacelike

Y egrisi igin

AN, + pN, =0 (3.32)
gecerlidir ancak ve ancak

kzziﬁ, (p<0), k=0 (3.33)
olmalidir.

ispat: Nz binormal vektdri spacelike olan spacelike ¥ egrisi igin (3.32) esitliginin saglandigini

varsayalim. Bu takdirde (3.24) esitliginden

k; =
2 *p=0 (3.34)
k -k, =0.
(3.34) sistemi esitliklerinden
k,=F\-p, (p<0), k=0 (3.35)

dir.
Tersine (3.35) gegerliyse (3.32) esitliklerinin saglandigini gérmek kolaydir.

3.3. 1\71 Asli Normal Vektérii Spacelike Olan Spacelike Egrilerin Bishop Catisina Gére
Diferansiyel Denklem Karakterizasyonlari

Y, Nl asli normal vektoérli spacelike olan spacelike bir egri ise Bishop ¢atisina gére y

egrisinin sirasiyla dogal egrilikleri k,,k, baz vektérleri {Nl(s),ﬁz(s)} ve
K(s) =4/l kl2 —kf I

O(s) =argtanh (%J, k, #0

1

olmak Uzere asagidaki alternatif ¢gati denklemlerine sahiptir:

v, T 0 k k|| T
VN, |=|-k 0 0 [|N,
V,N,| |-k, 0 0 ||N,
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<T.T >,=1,<N,,N,>=1<N,,N,>=-1

dir [4]. Buradan 1\71 asli normal vektéri spacelike olan spacelike egrileri karakterize eden

asagidaki teoremleri inceliyebiliriz.

Teorem 3.3.1: ¥, {T,N,,N,} Bishop catisi, k, ve k, egrilikleriyle E; de birim hizli, N, asli

normal vektdri spacelike olan spacelike bir egri olsun. T teget vektériine gére y egrisini
karakterize eden diferansiyel denklem,
/14 =f,
A=,
A, =(kk,z+1— k'zkl3 - kllk;),
A =3fh+gK’,
ve
k, ) " " : : - - Coe
f= k_ ky, g =kk,—kk,, h=kk —kk,, z=kk,+kk,,t=kk —kk
2
olmak lizere
3 27 'al 'al
AV, T+ AV, T+ AV, T+AT =0

olarak elde edilir.

ispat: y, {T,N,,N,} Bishop catisi ve k,, k, egrinin egrilikleri ile birim hizli, 7, N, asl

normal vektori spacelike olan spacelike bir egri olsun. s parametresine gére T vektoérinlin U¢

kez turevi alinarak asagidaki esitlikleri buluruz:

V,T=kN,—k,N, (3.36)
VoT =(k; —k})T +k N, —k,N, (3.37)
VT =3(kyky —k k)T +(=k; +kk; + k)N, +(=k; +k’k, —k,)N,. (3.38)

(3.36) ve (3.37) esitliklerinden

2 _ 12y ' - -
kki-k)z K v i+ _k V2T (3.39)
Kk —kik ok —kok, Kk — Kok,

N, =

ve

N, _kl(klz_k;)f_ kl \V/ a kl sz

= - . - - T+ - - . 3.40
’ kzkl - kzkl kzkl - kzkl g kzkl - kzkl g ( )
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bulunur. (3.38) denkleminde (3.39) ve (3.40) esitlikleri yerine yazilirsa

f= {%j k;, g =kk,—kk,, h=kk —kk,, z=kk, +kk,t=kk —kk,.

2

A =1,

A=g,

A, =(kk,z+1— k;kf - k{k;),

A =QGfh+gK’),
olmak Uzere

VT +gVoT +(kk,z+t—kk; —kk)V, T +(3hf + g&”)T =0 (3.41)
denklemini buluruz. (3.41) denkleminden

AVT+ AV T+ AV, T+AT =0

buluruz buda istenendir.

Teorem 3.3.2: ¥ {T,NI,NZ} Bishop catisi, k, ve k, egrilikleriyle Minkowski 3-uzayinda birim

hizl, ]Vl asli normal vektéri spacelike olan spacelike bir egri olsun. 1\71 vektériine gdre y

egrisini karakterize eden diferansiyel denklem,

Kk
B =(-2-1-2),
’ kl k2
K kK K
ﬁzz(z—(klz) # 2= - I),
1 12 1
k'K,
ﬂ1:(k1k1_ : 2)
k2

olmak lizere
VN, +BV,N,+ BV N +BN, =0

ile verilir.

ispat: ¥ {T,NI,NZ} Bishop catisi &, , k, egrinin dogal egrilikleri ile birim hizli, 1\71 asli normal

vektorl spacelike olan spacelike bir edri olsun. N, vektérinin s parametresine gore l¢ kez

tdrevini alarak asagidakileri buluruz:

VN, =—kT (3.42)

4

V2N, =~kT —k’N, + kk,N, (3.43)
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= (k' =k, =k k)T +(=3k k)N, + 2k k, + k,k,)N,. (3.44)

(3.42) ve (3.43) esitliklerinden

_ 1 _
T = _k_vlel (3.45)
1
ve
N, = ! VoN - & v, N+k—N (3.46)
kk, k’k, k,
bulunur. (3.44) denkleminde (3.45) ve (3.46) esitliklerini yerine yazarsak
Vo.N, + DL VN, + 2("2) ﬁ+k5—k; VN,
ko k, k; kk k,
- (3.47)
+(klkl' —%J N, =0.
kz
k, k,
=(221-22),
By=(- k kz)
k)’  kky k. >
fr= Q2T k),
’ k12 klk2 kl ’
o kk,
ﬂl = (klkl - }( 2)

2

yazilarak (3.47) denkleminden
VON,+ B VN, + BV N +pBN, =0
istenen denklem elde edilir.
Eger Nl asli normal vektéri spacelike olan spacelike ¥ egrisi Ef uzayinda slant helis

k k
ise k—‘ = sabit yani, =~ =—% dir. Bu durumda /3, =0 olur.Béylece asagidaki sonucu
2 1 2

verebiliriz.

Sonug¢ 3.3.1: 7, Nl asli normal vektérii spacelike olan spacelike egrisi, {T,NI,NZ} Bishop

catisi, k, ve k, dogal egrilikleri ile birlikte Ef uzayinda bir slant helis olsun. Nl vektérine gbre

Y edrisini karakterize eden diferansiyel denklem,

. .
VN, + (—3%}%1\71 + [3 (’23 —%+ kP - ijvy.Nl =0
1 1

1

ile verilir.
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Teorem 3.3.3: 7, {T,NI,NZ} Bishop catisi, k, ve k, egrilikleriyle birlikte Ef de birim hizli,

Nl asli normal vektérii spacelike olan spacelike egri olsun, N, vektériine gbre y egrisini

karakterize eden diferansiye/ denklem,

m =2k
k, k1
772_(2(k2) %_&4_]{12_](22)’
k, kik, k,
kik, ,
7 =( ]2( : —kyk,)

1

olmak lizere
VN, +1.V N, +n,V N, +1,N, =0

ile verilir.

ispat: 7, {T,NI,NZ} Bishop catisi ve k,, k, egrilikleriyle birim hizli, ]Vl asli normal vektoru

spacelike olan spacelike bir egri olsun. NN, vektorinin s parametresine gore 3 kez tiirevi

alinirsa asagidakiler bulunur.

V,N,=-k,T (3.48)
VN, ==k, —kk,N, +k;N, (3.49)
VON, = (kyk =k, — k)T +(=2kk, — ki, )N, + (3k,k,) N, (3.50)
(3.48) ve (3.49) esitliklerinden
. VN
Fo_ 7t (3.51)
k2
ve
N, :—Lviz\?ﬁ 122 VN, & N,. (3.52)
kk, kyk, k,
olur. (3.50) denkleminde (3.51) ve (3.52) esitlikleri yerine yazilarak
- k, (k ) k, -
VN, +[—2k—2 J [ —2+ch2 —kijy,N2
. ’ (3.53)
klkz2 " AT
+ ) —k,k, [N, =0
1
elde edilir
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k, k
— (254
= k, kl)
o L .
772:(2(k22) +%_&+k12_k22)’
k, kik, k,
kk? :
7= ;{2 —k,k,).
1

yazilarak (3.53) denkleminden
VON, +n,VoN, +1n,V N, +7N, =0
istenen denklem elde edilir.

Eger N, asli normal vektdri spacelike olan spacelike y egrisi Ef uzayinda bir slant

k k
helis ise —- = k—2 olur, bu durumda asagidaki sonucu verebiliriz.
1 2
Sonug 3.3.2: 1\71 asli normal vektérii spacelike olan spacelike y egrisi {T,Nl,ﬁz} Bishop

catisi k, ve k, egrilikleriyle Ef uzayinda bir slant helis olsun. Nz vektérine gére y egrisini

karakterize eden diferansiyel denklem

, o
Vo.N,+ 3k VoN,+ 3(k22) —ﬁ+kf—k§ V,N,=0
k2 2 k2 ’

seklinde olur.

3.4. Harmonik 1-Tipli T,N,,N, Vekiérli N, Asli Normal Vektorii Spacelike Olan
Spacelike Egrilerin Karakterizasyonlari
Bu béliimde Minkowski 3- uzayinda harmonik 1-tipli T,NI,NZ vektorleri ile Nl asli normal

vektori spacelike olan spacelike egrilerin karakterizasyonlarini verecegiz.

Teorem 3.4.1: 7, {T,Nl,Nz} Bishop c¢atisi ile Ef uzayinda birim hizli, Nl asli normal vektorti

spacelike olan spacelike bir egri olsun. Bu takdirde y egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektérlt
bir egri olmasi icin gerek ve yeter sart k, ve k, egriliklerinin asagidaki ézellikleri saglamasidir.

A,¢c,,c, sabit olmak iizere

A=kl—k;,
k =c,, (3.54)
k,=c,.
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ispat: 7, T tanjant vektoriine sahip Ef de birim hizli, ]\71 asli normal vektori spacelike olan
spacelike bir egrive A, V ile birlestirilmis Laplace operatéri olsun.

AT = (k! —k2)T —k,N, +k,N, (3.55)
denklemini hesaplamak igin (1.1) ve (3.37) denklemlerini kullanabiliriz. 1\71 asli normal vektorl
spacelike olan spacelike 7 egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektorli bir egdri oldugunu
varsayalim. (1.3) denkleminde (3.55) denklemini yerine koyarak (3.54) esitliklerini elde ederiz.

Tersine (3.54) denklemleri A sabiti igin saglaniyorsa Nl asli normal vektéri spacelike olan

spacelike ¥ egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektorli bir egri oldugunu géstermek kolaydir.

Sonug 3.4.1: ¥y Bishop catisi {T,NI,NZ} ile Ef uzayinda birim hizli, Nl asli normal vektéri
spacelike olan spacelike bir egri olsun. y egrisinin harmonik 1-tipli tanjant vektérli bir egri

olmasi igin gerek ve yeter sart sabit egrilik ve sabit burulmayla slant helis olmasidir..

Sonug 3.4.2: ¥, {T,N,,N,} Bishop gatisi ile E’ uzayinda birim hizli, N, asli normal vektérii
spacelike olan spacelike bir egri olsun. y egrisi harmonik tanjant vektérli bir egridir ancak ve
ancak

ki (s)=k,(s)=0

olmalidir.

Simdi K’l vektdriine gbre N, asli normal vektérii spacelike olan spacelike ¥ egrisinin

karakterizasyonunu dustinelim.

Teorem 3.4.2: {T,N,,N,} Bishop catisi ile y, E’ uzayinda birim hizh, N, asli normal vektorii

spacelike olan spacelike bir egri olsun. Bu takdirde y egrisinin harmonik 1-tipli ]\71 vektorli bir

egri olmasi igin gerek ve yeter sart y edrisinin k, ve k, egriliklerinin asagidaki 6zellikleri

saglamasidir
A=k,
k, = sabit, (3.56)
k,=0.
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ispat: ¥ birim hizl egrisi Ef uzayinda Nl asli normal vektori spacelike olan spacelike bir egri
ve A,V ile birlestiriimis Laplace operatérii olsun.

AN, = kT +k’N, —kk,N, (3.57)
esitligini hesaplamak igin (1.1) ve (3.43) esitliklerini kullanabiliriz.
1\71 asli normal vektori spacelike olan spacelike y egrisinin harmonik 1-tipli N1 vektorll bir egri

oldugunu varsayalim. (1.5) esitliginde (3.57) denklemini yerine yazarsak (3.56) esitliklerini elde

ederiz.

Tersine (3.56) esitlikleri A sabiti icin sadlaniyorsa Nl asli normal vektori spacelike olan

spacelike ¥ egrisinin harmonik 1-tipli ]\71 vektorll egri oldugunu gdstermek kolaydir.

Sonug 3.4.3: 7, {f,ﬁl,ﬁz} Bishop ¢atisi ile Ef uzayinda birim hizli bir ]\71 asli normal

vektdri spacelike olan spacelike egri olsun. Bu takdirde y, harmonik N1 vektorld bir egridir
ancak ve ancak
k,(s)=0
olmalidir.
Son olarak 1\71 asli normal vektor( spacelike olan spacelike ¥ egrisinin 1\72 vektbriine gore

karakterizasyonunu verelim.

Teorem 3.4.3: 7, {T,NI,Nz} Bishop catisina sahip E; uzayinda birim hizli bir Nl asli

normal vektord spacelike olan spacelike egri olsun. Bu takdirde y egrisinin harmonik 1-tipli ]\72
vektorlii bir egri olabilmesi icin gerek ve yeter sart y egrisinin k, ve k, egriliklerinin asagidaki

esitlikleri saglamasidir,

A=k,
k, = sabit, (3.58)
k, =0.

ispat: 7, Nz vektériine sahip Ef uzayinda birim hizh bir](fl asli normal vektéri spacelike olan
spacelike egrive A, V ile birlestiriimis Laplace operatérii olsun.
AN, = k,T +kk,N, — k2N, (3.59)

esitligini hesaplamak igin (1.1) ve (3.49) esitliklerini kullanabiliriz.
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N, asli normal vektdrii spacelike olan spacelike ¥ egrisinin harmonik 1-tipli Nz vektorll bir

edri oldugunu kabul edelim. (1.7) denkleminde (3.59) denklemini yazarsak (3.58) esitliklerini
elde ederiz.

Tersine (3.58) esitlikleri A sabiti igin saglanirsa ]\7l asli normal vektéri spacelike olan

spacelike ¥ egrisinin harmonik 1-tipli ]\72 vektérll bir edri oldugunu géstermek kolaydir.

Sonuc¢ 3.4.4: ;/,{T,NI,NZ} Bishop catisina sahip Ef uzayinda birim hizli bir Nl asli normal

vektorii spacelike olan spacelike egri olsun. Bu takdirde 7y, Nz harmonik vektériine sahiptir
ancak ve ancak

k,(s)=0
olmalidir.

Simdi Laplace operatérii A e gore bir Nl asli normal vektori spacelike olan spacelike ¥

egdrinin genel karakterizasyonlarini inceleyelim. Bu takdirde Bishop ¢atisi T,NI,NZ vektorlerini

g6z 6niine alarak asagidakileri elde ederiz.

Teorem 3.44: 7, {T,NI,NZ} Bishop c¢atisina sahip El3 uzayinda birim hizli bir ]\71 asli

normal vektérii spacelike olan spacelike egri olsun. Bu takdirde,

AT+ AV T +ul =0 (3.60)

A, i sabit olmak (izere 1\71 asli normal vektéri spacelike olan spacelike ¥ egrisi icin gegerlidir

ancak ve ancak c¢ sabit olmak lizere

hmchs, k=3 (0],

egrilikleriyle N , asli normal vektéri spacelike olan spacelike y egrisi bir slant helistir.

ispat: (3.60) sartinin 1\71 asli normal vektérii spacelike olan spacelike ¥ egrisi icin gegerli

oldugunu varsayalim. (3.36) ve (3.55) esitliklerinden

ki —k;+u=0
Ak, —k, =0 (3.61)
k, =k, =0
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k
esitliklerine sahibiz. (3.61) sisteminin 2. ve 3. denklemleri —~ degerinin sabit oldugunu verir,
2

yani NN, asli normal vektdrli spacelike olan spacelike ¥ egrisi bir slant helistir. Ustelik (3.61)
sisteminin esitliklerinden ¢ sabit olmak (izere
k, =ck, (3.62)

ve

k,=F i ( 4 >Oj (3.63)

bulunur.
Tersine ]\7l asli normal vekt6ri spacelike olan spacelike ¥ egdrisi sirasiyla (3.62) (3.63)
esitlikleriyle verilen k, , k, egrilikleriyle bir slant helis ise (3.60) esitliklerinin saglandigini gérmek

kolaydir.

Teorem 3.4.5: 7, Ef’ uzayinda birim hizli bir ]\71 asli normal vektéri spacelike olan spacelike

egri ve u sifirdan farkll bir sabit olsun. Bu takdirde,

AN, +uN, =0 (3.64)
esitligi y egrisi icin saglanir ancak ve ancak,
dir.

ispat: Nl asli normal vektori spacelike olan spacelike ¥ egrisi igin (3.64) esitligi saglansin. Bu
takdirde (3.57) esitliginden
+k’=0
HE (3.66)
k,-k,=0.

bulunur. (3.66) sistemi esitliklerinden

k =Fy-1, (1<0), k=0

elde edilir.
Tersine olarak (3.66) esitligi saglaniyorsa (3.64) denklemi saglanir.

Teorem 3.4.6: 7, E13 uzayinda birim hizl bir ]\71 asli normal vektéri spacelike olan spacelike

egrive p sifirdan farkli sabit olsun. Bu takdirde,

AN, +pN, =0 (3.67)
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Y egrisi icin gecerlidir ancak ve ancak

k,=F/p. (p>0), k=0 (3.68)
dir.

ispat: 1\71 asli normal vektérl spacelike olan spacelike ¥ egrisi icin (3.67) esitliginin

saglandigini varsayalim. Bu takdirde (3.59) esitliginden

—-k}=0
Pk (3.69)
k, -k, =0.
(3.69) sistemi esitliklerinden
k,=F+/p, (p>0), k=0 (3.70)

olur.

Tersine olarak, (3.70) gegerliyse (3.67) esitliginin saglandigini gérmek kolaydir.
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