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olarak direkt parçalanışı elde edilmiş ve direkt bileşenleri metabelyen Lie 
kuvvetlerinin tensör çarpımları olan serbest Lie cebirinin homojen bileşenlerinin 
direkt parçalanışları elde edilmiştir. Ayrıca derecelendirilmiş cebir otomorfizmlerinin 
grupları için modüller olarak serbest Lie cebirlerinin yeni filtrasyonları ve 
parçalanışları elde edilmiştir. Bununla birlikte sırasıyla karakteristiği 0 ve pozitif 
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1.GİRİŞ 

 

  =  ( ), birimli ve değişmeli bir K halkası üzerinde serbest üreteç kümesi X 

olan bir serbest Lie cebiri olsun.   =   ( ), L de derecesi n olan homojen bileşen 

olmak üzere   = ⨁      dir.   =   ( ) homojen bileşeni n-inci Lie kuvveti olarak 

adlandırılır. 

X kümesinin tam sıralı olduğunu kabul edelim. X üzerinde derecesi n olan bir 

sol normlu temel Lie monomiali,   ,  , … ,   ∈   ve   >   ≤   ≤ ⋯ ≤    

olmak üzere [  ,  , … ,   ] şeklinde bir Lie çarpımıdır. Derecesi n olan tüm sol 

normlu temel Lie monomiallerinin kümesi   =   ( ) ile ve derecesi 2 den büyük 

ya da eşit olan tüm sol normlu temel Lie monomiallerinin kümesi de H ile gösterilir. 

Sol normlu temel Lie monomialleri L nin asıl Hall bazları tarafından içerilir. Ayrıca 

bu bazlar sol normlu temel Lie monomiallerinin Lie çarpımlarından meydana gelir. 

Derecesi 2 den büyük ya da eşit olan sol normlu temel Lie monomialleri                ′ = ⨁         türetilmiş cebirinin bir serbest üreteç kümesini oluşturur. Bundan dolayı 

her  ≥ 1 için { +  ′′: ∈   } kümesi X üzerinde  =   ′′  serbest metabelyen 

Lie cebirinin   =   ( ) n-inci homojen bileşeninin bir bazıdır.   , n-inci 

metabelyen Lie kuvveti olarak adlandırılır. Hall’un makalesinden sonra (Hall, 1950) 

serbest Lie cebiri için bir çok baz yapısı tanımlandı. Lyndon-Shirshov bazı (Chen, 

Fox, Lyndon, 1958; Shirshov, 1958) ve Bokut’un bazı (Bokut, 1963) bunlardan 

bazılarıdır. 

Bu çalışma Stöhr (2008) tarafından yazılan makalenin Türkçe çevirisi olup, 

örnekler ve temel tanımlar ile genişletilmiştir. 

Son zamanlardaki baz yapıları ile ilgili çalışmalar (Chibrikov, 2006) da 

bulunabilir. Bu çalışmada sol normlu temel Lie monomiallerinin Lie çarpımlarından 

meydana gelen serbest L Lie cebiri için bazı yeni bazlar elde edilmiştir. Bu bazlar, 

özellikle tanımlanması kolay olan direkt bileşenleri ile K-modüller olarak    Lie 

kuvvetlerinin direkt parçalanışlarını oluştururlar. Bu bazlar metabelyen Lie 

kuvvetleri ve metabelyen Lie kuvvetlerinin tensör çarpımlarıdır. Örneğin, eğer 
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 >  ≥ 2 ise bu bazlar öyle bir şekilde seçilebilir ki  ∈   ,  ,  , … ,  ∈    

olmak üzere 

 

                                                      [ ,  ,  , … ,  ]                                              (1.1) 

 

biçimindeki tüm Lie çarpımlarını içerir. Bu baz elemanlarının gereni bir serbest K-

modül olarak k tane    tensör çarpanları ile   ⊗  ⊗ …⊗   tensör 

çarpımına izomorfiktir. Diğer taraftan bir Hall bazı sadece   ≤   ≤ ⋯ ≤    ile 

(1.1) biçimindeki Lie çarpımlarını içerir ve bunların gereni   (  ),    nin k-ıncı 

simetrik kuvveti olmak üzere   ⨂  (  ) tensör çarpımına izomorfiktir. Bu bazlar 

sadece K-modüller olarak değil aynı zamanda derecelendirilmiş cebir 

otomorfizmlerinin bir G grubu için de modüller olarak    nin filtrasyonlarını 

oluştururlar. Bu filtrasyonların bölümleri metabelyen Lie kuvvetlerinin tensör 

çarpımlarının direkt toplamlarıdır. Filtrasyonlar (Stöhr, 1987) de Hall bazları 

kullanılarak elde edilen filtrasyonlara benzer. K, karakteristiği 0 olan bir cisim 

olduğu durumda daha iyisi yapılabilir ve filtrasyonların yerine aslında KG-modüller 

olarak    nin parçalanışları elde edilir. Bu parçalanışları (Wall, 1978) tarafından elde 

edilen benzer parçalanışlar ile karşılaştırmak ilginçtir. (Wall, 1978)  deki direkt 

bileşenler metabelyen Lie kuvvetlerinin ((Stöhr, 1987) deki filtrelerin bölümlerine 

benzer) simetrik kuvvetlerinin tensör çarpımlarıdır. 

Pozitif karakteristikli cisimler üzerinde Lie kuvvetlerinin bir çok uygulaması 

elde edilir. Bir serbest A, K-modülü verildiğinde A üzerinde serbest Lie cebiri için  ( ) yazılır. Yani X, A nın bir keyfi K-bazı olduğu durumda X üzerindeki serbest Lie 

cebiri için  ( ) ve n-inci Lie kuvveti için   ( ) yazılır. Benzer notasyon serbest 

metabelyen Lie cebirleri için de kullanılacaktır. Eğer G, K-lineer otomorfizmler ile A 

üzerinde bir grup etkisi ise böylece A bir KG-modül olur. G nin etkisi 

derecelendirilmiş cebir otomorfizmleri tarafından G etkisi ile  ( ) nın tümüne tek 

bir şekilde genişler. Özellikle   ( )  Lie kuvvetleri KG-modüllerdir. Benzer şekilde   (  ) ve   ( ) lar da KG-modüller olarak göz önünde bulundurulacaktır. En genel 

durumda G,  =  ( ) serbest Lie cebirinin derecelendirilmiş cebir 

otomorfizmlerinin tam grubudur. Yani  =   = 〈 〉 olduğunda  =   ( ) dir. Bu 
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çalışmanın asıl amacı bir KG-modül olarak serbest Lie cebirlerinin yapısı hakkında 

bilgi elde etmektir ve bunun en büyük kısmı modül yapısıyla ilgilidir.  

Son bölüm modüler Lie kuvvetleriyle ilgilidir. Son yıllarda bu konuda bir çok 

çalışma yapıldı. Bu çalışmanın anahtar kelimesi serbest Lie cebirleri için 

eliminasyondur. Bu teknik yaygın olarak Lazard eliminasyonu olarak bilinir. 

(Shirshov, 1953). Başka bir önemli yöntem eliminasyonun değişimidir. (Kukin, 1972 

ye göre) 

Burada Lie braketleri için sol norm kuralı kullanılır. Yani 

 [ ,  , ] =  [ ,  ],   
 

dir. Ayrıca bir K-modülde U kümesinin gereni için 〈 〉 yazılır. 
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER 

 

2.1. Temel Yapılar 

 

Tanım 2.1.1:   boş olmayan bir küme olmak üzere  ×   den   ye tanımlı bir  

 ∗ :  ×  →  , ( ,  ) →  ∗   

 

fonksiyonuna   üzerinde bir ikili işlem denir. Eğer ∗,   üzerinde bir ikili işlem ise ( ,∗) ifadesine   de bir cebirsel yapı denir. 

 

Tanım 2.1.2:   boş olmayan bir küme ve   üzerinde bir ∗ ikili işlemi tanımlı olsun. 

Buna göre eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa  ( ,∗) cebirsel yapısına ya da   kümesine ∗ işlemine göre bir grup denir. 

 

i) Her  , ,  ∈   için ( ∗  ) ∗  =  ∗ ( ∗  )   (Birleşme özelliği) 

ii) Her  ∈   için   ∗  =  ∗  =   olacak şekilde bir  ∈   vardır. (Birim 

elemanın varlığı) 

iii) Her  ∈   için  ∗  ′ =  ′ ∗  =   olacak şekilde bir  ′ ∈   vardır. (Ters 

elemanın varlığı) 

 

Eğer ( ,∗) grubunda her  , ∈   için 

  ∗  =  ∗   

 

ise bu gruba değişmeli ya da abelyen grup denir. 

 

Tanım 2.1.3: ( ,∗) bir grup ve  ,   nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer her  ,  ∈   için  ∗  ∈   ise o zaman  ,   nin ∗ işlemine göre kapalıdır denir. 
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Tanım 2.1.4:   bir grup ve  ,   nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer  ,   

nin işlemine göre kapalı ve bu işleme göre bir grup ise o zaman   ye   nin bir alt 

grubu denir ve  ≤   ile gösterilir. 

   ve { },   nin alt grupları olduğu açıktır. { } ve   ye   nin aşikar alt grubu 

denir.    nin kendisinden ve { } den farklı her alt grubuna   nin bir öz alt grubu 

denir. 

 

Teorem 2.1.5:   bir grup ve  ,   nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. O zaman  ≤   olması için gerek ve yeter koşul  ,  ∈   için     ∈   olmasıdır. 

 

Tanım 2.1.6: ( ,∗) ve ( ,∘) iki grup olmak üzere eğer  : →    dönüşümü her  ,  ∈   için 

  ( ∗  ) =  ( ) ∘  ( )  
 

koşulunu sağlarsa   ye bir grup homomorfizmi ya da kısaca bir homomorfizm denir. 

 

Tanım 2.1.7:   : →    grup homomorfizmi bire bir ise   ye bir monomorfizm 

denir. 

 

Tanım 2.1.8:  : →    grup homomorfizmi örten ise   ye bir epimorfizm denir. 

 

Tanım 2.1.9:  : →    grup homomorfizmi hem bire bir hem de örten ise   ye bir 

izomorfizm denir ve  ≅   şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 2.1.10:  : →    grup homomorfizmine bir endomorfizm denir. 

 

Tanım 2.1.11:  : →   , bire bir ve örten bir grup homomorfizmi ise   ye grup 

otomorfizmi denir. 
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Tanım 2.1.12: G bir grup ve X bir küme olsun. Aşağıdaki özellikleri sağlayan bir  ×  ⟶   , ( ,  ) =  .   dönüşümüne G grubunun X kümesi üzerine bir sol grup 

etkisi denir. 

i) 1. =   

ii) Her  ,ℎ ∈   ve her  ∈   için  . (ℎ.  ) = ( ℎ).   dir. 

 

Bazı durumlarda  .  işlemi     ya da    ile gösterilir. 

Benzer şekilde bir   ×  ⟶   , ( , ) =  .  sağ grup etkisi 

 

i)  . 1 =   

ii) Her  ,ℎ ∈   ve her  ∈   için ( . ).ℎ =  . ( ℎ)  dir. 

 

şeklinde tanımlanır.  .  işlemi    ya da    ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.13:  ≠ ∅ bir küme ve   üzerinde ′′ + ′′ ve ′′. ′′ ikili işlemleri 

tanımlanmış olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanırsa ( , +, . ) cebirsel yapısına bir 

halka denir. 

 

i) ( , +) bir değişmeli gruptur. 

ii) Her  , ,  ∈   için ( .  ).  =  . ( .  ) dır. 

iii) Her  , ,  ∈   için  . ( +  ) =  .  +  .   ve ( +  ).  =  .  +  .   

dir. 

 

Eğer her   , ∈   için  . =  .  oluyorsa   ye değişmeli halka denir. 

Eğer her   ∈   için  . 1 = 1 .  =   olacak şekilde bir 1 ∈   varsa   ye 

birimli halka denir. 

 

Tanım 2.1.14:   bir halka ve 0 ≠  ∈   olmak üzere  . = 0 olacak şekilde 0 ≠  ∈   varsa   elemanına sol sıfır bölen denir. Benzer şekilde 0 ≠  ∈   olmak 

üzere  . = 0 olacak şekilde 0 ≠  ∈   varsa   elemanına sağ sıfır bölen denir. 
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Eğer   elemanı hem sağ sıfır bölen hem de sol sıfır bölen ise   elemanına sıfır bölen 

denir. 

 

Tanım 2.1.15: Birimli, değişmeli ve sıfırdan farklı her elemanın çarpmaya göre tersi 

varsa o zaman bu halkaya bir cisim denir. 

 

Tanım 2.1.16:   bir halka ve ∅ ≠  ⊆   olsun. Eğer   kümesi   halkasındaki 

işlemlerle birlikte bir halka oluyorsa   kümesine   halkasının bir alt halkası denir. 

 

Teorem 2.1.17:   bir halka ve ∅ ≠  ⊆   olsun.   kümesinin   halkasının bir alt 

halkası olması için gerek ve yeter koşul aşağıdaki koşulların sağlanmasıdır. 

 

i) Her  , ∈   için  −  ∈   olmasıdır. 

ii) Her  , ∈   için  . ∈   olmasıdır. 

 

Tanım 2.1.18:   bir halka ve  ,   nin bir alt halkası olsun. Eğer her  ∈   ve her  ∈   için  .  ∈   ve  .  ∈   ise   ya   nin bir ideali denir. 

 

Tanım 2.1.19:   ve   iki halka olsun. Eğer  : →    fonksiyonu her  ,  ∈   için 

 

i)  ( +  ) =  ( ) +  ( ) 

ii)  ( . ) =  ( ). ( ) 

 

koşullarını sağlıyorsa   ye bir halka homomorfizmi denir. 

Eğer   bire bir ise   ye monomorfizma denir. 

Eğer   örten ise   ye epimorfizma denir. 

Eğer   bire bir ve örten ise   ye izomorfizm denir. 

 

Tanım 2.1.20:   bir halka olmak üzere eğer her  ∈   için   = 0 olacak şekilde 

bir pozitif    tamsayısı varsa bu özelliği sağlayan en küçük pozitif tamsayıya 
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halkanın karakteristiği denir. Eğer böyle bir pozitif   tamsayısı yoksa yani her  ∈   

için   = 0 iken  = 0 oluyorsa o zaman halkanın karakteristiği sıfırdır denir. 

 

Tanım 2.1.21: R bir halka ve ( , +) abelyen bir grup olsun. Eğer her  ∈  ,  ∈   

için,  : ×  ⟶  , ( , ) ⟶  ( ,  ) =  .    olarak tanımlanan f fonksiyonu 

aşağıdaki şartları sağlıyorsa, M ye R halkası üzerinde bir sol R-modül denir. 

Her  ,   ,   ∈   ve her  ,  ,  ∈   için, 

 

i)  . (  +   ) =  .   +  .   

ii) (  +   ). =   . +   .  

iii) (    ). =   . (  . ) 

 

Eğer R birimli bir halka ise f fonksiyonu her  ∈   için, 

 

iv) 1. =   

 

koşulunu sağlıyorsa M  ye bir üniter sol R-modül  denir. Aksi belirtilmedikçe sol R-

modül denildiği zaman üniter sol R-modül kastedilecektir. Sağ R-modül de benzer 

şekilde tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.22: M bir R-modül olsun.   ,   , … ,   ∈   ve   ,  , … ,  ∈   olmak 

üzere     +     +⋯+     = 0 iken   =   = ⋯ =   = 0 oluyorsa M  

kümesinin {  ,  , … ,  } alt kümesine lineer bağımsızdır denir. 

 

Tanım 2.1.23: M bir R-modül ve  ⊂   olsun. Her  ∈   elemanı   ,   , … ,   ∈   

ve   ,  , … ,  ∈   olmak üzere  =     +     +⋯+      şeklinde 

yazılabiliyorsa B ye M nin üreteç kümesidir denir. 

 

Tanım 2.1.24: M bir R-modül olsun. M nin lineer bağımsız bir üreteç kümesi varsa 

M ye serbest R-modüldür denir. 
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Tanım 2.1.25: G bir çarpımsal grup ve K bir halka olsun. 

   =       
              ∈        ∈     

 

 kümesi 

 

     
     +     ′

 
     =      +    ′     

    

      
           ′

 
   ℎ  =          ′     

   
 
   ℎ  

 

toplama ve çarpma işlemleri ile bir halka olur. Bu halka K üzerinde G nin grup 

halkası olarak adlandırılır. KG nin değişmeli olması için gerek ve yeter koşul hem K 

hem de G nin değişmeli olmasıdır. Eğer K birimli ise KG, birim elemanı 1 1  (veya 1  ) olan birim elemanlı bir halkadır. 

 

Tanım 2.1.26: KG bir grup halkası ve A toplamsal, değişmeli bir grup olmak üzere 

eğer   ×  ⟶   dönüşümü aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa A ya bir (sol) KG-

modül denir. Her  ,  ,   ∈   ve  , ∈   için; 

 

i)  . ( +  ) =  .  +  .   

ii) (  +   ). =   .  +   .   

iii) (    ). =   . (  .  ) 

 

Eğer 1  , KG nin birim elemanı ve her  ∈   için 1  .  =   ise A ya üniter KG-

modül denir. 

 

Tanım 2.1.27: M  bir R-modül ve ∅ ≠  ⊆   olsun. Aşağıdaki koşullar sağlanıyor 

ise N alt kümesine M nin bir alt modülü denir. 



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER                                                  Mehmet ONAT 

11 

i) N, M  nin bir alt grubudur. 

ii) Her  ∈   ve  ∈   için   .  ∈   dir. 

 

Tanım 2.1.28: M ve N, R halkası üzerinde iki sol R-modül olmak üzere  : ⟶   

fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyorsa   dönüşümüne M den N ye bir sol R-modül 

homomorfizmi denir. 

 

i) Her   ,  ∈   için,  (  +   ) =  (  ) +  (  ) 

ii) Her  ∈   ve  ∈   için,   ( . ) =  . ( ) 

 

Tanım 2.1.29: Bir R değişmeli halkası üzerinde bir cebir ya da  R-cebir, bir bilineer 

(Her  ,  ,  ∈   ve  ∈   için  ( +  ) =   +   , ( +  ) =   +     ve (  ) =  (  ) =  (  )), asosyatif (Her  ,  ,  ∈    için (  ) =  (  ) ) ve bir 1 

birim elemana (Her  ∈   için 1 =  =  1 ) sahip çarpma işlemi ile birlikte bir   

R-modüldür. 

Buna denk olarak, bir R-cebir, her  , ∈   ve  ∈   için                     (  ) =  (  ) =  (  ) olmak üzere bir R-modül yapısı ile birlikte (birim elemanlı) 

bir halkadır. 

Yukarıda tanımlanan cebirler birim elemanlı, asosyatif cebirlerdir. Benzer 

şekilde asosyatif ve birim elemanlı olmayan cebirler tanımlanabilir. Fakat çarpma 

işlemi asosyatif ya da birim elemana sahip olmak zorunda değildir. 

 

Tanım 2.1.30: R-cebirlerinin bir homomorfizmi, bir R-modül homomorfizmi ile 

birlikte bir halka homomorfizmidir. 

Eşdeğer olarak, bir  : ⟶  , R-cebir homomorfizmi her  ,  ∈   ve  ∈   için; 

 

i)  ( +  ) =  ( ) +  ( ) 

ii)  (  ) =  ( ) ( ) 

iii)  (  ) =   ( ) 

iv)  (1) = 1 
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koşullarını sağlayan bir  : ⟶   dönüşümüdür. 

 

Tanım 2.1.31: Bir A, R-cebirinin bir alt cebiri, hem A nın bir alt halkası hem de A 

nın bir alt modulü olan A nın bir S alt kümesidir. 

 

Tanım 2.1.32: Bir derecelendirilmiş R-cebir,  = ⨁        ve her  , ≥ 0 için      ⊆      olmak üzere (  )    alt modülleri ile bir A, R-cebiridir. 

 

Tanım 2.1.33: Bir derecelendirilmiş  = ⨁        R-cebirinin bir derecelendirilmiş alt 

modülü (alt halkası, alt cebiri)  = ⨁     (  ∩  ) olmak üzere A nın bir S alt 

modülüdür. (alt halkasıdır, alt cebiridir.) 

 

Tanım 2.1.34:   = ⨁        ve  = ⨁        derecelendirilmiş R-cebirlerinin bir     : ⟶   homomorfizmi, her  ≥ 0 için  (  ) ⊆    olmak üzere R-cebirlerinin 

bir homomorfizmidir. 

 

Tanım 2.1.35: G bir lineer sıralı yarıgrup olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanırsa 

bir P, K-cebirinin {  : ∈  }  K-modül ailesine bir artan filtrasyon denir. 

 

i)  = ⋃    ∈  

ii)  ≤   için   ⊆    

iii)     ⊆      

iv) ⋂    ∈ = {0} 

 

Benzer şekilde azalan filtrasyon da tanımlanabilir. 

 

Tanım 2.1.36: A, B ve C üç abelyen grup olsun. ℎ: ×  ⟶   fonksiyonu 

 

i) Her   ,  ∈   ve  ∈   için, ℎ(  +   ,  ) = ℎ(  ,  ) + ℎ(  ,  ) 
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ii) Her  ∈   ve   ,  ∈    için, ℎ( ,  +   ) = ℎ( ,  ) + ℎ( ,   ) 

 

koşullarını sağlıyorsa h fonksiyonuna bilineer fonksiyon denir. 

 

Tanım 2.1.37: R birimli bir halka,  A bir sağ R-modül, B bir sol R-modül ve C bir 

abelyen grup olsun. Eğer ℎ: ×  ⟶    fonksiyonu her  ∈  ,  ∈  ,  ∈   için, 

 ℎ(  ,  ) = ℎ( ,   ) 

 

koşulunu sağlıyor ise h fonksiyonuna dengeli (balanced ) fonksiyon denir. 

 

Tanım 2.1.38:  R birimli bir halka,  A, bir sağ R-modül, B bir sol R-modül,  ⨂   

bir abelyen grup ve ℎ:  ×  ⟶  ⨂    bilineer ve dengeli bir fonksiyon olsun. 

Eğer her C abelyen grubu ve her  :  ×  ⟶   bilineer ve dengeli dönüşümü için 

 

  ×      C 

 

 

 

 

 

                                              ⨂   

 

diagramı değişmeli olacak şekilde bir tek   : ⨂  ⟶    grup homomorfizmi varsa ( ⨂  , ℎ)  ikilisine (veya kısaca  ⨂   grubuna) A ile B nin R üzerinde tensör 

çarpımı denir. ℎ( ,  ) =  ⨂  olarak yazılır. h çoğu zaman örten değildir. Yani ℎ( ×  ) ≠  ⨂   dir. Fakat 〈ℎ( ×  )〉 =  ⨂   dir. Yani ℎ( ×  ),  ⨂   

grubunu gerer. ℎ( ×  ) = { ⨂ | ∈  ,  ∈  } olur. 

 

T 

h    



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER                                                  Mehmet ONAT 

14 

Tanım 2.1.39: L, F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. L üzerinde her ( ,  ) 

ikilisine [ ,  ] elemanını karşılık getiren ve aşağıdaki koşulları sağlayan bir çarpım 

tanımlanmış olsun. 

 

i) Her   ∈   için, [ , ] = 0 

ii) Her   ,  ,  ∈   ve  , ∈   için, 

                               
[  +   ,  ] =  [ ,  ] +  [ ,  ][ ,  +   ] =  [ ,  ] +  [ ,  ]         (Bilineerlik Aksiyomu) 

iii) Her   ,  ,  ∈   için, 

 

  [ ,  ],  +  [ ,  ],  +  [ , ],  = 0  (Jacobi Özdeşliği) 

 

Bu koşulları sağlayan [ , ] çarpımına bir Lie çarpımı (komutatörü) ve L ye 

de bu çarpımla bir Lie cebiri denir. Eğer L, vektör uzayı olarak sonlu boyutlu ise Lie 

cebiri olarak da sonlu boyutludur. Ayrıca Jacobi özdeşliğinden dolayı Lie cebirleri 

birleşmeli değillerdir. 

 

Tanım 2.1.40: M ve N aynı F cismi üzerinde iki Lie cebiri olsun.  : ⟶   

fonksiyonu her  ,  ∈   için, 

  ([ , ]) = [ ( ), ( )] 
 

eşitliğini sağlayan bir lineer fonksiyon ise   ye M den N ye bir Lie homomorfizmi  

denir. Eğer  , bire bir ve örten bir dönüşüm ise   ye bir izomorfizm denir. Bu 

durumda M ile N izomorfik cebirlerdir.  : ⟶   bir izomorfizm ise   ye bir 

otomorfizm denir. 
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Tanım 2.1.41: L, bir Lie cebiri ve A da L nin bir alt uzayı olsun. Eğer A, L deki Lie 

çarpımı altında kapalı ise (yani her  ,  ∈   için [ ,  ] ∈   ise) A ya L nin bir Lie alt 

cebiri denir ve  ≤   ile gösterilir. 

Tanım 2.1.42: L, bir Lie cebiri ve I da L nin bir alt cebiri olsun. Eğer [ ,  ] ⊆   
koşulu sağlanıyorsa I ya L nin bir ideali denir ve  ⊲   ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.43: L, bir Lie cebiri ve  ⊲   olsun.     bölüm cebiri aşağıdaki şekilde 

tanımlanır: 

    = { +   |   ∈  } 

 

olmak üzere     içerisinde çarpma ve toplama işlemini;  +  ,  +  ∈      için 

 ( +  ) + ( +  ) = ( +  ) +   [ +  ,  +  ] = [ ,  ] +   

 

olarak tanımlayalım.     bu işlemlerle birlikte bir Lie cebiri olur. Bu cebire L  nin 

M ile bölüm cebiri denir. 

 

2.2. Seriler 

 

Tanım 2.2.1:  = 1,2, … için    terimleri tümevarımla aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

    =   ,     = [  , ] 
 

Böylece  L nin ideallerinin bir azalan serisi elde edilir. 

  =   ⊇   ⊇ ⋯ ⊇   ⊇     ⊇ ⋯ 
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Bu seriye L nin alt merkezi serisi denir. 

L nin   = [ ,  ] alt cebirine türetilmiş  (komutatör) alt cebir denir. 

Eğer     ≠ {0} ve   = {0} olacak şekilde bir k  pozitif tamsayısı varsa L ye k-

yıncı dereceden nilpotent Lie cebiri denir. Eğer L, 2-inci dereceden nilpotent yani [ ,  ] = 0 ise L ye abelyen Lie cebiri  denir. 

 

Tanım 2.2.2:   = 1,2, … için    terimleri tümevarımla aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

   =  ,     = [  ,  ] 
 

Böylece L nin ideallerinin bir azalan serisi elde edilir. 

  =   ⊇   ⊇ ⋯ ⊇   ⊇     ⊇ ⋯ 

 

Bu seriye L nin türetilmiş serisi denir. 

Eğer     ≠ {0} ve   = {0} olacak şekilde bir pozitif k tamsayısı varsa L ye k-yıncı 

dereceden çözülebilir Lie cebiri denir. 

 

Tanım 2.2.3:  ≠ {0} bir Lie cebiri olsun. Eğer L nin sıfırdan farklı çözülebilir 

idealleri yoksa L ye yarı basit (semisimple) Lie cebiri denir. 

 

Tanım 2.1.4: L abelyen olmayan bir Lie cebiri olsun. Eğer L nin {0} ve kendisinden 

başka idealleri yoksa L ye basit Lie cebiri denir. 

 

Tanım 2.2.5:  = 1,2, … ,  , … için   ≥ 1 olmak üzere pozitif tamsayıların bir {  ,   , … ,  , … }  dizisi için L nin polisentral serisi aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

    ; L  nin alt merkezi serisinin   -inci terimi    ,…,  ,    =     ,…,        ,    ,…,   nin alt merkezi serisinin     -inci terimi  

olsun. Böylece elde edilen  ⊇    ⊇    ,  ⊇ ⋯ ⊇    ,…,  ⊇    ,…,  ,    ⊇ ⋯ 
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serisine L nin polisentral serisi denir. 

 Eğer     ,…,  = {0} ve    lerin hiçbiri bu eşitlik sağlanacak şekilde daha 

küçük pozitif tamsayılarla değiştirilemiyor ise L ye {  ,   , … ,   } dizisine göre 

polinilpotent Lie cebiri denir. 

 Eğer   =   = 2 ve   , = {0}  ise L ye metabelyen Lie cebiri denir. 

 

2.3. Serbest Lie cebirleri 

 

Tanım 2.3.1: X herhangi bir küme,  F bir Lie cebiri ve  : ⟶   bir dönüşüm olsun. 

Her B Lie cebiri ve her  : ⟶   dönüşümü için  =    olacak şekilde bir tek  : ⟶   Lie homomorfizmi varsa ( ,  ) çiftine X üzerinde bir serbest Lie cebiri 

denir. Bunu aşağıdaki diyagramla ifade ederiz: 

 

 

X    B 

 

 

 

 

 

                                           F 

 

Bir X kümesi üzerinde bir serbest Lie cebirini aşağıdaki gibi kurarız. Her n 

pozitif tamsayısı için    kümesini, 

   =  ,    =  ×  ,…,  = ⋃    ×             

 

şeklinde tanımlayalım.  ( ) = ⋃   ∞    olsun. Her  , ∈  ( ) için  ∈   ,  ∈    ve ( ,  ) ∈    ×     olacak şekilde p ile q sayıları vardır.  =  +   olsun. 

O zaman, ( , ) ∈    ×       dır. ( ,  ) nin   ×     ⟶     kanonik 

  

i   
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injeksiyonu altındaki görüntüsünü ab ile gösterelim. Böylece, her  ,  ∈  ( ) için (  ) çarpımını tanımlayabiliriz.  ∈    olacak şekildeki p pozitif tamsayısına a nın 

uzunluğu denir ve  ( ) ile gösterilir. Bu tanıma göre uzunluğu 1 olan elemanlar X in 

elemanlarıdır. Uzunluğu ≥ 2 olan elemanlar a ve b nin uzunluğu c den küçük olmak 

üzere  =    şeklindedir. 

Şimdi F cismi üzerinde  ( ) bazı ile bir vektör uzayı kuralım.  ( ) deki 

çarpımı bu vektör uzayınının tümüne lineer olarak genişletelim. Böylece F üzerinde 

birleşmeli olmayan bir serbest cebir elde etmiş oluruz. Bu cebire  ( ) 

diyelim.  ( ) cebiri,  ( ) bazı ile birleşmeli olmayan çarpma işlemiyle birlikte bir 

F-modül olur.  ( ) içinde, 

  ( ) =    

ve  ( , ,  ) =  (  )  +  (  )  +  (  )   
 

şeklindeki elemanlar tarafından doğurulan ideal A olsun. Bu durumda,        ( )  ⁄ =  ( ) bölüm cebiri X üzerinde bir serbest Lie cebiridir. X kümesine,  ( ) 

in bir serbest üreteç kümesi denir. F nin serbest üreteç kümesinin eleman sayısına F 

nin rankı denir. Şimdi serbest Lie cebirlerinde önemli bir yeri olan Hall bazının 

inşasını inceleyelim: 

 

2.4. Serbest Lie Cebirlerinin Hall Bazları 

 

Daha önce tanımlanan  ( ) kümesi birleşmeli olmayan  ( ) cebirinin 

vektör uzayı olarak bazıdır.   ( ),  ( ) içinde lineer bağımsız olmasına rağmen  ( ) içinde lineer bağımsız değildir. Örneğin  , ∈  ( ) için ab ve ba formundaki 

elemanlar  ( ) de lineer bağımsız olmakla beraber  ( ) de lineer bağımlıdırlar. (  ) = −(  )  dır. Bu nedenle  ( ) için  ( ) bir baz olamaz. Bu bölümde  ( ) i 

bir vektör uzayı olarak düşündüğümüzde  ( ) Lie cebiri için bir baz kümesi 

oluşturacağız. 
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  ( ) ile  ( ) içindeki uzunluğu n olan elemanları gösterelim. Açıkça görülür ki    ( ) =   dir. 

 

Tanım 2.4.1: Bir  ⊆  ( ) Hall kümesi aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

 

i) X ⊆ H ve X  e bir keyfi tam sıralama verilmiş olsun. 

ii)  ⋂  ( ) kümesi  ,  ∈   ve  >   olmak üzere (  ) formundaki 

elemanlardan meydana gelir. 

iii)  ⋂  ( ),   = 1,2, … , − 1 için tanımlanmış ve uzunluğu koruyan 

bir sıralama verilmiş olsun. Yani  ,  ∈  ( ) ve  ( ) <  ( ) ise  <   

yazalım ve aynı uzunluklu elemanları keyfi olarak sıralayalım. O zaman  ≥ 3 için  ⋂  ( ) =  (  )  |  , ,  ,   ∈ ⋃   ∩  ( ) , >       ≤  ,  >    dir. 

  =    ⋂  ( ) ∞

    

 

olsun. Kısalık olması bakımından   =  ⋂  ( ) yazarsak  = ⋃   ∞    kümesi  ( ) in bir bazıdır.   ,  , … ,  , … kümelerine Hall kümeleri,  = ⋃   ∞    bazına 

da  ( ) in Hall bazı denir. 

 

Örnek 2.4.2:  = { , ,  } olsun.   =   ve kabul edelim ki  >  >   olsun.   = {  ,   ,   } ve kabul edelim ki   >   >    olsun.   = {(  ) , (  ) , (  ) , (  ) , (  ) , (  ) , (  ) , (  ) }  
ve kabul edelim ki yazıldıkları sırada sıralanmış olsunlar.   =   (  )   ,  (  )   ,  (  )   ,  (  )   ,  (  )   ,  (  )   ,  
                        (  )   ,  (  )   ,  (  )   ,  (  )   ,  (  )   ,  (  )   , 
                         (  )   ,  (  )   ,  (  )   , (  )(  ), (  )(  ), (  )(  )  
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Eğer X sonlu bir küme ise    nin içindeki elemanların sayısını belirlemenin bir 

metodu vardır. Bunun için öncelikle aşağıdaki tanımı verelim. 

 

Tanım 2.4.3: N pozitif tamsayıların kümesini göstersin. Möbius fonksiyonu   : ⟶ {−1,0,1}  şöyle tanımlanır: 

 

 ( ) =  0            Eğer   bir asal sayının karesi ile bölünebiliyorsa               1             = 1                                                                                                (−1)        Eğer  =     …         (     ler farklı asal sayılar )                       
 

Örnek 2.4.4: 

  (1) = 1  (2) = (−1) = −1 ,   2=2 ,   = 1  (3) = (−1) = −1 ,    3=3 ,   = 1  (4) = 0 ,  4 = 2  ,   (5) = (−1) = −1 ,   5=5 ,    = 1  (6) = (−1) = 1 ,   6=2.3 ,   = 2 

 ⋮  (12) = 0 ,   12 = 2 . 3 

             ⋮ 
 

Teorem 2.4.5: (Bourbaki, 1975) X bir küme ve | | =  , X in elemanlarının sayısını 

göstersin. O zaman H, X üzerinde bir Hall kümesi ise    içindeki elemanların sayısı  ≥ 1 için 

 |  | = 1   ( ).      |  

 

dir. 
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Örnek 2.4.6: Kabul edelim ki | | = 3 olsun. O zaman; 

  |  | = 11  (1). 3  = 3 |  | = 12   (1). 3  +  (2). 3   = 3 

|  | = 13   (1). 3  +  (3). 3   = 8 

|  | = 14   (1). 3  +  (2). 3  +  (4). 3   = 18 

|  | = 15   (1). 3  +  (5). 3   = 48 

 

ve genel olarak    in eleman sayısı 

 1   ( ). 3    |  

 

şeklindedir. 

 

2.5. Bir Serbest Lie Cebirinin Alt Merkezi Serisinin Terimleri İçin Serbest 

Üreteçler 

 

  ≥ 2 için K  üzerindeki bir serbest Lie cebirinin    alt merkezi serisinin 

terimleri F  nin bir alt cebiri gibi sonlu üretilmiş değildir. Tek istisna  durum serbest 

abelyen olan, bir eleman tarafından üretilen  serbest Lie cebirleridir. Alt merkezi 

serilerin terimleri için serbest üreteç kümelerini bulma problemi ilk kez Gruenberg 

(1957) tarafından grup teorisinde ele alınmıştır. Bir benzer sonuç Witt (1956) 

tarafından serbest Lie halkaları için ifade edilmiştir. F bir serbest Lie cebiri olmak 

üzere    için serbest üreteç kümeleri Shmel’kin (1963) tarafından verilmiştir. 

Gruplar ve serbest Lie halkaları için detaylı bilgi Warm (1972) de bulunabilir. 
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 F, K cismi üzerinde bir X serbest üreteç kümesi tarafından üretilen serbest Lie 

cebiri olsun. H,  X üzerinde kurulmuş F için bir Hall bazı ve    de uzunluğu n olan 

H daki elemanların kümesini göstersin.   , F nin m-inci alt merkezi serisinin terimi 

olsun. 

 

Teorem 2.5.1: (Shmel’kin, 1963)     kümesini aşağıdaki gibi tanımlayalım. 

   = { =      |  ,   ∈  ,  ( ) ≥  , ∈  ,  (  ) <  } 

   ,    için bir serbest üreteç kümesidir. 

H nin tanımı kullanılarak    kümesi aşağıdaki gibi daha açık bir şekilde 

ifade edilebilir. 

   =   =  …  (    )   …    :  ( ) ≥  ,   ∈ ⋃         ,   
                               >   ≤   ≤ ⋯ ≤    ,  ≥ 2,  ğ     =              ≤   } 

    nin elemanlarını oluşturarak    Lie cebiri için    serbest üreteçleri üzerinde bir      Hall bazı yapısını kurarız. Eğer h,    formundaki elemanların bir kelimesi ise 

h nin   - (ℎ) ve X- (ℎ) ile sırasıyla    ve X den kullanılan harflerin sayısını 

gösterelim.   , H nin bir alt kümesi olduğundan    ye H deki ile aynı olan sıralama 

verilebilir. 

     =        = {    |  ,   ∈   ,   ≥   } 

 

Şimdi      ye aşağıdaki gibi bir sıralama veririz: ℎ,  ∈     , ℎ = ℎ ℎ  ve            =     , ℎ ,ℎ ,   ,   ∈    olsun. Eğer  −  (ℎ) <  −  ( ) ise ℎ <    yazalım. 

h ve    nin aynı uzunlukta olduğunu kabul edelim. O zaman ℎ <    ⟺ ℎ <    veya ℎ =    ise ℎ <    dir. 
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     , … ,        tanımlanmış ve sıralanmış olsun.     = { = (    )  ∶    −  ( ) =  ,   >   ≤   ,     >   ,  
                                                         ,   ,   ,  (    ) ∈ ⋃             

Burada eşitsizliğin yönü için ⋃            deki sıralama göz önüne alınır. Bu 

sıralamayı    = ⋃     ∞    olarak tanımlanan     ye genişletebiliriz. 

     nin sıralaması H nin sıralaması ile uyumlu olmak zorunda değildir.     =    nin bir elemanından X-uzunluğu daha küçük olan      de elemanlar 

vardır. 

 

2.6. Serbest Lie Cebirlerinin Otomorfizmleri 

 

L,  F cismi üzerinde X serbest üreteç kümesi tarafından üretilen serbest Lie 

cebiri olsun. L nin herhangi bir   otomorfizmi X kümesini başka bir    serbest 

üreteç kümesine dönüştürür ve   tamamen onun X üzerindeki etkisiyle belirlenir. 

Aksine, L nin bir serbest üreteç kümesinden başka bir serbest üreteç kümesine 

herhangi bir bire bir ve örten dönüşüm L nin bir tek otomorfizmini tanımlar. Bu 

otomorfizmleri tanımlamak için aşağıdaki gibi L de elemanter Lie dönüşümleri  

tanımlanır: 

Eğer U, L nin herhangi bir alt kümesi ise o zaman 

 

i) U  nun elemanlarına uygulanan singüler olmayan lineer dönüşümler, 

ii) Bir  ∈   için   ⟶  +  (  , … ,  ),       , … ,  ∈  ∖ { } 

 

şeklinde tanımlanan dönüşümlerdir. 

L nin bir serbest üreteç kümesine uygulanan herhangi bir elemanter Lie 

dönüşümü bir otomorfizm belirler. Şimdi ise L nin sonlu ranklı olması durumunda 

herhangi bir otomorfizmin bir dizi böyle adımdan sonra elde edilebileceğini gösteren 

teoremi ifade edelim. 
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Teorem 2.6.1: L, F cismi üzerinde bir sonlu X serbest üreteç kümesi tarafından 

üretilen serbest Lie cebiri olsun. O zaman L nin her otomorfizmi X kümesine bir dizi 

elemanter Lie dönüşümü uygulayarak elde edilebilir. 

 Bu teoremin ispatı (Cohn, 1964) de bulunabilir. 

 

Sonuç 2.6.2: L, F cismi üzerinde { ,  } üreteçleri tarafından üretilen bir serbest Lie 

cebiri olsun. L nin herhangi bir otomorfizmi x ve y nin bir lineer dönüşümü ile 

belirlenir. 

 Yani  :  ⟶    otomorfizmi,  , ,  , ∈   ve   −   ≠ 0 olmak üzere 

  ( ) =   +     ( ) =   +    

 

şeklindedir. 

 

Teorem 2.6.3: L, F cismi üzerinde bir X serbest üreteç kümesi tarafından üretilen 

serbest Lie cebiri olsun. Eğer, Y, L nin herhangi bir sonlu alt kümesi ise o zaman Y, L 

nin bir serbest alt kümesine denktir. 

 Bu teoremin ispatı (Cohn, 1964) de bulunabilir. Teoremdeki denkliğin 

anlamı; Y nin elemanter Lie dönüşümler ile bir sonlu kümeden elde edilebilir 

olmasıdır. Bu teoremin bir sonucu olarak; bir Y serbest üreteç kümesinin X kümesine 

denk olduğu söylenebilir. 

 

2.7. Serbest Üreteç Kümelerinin Değişimi 

 

  =  ( ), X serbest üreteç kümesi tarafından üretilen serbest Lie cebiri olsun. 

Kabul edelim ki  (≤  ) ve  (<  ) sırasıyla  ≤   ve  <   olan tüm  ∈   

elemanları tarafından üretilen L nin Lie alt cebirleri olsun. Bir serbest Lie cebrinin 

bir serbest üreteç kümesini başka bir serbest üreteç kümesi ile değiştirmek için kabul 

edelim ki  X  kümesi her i  için    , <   , < ⋯ <   ,   ve    ,  <     ,  olmak üzere       
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  =    , ,  , , … ,  ,    kümelerinin bir  =   ∪   ∪   ∪   ∪ …ayrık 

birleşimine parçalanmış olsun. Her i için   , serbest 〈  〉  K-modülünün herhangi bir 

otomorfizmi olsun. Ayrıca,  : ⟶  ( ) dönüşümü;    , ∈   <   ,    olmak üzere 

 

                                                    ,  =      ,  +   ,                                         (2.1) 

 

olarak tanımlanmış olsun. L, X üzerinde serbest olduğu için  , L serbest Lie cebirinin 

bir Φ endomorfizmini belirler. Aslında bu endomorfizm bir otomorfizmdir. Her i için   , ⟶      ,  +   ,  ve  ≠   için   , ⟼   ,  ile tanımlı  ⟶  ( ) dönüşümü L 

serbest Lie cebirinin bir Ψ  otomorfizmini belirler. Dikkat edelim ki her i  için Φ 

dönüşümünün   ≤   ,    alt cebirine kısıtlanmışı Ψ , Ψ , … , Ψ   otomorfizmlerinin 

bir bileşkesidir. Sonuç olarak, tüm bu kısıtlamalar bire bir ve örtendir ve bu Φ nin 

kendisinin bire bir ve örten olmasını gerektirir. Bundan dolay Φ bir otomorfizmdir. 

Buradan X in   altındaki görüntüsü  ( ) serbest Lie cebirinin bir serbest üreteç 

kümesidir. Bu durum şöyle ifade edilir. 

 

Lemma 2.7.1: (Bryant, R. M., Kovács, L. G., Stöhr, R., 2002b) Eğer  :  ⟶  ( ), 

(2.1) biçiminde bir dönüşüm ise o zaman  ( ),  ( ) serbest Lie cebirinin bir serbest 

üreteç kümesidir. 
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3. ELİMİNASYONLA PARÇALANIŞ 

 

X kardinalitesi en az 2 olan sayılabilir bir küme ve  =  ( ) birimli ve 

değişmeli bir K halkası üzerinde X serbest üreteç kümesi tarafından üretilen serbest 

Lie cebiri olsun. 

 

Teorem 3.1.1:(Eliminasyon Teoremi) Y ve Z, X in öz alt kümeleri olmak üzere  =  ⋃  nin ayrık birleşimi olsun. O zaman  

  ≀  = {[ ,  ,   , … ,   ]:  ∈  ,  ∈  , ≥ 0}  

 

olmak üzere 

  ( ) =  ( ∪  ) =  ( )⨁  ( ≀  )   
 

dir. 

  ≀   kümesine Y ve Z nin wreath kümesi denir. Amacımız bu teoremi tekrar 

tekrar uygulamaktır. Yani önce  ( ) e sonra  ( ≀  ) ye ve daha sonra önceki 

eliminasyondan elde edilen wreath kümesi üzerinde serbest Lie cebirine ve böyle 

devam ederek K üzerinde  ( ) in parçalanışlarını elde etmektir. 

 

Tanım 3.1.2: {  }    ve          aşağıdaki koşulları sağlayan  ( ) serbest Lie 

cebirinin boş olmayan alt kümelerinin dizileri olsun. 

 

i)    =   

ii) Her  > 0 için    kümesi        kümesinin bir öz alt kümesidir ve            =       ∖    ≀     dir. 

 

O zaman {  }     dizisi   ( ) in bir eliminasyon dizisi olarak ve          dizisi de 

onun ilgili wreath dizisi olarak adlandırılır. 
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         ilgili wreath dizisi     ilk terimi ve {  }    eliminasyon dizisi tarafından tek 

bir şekilde tanımlanır. Bir wreath kümesinin tanımından    ve     nın tüm elemanları 

X de Lie monomialleridir ve bundan dolayı X e göre iyi tanımlı bir dereceye 

sahiptirler. 

 

Lemma 3.1.3: {  }   ,           ilgili wreath dizisi ile  ( ) in bir eliminasyon dizisi 

olsun. O zaman her  ≥ 1 için bir serbest K-modül olarak  ( ) in bir 

 

                                 ( ) =  (  )⨁  (  )⨁…⨁  (  )⨁  (   )                       (3.5) 

 

direkt parçalanışı vardır. 

 

İspat: İspatı k üzerinden tümevarım ile yapalım:  = 1  için  ( ) =  (  )⨁       dır. Eliminasyon teoreminde  =    ve             =  ∖    alınırsa  ≀  = ( ∖   ) ≀   =     olduğundan 

  ( ) =  ( )⨁ ( ≀  ) =  (  )⨁       
 

eşitliği elde edilir. 

k için iddia doğru olsun. O halde  

  ( ) =  (  )⨁  (  )⨁…⨁  (  )⨁  (   )      
 

dır.      =     ∖      ≀      ve     ,      nın öz alt kümesi olduğundan dolayı     

kümesine eliminasyon teoremini uygularsak 

       =  (    )⨁ (    ∖      ≀     ) =  (    )⨁         
 

dir. O halde 
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 ( ) =  (  )⨁  (  )⨁…⨁  (  )⨁  (   )    =  (  )⨁  (  )⨁…⨁  (  )⨁  (    )⨁             
 

elde edilir. Böylece  + 1 için iddianın doğru olduğu sonucu elde edilir. 

 

Tanım 3.1.4: Eğer  

 

                                                              ( ) = ⨁      (  )                                        (3.6) 

 

ise  ( ) in bir {  }     eliminasyon dizisi yakınsak olarak adlandırılır. 

 

Şimdi bir eliminasyon dizisinin yakınsaklığı için bazı koşullar elde edeceğiz. 

Bu koşullar  ( ) de derece fikrine dayanır. X in elemanlarının 1 den farklı 

derecelerle gösterildiği durumlar için onları ifade etmek uygun olacaktır. Yani X 

kümesi  ∈   olmak üzere    alt kümelerinin  = ⋃    ∈  ayrık birleşimi olarak bir 

ayrık parçalanışa sahip ise X e bir derecelendirilmiş küme denir. Burada  ( )  bir 

doğal sayı olmak üzere her    alt kümesinin elemanlarının derecesi  ( ) dır. Eğer 

her  ≥ 1 için en çok sonlu sayıda  ∈   için  ( ) =   ise X e sonlu 

derecelendirilmiş denir.  ( ) in n-inci    homojen bileşeni 

      +      +⋯+      =   

 

olmak üzere   ∈  ( ) için [  ,  , … ,  ]  şeklindeki tüm Lie çarpımları 

tarafından gerilir ve   ( ) = ⨁        dir.   ( ) de homojen elemanların bir B kümesi 

için  ( ) en küçük doğal sayıyı göstersin öyle ki B kümesi  ( )  dereceli bir eleman 

içerir. Eğer B nin tüm elemanları aynı dereceye sahip ise tüm bu elemanların ortak 

derecesi degB ile gösterilir.    =       ∖    ≀    kümesinin tanımından {  }    eliminasyon dizisi için             dizisi azalmayandır. Gerçekten;      =     ∖      ≀      kümesi    ∖      kümesinin elemanları ve daha yüksek dereceli elemanlardan oluşur. 
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Dolayısıyla          ≥      ∖       dir. Ayrıca       ∖      ≥         olduğundan         ≥        dir. O halde             dizisinin azalmayan olduğu sonucu elde 

edilir. 

 

Lemma 3.1.5:   = ⋃    ∈  derecelendirilmiş bir küme ve {  }    dizisi          

ilgili wreath dizisi ile  ( ) in bir eliminasyon dizisi olsun. Eğer  

 lim →       = ∞ 

 

ise {  }     yakınsaktır. 

 

İspat: Kabul edelim ki lim →       = ∞ olsun.  ( ) homojen bileşenlerin direkt 

toplamı olduğu için her  ≥ 1 için    homojen bileşeninin ⨁      (  ) de içerildiğini 

göstermek yeterlidir. Limit koşulundan     tamamen derecesi n den büyük olan 

elemanlardan meydana gelecek şekilde bir  ≥ 1 vardır. Böylece       ⊆ ⨁        dir. 

Fakat bu durumda (3.5) den   , ⨁       (  ) de içerilir. Bu yüzden   ⊆ ⨁      (  )  dir. 

Burada yakınsaklık için başka bir yeterli koşul elde etmek için lemmayı 

kullanacağız. Kabul edelim ki  = ⋃    ∈  bir derecelendirilmiş küme ve  ∈   
olsun. O zaman   ∖    ≀    wreath kümesi  ∈  ∖ { },  ≥ 0 olmak üzere 

   , = [  ,  , … ,               ] =  [ ,  , … ,   ]: ∈   ,  ∈     
 

homojen kümelerinin ayrık birleşimi olarak bir ayrık parçalanışa sahiptir. Bu 

parçalanış   ∖    ≀    wreath kümesinin doğal derecelendirmesi olarak 

adlandırılır.   ,  kümelerine doğal derecelendirmenin bileşenleri denir. Eğer bir  ∈   için   =    ve  > 1 için her    kümesi      =       ∖      ≀      wreath 

kümesinin doğal derecelendirmesinin bir bileşeni ise  ( ) in {  }    eliminasyon 



3.ELİMİNASYONLA PARÇALANIŞ                                                 Mehmet ONAT 

31 

dizisine doğal denir. Eğer her    mümkün olan en küçük dereceli (yani 

deg  =          ) bir küme ise bir doğal eliminasyon dizisine düzenli denir. 

 

Örnek 3.1.6:      =   olmak üzere  =   ⋃  ⋃  ⋃  … olsun.  ( ) nin bir 

düzenli {  }    eliminasyon dizisini elde etmek için önce   =    alalım.    ,    =   

nin (doğal)  derecelendirmesinde en küçük dereceli kümedir. O zaman 

    = {  ,  ,  , [  ,  ],  , [  ,  ],  , [  ,  ], [  ,  ,  ], … } 

 

elde edilir. Düzenlilik koşulu   =    olmasını gerektirir.   ,     nın doğal 

derecelendirmesinde en küçük dereceli bileşendir.  O zaman 

    = {  ,  , [  ,  ],  , [  ,  ],  , [  ,  ], [  ,  ,  ], [  ,  ], …,    , [  ,  ], [  ,  ,  ], [  ,  ,  ,  ], [  ,  ], [  ,  ,  ], [  ,  ,  ,  ], … } 

 

şeklindedir. Buradan   =    dür. Fakat sonra     minimal dereceli iki bileşen 

içerdiği için (yani    ve [  ,  ]) farklı seçimler olacaktır. Farklı seçimler farklı 

eliminasyon dizilerine yol açacaktır. Derecesi 8 e kadar olan eliminasyon dizisinin 

ilk terimleri aşağıdaki gibidir: 

 

                     
   ,   ,   ,   , [  ,  ] ,   , [  ,  ],   , [  ,  ] , [  ,  ,  ] ,[  ,  ],  , [  ,  ], [  ,  ,  ], [  ,  ], [  ,  ,  ]               (3.7) 

 

Bu kümeler seçim yaptığımız sıralamaya bağlı değildir. Fakat sıralama daha yüksek 

derecelerde bir önemli etkiye sahiptir. Örneğin; eğer   > [  ,  ] alınırsa derecesi 20 

olan [  , [  ,  ], [  ,   ],   ] kümesi elde edilir. Fakat bu küme aksi bir seçim 

yapılırsa elde edilemeyecektir. 

 

Lemma 3.1.7:   = ⋃    ∈  bir sonlu derecelendirilmiş küme olsun. O zaman  ( ) 

in her düzenli eliminasyon dizisi yakınsaktır. 
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İspat: {  }   ,  ( ) in bir düzenli eliminasyon dizisi ve    = ⋃    ∈  ,     nın bir 

doğal derecelendirmesi olsun. X sonlu derecelendirilmiş bir küme olduğundan dolayı 

her  ≥ 1 ve her  ≥ 1 için en çok sonlu sayıda  ∈    vardır öyle ki      =   dir. 

Kabul edelim ki  ∈     için    minimal dereceli olmak üzere    kümesi    kümesinin 

alt kümesi olsun. Yani      =        olsun. O zaman eliminasyon dizisindeki 

düzenlilik koşulu bir  ∈    için     =    olmasını gerektirir. Fakat bu durumda        kümesi  ∈ (   ∖  ) olmak üzere     kümelerinden ve daha yüksek dereceli 

kümelerden oluşur. Özellikle,       kümesinin doğal derecelendirmesinde        

dereceli kümelerin sayısı     kümesinin doğal derecelendirmesindeki        dereceli 

kümelerin sayısından daha küçüktür. Bundan dolayı bir  >   için     kümesinin doğal 

derecelendirmesinde        dereceli kümeler bulunamaz.              dizisi 

azalmayan olduğu için       >        olduğu sonucu elde edilir. Fakat bu 

eliminasyon dizisinin Lemma 3.1.5 in koşulunu sağladığı anlamına gelir. Dolayısıyla 

eliminasyon dizisi yakınsaktır. 

 Yakınsak eliminasyon dizileri  ( ) serbest Lie cebirinin homojen K-bazlarını 

inşa etmek için kullanılabilir. Böyle bir uygulamanın en açık örneği her bir    terimi 

bir tek elemanlı (bir   ∈  ( ) için   = {  }) olduğu durumda yakınsak {  }    

eliminasyon dizilerinden elde edilir. Bu durumda (3.6) nın sağ tarafındaki direkt 

bileşenlerin her biri rankı 1 ( (  ) = 〈  〉) olan bir serbest Lie cebiridir. Ayrıca (3.6) 

nın sağ tarafı rankı 1 olan 〈  〉 ( = 1,2,3, … ) alt modüllerinin bir direkt toplamı 

olarak  ( ) in bir parçalanışıdır. Diğer bir değişle {  ∶  ≥ 1} kümesi  ( ) in bir 

K-bazıdır. Eğer Lemma 3.1.5 deki X in derecelendirmesinde her    bir tek elemanlı 

ise (  = {  }) o zaman     wreath kümelerinin doğal derecelendirmelerindeki tüm 

kümeler tek elemanlıdırlar. Sonuç olarak tüm    eliminasyon kümeleri tek 

elemanlıdırlar. Bu durumda aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 3.1.8:  = ⋃    ∈  bir sonlu dercelendirilmiş küme ve her    bir tek 

elemanlı olsun. O zaman her düzenli {  }    eliminasyon dizisinde    eliminasyon 
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kümeleri tek elemanlıdırlar.   ∈  ( ) olmak üzere   = {  } ve {  :  = 1,2,3, … } 

kümesi  ( ) in bir K-bazıdır.  

 

Sonuç 3.1.9: X bir derecelendirilmiş küme olsun öyle ki her  ≥ 1 için X de derecesi 

n olan en çok sonlu sayıda eleman vardır. Ayrıca {  }    bir eliminasyon dizisi olsun 

öyle ki her bir   ,       da mümkün olan en küçük dereceli bir tek     elemanından 

meydana gelsin. O zaman {  }    yakınsaktır ve {  :  = 1,2,3, … } kümesi  ( ) in 

bir K-bazıdır. 

 

İspat: X kümesini  = ⋃ { } ∈   şeklinde sonlu derecelendirilmiş bir küme olarak 

yazalım. O zaman sonuçtaki koşulu sağlayan herhangi bir eliminasyon dizisi bu 

derecelendirmeye göre düzenli olacaktır. Bundan dolayı yakınsaktır. 

Sonuç 3.1.9, X sonlu bir küme ve X in tüm elemanlarının derecesi 1 olduğu 

standart durumu içerir. Bu durumda eğer {  }    Sonuç 3.1.9 daki gibi bir 

eliminasyon dizisi ise o zaman {  ,  ,  , … } K-bazının tam olarak bir klasik Hall 

bazı olduğu gösterilebilir. 

Temel Hall monomialleri tümevarımla tanımlanır ve baz elemanlarının bir 

sıralamasına bağlıdır. 

Bir Hall bazını elde etmek için yukarıdaki gibi bir eliminasyon dizisi 

kullanıldığı zaman bu sıralama sadece    elemanlarını elimine eden   <   <  < ⋯ şeklinde bir sıralamadır. 

Daha sonra bir düzenli eliminasyon dizisinde    kümelerinin bir başka tanımı 

verilecektir. 

Son olarak  ( ) serbest Lie cebirinin alt kümelerinin bir sınıfını 

tanımlayalım. 

 

Tanım 3.1.10:  = ⋃    ∈  bir derecelendirilmiş küme olsun.  ( ) in bir baz küme 

koleksiyonu  ( ) serbest Lie cebirinin alt kümelerinin bir tam sıralı ℬ = ℬ( ) 

kümesidir. Bu alt kümelere B-kümeler denir ve aşağıdaki gibi tümevarımla 

tanımlanır. Minimal dereceli B-kümeler bir keyfi şekilde sıralanmış   deki minimal 
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dereceli    kümeleridir. Şimdi kabul edelim ki derecesi n den küçük olan B-kümeler 

tanımlanmış ve sıralanmış olsun öyle ki sıralama dereceye göre olsun. 

O zaman derecesi n olan B-kümeler      =   olmak üzere    kümeleridir ve 

 

i)     +     =   olmak üzere U ve V, B-kümelerdir. 

ii)  >   

iii) Eğer   ,     B-kümeleri için  = [  ,  ] ise o zaman  ≥    dir. 

 

koşullarını sağlayan [ , ] = {[ , ]:  ∈  ,  ∈  }  kümeleridir. 

O zaman derecesi n olan kümeler keyfi bir şekilde sıralanır ve derecesi n den 

daha küçük olan B-kümelerinden daha büyük olarak ifade edilir. 

Derecesi n olan tüm B-kümelerinin kümesi ℬ  ve tüm B-baz kümelerinin 

kümesi de ℬ( ) ya da ℬ ile gösterilir. 

Eğer X sonlu derecelendirilmiş bir küme ise o zaman her ℬ  sonlu çoklukta 

kümelerden oluşur ve bundan dolayı kabul edebiliriz ki ℬ nin sıralaması ℵ  şekline 

sahiptir:   <   <   < ⋯ olmak üzere  ℬ = {  ,  ,  , … } dir. 

 

Örnek 3.1.11: Kabul edelim ki  =   ∪   ∪   ∪   ∪   ∪   ∪    ve       = 1,      = 1,      = 2,      = 2,      = 2,      = 3,      = 3 olsun. Bu durumda  -kümelerini oluşturalım.   <   <   <   <  <   <    keyfi sıralamasını verelim.   de derecesi en küçük olan küme    

olduğundan   =    olur. 

Derecesi:  

 1   =     

 1   =     

 2   =    

 2   =    

 2   =    

 2   = [  ,  ] = [  ,  ] 
 3   =    
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 3   =    

 3   = [  ,  ] = [  ,  ] 
 3    = [  ,  ] = [  ,  ] 
 3    = [  ,  ] = [  ,  ] 
 3    = [  ,  ] = [  ,  ] 
 3    = [  ,  ] = [  ,  ] 
 3    = [  ,  ] = [  ,  ] 
 3    =  [  ,  ],   =  [  ,  ],   = [  ,  ] 
 3    =  [  ,  ],   =  [  ,  ],   = [  ,  ] 
 4    = [  ,  ] = [  ,  ] 
 4    = [  ,  ] = [  ,  ] 
 4    = [  ,  ] = [  ,  ] 
 ⋮ 
 

Teorem 3.1.12:  = ⋃    ∈  bir sonlu derecelendirilmiş küme ve                        ℬ = {  ,  ,  , … },  ( ) in bir baz küme koleksiyonu olsun. O zaman {  }   ,  ( ) 

in bir düzenli eliminasyon dizisidir. Özellikle, bir serbest K-modül olarak  ( ) in bir  

  ( ) =       (  ) =         ∈ℬ  ( ) 

 

direkt parçalanışı vardır. 

 

İspat: Tanımdan minimal dereceli    kümelerinden biri olan    kümesi bir düzenli 

eliminasyon dizisinin ilk terimidir. Bundan dolayı teoremi ispatlamak için  > 1 

olmak üzere her    kümesinin       wreath kümesinin doğal derecelendirmesinde 

minimal dereceli bir bileşen olduğunu göstermeliyiz. Göz önünde bulundurulacak iki 

durum vardır. Eğer bir  ∈   için   =    ise o zaman   ,        nın bir bileşenidir. 

Ayrıca tümevarım hipotezinden {  }    bir eliminasyon dizisinin ilk kısmı 

olduğundan ve bu yüzden  <       olmak üzere    nin gereni tüm homojen    
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bileşenlerini içerdiği için   ,       da minimal dereceli bileşen olmak zorundadır. 

Böylece       kümesi deg   den daha az dereceli elemanları içeremez. Diğer taraftan 

eğer   ve  , B-kümeleri için   = [ , ] ise o zaman Tanım 3.1.10 dan dolayı bir  <  <   için   = [  ,  , … ,  ] dır. Fakat o zaman    ,     nın bir bileşenidir. Bu 

yüzden       ya kadar olan wreath dizisinin tüm sonraki terimlerinin bileşenidir. 

Aslında {  }    bir eliminasyon dizisinin ilk kısmı olduğu için   , i-inci adımdan 

daha önceki bir adımda yok edilemez. Çünkü aksi halde    kümesi   <    
çelişkisine yol açan B-kümelerinin dizisinde daha önce gözükecektir. Ayrıca   =    

durumunda kullanılan aynı fikir ile   ,       da minimal dereceli olmak zorundadır. 

Bu teoremin önemli bir sonucu şudur : [ , ] biçimindeki her B-kümesinin gereni bir serbest K-modül olarak 〈 〉⨂〈 〉 
tensör çarpımına izomofiktir. Bu gerektirir ki ℬ  deki her baz kümesinin gereni 〈  〉  ( ∈  ) tensör çarpanları ile bir tensör çarpıma izomorfiktir. Sonuç 3.1.8 den dolayı 

sırasıyla   ,   , … ,    katlılıkları ile     ,   , … ,    baz kümelerinin bir verilmiş 

kümesini içeren B-baz kümelerinin sayısı   ,   , … ,    katlılıkları ile    ,    , … ,     

elemanlarını içeren tüm Lie çarpımları tarafından gerilen  = {  : ∈  } ile  ( ) 

serbest Lie cebirinin homojen bileşeninin boyutuna eşittir. Bu boyut Witt formülüyle 

verilir. ( Magnus, Karras, Solitar, 1966, Teorem 5.11) 

 

Sonuç 3.1.13: Sırasıyla   ,   , … ,    katlılıkları ile    ,   , … ,    kümelerini içeren 

U, B-kümelerinin sayısı  

 

                                  1   ( )      !      !      ! …      ! |   ,  ,…,                           (3.8) 

 

olur. Burada  =   +   +⋯+   ve toplam   ,   , … ,    nun en büyük ortak böleni 

olan    ,   , … ,     nun tüm d bölenleri üzerinden alınır. Herhangi böyle bir   baz 

kümesi için serbest K-modüller olarak 
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〈 〉 ≅ 〈   〉⨂  ⊗ 〈   〉⨂  ⊗ …⊗ 〈   〉⨂    

 

izomorfizmi vardır. 

 

Örnek 3.1.14:  =   ⋃  ⋃… bir önceki örnekteki gibi ise derecesi 12 olan 3 tane    ve 2 tane    kümesini içeren 2 tane B-baz kümesini elde ederiz. Bunların her 

birinin gereni 〈  〉⨂ ⊗ 〈  〉⨂  tensör çarpımına izomorfiktir. 
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4.  ( ) İÇİN PARÇALANIŞ TEOREMİ 

 

X sonlu bir küme ve  =  ( ), birimli ve değişmeli bir K halkası üzerinde X 

tarafından üretilen serbest Lie cebiri olsun. X in her bir elemanının derecesinin 1 

olduğunu ve X kümesinin tam sıralı olduğunu kabul edelim.  ′, L nin türetilmiş cebiri 

olmak üzere L yi  = 〈 〉⨁ ′ direkt toplamı olarak yazalım. O zaman  ′ sonsuz 

ranklı bir serbest Lie cebiridir ve   ≥ 2 olmak üzere    nin elemanlarının X-e göre 

derecesi n olduğunda (     =  )  ′,  =   ⋃  ⋃  … biçiminde bir 

derecelendirilmiş Y serbest üreteç kümesine sahiptir. Bu şekilde bir derecelendirilmiş 

serbest üreteç kümesine  ′  nün bir standart serbest üreteç kümesi denir. Bir standart 

serbest üreteç kümesinin en önemli örneği X de derecesi 2 den büyük ya da eşit olan 

sol normlu temel Lie monomiallerinin kümesidir. Yani H, Bölüm 1 de tanımlandığı 

gibi olmak üzere  =   dır. Bu (Bokut, 1963) tarafından oluşturuldu. Bunun için 

(Bakhturin, 1987) ya da (Bryant, Kovács, Stöhr, 2002b) ye bakılabilir.  ′ nün 

herhangi standart serbest üreteç kümesi sonlu derecelendirilmiştir. 

Bu bölümün ana sonucu, bir standart  =   ⋃  ⋃… serbest üreteç kümesi 

ile bir serbest Lie cebiri olarak  ′ türetilmiş cebiri için bir baz küme koleksiyonunu 

elde etmektir. 

Y nin derecelendirilmesi basittir ve  ( ) nin bir baz küme koleksiyonu 

oldukça açıktır. Böyle bir koleksiyon Bölüm 3 deki örnekte verildi. Derecesi 8 e 

kadar olan B-kümeleri (3.7) de listelendi. 

 

Teorem 4.1.1: Y,  ′ türetilmiş cebiri için bir standart serbest üreteç kümesi ve ℬ = ℬ( ),   =  ( ) nin bir baz küme koleksiyonu olsun. O zaman bir serbest K-

modül olarak L nin bir 

                                                          = 〈 〉 ⨁    ∈ℬ  ( )                                               (4.1) 

 

direkt parçalanışı vardır. 
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Teoremden  ( ) in homojen bileşenleri için aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.2: Her  ≥ 2 için bir 

   ( ) =    |    
   ∈ℬ   

  ( ) 

 

direkt parçalanışı vardır. 

Özellikle, tüm p asal sayıları için  

   ( ) =    ∈ℬ   ( ) =    ∈ℬ 〈 〉 
 

dır. Bundan dolayı ℬ( ) de derecesi p olan B-kümelerinin birleşimi   ( ) in bir 

bazıdır. 

Teorem 4.1.1 in başka bir sonucu şudur: ℬ( ) deki B-kümeleri L de lineer bağımsızdır ve ℬ deki tüm B-kümelerinin 

birleşiminin K-gereni L de her B-kümesinin gerenlerinin K üzerinde direkt 

toplamıdır. Ayrıca,    nin gereni bir K-uzay olarak   =   ( ) metabelyen Lie 

kuvvetine izomorfik ve  = [  ,  ] biçimindeki bir baz kümesinin gereni 〈  〉⨂〈  〉 tensör çarpımına izomorfiktir. Herhangi bir B-kümesinin K-gereni 

metabelyen Lie kuvvetlerinin bir tensör çarpımına izomorfiktir. 

 

Tanım 4.1.3: Kabul edelim ki Y ve ℬ, Teorem 4.1.1 deki gibi olsun. Bir   ∈ ℬ( ), 

B-kümesinin  ( ) ilgili tensör çarpımı aşağıdaki şekilde verilir. 

Eğer   =    ise   ( ) =   ( ) 

  = [  ,  ] ise   ( ) =   (  )⨂   (  )  
şeklinde tanımlanır. 
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Tanımdan dolayı derecesi n olan bir U, B-kümesinin   ( ) ilgili tensör 

çarpımı ya bir    metabelyen Lie kuvvetidir ya da   +   +⋯+   =   olmak 

üzere    ⊗   ⊗ …⊗    biçiminde bir tensör çarpımdır. Sonuç 4.1.2 den 

aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.4: Her  ∈ ℬ( ) için K-modüllerin bir 〈 〉 ≅   ( )  izomorfizmi vardır 

öyle ki   +   +⋯+   =   olmak üzere 2 den büyük ya da eşit olan doğal 

sayılardan oluşan bir (  ,   , … ,   )  ( ≥ 1) k-lısı için 

   ( ) =    ⊗   ⊗ …⊗    

 

şeklindedir. 

   ( ), sırasıyla   ,   , … ,    katlılıkları ile tensör çarpanlardan meydana gelen 

verilmiş bir    ,   , … ,    kümesinde bir tensör çarpım olduğu için derecesi n 

olan B-baz kümelerinin sayısı (3.8) ile verilir.  
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5. BAZLAR 

 

Şimdi Teorem 4.1.1 i    nin yeni K-bazlarını elde etmek için kullanacağız. 

Sonuç 4.1.2 den dolayı teorem p asal dereceli homojen bileşenler için K-bazlarını 

verir: ℬ( ) de derecesi p olan U, B-kümelerinin birleşimi    nin bir bazıdır. 

Keyfi dereceli homojen bileşenlerin bazlarını elde etmek için ve bu yüzden L 

nin tümü için bir keyfi şekilde tüm sonlu  ∈ ℬ( ) baz kümelerini sıralarız ve 

Teorem 4.1.1 i (4.1) deki tüm  ( ) direkt bileşenlerine uygularız. Buradan  ( ),   ( )  türetilmiş cebirinin bir standart serbest üreteç kümesi olmak üzere bir 

  ( ) = 〈 〉⨁   ∈ℬ( ) 〈 〉⨁   ∈ℬ( )     ∈ℬ  ( )   ( ) 

 

direkt parçalanışı elde edilir.  

Sonra Teorem 4.1.1 i tüm  ( ) direkt bileşenlerine uygulayabiliriz ve bu 

işlemin sonsuz kez tekrarlanmasıyla sonunda L serbest Lie cebirinin bir direkt 

parçalanışı elde edilir. L nin direkt bileşenleri, türetilmiş cebirin standart serbest 

üreteç kümelerine B-küme yapılarının tekrar uygulanmasıyla X den elde edilen bazlar 

ile serbest K-modüllerdir. 

Bu sonucu bir teoreme dönüştürmek için öncelikle aşağıdaki tanımı yapalım: 

 

Tanım 5.1.1:  ( ) in bir   tam baz küme koleksiyonu bir  

  = ⋃  ( )( )     

 

birleşimidir. Burada her  ( ),  ( ) in alt kümelerinin bir ailesidir.  ( ) nın 

elemanlarına k seviyeli (k=0,1,2,…)  T-kümeleri denir. Burada 

  ( )( ) = { } 
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ve  > 0 için 

  ( )( ) =   : ∈ ℬ  ( ) , ∈  (   )( )  
 

biçimindedir. Burada  ( ),   ( ) türetilmiş cebirinin bir standart serbest üreteç 

kümesidir. Tanım 3.1.10 dan  ℬ  ( ) ,    ( )  nin bir baz küme koleksiyonudur.   ve  ( ) da derecesi n olan tüm T-kümelerinin kümesi için sırasıyla    ve   ( ) 
yazılır.  =  ( ),   =  ′( ) türetilmiş cebirinin bir standart serbest üreteç kümesi 

olmak üzere 1 seviyeli T-baz kümeleri tam olarak ℬ( ) de B-kümeleridir. Bu tanım 

ile şimdi aşağıdaki baz teoremini ifade edebiliriz. 

 

Teorem 5.1.2:  ,  ( ) in bir tam baz küme koleksiyonu olsun. O zaman   de tüm 

T-kümelerinin birleşimi L nin bir K-bazıdır. 

 

Bu tür bir baz için T-baz terimini kullanırız. T-kümelerinin tanımını daha 

uygun bir şekilde yazalım. Yeniden hatırlayalım ki tanımdan dolayı  ≥ 1 seviyeli 

her T-kümesi;  ( ) =   ( )⋃    ( )⋃  … standart serbest üreteç kümesi ile bir    ( )  serbest Lie cebiri olarak göz önünde bulundurulan bir   =  ′( ) türetilmiş 

cebiri için bir B-kümesidir. Burada V,  − 1 seviyeli bir T-kümesidir.  =   olduğu 

durumda  ( ) için basit bir şekilde Y yazarız. Önceki bölümde söz edildiği gibi  ( ) in 1 seviyeli T-kümeleri (3.7) de listelendi. O zaman derecesi 8 e kadar olan 2 

seviyeli T-baz kümeleri  

   (  ),   (  ),   (  ),   (  ),    (  ) 

 

dir ve derecesi ≤ 8 ve 3 seviyeli tek T-baz kümesi       (  )  dir. Eğer   tam baz 

küme koleksiyonun tanımındaki tüm standart serbest üreteç kümeleri sol normlu 

temel Lie monomiallerinden meydana gelen kanonik serbest üreteç kümeleri ise bir 

önemli özel durum ortaya çıkar. Bu durumda girişte bahsedildiği gibi T-bazı X de sol 

normlu temel Lie monomiallerinin Lie çarpımlarından meydana gelir. 
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Örneğin; eğer  <  <   sıralaması ile  = { ,  ,  } ise o zaman  

   = {[ ,  ], [ ,  ], [ ,  ]} 
 

dir ve 

 [ ,  ] < [ ,  ] < [ ,  ] 
 

kabul edilirse 

   (  ) =   [ ,  ], [ ,  ] ,  [ ,  ], [ ,  ] ,  [ ,  ], [ ,  ]   
 

ve  

   (  ) =   [ ,  ], [ ,  ], [ ,  ] ,  [ ,  ], [ ,  ], [ ,  ] , … ,  [ ,  ], [ ,  ], [ ,  ]    
 

kümeleri elde edilir. Derecesi 10 olan 2 seviyeli bir T-kümesinin örneği  

 [  ,   ](  ) =   [ ,  ], [ ,  ], [ ,  ] ,  [ ,  ], [ ,  ]  ,   [ ,  ], [ ,  ], [ ,  ] ,  [ ,  ], [ ,  ]  , …    
 

kümesidir. 

Önceki bölümde bir B-kümesinin ilgili tensör çarpımını tanımlamıştık. Eğer  ,  

 〈 〉 ≅  ( ) =    ( )⨂   ( )⨂…⨂   ( )     
 

olmak üzere ℬ  ( )  de bir B-kümesi ve V nin kendisi 

 



5. BAZLAR                                                                                           Mehmet ONAT 

46 

〈 〉 ≅  ( ) =    ( )⨂   ( )⨂…⨂   ( )     
 

olmak üzere ℬ  ( )  da bir B-küme ise o zaman  ( ) nun parçalanışındaki her 

tensör çarpan için 

    ( ) =        ( )⨂   ( ) ⊗…⨂   ( )   
 

dır. Bu bir T-kümesinin ilgili tekrarlanmış tensör çarpımının aşağıdaki tanımını verir. 

 

Tanım 5.1.3:  = ⋃  ( )( )   ,  ( ) in bir tam baz küme koleksiyonu olsun. Bir  ∈  , T-kümesi için  ( ) ilgili tekrarlanmış tensör çarpımı aşağıdaki gibi 

tanımlanır. 0 seviyeli tek T-kümesi olan X için  

  ( ) =   ( ) = 〈 〉 
 

tanımlanır ve eğer U,  > 0 seviyeli bir T-kümesi ise yani  ∈  (   )( ) olmak 

üzere ℬ  ( )  de bir B-kümesi ise ve  ( ),  

   ( ) =    ( )⨂   ( )⨂…⨂   ( )     
 

ilgili tensör çarpımı ile (Tanım 4.1.3 deki gibi)   ( ) için bir standart serbest üreteç 

kümesi ise 

  ( ) =      ( ) ⨂     ( ) ⨂…⨂     ( )      
 

şeklinde tanımlanır. 1 seviyeli olan herhangi bir U, T-kümesi için  ( ) =   ( ) dir. 

Çünkü  ∈  ( )( ) = { } olduğundan  =   olur. 

  ( ) =      ( ) ⨂     ( ) ⨂…⨂     ( )    
        =      ( ) ⨂     ( ) ⨂…⨂     ( )  
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=    (〈 〉)⨂   (〈 〉)⨂…⨂   (〈 〉)  

      =    ( )⨂   ( )⨂…⨂   ( ) =   ( )  

Aşağıdaki sonuç baz teoreminin bir sonucudur: 

 

Sonuç 5.1.4: Herhangi bir  ∈   için serbest K-modüller olarak bir 

 〈 〉 ≅  ( ) 

 

izomorfizmi vardır. 

 

Örnek 5.1.5:    homojen bileşeninin parçalanışını elde edelim. 

Sonuç 4.1.2 ve Sonuç 4.1.4 den dolayı 

   ( ) = ⨁   |    ⨁   ∈ℬ     ( ) = ⨁   ∈    ( )⨁ ⨁   ∈    ( )⨁ ⨁   ∈    ( )  

 

dır. 

   = {  },   = {  },   = {  , [  ,  ]} 

 ⨁   ∈    ( ) = ⨁   ∈  〈 〉 = 〈  〉⨁  〈[  ,  ]〉 ≅   ⨁  ⨂    

 ⨁ ∈    ( ) =   (  ) = ⨁ |    ⨁ ∈ℬ   (  )  ( ) = ⨁ ∈ℬ (  )  ( ) =      (  ) 
= 〈  (  )〉 =   (  ) =   (  ) 

 ⨁ ∈    ( ) =   (  ) = ⨁ |    ⨁ ∈ℬ   (  )  ( ) = ⨁ ∈ℬ (  )  ( ) =      (  ) 
= 〈  (  )〉 =   (  ) =   (  ) 
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  ( ) = ⨁ ∈    ( )⨁ ⨁ ∈    ( )⨁ ⨁ ∈    ( ) ≅   ⨁  ⨂  ⨁  (  )⨁  (  ) 

 

elde edilir. 
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6. FİLTRASYONLAR 

 

Bu bölümde ve sonraki bölümlerde L nin derecelendirilmiş cebir 

otomorfizminin bir G grubu için modüller olarak  ≥ 2 olmak üzere    Lie 

kuvvetlerinin yapısı ile ilgili sonuçlar elde edilmiştir.    Lie kuvvetleri,    

metabelyen Lie kuvvetleri G için modüller olarak göz önünde bulundurulacaktır.  = ⋃      ,  ′ türetilmiş cebiri için bir standart serbest üreteç kümesi olsun.   ′ türetilmiş cebirinin alt merkezi serisi  ≥ 2 olmak üzere    Lie kuvvetleri 

üzerinde  

 

                          =   , ≥   , ≥   , ≥ ⋯ ≥   , ( ) ≥   , ( )  = 0               (6.1) 

 

şeklinde bir filtrasyon belirler. Burada   , , Y ye göre derecesi k dan büyük ya da eşit 

ve toplam derecesi n olan Y deki tüm Lie çarpımları tarafında gerilir. Burada eğer n 

çift ise  ( ) =    ve   tek ise  ( ) =      dir.   , , L nin KG-alt modülleridir ve   , =   ⋂  ′′ dür. Buradan  

   ,   ,  ≅    

 

dir. ℬ = ℬ( ),   =  ( ) için bir baz küme koleksiyonu olsun. Tanımdan ℬ deki 

tüm U, B-kümeleri hem X hem de Y ye göre homojendirler ve bundan dolayı bunların 

her biri hem X hem de Y ye göre iyi tanımlı derecelere sahiptir. Genel olarak X e göre 

derece için deg ve Y ye göre derece için Deg yazılır. Sonuç 4.1.2 den dolayı   ,   ,     bölümü homojen   ( ) bileşenleri tarafından gerilir. Burada d, n ve k 

nın tüm ortak bölenleridir. Ayrıca U, X e göre    ve Y ye göre     dereceli tüm B-

kümeleri üzerindendir.  ≥ 2 ve 1 ≤  ≤  ( ) olmak üzere n, k ve n ile k nın bir 

ortak d böleni verilmiş olsun. 
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ℬ , , =   ∈ ℬ:     =    ,     =      
 

olarak tanımlayalım. 

 

Teorem 6.1.1: Y,  ′ nün bir standart serbest üreteç kümesi ve ℬ,   =  ( ) için bir 

baz küme koleksiyonu olsun. O zaman (6.1) filtrasyonunun terimleri KG-alt 

modüllerdir ve bölümleri için  

                                              ,   ,    ≅    |( , )    ∈ℬ , ,     ( )                                 (6.2) 

 

KG-modül izomorfizmleri vardır. 

 

İspat: Sonuç 4.1.2 ve Sonuç 4.1.4 den dolayı (6.1) filtrasyonunun bölümleri için 

(6.2) deki gibi serbest K-modüllerin izomorfizmleri elde edilir. Aslında KG- 

modüllerin izomorfizmlerinin varlığını göstermek için her  ∈ ℬ için  ̂( ) Lie 

kuvvetlerinin ilgili tensör çarpımı ve  =      olmak üzere bir   :  ̂( ) →    

homomorfizmi aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Eğer  =    ise  ̂(  ) =    ve    =   :   ⟶    şeklinde tanımlanır ve 

eğer  = [  ,   ] ise  ̂( ) =  ̂(  )⨂ ̂(  ) ve    

 (  ⨂  )  =       ,          (  ∈  ̂(  ),  = 1,2 ) 

 

şeklinde tanımlanır. Buradan her  ̂( ),   ≥ 2 olmak üzere bazı   ,  , … ,    pozitif 

tamsayıları için 

  ̂( ) =    ⨂    ⨂…⨂       
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dir. Her  ∈ ℬ için    ⟶      (  ≥ 2) doğal örten dönüşümlerden kaynaklanan 

bir aşikar  

 π :  ̂( ) ⟶  ( ) 

 

örten dönüşümü vardır. π  nun çekirdeği   ∈     olmak üzere tüm  

  =   ⨂  ⨂…⨂     
 

tensör çarpımları tarafından gerilir öyle ki    çarpanlarından en az biri    ⋂     ye 

aittir. Gerçekten;   (  ⨂  ⨂…⨂   ) = 0 ise (  +  ′′)⊗ (  +  ′′)⊗ …⊗ (  +  ′′) = 0 dır. 

Buradan en az bir  ∈ {1,2, … ,  } için   +    = 0 yani   ∈  ′′ dür. O halde   ∈    ∩  ′′  dür. Bu durum  =      ve  =      olmak üzere    ∈   ,    

olmasını gerektirir. Her d doğal sayısı için    homomorfizmi bir          ( ):     ̂( ) ⟶     homomorfizmine neden olur. Bu homomorfizm       ,   , … ,  ∈  ̂( ) için  

 [  ,  , … ,   ]  ( ) = [    ,     , … ,    ] ∈     

 

şeklinde verilir. Ayrıca π  homomorfizmi  

 [  ,   , … ,   ]π ( ) = [  π ,  π , … ,   π ] ∈     

 

şeklinde verilen  

 π ( ):    ̂( ) ⟶     ( )  
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homomorfizmine neden olur. Özellikle   ( ) =    ve π ( ) = π  dur. π ( ) nin 

çekirdeği  = [  ,   , … ,   ]  sol normlu Lie çarpımları tarafından gerilir öyle ki    
nin en az biri    π  ya aittir. Sonuç olarak bu,   =       olmak üzere           ( ) ∈    ,    olmasını gerektirir.  ≥ 2 ve 1 ≤  ≤  ( ) için       ( ):     ̂( ) ⟶    ile tanımlanan  

 Γ , :   |( , )    ∈ℬ , ,     ̂( ) ⟶    

 

homomorfizmini göz önünde bulunduralım. Ayrıca uygun π ( ) nin direkt toplamı 

olarak tanımlanan 

 Π , :   |( , )    ∈ℬ , ,     ̂( ) ⟶   |( , )    ∈ℬ , ,     ( )  

 

örten dönüşümü göz önünde bulunduralım. (6.2) izomorfizmini kurmak için 

aşağıdaki durumları göz önünde bulunduralım: 

 

i) Γ ,  homomorfizminin görüntüsü   ,  da içerilir. 

ii) Γ ,  homomorfizmi Π ,  homomorfizminin çekirdeğini   ,    homojen 

bileşeninin içine dönüştürür. 

 

i) şıkkından Γ ,  homomorfizmi bir  

    |( , )     ∈ℬ , ,     ̂( ) ⟶   ,   ,     

 

homomorfizmine neden olur. ii) şıkkından bu homomorfizmler  
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   |( , )    ∈ℬ , ,     ( )  

 

boyunca çarpanlarına ayrılır. Yani 

 

 ⨁   |( , ) ⨁   ∈ℬ , ,     ̂( )                                ⨁   |( , ) ⨁   ∈ℬ , ,     ( )  

 

 

 

   ,   ,     

 

diagramı değişmelidir. 

Son olarak  

    |( , )    ∈ℬ , ,     ( ) ⟶   ,   ,     

 

homomorfizminin tanım ve görüntü kümesinin K-bazları arasında bir bijeksiyona 

neden olduğunu gözlemlemek kalır.  (6.2) bir K-izomorfizm olduğu için bu açıktır. 

Böylece teoremin ispatı tamamlanır. 

 

Örnek 6.1.2:  = 8 için  (8) = 4 olur ve (6.1) filtrasyonu   =   , ≥   , ≥   , ≥   , ≥ 0 biçimine sahiptir. Derecesi 8 e kadar olan B-baz 

kümeleri (3.7) de listelendi. 

 ℬ , , = {  } ℬ , , = {[  ,  ], [  ,  ]} ℬ , , = {  } ℬ , , = {[  ,  ,  ], [  ,  ,  ]} 
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ℬ , , = ℬ , , = ∅ ℬ , , = {  } 

 

elde edilir. Filtrasyonun bölümleri için 

   ,   ,  ≅ ⊕ |( , ) ⊕ ∈ℬ , ,     ( ) = ⊕ ∈ℬ , ,     ( ) =     (  ) = 〈 (  )〉
=  (  ) ≅    

   ,   ,  ≅ ⊕ |( , ) ⊕ ∈ℬ , ,     ( ) = ⊕ ∈ℬ , ,     ( ) ⨁ ⊕ ∈ℬ , ,     ( ) 
=     ([  ,  ]) ⊕     ([  ,  ]) ⊕     (  ) = 〈 ([  ,  ])〉⊕ 〈 ([  ,  ])〉⊕     (  ) =  ([  ,  ])⊕  ([  ,  ])⊕     (  ) =   ⨂  ⨁  ⨂  ⨁  (  ) 

   ,   ,  ≅ ⊕ |( , ) ⊕ ∈ℬ , ,     ( ) = ⊕ ∈ℬ , ,     ( ) 
=     ([  ,  ,  ]) ⊕     ([  ,  ,  ]) = 〈 ([  ,  ,  ])〉⊕ 〈 ([  ,  ,  ])〉 =  ([  ,  ,  ]) ⊕  ([  ,  ,  ])=   ⨂  ⨂  ⨁  ⨂  ⨂   

   , = ⊕ |( , ) ⊕ ∈ℬ , ,     ( ) = ⊕ ∈ℬ , ,     ( ) =     (  ) ≅    (  ) 

 

elde edilir. 

 

Örnek 6.1.2:  = 12 için daha aydınlatıcı bir örnek elde ederiz. Burada  (12) = 6 

dır ve (6.1) filtrasyonu    =    , ≥    , ≥    , ≥    , ≥    , ≥    , ≥ 0 
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şeklindedir. Filtrasyonun bölümleri için 

    ,    ,  ≅  (   ) 

    ,    ,  ≅  ([   ,  ])⨁ ([  ,  ])⨁ ([  ,  ])⨁ ([  ,  ])⨁    (  )  

    ,    ,  ≅  ([  ,  ,  ])⨁ ([  ,  ,  ])⨁     , [  ,   ]  ⨁…⨁    (  )  

    ,    ,  ≅  ([  ,  ,  ,  ])⨁…⨁  ( ([  ,   ])⨁    (  )  

    ,    ,  ≅  ([  ,   ,   ,   ,   ])⨁ ([  ,   ,   ,   ,   ])⨁     ,  ,  , [  ,   ]   
   , ≅     (  )  

 

elde edilir. 

Derecesi 12 olan 1 seviyeli  -baz kümelerini listelemek için çok fazla vardır. Fakat 

Deg si 1, 2 ve 5 e eşit olanları daha küçük dereceli 1 seviyeli T-baz kümelerinden 

kaynaklanan tüm direkt bileşenler kadar iyi listeledik.    ,    ,   de 

  ([  ,  ,  ]) =   ⨂  ⨂        , [  ,  ]  =   ⨂(  ⨂  ) 

 

olmak üzere [  ,  ,  ] ve    , [  ,  ]  baz kümeleri vardır. Yani bunların ilgili 

tensör çarpımları tensör çarpanların sıralamasına eşittir. 
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Şimdi Teorem 6.1.1 deki (6.2) direkt parçalanışlarına geri dönelim. Filtrenin 

bölümlerinde  > 1 olmak üzere     ( )  direkt bileşenlerini göz önünde 

bulunduralım. O zaman  

   ,   ( )   ,     ( )  ≅     |( , )    ∈ℬ , ,  ( )      ( )  
 

bölümleri ile bir  

     ( ) =   ,   ( ) ≥   ,   ( ) ≥ ⋯ ≥   , ( )  ( ) ≥   , ( )    ( ) = 0 

 

filtrasyonunu elde etmek için teoremi bu homojen bileşenlere uygulayabiliriz. 

Burada  ,     ( )  türetilmiş cebiri için bir standart serbest üreteç kümesidir. Şimdi 

Teorem 6.1.1 deki ℬ yi  ( ) in bir   tam baz küme koleksiyonunda  ( ) olarak 

düşünelim. O zaman büyük direkt toplam altındaki her V, bir 2 seviyeli  -kümedir ve  ( ), Tanım 5.1.3 deki gibi onun ilgili tekrarlanmış tensör çarpımıdır. O zaman 

Teorem 6.1.1,   > 1 olmak üzere        ( )   direkt bileşenlerine uygulanabilir 

ve bu işlem; (6.1) filtrasyonunun kalan kısmındaki tüm bölümler, seviyesi 1 den 

büyük ya da eşit olan bir  , T-kümesi için  

     ( ) =  ( ) 

 

biçimine sahip olduğu bir duruma ulaşana kadar tekrarlanabilir.    nin asıl 

filtrasyonunun son durumundaki direkt bileşenlerin, derecesi   olan T-baz kümeleri 

ile birebir aynı olacağını göstermek zor değildir. Bu fikir aşağıdaki şekilde 

özetlenebilir: 

 

Teorem 6.1.4:  ,  ( ) in bir tam T-baz küme koleksiyonu olsun. O zaman  ≥ 2 

olmak üzere her    Lie kuvveti bir sonlu filtrasyona sahiptir.    nin bölümleri 
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⨁  ( ) biçiminde KG-modüllerin direkt toplamlarına izomorfiktir. Burada U, 

derecesi n olan T-baz kümelerinin bir uygun alt kümesi üzerinden alınır. Derecesi n 

olan T-kümeleri ve bu bölümlerde gözüken direkt bileşenler arasında birebir bir 

bağıntı vardır. 

 

Örnek 6.1.5: Örnek 6.1.2 deki    için filtrasyonu göz önünde bulunduralım. Burada  

   (  ) =     (  )  
ve    (  ) =     (  )  
 

hariç bölümlerin tüm direkt bileşenleri bir 1 seviyeli U, T-baz kümesi için  ( ) 

biçimine sahiptir. Teorem 6.1.1 i istisna bölümlere uygularsak  

     (  ) ≅     (  ) =   (  ) 

 

elde edilir. Ayrıca 

 

   ,   (  )   ,   (  )  ≅     (  ) =   (  ) 

 ve  

   ,   (  ) =        (  )  =           (  )   = 〈       (  )  〉=        (  )  =      (  )  

  

bölümleri ile 2 uzunluklu bir     (  ) =   ,   (  ) ≥   ,   (  ) ≥ 0 
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filtrasyonu elde edilir. Açıkçası, eşitliklerin bu zincirindeki son kısım Teorem 6.1.1 

in başka bir uygulaması ile elde edilir. Bu yüzden    için Teorem 6.1.4 deki 

filtrasyon 5 uzunluğuna sahiptir ve bölümlerin direkt toplamları tam olarak derecesi 

8 olan 8 tane U, T-baz kümesi için  ( ) modülleridir. 

     için filtrasyonda  

     (  ) ,     (  ) ,     ([  ,  ]) ,     (  )  ve     (  )  

 

direkt bileşenleri Teorem 6.1.1 in daha ileri uygulamalarını gerektirir.     (  )  için 

     (  ) =   ,   (  ) ≥   ,   (  ) ≥ 0 

 

2 uzunluklu bir filtrasyon elde edilir. Bu filtrasyonun bölümleri 

   ,   (  )   ,   (  )  =        (  )  = 〈    (  ) 〉 =   (  ) 

 

ve  

   ,   (  )   ,   (  )  =        (  )  =           (  )   
= 〈       (  )  〉 =        (  )  =      (  )  

 

dür.   ( (  )) için 3 uzunluklu 

     (  ) =   ,   (  ) ≥   ,   (  ) ≥   ,   (  ) ≥ 0 

 

filtrasyonu elde edilir. Bu filtrasyonun üst bölümü 
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  ,   (  )   ,   (  )  =        (  )  = 〈    (  ) 〉 =     (  ) = 〈  (  )〉
=   (  ) 

 

orta bölümü 

   ,   (  )   ,   (  )  =      [  ,   ](  )  ⨁       (  )  
=      [  ,  ](  )  ⨁          (  )   = 〈  [  ,  ](  ) 〉⨁ 〈       (  )  〉=   [  ,  ](  ) ⨁       (  )  =   (  )⨂  (  )⨁     (  )  

 

ve alt bölümü 

   ,   (  ) =        (  )  =           (  )   = 〈       (  )  〉=        (  )  =      (  )  
 

dir. 

 Buradan     için Teorem 6.1.4 deki filtrasyon 8 uzunluğuna sahiptir ve onun alt 

terimi 

   (  (  )) ≅      (  )  
 

alt modülüdür.  
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7. KARAKTERİSTİK 0 OLDUĞUNDA  ( ) İN MODÜL PARÇALANIŞLARI 

 

Her bir    nin gereni   nin etkisi altında invaryant olmak üzere,    türetilmiş 

cebirinin bir   =   ⋃  ⋃… standart serbest üreteç kümesinin var olduğunu kabul 

edelim. Diğer bir değişle her  ≥ 2 için 〈  〉,    nün bir KG-alt modülü olsun. O 

zaman bir ℬ( ) baz küme koleksiyonundaki her  , B-kümesinin gereni  -

invaryanttır ve Sonuç 4.1.4 deki 〈 〉 ≅  ( ) izomorfizmi KG-modüllerin bir 

izomorfizmidir. Eğer  , özellikle  -invaryant standart serbest üreteç kümeleri 

kullanılarak elde edilen  ( ) in bir tam baz küme koleksiyonu ise o zaman her  ∈  , T-kümesinin gereni  -invaryanttır ve Sonuç 5.1.4 deki 〈 〉 ≅  ( ) 

izomorfizmi KG-modüllerin bir izomorfizmidir. Bundan dolayı   nin herhangi bir T-

bazı,    nün bir  -invaryant standart serbest üreteç kümesinin var olması koşulu ile 

direkt bileşenleri   deki T-kümeleri ile birebir aynı olan bir modül parçalanışını 

verir. Bu bölümde bu durumun, K nın karakteristiği 0 olan bir cisim olması 

durumunda mümkün olacağı gösterilecektir. 

 

Lemma 7.1.1:  =  ( ), birimli, değişmeli bir   halkası üzerinde sonlu ranklı bir 

serbest Lie cebiri ve  ≥ 2 bir tamsayı olmak üzere ( − 2)!,   da tersinir olsun. O 

zaman    nin gereni  -invaryant olmak üzere  ′ türetilmiş cebiri bir                       =   ∪   ∪ … standart serbest üreteç kümesine sahiptir. 

 

İspat: ∅ :  ⟶   , doğal örten dönüşüm olsun. Bu lemmanın ispatı için   :  ⟶   , KG-modül homomorfizminin varlığı önemlidir öyle ki    ve    nin 

bileşkesi    de ( − 2)!  ile çarpma anlamına gelir. Böyle bir homomorfizm 

(Bryant, Kovács, Stöhr, 2002a) da sayfa 349-350 de gösterildi. Eğer  ( − 2)!,   da 

tersinirse o zaman    = 1 ( − 2)!    dönüşümü,   ∘    = 1   olacağından    

doğal örten dönüşümü için bir parçalayan dönüşümdür. Buradan     dönüşümü bire 

bir ve 0 ⟶   ∩  ′′ ⟶   ⟶   ⟶ 0 tam dizisi parçalanırdır. O halde 

   = (  ∩  ′′)⊕    (  ) ≅ (  ∩  ′′)⊕   
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dir. 

Şimdi  =   ⋃  ⋃…   ′ nün bir standart serbest üreteç kümesi olsun. O 

zaman   , modülo   ′′⋂      e göre    nin bir bazıdır ve    =         kümesi de 

modülo  ′′⋂     e göre    nin bir bazıdır.    ,     ,  -dönüşümü altında   , KG-

modülünün    de görüntüsü olduğundan    , G-invaryanttır. 

  ′′⋂    =  (  ∪   ∪ …∪     ) ∩     

  

olduğu için her  ∈    için    =    ∅  ∈     görüntüsü    =   +    biçimine 

sahiptir. Burada  , 〈  〉 serbest K-modülünün bir otomorfizmi ve                          ∈  (  ∪   ∪ …∪     )⋂   dir. O halde Lemma 2.7.1 den dolayı 

   =   ⋃…⋃    ⋃   ⋃    ⋃…  

    nün bir serbest üreteç kümesidir. 

Buradan aşağıdaki sonuç elde edilir:   karakteristiği 0 olan bir cisim olsun. O zaman ( − 2)!,  ≥ 2 için 

tersinirdir ve Lemma 7.1.1. den   üzerinde sonlu ranklı herhangi bir serbest Lie 

cebirinin türetilmiş cebiri bir  -invaryant serbest üreteç kümesine sahiptir. Yukarıda 

gözlemlendiği gibi bu   =  ( ) için  -invaryant ℬ( ) baz küme koleksiyonlarının 

ve G-invaryant   tam baz küme koleksiyonlarının varlığını gerektirir. 

 

Teorem 7.1.2:  =  ( ), karakteristiği 0 olan bir K cismi üzerinde en az 2 sonlu 

ranklı bir serbest Lie cebiri olsun. O zaman her T-kümesinin gereni  ( ) in bir KG-

alt modülü olmak üzere  ( ) in   tam baz küme koleksiyonları vardır. Böyle bir   

için, Teorem 4.1.1 ve Sonuç 4.1.2 deki (ℬ =  ( ) ile) direkt parçalanışlar KG-

modüllerin direkt parçalanışlarıdır ve Sonuç 4.1.4 (yine ℬ =  ( ) ile) ve Sonuç 5.1.4 

deki izomorfizmler KG-modüllerin izomorfizmleridir. 
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Örneğin,    Lie kuvveti için 

   ≅   ⨁  ⨂  ⨁  ⨂  ⨂  ⨁  ⨂  ⨁  (  )⨁  ⨂  ⨂  ⨁  (  ) ⨁     (  )  
 

elde edilir. 

Özellikle,   asal derecede sadece 1 seviyeli baz kümeleri (yani  -kümeler) 

meydana geldiği için bu parçalanışlarımız basittir. Ayrıca  ( ), tensör çarpanların 

(katlılıkları sayarak) bir verilmiş kümesine sahip olduğunda U, B-kümelerinin sayısı 

Sonuç 3.1.13 de verildi.    de meydana gelen ilgili tensör çarpımlar tüm parçaları 2 

den büyük ya da eşit olmak üzere   nin bölümleri ile birebir aynıdır.    ve    pozitif 

tamsayılar,   >   > ⋯ >    ve     +     +⋯+     =   olmak üzere   nin 

bir parçalanışı  =      ,    , … ,      dizisidir.    tensör çarpımını  

   =      ⨂  ⨂     ⨂  ⨂  …⨂(   )⨂    

 

olarak ve   =   +   +⋯+    olmak üzere  

 

 ( ) = 1    |(  ,…,  )  ( )      !      !      ! …      ! 
 

olarak tanımlayalım. Kabul edelim ki Λ( ) ,   ≥ 2 için   nin tüm                         =      ,     , … ,      parçalanışlarının kümesini göstersin. O zaman herhangi bir p 

asal sayısı için bir 

                                                            ≅    ∈ ( ) (  )⨁ ( )                                              (7.1) 
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izomorfizmi elde edilir. G,  =  ( ) in tüm derecelendirilmiş cebir 

otomorfizmlerinin grubu olduğunda yani  = | | olmak üzere  =   ( , ) 

olduğunda     Lie kuvvetleri, en çok   parçasında (yukarıdaki gibi bir   parçalanışı 

için parçaların sayısı   +   +⋯+    dur.)   nin parçalanışları tarafından gösterilen 

basit direkt bileşenlerin izomorfizm tipleri ile yarı basittirler.   parçalanışına karşılık 

gelen basit modül için [ ] yazılır. (ve eğer  ,   parçadan daha fazlasına sahip ise [ ] = 0 olmasını kabul edebiliriz.)  -inci    metabelyen Lie kuvveti basit olarak 

bilinir ve aslında  ≥ 3 için   ≅ [ − 1,1] dir ve   ≅ [1 ] dir. Bundan dolayı 

(7.1) ifadesi    yi basit modüllerin tensör çarpımlarının bir direkt toplamı olarak 

ifade eder. Sonuç olarak,    nin indirgenemez çarpanları ve onların katlılıkları 

Littlewood-Richardson formülü kullanılarak hesaplanabilir. (Macdonald, 1979) 

Örneğin,  = 7 için (7.1) ifadesinden  

   ≅   ⨁  ⨂  ⨁  ⨂  ⨂  ⨁  ⨂   

 

elde edilir. Burada   ≅ [6,1] dir ve  

   ⨂  ≅ [5,2]⨁[5, 1 ]⨁[4,2,1]⨁[4, 1 ]   ⨂  ⨂  ≅ [4,3]⨁[4,2,1]⨁ ⨁[4, 1 ]⨁[3 , 1]⨁ ⨁[3, 2 ]⨁ ⨁[3,2, 1 ]⨁  ⨁[3, 1 ]⨁  ⨁[2 , 1]⨁ ⨁[2 , 1 ]⨁ ⨁[2, 1 ]   ⨂  ≅ [5,2]⨁[5, 1 ]⨁[4,3]⨁[4,2,1]⨁ ⨁[4, 1 ]⨁[3 , 1]⨁[3, 2 ]⨁[3,2, 1 ] 
 

elde edilir. Böylece (Thrall, 1942) tarafından ilk kez yayınlandığı gibi 

   ≅ [6,1]⨁[5,2]⨁ ⨁[5, 1 ]⨁ ⨁[4,3]⨁ ⨁[4,2,1]⨁ ⨁[4, 1 ]⨁ ⨁[3 , 1]⨁  ⨁[3, 2 ]⨁ ⨁[3,2, 1 ]⨁ ⨁[3, 1 ]⨁ ⨁[2 , 1]⨁ ⨁[2 , 1 ]⨁ ⨁[2, 1 ] 
 

dir. 
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8. POZİTİF KARAKTERİSTİKLİ CİSİMLER ÜZERİNDE MODÜL 

PARÇALANIŞLARI 

 

Bu bölümde p keyfi fakat sabit bir asal sayıdır ve K karakteristiği p olan bir 

cisimdir. O zaman  ′ türetilmiş cebiri bir G-invaryant standart serbest üreteç 

kümesine sahip olmayacağı için modül parçalanışları ile birlikte bu durum 

karakteristik 0 olduğu durumdan daha karışıktır. Fakat Lemma 7.1.1. den dolayı K 

cismi üzerinde serbest L Lie cebirinin  ′ türetilmiş cebiri 2 ≤  ≤  + 1 için 〈  〉 
gerenleri G-invaryant olmak üzere bir  =   ⋃  ⋃… standart serbest üreteç 

kümesine sahiptir. Sonuç olarak eğer  , sadece bu tür standart serbest üreteç 

kümeleri kullanılarak elde edilen  ( ) in bir tam baz küme koleksiyonu ise o zaman 

sadece 2,3, … , + 1 dereceli baz kümelerini içeren tüm T-kümeleri G-invaryanttır. 

Bu durum derecesi ≤  + 1 olan tüm T-kümeleri için doğrudur. 

 

Teorem 8.1.1:  =  ( ), pozitif p karakteristikli bir K cismi üzerinde en az 2 sonlu 

ranklı bir serbest Lie cebiri olsun. O zaman derecesi  ≤  + 1 olan herhangi bir T-

kümesinin gereni  ( ) in bir KG-alt modülü olacak şekilde  ( ) in   tam baz küme 

koleksiyonları vardır ve 

 

i) Her 2 ≤  ≤  + 1 için KG-modüller olarak 

   ( ) =    |        ∈    ( )   ( ) =    ∈  〈 〉 
 

direkt parçalanışları vardır. 

ii) 2 ≤  ≤  + 1 olmak üzere her  ∈    için KG-modüller olarak bir 〈 〉 ≅  ( ) izomorfizmi vardır. 

Özellikle, eğer   bir asal sayı olmak üzere  =   ise (7.1) biçimindeki parçalanışlar 

(  nin yerine   alarak)  ≤   olmak üzere karakteristiği   olan cisimler üzerinde 

geçerlidir. 
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Teorem 8.1.1 in bir uygulaması olarak (Bryant, Stöhr, 2005) in ana sonucu yeniden 

bulunabilir.  ,   nın karakteristiği olmak üzere   ( ) Lie kuvvetini göz önünde 

bulunduralım. O zaman teoremden dolayı 

   =    ∈  ( ) 〈 〉 
 

elde edilir.   ⋂  ′′ arakesiti     ≥ 2 olmak üzere  ∈   ( ), T-kümelerinin gereni 

ile çakışır. Diğer bir değişle,    hariç   ( ) deki tüm T-kümeleri ile çakışır. Herhangi 

böyle bir U için  ( ) ilgili tensör kuvveti uygun bir    ,   , … ,   için   ≥ 2,   +   +⋯+   =   olmak üzere 

 

                                             ( ) ≅    ⨂   ⨂…⨂                                      (8.1) 

 

biçimine sahiptir.    ( ) metabelyen Lie kuvveti için (birimli, değişmeli bir keyfi K 

halkası üzerinde)    den   = 〈 〉⨂  tensör kuvveti içine bir   :  ⟶   , KG-

modül homomorfizmi vardır öyle ki    nin 

   ⨂   ⨂…⨂    ⟼ [  ,  , … ,   ] (  ∈  ) 

  

ile tanımlanan   :  ⟶    kanonik örten dönüşümü ile bileşkesi    üzerinde  ( − 2)! ile çarpma anlamına gelir. (Stöhr, 1987; Hannebauer, Stöhr, 1989). 

Buradan  ( − 2)!,   da tersinir olduğunda   ,    nin KG-modül olarak bir direkt 

bileşenidir. K karakteristiği p olan bir cisim olduğunda her  <   için   ,    nin bir 

direkt bileşenidir. Bu, (8.1) in sağ tarafındaki tensör çarpanlar için sağlanır ve bu 

yüzden bütün tensör çarpım 

   =    ⨂   ⨂…⨂     
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 tensör kuvvetinin bir direkt bileşenidir.   ⋂ ′′, (8.1) deki gibi  ( ) ile 〈 〉, KG-

modüllerinin bir direkt toplamı olduğu için aşağıdaki teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 8.1.2: (Bryant, Stöhr, 2005, Teorem 3.1)  =  ( ), pozitif p karakteristikli 

bir K cismi üzerinde en az 2 sonlu ranklı bir serbest Lie cebiri olsun. O zaman   ⋂  ′′ alt modülü 

   = 〈 〉⨂  

 

tensör kuvvetinin bir direkt bileşenidir. 
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