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Bu calismada sol normlu temel Lie monomiallerinin Lie ¢apimlarindan
meydana gelen serbest Lie cebirinin bazi yeni bazlarim elde etmek icin eliminasyon
olarak bilinen teknik kullamilmustir. Bir serbest Lie cebirinin bir serbest K-modul
olarak direkt parcalamsi elde edilmis ve direkt bilesenleri metabelyen Lie
kuvvetlerinin tensor carpimlar: olan serbest Lie cebirinin homojen bilesenlerinin
direkt parcalanislar: elde edilmistir. Ayrica derecelendirilmis cebir otomorfizmlerinin
gruplar1 icin modiller olarak serbest Lie cebirlerinin yeni filtrasyonlar1 ve
parcalanislar: elde edilmistir. Bununla birlikte sirasiyla karakteristigi O ve pozitif
karakteristikli cisimler tzerinde KG- moduller olarak serbest Lie cebirlerinin bazi
yeni parcalanislari elde edilmistir.
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In this study, the technique known as elimination to devise some new bases of
the free Lie algebra which consist of Lie products of left normed basic Lie
monomials is used. In section 2, the direct decomposition as a free K-module of a
free Lie algebra is obtained and the direct decompositions of the homogeneous
components of the free Lie algebra with direct summands that are tensor products of
metabelian Lie powers are obtained. Furthermore, the new filtrations and
decompositions of free Lie algebras as modules for groups of graded algebra
automorphisms are obtained. Besides, some new decompositions for free Lie
algebras as KG- modules over fields of characteristic zero and positive characteristic,
respectively, are obtained.
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1.GIRIS Mehmet ONAT

1.GIRIS

L = L(X), birimli ve degismeli bir K halkas: (izerinde serbest Uretec kiimesi X
olan bir serbest Lie cebiri olsun. L,, = L,(X), L de derecesi n olan homojen bilesen

olmak Uzere L = @ L,, dir. L,, = L,(X) homojen bileseni n-inci Lie kuwveti olarak

n=1

adlandirilir.

X kimesinin tam siral1 oldugunu kabul edelim. X Uzerinde derecesi n olan bir
sol normlu temel Lie monomiali, xq,%;,..,x, EX Ve x; >x, < x3 << x,
olmak Uzere [xq,x5,...,x,] seklinde bir Lie carpimidir. Derecesi n olan tim sol
normlu temel Lie monomiallerinin kiimesi H,, = H,,(X) ile ve derecesi 2 den bilyik
ya da esit olan tim sol normlu temel Lie monomiallerinin kimesi de H ile gosterilir.
Sol normlu temel Lie monomialleri L nin asil Hall bazlar: tarafindan igerilir. Ayrica
bu bazlar sol normlu temel Lie monomiallerinin Lie ¢carpimlarindan meydana gelir.
Derecesi 2 den blyilk ya da esit olan sol normlu temel Lie monomialleri

L'= & L, turetilmis cebirinin bir serbest tUreteg kiimesini olusturur. Bundan dolay1

nz2
her n>1 igin {v + L"v € H,} kimesi X iizerinde M =L/, ,, serbest metabelyen
Lie cebirinin M,, = M,,(X) n-inci homojen bileseninin bir bazidir. M,, n-inci
metabelyen Lie kuwveti olarak adlandirilir. Hall’un makalesinden sonra (Hall, 1950)
serbest Lie cebiri igin bir gok baz yapisi tammland:. Lyndon-Shirshov bazi (Chen,
Fox, Lyndon, 1958; Shirshov, 1958) ve Bokut’un bazi (Bokut, 1963) bunlardan
bazilaridir.

Bu calisma Stohr (2008) tarafindan yazilan makalenin Turkce cevirisi olup,
ornekler ve temel tanimlar ile genisletilmistir.

Son zamanlardaki baz yapilari ile ilgili ¢alismalar (Chibrikov, 2006) da
bulunabilir. Bu ¢alismada sol normlu temel Lie monomiallerinin Lie ¢arpimlarindan
meydana gelen serbest L Lie cebiri icin bazi yeni bazlar elde edilmistir. Bu bazlar,
Ozellikle tammlanmasi kolay olan direkt bilesenleri ile K-moduller olarak L, Lie
kuvvetlerinin direkt pargalanglarimt olustururlar. Bu bazlar metabelyen Lie
kuvvetleri ve metabelyen Lie kuvvetlerinin tensor carpimlarichr. Ornegin, eger
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n>m = 2 ise bu bazlar dyle bir sekilde secilebilir ki u € H,;, w;,w,, ..., wy € H,,,

olmak Uzere

[u, wy, wy, ..., wy ] (1.1

bigimindeki tim Lie carpimlarin igerir. Bu baz elemanlarinin gereni bir serbest K-
modul olarak k tane M,, tensdr carpanlari ile M, @ M,, ® ... @ M,, tensdr
carpimina izomorfiktir. Diger taraftan bir Hall baz1 sadece w; < w, < --- < wy ile
(1.1) bigcimindeki Lie carpimlarim icerir ve bunlarin gereni S, (M,,,), M, nin k-inc1
simetrik kuvveti olmak tzere M,, ® S, (M,,) tensdr carpimina izomorfiktir. Bu bazlar
sadece K-modiller olarak degil aym zamanda derecelendirilmis cebir
otomorfizmlerinin bir G grubu icin de moduller olarak L, nin filtrasyonlarin
olustururlar. Bu filtrasyonlarin bolimleri metabelyen Lie kuvvetlerinin tensor
carpimlarinin direkt toplamlaridir. Filtrasyonlar (Stohr, 1987) de Hall bazlar
kullanilarak elde edilen filtrasyonlara benzer. K, karakteristigi O olan bir cisim
oldugu durumda daha iyisi yapilabilir ve filtrasyonlarin yerine aslinda KG-modiiller
olarak L,, nin parcalanislar: elde edilir. Bu parcalanislar: (Wall, 1978) tarafindan elde
edilen benzer parcalanslar ile karsilastirmak ilginctir. (Wall, 1978) deki direkt
bilesenler metabelyen Lie kuvvetlerinin ((Stohr, 1987) deki filtrelerin bolumlerine
benzer) simetrik kuvvetlerinin tensdr carpimlaridir.

Pozitif karakteristikli cisimler Gzerinde Lie kuvvetlerinin bir cok uygulamasi
elde edilir. Bir serbest A, K-modult verildiginde A Uzerinde serbest Lie cebiri igin
L(A) yazilir. Yani X, A min bir keyfi K-bazi oldugu durumda X (izerindeki serbest Lie
cebiri icin L(A) ve n-inci Lie kuvveti igin L, (A) yazilir. Benzer notasyon serbest
metabelyen Lie cebirleri icin de kullanilacaktir. Eger G, K-lineer otomorfizmler ile A
Uzerinde bir grup etkisi ise bdylece A bir KG-moddl olur. G nin etkisi
derecelendirilmis cebir otomorfizmleri tarafindan G etkisi ile L(4) mn timiine tek
bir sekilde genisler. Ozellikle L,,(4) Lie kuvvetleri KG-modulllerdir. Benzer sekilde
M, (A) ve T, (A) lar da KG-modiiller olarak gtz 6ntinde bulundurulacaktir. En genel
durumda G, L=L(X) serbest Lie cebirinin derecelendirilmis cebir
otomorfizmlerinin tam grubudur. Yani V = L; = (X) oldugunda G = GL(V) dir. Bu
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calismanin asil amact bir KG-modil olarak serbest Lie cebirlerinin yapisi hakkinda
bilgi elde etmektir ve bunun en buyik kismi: modul yapisiylailgilidir.

Son bolim moduler Lie kuvvetleriyleilgilidir. Son yillarda bu konuda bir ¢ok
calisma yapildi. Bu calismamin anahtar kelimesi serbest Lie cebirleri icin
eliminasyondur. Bu teknik yaygin olarak Lazard eliminasyonu olarak bilinir.
(Shirshov, 1953). Baska bir 6nemli yontem eliminasyonun degisimidir. (Kukin, 1972
ye gore)

Burada Lie braketleri i¢in sol norm kurali kullandir. Y ani

[w, v, w] = [[u, v], W]

dir. Ayricabir K-modilde U kiimesinin gereni igin (U) yazilir.
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

2.1. Temel Yapilar

Tamm 2.1.1: G bos olmayan bir kiime olmak Uzere G % G den G ye tamumli bir

x:GxG-G,(a,b) >axb

fonksiyonuna G Uzerinde bir ikili islem denir. Eger *, G Uzerinde bir ikili islem ise
(G ,*) ifadesine G de bir cebirsal yap: denir.

Tamm 2.1.2: G bos olmayan bir kiime ve G Uzerinde bir = ikili islemi tamml1 olsun.
Buna gore eger asagidaki sartlar saglanirsa (G,*) cebirsel yapisinayada G kimesine

* islemine gore bir grup denir.
i) Her a,b,c € G icin(a xb) xc = a (b = c) (Birlesme dzelligi)
i) Her a € G igin a xe = e x a = a olacak sekilde bir e € G vardir. (Birim
elemanin varligi)

i) HeraeGicinax*a =a'*a = eolacak sekilde bir a’ € G vardrr. (Ters

elemanin varligi)

Eger (G,*) grubundaher a,b € G icin

axb=b=xa

ise bu gruba degismeli ya da abelyen grup denir.

Tamm 2.1.3: (G,*) bir grup ve H, G nin bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger her

a,b € Higina *xb € H iseo zaman H, G nin  islemine gore kapal:d:r denir.
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Tamm 2.1.4: G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kimesi olsun. Eger H, G
nin islemine gore kapal1 ve bu isleme gore bir grup ise 0 zaman H ye G nin bir alt
grubu denir ve H < G ile gosterilir.

G ve{e}, G nin alt gruplar: oldugu agiktir. {e} ve G ye G nin asikar alt grubu
denir. G nin kendisinden ve {e} den farkl1 her alt grubuna G nin bir 6z alt grubu

denir.

Teorem 2.1.5: G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir at kiimesi olsun. O zaman

H < G olmast igin gerek ve yeter kosul a, b € H i¢in ab™! € H olmasidir.

Tamim 2.1.6: (G,*) ve (H,°) iki grup olmak Uzere eger ¢:G — H donusumi her
X,y € G igin

p(x *y) = p(x) o p(y)

kosulunu saglarsa ¢ ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir.

Tanmim 2.1.7: ¢:G — H grup homomorfizmi bire bir ise ¢ ye bir monomorfizm
denir.

Tamm 2.1.8: ¢: G —» H grup homomorfizmi 6rtenise ¢ ye bir epimorfizm denir.

Tamm 2.1.9: ¢: G = H grup homomorfizmi hem bire bir hem de drten ise ¢ ye bir

izomorfizm denir ve G = H seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.10: ¢: G - G grup homomorfizmine bir endomorfizm denir.

Tamm 2.1.11: ¢:G — G, bire bir ve Orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ye grup

otomorfizmi denir.
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Tamm 2.1.12: G bir grup ve X bir kime olsun. Asagidaki Ozellikleri saglayan bir
GxX— X, (g9,x)=g.x donisimiine G grubunun X kiimesi (izerine bir sol grup
etkis denir.

i) lx=x

i) Her g,h € G veher x € X icin g. (h.x) = (gh).x dir.

Baz1 durumlarda g. x islemi gx yada x ile gosterilir.

Benzer sekilde bir X x ¢ — X , (x, g) = x. g sag grup etkis

i) x.1=x

i) Her g,h € G veher x € X igin (x. g). h = x. (gh) dir.

seklinde tammlanir. x. g islemi xg yadax9 ile gosterilir.

Tanim 2.1.13: R+ @ bir kime ve R lzerinde " +" ve "." ikili islemleri
tammlanmis olsun. Eger asagidaki kosullar saglamirsa (R, +,.) cebirsel yapisina bir
halka denir.

i) (R, +) bir degismeli gruptur.

i) Her a,b,c € Ricin(a.b).c = a.(b.c) dur.

iii) Her a,b,c €R icin a.(b+c)=a.b+a.c ve (a+b).c=a.c+b.c
dir.

Eger her a,b € Rigina.b = b.a oluyorsa R ye degismeli halka denir.
Eger her a €R i¢in a.1; = 1z.a = a olacak sekilde bir 1, € R varsa R ye
birimli halka denir.

Tanmm 2.1.14: R bir halka ve 0+ a € R olmak Uzere a.b =0 olacak sekilde
0 # b € R varsa a elemanina sol sf:r bolen denir. Benzer sekilde O # a € R olmak

Uzere b.a = 0 olacak sekilde O # b € R varsa a elemamina sag sfir bolen denir.
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Eger a elemam hem sag sifir bdlen hem de sol sifir bolen ise a elemanina sifir bdlen
denir.

Tamm 2.1.15: Birimli, degismeli ve sifirdan farkli her elemanin carpmaya gore tersi
varsa 0 zaman bu halkaya bir cism denir.

Tamim 2.1.16: R bir halka ve @ # S € R olsun. Eger S kimesi R halkasindaki

islemlerle birlikte bir halka oluyorsa S kimesine R halkasinin bir alt halkas: denir.

Teorem 2.1.17: R bir halkave @ # S € R olsun. S kimesinin R halkasinin bir alt
halkasi olmasi icin gerek ve yeter kosul asagidaki kosullarin saglanmasidr.

i) Hera,b € Sigcina — b € S olmasidir.

i) Hera,b € Sigcina.b € S olmasidir.

Tamm 2.1.18: R bir halka ve I, R nin bir alt halkast olsun. Eger her r € R ve her

a€licinr.a€lvea.r €1 isel yaR ninbir ideali denir.

Tamm 2.1.19: R ve S iki halkaolsun. Eger ¢: R — S fonksiyonu her a, b € R igin

i) p(a+b) = ¢(a) + p(b)
i) @(a.b) = ¢(a). p(b)

kosullarim sagliyorsa ¢ ye bir halka homomorfizmi denir.

Eger ¢ bire bir ise ¢ ye monomorfizma denir.
Eger ¢ Ortenise ¢ ye epimorfizma denir.

Eger ¢ bire bir ve 6rten ise ¢ ye izomorfizm denir.

Tamm 2.1.20: R bir halka olmak Uzere eger her a € R igin na = 0 olacak sekilde

bir pozitif n tamsayisi varsa bu 6zelligi saglayan en kiglk pozitif tamsayiya
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halkamn karakteristigi denir. Eger bdyle bir pozitif n tamsayisi yoksa yani her a € R

icinna = 0 iken n = 0 oluyorsa o zaman halkanin karakteristigi sifirdir denir.

Tamim 2.1.21: R bir halkave (M, +) abelyen bir grup olsun. Eger her r e R, mn e M
icin, fiRxM — M, (r,m) — f(r,m) =r.m olarak tammlanan f fonksiyonu
asagidaki sartlart sagliyorsa, M ye R halkasi Uzerinde bir sol R-modul denir.

Her r,r, 1, € R ve her m,m;,m, € M icin,

i) r.(m; +m,) =r.m; +r.m,
i) (n+r)m=rm+r,m

iii) (riry).m =1, (r,. m)

Eger R birimli bir halka ise f fonksiyonu her m € M igin,

iv) lm=m

kosulunu sagliyorsa M ye bir Uniter sol R-modil denir. Aksi belirtilmedikce sol R-
modul denildigi zaman Uniter sol R-moduil kastedilecektir. Sag R-modil de benzer
sekilde taumlanur.

Tamm 2.1.22: M bir R-moddl olsun. ry, 75, ..., 1;, € R ve my,m,, ..., m,, € M olmak
uzere rym; +r,m, +---+nrnm, =0 iken r,=r,=--=1,=0 oluyorsa M

kiimesinin {m,, m,, ..., m,} alt kiimesine lineer bagims:zd:r denir.

Tanim 2.1.23: M bir R-modil ve B ¢ M olsun. Her m € M eleman ry, 15, ..., 1, € R
ve by, by, ....,b, €B olmak Uzere m =rb, +r,b,+--+m1,b, seklinde

yazilabiliyorsa B ye M nin Ureteg kiimesidir denir.

Tamm 2.1.24: M bir R-modul olsun. M nin lineer bagimsiz bir Ureteg kimesi varsa
M ye serbest R-moduldir denir.
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Tamm 2.1.25: G bir carpimsal grup ve K bir halka olsun.

n
KG = {Z kgi 9i
i=1

kgieKvegieG}

kUmesi

n n n
Z kyi gi+ Z ké;i 9i = Z(kgi + ké;i)gi
i=1 i=1 i=1

toplama ve carpma islemleri ile bir halka olur. Bu halka K Uzerinde G nin grup
halkas olarak adlandirilir. KG nin degismeli olmasi igin gerek ve yeter kosul hem K
hem de G nin degismeli olmasidir. Eger K birimli ise KG, birim eleman: 1,1, (veya

1) olan birim elemanl1 bir halkadhr.

Tamm 2.1.26: KG bir grup halkasi ve A toplamsal, degismeli bir grup olmak tzere
eger KGx A — A donisuml asagidaki Ozellikleri sagliyorsa A ya bir (sol) KG-
modul denir. Her k, k,,k, € K vea,b € A icin;

i) k.(a+b)=k.a+kb
i) (ky+ky)a=kia+k,a

i) (kiky).a = ky. (ky. q)

Eger 14, KG nin birim elemam ve her a € 4 igin 1i;.a = a ise A ya Uniter KG-
modul denir.

Tanim 2.1.27: M bir R-modil ve @ = N € M olsun. Asagidaki kosullar saglaniyor
ise N alt kiimesine M nin bir alt modult denir.

10
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i) N, M nin bir alt grubudur.

i) Herr e Rven € Nigin r.n € N dir.

Tamm 2.1.28: M ve N, R halkas: Uzerinde iki sol R-modul olmak Uzere o: M — N
fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa ¢ dontisimine M den N ye bir sol R-modl

homomorfizmi denir.

i) Her my,m, € M icin, (m; + m,) = p(m,) + p(m,)

i) Herm € Mver € Rigin, ¢(r.m) =r.¢p(m)

Tamm 2.1.29: Bir R degismeli halkasi Gizerinde bir cebir yada R-cebir, bir bilineer
(Her a,b,ce A ve r€R icin a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+bc ve
(ra)b = a(rb) = r(ab)), asosyatif (Her a,b,c € A icin (ab)c = a(bc) ) ve bir 1
birim elemana (Her a € A igin 1a = a = al ) sahip ¢carpma islemi ile birlikte bir A
R-moduldur.

Buna denk olarak, bir R-cebir, her ab€A ve reR icn
(ra)b = a(rb) = r(ab) olmak lzere bir R-moduil yapisi ile birlikte (birim elemanl1)
bir halkadr.

Y ukarida tanimlanan cebirler birim elemanli, asosyatif cebirlerdir. Benzer
sekilde asosyatif ve birim elemanli olmayan cebirler tammlanabilir. Fakat carpma
islemi asosyatif ya da birim elemana sahip olmak zorunda degildir.

Tamim 2.1.30: R-cebirlerinin bir homomorfizmi, bir R-modil homomorfizmi ile
birlikte bir halka homomorfizmidir.

Esdeger olarak, bir ¢: A — B, R-cebir homomorfizmi her a,b € A ver € R icin;

i) @(a+b) = ¢(a) + p(b)
i)  @(ab) = p(a)p(b)

iii) p(ra) =re(a)

iv) p(1)=1

11
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kosullarini saglayan bir ¢: A — B dontsumuddr.

Tamm 2.1.31: Bir A, R-cebirinin bir alt cebiri, hem A nin bir alt halkast hem de A
nin bir alt modulii olan A nin bir Salt kiimesidir.

Tamm 2.1.32: Bir derecelendirilmis R-cebir, A=@® A, ve her m,n >0 igin

n=0

AmAy € Ay 0lmak Gzere (A,,) 50 At modulleri ile bir A, R-cebiridir.

Tamm 2.1.33: Bir derecelendirilmis A = @ A,, R-cebirinin bir derecelendirilmiy alt

nz=0
modult (alt halkas, alt cebiri) S=@® (4,,NS) olmak Uzere A nmin bir S alt
n=0
modultdar. (alt halkasidir, alt cebiridir.)

Tanim 2.1.34: A=@® A, ve B=@ B, derecelendirilmis R-cebirlerinin bir

nz0 nz0
¢@:A — B homomorfizmi, her n > 0 icin ¢(4,) € B, olmak (izere R-cebirlerinin
bir homomorfizmidir.

Tamm 2.1.35: G bir lineer siral1 yarigrup olsun. Eger asagidaki kosullar saglamirsa

bir P, K-cebirinin {P*: « € G} K-modill ailesine bir artan filtrasyon denir.
i) P = Ugec P*
ii) a < ficin P* c P#
iy  P*pP c path
V) Naeg P* ={0}
Benzer sekilde azalan filtrasyon da tammlanabilir.

Tamm 2.1.36: A, B ve C ¢ abelyen grup olsun. h: A x B — € fonksiyonu

|) Her ai,a, e Aveb €EB |(;|n, h(a1 + ay, b) - h(al, b) + h(az, b)

12
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i) Her a € Ave by, b, € B icin, h(a, b, + b,) = h(a,b,) + h(a, b,)

kosullarini sagliyorsa h fonksiyonuna bilineer fonksiyon denir.

Tamm 2.1.37: R birimli bir halka, A bir sag R-moduil, B bir sol R-modul ve C bir
abelyen grup olsun. Eger h: A x B — C fonksiyonuherr € R, a € A, b € B igin,

h(ar,b) = h(a,rb)

kosulunu sagliyor ise h fonksiyonuna dengeli (balanced ) fonksiyon denir.

Tamm 2.1.38: R birimli bir halka, A, bir sag R-modul, B bir sol R-modil, AQzB

bir abelyen grup ve h: A x B — AQzB bilineer ve dengeli bir fonksiyon olsun.
Eger her C abelyen grubu ve her T: A x B — C bilineer ve dengeli dontsima igin

AQRB

diagram degismeli olacak sekilde bir tek T: AQzB — C grup homomorfizmi varsa
(A®gB, h) ikilisine (veya kisaca AQgB grubuna) A ile B nin R (zerinde tensor
carpime denir. h(a,b) = a®b olarak yazilir. h cogu zaman Orten degildir. Yani
h(A x B) # AQrB dir. Fakat (h(A x B)) = AQzB dir. Yani h(4 x B), AQxB
grubunu gerer. h(A x B) = {a®bla € A, b € B} olur.

13
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Tamm 2.1.39: L, F cismi Uzerinde bir vektér uzay: olsun. L Uizerinde her (x,y)
ikilisine [x, y] elemanini karsilik getiren ve asagidaki kosullar1 saglayan bir carpim

tammlanmis olsun.

i) Her x € L igin,
[x,x]=0
i) Her x,y,z€ Lvea,p € F igin,

[ax + By, z] = alx,z] + Bly, 2]
(Bilineerlik Aksiyomu)

[x, ay + z] = alx,y] + plx, ]
iii) Her x,y,z € L igin,

[[x,y].z] + [[y.2]. x] + [[z.x] y] =0  (Jacobi Ozdesligi)

Bu kosullar1 saglayan [x,y] carpimina bir Lie carp:me (komutatorti) ve L ye
de bu carpimla bir Lie cebiri denir. Eger L, vektor uzay: olarak sonlu boyutlu ise Lie
cebiri olarak da sonlu boyutludur. Ayrica Jacobi 6zdesliginden dolay: Lie cebirleri
birlesmeli degillerdir.

Tamim 2.1.40: M ve N aym F cismi Uzerinde iki Lie cebiri olsun. ¢: M — N

fonksiyonu her x,y € M igin,

o([x,y]) = [o(x), 0 (¥)]

esitligini saglayan bir lineer fonksiyon ise ¢ ye M den N ye bir Lie homomorfizmi
denir. Eger ¢, bire bir ve orten bir donisim ise ¢ ye bir izomorfizm denir. Bu
durumda M ile N izomorfik cebirlerdir. ¢: M — M bir izomorfizm ise ¢ ye bir

otomorfizm denir.
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Tamm 2.1.41: L, bir Lie cebiri ve A daL nin bir alt uzayr olsun. Eger A, L deki Lie
carpimi altinda kapali ise (yani her a, b € A icin [a, b] € A ise) A yaL nin bir Lie alt
cebiri denir ve A < L ile gosterilir.

Tamm 2.1.42: L, bir Lie cebiri ve | da L nin bir alt cebiri olsun. Eger [I,L] S I

kosulu saglaniyorsal yaL nin bir ideali denir ve I < L ile gbsterilir.

Tamm 2.1.43: L, bir Lie cebiri ve M < L olsun. L/M bolum cebiri asagidaki sekilde

tammlanr:
Ljy={x+M| xeL}

olmak Uzere L/ ) icerisinde carpma ve toplama islemini;

x+My+Mel/, icn

x+M+@Y+M)=Kx+y)+M
[x+M,y+M]=I[xyl+M

olarak tarmmlayalim. L/M bu islemlerle birlikte bir Lie cebiri olur. Bu cebire L nin

M ile bolUm cebiri denir.

2.2. Seriler
Tanim 2.2.1: n =12, ... i¢in L,, terimleri timevarimla asagidaki sekilde tanimlanir:
Li=L,L,, =L, L]

Bdylece L ninideallerinin bir azalan serisi elde edilir.
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Bu seriye L nin alt merkez seris denir.

L nin L, = [L, L] alt cebirine tiretilmis (komutator) alt cebir denir.

Eger L,_, # {0} ve L, = {0} olacak sekilde bir k pozitif tamsayisi varsa L ye k-
yinc: dereceden nilpotent Lie cebiri denir. Eger L, 2-inci dereceden nilpotent yani
[L,L] = 0iseL yeabelyen Lie cebiri denir.

Tanim 2.2.2: n =12, ... icin L™ terimleri timevarimla asagidaki sekilde tammlanr:
=1L, [ = [L*, 1]
Bdylece L ninideallerinin bir azalan serisi elde edilir.
L=I'2[?2--2[*"2["1D..

Bu seriye L nin tUretilmis serisi denir.
Eger L1 # {0} ve L¥ = {0} olacak sekilde bir pozitif k tamsayis1 varsa L ye k-yinc:

dereceden ¢ozilebilir Lie cebiri denir.

Tamm 2.2.3: L # {0} bir Lie cebiri olsun. Eger L nin sifirdan farkl: ¢ozilebilir

idealleri yoksa L yeyar: basit (semisimple) Lie cebiri denir.

Tamm 2.1.4: L abelyen olmayan bir Lie cebiri olsun. Eger L nin {0} ve kendisinden
baskaidealleri yoksa L ye basit Lie cebiri denir.

Tanim 225 i =12,..,k,.. icin n; =1 olmak Uzere pozitif tamsayilarin bir
{ny,ny,, ..., ng, ...} dizisi icin L nin polisentral serisi asagidaki sekilde tammlanr:
L, ;L ninalt merkezi serisinin n;-inci terimi

L, nng. = (Ln,... ni)ni+1 s L, ... n, NN alt merkezi serisinin n;, 1-inci terimi

olsun. Boylece elde edilen

L2 Ly, 2Ly, 221

2L

Ny MNipg =
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serisine L nin polisentral seris denir.
kiclk pozitif tamsayilarla degistirilemiyor ise L ye {n;,n,,...,n,} dizisine gore
polinilpotent Lie cebiri denir.

Egern, = n, =2vel,, = {0} iseL ye metabelyen Lie cebiri denir.

2.3. Serbest Lie cebirleri

Tamm 2.3.1: X herhangi bir kiime, F bir Lie cebiri ve i: X — F bir donlstim olsun.
Her B Lie cebiri ve her ¢:X — B dontsimu icin ¢ = ni olacak sekilde bir tek
n:F — B Lie homomorfizmi varsa (F,i) ciftine X izerinde bir serbest Lie cebiri

denir. Bunu asagidaki diyagramlaifade ederiz:

Bir X kiimesi Uzerinde bir serbest Lie cebirini asagidaki gibi kurariz. Her n

pozitif tamsayisi igin X,, kimesini,
X, =X, X, =X*xX,...X, = Urzi(X, X X,—p)

seklinde tarumlayalim. M(X) = Uy, X,, olsun. Her a,b € M(X) icin a € X,
b € X, ve (a b) € (X, x X,) olacak sekilde p ile g sayilari vardir. n = p + g olsun.
O zaman, (a,b) € (X, xX,_,) dr. (a,b) nin X, %X, , — X, kaonik
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injeksiyonu altindaki gorunttisiini ab ile gosterelim. Boylece, her a, b € M(X) icin
(ab) carpimini tammlayabiliriz. a € X,, olacak sekildeki p pozitif tamsayisina a nin
uzunlugu denir ve I(a) ile goderilir. Bu tamma gore uzunlugu 1 olan elemanlar X in
elemanlaridir. Uzunlugu > 2 olan elemanlar a ve b nin uzunlugu ¢ den kiigik olmak
Uzere c = ab seklindedir.

Simdi F cismi Uzerinde M(X) bazi ile bir vektor uzay: kuralim. M(X) deki
garpumi bu vektor uzayinimn timine lineer olarak genisletelim. Boylece F tUzerinde
birlesmeli olmayan bir serbest cebir elde etmis oluruz. Bu cebire N(X)
diyelim. N(X) cebiri, M(X) bazi ile birlesmeli olmayan carpma islemiyle birlikte bir
F-moddil olur. N(X) icinde,

Q(a) = aa

ve

J(a,b,c) = ((ab)c) + ((ca)b) + ((bc)a)

seklindeki elemanlar tarafindan dogurulan ideal A olsun. Bu durumda,
N(X)/A = F(X) bolum cebiri X Uizerinde bir serbest Lie cebiridir. X kiimesine, F(X)
in bir serbest Urete¢ kiimesi denir. F nin serbest Grete¢ kiimesinin eleman sayisina F
nin rank: denir. Simdi serbest Lie cebirlerinde 6énemli bir yeri olan Hall bazinin

insasini inceleyelim:
2.4. Serbest Lie Cebirlerinin Hall Bazlar

Daha once tammlanan M(X) kimesi birlesmeli olmayan N(X) cebirinin
vektor uzay: olarak bazidir. M(X), N(X) icinde lineer bagimsiz olmasina ragmen
F(X) icinde lineer bagimsiz degildir. Ornegin a, b € M(X) icin ab ve ba formundaki
elemanlar N(X) de lineer bagimsiz olmakla beraber F(X) de lineer bagimhdirlar.
(ab) = —(ba) dir. Bu nedenle F(X) icin M(X) bir baz olamaz. Bu bolimde F(X) i
bir vektor uzayr olarak dustndigimizde F(X) Lie cebiri icin bir baz kimesi
olusturacagiz.
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M™(X) ile M(X) icindeki uzunlugu n olan elemanlar1 gosterelim. Agikca gorilur ki
M(X) = X dir.

Tamm 2.4.1: Bir H € M(X) Hall kimesi asagidaki sekilde tammlanr:

i) X € HveX ebir keyfi tam siralama verilmis olsun.

i) HNM?(X) kimesi x,y € X ve x >y olmak Uzere (xy) formundaki
elemanlardan meydana gelir.

i) HAM™(X), m=12,..,n—1icintammlanms ve uzunlugu koruyan
bir sralama verilmis olsun. Yani u,v € M(X) vel(u) < l(v) issu<wv

yazalim ve ayni uzunluklu elemanlar1 keyfi olarak siralayalim. O zaman
n=>3icinHNM"(X) = {(ab)c | a,b,c,ab € Uﬁ;}(H N Mk(X)),a >

b<cab> c} dir.

H= U(HnM"(X))

olsun. Kisalik olmasi bakimindan H,, = HNM™(X) yazarsak H = U3~ H, kimesi
F(X) in bir bazidir. H,, H,, ..., H, ... kimelerine Hall kimeleri, H = U3, H, bazina
da F(X) in Hall baz denir.

Ornek 2.4.2: X = {a, b, c} olsun.

H, = X vekabul edelimki a > b > c olsun.

H, = {ab, ac, bc} ve kabul edelimki ab > ac > bc olsun.

H; ={(ab)a, (ab)b, (ac)a, (ac)b, (ac)c, (bc)a, (be)b, (be)c}

ve kabul edelim ki yazildiklar: sirada siralanmis olsunlar.

H, = {((ab)a)a, ((ab)b)a, ((ab)b)b, ((ac)a)a, ((ac)b)a, ((ac)b)b,

((ac)c)a, ((ac)c)b, ((ac)c)c, ((bc)a)a, ((bc)b)a, ((bc)b)b,
((bc)c)a, ((bc)c)b, ((bc)c)c, (ab)(ac), (ab)(bo), (ac)(bc)}
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Eger X sonlu bir kime ise H,, nin icindeki elemanlarin sayisim belirlemenin bir

metodu vardir. Bunun igin 6ncelikle asagidaki tanimi verelim.

Tamm 2.4.3: N pozitif tamsayilarin kiimesini gostersin. Mébius fonksiyonu

u:N — {—=1,0,1} soyle taumlanir:

0 Eger n bir asal sayinin karesi ile bolunebiliyorsa
uln) = 1 n=1
(-1)* Egern=pip,..px (p; lerfarkli asal sayilar)

Ornek 2.4.4:

p@)=1

u(@) = (1) = -1, 2=0 k =
p@) =(-1)t=-1, =3, k=1
u(4) =0, 4 =22,

p(d) =(-1)t=-1, =5, k=1
u(6) =(-1)?=1, 6=2.3, k=2
u(12) =0, 12 =22.3

Teorem 2.4.5: (Bourbaki, 1975) X bir kiime ve |X| = r, X in elemanlarinin sayisini
gogersin. O zaman H, X tzerinde bir Hall kimesi ise H,, icindeki elemanlarin sayist

n=1igin

1 n
H,| = ;Z w(d).ra

din

dir.
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Ornek 2.4.6: Kabul edelim ki |X| = 3 olsun. O zaman;

1 1
|H, | =7pu(1).31=3

Hl = 5 (D). 31 + u(2).32) = 3

1

sl = 5 (1(1).31 + 1(3).35) = 8

1Hil = 5 (D). 31 + u(2).32 + u(4) 3%) = 18

Hsl = £ (u(0). 31 + u(5). 3) = 48

ve genel olarak H,, in eleman say1si
1 n
2 D, .38
d
din

seklindedir.

2.5. Bir Serbest Lie Cebirinin Alt Merkezi Serisinin Terimleri icin Serbest
Uretegler

m > 2 igin K Uzerindeki bir serbest Lie cebirinin F,, alt merkezi serisinin
terimleri F nin bir alt cebiri gibi sonlu Uretilmis degildir. Tek istisna durum serbest
abelyen olan, bir eleman tarafindan Uretilen serbest Lie cebirleridir. Alt merkezi
serilerin terimleri igin serbest Ureteg kiimelerini bulma problemi ilk kez Gruenberg
(1957) tarafindan grup teorisinde ele alinmistir. Bir benzer sonug Witt (1956)
tarafindan serbest Lie halkalar: i¢in ifade edilmistir. F bir serbest Lie cebiri olmak
Uzere E, icin serbest Uretec kimeleri Shmel’kin (1963) tarafindan verilmistir.
Gruplar ve serbest Lie halkalar1 igin detayl bilgi Warm (1972) de bulunabilir.
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F, K cismi Uzerinde bir X serbest Ureteg kiimesi tarafindan Uretilen serbest Lie
cebiri olsun. H, X Uzerinde kurulmus F icin bir Hall baz1 ve H,, de uzunlugu n olan
H daki elemanlarin kiimesini gostersin. F,,, F nin m-inci alt merkezi serisinin terimi

olsun.
Teorem 2.5.1: (Shmel’kin, 1963) C,,, kiimesini asagidaki gibi tamimlayalim.
Cpp ={x =aya,la;,a, € H,1(x) >m,x € H,1(a,) <m}

Cm» By, icin bir serbest Uretec kimesidir.

H nin tammu kullanilarak C,, kimesi asagidaki gibi daha acik bir sekilde
ifade edilebilir.

Cpp = {x = ( ((alaz)a3) ar): I(x) =m,a; € U Hy

a,>a,<az;<--<a,r=2egera, =bb,isea,_, < b}

C,, nin elemanlarim olusturarak F,, Lie cebiri igin C,, serbest Uretecleri Gzerinde bir
H Hall bazi yapisim kurariz. Eger h, C,,, formundaki elemanlarin bir kelimesi ise
h nin C,,-1(h) ve X-l(h) ile srrasiyla C,, ve X den kullamlan harflerin sayisin
gogerelim. C,,,, H nin bir alt kimesi oldugundan C,,, ye H deki ile aym olan siralama
verilebilir,

Cm _
H™ =,

c
H," ={a,a,la,,a, € Cp,a; = a,}

Simdi HZCm ye asagidaki gibi bir siralama veririzz h,g € H™ K= hih, ve
hve g nin aym uzunlukta oldugunu kabul edelim. O zaman h < g < h; < g, veya

hl =01 |% hz < 9> dll‘
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Hf’", e Hyf’fl tamimlanmis ve siralanmis olsun.

H,fm ={x = (a;ay)a; : C,, — l(x) = n,a, > a, < az,a,a, > as,
a1,az,a3,(a10,) € U H™)
Burada esitsizligin yonu igin U™t Hl.Cm deki siralama gbz Onine ar. Bu
sralamayr Hm = U%, H{™ olarak tamimlanan HSm ye genisletebiliriz.
H®m nin sralamast H nin siralamasi ile uyumlu olmak zorunda degildir.

H™ = C,, nin bir elemanindan X-uzunlugu daha kiigik olan H,™ de elemanlar

vardir.
2.6. Serbest Lie Cebirlerinin Otomorfizmleri

L, F cismi Uzerinde X serbest Urete¢c kimesi tarafindan Uretilen serbest Lie
cebiri olsun. L nin herhangi bir @ otomorfizmi X kumesini baska bir X, serbest
Ureteg kiimesine donUsturdr ve o tamamen onun X Uzerindeki etkisiyle belirlenir.
Aksine, L nin bir serbest Ureteg kiimesinden baska bir serbest Urete¢ kiimesine
herhangi bir bire bir ve drten dontsim L nin bir tek otomorfizmini tamimlar. Bu
otomorfizmleri tanimlamak icin asagidaki gibi L de elemanter Lie donUsUmleri
tammlanir:

Eger U, L nin herhangi bir alt kiimesi ise 0 zaman

i) U nun elemanlarina uygulanan singuler olmayan lineer dénustmler,

i) BirueuUicin u — u+ f(uy, ..., uy), uyg,.., u, €U\ {u}

seklinde tammmlanan dontsumlerdir.

L nin bir serbest Uretec kiimesine uygulanan herhangi bir elemanter Lie
dontsimi bir otomorfizm belirler. Simdi ise L nin sonlu rankli olmasi durumunda
herhangi bir otomorfizmin bir dizi bdyle adimdan sonra elde edilebilecegini gosteren
teoremi ifade edelim.
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Teorem 2.6.1: L, F cismi Uzerinde bir sonlu X serbest Ureteg kiimesi tarafindan
Uretilen serbest Lie cebiri olsun. O zaman L nin her otomorfizmi X kiimesine bir dizi
elemanter Lie donustimi uygulayarak elde edilebilir.

Bu teoremin ispat1 (Cohn, 1964) de bulunabilir.

Sonug 2.6.2: L, F cismi Uzerinde {x, y} Uretecleri tarafindan Uretilen bir serbest Lie
cebiri olsun. L nin herhangi bir otomorfizmi x ve y nin bir lineer donustimu ile
belirlenir.

Yani ¢: L — L otomorfizmi, a,B,y,8 € F vead — yf # 0 olmak lUzere

p(x) = ax + By
p(y) =yx + 8y

seklindedir.

Teorem 2.6.3: L, F cismi Uzerinde bir X serbest Ureteg kiimesi tarafindan Uretilen
serbest Lie cebiri olsun. Eger, Y, L nin herhangi bir sonlu alt kimesi iseo zaman Y, L
nin bir serbest alt kiimesine denktir.

Bu teoremin ispati (Cohn, 1964) de bulunabilir. Teoremdeki denkligin
anlami; Y nin elemanter Lie donUsumler ile bir sonlu kimeden elde edilebilir
olmasidir. Bu teoremin bir sonucu olarak; bir Y serbest treteg kiimesinin X kiimesine
denk oldugu sdylenebilir.

2.7. Serbest Ureteg K imelerinin Degisimi

L = L(X), X serbest Ureteg kiimesi tarafindan Uretilen serbest Lie cebiri olsun.
Kabul edelim ki L(<z) ve L(<z) srasiyla x <z ve x <z olan tim x € X
elemanlar: tarafindan Uretilen L nin Lie alt cebirleri olsun. Bir serbest Lie cebrinin
bir serbest Ureteg kiimesini bagka bir serbest Urete¢c kiimesi ile degistirmek icin kabul

edelimki X klmesi heri igin x;; <x;; <+ <Xk, V& Xjk, < Xi41,1 OlMaK Uzere
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X; ={xi1, %2 . %ip,}  kUimelerinin - bir X =X, UX, UX3 UX, U..ayrk
birlesimine pargalanmisg olsun. Her i igin ¢;, serbest (X;) K-moduiltnin herhangi bir

otomorfizmi olsun. Ayrica, ¢: X — L(X) donlsimi; w; ; € L(< x;;) olmak tizere

P(x;;) = pi(xij) +wij (2.1

olarak tammlanmus olsun. L, X tzerinde serbest oldugu icin ¢, L serbest Lie cebirinin
bir ® endomorfizmini belirler. Aslinda bu endomorfizm bir otomorfizmdir. Her i igin
Xij — qbi(xiyj) +w;; vek # i 1¢in xp; — xp; ile tammli X — L(X) dondsumi L
serbest Lie cebirinin bir ¥; otomorfizmini belirler. Dikkat edelim ki her i igin @
dontsimuntin L(< x;,) alt cebirine kistlanmist ¥, '¥,,..,'¥; otomorfizmlerinin
bir bilegskesidir. Sonug olarak, tim bu kisitlamalar bire bir ve ortendir ve bu ® nin
kendisinin bire bir ve 6rten olmasint gerektirir. Bundan dolay @ bir otomorfizmdir.
Buradan X in ¢ altindaki gorunttisii L(X) serbest Lie cebirinin bir serbest Ureteg
kimesidir. Bu durum s6yle ifade edilir.

Lemma 2.7.1: (Bryant, R. M., Kovécs, L. G., Stéhr, R., 2002b) Eger ¢: X — L(X),

(2.1) biciminde bir dontisiim ise 0 zaman ¢(X), L(X) serbest Lie cebirinin bir serbest
Uretec kimesidir.
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3. ELIMINASYONLA PARCALANIS

X kardinalitesi en az 2 olan sayilabilir bir kiime ve L = L(X) birimli ve
degismeli bir K halkasi Uzerinde X serbest Ureteg kiimesi tarafindan Uretilen serbest
Lie cebiri olsun.

Teorem 3.1.1:(Eliminasyon Teoremi) Y ve Z, X in 0z at kimeleri olmak Uzere

X =Y UZ ninayrik birlesimi olsun. O zaman
ZY =A{lz,v1,¥2, ... k). 2z € Z,y; €Y, k = 0}
olmak Uzere
LX)=L(YuZz)=LY)DL(ZY)
dir.
Z Y kimesine Y ve Z nin wreath kiimesi denir. Amacimiz bu teoremi tekrar
tekrar uygulamaktir. Yani once L(X) e sonra L(Z 1Y) ye ve daha sonra onceki

eliminasyondan elde edilen wreath kimesi Uzerinde serbest Lie cebirine ve boyle
devam ederek K lizerinde L(X) in parcalanislarin: elde etmektir.

Tamm 3.1.2: {E};»; ve {E;}, , aagideki kosullar saglayan L(X) serbest Lie

cebirinin bos olmayan alt kiimelerinin dizileri olsun.
) E, =X
i) Her i >0 igin E; kimesi E;_; kimesinin bir 6z alt kimesidir ve

Ei = (Ei—l \ El) l Ei dir.

O zaman {E;};»; dizis L(X) in bir eliminasyon dizis olarak ve {Ei}izo dizisi de

onunilgili wreath dizis olarak adlandirilir.
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{E}},., ilgili wresth dizisi E, ilk terimi ve {E;};>, eliminasyon dizisi tarafindan tek
bir sekilde tarumlanir. Bir wreath kiimesinin tanimindan E; ve E; min tim elemanlar:
X de Lie monomialleridir ve bundan dolayr X e gore iyi tanimli bir dereceye

sahiptirler.

Lemma 3.1.3: {E;}i>1, {E},,, ilgili wreath dizisi ile L(X) in bir eliminasyon dizisi

olsun. O zaman her k > 1 icin bir serbest K-modiil olarak L(X) in bir
LX) = L(E)) ®L(E,) ® ... ® L(Ey) ® L(Ey) (3.5)
direkt parcalans: vardir.

Ispat: Ispat1 k tizerinden tiimevarim ile yapalim:
k=1 igin L(X)=L(E)®L(E,) dr. Eliminasyon teoreminde Y =E, ve
Z=X\E, dimrsaZ 1Y = (X \ E;) t E; = E; oldugundan

L(X) = L(Y)®L(Z 1Y) = L(E,)®L(E,)

esitligi elde edilir.
kicin iddiadogru olsun. O halde

LX) = L(E}) ® L(E,) @ ... ® L(E,) ® L(Ey,)

dir.
Exir = (Ex \ Ex41) VExyr V€ Exyq, E, min 6z at kimesi oldugundan dolayr Ej

kimesine eliminasyon teoremini uygularsak

L(Ey) = L(Ex41)®L((Ex \ Ex+1) ¢ Exy1) = L(Ey1)DL(Eis1)

dir. O halde
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L(X) = L(E,) ® L(E,) ® ... ® L(E,) ® L(E},)
= L(E}) ® L(E;) ® ... ® L(E;) @ L(Eys1)BL(Ei41)

elde edilir. Boylece k + 1 icin iddianin dogru oldugu sonucu elde edilir.
Tamm 3.1.4: Eger

i=1
ise L(X) inbir {E;};>; €liminasyon dizisi yakinsak olarak adlandirilir.

Simdi bir eliminasyon dizisinin yakinsaklig: igin bazi kosullar elde edecegiz.
Bu kosullar L(X) de derece fikrine dayanmir. X in elemanlarimin 1 den farkl
derecelerle gosterildigi durumlar icin onlar1 ifade etmek uygun olacaktir. Yani X
kimesi a € I olmak Uzere X, alt kimelerinin X = U ,¢; X, ayrik birlesimi olarak bir
ayrik parcalamisa sahip ise X e bir derecelendirilmis kiime denir. Burada n(a) bir
dogal say1 olmak Uzere her X, alt kiimesinin elemanlarinin derecesi n(a) dir. Eger
her n>1 icin en ¢ok sonlu sayida a €1 igin n(a) =n ise X e sonlu

derecelendirilmis denir. L(X) inn-inci L,, homojen bileseni
degw; + degw, + ---+degw, =n

olmak Uzere w; € L(X) icin [wy,w,,...,w,] seklindeki tim Lie carpimlar:
tarafindan gerilir ve L(X) = 7621 L, dir. L (X) de homojen elemanlarin bir B kiimesi
icin §(B) enkuclk dogal sayiy1 gostersin 6yle ki B kiimesi 6(B) dereceli bir eleman
icerir. Eger B nin tum elemanlar1 ayni dereceye sahip ise tum bu elemanlarin ortak
derecesi degB ile gosterilir.

E;=(Ei_\E;)E; kumesinin tammindan {E;};»; e€liminasyon dizisi igin
{6(E)},,, dizis azalmayandir. Gergekten; Ej.y = (E;\ Eiyq) Epyq  kimesi

E;\ E;;; kimesinin elemanlar1 ve daha yilksek dereceli elemanlardan olusur.
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Dolayisiyla 8(E;,,) = 6(E; \ Ei41) dir. Ayrica 8(E; \ E;y1) = 6(E;) oldugundan
(Eir1) = 8(E;) dir. O halde {5(E;)},_, dizisinin azalmayan oldugu sonucu elde
edilir.

Lemma 3.1.5: X = U,e; X, derecelendirilmis bir kiime ve {E;},»; dizisi {Ei}izo
ilgili wreath dizisi ile L(X) in bir eliminasyon dizisi olsun. Eger

i—oo
ise{E;};>1 yakinsaktr.

ispat: Kabul edelim ki lim;_,, §(E;) = o olsun. L(X) homojen bilesenlerin direkt

toplami oldugu icin her n = 1 icin L,, homojen bileseninin @ L(E;) de icerildigini
i1

gostermek yeterlidir. Limit kosulundan E, tamamen derecesi n den biyik olan

elemanlardan meydana gelecek sekilde bir k > 1 vardir. Béylece L(E,) € @ L; dir.
>n

k
Fakat bu durumda (3.5) den L,,, ® L(E;) deicerilir. BuyiizdenL, € & L(E;) dir.
i=1 i1

Burada yakinsaklik icin baska bir yeterli kosul elde etmek icin lemmay1
kullanacagiz. Kabul edelim ki X = U,¢; X, bir derecelendirilmis kiime ve g €1
olsun. O zaman (X \ X;) @ Xz wreath kiimesi a € I\ {8}, k > 0 olmak iizere

Xok = X X, Xpl = {[w, vy, .., vi]iu € Xg,v; € Xp}

k tane

homojen kumelerinin ayrik birlesimi olarak bir ayrik pargalamsa sahiptir. Bu
parcalams (X \ Xz) 1 Xz wreath kumesinin dogal derecdlendirmesi olarak
adlandirilir. X, , kumelerine dogal derecelendirmenin bilesenleri denir. Eger bir
B €1 icin E; = Xp ve i > 1 icin her E; kimesi E;_, = (E;_, \ Ei_;) ¢ E;_, wreah

kiimesinin dogal derecelendirmesinin bir bileseni ise L(X) in {E;},~; eliminasyon
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dizisine dogal denir. Eger her E; mumkin olan en kiguk dereceli (yani

degE;= G(Ei_l) ) bir kiime ise bir dogal eliminasyon dizisine dizenli denir.

Ornek 3.1.6: degY; =i olmak Uzere Y =Y,UY; UY, U ... olsun. L(Y) nin bir
duzenli {E;};», eliminasyon dizisini elde etmek icin 6nce E; =Y, dalim. Y,, E, =Y

nin (dogal) derecelendirmesinde en kiiglik dereceli kiimedir. O zaman
El = {Y31 Y4-1 YS! [Y31 YZ]a Y61 [Y4-1 YZ]a Y71 [Y51 YZ]a [Y31 Y21 YZ]a }

elde edilir. Dizenlilik kosulu E, =Y; olmasim gerektirir. Y3, E; mn dogal

derecelendirmesinde en kiigiik dereceli bilesendir. O zaman

EZ = {Y4-1 YS! [Y31 YZ]a Y61 [Y4-1 YZ]a Y71 [Y51 YZ]a [Y31 Y21 YZ]a [Y4-1 Y3]1 ey
YlO! [Y81 YZ]a [Y61 Y21 YZ]a [Y4-1 Y21 Y21 YZ]a [Y71 Y3]1 [Y51 Y21 Y3]1 [Y31 Y21 Y21 Y3]1 }

seklindedir. Buradan E; =Y, dir. Fekat sonra E; minimal dereceli iki bilesen
icerdigi icin (yani Ys ve [Y;,Y,]) farkli secimler olacaktir. Farkli secimler farkl
eliminasyon dizilerine yol agacaktir. Derecesi 8 e kadar olan eliminasyon dizisinin
ilk terimleri agagidaki gibidir:

YZ ’Y3 ’Y4- ' YS ' [Y31 YZ] 1Y6 1[Y4-1 YZ]a Y7 1[Y51 YZ] ) [Y31 Y21 YZ] )

(3.7)
[Y4-1 Y3]a Y81 [Y61 YZ]a [Y4-a Y21 YZ]a [Y51 Y3]a [Y31 Y21 Y3]

Bu kiimeler secim yaptigimiz siralamaya bagli degildir. Fakat siralama daha yuiksek
derecelerde bir onemli etkiye sahiptir. Ornegin; eser Y > [Y;, Y,] alinirsa derecesi 20
olan [Ys,[Ys, V5], [Y3, Y], Y] kimesi elde edilir. Fakat bu kiime aksi bir secim
yapilirsa elde edilemeyecektir.

Lemma 3.1.7: X = Ugye; X, bir sonlu derecelendirilmis kiime olsun. O zaman L(X)

in her diizenli eliminasyon dizisi yakinsaktir.
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Ispat: {E;};»1, L(X) in bir dizenli eliminasyon dizisi ve E; = Uges, Ug, E; min bir
dogal derecelendirmesi olsun. X sonlu derecelendirilmis bir kiime oldugundan dolay1
heri > 1 veher n > 1igin en ¢ok sonlu sayida a € I; vardir dyle ki degU, = n dir.
Kabul edelim ki a« € J; igin U, minimal dereceli olmak Uzere J; kimesi I; kimesinin
alt kimesi olsun. Yani degU, = §(E;) olsun. O zaman eliminasyon dizisindeki
duzenlilik kosulu bir g € J; igin E;; = Uz olmasim gerektirir. Fakat bu durumda
E;,, kimes a € (J; \ ) olmak lizere U, kiimelerinden ve daha yiiksek dereceli
kumelerden olusur. Ozellikle, E;,, kimesinin dogal derecelendirmesinde &§(E;)
dereceli kimelerin sayisi E; kiimesinin dogal derecelendirmesindeki §(E;) dereceli
kuimelerin sayisindan daha kigtiktur. Bundan dolay1 bir j > i icin £; kimesinin dogal
derecelendirmesinde  §(E;) dereceli kiimeler bulunamaz. {5(E;)},., dizsi
azalmayan oldugu icin &(E;) > §(E;) oldugu sonucu elde edilir. Fakat bu
eliminasyon dizisinin Lemma 3.1.5 in kosulunu sagladigi anlamina gelir. Dolayisiyla
eliminasyon dizisi yakinsaktur.

Y akinsak eliminasyon dizileri L(X) serbest Lie cebirinin homojen K-bazlarin
insa etmek icin kullaniabilir. Boyle bir uygulamanin en agik 6rnegi her bir E; terimi
bir tek elemanli (bir w; € L(X) icin E; = {w;}) oldugu durumda yakinsak {E;};>;
eliminasyon dizilerinden elde edilir. Bu durumda (3.6) mn sag tarafindaki direkt
bilesenlerin her biri ranki 1 (L(E;) = (w;)) olan bir serbest Lie cebiridir. Ayrica (3.6)
nmn sag tarafi ranki 1 olan (w;) (i = 1,2,3,... ) at modullerinin bir direkt toplami
olarak L(X) in bir parcalanisichr. Diger bir degisle {w; : i = 1} kiimesi L(X) in bir
K-bazidir. Eger Lemma 3.1.5 deki X in derecelendirmesinde her X, bir tek elemanli
ise (X, = {x,}) 0 zaman E; wreath kiimelerinin dogal derecelendirmelerindeki tiim
kimeler tek elemanhdirlar. Sonug olarak tim E; eliminasyon kiumeleri tek
elemanlidirlar. Bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.8: X = Uge; X, bir sonlu dercelendirilmis kime ve her X, bir tek

elemanli olsun. O zaman her diizenli {E;};~, €liminasyon dizisinde E; eliminasyon
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kimeleri tek elemanhidirlar. w; € L(X) olmak lzere E; = {w;} ve {w;:i =123, ...}
ktumesi L(X) in bir K-bazidhr.

Sonug 3.1.9: X bir derecelendirilmis kiime olsun dyle ki her n > 1 icin X de derecesi
n olan en ¢ok sonlu sayida eleman vardir. Ayrica {E;};~, bir eliminasyon dizisi olsun
oyle ki her bir E;, E;_, da mimkiin olan en kiiciik dereceli bir tek w; elemanindan
meydana gelsin. O zaman {E;};>; yakinsaktir ve {w;:i = 1,2,3, ...} kiimesi L(X) in
bir K-bazidir.

Ispat: X kimesini X = U,ex{x} seklinde sonlu derecelendirilmis bir kiime olarak
yazalim. O zaman sonuctaki kosulu saglayan herhangi bir eliminasyon dizisi bu
derecelendirmeye gore diizenli olacaktir. Bundan dolay: yakinsaktir.

Sonug 3.1.9, X sonlu bir kiime ve X in tim elemanlarinin derecesi 1 oldugu
standart durumu igerir. Bu durumda eger {E;};>; Sonu¢ 3.1.9 daki gibi bir
eliminasyon dizisi ise o zaman {w;, w,, ws, ... } K-bazimin tam olarak bir klasik Hall
baz1 oldugu gogterilebilir.

Temel Hall monomialleri timevarimla tammlanir ve baz elemanlarinin bir
siralamasina baglidir.

Bir Hall bazini elde etmek igin yukaridaki gibi bir eliminasyon dizisi
kullanmildig1 zaman bu siralama sadece w; elemanlarim elimine eden w; < w, <
wy < --- seklinde bir siralamadir.

Daha sonra bir diizenli eliminasyon dizisinde E; kimelerinin bir baska tanmm
verilecektir.

Son olarak L(X) serbest Lie cebirinin alt kimelerinin  bir simfin

tamimlayalim.

Tamm 3.1.10: X = U,e; X, bir derecelendirilmis kiime olsun. L(X) in bir baz kiime
koleksiyonu L(X) serbest Lie cebirinin alt kiimelerinin bir tam sirali B = B(X)
kimesidir. Bu at kimelere B-kimeler denir ve asagidaki gibi timevarimla
tanimlanir. Minimal dereceli B-kiimeler bir keyfi sekilde siralanmis X deki minimal
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dereceli X, kumeleridir. Simdi kabul edelim ki derecesi n den kiiguk olan B-kimeler
tanimlanmis ve siralanmis olsun dyle ki siralama dereceye gére olsun.

O zaman derecesi n olan B-kiimeler deg X, = n olmak Uzere X, kimeleridir ve

i) degU + degV = n olmak lzere U ve V, B-kiimelerdir.
i) u=Vv
i) Eger U;, U, B-kimeleriicin U = [U;,U,] iseo zamanV > U, dir.

kosullarim saglayan [U,V] = {[u,v]:u € U,v € V} kimeleridir.

O zaman derecesi n olan kiimeler keyfi bir sekilde siralanir ve derecesi n den
daha kiiciik olan B-kumelerinden daha biyuk olarak ifade edilir.

Derecesi n olan tum B-kumelerinin kiimesi B,, ve tim B-baz kumelerinin
kiimesi de B(X) yada B ile gosterilir.

Eger X sonlu derecelendirilmis bir kiime ise o zaman her B,, sonlu ¢oklukta
kumelerden olusur ve bundan dolay: kabul edebiliriz ki B nin siralamasi X, sekline
sahiptir: E; < E, < E; < ---olmak lUzere B = {E;,E,,E5, ... } dir.

Ornek 3.1.11: Kabul edelim ki X=X, UX,UX;UX,UX;UX,UX, ve
degX; =1, degX, =1, degX;=2, degX,=2, degXs=2, degXs=3,
degX, = 3 olsun. Bu durumda B-kimelerini olusturalim. X; <X, < X3 < X, <
Xs < Xg < X, keyfi siralamasim verelim. X de derecesi en kiguk olan kime X;

oldugundan E; = X; olur.

Derecesi:
1 Ei=X;
1 E, =X,
2 E; = X5
2 E, =X,
2 Es = X;
2 E¢ = [Xp, X1] = [E;, E4]
3 E;, = Xq
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Es = X;

Eq = [X3, %] = [E3, E4]

Eyo = [X3,X2] = [E3, ]

Eyy = [Xo X1 = [Ey E1]

E; = [Xo Xo] = [Ey B,

Ey3 = [Xs, X1]1 = [Es, E; ]

Eyy = [Xs,X2] = [Es, Ex]

Eys = [[X2, X411 X1| = [[E2, E1), E1] = [E¢, E1]
Eig = [[X2, X11 X5] = [[E,, E1], E;] = [Ee, E-]
Ey7 = [X4, X5] = [E4, Es]

Eig = [Xs,X5] = [Es, Es]

Eyo = [Xs5,X4] = [Es, E4]

A A A W WO WWLWLWLW W W W

Teorem 3112 X =UgegX, bir sonlu derecelendirilmis  kime ve
B ={E,,E,,E5, ...}, L(X) in bir baz kiime koleksiyonu olsun. O zaman {E;};>,, L(X)
in bir diizenli eliminasyon dizisidir. Ozellikle, bir serbest K-moduil olarak L(X) in bir

=P er=H P 1w

iz1 nzl U€B,
direkt parcalans: vardir.

Ispat: Tarumdan minimal dereceli X, kiimelerinden biri olan E; kiimesi bir diizenli
eliminasyon dizisinin ilk terimidir. Bundan dolay: teoremi ispatlamak igin i > 1
olmak lizere her E; kimesinin E;_, wreath kiimesinin dogal derecelendirmesinde
minimal dereceli bir bilesen oldugunu gostermeliyiz. Gz 6niinde bulundurulacak iki
durum vardir. Eger bir a € I icin E; = X, ise 0 zaman X,,, E;_; mn bir bilesenidir.
Ayrica tlmevanim hipotezinden {E;};; bir eliminasyon dizisinin ilk kismu

oldugundan ve bu ylizden m < degE; olmak Uzere E; nin gereni tum homojen L,,
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bilesenlerini icerdigi icin E;, E;_, da minimal dereceli bilesen olmak zorundadir.
Boylece E;_, kiimesi degE; den daha az dereceli elemanlar: iceremez. Diger taraftan
eger U ve V, B-kimeleri icin E; = [U, V] ise 0 zaman Tamim 3.1.10 dan dolay: bir
k <l<iicginE; =I[E,E,..,E] dir. Fekat o zaman E; , E;, min bir bilesenidir. Bu
yiizden E;_, ya kadar olan wreath dizisinin tiim sonraki terimlerinin bilesenidir.
Aslinda {E;};.; bir eliminasyon dizisinin ilk kismi oldugu icin E;, i-inci adimdan
daha oOnceki bir adimda yok edilemez. Cinki aksi halde E; kimes E; <E;
celiskisine yol agan B-kumelerinin dizisinde daha 6nce gozukecektir. Ayrica E; = X,

durumunda kullanilan ayn: fikir ile E;, E;_, daminimal dereceli olmak zorundadir.

Bu teoremin 6nemli bir sonucu sudur :
[U,V] bicimindeki her B-kiimesinin gereni bir serbest K-modil olarak (U)®(V)
tensdr carpimina izomofiktir. Bu gerektirir ki B,, deki her baz kiimesinin gereni (X, )
(a €1) tensor carpanlari ile bir tensdr carpima izomorfiktir. Sonug 3.1.8 den dolay:

siraswyla tq, t,, ..., t, kathliklar ile KXoy Xayr o1 Xay, baz kimelerinin bir verilmis
kumesini igeren B-baz kimelerinin sayisi ty, t,, ..., t, Kathliklar ile x4, x4,, ... Xa,
elemanlarim igeren tim Lie carpimlar: tarafindan gerilen X = {x,:a € I} ile L(X)
serbest Lie cebirinin homojen bileseninin boyutuna esittir. Bu boyut Witt formultyle

verilir. ( Magnus, Karras, Solitar, 1966, Teorem 5.11)

Sonug 3.1.13: Sirasiylaty, ty, ..., ty kathliklarile X, , Xq,, ... Xa, kimelerini igeren

U, B-kimelerinin sayisi

(“7a) (38)

1
- u(d)
‘ dl(tlg---qu) (tl/d> ! (tz/d> .. (tq/d> !

olur. Burada t = t; + t, + - +t, ve toplam ty, t, ..., t; nun en blyudk ortak bdleni

olan (ty,t,, ..., t;) nun tdm d bolenleri tizerinden alimir. Herhangi bdyle bir U baz

kumesi igin serbest K-moduller olarak
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(U) = (X, )% @ (X,)®2 Q@ ... ® (X, )®"
izomorfizmi vardir.
Ornek 3.1.14: Y =Y, U Y3 U.... bir 6nceki 6rnekteki gibi ise derecesi 12 olan 3 tane

Y, ve 2 tane Y; kimesini igeren 2 tane B-baz kimesini elde ederiz. Bunlarin her

birinin gereni (Y,)®3 & (Y3)®? tensdr carpimina izomorfiktir.
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4. L(X) ICIN PARCALANIS TEOREMI

X sonlu bir kiime ve L = L(X), birimli ve degismeli bir K halkas: tizerinde X
tarafindan Uretilen serbest Lie cebiri olsun. X in her bir elemaninin derecesinin 1
oldugunu ve X kiimesinin tam siral1 oldugunu kabul edelim. L', L nin tiretilmis cebiri
olmak lzere L yi L = (X)®L' direkt toplam olarak yazalim. O zaman L' sonsuz
rankl1 bir serbest Lie cebiridir ve n > 2 olmak Uzere Y,, nin elemanlarinin X-e gore
derecesi n oldugunda (degY, =n) L', Y=Y,UY;UY,.. biciminde bir
derecelendirilmis Y serbest Ureteg kiimesine sahiptir. Bu sekilde bir derecelendirilmis
serbest Ureteg kiimesine L' niin bir standart serbest Uretec kiimes denir. Bir standart
serbest Ureteg kiimesinin en 6nemli 6rnegi X de derecesi 2 den biiyik ya da esit olan
sol normlu temel Lie monomiallerinin kimesidir. Yani H, Bolim 1 de tammlandig:
gibi olmak Uzere Y = H dir. Bu (Bokut, 1963) tarafindan olusturuldu. Bunun igin
(Bakhturin, 1987) ya da (Bryant, Kovacs, Stohr, 2002b) ye bakilabilir. L' niin

herhangi standart serbest Uretec kiimesi sonlu derecelendirilmistir.

Bu bolimiin ana sonucu, bir standart Y =Y, U Y5 U ... serbest Urete¢c kiimesi
ile bir serbest Lie cebiri olarak L' tiretilmis cebiri icin bir baz kiime koleksiyonunu
elde etmektir.

Y nin derecelendirilmesi basittir ve L(Y) nin bir baz kiime koleksiyonu
oldukga agiktir. Boyle bir koleksiyon Bolim 3 deki Ornekte verildi. Derecesi 8 e
kadar olan B-kuimeleri (3.7) de listelendi.

Teorem 4.1.1: Y, L' tiretiimis cebiri icin bir standart serbest Ureteg kiimesi ve
B =B(Y), L' = L(Y) nin bir baz kiime koleksiyonu olsun. O zaman bir serbest K-

modul olarak L nin bir

L=(X)® @ L(U) (4.1)

UEB

direkt parcalans: vardir.
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Teoremden L(X) in homojen bilesenleri icin asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.1.2: Hern > 2 igin bir

L= P rw

d|n UEBn/
d#+n d

direkt parcalans: vardir.

Ozellikle, tim p asal sayilart igin

LW=P nw= w

UEB, UEB,

dir. Bundan dolay: B(Y) de derecesi p olan B-kiimelerinin birlesimi L,(X) in bir
bazidir.

Teorem 4.1.1 in baska bir sonucu sudur:
B(Y) deki B-kimeleri L de lineer bagimsizdir ve B deki tim B-kiimelerinin
birlesiminin K-gereni L de her B-kiimesinin gerenlerinin K Uzerinde direkt
toplamidir. Ayrica, Y, nin gereni bir K-uzay olarak M,, = M, (X) metabelyen Lie
kuvvetine izomorfik ve U = [U;,U,] bicimindeki bir baz kimesinin gereni
(U;)®(U,) tensdr carpimina izomorfiktir. Herhangi bir B-kiimesinin K-gereni

metabelyen Lie kuvvetlerinin bir tensor carpiminaizomorfiktir.

Tamm 4.1.3: Kabul edelim ki Y ve B, Teorem 4.1.1 deki gibi olsun. Bir U € B(Y),
B-ktmesinin t(U) ilgili tensdr carpime asagidaki sekilde verilir.

Eger U =Y, isetz(U) = M,(X)
U=[U,U,]isetz(U) =tz(U;) @ t5(U,)
seklinde tarumlanr.

40



4. L(X) ICIN PARCALANIS TEOREMI Mehmet ONAT

Tanimdan dolay:r derecesi n olan bir U, B-kimesinin tz(U) ilgili tensor
carpimi ya bir M,, metabelyen Lie kuvvetidir ya da n, + n, + --- +n;, = n olmak
uzere My, @ M, ® ... ® My, biciminde bir tensdr garpimdir. Sonug 4.1.2 den
asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.4: Her U € B(Y) icin K-modullerin bir (U) = tz(U) izomorfizmi vardir
oyle ki n; +n, +---+n;, =n olmak lUzere 2 den biylk ya da esit olan dogal

sayilardan olusan bir (nq, n,...,n;) (k = 1) k-hstigin

tp(U) = My, @ My, ® ... ® My,

seklindedir.
tg(U), srasiyla ty, t,, ..., t;, kathliklari ile tensor carpanlardan meydana gelen
verilmis bir My, , M, ..., My, kimesinde bir tensdr carpim oldugu icin derecesi n

olan B-baz kiimelerinin sayisi (3.8) ile verilir.
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5. BAZLAR

Simdi Teorem 4.1.11 L nin yeni K-bazlarin elde etmek igin kullanacagiz.
Sonug 4.1.2 den dolay: teorem p asal dereceli homojen bilesenler icin K-bazlarim
verir: B(Y) de derecesi p olan U, B-kiimelerinin birlesimi L, nin bir bazidr.

Keyfi dereceli homojen bilesenlerin bazlarim elde etmek icin ve bu ytzden L
nin timd icin bir keyfi sekilde tim sonlu U € B(Y) baz kimelerini siralariz ve
Teorem 4.1.1 i (4.1) deki tim L(U) direkt bilesenlerine uygulariz. Buradan Y (U),
L'(U) tlretilmis cebirinin bir standart serbest Uretec kiimesi olmak lizere bir

w=we weP P »

UEB(Y) UEB(Y) veB(Y(V))

direkt parcalanis: elde edilir.

Sonra Teorem 4.1.1 i tum L(V) direkt bilesenlerine uygulayabiliriz ve bu
islemin sonsuz kez tekrarlanmasiyla sonunda L serbest Lie cebirinin bir direkt
parcalanis1 elde edilir. L nin direkt bilesenleri, tlretilmis cebirin standart serbest
Uretec kiimelerine B-kiime yapilarimin tekrar uygulanmasiyla X den elde edilen bazlar
ile serbest K-modullerdir.

Bu sonucu bir teoreme donustirmek igin dncelikle asagidaki tammi yapalim:
Tamm 5.1.1: L(X) in bir T tam baz kiime kol eksiyonu bir
T = UkzOT(k)(X)

birlesimidir. Burada her 7®), L(X) in at kimelerinin bir ailesidir. 7®) nin
elemanlarina k seviyeli (k=0,1,2,...) T-kimeleri denir. Burada

TOKX) = {X}
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vek > 0icin
TW(X) ={U:U € B(Y(V)),V € T,-D(X)}

bicimindedir. Burada Y (V), L'(V) tiretilmis cebirinin bir standart serbest Uretec
kumesidir. Tarim 3.1.10 dan B(Y(V)), L(Y(V)) nin bir baz kiime koleksiyonudur.

T ve T da derecesi n olan tiim T-kimelerinin kiimesi icin sirasyla 7;, ve 7.
yazilir. Y = Y(X), L' = L'(X) tlretilmis cebirinin bir standart serbest tretec kiimesi
olmak Uzere 1 seviyeli T-baz kiimeleri tam olarak B(Y) de B-kimeleridir. Bu tanim

ile simdi asagidaki baz teoremini ifade edebiliriz.

Teorem 5.1.2: T, L(X) in bir tam baz kiime koleksiyonu olsun. O zaman 7 de tiim

T-kiimelerinin birlesimi L nin bir K-bazidir.

Bu tdr bir baz igin T-baz terimini kullamriz. T-kimelerinin tanimim daha
uygun bir sekilde yazalim. Yeniden hatirlayalim ki tammdan dolay: k > 1 seviyeli
her T-kumesi; Y(V) =Y,(V) U Y3(V) U ... standart serbest Uretec kiimesi ile bir
L(Y(V)) serbest Lie cebiri olarak gz 6niinde bulundurulan bir L' = L'(V) tiretilmis
cebiri icin bir B-kimesidir. Burada V, k — 1 seviyeli bir T-kimesidir. V = X oldugu
durumda Y (X) icin basit bir sekilde Y yazariz. Onceki boliimde sz edildigi gibi
L(X) in 1 seviyeli T-kimeleri (3.7) de listelendi. O zaman derecesi 8 e kadar olan 2

seviyeli T-baz kiimeleri
YZ(YZ)a YZ(Y3)1 Y3(Y2)1 YZ(Y4-)1 Y4-(Y2)

dir ve derecesi < 8 ve 3 seviyeli tek T-baz kimesi Y, (Y,(Y,)) dir. Eger T tam baz
kime koleksiyonun tamimindaki tim standart serbest Ureteg kimeleri sol normlu
temel Lie monomiallerinden meydana gelen kanonik serbest Ureteg kimeleri ise bir
Onemli 6zel durum ortaya ¢ikar. Bu durumda giriste bahsedildigi gibi T-bazi X de sol
normlu temel Lie monomiallerinin Lie ¢carpimlarindan meydana gelir.
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Ornegin; eser x < y < z sralamast ile X = {x, y, z} ise 0 zaman

Y, = {ly. x],[z x], [z, y1}

dir ve
y.x] <[z x] <[z y]
kabul edilirse
Y,(2) = {[[zx1, Iy, x1]. [z, 1. [y 1] [z, y], [z, x]]}
ve

Y5(Yy) = {[[z x], [y, x], [y, x]], [[z, x), [y, x], [z, %]}, ..., [[2, ¥] [, %], [z, ¥1]}

kimeleri elde edilir. Derecesi 10 olan 2 seviyeli bir T-kimesinin 6rnegi

[Ys, Y,](Y;) =
{|[tz.21, [y, 1, Ly, 1], [Lz, 1. [y, 1] | [L2, 21, Ty, 21, Ty, 1], [Tz 9 Dy, 2] )

kimesidir.

Onceki boliimde bir B-kiimesinin ilgili tensdr carpimini tammlamistik. Eger

(U) = t(U) = M, (V) @ M, (V) ® ... @ My, (V)

olmak tizere B(Y (V)) de bir B-kiimesi ve V nin kendisi
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(V) = t(V) = My, (W) ® My, (W) ® ... ® My, (W)

olmak tizere B(Y(W)) da bir B-kiime ise 0 zaman t(U) nun pargalamsindaki her

tensdr carpanigin

My, (V) = My, (M, (W) @ My, (W) ® ... ® My, (W))
dir. Bu bir T-kiimesinin ilgili tekrarlanms tensor ¢arpiminin asagidaki tanimin verir.
Tanm 5.1.3: T = Upso 7®(X), L(X) in bir tam baz kiime koleksiyonu olsun. Bir
UeT, T-kimesi icin t(U) ilgili tekrarlanmus tensdr carpim: asagidaki gibi
tanimlanir. O seviyeli tek T-kimesi olan X igin

t(X) = M, (X) = (X)

tanimlanir ve eger U, k > 0 seviyeli bir T-kiimesi ise yani V € 7¢*-D(X) olmak

tizere B(Y(V)) de bir B-kiimesi ise ve Y (V),
tB(U) = Mn1 (V) ® an (V) ® ® Mnk(V)

ilgili tensor carpimi ile (Tamm 4.1.3 deki gibi) L' (V) icin bir standart serbest Ureteg

kimesi ise
t(U) = My, (t(V)) @ My, (t(V)) ® ... ® My, (¢(V))

seklinde tammlanir. 1 seviyeli olan herhangi bir U, T-kiimesi icin t(U) = tgz(U) dir.
Cunki V € 7@ (X) = {X} oldugundan V = X olur.

t(U) = My, (t(V)) @ My, (t(V)) ® ... ® My, (¢(V))
= My, (£(X)) ® My, (£(X)) ® ... ® My, (£(X))
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= M,, (X)) ® M,,, (X)) ® ... ® My, ({X))
= My, (X) ® M, (X) ® ... ® My, (X) =t (V)

Asagidaki sonug baz teoreminin bir sonucudur:
Sonug 5.1.4: Herhangi bir U € T icin serbest K-moduller olarak bir
(U) = t(U)
izomorfizmi vardir.

Ornek 5.1.5: L, homojen bileseninin parcalanisin elde edelim.
Sonug 4.1.2 ve Sonug 4.1.4 den dolayi

LiX)=® & LU= LU d LU & L)
;;LZ UEBe/d UEBg UEB3 UEB,

chr.
B, ={Y,}, B3 = {V3}, Bs = {Y;, [V4, Y21}

& L,(U)= U%B (U) =(Ye) ® ([Vy,Y2]) = M;®OM,QM,

U€EBq

@ LM=LT)=0 & LU= & L,{U)=L(r(1))
d+2

= (Y,(Y3)) = M,(Y3) = M,(Ms)

@ LU)=L;)=0 & LU= & L,{U)=L(r1))
d+3

= (Y3(Y2)) = M3(Y;) = M3(M,)
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Le(X) = & L, (U)® @ L,(U)® & L3(U) = M¢®M,QM,DM,(M3)DM;3(M,)
UEBg UEB; UEB,

elde edilir.
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6. FILTRASYONLAR

Bu bolimde ve sonraki bolimlerde L nin derecelendirilmis cebir
otomorfizminin bir G grubu i¢cin modiller olarak n > 2 olmak Gzere L, Lie
kuvvetlerinin yapisi ile ilgili sonuglar elde edilmistir. L, Lie kuvvetleri, M,
metabelyen Lie kuvvetleri G icin modller olarak g6z 6éniinde bulundurulacaktir.

Y = Upsy ¥y, L' tlretilmis cebiri icin bir standart serbest rete¢ kiimesi olsun.
L' tiretilmis cebirinin alt merkezi serisi n = 2 olmak Uzere L, Lie kuvvetleri

Uzerinde
Ln = Ln,l = Ln,z = Ln,3 = 2 Ln,l(n) = Ln,l(n)+1 =0 (61)

seklinde bir filtrasyon belirler. Burada L, ., Y ye gore derecesi k dan biiylk ya da esit

ve toplam derecesi n olan Y deki tim Lie carpimlar: tarafinda gerilir. Burada eger n
Gift ise I(n) =2 ve n tek ise I(n) === dir. Ly, L nin KG-alt modlleridir ve

Ly, =L, NL" dir. Buradan

IR

Lna /
Ln,Z

M?’l

dir. B=B(Y), L' = L(Y) icin bir baz kiime koleksiyonu olsun. Tammmdan B deki
tim U, B-kimeleri hem X hem de Y ye gore homojendirler ve bundan dolay: bunlarin
her biri hem X hem de Y ye gore iyi tamml1 derecelere sahiptir. Genel olarak X e gore
derece icin deg ve Y ye gore derece icin Deg yazilir. Sonug 4.1.2 den dolay:

L”"‘/L 1 bolimi homojen L, (U) bilesenleri tarafindan gerilir. Burada d, n ve k
n,

nin tim ortak boélenleridir. Ayrica U, X e g(')'reg ve Y ye gore S dereceli tim B-

kimeleri Gzerindendir. n > 2 ve 1 < k < l(n) olmak Uzere n, k ve n ile k nin bir

ortak d bdleni verilmis olsun.
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By ={U € B:degU ="/, Degl =/}
olarak tanimlayalim.

Teorem 6.1.1: Y, L' niin bir standart serbest Ureteg kiimesi ve B, L' = L(Y) igin bir
baz kime koleksiyonu olsun. O zaman (6.1) filtrasyonunun terimleri KG-alt

modullerdir ve bolumleri igin

i Lojsr = @ @ La(t(@)) 62)

d|(n,k) UEBn,k,d
KG-modil izomorfizmleri vardir.

Ispat: Sonug 4.1.2 ve Sonug 4.1.4 den dolay: (6.1) filtrasyonunun bdlimleri icin
(6.2) deki gibi serbest K-modullerin izomorfizmleri elde edilir. Aslinda KG-
modullerin izomorfizmlerinin varligim gostermek icin her U € B icin £(U) Lie
kuvvetlerinin ilgili tensor carpimi ve n = degU olmak Uzere bir y,:t(U) - L,
homomorfizmi asagidaki gibi tanimlanir.

Eger U =Y, ise t(Y,) =L, ve yy, = id:L, — L, seklinde tammlanr ve

eger U = [Uy, U,] ise £(U) = t(U,)QE(U,) veyy
(u ®uy)yy = [uﬂ/ulauzyuz] (u; €t(U),i=12)

seklinde taumlanir. Buradan her £(U), n; > 2 olmak Uzere bazi nq, n,, ..., ng pozitif

tamsayilari igin

t(U) =Lp, ®Ly,®..Q Ly,
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dir. Her U € B igin L,, — M,, (n; = 2) doga Orten donustimlerden kaynaklanan

bir agikar
. t(U) — t(U)
orten donlsUmui vardir. m; nun gekirdegi u; € L, olmak Uzere tim
Uu=u, Qu,;® ... Qug

tensOr carpimlar: tarafindan gerilir dyle ki u; carpanlarindan en az biri L,,, N L" ye
aittir. Gergekten;

Ty, @ uy® ... Qug ) =0 ise (u; +L")Q (u, + L") ® ... Q (ug + L") =0 dr.
Buradan en az bir i € {1,2,...,s} icin u; +L" =0 yani u; €L dir. O halde
u; € L, NL" dir. Bu durum n = degu ve s = Degu olmak (izere uyy € Ly 44

olmasim gerektirir. Her d dogal sayist igin  yy; homomorfizmi  bir

v$®:L4(8(U)) — Lgn ~ homomorfizmine neden olur. Bu  homomorfizm

V1, Vg, ..., Vg € L(U) icin

d
[v11v21 ---1vd]y[5 ) = [vlyUavsza ,vd]/U] € Ldn

seklinde verilir. Ayrica ; homomorfizmi

d
[171, Voyoiny vd]‘lTE] ) = [1711TU, VoM, von sy vdﬁu] S Ldn

seklinde verilen

D L, (8(U)) — La(t(V))
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homomorfizmine neden olur. Ozelikle v =y, ve n’ =m, dur. ©® nin

cekirdegi v = [vy,v,, ..., v4] S0l normlu Lie carpimlar: tarafindan gerilir oyle ki v;
nin en az biri kermy; ya aittir. Sonug olarak bu, s =dDegU olmak Uzere
vyéd) € Lyns+1  Olmasimt  gerektiir. n>2 ve 1<k<I(n) igin

Yi®: Ly (8(U)) — L, ile tammlanan

e D -,
d|(n,k) UEBnkd

homomorfizmini gbz 6ninde bulunduralim. Ayrica uygun ng,d) nin direkt toplami

olarak tammlanan

Hn,k:@ @ Ld(f(U))_)@ @ Ly(t (D))

d|(n,k) UEBn,k,d dl(n,k) UEBn,k,d

Orten donisumi gbz oninde bulunduralim. (6.2) izomorfizmini kurmak igin

asagidaki durumlar1 g6z éniinde bulunduralim:
i) I x homomorfizminin gorantast L, , daigerilir.
i) [k homomorfizmi I1,,, homomorfizminin cekirdegini L, ., homojen

bileseninin igine dondsturdr.

I) sikkindan I, ,, homomorfizmi bir

D D -,

d|(n,k) UEBn,k,d

homomorfizmine neden olur. ii) sikkindan bu homomorfizmler
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@ @ Ly (t(D))

dl(n,k) UEBn,k,d

boyunca garpanlarina ayrilir. Yani

@ Ly(t(u &) @ Ly(t(U
d|(nk) UEBy k. d(( )) _ d|(nk) UEBp ka d(( ))
Lnk &

Lnk+1

diagram degismelidir.
Son olarak

@ La(t(U)) — Ln'k/ L

d|(n,k) UEBn,k,d

nk+1

homomorfizminin tamm ve gorinti kimesinin K-bazlar1 arasinda bir bijeksiyona
neden oldugunu gézlemlemek kalir. (6.2) bir K-izomorfizm oldugu igin bu agiktir.
Baoylece teoremin ispati tamamlanr.

Ornek 6.1.2: n = 8 icin I(8) = 4 olur ve (6.1) filtrasyonu
Lg=Lgy =Lg, = Lgz = Lg, = 0 bicimine sahiptir. Derecesi 8 e kadar olan B-baz
kiimeleri (3.7) de listelendi.

Bg11 = {Vs}
Bgo1 = {[Ye, Y21, [V, Y31}
Bgoo = {v,}

38,3,1 = {[Y4, Y5, Yz]a [Y3, Y5, Y3]}
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Bga1 = Bgaz = 1)
Bgas = {Yz}

elde edilir. Filtrasyonun bolimleri igin

000= O B L) = B L) = L) = )

d|(8,1)U€Bg 1 4 81,1

= t(Yg) = Mg

Leo/ ~
s =B D La(t(V) =9 Ll(t(U))eaUega L,(£(U))

d|(8,2)UEBg 5 4 82,1 8,22

= L (t([Y6, Y21)) @ L, (t([¥s, Y31)) @ L, (V1))
= (t([Y6, ,1)) ® (t([¥s, ;1)) @ L,(£(Y,))

= t([Ys, Y1) @ t([Y5, Y3]) @ L, (t(V2))

= M;QM,®M;QM,DL,(M,)

L8'3/L8,4 =5 D L) :Ueg9 L ()

d|(83)U€Bg3 4 83,1

= Ll(t([yzl-a Y, Yz])) ® L1(t([Y3a Y, Y3]))
= (t([Y4, Y21 YZ])) @ (t([Y31 Y21 Y3])> = t([Y4,, Y21 YZ]) @ t([Y31 Y21 Y3])
=M,QM,QM,OM;QM, QM5

Lega= @ @ Ly(t()) = @ Ly(t(U)) = Ly(t(Yy)) = Ly(My)

d|(8,4)U€EBg 4 4 8,4,4

elde edilir.

Ornek 6.1.2: n = 12 igin daha aydinlatici bir érnek elde ederiz. Burada [(12) = 6
dir ve (6.1) filtrasyonu

L12 = L12,1 = L12,2 = L12,3 = L12,4- = L12,5 = L12,6 >0
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seklindedir. Filtrasyonun bolumleri igin

L
12'1/L = t(Y;,)

12,2

bizzf) = o VD@, VDO, DO, LDBL, (1(Y,)
bizaf) = U o VDY, Yy, VD@1, 11, VIS - &Ly (1))
L12'4/L12,5 = t([¥, Y2, Y2, 1)@ ... @ Lo (¢([Ya, Yz])@L4(t(Y3))

Lizs /L12,6 = t([V,, Y, Y, Vo, L1)OL([Y3, Yy, Vo, Yo, Vs 1DOL([Y5, Y, Vs, [V, Vo1])
Lize = Le(t(yz))

elde edilir.

Derecesi 12 olan 1 seviyeli T-baz kimelerini listelemek icin ¢cok fazla vardir. Fakat
Deg si 1, 2 ve 5 e ssit olanlar1 daha kiclik dereceli 1 seviyeli T-baz kiimelerinden

kaynaklanan tiim direkt bilesenler kadar iyi listeledik. L12'3/L de

12,4

t([Y,,Y,,Y3]) = M,QM,Q@M,
t([¥y, [vs, K21]) = M, Q(M;®@M,)

olmak Uzere [Y;,Y,,Ys] ve [V, [Ys, Y,]] baz kimeleri vardir. Yani bunlarin ilgili

tensor carpimlar: tensdr carpanlarin siralamasina esittir.
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Simdi Teorem 6.1.1 deki (6.2) direkt pargalamiglarina geri donelim. Filtrenin
bolumlerinde d >1 olmak Uzere L,(t(U)) direkt bilesenlerini géz 6niinde

bulunduralim. O zaman

Ld,k(t<U>)/Ld‘k+l(t(U))g@ D )

d1|(d k) VEBg ka,(Y)
boltimleri ile bir
La(t(V)) = Lg1(t(V)) = Lao(¢(U)) = -+ 2 Layay(t(V)) = Lay(ay+1 (t(V)) =0

filtrasyonunu elde etmek icin teoremi bu homojen bilesenlere uygulayabiliriz.
Burada Y, L' (t(U)) tiretilmis cebiri igin bir standart serbest tireteg kiimesidir. Simdi
Teorem 6.1.1 deki B yi L(X) in bir 7 tam baz kiime koleksiyonunda 7™ olarak
distnelim. O zaman blyuk direkt toplam altindaki her V, bir 2 seviyeli T-kiimedir ve
t(V), Tamm 5.1.3 deki gibi onun ilgili tekrarlanmis tensdr carpimudir. O zaman
Teorem 6.1.1, d; > 1 olmak Uizere L, (t(V(U))) direkt bilesenlerine uygulanabilir

ve bu islem; (6.1) filtrasyonunun kalan kismindaki tim bolumler, seviyesi 1 den

blylk ya da esit olan bir U, T-kiimesi igin

Li(t(U)) = t(U)
bicimine sahip oldugu bir duruma ulasana kadar tekrarlanabilir. L, nin asil
filtrasyonunun son durumundaki direkt bilesenlerin, derecesi n olan T-baz kimeleri
ile birebir aynm olacagim gostermek zor degildir. Bu fikir asagidaki sekilde

Ozetlenebilir:

Teorem 6.1.4: T, L(X) in bir tam T-baz kiime koleksiyonu olsun. O zaman n > 2

olmak Uzere her L, Lie kuvveti bir sonlu filtrasyona sahiptir. L, nin boltmleri
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@t(U) biciminde KG-modillerin direkt toplamlarina izomorfiktir. Burada U,
U

derecesi n olan T-baz kimelerinin bir uygun alt kiimesi tzerinden alimir. Derecesi n
olan T-kumeleri ve bu bdlimlerde goziken direkt bilesenler arasinda birebir bir
bagint1 vardir.

Ornek 6.1.5: Ornek 6.1.2 deki Lg icin filtrasyonu gz 6niinde bulunduralim. Burada

L,(M,) = Lz(t(y4))
ve

L,(M) = L4(t(Y2))

haric bolumlerin tim direkt bilesenleri bir 1 seviyeli U, T-baz kiimesi icin t(U)
bigimine sahiptir. Teorem 6.1.1 i istisna boltimlere uygularsak

Lz(t(y4)) = t(Yz(Y4)) = M,(M,)

elde edilir. Ayrica

L4V1(t(Y2))/L4vz(t(Yz)) = t(Y,(Y,)) = My(M,)

ve

Lz (60)) = L, ((6:01))) = L (£ (1(5(1))) ) = (¢ (% (1))
=t (Yz(yz(yz))) = M,(M,(M,))

bolumleri ile 2 uzunluklu bir

L4(t(Y2)) = L4,1(t(Y2)) = L4,2(t(Y2)) >0
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filtrasyonu elde edilir. Agikgasi, esitliklerin bu zincirindeki son kisim Teorem 6.1.1
in baska bir uygulamasi ile elde edilir. Bu ylzden Lg icin Teorem 6.1.4 deki
filtrasyon 5 uzunluguna sahiptir ve boltimlerin direkt toplamlar: tam olarak derecesi
8 olan 8 tane U, T-baz kiimesi icin t(U) modulleridir.
L4, icin filtrasyonda
Lo (t(Ye)), Ls(t(Ya)), Lo (t([Ya, YD), La(t(¥3)) ve Lg(t(Y2))
direkt bilesenleri Teorem 6.1.1 in daha ileri uygulamalarini gerektirir. L, (t(Y3)) igin

L4(t(Y3)) = L4,1(t(Y3)) = L4,2(t(Y3)) >0

2 uzunluklu bir filtrasyon elde edilir. Bu filtrasyonun bolumleri
FaltD)) ey = (0 0) = () = ma(o)

ve

Ly (t(Ys)) /L43 () = L2 (t(r2 (1)) = Ly (t (YZ(YZ(Y3))))
=(t (Yz(yz(y3)))> =t (Yz(yz(y3))) = Mz(Mz(M3))

dir. Le(t(Y>)) icin 3 uzunluklu

Le(t(Yz)) = L6,1(t(Y2)) = Le,z(t(yz)) = L6,3(t(Y2)) >0

filtrasyonu elde edilir. Bu filtrasyonun Ust bolimu
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L“(t(YZ))/L6,z(t<yz>) = Ly (t(%6(1))) = (Y (1)) = (Y1) = (¥ (1))

= Mq¢(M,)

orta bolimu

oz (t(YZ))/Les(t(Yz)) =L (t([yéh Yz](yz))) DL, (t(Y3 (Yz)))

=1L, (t([Y4, Yz](yz))) ©L, (t (YZ(Y3(Y2))))
= (t([Y,, V,1(Y2) ) (¢ (Yz(Y3 (Yz)))>
= (IY. V1))t (1 (1))

= M, (M) @M, (M) ®M,(M;(M,))

ve alt bolumu

Lo (£01)) = L (£%2(%))) = Ly (¢ (1(51)) ) = €€ (1 (1)) )
=t (Y3(Y2(Y2))) = M3(M2(M2))
dir.
Buradan L,, icin Teorem 6.1.4 deki filtrasyon 8 uzunluguna sahiptir ve onun alt
terimi

L3(Ly(Ly)) = M, (Mz (Mz))

alt modulidur.
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7. KARAK TERISTIK 0 OLDUGUNDA L(X) iIN MODUL PARCALANISLARI

Her bir Y,, nin gereni G nin etkisi altinda invaryant olmak tzere, L' tiretilmis
cebirinin bir Y =Y, UY; U ... dandart serbest trete¢c kiimesinin var oldugunu kabul
edelim. Diger bir degisle her n > 2 igin (Y,,), L' nin bir KG-alt modili olsun. O
zaman bir B(Y) baz kime koleksiyonundaki her U, B-kimesinin gereni G-
invaryanttir ve Sonug 4.1.4 deki (U) = t(U) izomorfizmi KG-modillerin bir
izomorfizmidir. Eger 7, ozellikle G-invaryant standart serbest Ureteg kiumeleri
kullanilarak elde edilen L(X) in bir tam baz kime koleksiyonu ise o zaman her
U €T, T-kimesinin gereni G-invaryanttr ve Sonu¢c 5.1.4 deki (U) = t(U)
izomorfizmi KG-modullerin bir izomorfizmidir. Bundan dolay: L nin herhangi bir T-
bazi, L' nin bir G-invaryant standart serbest Ureteg kiimesinin var olmast kosulu ile
direkt bilesenleri 7 deki T-kimeleri ile birebir aym olan bir modul parcalansini
verir. Bu bolimde bu durumun, K min karakteristigi O olan bir cisim olmasi
durumunda mimkdin olacag: gosterilecektir.

Lemma 7.1.1: L = L(X), birimli, degismeli bir K halkas: Gizerinde sonlu rankli bir
serbest Lie cebiri ve n > 2 bir tamsay1 olmak Uzere (n — 2)!, K datersinir olsun. O
zaman Y, nin gereni G-invaryant olmak Uzere L' tlretilmis cebiri bir

Y=Y, UY;U.. standart serbest Ureteg kiimesine sahiptir.

ispat: @,:L, — M,, dogal Orten doniisim olsun. Bu lemmann ispat1 igin
Yn:M,, — L,, KG-modul homomorfizminin varligi énemlidir oyle ki y,, ve ¢, nin
bileskess M,, de (n—2)! ile capma anlamina gelir. Boyle bir homomorfizm
(Bryant, Kovécs, Stohr, 2002a) da sayfa 349-350 de goserildi. Eger (n —2)!, K da
tersinirse o zaman ,, = 1/(n _ 2)!1/)n doniisimU, ¢, o P, = 1), olacagindan ¢,
dogal 6rten doniisimii icin bir parcalayan doniisimdiir. Buradan ,, doniisiimii bire
birve0 — L, nL" — L, — M,, — 0 tamdizisi par¢calanirdir. O halde

L,=U,nL")®P,(M,)=(L,NnL")D M,
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dir.

Simdi Y =Y, UY;U.. L' nin bir standart serbest Urete¢ kiimesi olsun. O
zaman Y, modilo L NL, e goreL, nin bir bazidir ve Y, = 1,9, Y, kimesi de
modiilo L" N L,, e gore L, nin bir bazidir. Y, ,, G-donusimii altinda M,,, KG-

moduliiniin L,, de goriintisii oldugundan Y,,, G-invaryanttir.
L'"NL, =L(Y,uY;U..UY,_;)NL,

oldugu icin her y € Y, icin $, =, 0,y € ¥,, goruntisii §, = ny +w,, bigimine
sahiptir. Burada 1, (Y,) serbest K-modllinin bir otomorfizmi ve
wy € L(Y,UY; U...UY,_1)NL, dir. O halde Lemma2.7.1 den dolay:

Y=vU..UY_,UY UY.,, U..

L' nin bir serbest Ureteg kimesidir.

Buradan agagidaki sonug elde edilir:

K karakteristigi 0 olan bir cissm olsun. O zaman (n—2)!, n>2 icin
tersinirdir ve Lemma 7.1.1. den K Uzerinde sonlu rankli herhangi bir serbest Lie
cebirinin toretilmis cebiri bir G-invaryant serbest Urete¢ kiimesine sahiptir. Y ukarida
gozlemlendigi gibi bu L' = L(Y) icin G-invaryant B(Y) baz kiime koleksiyonlarinin

ve G-invaryant 7' tam baz kiime koleksiyonlarimn varligin gerektirir.

Teorem 7.1.2: L = L(X), karakteristigi 0 olan bir K cismi (izerinde en az 2 sonlu
rankl1 bir serbest Lie cebiri olsun. O zaman her T-kiimesinin gereni L(X) in bir KG-
alt modulii olmak Uizere L(X) in T tam baz kiime koleksiyonlar: vardir. Boyle bir T
icin, Teorem 4.1.1 ve Sonug 4.1.2 deki (B =T ile) direkt parcalanslar KG-
modiillerin direkt parcalaruslaridir ve Sonug 4.1.4 (yine B = 7O jle) ve Sonug 5.1.4

deki izomorfizmler KG-modiillerin izomorfizmleridir.
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Ornegin, Lg Lie kuvveti icin

Lg = Mg@®M @M, DM, QM,@M,BM:QM,DM,(M,)DM;QM,@M;®M,(M,)
®M, (Mz (Mz))

elde edilir.

Ozellikle, p asal derecede sadece 1 seviyeli baz kiimeleri (yani B-kiimeler)
meydana geldigi icin bu parcalamslarimiz basittir. Ayrica t(U), tensr carpanlarin
(kathliklar1 sayarak) bir verilmis kiimesine sahip oldugunda U, B-kimelerinin sayisi
Sonug 3.1.13 de verildi. L, de meydana gelen ilgili tensdr carpimlar tim parcalar: 2
den biyuk ya da esit olmak Gizere p nin bolimleri ile birebir aynidir. n; ve t; pozitif

tamsayilar, n; >n, > -+ >n, ve tyng + tyn, + -+ tyn, =n olmak Uzere n nin

bir parcalanisi A = (n'*,n2, .. ,n'?) dizisidir. M, tensbr carpimin:
11 q yl carp

®t,

Ml = (Mn1)®t1 ®(Mn2) ® ®(an)®tq

olarak ve t = t; + t, + -+ + t, olmak Uzere

olarak tammlayalim. Kabul edelim ki A(n) , ngz=2 igin n nin tim
A= (ngl,ngz, ,ng") parcalanislarinin kiimesini gostersin. O zaman herhangi bir p

asal sayisi igin bir

L, = @ (M,)®mA (7.1)
AEA(D)
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izomorfizmi  elde edilir. G, L=L(X) in tim derecelendirilmis cebir
otomorfizmlerinin grubu oldugunda yani r =|X| olmak Uzere G = GL(r,K)
oldugunda L,, Lie kuvvetleri, en cok r parcasinda (yukaridaki gibi bir A parcalanisi
icin pargalarin sayisi t; + t, + -+- + t, dur.) n nin parcalanislar: tarafindan gosterilen
basit direkt bilesenlerin izomorfizm tipleri ile yar: basittirler. A parcalanmsina karsilik
gelen basit modul icin [A] yazilir. (ve eger A, r parcadan daha fazlasina sahip ise
[A] = 0 olmasini kabul edebiliriz.) n-inci M,, metabelyen Lie kuvveti basit olarak
bilinir ve aslinda n = 3 icin M,, = [n — 1,1] dir ve M, = [1?] dir. Bundan dolay1
(7.1) ifadesi L, yi basit modullerin tensor carpimlarinin bir direkt toplan olarak
ifade eder. Sonug olarak, L, nin indirgenemez carpanlari ve onlarin kathliklar:

Littlewood-Richardson formtll kullanilarak hesaplanabilir. (Macdonald, 1979)
Ornegin, p = 7 icin (7.1) ifadesinden

L, =M, OM;QM,OM;QM,QM, DM, QM5

elde edilir. Burada M, = [6,1] dir ve

Ms®M, = [5,2]®[5,12]1®[4,2,1]10[4,1%]
M;QM,®M, = [4,3]0[4,2,1]1®2®[4,13]1d[32%, 1]®?@[3, 22]920[3,2,12]®*
®[3,1*1®2@[23,1]%2@[22,13]92@[2,1°]
M,®M; = [52]®[5,1210[4,310[4,2,1]19°®[4, 1°1®[3% 1]@[3, 22]®[3,2,1%]

elde edilir. Boylece (Thrall, 1942) tarafindan ilk kez yayinlandig: gibi

L, = [6,1]®[5.2]%?@[5,121%?®[4,3]19*®[4,2,1]%°®[4, 13193 [32, 1] 3
@[3, 221%3@[3,2,12]9°[3, 1*]®2 [ 23, 1]®2p[ 22, 13]1926[2,1°]

dir.
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8. POZIiTiF KARAKTERISTIKLI CiSIMLER UZzZERINDE MODUL
PARCALANISLARI

Bu bolimde p keyfi fakat sabit bir asal sayidir ve K karakteristigi p olan bir
cisimdir. O zaman L' tiretilmis cebiri bir G-invaryant standart serbest Uretec
kimesine sahip olmayacagi icin modul pargalamglart ile birlikte bu durum
karakteristik O oldugu durumdan daha karisiktir. Fakat Lemma 7.1.1. den dolay1 K
cismi Uzerinde serbest L Lie cebirinin L’ tUretilmis cebiri 2 <n < p + 1 icin (Y;,)
gerenleri G-invaryant olmak Uzere bir Y =Y, UY; U .. standart serbest Ureteg
kimesine sahiptir. Sonu¢ olarak eger 77, sadece bu tir standart serbest Ureteg
kimeleri kullanilarak elde edilen L(X) in bir tam baz kiime koleksiyonu ise 0 zaman
sadece 2,3,...,p + 1 dereceli baz kimelerini igeren tim T-kimeleri G-invaryanttir.

Bu durum derecesi < p + 1 olan tim T-kiimeleri igin dogrudur.

Teorem 8.1.1: L = L(X), pozitif p karakteritikli bir K cismi tizerinde en az 2 sonlu
rankl1 bir serbest Lie cebiri olsun. O zaman derecesi n < p + 1 olan herhangi bir T-
kiimesinin gereni L(X) in bir KG-alt moduli olacak sekilde L(X) in T tam baz kime
koleksiyonlar1 vardir ve

i) Her 2 <n < p + 1 icin KG-moduiller olarak
L= P .w=- w
dln d#n yeq (D UeT,
n/d

direkt parcalanislar: vardir.
i) 2 <n <p+1olmak Uzere her U € T, icin KG-moduiller olarak bir

(U) = t(U) izomorfizmi vardir.

Ozellikle, eger q bir asal say1 olmak (izere n = q ise (7.1) bigimindeki parcalamslar
(p nin yerine q aarak) g < p olmak Uzere karakteristigi p olan cisimler Uzerinde
gecerlidir.

65



8. POZITIF KARAKTERISTIKLI CISIMLER UZERINDE MODUL
PARCALANISLARI Mehmet ONAT

Teorem 8.1.1 in bir uygulamas: olarak (Bryant, Stéhr, 2005) in ana sonucu yeniden
bulunabilir. p, K min karakteristigi olmak Uzere L,(X) Lie kuvvetini gbz éniinde

bulunduralim. O zaman teoremden dolay1

L= w

(1)
UET,

elde edilir. L, N L" arakesiti DegU = 2 olmak Uzere U € Tp(l), T-kimelerinin gereni
ile gakisir. Diger bir degisle, Y, harig 7.\ deki tim T-kimeleri ile cakisir. Herhangi
boyle bir U icin t(U) ilgili tensdr kuvveti uygun bir nq,n,,..,n, icin k > 2,

n, +n, + -+ mn;, = p olmak lzere
tU) =M, ®M,, ®..Q M, (8.1)

bicimine sahiptir. M, (X) metabelyen Lie kuvveti icin (birimli, degismeli bir keyfi K
halkas: Uzerinde) M,, den T,, = (X)®" tensdr kuvveti icine bir p,: M, — T,, KG-

modul homomorfizmi vardir dyle ki p,, nin
X1 QxR .. Q x,, — [x1, x5, ..., x,] (x; € X)

ile tammlanan p,,:T,, — M,, kanonik 6rten donistmi ile bileskesi M, Uzerinde
n(n—2)! ile carpma anlamina gelir. (St6hr, 1987; Hannebauer, Stohr, 1989).
Buradan n(n — 2)!, K datersinir oldugunda M,,, T,, nin KG-modil olarak bir direkt
bilesenidir. K karakteristigi p olan bir cisim oldugunda her n < p igin M,,, T;, nin bir
direkt bilesenidir. Bu, (8.1) in sag tarafindaki tensdr carpanlar igin saglamir ve bu
yuizden bitin tensdr carpim

Ty =Tn, ®Tp,® ... ®Tp,
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tensdr kuvvetinin bir direkt bilesenidir. L, N L", (8.1) deki gibi t(U) ile (U), KG-

moddillerinin bir direkt toplam oldugu icin asagidaki teorem ispatlanmis olur.
Teorem 8.1.2: (Bryant, Stéhr, 2005, Teorem 3.1) L = L(X), pozitif p karakteristikli
bir K cismi Uzerinde en az 2 sonlu rankli bir serbest Lie cebiri olsun. O zaman
L, N L" alt moddli

Tp — <X>®P

tensor kuvvetinin bir direkt bilesenidir.
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