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OZET

SUPRA TOPOLOJIK UZAYLARDA ACIK KUMELER VE
SUREKLILIKLER UZERINE

SECGIN, Merve

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Giilhan ASLIM
Temmuz 2012, 44 sayfa

Bu tezde supra topolojik uzaylarda, supra t-kiime, supra d-kiime ve supra
a*-kiime olarak adlandirilan yeni kiime tanimlart verilmistir ve bu kiimeler
yardimiyla supra t-siirekli, supra d-siirekli ve supra o*-siirekli fonksiyonlar
tanititlmistir. Bu yeni siirekli fonksiyonlar kullanilarak yeni siireklilik ayrisimlari

olusturulmustur.

Ayrica supra gB-kapali, supra Bg-kapali, supra gp-kapali ve supra pg-kapali

kiimeler verilmistir ve bu yeni kiimelerin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Supra tamamen baglantisiz uzay ve supra yerel indiskret uzay

tanimlanmistir ve bu uzaylardaki bazi kiime 6zellikleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Supra regiiler acik kiime, supra acik kiime, supra t-
kiime, supra 4-kiime, supra o*-kiime, supra t-stirekli fonksiyon, supra &-siirekli
fonksiyon, supra a*-siirekli fonksiyon, supra gf-kapali kiime, supra Pg-kapali
kiime, supra gp-kapali kiime, supra pg-kapali kiime, supra tamamen baglantisiz
uzay, supra yerel indiskret uzay.
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ABSTRACT

ON OPEN SETS AND CONTINUITIES IN SUPRA
TOPOLOGICAL SPACES

SECGIN, Merve

Msc. in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Giilhan ASLIM
July 2012, 44 pages

In this thesis, new set definitions which are called supra t-set, supra &-set
and supra a*-set are given and with the help of these sets supra t-continuous,
supra d-continuous and supra o*-continuous functions are introduced in supra
topological spaces. New continuity decompositions are obtained by using these
new continuous functions.

Moreover, supra gB-closed, supra Bg-closed, supra gp-closed and supra pg-
closed sets are given and some properties of these new sets are studied.

Supra extremally disconnected space and supra locally indiscrete space are
defined and some set properties are obtained in these spaces.

Key Words: supra regular open set, supra open set, supra t-set, supra 5-set
and supra o*-set, supra t-continuous function, supra d-continuous function, supra
o -continuous function, supra gB-closed set, supra fg-closed set, supra gp-closed
set, supra pg-closed set, supra extremally disconnected space, supra locally
indiscrete space.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler Aciklama

R Tanim

= Gerek kosul

= Yeter kosul

X, 1) Topolojik uzay

X, W Supra topolojik uzay

o, p Acik kiimeler ailesi

cl(A) A kiimesinin X uzayina gore kapanisi
int(A) A kiimesinin X uzayina gore i¢i
cl*(A) A kiimesinin X uzayina gore supra kapanisi
int*(A) A kiimesinin X uzayina gore supra ici
R Reel sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

SO(X) Yari-agik kiimeler ailesi

PO(X) Onagik kiimeler ailesi

BO(X) B-acik kiimeler ailesi
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SIMGELER VE KISALTMALAR(DEVAM)

Simgeler Aciklama

a(X, Supra a-acik kiimeler ailesi
SO(X, w) Supra yari-agik kiimeler ailesi
PO(X, ) Supra 6nagik kiimeler ailesi
bO(X, p) Supra b-agik kiimeler ailesi
BO(X, w) Supra B-agik kiimeler ailesi
RO(X, p) Supra regiiler agik kiimeler ailesi
(X, W Supra t-kiimeler ailesi

(X, W Supra 6-kiimeler ailesi

a* (X, w Supra o*-kiimeler ailesi



1. GIRiS

Topolojik uzaylarin daha zayif hali olan supra topolojik uzay kavramini ilk
olarak 1983 yilinda A.S. Mashhour, A.A. Allam, F.S. Mahmoud ve F.H. Khedr
ele almistir. Ayrica ayni tarihte supra agik kiimeleri ve S-siirekli fonksiyonlari

tanitmiglar ve S-siirekli fonksiyonlarin ayrisimini elde etmislerdir.

Daha sonra supra agik kiimelerin daha gii¢lii ve daha zayif formlari
arastiritlmaya baglanmistir ve bu konuda pek c¢ok calisma yapilmistir. Bu
anlamda supra a-agik, supra yari-acik, supra onagik, supra b-acik, supra B-acik
ve supra regiiler acik kiime tanimlar1 verilmis ve bir¢ok makalede bu kiimelerin

ozellikleri incelenmistir.

Ayrica 2011 yilinda O. Ravi, G. Ramkumar ve M. Kamaraj supra g-kapali
kiimeleri tanitmislar ve bu kiimelerin bir¢ok 6zelligini incelemislerdir. Bu tanimi1
takiben supra gb-kapali, supra gs-kapali, supra sg-kapali, supra go-kapali ve

supra ag-kapali kiimeler tanimlanmis, aralarindaki baz iliskiler incelenmistir.

Bu tezin amaci, supra topolojik uzaylarda yeni kiimelerin tanimlanmasi ve
onceden tanimlanmis bazi kiimelerle aralarindaki baglantilarin olusturulmasidir.
Dahasi, bu baglantilar yardimiyla yeni siireklilik ayrisimlari elde edilmesi

amaglanmus, ilgili makaleler taranmustir.

Bu tezde supra regiiler agik kiimelerden daha zayif olan supra t-kiime,
supra é-kiime ve supra a*-kiime tanimlar1 tarafimizca verilmis, tanimlanmis bazi

kiimelerle aralarindaki iliskiler incelenmis ve 6rneklerle desteklenmistir.

Bu yeni kiimeler yardimi ile supra t-siirekli, supra o-siirekli ve supra o*-
stirekli fonksiyon tanimlar1 tarafimizca verilmis ve yeni stireklilik ayrisimlar

elde edilmistir.

Ayrica supra gb-kapali kiimelerden daha zayif olan supra gB-kapali kiime,
supra gfB-kapali kiimelerden daha giiglii olan supra Bg-kapali kiime, supra go-
kapali kiimelerden daha zayif olan supra gp-kapali kiime ve supra gp-kapali
kiimelerden daha gii¢lii olan supra pg-kapali kiime tanimlari tarafimizca verilmis

ve onceden tanimlanmis bazi kiimelerle aralarindaki iligkiler incelenmistir.



Son olarak supra tamamen baglantisiz uzay ve supra yerel indiskret uzay
tanimlar1 tarafimizca verilmis ve bu uzaylarin arasindaki iligski incelenmistir.
Ayrica tanimladigimiz bu uzaylarda supra t-kiime, supra 6-kiime ve supra o*-

kiimelerin baz1 kiimelerle aralarindaki iliskileri ele alinmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, tezin diger boliimlerine yardimci olacak bazi temel tanimlar

ve teoremler verilmistir.

Tamm 2.1. (Mashhour et al., 1983)

Bir p < P(X) smifi asagidaki 6zellikleri saglarsa bu sinifa X iizerinde bir
supra topoloji, (X, 1) uzayma da supra topolojik uzay denir:

(@) Xep,

(b) Heriel, Ajepigin Ui Ajep.

Bir p supra topolojisinin elemanlarina supra acik kiimeler, supra acik

kiimelerin tiimleyenlerine de supra kapali kiimeler denir.

Tanim 2.2. (Mashhour et al., 1983)

(X, 1) bir topolojik uzay, p; X tizerinde bir supra topoloji olsun. T < pise t
topolojisi p supra topolojisine baglidir denir.

Tamm 2.3. (Mashhour et al., 1983) (X, w) bir supra topolojik uzay, Ac X
olsun. A nin tiim supra agik alt kiimelerinin birlesimine A nin supra ici, A y1
kapsayan tiim supra kapali kiimelerin kesisimine A nin supra kapanisi denir. A
nin supra i¢i int"(A), A nin supra kapanigi cl*(A) olarak gosterilir. Bigimsel
olarak;

int"(A) =U{G: Gc A, Gep}

c*(A)=N{F:AcF, FCep}.



Ozellik 2.4. (Mashhour et al., 1983) (X, ) supra topolojik uzay, A, BcX
olsun. Asagidakiler vardir:

(a)int*(A) supra agik, cl*(A) supra kapali kiimedir.
(b) A supra agik < A = int*(A).

(c) A supra kapali < A = cl*(A).

(d) A c B ise int*(A) < int*(B) ve cl*(A) c cI*(B).
(e) int*(int*(A)) = int"*(A) ve cl*(cI*(A)) = cI*(A).
(f) int*(A) U int*(B) c int"(AUB).

(9) cI*(A) U cI*(B) < cI*(AUB).

(h) int*(ANB) c int*(A)N int*(B).

(i) cI*(ANB) < cI*(A)n cI*(B).

(§) int*(X\A) = X\ cI*(A) ve cI*(X\A) = X\ int*(A).
(K) int*(cI*(int*(cI*(A)))) = int*(cI*(A)).

(D) cI*(int*(cI*(int*(A)))) = cl*(int*(A)).

Tamim 2.5. (X, p) supra topolojik uzay olsun. Ac X kiimesine;

(@) A c int*(cI*(int*(A))) ise supra a-agik kiime, (Devi et al., 2008)

(b) A c cl*(int*(A)) ise supra yari-acik kiime, (Sayed and Noiri, 2010)

(c) A c int*(cl*(A)) ise supra onagik kiime, (Sayed, 2010)

(d) A < cI* (int*(A))U int*(cl*(A)) ise supra b-agik kiime, (Sayed and Noiri,
2010)

(e) A c cl*(int*(cl*(A))) ise supra B-a¢ik kiime, (Ravi et al., 2012)

() A = int*(cl*(A)) ise supra regiler agik kiime (Trinita Pricilla and
Arockiarani, 2011)

denir.

Tamm 2.6. Bir supra a-acik (sirasiyla supra yari-acik, supra onagik, supra
b-acik, supra B-agik, supra regiiler agik) kiimenin tiimleyenine supra a-kapal
(Devi et al., 2008) (sirasiyla supra yari-kapali (Sayed and Noiri, 2010), supra
onkapal1 (Sayed, 2010), supra b-kapali (Sayed and Noiri, 2010), supra p-kapali
(Ravi et al., 2012), supra regiiler kapali (Trinita Pricilla and Arockiarani, 2011))
kiime denir. Denk olarak;



(a) A supra a-kapali :< cl*(int*(cl*(A))) = A.

(b) A supra yari-kapali :< int*(cl*(A)) c A.

(c) A supra 6nkapal1 :< cl*(int*(A)) c A.

(d) A supra b-kapali :< cl*(int"*(A)) N int*(cI*(A)) < A.
(e) A supra B-kapali :< int*(cl*(int*(A))) < A.

(F) A supra regiiler kapali :< cl*(int*(A)) = A.

Teorem 2.7. (Kamaraj et al., 2012) (X, ) supra topolojik uzay ve AcX
olsun.

A supra yari-agik kiime < cl*(int*(A)) = cl*(A).

Teorem 2.8. (Kamaraj et al., 2012) (X, p) supra topolojik uzay ve AcX
olsun.

A supra a-acik kiime < A supra 6nagik ve supra yari-agik kiimedir.

Tamm 2.9. (X, p) supra topolojik uzay, AcX olsun. A nin tiim supra a-
acik (swrastyla supra yari-acik, supra Onagik, supra b-acik, supra B-agik)
altkiimelerinin birlegsimine A nin supra a-i¢i (Devi et al., 2008) (sirasiyla supra
yari-i¢i (Sayed and Noiri, 2010), supra 6ni¢i (Sayed, 2010), supra b-i¢i (Sayed
and Noiri, 2010), supra B-i¢i (Ravi et al., 2012)) denir ve aint"(A) (sirasiyla
sint"(A), pint"(A), bint*(A), Bint"(A)) seklinde gosterilir.

Tamm 2.10. (X, p) supra topolojik uzay, AcX olsun. A y1 kapsayan tiim
supra a-kapali (sirasiyla supra yari-kapali, supra dnkapali, supra b-kapali, supra
B-kapali) kiimelerin kesisimine A nin supra o-kapanisi (Devi et al., 2008)
(sirastyla supra yari-kapanisi (Sayed and Noiri, 2010), supra dnkapanist (Sayed,
2010), supra b-kapanis1 (Sayed and Noiri, 2010), supra B-kapanist (Ravi et al.,



2012)) denir ve acl*(A) (sirastyla scl*(A), pcl*(A), bcl*(A), Bcl*(A)) seklinde

gosterilir.

Tamm 2.11. (X, 1) ve (Y, o) topolojik uzaylar, p ve v sirasiyla t ve ¢
topolojilerine bagh olsunlar. Bir f: (X, 1) — (Y, o) fonksiyonuna;

(@) Her Ve o igin f~1(V)e p ise S-siirekli fonksiyon, (Mashhour et al., 1983)
(b) Her Ve o igin f~1(V)ea(X,u) ise supra o-siirekli fonksiyon, (Devi et al.,
2008)

(c) Her Ve o igin f~1(V)e SO(X,u) ise supra yari-siirekli fonksiyon, (Sayed and
Noiri, 2010)

(d) Her Ve o igin f~1(V)e PO(X,n) ise supra onsiirekli fonksiyon, (Sayed,
2010)

(e) Her Ve o icin f~1(V)e bO(X,p) ise supra b-siirekli fonksiyon, (Sayed and
Noiri, 2010)

(f) Her Ve o icin f~1(V)e BO(X,u) ise supra B-siirekli fonksiyon, (Ravi et al.,
2012)

(9) Her Ve o icin f~}(V)e RO(X, p) ise supra regiiler-siirekli fonksiyon
(Trinita Pricilla and Arockiarani, 2011)

denir.

Tanim 2.12. (X, p) supra topolojik uzay ve AcX olsun.

(a) AcU ve U supra agik oldugunda cl"(A) cU ise A kiimesine supra g-kapali
kiime, (Ravi et al., 2011)

(b) AcU ve U supra agik oldugunda acl"(A) cU ise A kiimesine supra go-kapali
kiime, (Arockiarani and Trinita Pricilla, 2011)

(c) AcU ve U supra a-agik oldugunda acl"(A) cU ise A kiimesine supra og-
kapali kiime, (Arockiarani and Trinita Pricilla, 2011)

(d) AcU ve U supra agik oldugunda scl*(A) cU ise A kiimesine supra gs-kapali
kiime, (Kamaraj, 2011)

(e) AcU ve U supra yari-agik oldugunda scl*(A) cU ise A kiimesine supra sg-
kapali kiime, (Kamaraj, 2011)



(f) AcU ve U supra agik oldugunda bcl*(A) cU ise A kiimesine supra gb-kapali
kiime (Arockiarani and Trinita Pricilla, 2011)
denir.

Tammm 2.13. Bir supra g-kapali ( sirasiyla supra ga-kapali, supra og-
kapali, supra gs-kapali, supra sg-kapali, supra gb-kapali) kiimenin tiimleyenine
supra g-a¢ik (Ravi et al., 2011) ( sirasiyla supra ga-agik (Arockiarani and Trinita
Pricilla, 2011), supra ag-acik (Arockiarani and Trinita Pricilla, 2011), supra gs-
acik (Kamaraj, 2011), supra sg-acik (Kamaraj, 2011), supra gb-agik (Arockiarani
and Trinita Pricilla, 2011)) kiime denir.

Ozellik 2.14. (Yalvag, 1994) (X, 1) bir topolojik uzay olsun. SO(X), PO(X)
ve BO(X) birer supra topolojik uzaydir.



3. SUPRA t-KUMELER, SUPRA a*-KUMELER VE SUPRA §-
KUMELER

Bu boliimde supra t-kiime, supra o*-kiime ve Supra o-kiime tanimlari
tarafimizca verilmis ve bu kiimelerin onceden tanimlanmis bazi kiimeler ile
aralarindaki baglantilar incelenmistir.

Tamm 3.1. (X,p) bir supra topolojik uzay, AcX olsun.

(a) A supra t-kiime :< int"(cl*(A)) = int*(A).
(b) A supra a*-kiime ;<> int*(cl*(int*(A))) = int*(A).

(c) A supra d-kiime <> int*(cl*(A)) < cl*(int"(A)).

Supra t-kiimeler ailesi t(X, p), supra o*-kiimeler ailesi a*(X, p) ve supra o-
kiimeler ailesi 6(X, p) seklinde gosterilir

Uyan 3.2. Supra topolojik uzaylarda tanimladigimiz bu yeni kiimelerin
daha Once tanimlanmis bazi kiimelerle arasindaki iliski asagidaki diyagramda

verilmistir.
Supra yari-agik
7 N
Supra agik — Supra a-agik Supra b-agik — Supra p-agik
T N 7

Supra regiiler agik Supra 6nagik

Supra t-kiime — Supra 6-kiime
N

Supra o -kiime



Uyan 3.3. Asagidaki oOrneklerde de goriilecegi gibi diyagramdaki
gerektirmeler her zaman ters yonlii degildir.

Ornek 3.4. E, = (-, @) , E_, = (-a, ) olmak iizere R iizerindeki supra

topolojiyi tanimlayalim:
u={0, R, E,;, E_.,:aeN-{0}}

A = (-0, 2)U{3} bir supra a-agik ve supra 6-kiimedir fakat supra a¢ik ve supra t-
kiime degildir. B=(-1, o) \ Q bir supra 6nag¢ik ve supra b- acik kiimedir fakat

supra yar1 agik ve supra a-agik kiime degildir.

Ornek 3.5. X=R iizerinde T = {®, AcR: A® sonlu} sonlu tiimleyenler
topolojisini alalim. Bir A # @ i¢in,

A sonlu ise A & int(cl(A)) = int(A) = @ oldugundan A ¢ PO(X).
A sonsuz ise A c int(cl(A)) = int(R) =R oldugundan A ePO(X).

O halde PO(X) = { @, Ac R: A sonsuz } dir. PO(X) = p bir supra topolojidir.
A=R\ {-1,-2} supra ag¢ik kiimedir fakat supra regiiler a¢ik kiime degildir. B={0}
supra t-kiimedir fakat supra regiiler agik kiime degildir.

Ornek 3.6. X={a, b, ¢, d} ve u={X, @, {a, b}, {c}, {a, ¢}, {a, b, c}} olsun.
A={a, b, d} bir supra yari-agik ve supra b-acik kiimedir fakat supra onagik ve
supra a-agik kiime degildir. B={a, d} supra B-agik ve supra a*-kiimedir fakat
supra b-agik ve supra t-kiime degildir.

Teorem 3.7. (X, w) supra topolojik uzay olsun. Bir AcX i¢in asagidakiler

vardir:
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(a) A supra a*-kiimedir <> A supra B-kapali kiimedir.
(b) A supra t-kiimedir <> A supra yari-kapali kiimedir.
Ispat:

(@) (=): A supra o-kiime ise int"(A) = int"(cl"(int"(A))) dir. int"(A) < A
oldugundan A supra B-kapali kiimedir.

(<): A supra p-kapali kime ise int'(cl’(int"(A)))cA dir. Boylece
int"(cl"(int"(A))) < int"(A) kapsamasimi elde ederiz. Ayrica int"(A) <
int"(cl*(int"(A))) kapsamasi her zaman saglandigindan A supra o*-kiimedir.

(b) Teorem 2.7 den agik¢a goriiliir.

Teorem 3.8. (X, p) supra topolojik uzay olsun. Bir AcX i¢in asagidakiler
denktir:

(a) A supra regiiler agik kiimedir.
(b) A supra agik ve supra t-kiimedir.
(c) A supra 6nagik ve supra t-kiimedir.

(d) A supra agik ve supra o*-kiimedir.
Ispat:

(@) = (b): Her supra regiiler agik kiime bir supra agik ve supra t-kiime
oldugundan agiktir. (Bak. Uyari 3.2)

(b) = (c): Her supra agik kiime bir supra dnagik kiime oldugundan agiktir. (Bak.
Uyar 3.2)

(c) = (d): A supra 6nagik ve supra t-kiime olsun. Her supra t-kiime bir supra a*-
kiime oldugundan (Bak. Uyar1 3.2) A supra a*-kiimedir. Ayrica A c int"(cl"(A)
= int"(A) oldugundan A supra agik kiimedir.

(d) = (a): A supra agik ve supra o*-kiime olsun. O zaman,

A = int"(A) = int*(cl*(nt*(A))) = int*(cl*(A))
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esitligi saglanir. Boylece A supra regiiler agik kiimedir.

Teorem 3.9. (X, ) supra topolojik uzay olsun. Bir AcX i¢in asagidakiler
denktir:

(a) A supra a-ag¢ik kiimedir.

(b) A supra 6nagik ve supra 6-kiimedir.

(c) A supra 6nagik ve supra yari-agik kiimedir.

Ispat:
() = (b): A supra a-agik kiime olsun. Her supra a-agik kiime bir supra dnagik
kiime oldugundan (Bak. Uyar1 3.2) A supra onagik kiimedir. Ayrica A <
int"(cl*(int"(A))) kapsamasi,
int"(cl*(A)) < int*(cl*(int"(A))) < cl*(int"(A))
kapsamasini gerektirir. Buradan A supra d-kiimedir.
(b) = (c): A supra 6nagik ve supra 8-kiime olsun. O zaman,
A cint'(cl*(A)) < cl*(int"(A))

kapsamasi saglanir. A supra yari-agik kiimedir.

(c) = (a): Teorem 2.8 den agiktir.

Teorem 3.10. (X, p) supra topolojik uzay olsun. Bir AcX i¢in asagidakiler
denktir:

(a) A supra t-kiimedir.
(b) A supra a*-kiime ve supra d-kiimedir.
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Ispat:

(2) = (b): Her supra t-kiime bir supra a*-kiime ve supra 6-kiime oldugundan
aciktir. (Bak. Uyar1 3.2)

(b) = (a): A supra o*-kiime ve supra 6-kiime olsun. Bu durumda,

int"(A) = int*(cl*(int"(A))) o int*(int"(cl"(A))) = int"(cl"(A)) kapsamasi saglanir.
int"(A) c int*(cl"(A)) her zaman dogru oldugundan A supra t-kiimedir.

Teorem 3.11. (X, p) supra topolojik uzayinda bir AcX i¢in asagidakiler

vardir:

(a) A supra B-agik ve supra é-kiime ise supra yari-agik kiimedir.

(b) A supra a-agik ve supra a*-kiime ise supra agik kiimedir.
Ispat:
(a) A supra B-acik ve supra 6-kiime olsun. O halde,

A c cl*(int"(cl"(A))) < cl*(cl*(int"(A))) = cl*(int"(A)) dir. Buradan A supra yari-

acik kiimedir.
(b) A supra a-agik ve supra o*-kiime olsun. Boylece,

A cint!(cl*(int"(A))) = int"(A) dir. A supra agik kiimedir.

Uyan 3.12. Supra topolojik uzaylarda;

(a) Supra a-agik kiimeler ile supra o*-kiimeler,

(b) Supra 6nacik kiimeler ile supra yari-agik kiimeler,
(c) Supra 6nagik kiimeler ile supra 4-kiimeler,

(d) Supra acik kiimeler ile supra t-kiimeler,

(e) Supra é-kiimeler ile supra a*-kiimeler
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birbirlerinden bagimsiz kiimelerdir.
Uyar1 3.12. ye iliskin 6rnekler asagida verilmistir.

Ornek 3.13. Ornek 3.4. deki supra topolojiyi alalim. A=(-o0, 2) U{3}
supra a-acik ve supra d-kiimedir fakat supra o*-kiime degildir. B=(-1, o) \ Q

supra Onagik kiimedir fakat supra 6-kiime ve supra yari-acik kiime degildir.

Ornek 3.14. Ornek 3.5. deki supra topolojiyi alalim. A=R \ {-1, -2} supra
acik kiimedir fakat supra t-kiime degildir. B={0} supra t-kiime ve supra o-

kiimedir fakat supra 6nacik ve supra agik kiime degildir.

Ornek 3.15. Ornek 3.6. daki supra topolojiyi alalim. B={a, d} supra o*-
kiimedir fakat supra a-agik ve supra 8-kiime degildir. C={c, d} alindiginda bir

supra yari-agik kiimedir fakat supra 6nagik kiime degildir.
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4. SUPRA t-SUREKLI, SUPRA a-SUREKLI VE SUPRA §-
SUREKLIi FONKSIYONLAR

Bu boliimde supra t-siirekli, supra a*-siirekli ve supra 5-siirekli fonksiyon
tanimlar1 tarafimizca verilmis ve daha Once tanimlanmis bazi siirekli
fonksiyonlarla aralarindaki iligkiler incelenmistir. Bu iliskiler yardimiyla supra
regiiler siirekli, supra a-siirekli ve supra t-siirekli fonksiyonlarin ayrisimlari elde

edilmistir.

(X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve p, v ise sirasiyla T ve ¢ topolojilerine
bagli supra topolojiler olsun.

Tanim 4.1. f: (X, 1) — (Y, o) fonksiyonuna;

(@) Her Veo igin f~1(V)et(X, p) ise supra t-siirekli,

(b) Her Veo igin f~1(V)e a*(X, p) ise supra o*-siirekli,
(c) Her Veo igin f~1(V)ed(X, ) ise supra &-siirekli
fonksiyon denir.

Uyan 4.2. Daha 6nce tanimlanmis baz siireklilik tanimlariyla Tanim 4.1.

deki tanimlar arasindaki iliskiler asagidaki diyagramda verilmistir.

S-stirekli —  Supra o-stirekli - Supra Onstirekli
) l l
Supra regiiler siirekli Supra yari-siirekli ~ —  Supra b-siirekli
l 1
Suprat-siirekli —  Supra d-siirekli Supra B-siirekli

N Supra o*-stirekli
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Yukaridaki gegislerin her zaman ters yonlii olamayacag asagidaki

orneklerde gosterilmistir.

Ornek 4.3. X={a, b, ¢}, 1={X, @, {a}, {a, b}, {a, c}}, u={ X, 0, {a}, {b},
{a, b}, {a, c}}, Y={1, 2} ve 6 ={Y, @, {1}} olsun. f: (X, ©)=(Y, o), f(a)=1,
f(b)=f(c)=2 seklinde tanimlanan f fonksiyonu S-siirekli ve supra o-siireklidir
fakat supra regiiler siirekli ve supra t-stirekli degildir. Ayrica g: (X, 1)—(Y, o),
g(a)=2, g(b)=g(c)=1 seklinde taniml1 g fonksiyonu supra t-siireklidir fakat supra

regiiler siirekli degildir.

Ornek 4.4. (X, p) supra topolojik uzayr Ornek 3.6 daki uzay, 1 ={X, @, {a,
b}, {c}, {a, b, c}}, Y={1, 2} ve o ={Y, @, {1}} olsun. f: (X, 1)=(Y, o),
f(a)=f(b)=f(d)=1, f(c)=2 olarak taniml f fonksiyonu supra yari-siirekli ve supra
b-siireklidir ancak supra Onsiirekli ve supra a-siirekli degildir. g(a)=g(d)=1,
g(b)=g(c)=2 olarak tanimh g: (X, 1)—(Y, o) fonksiyonu supra B-siirekli ve supra
o*-stireklidir fakat supra b-siirekli ve supra t-siirekli degildir. Ayrica
h(a)=h(c)=h(d)=1, h(b)=2 olarak tanimli h: (X, 1)—(Y, o) fonksiyonu supra a-
stireklidir fakat S-siirekli degildir.

ornek 4'5’ X:{Xa Y5 Z}a T :{Xa (Da {X}a {X> y}}a M:{Xa Q! {X}1 {X1 y}!
{y, z}}, Y={a, b} ve 6 ={Y, @, {a}} olsun. f: (X, 1)=(Y, o), f(x)=f(z)=a, f(y)=b
olarak tanimli f fonksiyonu supra Onsiirekli ve supra b-siireklidir ancak supra

yari-siirekli ve supra a-stirekli degildir.

Teorem 4.6. Bir f:(X,7)—(Y,0) fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir:

(a) fsupra regiiler siirekli fonksiyondur.

(b) f S-siirekli ve supra t-siirekli fonksiyondur.

(c) f supra onsiirekli ve supra t-siirekli fonksiyondur.
(d) f S-siirekli ve supra a*-siirekli fonksiyondur.
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Ispat: Teorem 3.8 den yararlanilarak yapilir.

Teorem 4.7. Bir f:(X,1)—(Y,0) fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir:
(a) fsupra a-siirekli fonksiyondur.
(b) f supra onsiirekli ve supra 6-siirekli fonksiyondur.

(c) f supra 6nsiirekli ve supra yari-siirekli fonksiyondur.

Ispat: Teorem 3.9 dan yararlanilarak yapilir.

Teorem 4.8. Bir f:(X,1)—(Y,o0) fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir:

(a) f supra t-siirekli fonksiyondur.
(b) f supra a*-siirekli ve supra d-siirekli fonksiyondur.

Ispat: Teorem 3.10 dan yararlanilarak yapalir.

Teorem 4.9. Bir f:(X,1)—(Y,0) fonksiyonu i¢in asagidakiler vardir:

(a) f supra B-siirekli ve supra &-siirekli ise supra yari-siireklidir.
(b) f supra a-stirekli ve supra o”-siirekli ise S-siireklidir.

Ispat: Teorem 3.11 den yararlanilarak yaplir.
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5. SUPRA gf-KAPALI VE Bg-KAPALI KUMELER

Bu boliimde supra gB-kapali, supra Bg-kapali, supra gp-kapali ve supra pg-
kapali kiime kavramlar1 tarafimizca verilmis ve bilinen bazi kiimelerle iliskileri
incelenmistir. Ayrica bu yeni kiimelerle ilgili birtakim teoremler ve 6zellikler

elde edilmistir.

Tamm 5.1. (X, p) supra topolojik uzay ve AcX olsun.

(a) AcU ve U supra agik oldugunda Bcl*(A) cU ise A kiimesine supra gf3-kapali
kiime,

(b) AcU ve U supra B-agik oldugunda Bcl*(A) cU ise A kiimesine supra pg-
kapal1 kiime

denir.

Bir supra gf3-kapal1 (sirasiyla, supra fg-kapali) kiimenin tiimleyenine supra

gB-acik (sirastyla, supra fg-acik) kiime denir.

Teorem 5.2. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda her supra Pg-kapali kiime
bir supra gB-kapali kiimedir.

Ispat: A supra Pg-kapali kiime, AcU ve U supra acik kiime olsun. O
zaman U ayni zamanda supra B-acik kiimedir. Hipotezden Bcl*(A) cU oldugu
goriilir. Buradan A supra gf-kapali kiimedir.

Teoremin tersinin her zaman dogru olmadigina iliskin asagidaki 6rnek

verilmistir.

Ornek 5.3. X={a, b, ¢, d} ve p={X, 0, {a, b}, {a, d}, {b, d}, {a, b, d}}
olsun. A={a, b, c} kiimesi supra gf-kapali kiimedir fakat supra fg-kapali kiime
degildir.
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Tamm 5.4. (X, ) supra topolojik uzay ve AcX olsun.

(a) AcU ve U supra agik oldugunda pcl*(A) cU ise A kiimesine supra gp-kapali
kiime,

(b) AcU ve U supra onagik oldugunda pcl*(A) cU ise A kiimesine supra pg-
kapal1 kiime

denir.

Bir supra gp-kapali (sirasiyla, supra pg-kapali) kiimenin tiimleyenine supra
gp-acik (sirastyla, supra pg-agik) kiime denir.

Teorem 5.5. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda her supra pg-kapali kiime
bir supra gp-kapali kiimedir.

Ispat: Teorem 5.2 ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.5 nin tersinin her zaman dogru olmadigi asagidaki Ornekle

desteklenmistir.

Ornek 5.6. Ornek 5.3 deki supra topolojik uzayr alalim. A={a, b, c}
kiimesi bir supra gp-kapali kiimedir fakat supra pg-kapali kiime degildir.

Uyan 5.7. Bu boliimde tanimladigimiz kiimelerle 6nceden tanimlanmis

baz1 kiimeler arasindaki iliski asagidaki diyagramda verilmistir.
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Supra kapali

Supra g-kapali  Supra gs-kapali

8 7 N
Supra ga-kapali Supra gb-kapali—Supra gB-kapali
N 7

Supra gp-kapali

Teorem 5.8. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda AcX igin asagidakiler

vardir:

(a) A supra gB-agik <> FcA ve F supra kapali oldugunda FcBint"(A) dir.
(b) A supra Bg-agik <> FcA ve F supra B-kapali oldugunda FcBint"(A) dir.

Ispat:
(@) (=):A supra gB-acik, FCA ve F supra kapali kiime olsun. O zaman A supra
gB-kapali, A° = F° ve F° supra agik kiimedir. Boylece Bcl*(A%) = F° dir, yani
FcBint"(A) dir.
(«<): A° < U ve U supra agik kiime olsun. Buradan U° = A olur. Hipotezden
U’c Bint*(A) dir, yani Bel*(A°) < U elde edilir. O halde A° supra gB-kapali
y pra g 1Y

kiimedir yani A supra gf-acik kiimedir.

(b) (a) ya benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.9. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda AcX igin asagidakiler

vardir:

(a) A supra gp-agik <> FcA ve F supra kapali oldugunda Fcpint"(A) dir.
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(b) A supra pg-agik < FcA ve F supra 6nkapali oldugunda Fcpint"(A) dir.

Ispat: Ispat1 Teorem 5.8 a benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.10. Bir (X, u) supra topolojik uzayinda AcX igin asagidakiler

vardir:

(a) A supra gB-kapali ve A < B < Bcl*(A) ise B supra gB-kapali kiimedir.
(b) A supra Bg-kapali ve A — B < Bcl”(A) ise B supra Bg-kapali kiimedir.

Ispat:
(@) B < U ve U supra agik olsun. AcB < U oldugundan hipotezden, Bcl"(A) <
U olur. B < Bel*(A) kapsamasi Bcl”(B) < Bel”(A) y1 gerektirdiginden Bcl*(B) <

U dir. Bu ylizden B supra gf-kapali kiimedir.

(b) (a) nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.11. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda AcX i¢in asagidakiler

vardir:

(a) A supra gp-kapal1 ve A < B < pcl*(A) ise B supra gp-kapali kiimedir.
(b) A supra pg-kapali ve A < B < pcl*(A) ise B supra pg-kapali kiimedir.

Ispat: Teorem 5.10 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.12. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda AcX i¢in asagidakiler

vardir:

(@) A supra gB-acik ve Bint"(A) = B < A ise B supra gB-agiktir.
(b) A supra Bg-a¢ik ve Bint"(A)c B < A ise B supra Bg-agiktir.
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Ispat: Teorem 5.10 nin ispatindan yararlanilarak yapilir.

Teorem 5.13. Bir (X, u) supra topolojik uzayinda AcX igin asagidakiler

vardir:

(a) A supra gp-agik ve pint"(A)cBcA ise B supra gp-agiktir.
(b) A supra pg-acik ve pint"(A) c B A ise B supra pg-agiktir.

Ispat: Teorem 5.12 iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.14. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda AcX i¢in asagidakiler

vardir:

(a) A bir supra gB-kapali kiime ise Bcl"(A)\A bostan farkli bir supra kapali kiime
icermez.

(b) A bir supra Bg-kapali kiime ise Bcl"(A)\A bostan farkli bir supra B-kapali
kiime i¢cermez.

(c) A bir supra gB-agik kiime ise Bint"(A)UAcc U, U supra agik oldugunda U=X
dir.

(d) A bir supra Bg-agik kiime ise Bint"(A)UAc < U, U supra B-agik oldugunda
U=X dir.

Ispat:
(a) Bir F supra kapali kiimesi i¢in F < Bcl"(A)\A olsun. O halde F < Bcl*(A) ve
F < A® dir. A c F° kapsamasi hipotez geregi Bcl'(A) < F° kapsamasini
gerektirir. Boylece F < Bcl*(A)° dir. Buradan F = @ dir.
(b) ispati (a) ya benzer seklinde yapilir.

(c) Ispat1 (a) dan yararlanilarak yapulir.

(d) Ispat1 (b) den yararlanilarak yapilir.
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Teorem 5.15. Bir (X, p) supra topolojik uzaymmda AcX bir supra gf-
kapali kiime olsun. O zaman A nin bir supra B-kapali kiime olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul Bcl"(A)/A kiimesinin bir supra kapali kiime olmasidir.
Ispat:

(=): A supra B-kapali kiime ise Bcl"(A) = A dir. O halde Bcl"(A)/A = @ supra

kapal1 kiimedir.

(<): Bel*(A)/A supra kapali kiime olsun. A < [Bcl*(A)/A]° oldugundan
hipotezden Bcl*(A) < [Bel*(A)/A]° dir. Boylece Bel*(A) < A elde edilir. A supra
B-kapali kiimedir.

Teorem 5.16. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda AcX i¢in asagidakiler

vardir:

(a) A supra B-kapali kiime ise supra gp-kapali kiime ve supra Bg-kapali kiimedir.
(b) A supra agik ve supra gB-kapali kiime ise supra p-kapali kiimedir.

Ispat:

(a) A supra B-kapali kiime olsun. O halde A < U ve U supra B-agik kiime
oldugunda Bcl*(A) = A < U dir. Buradan A supra pg-kapali kiime dolayisiyla
Teorem 5.2 den supra gB-kapal1 kiimedir.

(b) A supra acik ve supra gB-kapali kiime olsun. O halde A = A kapsamasi
Bcl*(A) < A y1 gerektirir. Boylece A supra B-kapali kiimedir.

Uyan 5.17. Supra topolojik uzaylarda;

(@) Iki supra gB-kapali (sirasiyla, Bg-kapali) kiimenin kesisimi veya birlesimi
supra gf-kapali (sirastyla, Bg-kapali) kiime olmak zorunda degildir.

(b) iki supra gB-acik (sirasiyla, Pg-agik) kiimenin kesisimi veya birlesimi supra
gB-agik (sirasiyla, Bg-agik) kiime olmak zorunda degildir.
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Uyariya iliskin 6rnekler asagida verilmistir.

Ornek 5.18. X={1, 2, 3} ve p={X, 0, {1, 3}, {2. 3}} olsun. A={1} ve
B={3} supra gP-kapali ve supra Pg-kapali kiimelerdir. Fakat AUB supra gf-
kapali ve supra Bg-kapali kiime degildir.

Ornek 5.19. X={a, b, c, d} ve u={X, @, {a}, {b}, {a, b}} olsun. A={a, b,
c} ve B={a, b, d} supra gB-kapali kiimelerdir fakat ANB supra gf-kapali kiime
degildir.

Tamm 5.20. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda A ve B altkiimeleri igin
Bcl'(A) N B = A n Bcl¥(B) = @ ise A ve B kiimelerine supra -ayrilmis kiimeler
denir.

Teorem 5.21. Bir (X, p) supra topolojik uzayinda A ve B supra fg-agik
altkiimeleri i¢in A ve B supra PB-ayrilmis kiimeler ise AUB supra Pg-acik
kiimedir.

Ispat: A ve B supra Bg-acik kiimeleri supra B-ayrilmis kiimeler olsun.
F < AUB olacak sekilde bir F supra B-agik kiime alalim. Buradan, A ve B supra
B-ayrilmis kiimeler oldugundan Fn Bcl*(A) < A ve Fn Bcl’(B) < B dir. Teorem
5.8 den Fn Bcl*(A) < Bint*(A) ve Fn Bcl*(B) < Bint"(B) dir. Boylece,

F=FN(AUB)=(FNA)U(FNB)c[FNBcl*(A)JU[ FNBcl”(B)]c Bint"(A)UBint"(B) <
Bint"(AUB) dir ve Teorem 5.8 den AUB supra g-agik kiimedir.
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6. SUPRA TAMAMEN BAGLANTISIZ VE SUPRA YEREL
INDISKRET UZAYLAR

Bu kisimda tarafimizca supra tamamen baglantisiz uzay ve supra yerel
indiskret uzay tanimlar1 verilip aralarindaki baglanti incelenmistir. Ayrica
tanimladigimiz kiimelerin ve daha 6nce tanimlanmis kiimelerin bu uzaylardaki

iliskileri arastirilmastir.

Tamm 6.1. (X, ) supra topolojik uzayinda her supra agik kiimenin supra
kapanisi supra agik (denk olarak her supra kapali kiimenin supra i¢i supra kapali)

ise bu uzaya supra tamamen baglantisiz uzay denir.

Tammm 6.2. (X,n) supra topolojik uzaymnda her supra agik kiime ayni
zamanda supra kapaliysa (denk olarak her supra kapali kiime supra agiksa) bu

uzaya supra yerel indiskret uzay denir.

Sonug 6.3. Supra topolojik uzaylarda her supra yerel indiskret uzay supra

tamamen baglantisiz uzaydir.

Ispat: A supra acgik kiime olsun. Hipotezden A supra kapali kiimedir. O
halde cl"(A)=A supra agik kiimedir. Boylece (X,u) supra tamamen baglantisiz

uzaydir.

Yardimcr Teorem 6.4. (X, p) supra topolojik uzaymnin tamamen
baglantisiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her supra regiiler acik kiimenin

kapal1 olmasidir.

Ispat:
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(=): A supra regiiler agik kiime olsun. Her supra regiiler agik kiime bir supra
acik kiime oldugundan (bak. Uyar1 3.2) A supra acik kiimedir. O halde hipotez
geregi A nin supra kapanisi agiktir, yani cl'(A)=int"(cl*(A))=A dir. A supra

kapal1 kiimedir.

(<): A supra agik kiime olsun. O zaman int"(A)=A dir. int"(cl"(A)) supra regiiler

acik kiime oldugundan hipotezden,

int"(cl(A))=cl*(int"(cl*(A)))=cl"(int"(cl*(int"(A))))=cl*(int"(A))=cl*(A) dir yani
cl*(A) supra agik kiimedir.

Teorem 6.5. (X, p) supra tamamen baglantisiz uzay olsun. Bir Ac X i¢in
asagidakiler denktir:

(a) A supra b-agik kiimedir.
(b) A supra B-agik kiimedir.
(c) A supra 6nagik kiimedir.

Ispat:

(a)=(b): Her supra b-acgik kiime bir supra PB-agik kiime oldugundan agiktir.
(Bak. Uyar1 3.2)

(b)=(c): A supra B-agik kiime olsun. int"(cl"(A)) supra regiiler agik kiime
oldugundan Yardimci Teorem 6.4 den aym1 zamanda supra kapali kiimedir. O
halde,

A c cl*(int"(cl*(A)))= int*(cl*(A)) dir. Boylece A supra 6nagik kiimedir.

(c)=(a): Her supra onagik kiime bir supra b-agik kiime oldugundan agiktir.
(Bak. Uyar1 3.2)
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Teorem 6.6. (X, p) supra tamamen baglantisiz uzay olsun. Bir Ac X
kiimesinin supra yari-acik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin supra a-

acik kiime olmasidir.

Ispat: int"(A) supra agik kiime oldugundan cl(int"(A)) supra aciktir.
Boylece int"(cl*(int"(A)))= cl*(int"(A)) dir. O halde supra yari-agik kiimelerle
supra a-ag¢ik kiimeler birbirlerine denktir.

Teorem 6.7. (X, n) supra yerel indiskret uzay olsun. O zaman her Ac X

icin A supra Onagik, supra b-agik, supra B-acik ve supra o*-kiimedir.

Ispat: cl*(A) supra kapali kiime oldugundan ayn1 zamanda supra agik
kiimedir. O zaman Accl"(A)=int"(cl"(A)) dir ve A supra 6nagik kiimedir. Her
supra Onacik kiime supra b-agik ve supra B-acik kiimedir (bak. Uyar1 3.2).
Ayrica int'(A) supra agik kiime oldugundan ayn1 zamanda supra kapali kiimedir.
O zaman cl*(int"(A))= int"(A) dir ve buradan int"(A)= int"(cl"(int"(A))) esitligini
elde ederiz. A supra o*-kiimedir.

Teorem 6.8. (X, u) supra yerel indiskret uzay ve Ac X igin asagidakiler
denktir:

(a) A supra agik kiimedir.

(b) A supra yari-agik kiimedir.
(c) A supra a-agik kiimedir.

(d) A supra regiiler agik kiimedir.
(e) A supra t-kiimedir.

(f) A supra d-kiimedir.

Ispat:

(a)=(b): Her supra agik kiime bir supra yari-agik kiime oldugundan agiktir.
(Bak. Uyar1 3.2)
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(b)=(c): A supra yari-agik kiime olsun. cl"(int*(A)) supra kapali kiime

oldugundan ayn1 zamanda supra agik kiimedir. Boylece
Accl'(int"(A))=int"(cl"(int"(A)))
dir yani A supra a-acik kiimedir.

(c)=(a): A supra a-agik kiime olsun. Teorem 6.7 den A supra o*-kiimedir.
Teorem 3.11(b) den A supra agik kiimedir.

(2)=(d): A supra acgik kiime olsun. O zaman A supra kapali kiimedir. Boylece,
int"(cl"(A))=cl"(A)=A esitligi elde edilir. A supra regiiler agik kiimedir.

(d)=(e): Her supra regiiler acik kiime bir supra t-kiime oldugundan agiktir.
(Bak. Uyar1 3.2)

(e)=(f): Her supra t-kiime bir supra é-kiime oldugundan agiktir. (Bak. Uyari
3.2)

(H=(a): A supra 5-kiime olsun. Hipotezden cl"(A) supra acik, int"(A) supra
kapali kiimedir. Buradan Accl"(A)=int"(cl"(A))ccl*(int"(A))=int"(A) dir. A

supra agik kiimedir.
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SONUC

Bu ¢alismanin iigiincii boliimiinde Arockiarani ve Trinita Pricilla (2011)
tarafindan verilen supra regiiler agik kiime kavramindan daha zayif olan supra t-
kiime, supra o*-kiime ve supra 6-kiime kavramlari tanitilarak, her supra regiiler
acik kiimenin supra t-kiime, her supra t-kiimenin de supra o*-kiime ve supra 9o-

kiime oldugu elde edilen sonuglardan birkag tanesidir.

Dordiincii boliimde, tigiincii boliimde tanitilan yeni kiimeler ve teoremler
yardimiyla supra t-siirekli, supra a*-siirekli ve supra &-siirekli fonksiyonlar
tanimlanmis, supra regiler siirekli, supra o-siirekli ve supra t-siirekli

fonksiyonlarin ayrigimlari elde edilmistir.

Besinci boliimde, Ravi et al. (2011) tarafindan tanimlanan supra g-kapali
kiime kavramindan daha zay1f olan supra gf-kapali ve supra gp-kapali kiimeler,
supra gB-kapali kiimelerden daha gii¢lii olan supra Pg-kapali kiimeler ve supra
gp-kapali kiimelerden daha giiclii olan supra pg-kapali kiimeler tanitilmis,

tanitilan bu kiimelerin bazi 6zellikleri arastirilmistir.

Son olarak altinci boliimde supra tamamen baglantisiz uzay ve supra yerel
indiskret uzay tanitilmis ve bu uzaylarda {iglincii bolimde tanitilan yeni

kiimeler ile bilinen bazi kiimeler arasindaki iliskiler incelenmistir.
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