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OZET

REGULER DIiFERANSIYEL OPERATORLERIN OZDEGER-
LERI ICIN ASIMPTOTIK FORMULLER ve NUMERIK
YAKLASIMLAR

Bu tezde L,[01] uzayinda sonlu sayida tekil noktalari olan q(x) e L[0,1]

potansiyeline sahip
-y (x)+a(x)y(x)
ifadesi ve
y(0)=y(@)=0

Dirichlet sinir kosullart ile tiretilen L(Q) operatorii incelenmistir. Tezin ¢aligmalar
boliimiiniin ilk kisminda biiyiik 6zdegerler i¢in asimptotik formiiller elde edilerek,
ikinci kisminda niimerik yontemle kii¢iik 6zdegerler bulunmustur. Son bdlimde ise
pertiirbasyon teknigiyle, asimptotik metot ve niimerik yontemle elde edilen

Ozdegerler incelenmistir.

Mayzis, 2012 Giildem Yildiz



ABSTRACT

ASYMPTOTIC FORMULAS and NUMERICAL APPROACHES
FOR EIGENVALUES OF REGULAR DIFFERENTIAL
OPERATORS

In this thesis we investigate the operator generated in L,[01] by differential

expression
~y () +a(x)y(x)
and Dirichlet boundary conditions

y(0)=y@®=0,

where g € L,[0,1] and has a finite number of singularities. First we obtain asymptotic

formulas the large eigenvalues. Then we find approximate values of the small
eigenvalues by numerical method. Finallly we compare the results obtained via the
asymptotic method and numerical technique by using the perturbation methods.

May, 2012 Giildem Yildiz



YENILIK BEYANI

REGULER DIiFERANSIYEL OPERATORLERIN OZDEGER-
LERI ICIN ASIMPTOTIK FORMULLER ve NUMERIK
YAKLASIMLAR

Kuantum mekanikte arastirilan bircok konuda, self-adjoint diferansiyel operatorler
kullanilmaktadir. Bu diferansiyel operatorlerin esas konularindan biri, operatorlerin
enerji seviyelerini belirleyen 6zdegerlerini bulmay1 gerektirir. Potansiyel enerjiyi
belirleyen potansiyel fonksiyon; tekil noktali potansiyel fonksiyon oldugunda,
diferansiyel operatoriin 6zdegerlerinin kesin degerlerini bulmak miimkiin degildir.
Bu tezde L,[0,1] uzayinda sonlu sayida tekil noktalar1 olan Lebesgue integrallenebilir
potansiyel fonksiyonlu Sturm Liouville diferansiyel operatoriin asimptotik ve
niimerik yontemlerle 6zdegerleri bulunmustur. Cikan sonuglar pertiirbasyon

teknigiyle karsilastirilmistir.

Mayzis, 2012 Yrd. Dog. Dr. Biilent Yilmaz Giildem Yildiz

Prof. Dr. Oktay Veliev
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I GIRIS VE AMAC

I.1 GIRIS

Matematik, fizik ve miithendislik alanlarinda Sturm-Liouville operatorii kullanilarak
onemli gelismeler elde edilmistir. Bu operator icin yapilan ilk ¢alisma 1836 yilinda
Charles Sturm ve Joseph Liouville tarafindan ortaya konulmugtur. C. F. Sturm (1803-
1855) Isve¢ kokenli Fransiz Matematikci olup, sesin hizinin en dogru tanimimi veren ilk
kigidir. Ayrica diferansiyel denklemlerle ilgili cok ¢nemli galigmalar yapmistir. Joseph
Liouville (1809-1882) ise cebirsel olmayan sayilarin varliginin ilk ispatini veren bilim
adamidir. Sinir deger problemleri, sayilar teorisi, diferansiyel geometriyle ilgili ¢cok
onemli calismalar yapmigtir.

Diferansiyel operatorler teorisi; Kuantum mekanikte arastirilan bir¢ok konuda or-
taya ¢ikmaktadir. Bu konularda giincel problemlerden basglangi¢ ve sinir deger problem-
leri i¢in asimptotik formiiller elde edilir. Asimptotik formiillerin elde edilmesi, incelenen
operatoriin 6zelligine baghdir [1]. Diferansiyel operatorler; siirtiinmeli problemlerde,
acik rezonator teorisinde, esnek olmayan sacilma problemlerinde, vb. durumlarda
ortaya cikarlar. Matematik ve fizikteki bircok baslangic ve simir deger probleminin
Fourier metodu ile ¢oziilmesi, diferansiyel operatorlerin 6zdegerlerinin ve 6zfoksiyon-
larinin 6grenilmesini gerektirir.

Sonlu aralikta, adi diferansiyel denklem tarafindan iiretilen diferansiyel operatorler
teorisinin esas konulari, operatoriin spektrumunun 6grenilmesini ve spektral ayriligini
bulmay1 gerektirir. Sonlu aralikta adi diferansiyel denklem tarafindan iiretilen dife-
ransiyel operatoriin spektrumu o6zdegerlerden olusmaktadir. Bu operatorler, ener-
jinin korunumu olmadan devam eden durumlarda ortaya cikmaktadirlar. Konuyla
ilgili ilk olarak 20. yiizyilin baginda regiiler simir gart1 kavrami, G. Birkhoff [2] ve

Y. D. Tamarkin [3] tarafindan incelenmeye baglandi. Tamarkin 1927 yilinda diizenli



sinir deger problemlerinde 6zdegerlerin asimptotik formiillerini buldu. Bu konudaki
gelismeleri Naimark [1], Marchenko [4], Dunford [5] gostermigtir.

Literatiirde 6zdegerlere asimptotik yaklagim ile ilgili bircok caligma vardir. Bunlar-
dan bazlar, [1], [7], [6], [8], [9], [10]’dur.

Ayrica, Ly(0,1) uzaymda, potansiyeli L;[0,1] de olan nonself-adjoint Sturm Liou-
ville operatoriiniin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: i¢in O. Veliev’in metodu kullanilarak
[11, 12, 13] makalelerinde asimptotik formiiller elde edilmistir.

Fiziksel olaylarin matematiksel ifade sekli olan diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
bazen bircok zorlukla karsilasilabilir. Bu zorluklardan biri de katsayilar: tekil fonksi-
yonlar olan diferansiyel denklemlerdir. Tekil diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziim
yontemleri ise tekil noktalarin ve incelenen operatoriin ¢zelliklerine baghdir. Bu ¢oziim
yontemleri, ya seriler kullanilarak ya da sayisal yontemlerle yapilmaktadir. Serilerin
kullanimi, tekil integralleri meydana getirmektedir. Boylece problemlerin asimptotik
metotla yaklagik coziimleri bulunabilmektedir.

Bilgisayar teknolojisindeki ilerlemelere bagl olarak diferansiyel denklemlerin sayisal
coziimleri, 20. ytizyilin ilk ¢eyreginden baglayarak giiniimiize kadar hizla gelismistir. Bu
hizli gelisim farkl tipteki diferansiyel denklemlerin bircok sayisal yontemle ¢oziilebilmesi-
ni saglamigtir. Varolan sayisal yontemler, diferansiyel denklemlerin lineer veya lineer
olmayan ozelliklerinden ya da baglangic ve siir kosullarindan fazlaca etkilenmeden
kiigiik degisiklerle farkl tipte diferansiyel denklemlere uygulanabilirler. Bir diferan-
siyel denkleme analitik ¢oziim ararken, stz konusu diferansiyel denklemin tipine uygun
bir yontem arama zorunlulugu karsisinda, niimerik yontemler genel olarak diferan-
siyel denklemin bigiminden bagimsizdir. Lineer diferansiyel denklemlerin tam analitik
¢oziimlerinin bulunmasi kimi zaman olanaksizdir. Bundan dolay1, diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimii igin niimerik yontemler geligtirilmistir [14]. Bilgisayar ortamindaki

geligmelere paralel olarak diferansiyel denklemlerin matris formunda ifade edilebilmesi



sayisal analiz metotlarinda biiyiik gelismelere sebep olmustur. Bu gelismeler iginde
sonlu farklar ve sonlu elemanlar gibi metotlar giiniimiize kadar etkin olarak kullanilmigtir.
Sayisal hesaplamalar ise Mathematica, Matlab gibi bilgisayar programlama dilleri kul-
lanmilarak yapilabilmektedir.

Bir¢ok kuantum mekanik ve miihendislik problemi ¢oziimiinde Sturm Liouville sinir
deger problemi kullanilmaktadir. Bu problemlerde ¢zdeger ve ¢zfonksiyonlarin bulun-
mas1 kuantum mekanik, miihendislik ve matematik gibi bilim dallarinda ¢ok énemlidir.
Bu konuda pek ¢ok calisma yapilmigtir. Paine, Hoog ve Anderssen [15] asimptotik
dogruluk teknikleriyle sonlu fark metodunu birlikte kullanarak ozdegerler igin etkili
sonuglar elde etmiglerdir. Andrew ve Paine [16], sonlu elemanlar yontemini kulla-
narak regiiler Sturm Liouville probleminin yaklagik 6zdegerlerini bulmuglardir. Chen
ve Shing-Huei [17] ¢aligmasinda 6zdeger problemlerin ¢oziilebilmesi icin diferansiyel
doéniigiim yontemini kullanmiglardir. Attili [18], Sturm-Liouville sinir deger problemi-
nin ¢oziimii i¢in Adomian Decomposition metodunu kullanmig ve niimerik érnekler ver-
migtir. Bu alanin aragtirmacilarindan biri olan Baily [19] SLEIGN programini kullan-
mugtir. Yine Baily ve digerleri tarafindan [20], SLEIGN2 adli program kullanilmigtir.
Tekil Sturm Liouville problemlerini de [21]’ de gormek miimkiindiir. Ghelardoni ve
Gheri [22] Sturm-Liouville problemlerinin yaklagik ¢zdegerlerini priifer yontemini ve
shooting yontemini kullanarak elde etmiglerdir. Son dénemde Ledoux ve digerleri
[23] fizik alaminda kargilagilan problemler i¢in shooting metodunu, varyas-yonel yon-
temleri Sturm-Liouville problemlerinin kullaniminda kargilagtirmiglardir. [24], [25]
makalelerinde tekil sinir deger problemleri icin sonlu farklar metodunu kullanarak,
lineer ve lineer olmayan sinir deger problemlerine niimerik ¢rnekler verilmistir. Kumar
ve Singh [26] tekil siir deger problemlerinin ¢oziimiinde, farkl hesaplama tekniklerini
bir araya getiren ve siniflandiran bir ¢alisma yapmiglardir.

Bu aragtirmalar yapilarak, tezin caligmalar boliimiiniin ilk kisminda Sturm Liou-



ville problemlerinin 6zdegerleri icin asimptotik yaklagimlar, ikinci kisminda niimerik
yontemlerden ¢ok yaygin olarak kullanilan sonlu farklar metodu iizerinde durularak,
tigiincii boliimdeyse kiigiik pertiirbasyon parametresiyle bu yontemlerin uygunluguna
bakilmigtir. Sturm Liouville sinir deger probleminin yaklagik 6zdegerleri i¢in sonlu fark-
lar yontemi kullanilarak ilgili 6rnekler verilmistir. Tezin bundan sonraki boliimlerinde
ozdegerlerin asimptotik metotla bulunan 6zdegerlerine kisaca asimptotik 6zdeger, niimerik

yontemle bulunan 6zdegerlerine ise niimerik 6zdeger diyecegiz.

1.2 AMAC

Sonlu aralikta adi diferansiyel denklem tarafindan tiretilen regiiler diferansiyel operator-
ler teorisinin esas konulari, operatoriin spektrumunun 6grenilmesini gerektirir. Sonlu
aralikta adi diferansiyel denklem tarafindan iiretilen diferansiyel operatoriin spektrumu
ozdegerlerden olusur. Klasik calismalarda, adi diferansiyel denklem tarafindan iiretilen
diferansiyel operatoriin 6zdegerleri ve dzfonksiyonlarinin bulunabilmesi igin bu diferan-
siyel denklemin katsayilarinin belirli bir mertebeden tiirevlere sahip olmasi1 gerekmek-
tedir.

Yilmaz ve Veliev’in [12] makalesinde Ly (0, 1) uzayimnda

—y" 4+ q(x)y = Ay,

Dirichlet sinir deger probleminin g(x) potansiyel fonksiyonuna higbir tiirev sart1 koy-
maksizin, A'nin biiyiik degerlerine uygun gelen 6zdeger ve 6zfonksiyonlar: i¢in asimp-
totik formiiller bulunmustur.

Tezin amaci, bu smir deger probleminde potansiyel fonksiyon sonlu sayida tekil
noktasi oldugunda, asimptotik metot, sayisal yontem ve pertiirbasyon tekniginin kul-

lanilmasiyla biitiin 6zdegerlerini incelemektir.



II GENEL BILGILER

II.1 TEMEL KAVRAMLAR

Tanim II.1 H kompleks uzayr verilsin. VYx,y € H ikili elemamina karsilik gelen

(x,y) kompleks sayisi i¢in ve H x H — H olmak tizere:

a) (z,y) = (y,v)
b) (21 + @2, y) = (21,9) + (22, 9) (z1,29 € H)
¢) (Az,y) = Az, y) (VA € C)
d) (x,2) >0; (r,2)=0&2=0
ozellikleriyle (x,y) kompleks saysina x ve y elemanlariman i¢ carpima, H lineer uzayina

ise i¢ carpim uzayr denir [1].

Tanim I1.2  Saylabilir saynda, ortonormal sisteminin var oldugu tam i¢ ¢arpim uza-

yina Hilbert Uzayr denir ve H ile gosterilir. H i¢ ¢carpim uzayinda,
[zl =/ (2, z)

formiiltd bir norm tanwmladigindan, i¢ carpim uzayr bu norma gore lineer normlu uzay

olacaktir [1].
Tanim I1.3 Lineer Diferansiyel Ifade: [a,b] arahiinda

Wy) = y™ + pi(2)y" D + ..+ pa(2)y

bi¢iminde verilen ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. Burada pi(z), ..., pn—1(x), pp(x);
diferansiyel ifadenin katsayilary ve [a,b] araliginda Lebesque integrallenebilir, kompleks

degerli fonksiyonlardur.

Tanmim I1.4 Lineer Diferansiyel Ifadenin Swnwr Sartlari: [a,b] arabgmn a ve

(n—1)

b sinar noktalarinda vy,, y;, yg,..., Yo 5 Y y;,...,ylgn_l)deéerleri icin U(y) lineer



formu

! (n—1) / n—
Uy) = aola + 1Yy + .. + an1y, — + Boys + B1ypy + - + 5n—1yz§ Y

biciminde verilir ve ag, a1, ..., n_1, By, B1s---, 8,1 keyfi sabitlerdir. Bu sabitler degistikce

lineer formda degisir. n tane lineer denklem
U,(y) =0, v=12..n (I1.1)

kosullarwyla gerceklenirse lineer bagimsiz homojen swnir sartlary olarak adlandurilur.

(I1.1) sumar kosullarine saglayan fonksiyonlardan olusan alt uzay B ile gosterilsin.

Tanim I1.5 Yy € B fonksiyonu i¢in

U,(y) =0, v=12..n (I1.2)
(11.2) problemine homojen sinir deger problemi denir.

Tanwm I1.6 Lineer Operator: H Hilbert uzayinin herhangi bir D C H lineer alt
uzayr ve bir L operatori i¢in,

L:DCH-—-H
dondigiimi verilsin. Eger aq,as € C ve x1, 19 € D igin
L(&lﬂil + 042132) = a1L$1 + OJQLJJQ

egitligi gercekleniyorsa L dondigiimiine lineer operator, D ye ise L operatoriinin tanim

bolgesi denir ve bu kiime D(L) ile gosterilir [1].

Tanim IL.7 X wve Y birer normiu uzay ve D(L) C X bir L operatorinin tanim

kiimesi olmak tizere

[ La|| < M ||z]|



egitsizliging saglayan bir M sayist varsa L operatoriine sinarlidir denir. Bu M sayilarinin
en kii¢tigine L sinirly operatoriniin normu denir ve ||L|| ile gésterilir. L operatériniin
normun

[ L]

|L|| = sup ||Lz| = sup ——
lz]l<1 lef20 (12l

egitligiyle hesaplamak mimkindir [1, 27].

Teorem II1.1 Her lineer L operatoriniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sinirl

olmasidur [1].

Tanmim I1.8 Adjoint Operator: H, ve Hy iki Hilbert uzay ve L : Hy — Hy sinarh
lineer operatér olsun. Eger L* : Hy — Hy operatori < Lx,y >=< x, L*y > sartim
saglyorsa L* operatérime L nin adjointi denir. FEger L = L* ise L operatoriine self

adjoint operatér denir [1, 27].

Tamm I1.9  Ozdeger, Ozfonksiyon: L sinurl lineer bir operator olsun. Bu takdirde

L operatoriniin tanim kiimesinde

Ly = \y (I1.3)

olacak bi¢imde bir y # 0 fonksiyonu varsa, \ saypsina L operatoriniin ozdegeri ve y

fonksiyonunada A\ ozdegerine karsilik gelen ozfonksiyon denir [1].

y oOzfonksiyonu, L operatérinin tanvm bolgesinde olmaly ve (I1.1) simar sartlarin
saglamalidir. Bununla birlikte [(y) diferansiyel ifadeden iiretilen L operatori Ly = (y)

egitligiyle (I1.3) den

gerceklenir.
(I — X\)y = 0 diferansiyel denklemi gozoniine alindiginda A\ parametresiyle birlikte

{y1, Y2, .., Yn} lineer bagimsiz ¢oziimler kiimesi vardir. ¢y, ¢a, ..., ¢, belirli sabitler olmak



tizere genel ¢oziim
n

Y= Z ciyi(z, ) (IL.4)

=1

biciminde ifade edilir.
y1(x, N), ya(x, A), ..., yn(z, A) fonksiyonlar: A ya bagl tam fonksiyonlardir ve lineer bagim-

sizdirlar.

Tanim I1.10
Ur(yr) Ui(yz) o Ui(ya)

A = Us(y1) Ua(yz) ... Ua(yn) (IL5)

Un(yl) Un(y2> Un(yn>

determinantina, L diferansiyel operatoriin karakteristik determinanty denir.

A(A), N’min analitik fonksiyonuysa agagidaki teoremler gecerlidir [1, 4].

) L operatériiniin 6zdegerleri, A()\) fonksiyonunu sifir yapan degerlerdir. Eger
A(A) sifirsa, o zaman her A sayis1 L operatoriiniin dzdegeridir.

° A()N) sifir degilse L operatoriiniin sayilabilir birgok 6zdegeri vardir.

° A()) fonksiyonunun hig sifir1 yoksa, L operatériiniin hi¢bir 6zdegeride yoktur.

Tamim II.11  Ljy[a, b] wzaye: Verilen [a,blaraliginda taniml, kompleks degerli ve
Lebesque anlaminda élgiilebilir olan x(t) fonksiyonu igin |x(t)[* fonksiyonu bu aralikta
Lebesgue anlamanda integrallenebiliyorsa, x(t) fonksiyonuna [a,b] araliginda karesi integ-
rallenebilen fonksiyon denir. (a,b) araligiman tzerinde Lebesque anlaminda ol¢iilebilir

ve karesi integrallenebilir tim kompleks degerli x(t) fonksiyonlarin kiimesindeki norm;

Joll = ([ latoya

seklinde tanimlanir. Hemen hemen ayni olan fonksiyonlarin normlary esittir. Ele-

manlar, bu kiimede hemen hemen ayni olan fonksiyonlar sinifiman olusturdugu uzaya
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Ly[a, b] uzay denir. I¢ ¢arpim;

bigiminde tanamlanarak reel durumda y(t) = y(t) esitligi gecerlidir.

Teorem I1.2 Lsa,b] uzay: bir Hilbert uzayidir [1].

I1.2 Ozdegerlere Asimptotik Yaklasim

l(y) = Ay denkleminde, A = —p" egitligiyle

l(y) +p"y =0 (1L.6)

denklemi elde edilir. Genellikle [(y) lineer diferansiyel ifadede p;(z) = 0 olarak alnr.
Eger pi(x) 2 0 ise

y= Zexp(—% /pl(x)dx),
(I1.6)’dan

~(n) ~(n—2) ~ ~ ~

Y+ pa(2)y A pa(2)y+ "y =0 (IL.7)

seklinde yazilir.
(2], [3], [1]’de; & = 0,1,...,(2n — 1) olmak {izere 2n daire dilimli S}, ile béliinen

kompleks p diizlemi

biciminde alinmaktadir.
Re(z), z’nin reel kismi, wy, wy, ..., w, sayilart —1’in farkli n. kokleri olmak iizere Sy

daire dilimlerinin herbiri ve her p € S}, icin
Re(pw;) < Re(pws) < ... < Re(pwy,)

esitsizlikleri gegerlidir [2], [1].



Bununla birlikte p # 0 olmak tizere
y™ +pty =0
homojen diferansiyel denklemin temel ¢oziimleri

ePrT efw2t | efin®
fonksiyonlaridir.

Tanim I1.12 O sembolii: Baz f fonksiyonlar i¢in O(h") nin anlama; yeterince
kiigiik olan h’dan bagumsiz sifir olmayan bir C' saysi, h — 0, |f| < C|h|" olacak

sekilde vardur [14].

Tanim I1.13 Bir f(h) fonksiyonuna p(h) fonksiyonuyla yaklasarak, n pozitif tam say

olmak tizere yeterince kii¢iik h i¢in

|f(h) —p(h)|
e M

egitsizligini gercekleyen bir M > 0 reel sabit vardir. O(h™) yaklasim mertebesiyle f(h),
f(h) = p(h) + O(R")

bigiminde yazilir. |f(h) —p(h)| < M |h"| esitsizliginde, M |h™| hata sinvrinin yerini

O(h™) notasyonu alir [29)].

Asagida verilen Teorem I1.3’de |p|, yeterince biiyiik olmak tizere

(n) (n—2) _

Yy + p"y = —pa(x)y . —pa(x)y

homojen olmayan denklemin yy(z, p), y2(x, p), ..., yn(z, p) ¢ziimlerinin temel kiimesi

ve onlarin (n — 1) mertebeden tiirevleri igin asimptotik tahminlerini verir.

10



Teorem 11.3

g™ 4 po(@)y "D 4+ Pt ()Y + pal)y + pMy =0

denkleminde, ps(z), ..., pn(x) fonksiyonlar [0,1] aralginda keyfi olarak integrallenebili-
yorsa, p kompleks diizleminin her T' bolgesi icin, vy, ..., Yy, n lineer bagimsiz ¢éziimleri,

yeterince biiyik |p| ve p € T i¢in regilerdir. Bu ¢éziimler ve tirevleri

yp = er [1+0()]
B e [+ O()
Dot = prteru it 4+ O(1)
bi¢iminde ifade edilir [1].
Diferansiyel operatorii tammlayan, U,(y) v = 1,2,...,n lineer formlariyla farkh

sistemler gozoniine alindiginda

‘&V’+’BV|7£07 n_12k1>k222kn207 ku+2<kl/;
ky,—1
kv j
Un(y) = s + > auu’,
j=0
ky,—1
ky j
Unly) = Bat™ + > B0
=0

olmak iizere normalize sinir sartlar:

bi¢imindedir [2], [1].
Bu (IL.8) normalize sinir gartlari, n’nin tek ve ¢ift olmasina gére simflandirilmak-

tadir [1].

11



Tanim I1.14 n tek (n =2u — 1) ve

k k k
aqwy' . oqwty (g + sﬁl)wﬁl Brwgty Bwk
k k k
awmwy? L aw? (a4 sB)wl? Bowd .. fawy?
00 + 018 =
't anwﬁﬁl (an + sB,)wkn nwﬁll o B wkn

ozdesligiyle tanamlanan 0y, 01 saylar ¢ifti sifirdan farklysa, (I1.8) normalize sinar sart-

larina regiilerdir denir.

n ¢ift (n =2u) ve

0_

71+90+913 (IL.9)
ot alwﬁil (o1 + sﬁl)wﬁl (o + %)wﬁﬂrl 51w51+2 G T
agwfz agwﬁil (g + sﬂQ)wﬁQ (g + %)wﬁil 6210:312 o Bowh?
apwtt anwﬁil (o + sﬁn)wﬁ" (o + ’%)wﬁil nwﬁ% o B wkn

ozdesgligiyle tanamlanan 61, 0_1 saylar ¢ifti sifirdan farklysa (I1.8) normalize sinur

sartlarina regiilerdir denar.

Tanim I1.14’de normalize sinir sartlarinin regiiler olmasi, wy, sayilariyla S bolgesinin
segiminden bagimsizdir ve sadece 6y, 61, 0_1’e bagh olmayip, aym zamanda (I1.8)’in
en yiiksek mertebeden tiirevlerinin «, ve 8, (v = 1,2, ..., n) kompleks katsayilarina da

baghdir.

Tanim I1.15 07 # 460,0_, olmak dizere n ¢ift ve (11.8) normalize sinr sartlar regiilerse,

(I1.8) sumar sartlarina giigli regiler denir.
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Tanim I1.16

L pla) 0 + @) = M(aly (1110
any(a) + a2y (a) + buy(b) + biay (b) =0 (IL.11)

any(a) + a22y, (@) + bayy(b) + bzzy,(b) =0

son tki denklemde a;j ve b;; sabit katsayilar olmak tizere (II.11) swmr kosuluna ayril-
mamag siar kosulu denir ve (11.11) deki iki denklem lineer bagimsiz olmalidur. y(z) =0
fonksiyonu |a,b] araliginda (11.10) ve (I1.11) simr deger probleminin ¢ézimidir. Bu
coztime sunar deger probleminin agikar ¢ozimi denir. Swnar deger problemlerinde onemli

olan, agikar ¢ézimden farkly y(z) ¢oziminin var olmasidar.

Tanwm I1.17 (I1.10) diferansiyel denklemde;

1) x € (a,b) olmak tzere p, q, r, i fonksiyonlar: Lebesgue integrallenebilirse

2) Hemen hemen her x € (a,b) igin p(x) # 0, r(z) > 0 olmak tzere

3) %,q,r (a,b) arabginda lokal olarak integrallenebilir; yani [a, ] C (a,b) olmak
tlizere 110, q ver (a, ) sonlu aralige iizerinde integrallenebiliyorsa

bu ¢ sarty saglayan diferansiyel denkleme regiiler ve diger tim durumlarda denklem

tekildir denir [30)].

Sturm-Liouville diferansiyel operatérin spektral ozellikleri arastirilirken genellikle

asagqidaki sinar sartlary incelenir.

a)

auy(a)—iramy'(a) = 0,

biry(b) + bioy (b) = 0

b) Periyodik Sinir Sarti



c) Dirichlet Sinir Sart:

d) Neumann Sinir Sarti

Teorem I1.4 Regiiler self-adjoint Sturm Liouville sinwr deger probleminde

1. Biitiin dzdegerler reeldir ve lim,, ., A\, = 00 olmak tizere ézdegerler
)\1<)\2<...<)\n<...

swralanar.
2. m # n olmak dzere \,, ve \, 6zdegerlerine karsilik gelen y,(x) ve y,(x) 6z

fonksiyonlar:

b
< Yy Yn >= / 7(2) Y () yn(v)dz = 0 m#n

olacak bigimde r(x) agirlk fonksiyonuna gore birbirine diktir.
3. Her bir f(z) fonksiyonu |a,b] arabiginda siirekli ikinci mertebeden tirevlenebilir

ve ayrik swnar kosullarini gercekliyorsa bu aralikta dizgiin ve mutlak yakinsak

f@) = Cuyn(x)
n=0
Fourier serisiyle ifade edilebilir [1], [14], [34].

(I1.10) diferansiyel denklemde p(z) = 1, r(z) = 1 ve ¢(x) kompleks degerli Lebesgue

integrallenebilir fonksiyon olmak iizere

—@—F (x)y = A a<zx<b (IL.12)
T Tal@y =y, :
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y(a) = y(b) = 0, (1L13)
sinir deger problemine Dirichlet sinir gsartli Sturm Liouville sinir deger problemi denir.
[31] ’in ilk boliimiinde (I1.12), (I1.13) smir deger problemi analitik metotlarla incelenip,
yine ayni simir deger problemi [1]’de teorik metotlarla incelenmistir. Bu ¢ahigmalar
iizerine [32]’de, aym problem A; < Ay < Aj.... 6zdegerlerinin discrete spektrumu igin
caligma yapilmigtir. [33]’de discrete 6zdeger problemlerinin ¢oziimii igin dogru metotlar

inga edilmigtir.

I1.3 Sonlu Farklar Metodu

Sonlu farklar yoéntemi, siirekli bir sistem olarak tamimlanan sinir deger problemini,
diigiim noktas1 olarak adlandirilan m tane noktaya bolerek kesikli bir sistem haline
doniistiiriir. Boylece sinir deger problemi c¢oziilmesi gereken cebirsel egitlik haline gelir
[35]. Sonlu farklar metodu basit bir algoritmayla goyle 6zetlenebilir:

1. Bagimsiz degisken icin incelenen kesikli sistem esit araliklara boliiniir.

2. Diferansiyel denklemde bulunan tiirev ifadeleri yerine Taylor serilerinin ac¢ilimin-
dan gelen formiil kullanilarak, her bir noktadaki tiirevlerin karsiligi hesaplanir.

3. Smur noktalar1 ayr ayr diisiiniiliir. Istenen sinir sartlarma miimkiin olan en iyi
yaklagim saglanir.

4. Sonugta ortaya cikan sonlu sayida bilinmeyenden olusan denklem sistemi ya
dogrudan ya da iteratif yontemler kullanilarak ¢oziiliir ve yaklagik sonuclar bulunmus

olur.

I1.3.1 Tiirevlere Sonlu Fark Yaklasimi

Bu verilenleri uygulayabilecegimiz Sturm Liouville sinir deger problemini ele alarak, y

fonksiyonu x bagimsiz degiskeninin siirekli bir fonksiyonu olsun.

"

y =p)y +q(z)y + (), a<wz<b, yla)=a, yb)=p (1L14)
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b—a
m+1

[a, b] araligl, m > 0 tamsayist igin, h = olmak tizere m + 1 alt araliga boliiniir.
Alt araliklarin ug noktalar;; j = 0,1,2,...,m + 1 olmak tizere z; = a + jh diigiim

noktalaridir [35]. Bu diigiim noktalar1 (II.14) denkleminde yerine yazilirsa

"

v (25) = pla;)y (25) + a(es)y(z;) + () (IL15)

esitligi elde edilir.
y € C*x;11,x;_1] olmak iizere, y fonksiyonunu x; civarinda iigiincii dereceden Tay-
lor polinomuna agarak, ;41 ve ;_; noktalar i¢in Taylor polinomlar1 Taylor teoremine

gore yazalim

! h2 1 h/3 1" h4
y(j1) = y(z;+h) = y(z;)+hy (%’Hgy (xj)+§y (ij)JFZy@)(fj)a 2; <& < Tjn
/ h2 " h3 " h4 (4)(¢— _
y(zj-1) = y(x;—h) = y(z;)—hy (%’)Jrgy (%‘)—gy (%’)Jrzy (&), zj1 <& <z

esitlikleri taraf tarafa toplanarak y”(:pj) fonksiyonu gekilirse

y(wjo) +y(ej-1) = 2y(x;) + B2y (2;) + Z—?[y“) &) +y™W(&)]
y"(wj) _ y(xj+1) - 2y(xj> + y(l’j—l) . h_Q[y(AL)(fj) + y(4)<€;)]

h? 4!

esitligi elde edilir. Bu egitlikte ortalama deger teoremi kullanilirsa;

(o) = DO 2D 1Y) W)

Tj—1 < fj < Tj41

formiilii elde edilir ve bu formiile 3" (z;) igin Merkezi Fark Formiilii denir [35].
Benzer bicimde ¥’ (x;) icinde merkezi fark formiilii elde edilir. y fonksiyonunu, x;
civarinda ikinci dereceden Taylor polinomuna acarak, x;,; ve x;_; noktalar i¢in Taylor

polinomlar1 Taylor teoremine gore

i h2 1" h3 "
y(@j1) = ylag + h) = y(o;) + hy (25) + 5y (25) + 5y (ny), @ <nj <ain

/ h2 " h3 n _ —
y(@j-1) = ylw; = h) =ylzj) = hy (@) + 5y (25) = 5p9 (1), 2o <y <

16



yazilir. Taraf tarafa ¢ikarma iglemi yapilirsa,

(1) — y(zj1) = 2hy (z;) + %[ym () +y" ()]
i) — ylrg 1) = 2y () + I ) + 9 )
yl(fbj) _ y($j+1) +y(xj*l) . h_2[y”’(77j)]7 T 1 < n; < Tj

2h 6

elde edilir. y'(z;) icin bu son esitlige Merkezi Fark Formiilii denir [35].

Bulunan bu merkezi fark formiilleri (I1.15) denkleminde yerine yazilirsa,

y(rj1) — 2y(x;) + y(x;-1) y(rj1) — y(wj_1)

33 = p(z;) 5T + q(x;)y(x;) + r(z))
I (e (ny) — (6,

denklemi elde edilir. Bu denklem y(a) = «, ve y(b) = [ sir kogullan ile birlikte
kullamlirsa, O(h?) mertebesinde kesme hatal sonlu farklar yontemi elde edilmis olur.

w; degerleri, x; noktalarina karsihik gelen yaklasik ¢oziimler olmak {izere

Wy = &, Wm+1 = /8

ve her j = 1,2,...,m i¢in

ij — Wj41 — Wi

h2

Wj41 — Wi
+ p(a)) = 5 — + qlz;)w; = —r(z;)

denklemi gerceklenir. Bu denklem diizenlenirse

(L ol g + (2 + W)y — (14 Spla)wyr = —Hr(,)

elde edilir. Bu bagintida her j = 1,2,...,m i¢in m tane

(1= (o) + (24 (o) — (L4 op(en)hup = —h2r(o)

-(1- gp(fz))wg + (24 h2q(wa))we — (1 + gp(fvz))wl = —h’r(z2)

—(1— gp(xs))uu + (24 hPq(ws))ws — (1 + gp(fvs))u& = —h'r(z3)
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(1= ) nir + 24 B — (L4 o)y = ~Hr ()

denklem elde edilir. Bu denklemler m x m’lik bir tridiagonal matris iceren Aw = b

sistemini olugturur [35].

(2+ hPq(z1))  —(1 = Ep(z1)) 0 0
—(1+ 4p(z2)) 2+ h%q(x2)) —(1 — 2p(x2)) 0
0 —(1+4 2p(xs)) 2+ h2q(xs)) —(1— Ep(xs))
A —
I 0 0 0 ~(1+5p(xm)) 2+ PPq(wn)) |
wy —h%r(z1) + (14 2p(z1))wo
Wo —h2r(zs)
Ws —h?r(x3)
w= h—
Wy 1 —h2r(Tpm_1)
i W ] i _h27<xm) + (1 - %p(mm))wm+1 |
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IIT CALISMALAR

II1I.1 DIRICHLET SINIR DEGER PROBLEMLERI iCIiN

ASIMPTOTIK FORMULLER

Bu tezde ¢(x) kompleks degerli integrallenebilir fonksiyon olmak iizere

_y” + q(x)y (IH.l)

ifadesi ve
y(0) = y(1) = 0 (11L.2)

siur sartiyla birlikte Ly[0, 1] uzayinda iiretilen L(q) operatorii incelenmistir.

Bu boliimde ¢, ag, a1, by, by kompleks sayilar olmak tizere [12]’deki ¢ (z) = p(z) +

c ag

S veq(r) = 7+ \/1“_7 + bov/T + b1/1 — x potansiyelleri i¢in, L(q) operatdriiniin

ozdegerlerinin asimptotik formiillerinin nasil bulundugunu inceledik. Bunun iizerine v

pozitif tam sayi, ¢, ve ¢, kompleks say1 olmak iizere

v Ch
Q(J/’):Zm, O<Oék<1 (III?))
k=0

sonlu sayida tekil noktasi olan potansiyel i¢in L(q) operatoriiniin 6zdegerlerinin asimp-
totik formiillerini bulduk.

Klasik ¢aligmalarda O(n~") mertebeden asimptotik formiilleri elde etmek igin ¢ ()
potansiyelinin (r—1) kere diferansiyellenebilmesi gerekmektedir [2, 3]. Halbuki, [12]’deki
makalede ¢ (x) keyfi integrallenebilir kompleks degerli fonksiyon olarak incelendiginde,
L(q) operatoriiniin 6zdegerleri ve zfonksiyonlarinin O(n~") mertebeden asimptotik
formiillerinin elde edilebilecegi gosterilmistir. Bu boliimde, éncelikle [12] makalesinde
alinmis sonuclar1 inceleyelim:

N > 1 porzitif tam say1 olmak iizere L(q) operatoriiniin 6zdegerleri n > N igin

A = (nm)? 4+ O(1) (I11.4)
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olacak bicimde {\,,} dizisi gergeklenir [1]. N biiyiik pozitif tam say1 (N > 1) ve ¢, ca....

pozitif sabitler olsun. (III.4) formiiliinden n > N igin

|\ = (k)% > |(n — k)7| |[(n+ k)x| — cin? > com, (IIL.5)

Vk#£n, k=01, ..,

esitsizliklerin saglandigi goriilmektedir. L(q) operatériiniin \,, 6zdegerleri ve bu 6zdeger-
lere kars1 gelen normalize ¥, (x) 6zfonksiyonlar: igin asimptotik formiillerin elde edilmesinde

(ITI1.5) esitsizligi ve
(An — (mn)*) (¥ n(z), sinnrr) = (q(z) ¥y (z), sinnrr) (I1L.6)

bagintis1 kullanilmigtir.

n — oo oldugunda, (¢(z)¥y(z),sinnrx) i¢ carpim sifira yaklagtigindan
max | (¢(x)Un(z),sinnmz) |=| (¢(z)¥y(z),sinngrz) |= Ay (IIL.7)

esitligini saglayan bir ngy tamsayisi ve Ay sabiti vardir. (IIL.5) deki esitsizlik dikkate

alimirsa, | ny |[>2(| N |+ | n|) = m i¢in
af L 2
Ay = (m(n+m))?| > 5 (N —n—n)m| (N +n+n)m| >cs|n|

esitsizligi gerceklenir. Bu esitsizlikle (IIL.6), (IIL.7) ve | ny |> m igin

An An
< <
T Ay = (mn+m))?l e P

| (Un(z),sin(n + ny) mx) |

elde edilir. Boylece {v/2sin(n + ny)mz : n; > —n} ortonormal baziyla Uy (z)’in

Un(r)= Y 2(Un(z),sin(n+ny) 7z)sin(n + ny)rz

ni>—n
ayTisim1 ve sup,cjoq; | 9(z) [< 7 olmak iizere

Uy(z) = Z 2 (Un(x),sin(n + ny) 7x) sin(n + ny)rx + g(z)

ni>—n
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ozfonksiyonu elde edilir. ¥y (z) 6zfonksiyonu (q(z)¥ y(z), sin nmx) i¢ carpiminda yerine

yazilirsa ve m — oo olmak iizere

(q(z)¥y(z),sinnrx) = (I11.8)
Z 2 (q(x), (sin(n + ny) mz)(sinnrz)) (Y (x), sin(n + ny)wx)

elde edilir.
M = fol lg(z)| dx olmak tizere (IIL.7), (IIL.8), (II1.6) formiilleri ve (IIL.5) esitsizligi

kullanilirsa

|(q(z)¥ N (x),sinnrz)| < 2M Z (U n(x),sin(ng + ny)mx)

ni1>—ngo

= 2M(¥Yy(z),sin Nwx) + 2M Z (U n(z),sin(ng + ny)mx)
ni1>—no

< 2M||Ty(z)| ||sin N7a|

[e.o]

| (¢(2)¥n(z),sin(ng + nymz) |
2 [An = (m(no +n1))?|

+2M

n1>—no,no+n1#N

> AN AN
< I2M +2M < IM 4+ —
=2 2 T ey SM S

n1>—ng,no+n1#N
elde edilir. Ay < 4M olmak iizere

(q(x)¥n(x),sinnmz)| < 4M,  VYn,YN >1 (I11.9)

esitsizligi gergeklenir. (IT1.8)’deki ¢arpim formiilii kullanilirsa,
(q(z)Un(x),sinnrr)
= >0 2(q(x), 5(cos nyma — cos(2n + ny)mwx) ) (¥ (), sin(n + ny)7)
elde edilir. Cy =0 ve C,, = fo ) cos nmxdr olmak iizere son egitlikte 2n + ny yerine
k ve tekrar k yerine n, alinirsa

(q(z)Un(x),sinnrz) Z Cry (VN (x),sin (n + ny) mz)

ni=1

+ Z Cry (VN (x),sin (n —ny) mx)

ni=1
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sonucu bulunur. Bu sonug (IIL.6) esitliginde uygulandiginda ve n >> 1 igin C,, — 0

oldugu gozoniine alinirsa

Ay — (mn)?) (¥ (z), sin nmw) Z Chy (YN (x),sin (n + nq) mz) (II1.10)

ni=-—00

elde edilir. (II1.10) esitliginde, N’ nin yerine n, n’nin yerine n + ny, n; yerinede ng

aliirsa,

o0

Cry (W, (), 8in (n 4+ ny + ng) m)
Z Ap — (m(n+nq))?

(U, (x),sin (n + ny) mx) =

ng=-—00
n1#—2n

esitligi gergeklenir. Bu esitlik ve (II1.10)’un sagindaki serinin bir terimi igin n; yerine

—2n, (U, (x),sin (n + ny) mz) i¢ carpimi yerinede elde edilen son egitlik uygulanirsa

(An — (mn)H)(V,(7),sinnrz) = —Cop (¥, (z), sin nra) (ITI.11)

2 CpCry (W, (2),sin (0 + ny + ng) mx)
D D W R
717,71725—2n

ifadesine varilir. Ayni yontem tekrarlanip, ny +mns # 0, —2n ve C,,, = C_,,, olmak iizere

(A — (7n)*)(V,(x), sin nrx) (IT1.12)

CTLI (Cn1 - Cn1+2”>
= (U, (z),sinnmz){—Cy, + m;m An — (1(n +1nq))2
n17#0,—2n

}

[e.o]

CyCry (W (), sin (n + ng + ng) m)
2 An = (m(n +n1))?

+

n1,M2=—00
n1,n1+n27#£0,—2n

ikinci iterasyon tamamlanir. (IT1.12)’nin son toplaminda iterasyon tekrarlanarak ve

ny + ng + n3 # 0, —2n olmak iizere

(A, — (mn)*)(V,,(x),sin nrx) (II1.13)
Cn (On - Cn +2n)
= (U Cn 1 1 1
( (33) smmrx){ on T mzoo X, ( (n+n1))
n17#0,—2n
+ f: Cnl Onz (Cn1+n2 - Cn1+n2+2n) }

An = (w(n 4 712))°] A = (x(n + 11 + 1))

n1,M2=—00
ni,n1+n2#£0,—2n
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o0

Cry CryCrg (U (), 8in (0 + 1y + ng + n3) mx)
Z A — (m(n+n1))?] [A\ — (7m(n 4+ 1y + n2))?

+

n1,N2,N3=—00
ni,n1+n2,n1+nz+n3#0,—2n

elde edilir. Bu yontemi genellegtirmek amaciyla (II1.13)’iin sagindaki ifade

Qo (An) = _CZna
_ - Cm (Cm _ Cn1+2n)
CLl ()\n) - = )\n - (ﬂ_(n + n1)>2 I
nll#B,—Zn
= Cnlong Cnl ng Cnl na2+2n
as ()\n) _ Z ( + +ng+2 )

A — (m(n 4+ n1))?] [An — (7m(n 4+ nq + n2))?]

ny,na=—00
n1,n1+n2#0,—2n

olmak iizere, her k tamsayisi igin;

ap ()\ ) _ i Cnlcngcnk (Cn1+n2+..+nk - Cn1+n2+...+nk+2n)

N1,M2,..., M =—00 Hf:l[)\n - (7T<n + Zi:l 77/3))2]

gerceklenir. m kere (II1.11)’de yapilan iterasyon tekrar edilerek;

Am(An) = ar (M)
k=0
> Cruy Cipyr.C, U, (x),si i
O U CLHCETNCRD o) R
MN1,MN2y.eey Nm+41=—00 H]:l [)\n - (Tr(n + Zk:l nk))2]

olmak iizere

An — (mn)? — A (M) (W, (2), sinnrr) = Ry (II1.15)

elde edilir. Burada s = 1,2, ...,k i¢in a (\,) ve s =1,2,...m + 1 igin R,, 1 toplamlarr;

i n; #0,—2n
j=1

sartiyla gecerlidir. (II1.5) ve (IIL.9) kullanmlarak asagidaki iligkiler

kz_oo m - O(l"ﬁ), (IIL.16)
k#—nn
o= 0 (L) s =0 () (Ir.17)

elde edilir [11].
Bu iligki ve gosterilen formiiller {izerine L(q) operatoriiniin dzdegerlerinin genel

formiilii [12]'de agagidaki teoremle verilmistir.
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Teorem III.1 Fy = —Cs,,

F =4 ((nﬂ')2) = —Cy, + Z [(:7’:;2(0”1( — Criyan)

e = (m(n+n))]
ni#—2n
ve
Fk = Ak ((7’L7T)2 + Fk—l) ,V/{,‘ = 2,3,
olmak tizere L(q) operatoriniin n. ézdegeri m = 0,1,2, ..., i¢in
l m—+1
Ay = () + F, + O ((M) ) (IT1.18)
n

asimptotik formailiini gercekler.

Ispat. Bu teoremin ispatinda tiimevarim yontemi kullamlmstir.

[k olarak (II1.18)’de m = 0 igin

A = (1)2 — Chp + O <ln—") (I11.19)

n

ozdegerin asimptotik formiilii bulunur. Gergekten, [1]’in sayfa 77’deki
) 1
U, (z) = V2sinnrz + O <—)
n
formiiliinden
2 1
(¥, (z),sinnrz) = \/7— +0 (E) (I11.20)

elde edilir. Boylece m = 0 igin, (II1.17), (II1.20) gozoniine almirsa ve (II1.15)’deki
esitligin her iki tarafi (U, (z),sinnrzx) i¢ carpimiyla boliiniirse (II1.19) elde edilir.

m =1 i¢in (II1.15)’den

A = (nm)? + A1 (\,) + O ((M) ) (I11.21)

n

elde edilir. A, — (n7)*> = O(1) ve

—0 ((Z”T’”’Y) (I11.22)



formiilii kullanilirsa

n

I 2
A1 () = A ((7n)?) + O ((M) ) (I11.23)
esitligi gergeklenir.

(IT1.18)’in ispatlanmasi i¢in tiimevarim yontemiyle, m = j — 1 i¢in dogru oldugu

kabul edilerek
l J
Ao = (nm)2+ Fj_ 4+ 0 ((M) ) (I11.24)

n
formiilti yazilir. (II1.15)’de m yerine j almrsa; (II1.15) deki esitligin her iki tarafi

(¥, (x),sinnmrz) i¢ carpimiyla boliinerek, (II1.17) ve (I11.20)’den

A = (072 + A, (M) + O ((Z"_W)j“) (IT1.25)

n

gerceklenir. (I11.24) ve (II1.25)’den )\, degerleri yerine yazilirsa

A1(0) = Ay(nm)? + Fyy + 0 ((Z” n )])) (111.26)

= Aj((nm)* + Fj1) + O (<@>H>

elde edilir. Boylece A;((nm)? + F;_1) = F; gozoniine almarak m = j igin (II1.25) ve
(IT1.26)’dan, (II1.18) ispat edilmig olur. m

Teorem III.1 den ve [12]’deki Teorem 3’den faydalanarak; (II1.3)’de verilen sonlu
sayida tekil noktasi olan ¢ (z) = ZZ:OW potansiyeli i¢in L(q) operatoriiniin

ozdegerlerinin asimptotik formiillerinin bulunmasini gosterelim:

Teorem II1.2 (I11.3)’de verilen sonlu sayida tekil noktasy olan potansiyel fonksiyon

icin L(q) operatoriniin n. ézdegeri

v
Ck

Ap = (nm)? — Z WKk(dzlk + dagt2) — Ni(dags1 + dag+3) + O(
k=0

In |n|

), (IIL.27)

n

25



Ck

An = (nm)? — Gy (Ky(dag + dages2) — Ni(dagpr1 + dagas)) (I11.28)
k=0
Z Z (2—an) (2n + )(Kk(d4k + dyry2) — Ni(dags1 + dagas))
ni=—o0 n n-rn
m;éo o k=0 '"1 1

(T — (20 4 1)) Y (K (dag, + dagyo) — Ni(dagrr + darrs))

i
o

ro(nlnly,

n

asimptotik formiilleri gercekler. Burada Kj = cosnrty, N = sinnmty, dgy, = fooo S ds,

0 0
dypro = f - ads, dypy1 = f_oo Teeds, dyy 3 = foo S””rsds olarak alinmaktadur.

Ispat. (II1.18)’de m = 0 icin

Ao = (7n)? 02n+0<l”"”|)

n
formiiliind kullanalim. Burada C,, = fol q(z) cosnmrdzr olmak tzere
c COS AT ,
Cn = / ’“
e (= i) ak
B Z / Cp COSNTTT mrx
$ — tk ak
biciminde yazilir. Son egitlikte t = x — t), doniisimi uygulandiginda,

v

- Z/ltk Ck cosnﬁ(t—i-tk)dt

A
k=0 7 ~tk 2
14 — 14 — . .
=t o0 cos nart cos naty, 1=tk ¢ sinnmt sin nmty,
= E o dt — E o dt
k=07 ~tk by k=0 Y —tk ty

elde edilir. Burada cosnnty = Ky ve sinnnt, = Ny ile gosterilerek
v 11—t v 1—tg 1
cosnmt sinnmt
Cn:ZCkKk/;t tz—kdt—ZCka/_t tz—kdt
k=0 k k=0 k

egitliginde nt = s dondigimiiyle

v

n(l—tk) n(l_tk) 1
Cr COSTS SIN 7S
=Y (K / S5 ds - Ny /_ S ds)

k=0 —nty nitg
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. . 00 0
gergeklenir. n(1 — t;) = ny, olmak tizere ve dy, = [;° “BTds, dypqo = [ BTds,

0 00 i . y
dapr1 = ffoo T ds, dygyz = fo T ds gozoniine alindiginda

14

1 > cosTms "k cog s
C, = Z nl—kak (Kk(d4k - / ds + d4k+2 — / ds) (11129)

(0% 0%
k=0 n, S o0 s

"k gin s * sinTs
—Nk(d4k+1 — / o ds + dygy3 — / dS))

(e}
o S . 8%k

bigiminde yazilir. [ny,o0) ’da 2jo — 1%in en kiigik tek tamsay oldugunu kabul edelim.

Bu durumda

1 -3
2i*3 cos s 2+3 cosms
Dj71 = dS, Dj72 = dS,
2 2

j—% Sak j-‘r% Sak
olmak tizere cosms 2 0, s € [2j — %, 25 + %] icin

COS TS < COS TS < COS TS
G+ Dm " e -

2 1 2 1
21 _p,ci 1 (I11.30)
T (2] + ) T (2] = g)™
esitsizlikleri vardir. Benzer olarak,
2 1 2 1
— S < Djy < (II1.31)
™ (2] + 3) ™ (2] + 5)™
egitsizligide gerceklenir. (I11.30), (111.31) egitsizliklerinden
* cosTs 1 >
/n T ds = O(ng) + > (Dj1+ Dj2) (I11.32)

J=Jo
elde edilir. Boylece (111.32) ve |Djy + Dj»| < ¥ esitsizliginden

> cosms 1
/n ds = O(nak)

o
k s k

gerceklenir. (II1.29)’un dordinci integrali igin

It sins *2 ginrs
Dj73 = dS, Dj74 = ds
J J

Sk 41 Sk

olmak tizere sinms 2 0, s € [j + 1,7 + 2| i¢in

sin s - sin s < sin s
G2 s (e
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2 1 2 1

_ <D< ——
w (D T (4 2)
egitsizlikleri gerceklenir. Benzer olarak,
2 1 2 1

— < D.q<
TG+ e T e

egitsizliqide elde edilir. Son iki esitsizlikten

*®sinTs 1 ©°
/nk g 45 =Oa) + > _(Dja+Dja) (I11.33)

J=jo

integrali gerceklenir. (111.33) ile |Djs + Dj4| < iy egitsizliginden

o0 : 1
/ Slnaﬂ'sds _ O(Tk)
I ny,

integralinin asimptotik ifadesi yazilar. (II1.29)’un tgiinci ve besinci integralleri igin bu
yontem tekrarlanarak ve ny yerine n alindiginda

v

(K 1
Cn = Z nlfak( k(dak + dagt2) — Ni(dayr + danys)) + O(W)
k=0

(I11.34)

elde edilir. (111.34) ve teorem II1.1°de Fy = —Cy,, esitligi gozoniine alinirsa

v

c In|n
Ap = (nm)? — Z <2n>+akKk(d4k + dagy2) — Ni(dagt1 + dagrs) + O( n

k=0

)

n

n. ozdegerin asimptotik formili elde edilir.

(II1.28) deki asimptotik formiilii elde etmek igin (II1.84)’de n yerine siraswyla 2n,

N1, Niton alindiginda

v

. 1
Con = Z (271)+0”“<Kk<d4k + dag+2) — Ni(dags1 + dags3)) + O(

)
Pt (2n)x
v c 1
Cn, = nl_kak (Ki(dar + dar2) — Ni(dags1 + dagyz)) + O(W) (111.35)
k=0 ''1 !
¢
Cm+2n = :

oy (Ki(dag + dagt2) — Ni(dag+1 + dager)) + O(
=0 142n

Ci ) (IIL36)

Nton
formailleri yazlur. (I1I1.34) gozonine alinarsa (II1.18)°de m = 1 igin
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14
Ck

P — (n7‘r)2 — WKk(d4k + d4k+2) — Nk(d4k+1 + d4k+3) (IH.37)
k=0
— Cn1+2n) In |n| 2
+ +o(—
mz_oo — (n )] (=)
ni1#—2n

elde edilir. (I11.37)’de C,,, yerine (II11.35) formiili ve C,, yerinede (II1.36) formiilii

14+2n

yazldiginda

Ck

Ay = (nm)? — W

k=0

LYY

k)
m=—o00 k= 0”1 (2n + )
n1#0,—2n

(Kk(d4k + d4k+2) — Nk(d4k+1 + d4k+3)) (11138)

(K (dag, + dagy2) — Ni(dag1 + dag+3))

(S = (2n 4 ny) ) (Ki(dag + dagyo) — Ni(dagr + dagss))

ln_’”’y)

n

n.asimptotik 6zdeger elde edilir. m
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I11.2 NUMERIK YAKLASIM
Bu boliimde Ls[a, b] uzayinda,

y(a) =y(b) =0 (I11.40)
Dirichlet sinir garth Sturm Liouville sinir deger probleminde ¢(z) Lebesgue integral-
lenebilir potansiyeli; 0 < ay < 1, v pozitif tam say1 ve ¢ reel sabit olmak iizere, sonlu
saylda tekil noktasi olan ¢ (z) = >, _, W fonksiyon icin incelendi. Bu Sturm Liou-
ville sinir deger problemlerinin kesin ¢oziimlerine ulagsmak genellikle olanaksizdir. Boyle
problemler cesitli yaklagim yontemleriyle ¢oziilebilmektedir ve genel olarak niimerik
yontemler kullanilmaktadir. Bu niimerik yontemlerden, sinir deger problemleri igin
genellikle sonlu farklar yontemi tercih edilmektedir. Sonlu farklar yontemi, sistem
icerisindeki her bir sonlu aralik i¢in adi diferensiyel denklemi cebirsel denklem siste-
mine doniigtiiriir. [35] ve [14]’de alinan merkezi fark formiillerini (II1.39), (II1.40) siur

deger problemine uygulayalim; m > 2 pozitif tamsay1 ve

b—a ‘ .
h = ek xj =a+jh, ji=12,..,m (I11.41)

olmak tizere, [z;, z;11] esit aralikh
4=y <2 <..<ZTpy1 =D,

m + 1 sayidaki adim tizerinde inceleme yapilir. Merkezi fark formiiliinde y(z;) yerine
y;, q(x;) yerine g; ve y' (z;) yerinede y;.' alimdiginda O(h?) hatayla ikinci mertebeden

fark formiilii

v Y-+ 2y — Y
i h2

bicimindedir.

(IT1.39)’a merkezi fark formiilii uygulanirsa

=Y. ,+2Y,—-Y. .
J = J J+ q;Y; = AY; j=1,2,...,m (I11.42)

30



elde edilir ve (II1.40) sir sart;
Yo=0,  Ypu=0 (II1.43)

bi¢imindedir. (II1.42) denklemlerinin olugturdugu sistem igin Y;

Y;
y —
Y
(m x 1) boyutunda matris ve
2 -1
1
-1 2 —1
42
-1 2 -1
m
-1 2
olmak tizere (m x m) boyutunda tridiagonal 7" matrisi
1 k
T = EK +Q
bi¢iminde gergeklenir. Boylece (I11.42) denklem sistemi kisaca
TY = AY (IIL.44)

matrisleriyle gosterilir. (II1.42), (II1.43) lineer sistemin ¢oziimiinde, h yeterince kiigiik
alindiginda bu niimerik ¢oziimiin dogru oldugu éngoriiliir [36].
(IT1.39), (II1.40) sinir deger probleminin yaklagik tzdegerleri ve 6zvektorleri, 7" mat-

risinin 6zdegerleri ve 6zvektorlerinin bulunmasiyla elde edilir.
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I11.2.1 Sturm Liouville Operatoriiniin Ozdegerlerine Potansiyel Fonksi-

yonun Etkisi

Caligmalar boliimii I11.1 de (III.1), (II1.2) simir deger probleminin biiyiik zdegerleri igin
asimptotik formiiller incelendi. Bu boliimde ayni (II1.1), (IT1.2) smir deger probleminin
ozdegerlerini sonlu farklar yontemini kullanarak bulacagiz. Boliim I11.1 de inceledigimiz
(IT1.3) potansiyel fonksiyonda sabit deger ¢, = 1, v pozitif tamsay1 i¢in k = 0,1, ..., v
ve t = % alindiginda potansiyel fonksiyon

1

= m, 0< o < 1, (11145)
— Uk

qr. (v)

olmak {izere
d2

L(qy) = 3

+ qi() (I11.46)

L(qy) operatoriiniin n.ozdegerini A* semboliiyle gosterelim. Diger taraftan Q, (z)
potansiyel fonksiyonu
Qu(x) = a () (I11.47)
k=0

olmak {izere
d2

da?

L(Q,) = +Qu(x) (IIL.48)

L(Q,) operatériiniin n.6zdegerini A¥ semboliiyle gosterelim.
(IT1.1), (II1.2) probleminde, sonlu farklar metodunu uygulayabilmek i¢in diigiim
noktalariyla tekil noktalarin cakismamas: gerekmektedir. m, > 2 tamsayisi icin

m, = v(m+ 1) ve z; diigiim noktalar

a;j:mi, j;ékz%, i=1,2,m, —1 (I11.49)

14

olmak tizere x; # t;, elde edilir.
Bu boliimde @, ve g potansiyelleri sifirken L(0) operatoriiniin n. dzdegeri (nm)?
oldugu gozoniine alimirsa, (II1.45) fonksiyonunun L(gx) operatoriiniin dzdegerlerdeki

etkisi;



farkiyla bulunabilir. Aymni bi¢imde (I11.47) fonksiyonunun L((Q), ) operatoriiniin 6zdeger-
lerindeki etkisi de,

P! = AL — (n)?
farkiyla elde edilir. n >> 1 biiyiik pozitif tamsayis1 icin

Py - Zyjp'é
k=0

—0 (I11.50)

saglanmaktadir.

Gergekten, n >> 1 i¢in L(qx) ve L(Q,) operatorlerinin Teorem II1.2 de goste-
rilen asimptotik metotla buldugumuz (II1.27), (II1.28) tzdegerleri igin, (II1.50) deki
farkin sifira yakisadigi goriiliir. Bu yakinsamayi, tizerinde caligtigimiz sonlu farklar

metodunu kullanarak L(Q),) ve L(qx) operatorlerinin ilk on 6zdegerinde gorebilmek igin

ti¢ tekil noktali potansiyel fonksiyonuyla

—y +Qu(z)y =Ny

sinir deger problemi ve

potansiyel fonksiyonlarla

sinir deger problemi gozoniine alinarak, Mathematica7? programlama dilinde yazilan
programla
P? = A2 — (nm)?
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2

> ph= (A~ (nm)?)

k=0

pertiirbasyonlar1 10~* duyarlilikla hesaplanip asagidaki tablolar diizenlenmistir. Tekil
noktalarin ¢ok yakin komsulugunda inceleme yapabilmek icin adim araliklar1 sayisini
yeterince biiyiik alarak, niimerik ¢oziimiin dogru sonuclar verdigi ongoriilmiigtiir. Bu
sebepten alt araliklar m, = 9000 olmak iizere agsagidaki degerler elde edilmistir.

2
Tablo III.1 P2 ve p°, pL, p2, > p* degerleri
k=0

n | P 2 p} P2 Sk | |P2=>pk

1 16,8453 | 1,5077 | 3,8119 | 1,5077 | 6,8272 0,0181

2 15,4364 | 1,6490 | 2,1359 | 1,6490 | 5,4339 0,0025

3 16,8249 | 1,7128 | 3,4041 | 1,7128 | 6, 8296 0,0047

4 15,8336 | 1,7510 | 2,3325 | 1,7510 | 5,8345 0, 0009

5 | 6,8131 | 1,7771 | 3,2614 | 1,7771 | 6,8155 0,0024

6 | 6,0141 | 1,7963 | 2,4221 | 1,7963 | 6,0147 |  0,0006

7 16,8087 | 1,8112 | 3,1872 | 1,8112 | 6,8097 0,001

8 [6,1223 | 1,8232 | 2,4757 | 1,8232 | 6,1221 0,0002

9 16,8063 | 1,8330 | 3,1399 | 1,8330 | 6,8059 0,0004

10 | 6,1959 | 1,8412 | 2,5121 | 1,8412 | 6,1944 0,0015

Tablo III.1’in son siitununda bu problem icin hesaplanan pertiirbasyon farklar:
2

Pr— >,
k=0

Tekillik sayisini arttirarak

2107 < < 2.1072 arahiginda degismektedir.

3

1
Qs(r) = )  ——
N

dort tekil noktali potansiyel fonksiyonuyla

—y +Qu(z)y =Ny

34



sinir deger problemi ve

sinir deger problemi gozoniine alindiginda

Py = A, = (nm)?

k=0

pertiirbasyon farklari i¢in agsagidaki tablo diizenlenmistir.

3
Tablo II1.2 P3 ve > pk degerleri

k=0
n| B Zgipfi P?’—Zg)pn
k=0 k=0
19,6757 |9,5152 | 0,1605
29,5513 | 9,6828 | 0,1315
3 | 7,8644 | 7,8638 | 0,0006
49,5736 | 9,5547 |  0,0189
5 19,5496 | 9,5759 |  0,0263
6 | 8,3556 | 8,3563 |  0,0007
7 | 9,554 | 9,5458 |  0,0082
8 |9,5455 | 9,556 | 0,0105
9 | 8577 | 8,5759 | 0,0011
10 | 9,5476 | 9,5404 |  0,0072
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Tablo III.2’nin son siitunundaki pertiirbasyon farklar:

3
6.107* < |P3— 3" pF| < 2.107! arahginda degismektedir. Yine tekillik sayisim artirarak
k=0

bes tekil noktali potansiyel fonksiyonuyla

—y +Qu(z)y =Ny

sinir deger problemi ve

sinir deger problemi gozoniine alindiginda

Py = A, — (nm)”

4

> ph=) (N~ (nn)?)

k=0 k=0

pertiirbasyon farklar i¢in asagidaki sonuclar elde edilmistir.
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4
Tablo II1.3 P! ve > pk degerleri
k=0

n P Soh || Pi=> vk

1| 12,473 | 12,2664 0, 2066

2 | 12,3101 | 12,3676 0,0575

3 12,2484 | 12,3607 | 0,1123

4 |10,3124 | 10,3127 0,0003

5 | 12,2858 | 12,2626 0,0232

6 | 12,2714 | 12,2787 0,0073

7 | 12,2523 | 12,2766 0,0243

8 | 10,8828 | 10,8823 0, 0005

9 |12,2619 | 12,2503 0,0116

10 | 12,2622 | 12,2613 | 0,0009

3.1074 < < 21071

4
Py=>
k=0

Son {ig tablodan, sonlu farklar metodunu uygulayarak buldugumuz L(q;) ile L(0)
operatorlerinin n. 6zdegerlerinin farkinin toplami ve L(Q,) ile L(0) operatorlerinin n.
ozdegerlerinin farki kargilagtinlmigtir. v = 2, 3,4 icin (II1.50)'nin ilk on degeri 2.10~*

ile 2.1071 arasinda degismektedir.
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L(q,) ve L(Q,) Operatorlerinin Ozdegerleri Arasindaki Bagnt:
L(qx) operatoriiniin v + 1 tane g potansiyellerinin toplami, L(Q,) operatdriiniin

(IT1.47) @, potansiyelini vermektedir. Tezin bu boliimiinde ve daha sonraki béliim-

k

- semboliiyle,

lerde L(qx) operatoriiniin asimptotik metotla elde edilen 6zdegerlerini a

k

n

niimerik yontemle bulunan ozdegerleriyse s; semboliiyle gosterecegiz. L(Q,) ope-
ratoriintin asimptotik metotla elde edilen 6zdegerlerini AY semboliiyle, niimerik yon-
temle bulunan 6zdegerleriyse S} semboliiyle gosterecegiz.

n >> 1 biiyiik pozitif tamsayisi igin L(gy) operatoriiniin n. asimptotik 6zdeger-

lerinin aritmetik ortalamas:

1 v
AV = > al (II11.51)
0

v—+1

k
bagntisiyla L((Q),) operatériiniin n. asimptotik 6zdegerini verir. Bu bagint1 i¢in

PY(A) = AV — (nm)? ve pk(a) = a* — (nm)? olmak {izere asimptotik 6zdegerler

AY = (nm)* + PY(A)

a, = (nm)* +p),(a)

bi¢imindedir. n >> 1 i¢in (I11.27) formiiliinden

v

v Kk(dk+d4k ) —Nk(dk +d4k ) ln]n!
A — (nﬂ_)Q _ Z 4 +?2n)liak 4k+1 +3 + O(T) (11152)

k=0

ve

Ki(dag + dags2) — Ni(dag+1 + dagts) In |n]
— + O(
(2n)1—ax n

)

a¥ = (nm)? —

olmak iizere son egitligin her iki tarafi v pozitif tamsayiya kadar toplanirsa

: Z Ky (dy +d ) — Ne(d +d ) In |n|
Z k Z 2 k\C4k 4k+2 k\C4k+1 4k+3 N
— n £ 0((77/ ) (2”)170% ) ( n ) ( 53)

elde edilir. n >> 1 i¢in (II1.52) ve (II1.53)’den PY(A) — 0 ve > ,_,pF(a) — 0

oldugundan (ITI1.51) bagintis1 gerceklenir.
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Ornek IT1.1 Bu biliimde agiklanan sonlu farklar metodu ve (II1.49) gecerli olmak

uzere

4
" 1
-y + Y = Y, O<ap <1
Z (2 — t)[™ ’
y(0) = y(1) =0,
Sturm-Liouville sinwr deger probleminde oy = %, my, = 52, ty, = %, v =4 degerleri i¢in

Mathematica7 programlama dilinde yazilan programdan elde edilen sonuclar asagidaki
tabloda verimigtir.

Tablo III.4 L(q;) ve L(Q4) operatorlerinin nimerik ézdegerleri

0 1 2 3 4 4 4 k /g4
n Sn Sn Sn Sn Sn Sn k=0 Sn/Sn

1 ] 11.3318 | 12.362 | 13.7938 | 12.362 | 11.3318 | 21.8354 | 2.799628

2 | 40.964 | 42.6802 | 41.8164 | 42.6802 | 40.964 | 51.3977 | 4.068369

3 190.1306 | 91.8388 | 92.027 | 91.8388 | 90.1306 | 101.59 4.488294

4 | 158.682 | 159.939 | 159.725 | 159.939 | 158.682 | 168.471 | 4.730589

5 | 246.367 | 247.313 | 248.089 | 247.313 | 246.367 | 256.253 | 4.821208

6 | 352.853 | 353.893 | 353.989 | 353.893 | 352.853 | 362.369 | 4.877572

7| 477.739 | 479.058 | 479.373 | 479.058 | 477.739 | 488.318 | 4.900428

8 | 620.551 | 621.985 | 621.745 | 621.985 | 620.551 | 630.915 | 4.924304

9 | 780.748 | 782.038 | 782.327 | 782.038 | 780.748 | 791.208 | 4.939155

10 | 957.722 | 958.824 | 958.957 | 958.824 | 957.722 | 967.47 4.953176

20 | 3474.67 | 3475.87 | 3476.02 | 3475.87 | 3474.67 | 3484.74 | 4.986627

30 | 6627.18 | 6628.35 | 6628.6 | 6628.35 | 6627.18 | 6637.27 | 4.992965

40 | 9256.36 | 9257.45 | 9257.89 | 9257.45 | 9256.36 | 9266.38 | 4.994994

50 | 10395.6 | 10396.7 | 10398.1 | 10396.7 | 10395.6 | 10406.1 | 4.995407

Tablo II1.4 de L(qy) ve L(Q4) operatorlerinin ozdegerleri verilmistir. L(qx) ope-

ratorinin n. ozdegerlerinin toplami, L(Q,) operatorinin n. ézdegerine orani; n > 30
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igin Tablo I11.4in son sitununda v+1 =~ 5 oldugu saptanarak, (II1.51) bagintis gergek-
lenmistir. Ayrica, Tablo II1.J de birinci stiitunla besinci stitunun n. ozdegeri, ikinci
stitunla dordinct situnun n. ézdegeri ayni olmaktadir. Gergekten, (I11.45)’de verilen
qx () potansiyel fonksiyonda v = 1—z dondigtimi yapilirsa, q,—x (z) = W potan-
siyeli elde edilir. Bu potansiyel fonksiyonlar gézéniine alindiginda L(q,_x) operatoriiyle

L(qx) operatorinin n.ozdegerleri aynidar.

II1.2.2 Tekil Noktalarda Ozvektdr Grafigi

Bu boliimde
— 1
_ _|_§ Y=\, O<a.<1 II1.54
=GR ' .

sinir deger probleminde, boliim I11.2°de verilen sonlu farklar yontemi uygulanirsa

(IT1.41)’deki adim araliklar:
m=(v—1)+vl, lez* (ITL.56)

olmak tizere z; diiglim noktalar

xj:tk

esitligini gercekler. Bu durumda (I11.54)-(I11.55) sinir deger probleminin ¢oziimiiniin
bulunmas1 niimerik yontemlerle imkansiz oldugundan, diigiim noktalarinin ¢ komsu-
lugunda ¢oziim elde edilmektedir. Niimerik yontemlerle (III1.54)-(II1.55) sir deger
probleminde v = 4 ve tekil noktalarin ¢ = 1072 komsulugunda (I11.44)’deki T' mat-
risinin ilk 6zvektoriit Mathematica 7 bilgisayar programlama dilinde grafigi ¢izdirilmistir.
(IT1.56) adim araliklarinda [ pozitif tamsay1 sirasiyla [ = 125, 150, 175 olmak iizere

ozvektoriin grafigi Sekil I11.1°de gosterilmistir.
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0,09 -
0,08 -
0,07 -
0,06 -
0,05 - =m503
0,04 - wElE
0,03 — 703

0,02

Sekil III.1 L(Q,) Operatoriiniin Ozvektorii

Sekil II1.1°de, farkli alt araliklarda (II1.54)-(II1.55) sir deger probleminde
x — t; olmak iizere y — 0 oldugu goriilmektedir. Ayrica bu sinir deger probleminde
potansiyel fonksiyon simetrik oldugundan, Sekil I11.1’de verilen 6zvektor grafigide simetrik

olmaktadir.

II1.2.3 Tekil Noktalara Bagli Sinir Sartlar:

Smir kosullar, ¢, = % tekil noktalara bagl olan
—y + i %y = My, 0<ay <1 (IIL.57)
ol =l

y(tr) = y(tpt1) =0 (I11.58)

smir deger probleminin sonlu farklar yontemiyle elde edilen n. 6zdegerini S (by) sem-
boliiyle gosterelim. v ye baghh m adim arahiklar m; = 10'v (i = 2,3, ...,1 ve | pozitif

tamsay1) olmak iizere
S (be)
Sv

n

<’ (I11.59)
esitsizligi gergeklenir.
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Ornek II1.2 (II1.57)-(1I1.58) sunar deger probleminde v = 3, 6 ve ty, tekil noktalarla be-
lirlenen by, = [ty, txs1] araliklary gézonine alinarak Mathematica7 programlama dilinde

program yazilmagtar.

Asagndaki Tablo IIL.5 ve Tablo I11.6°da S3(by);

—y + Y = A,
k=0 ‘(x - %)‘
1
y(0) = 3(3) =0
simr deger probleminin n. dzdegeri, S3(by) ise
. ’ 1 \
) 1/2y = AY,
k=0 ‘(35 - %)}
1 2
vG) =) =0

swnar deger probleminin n. 6zdegeridir.

Tablo II1.5 i =2 i¢cin S? ve S3(by), S2(by) niimerik czdegerler

n Sy Sy (bo) Sp(b1) Sn(bo)/ Sy | Sp(b1)/ S,
1 | 12.8913 | 96.5818 96.9063 7.4920 7.5172
2 | 42.7632 | 363.5381 | 363.8694 8.5012 8.5089
3 | 92.1866 | 807.8394 | 808.1721 8.7631 8.7667
4 1161.2112 | 1429.6162 | 1429.9494 8.8679 8.8700
5 | 249.7966 | 2228.8475 | 2229.1810 | 8.9227 8.9239
6 | 357.8677 | 3205.4646 | 3205.7982 | 8.9571 8.9581
7 | 485.3251 | 4359.3698 | 4359.7034 | 8.9824 8.9831
8 | 632.0483 | 5690.4421 | 5690.7758 | 9.0032 9.0037
9 | 797.8969 | 7198.5397 | 7198.8734 | 9.0219 9.0223
10 | 982.7117 | 8883.4999 | 8883.8336 | 9.0398 9.0401

Tablo II1.5%n son iki sitununda (II1.59) esitsizligi gerceklenmektedir.

42




Tablo ITI.6 i= 3 icin S3 ve S3(by), S3(by) niimerik dzdegerler

n| St Sk | 3 | SEb0)/SE | S3by)/SE
1 12.8920 96.5826 96.9071 7.4916 7.5168
2 | 42.7758 | 363.5509 | 363.8822 8.4990 8.5067
3 | 92.2505 | 807.9041 808.2367 8.7577 8.7613
4 |161.4128 | 1429.8206 | 1430.1538 8.8582 8.8602
5 | 250.2887 | 2229.3464 | 2229.6799 8.9071 8.9084
6 | 358.8877 | 3206.499 | 3206.8326 8.9345 8.9355
7 | 487.2137 | 4361.2861 | 4361.6197 8.9515 8.9522
8 1 635.2684 | 5693.7111 | 5694.0448 8.9627 8.9632
9 | 803.0518 | 7203.7755 | 7204.1092 8.9705 8.9709
10 | 990.5635 | 8891.4795 | 8891.8133 8.9762 8.9765

Tablo II1.6’nan son iki sitununda (I11.59) esitsizligi saglanmaktadar.

Tablo I11.5 ve Tablo I11.6°da incelenen potansiyelin tekillik sayisine arttirarak

simr deger probleminin n. dzdegeri S°(by) ve benzer bigimde

simr deger probleminin n. ézdegeride SS(by) semboliiyle gosterilir. Asagidaki tabloda

_y// +

6

k=0 ’(55

Wy:

Y,

bu zdegerler ve bu ézdegerlerin S® ézdegerine orami verilmistir.
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Tablo ITII.77 i =3 icin SE ve SS(by), SE(by) niimerik dzdegerler

n Sy Sy (1) Sy (b2) Sab1) /Sy | Sp(b2)/ Sy
1 | 12.8921 | 370.7522 371.1491 28,7582 | 28,7889
2 | 42,7760 | 1437.3767 | 1437.7763 33,6024 | 33,6118
3 | 92.2511 | 3214.221 3214.6212 34,8421 | 34,8464
4 1161.4149 | 5701.5488 | 5701.9491 35,3223 | 35,3248
5 | 250.2936 | 8899.4266 | 8899.8271 35,5559 | 35,5575
6 | 358.8979 | 12807.8798 | 12808.2803 | 35,6867 | 35,6878
7 | 487.2326 | 17426.9198 | 17427.32031 | 35,7671 | 35,7679
8 | 635.3006 | 22756.5522 | 22756.9527 | 35,8201 | 35,8208
9 | 803.1035 | 28796.7795 | 28797.1801 | 35,8569 | 35,8574
10 | 990.6423 | 35547.6029 | 35548.0035 | 35,8834 | 35,8838

Bu tablodada son iki sttunda (II1.59) esitsizligi gorilmektedir. Yani, L(Q),)
operatoriniin n. ozdegeri, ty, tekil noktalarla belirlenen by, = [tg, tr41] araliklarinda aldige
degerle, L(Q,) operatiriiniin n. dzdegerinin [0,1] arahginda aldige degere orami v?’den
kticuktiir.

Sonlu farklar yontemiyle gosterilen (I11.59) egitsizligi, bilinen teorik bilgilerle su sekilde

ac¢iklanabilir; QQ, potansiyel fonksiyon sifir oldugunda

—y =\,

simr deger probleminin ézdegerleri (nm)? dir. Swr sartlar degistirilirse ve (IIL58)

swnar sartlar, gézoniine alindiginda




simr deger probleminin dzdegerleri v*(nm)? dir. (Cézimii bilinen son iki siar deger

problemlerin ézdegerleri arasindaki iliski (111.59)u gerceklemektedir.
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I11.3 PERTURBASYON PARAMETRESIYLE DIRICHLET

SINIR SARTLI STURM LIOUVILLE PROBLEMI

Pertiirbasyon teorisi kiigiik degisimler teorisidir. Tam olarak ¢oziimlenemeyen bir prob-
lemin, bu probleme bagl bir problemden yola ¢ikilarak yaklagik bir ¢oziim elde etmek
icin matematiksel metodlar iceren teoridir. Problemin matematiksel tanimina "kiiciik"
bir parametreyle, eldeki problem formiile edilebiliyorsa, pertiirbasyon teorisi uygula-
nabilir.

Bu teorinin uygulama alanm atom fiziginde vardir. Fizik alaninda atomlarin enerji
seviyeleri; kuantumlu bolge, siirekli bolge olmak tizere iki durumda ele alinir. Bu
nedenle pertiirbasyon; bagimli durumlarin pertiirbasyonu, siirekli bolge pertiirbasyonu
(sagilma teorisi) olarak incelenir. Bagimli durumlarin pertiirbasyonu, zamana bagiml
ve zamandan bagimsiz olmak iizere iki durumda irdelenir [37]. Ayrica, bu teoride
uygulanan metotlar ¢ok kullanigh ve etkili metotlardir. Bu metotlar temelde kiiciik
parametre iizerinedir.

Tezin bu boliimiinde 0 < € << 1 olduk¢a kiigiik niimerik parametre ve eq(x)

pertiirbe edilen Lebesgue integrallenebilir potansiyel [38] olmak iizere L5 [0, 1] uzayinda

L(eq) = —% + €q(x) (II1.60)
y(0) =y(1) =0 (I11.61)

dirichlet smir sarth L(eq) operatoriin asimptotik ve niimerik 6zdegerlerini bularak,
pertiirbasyon teknigiyle boliim III.1’de gosterilen asimptotik metotla, boliim II1.2’de
uygulanan niimerik metot kargilagtirilacaktir.

(IT1.60)-(II1.61)’e pertiirbasyon teknigi uygulanmadiginda, ézdegerler

olmaktadir.
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L(eq) operatoriiniin g potansiyeli yerine (I111.47)’de verilen @), potansiyeli alinirsa,
pertiirbe edilen Sturm Liouville probleminin ¢zdegerleri €¢’a baglh olacagindan asimp-
totik vzdegerleri AY (¢) semboliiyle ve niimerik 6zdegerleride S (¢€) semboliiyle belirleye-

lim.

I11.3.1 Pertiirbasyon Parametresiyle Asimptotik Ozdegerler

Teorem II1.2 den yararlanarak (II1.37)’deki asimptotik formiilde ¢; = 1 igin

v

1 > cos s ) * €in7s 1
C, = kz_% ar (cosmmk(/oo or ds) + smmrxk(/oo o ds)) + O<W)
ve
2 Cn(Coy = Coity)

Un —= 1 1 1+2n ’
n_z_oo (nm)2 — ((n + k)m)?
n1;$_0,—2n

K(€) = (nm)? — €Cy, + €2U, (I11.62)

olmak iizere (II1.60)-(III.61)’in n. asimptotik 6zdegerini

e 1n |n|

An(€) = K (e) + O )

n

elde ettik. (I11.62)’deki U, serisini; |n;| > 50 oldugunda U semboliiyle gosterilirse

2

€U, <M Z (nm)? = ((n+ ny)m)?

|n1|>50
n1#0,—2n

esitsizligini gergekleyen bir M € R sayis1 vardir. Bu egitsizligin sagindaki toplam,

1 1
ek Y ol
n 2
T {n1:|2n+n1|>50, |n1|>50} m (2?’L T nl)
n17#0,—2n
olmak tizere
2 3
€ 9 e In |n|
= U+ 0 I11.63
Z (nm)? — ((n + nqy)m)? U+ 0 n ) ( )
s,
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asimptotik formiiliiyle gosteririz. Bu formiil ny; # 0, —2n oldugundan

2n—>50 o)

€? ) dz dz
> < et | e

n
{n1:]2n+n1|>50, |n1|>50} N 250
n1#0,—2n

yakinsak integralle ifade edilebilir. Son integral hesaplanarak

oo 62 ‘ 1
/ st o™ = © lmlg (ool —nf2n + o)l
20450
1 t 2
= &— lim[ln i - n| n—|—50|]
2 ]t 50)
Qiln |4n+50|
2n  |2n + 50|
€ In|n|
< O(———
()
ve benzer sekide
2n—>50 9 21 | ‘
/ 6—alx<0(E nn)
z(2n + x) n

elde edilir. Bu asimptotik yaklagimlar tizerine |n;| > 50, |2n + nq| > 50 igin

—2n—>50 d 00 d
271 _ 2 / x / L
Lt = e x(2n + x) * x(2n—l—:v))
—00 2n+50

olacak sekilde n’nin ilk 20 degeri i¢in €2U"* ve €*I"*’in aldig1 degerler ve aralarindaki

fark asagidaki tabloda verilmigtir.
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Tablo II1.8 (¢ = 1073) U’ ve ¢2I"* degerleri ve aralarindaki fark

27711 2771 2171 _ 27m
n eUr eIl |e2UM — 17|

1 | —4.09588E — 09 | 3,85051F — 08 | 4.26009E — 08

2 | —4.10259F — 09 | 3,71286E — 08 | 4.12312F — 08

3 | —4.11387E — 09 | 3,5874F — 08 | 3.99878E — 08

4 | —4.12985E — 09 | 3,4724F — 08 | 3.88538E — 08

5 | —4.15073E — 09 | 3,36646L — 08 | 3.78153 L — 08

6 | —4.17678E — 09 | 3,26844L — 08 | 3.68612F — 08

7 | —4.20834EF — 09 | 3,17738E — 08 | 3.59822F — 08

8 | —4.24585E — 09 | 3,09249E — 08 | 3.51708E — 08

9 | —4.28987L — 09 | 3,01309E — 08 | 3.44208FE — 08

10 | —4.34109E — 09 | 2,9386E — 08 | 3.37271E — 08

11 | —4.4004E — 09 | 2,86854L — 08 | 3.30858E — 08

12 | —4.54801F — 09 | 2,80247E — 08 | 3.24936E — 08

13 | —4.63958F — 09 | 2, 74003E — 08 | 3.19483E — 08

14 | —4.74602E — 09 | 2,68089L — 08 | 3.14485E — 08

15 | —4.87061F — 09 | 2,62477E — 08 | 3.09937E — 08

16 | =5.01789F — 09 | 2,57141F — 08 | 3.05847E — 08

17 | =5.19419F — 09 | 2,5206F — 08 | 3.02239E — 08

18 | —5.42293F — 09 | 2,47214E — 08 | 2.99156E — 08

19 | —4.32861E — 09 | 2,42585FE — 08 | 2.96814E — 08

20 | —4.10259EF — 09 | 2,38157FE — 08 | 2.81443F — 08
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Ayni uygulama, (I11.13)’tin sagindaki ikinci seri igin yapildiginda

1
3UT‘2 — 3
CE e 2 ()2 = (w(n + 1) [(n7)2 — (7 (n + ny + 12))?]
{nl:\2n—i-nl;”\£350é [n1|>50}
ni ,—2n

ve |n1| > 50, [2n + ny| > 50, |2n + ny + na| > 50, |ng + na| > 50

—2n—50 —2n—50

1
TR i
€ n el z@nta)z+)Cntatt)

—00 —0o0
[e.o] [eo]

1

/ z(2n+x)(x +t)2n+x +1)
2n+50 2n+50

dxdt)

olmak {iizere n'nin ilk 20 degeri i¢in €3U"2, ¢31"2’nin aldig1 degerler ve aralarindaki fark

asagidaki tabloda verilmistir.
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Tablo II1.9 (e = 1073) U2 ve 31" degerleri ve aralarindaki fark

377712
eU,

37172
el

Uy — 1|

2.33218E — 15

3.21948F — 12

3.21714F — 12

2.16816E — 15

1.49649F — 12

1.49432F — 12

2.0238E — 15

8.89802E — 13

8.87T78E — 13

1.8958E — 15

5.97493EF — 13

5.95597E — 13

1.78157E — 15

4.31718E — 13

4.29937FE — 13

1.67902E — 15

3.2769F — 13

3.2601F — 13

1.58649EF — 15

2.57T72E — 13

2.56134F — 13

1.50259E — 15

2.08214F — 13

2.06711F — 13

1.42618E — 15

1.71804F — 13

1.70378 ' — 13

10

1.35634E — 15

1.44196F — 13

1.4284F — 13

11

1.29226 ' — 15

1.22736 £ — 13

1.21444F — 13

12

1.23327E — 15

1.05711E — 13

1.04477E — 13

13

1.12838E — 15

9.19682F — 14

9.07894F — 14

14

1.12838E — 15

8.07116E — 14

7.95832F — 14

15

1.08157E — 15

7.13736FE — 14

7.02921F — 14

16

1.03801E — 15

6.35416E — 14

6.25036FE — 14

17

9.97375E — 16

5.69089F — 14

5.59116F — 14

18

9.59396E — 16

5.12443F — 14

5.02849F — 14

19

9.23827FE — 16

4.63702E — 14

4.54464F — 14

20

8.90453E — 16

4.21492F — 14

4.12587F — 14
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Bu veriler tizerine (II1.63) gozoniine alinirsa Tablo II1.8 ve TabloIIl.9’dan pertiirbe
edilen Sturm Liouville probleminin asimptotik 6zdegerleri —50 < n; < 50 igin (I11.62)
formiiliiyle bulunur. Bu asimptotik 6zdegerlerin dogrulugunu irdelemek icin, pertiirbe
edilmediginde operatoriin \,(0) = (nm)? 6zdegerleriyle, (II1.62) yaklagik asimptotik
ozdegerler arasinda karsilagtirma yaparak asimptotik tzdegerlerin dogrulugu saptan-

migtir. Bu sebepten agagidaki birkag 6rnek bize bu konu hakkinda agiklik getirecektir.

Ornek II11.3

y(0) =y(1) =0 (I1L.65)

Qu(x) =€)y —— (IT1.66)
=0 ¢/ |z — |
pertirbe edilen ve v nin degigimine géore (II1.66) potansiyeli gozéniine alinarak,
€ = 1072 pertiirbe parametresi icin asimptotik metotla elde edilen ézdegerlerle, pertiirbe
edilmeyen sinar deger probleminin \,(0) = (nm)? dzdegerleri arasindaki farklar asag-

daki tablolarda verilmistir.
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Tablo II1.10 Asimptotik metotla bulunan L(eQ)3) operatériniin ozdegerleri ve L(0)

operatoriniin ézdegerlert

n | Kie) Aa(0) | KR () — Aa(0))]
1| 9,8696 9, 8696 0

2 | 39,4777 | 39,4784 0, 0007
3| 88,8264 | 88,8264 0

4 | 157,9122 | 157,9137 0,0015
5 | 246,7401 | 246,7401 0

6 | 355,3054 | 355,3058 0, 0004
7 | 483,6106 | 483,6106 0

8 | 631,6536 | 631,6547 0,0011
9 | 799,4379 | 799,4379 0
10 | 986,9601 | 986, 9604 0,0003
11 | 1194,2221 | 1194, 2221 0
12 | 1421,2222 | 1421, 2231 0, 0009
13 | 1667,9631 | 1667, 9631 0
14 | 1934,4422 | 1934, 4425 0,0003
15 | 2220,6609 | 2220, 6609 0
16 | 2526,6179 | 2526, 6187 0, 0008
17 | 2852, 3157 | 2852, 3157 0
18 | 3197,7516 | 3197, 7518 0, 0002
19 | 3562,9272 | 3562, 9272 0
20 | 3947,8411 | 3947, 8418 0, 0007

Tablo III.10°da 10~* duyarhhkla (II1.64),(II11.65) ii¢ tekil noktals sinar deger proble-

minde tek indisli asimptotik Ozdegerlerle, pertiirbe edilmeyen siniwr deger probleminin

tek indisli ozdegerleri aymdir. Cift indisli 6zdegerlerin farkiysa,
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2.107* < |K2 (€) — A2 (0)| < 2.1073 arahganda degismektedir.

Tablo II1.11 Asimptotik metotla bulunan L(eQ3) operatoriniin ézdegerleri ve L(0)

operatorinin ézdegerleri

n| Ki(e) Aa(0) | [EG(€) = An(0)]
1| 9,8696 9, 8696 0

2 | 39,4777 | 39,4784 0,0007
3 | 88,8264 | 88,8264 0

4 | 157,9132 | 157,9137 0, 0005
5 | 246,7401 | 246,7401 0

6 | 355,3041 | 355,3058 0,0017
7 | 483,6106 | 483,6106 0

8 | 631,6543 | 631,6547 0, 0004
9 | 799,4379 | 799,4379 0
10 | 986,9601 | 986, 9604 0,0003
11 | 1194,2221 | 1194, 2221 0
12 | 1421, 2219 | 1421, 2231 0,0012
13 | 1667,9631 | 1667, 9631 0
14 | 1934, 4422 | 1934, 4425 0,0003
15 | 2220,6609 | 2220, 6609 0
16 | 2526,6185 | 2526, 6187 0, 0002
17 | 2852,3157 | 2852, 3157 0
18 | 3197,7509 | 3197, 7518 0, 0009
19 | 3562,9272 | 3562, 9272 0
20 | 3947,8415 | 3947,8418 0,0003

Tablo II1.11°de 10~* duyarhibikla, (1I1.64),(II1.65) dort tekil noktals sinar deger proble-

minde tek indisli asimptotik 6zdegerlerle, pertiirbe edilmeyen sinwr deger probleminin tek
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indisli 6zdegerleri Tablo I111.10°da oldugu gibi aynidar. Cift indisli 6zdegerlerin farkiysa,

2.107% < |K2 (€) — Aon(0)] < 2.1073 arahginda degismektedir.

Tablo II1.12 Asimptotik metotla bulunan L(eQy4) operatorinin ozdegerleri ve L(0)

operatorinin ézdegerlert

n| K(e) Aa(0) | [E(€) — An(0)]
1| 9,8696 9, 8696 0

2 | 39,4777 | 39,4784 0, 0007
3 | 88,8264 | 88,8264 0

4 | 157,9132 | 157,9137 0, 0005
5 | 246,7401 | 246,7401 0

6 | 355,3054 | 355,3058 0, 0004
7 | 483,6106 | 483,6106 0

8 | 631,6529 | 631,6547 0,0018
9 | 799,4379 | 799,4379 0
10 | 986,9601 | 936, 9604 0,0003
11 | 1194,2221 | 1194, 2221 0
12 | 1421,2227 | 1421, 2231 0, 0004
13 | 1667,9631 | 1667, 9631 0
14 | 1934, 4422 | 1934, 4425 0,0003
15 | 2220,6609 | 2220, 6609 0
16 | 2526,6175 | 2526, 6187 0,0012
17 | 2852,3157 | 2852, 3157 0
18 | 3197,7516 | 3197, 7518 0, 0002
19 | 3562,9272 | 3562, 9272 0
20 | 3947,8415 | 3947, 8418 0,0003
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Tablo II1.12°de 10~* duyarhbikla, (II1.64),(II1.65) bes tekil noktal sinir deger prob-
leminde tek indisle asimptotik 6zdegerlerle, pertiirbe edilmeyen sinir deger probleminin
tek indisly ozdegerleri Tablo II1.10, Tablo II1.11°de oldugu g¢ibi aynidir. Cift indish
dzdegerlerse, 2.107* < | K3, (€) — A2n(0)| < 2.1073 araliginda degisimektedir.

(I11.64)- (111.65) pertiirbe edilen sinr deger probleminin tek indisli asimptotik 6zdeger-
leri, pertiirbe edilmeyen asimptotik 6zdegerlerle aymdir. Cift indisli yaklasik asimp-
totik ozdegerler, son ii¢ tabloda 2.107* < |KY (€) — M2, (0)] < 2.1073 egitsizligiyle elde

edilmistir.

I11.3.2 Pertiirbasyon Parametresiyle Niimerik Ozdegerler

Boliim I11.3’de agiklanan sonlu farklar yontemi, (I11.64)-(II1.65) pertiirbe edilen

sinir deger problemi i¢in uygulanirsa,

2 -1
€
-1 2 -1
€42
K = ) Q*(E) =
-1 2 -1
€dm
-1 2
olmak tizere
1 *
T(e) = ﬁK + Q" (e)
T'(€), (m x m) boyutunda tridiagonal matris ve
T(e)Y = S(e)Y (LIL67)

(II1.67) lineer sistemiyle yazilir. (I11.64)-(II1.65) pertiirbe edilen siir deger probleminin
niimerik 6zdegerleri, T'(¢) matrisinin 6zdegerlerinin bulunmasiyla elde edilir. (II1.64)-

(IT1.65) pertiirbe edilen sinir deger probleminde v niin degisimine gore sonlu farklar
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yontemi uygulamirsa ¢ = 1072 pertiirbe parametresi igin S”(¢) semboliiyle niimerik
ozdegerler, pertiirbe edilmeyen simirdeger probleminin \,(0) = (nm)? 6zdegerleriyle

aralarindaki farklar 10~% duyarlilikla asagidaki 6rnekte verilmistir.

Ornek I11.4 v = 2 ve potansiyel fonksiyon

olmak tizere

swnar deger probleminin dzdegerleri asagidakt tabloda gosterilmaistir.
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Tablo II1.13 Niimerik metotla bulunan L(eQs) operatorinin ézdegerleri ve L(0)

operatoriniin ézdegerlert

no| o A(0) Sa(e) | [Aa(0) = SE(e)]
1 9, 8696 9,8765 0, 0069
2 | 39,4784 39,4839 0,0055
3 | 88,8264 88,8332 0,0068
4 | 157,9137 | 157,9195 0,0058
5 | 246,7401 | 246,7469 0,0068
6 | 355,3058 | 355,3116 0,0058
7 | 483,6106 | 483,6172 0, 0066
8 | 631,6547 | 631,6604 0,0057
9 | 799,4379 | 799,4441 0, 0062
10 | 986,9604 | 986,9657 0,0053
11 | 1194, 2221 | 1194, 2275 0,0054
12 | 1421,2231 | 1421, 2273 0,0042
13 | 1667,9631 | 1667,9672 0,0041
14 | 1934, 4425 | 1934, 4450 0,0025
15 | 2220,6609 | 2220, 6629 0, 0020
16 | 2526,6187 | 2526,6177 0.0010
17 | 2852,3157 | 2852, 3144 0,0013
18 | 3197,7518 | 3197, 7480 0,0038
19 | 3562,9272 | 3562, 9214 0,0058
20 | 3947, 8418 | 3947, 8326 0,0092

1.1073 < |\, (0) — S%(e)| < 9.1073
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Bu tabloda pertiirbe edilen sinir deger probleminin ozdegerleriyle, pertiirbe edilmeyen
sinar deger probleminin 6zdegerleri karsilastirilarak, bu ézdegerler arasinda 1073 mer-
tebeden yaklasim elde edilmistir. Potansiyel fonksiyonun tekil nokta sayisi bir artirilirsa;

Daért tekil noktasy olan potansiyel fonksiyon

Q3($C) = GZ%

3
k:()\/‘l’ 3|

olmak tizere

swnar deger probleminin dzdegerleri asagidakt tabloda gosterilmistir.
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Tablo II1.14 Niimerik metotla bulunan L(eQ3) operatorinin ézdegerleri ve L(0)

operatoriniin ézdegerlert

no| o A(0) Sale) | [Aa(0) = SR(e)]
1 9, 8696 9,8793 0,0097
2 | 39,4784 39, 4880 0, 0096
3 | 88,8264 88,8343 0,0079
4 | 157,9137 | 157,9232 0,0095
5 | 246,7401 | 246,7496 0,0095
6 | 355,3058 | 355,3140 0, 0082
7 | 483,6106 | 483,6199 0,0093
8 | 631,6547 | 631,6638 0,0091
9 | 799,4379 | T799,4458 0,0079
10 | 986,9604 | 986,9690 0, 0086
11 | 1194, 2221 | 1194, 2303 0, 0082
12 | 1421, 2231 | 1421, 2297 0, 0066
13 | 1667,9631 | 1667,9699 0,0068
14 | 1934, 4425 | 1934, 4483 0,0058
15 | 2220,6609 | 2220, 6649 0,0040
16 | 2526,6187 | 2526, 6219 0,0032
17 | 2852,3157 | 2852,3171 0,0014
18 | 3197,7518 | 3197, 7505 0,0013
19 | 3562,9272 | 3562, 9241 0,0031
20 | 3947, 8418 | 3947, 8358 0, 0060

1.1073 < |An(0) — A3(€)] < 9.1073
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Tablo II1.14°de 10~* duyarhlikla pertiirbe edilen sinar deger probleminin n. ézdegeriyle,
pertiirbe edilmeyen sinir deger probleminin n. 6zdegerleri birbiriyle karsilastirilarak
1.107% < [N\, (0) — A2(e)] < 9.1073 egitsizligi elde edilmigtir. Potansiyel fonksiyonun
tekil nokta sayisy bir arttirilirsa;

Bes tekil noktasy olan potansiyel fonksiyon

olmak tizere

sinar deger probleminin dzdegerleri asagidaki tabloda gosterilmistir.
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Tablo II1.15 Niimerik metotla bulunan L(eQy4) operatorinin ézdegerleri ve L(0)

operatoriniin ézdegerlert

no| o An(0) Sp(e) | 1Aa(0) = Sp(e)|
1| 9,8696 9,8821 0,0125
2 | 39,4784 | 39,4907 0,0123
3| 88,8264 | 88,8387 0,0123
4 | 157,9137 | 157,9240 0,0103
5 | 246,7401 | 246,7523 0,0122
6 | 355,3058 | 355,3179 0,0121
7 | 483,6106 | 483,6226 0,0120
8 | 631,6547 | 631,6652 0,0105
9 | 799,4379 | 799,4496 0,0117
10 | 986,9604 | 986,9717 0,0113
11 | 1194,2221 | 1194, 2330 0,0109
12 | 1421,2231 | 1421, 2322 0,0091
13 | 1667,9631 | 1667, 9726 0, 0095
14 | 1934,4425 | 1934, 4509 0, 0084
15 | 2220,6609 | 2220, 6683 0,0074
16 | 2526, 6187 | 2526, 6237 0, 0050
17 | 2852,3157 | 2852, 3198 0,0041
18 | 3197, 7518 | 3197, 7539 0,0021
19 | 3562,9272 | 3562, 9268 0, 0004
20 | 3947,8418 | 3947,8376 0, 0042

4.107* < [A\,(0) — S%(e)| < 1.1072

Tablo III.15°de 10~* duyarhhkla pertiirbe edilen sinir deger probleminin 6zdegerleriyle,

pertiirbe edilmeyen sinir deger probleminin 6zdegerleri bulunmusg ve sonuglar karsilastirilmastor.

62



L(Q,) operatoriniin dzdegerlerini bulmak amagh uygulanan iki metot i¢in asimp-

totik 6zdegerlerin, nimerik 6zdegerlere gore daha iyi sonuglar verdigi gorilmektedir.

Verilen son iki 6rnege daha da agiklik getirmek igin, asimptotik ozdegerler ile
niimerik ozdegerler arasinda karsilagtirma yapilarak, elde edilen sonuclar asagidaki
tablolarda verilmistir.

Tablo IT1.16 Asimptotik ve niimerik metotla bulunan L(eQ2) operatériiniin zdeger-

lerinin karsilagtirilmasi € = 1073

n| K2 | SO | IKe) - S2e)
1 9, 8696 9,8765 0, 0069
2 | 39,4777 | 39,4839 0, 0062
3 | 88,8264 | 88,8332 0, 0068
4 | 157,9122 | 157,9195 0,0073
5 | 246,7401 | 246, 7469 0,0068
6 | 355,3054 | 355,3116 0, 0062
7 | 483,6106 | 483,6172 0, 0066
8 | 631,6536 | 631,6604 0,0068
9 | 799,4379 | 799, 4441 0, 0062
10 | 986,9601 | 986,9657 0, 0056

51073 < |K2(e) — S?%(e)] < 8.1073

Tablo II1.16’da

ii¢ tekil noktal potansiyel fonksiyon olmak iizere

y(0) =y(1) =0 (I11.69)



sinir deger probleminin K?2(€) semboliiyle gosterilen yaklagik asimptotik 6zdegerlerle,
S2(e) semboliiyle gosterilen niimerik ozdegerler karsilagtirilarak
5.1073 < |K2(e) — S2(€)| < 8.1073 esitsizliginde degigen sonuglar elde edilmistir.

(II1.68)-(111.69) simir deger probleminde potansiyel fonksiyonun tekil nokta sayisi
bir arttirilirsa, dort tekil noktasi olan potansiyel fonksiyon

1
_k

Qs(z) =€ 3 T
§\/‘x 3|

olmak {izere

sinir deger probleminin K3(€) semboliiyle gosterilen yaklagik asimptotik 6zdegerlerle,
S3(e) semboliiyle gosterilen niimerik 6zdegerler asagidaki tabloda verilmistir.
Tablo IT1.17 Asimptotik ve niimerik metotla bulunan L(e()3) operatériiniin 6zdeger-

lerinin karsilagtirilmas1 € = 1073

n | Ko | SHe | Kie) - Sie)
1 9, 8696 9, 8793 0,0097
2 | 39,4777 | 39,4880 0,0103
3 | 88,8264 | 88,8343 0,0079
4 | 157,9132 | 157,9232 0,0100
5 | 246, 7401 | 246, 7496 0, 0095
6 | 355,3041 | 355,3140 0, 0099
7 | 483,6106 | 483,6199 0,0093
8 | 631,6543 | 631,6638 0,0095
9 | 799,4379 | 799, 4458 0,0079
10 | 986, 9601 | 986, 9690 0, 0089

71078 < |K3(e) — S3(e)] < 1.102
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Bu tabloda asimptotik 6zdegerlerle, niimerik 6zdegerler karsilagtirilmig ve
7.1073 < |K3(e) — S3(e)| < 1.1072 egitsizliginde degisen sonuglar elde edilmistir.
Tablo II1.18 Asimptotik ve niimerik metotla bulunan L(e@4) operatoriiniin 6zdeger-

lerinin karsilastirilmas1 € = 1073

n | Ky(e) Sp(e) | [Kz(e) = Su(e)]
1| 9,8696 | 9,8821 0,0125
2 | 39,4777 | 39,4907 0,0130
3 | 88,8264 | 88,8387 0,0123
4 | 157,9132 | 157,9240 0,0108
5 | 246, 7401 | 246, 7523 0,0122
6 | 355,3054 | 355,3179 0,0125
7 | 483,6106 | 483, 6226 0,0120
8 | 631,6529 | 631, 6652 0,0123
9 | 799,4379 | 799,4496 0,0117
10 | 986,9601 | 986,9717 0,0116

|K(e) — Si(e)| ~ 1.1072

Tablo I11.18’de bes tekil noktasi olan potansiyel fonksiyon

olmak {izere

sinir deger probleminin K2 (¢) yaklagik asimptotik 6zdegerleriyle, S2(¢) niimerik 6zdeger-
leri karsilastirilarak yaklasik 1072 mertebeden sonuglar elde edilmistir.
Son ii¢ tabloda, sinir deger problemlerinde potansiyel fonksiyonun tekil nokta sayisi

arttikca hata degerininde arttigr goriilmektedir.
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IV SONUCLAR ve TARTISMA

Asimptotik ve niimerik metotlar, analitik ¢oziimiin miimkiin olmadig1 durumlarda
kullanilan yontemlerdir. Literatiirde bu yontemlerin, diferansiyel operatorlerin 6zdeger-
leri ve dzfonksiyonlarinin bulunmasinda basariyla uygulandigr goriilmektedir. Bu tez
caligmasinda, sonlu sayida tekil noktasi olan potansiyel fonksiyonlu Sturm Liouville
sinir deger probleminin 6zdegerlerinin bulunmasinda bu iki metot kullanilmigtir.

Caligmada, Sturm Liouville diferansiyel operatoriin biiyiik 6zdegerleri icin incele-
nen asimptotik metot genellestirilerek yeni formiiller elde edilmistir. Bu operatoriin
kiigiik ozdegerleri, sonlu farklar metodunun uygulanmasiyla, Mathematica program-
lama dilinde yazilan program aracilig ile elde edilmistir. Bu operatoriin 6zdegerlerinde
tekil noktalarin etkisini belirleyen sonuglar elde edilerek, bu etki ozvektorde de goste-
rilmigtir. Ayrica, baglantili farkli operatorlerin 6zdegerleri arasinda bir bagint1 bulun-
mustur. Siir gartlari tekil noktalara baghh Sturm Liouville sinir deger problemlerin
ozdegerleri arasinda baginti elde edilmistir.

Calismanin son boliimiinde pertiirbasyon teknigi kullanilarak asimptotik ve niimerik
metotla elde edilen 6zdegerler kargilagtirilmigtir. Asimptotik metotla elde edilen 6zdeger-

lerin, niimerik yontemle bulunan 6zdegerlere gore daha iyi sonuclar verdigi goriilmiigtiir.
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V SON DEGERLENDIRMELER ve ONERILER

Bu tezde kuantum fizikte ve miihendislikte sik¢a kargilagilan Lo[0,1] uzayinda
Dirichlet sinir sarth, Lebesgue integrallenebilir tekil potansiyel fonksiyonlu Sturm Li-
ouville sinir deger problemi incelenmistir. Ifade edilen bu problemin kesin ¢oziimlerini
bulmak olanaksizdir. Bu sebepten tezde, sonlu sayida tekil noktasi olan potansiyel
fonksiyonlu Sturm Liouville sinir deger probleminin asimptotik ve niimerik 6zdeger-
lerini elde ettik. Bu ozdegerler i¢gin kiigiik pertiirbasyon parametresi kullanimiyla bu-
lunan 6zdegerler karsilagtirilarak, ongoriilen sonuclar elde edilmistir.

Konuyla ilgili yapilan calismalarda, sadece ug¢ noktalarda tekilligi olan Sturm Li-
ouville sinir deger probleminin niimerik 6zdegerleri bulunmugtur. Bu tezde L0, 1]
uzayinda sonlu sayida tekilligi olan Sturm Liouville sinir deger problemi incelenmistir.
Bu caligmanin iizerine farkl sinir sartlarinda yeni operatorler tanimlanabilir ve bu

operatorlerin dzdegerleri, 6zfonksiyonlari incelenebilir.
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