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ÖZET 

REGÜLER DİFERANSİYEL OPERATÖRLERİN ÖZDEĞER-  

LERİ İÇİN ASİMPTOTİK FORMÜLLER ve NÜMERİK 

YAKLAŞIMLAR 

Bu tezde ]1,0[2L  uzayında sonlu sayıda tekil noktaları olan 1( ) [0,1]q x L  

potansiyeline sahip   

''( ) ( ) ( )y x q x y x  

ifadesi ve 

(0) (1) 0y y  

Dirichlet sınır koşulları ile üretilen ( )L q  operatörü incelenmiştir. Tezin çalışmalar 

bölümünün ilk kısmında büyük özdeğerler için asimptotik formüller elde edilerek, 

ikinci kısmında nümerik yöntemle küçük özdeğerler bulunmuştur. Son bölümde ise 

pertürbasyon tekniğiyle, asimptotik metot ve nümerik yöntemle elde edilen  

özdeğerler incelenmiştir. 

Mayıs, 2012                                                                                           Güldem Yıldız 
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ABSTRACT 

ASYMPTOTIC FORMULAS and NUMERICAL APPROACHES 

FOR EIGENVALUES OF REGULAR DIFFERENTIAL 

OPERATORS 

In this thesis we investigate the operator generated in ]1,0[2L  by differential 

expression   

''( ) ( ) ( )y x q x y x  

and Dirichlet boundary conditions 

(0) (1) 0y y , 

where 1[0,1]q L  and has a finite number of singularities. First we obtain asymptotic 

formulas the large eigenvalues. Then we find approximate values of the small 

eigenvalues by numerical method. Finallly we compare the results obtained via the 

asymptotic method and numerical technique by using the perturbation methods.   

May, 2012                                                                                           Güldem Yıldız 
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YENİLİK BEYANI 

REGÜLER DİFERANSİYEL OPERATÖRLERİN ÖZDEĞER- 

LERİ İÇİN ASİMPTOTİK FORMÜLLER ve NÜMERİK 

YAKLAŞIMLAR 

Kuantum mekanikte araştırılan birçok konuda, self-adjoint diferansiyel operatörler 

kullanılmaktadır. Bu diferansiyel operatörlerin esas konularından biri, operatörlerin 

enerji seviyelerini belirleyen özdeğerlerini bulmayı gerektirir. Potansiyel enerjiyi 

belirleyen potansiyel fonksiyon; tekil noktalı potansiyel fonksiyon olduğunda, 

diferansiyel operatörün özdeğerlerinin kesin değerlerini bulmak mümkün değildir. 

Bu tezde 2[0,1]L  uzayında sonlu sayıda tekil noktaları olan Lebesgue integrallenebilir 

potansiyel fonksiyonlu Sturm Liouville diferansiyel operatörün asimptotik ve   

nümerik yöntemlerle özdeğerleri bulunmuştur. Çıkan sonuçlar pertürbasyon 

tekniğiyle karşılaştırılmıştır.  

Mayıs, 2012                  Yrd. Doç. Dr. Bülent Yılmaz         Güldem Yıldız                                                                                                                                                                           

                                       Prof. Dr. Oktay Veliev   
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I G·IR·IŞ VE AMAÇ

I.1 G·IR·IŞ

Matematik, �zik ve mühendislik alanlar¬nda Sturm-Liouville operatörü kullan¬larak

önemli geli̧smeler elde edilmi̧stir. Bu operatör için yap¬lan ilk çal¬̧sma 1836 y¬l¬nda

Charles Sturm ve Joseph Liouville taraf¬ndan ortaya konulmuştur. C. F. Sturm (1803-

1855) ·Isveç kökenli Frans¬z Matematikçi olup, sesin h¬z¬n¬n en do¼gru tan¬m¬n¬veren ilk

ki̧sidir. Ayr¬ca diferansiyel denklemlerle ilgili çok önemli çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Joseph

Liouville (1809-1882) ise cebirsel olmayan say¬lar¬n varl¬¼g¬n¬n ilk ispat¬n¬veren bilim

adam¬d¬r. S¬n¬r de¼ger problemleri, say¬lar teorisi, diferansiyel geometriyle ilgili çok

önemli çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r.

Diferansiyel operatörler teorisi; Kuantum mekanikte araşt¬r¬lan birçok konuda or-

taya ç¬kmaktad¬r. Bu konularda güncel problemlerden başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger problem-

leri için asimptotik formüller elde edilir. Asimptotik formüllerin elde edilmesi, incelenen

operatörün özelli¼gine ba¼gl¬d¬r [1]. Diferansiyel operatörler; sürtünmeli problemlerde,

aç¬k rezonatör teorisinde, esnek olmayan saç¬lma problemlerinde, vb. durumlarda

ortaya ç¬karlar. Matematik ve �zikteki birçok başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger probleminin

Fourier metodu ile çözülmesi, diferansiyel operatörlerin özde¼gerlerinin ve özfoksiyon-

lar¬n¬n ö¼grenilmesini gerektirir.

Sonlu aral¬kta, adi diferansiyel denklem taraf¬ndan üretilen diferansiyel operatörler

teorisinin esas konular¬, operatörün spektrumunun ö¼grenilmesini ve spektral ayr¬l¬̧s¬n¬

bulmay¬gerektirir. Sonlu aral¬kta adi diferansiyel denklem taraf¬ndan üretilen dife-

ransiyel operatörün spektrumu özde¼gerlerden oluşmaktad¬r. Bu operatörler, ener-

jinin korunumu olmadan devam eden durumlarda ortaya ç¬kmaktad¬rlar. Konuyla

ilgili ilk olarak 20. yüzy¬l¬n baş¬nda regüler s¬n¬r şart¬ kavram¬, G. Birkho¤ [2] ve

Y. D. Tamarkin [3] taraf¬ndan incelenmeye başland¬. Tamarkin 1927 y¬l¬nda düzenli
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s¬n¬r de¼ger problemlerinde özde¼gerlerin asimptotik formüllerini buldu. Bu konudaki

geli̧smeleri Naimark [1], Marchenko [4], Dunford [5] göstermi̧stir.

Literatürde özde¼gerlere asimptotik yaklaş¬m ile ilgili birçok çal¬̧sma vard¬r. Bunlar-

dan baz¬lar¬, [1], [7], [6], [8], [9], [10]�dur.

Ayr¬ca, L2(0; 1) uzay¬nda, potansiyeli L1[0; 1] de olan nonself-adjoint Sturm Liou-

ville operatörünün özde¼gerleri ve özfonksiyonlar¬için O. Veliev�in metodu kullan¬larak

[11, 12, 13] makalelerinde asimptotik formüller elde edilmi̧stir.

Fiziksel olaylar¬n matematiksel ifade şekli olan diferansiyel denklemlerin çözümünde

bazen birçok zorlukla kaŗs¬laş¬labilir. Bu zorluklardan biri de katsay¬lar¬tekil fonksi-

yonlar olan diferansiyel denklemlerdir. Tekil diferansiyel denklemlerin yaklaş¬k çözüm

yöntemleri ise tekil noktalar¬n ve incelenen operatörün özelliklerine ba¼gl¬d¬r. Bu çözüm

yöntemleri, ya seriler kullan¬larak ya da say¬sal yöntemlerle yap¬lmaktad¬r. Serilerin

kullan¬m¬, tekil integralleri meydana getirmektedir. Böylece problemlerin asimptotik

metotla yaklaş¬k çözümleri bulunabilmektedir.

Bilgisayar teknolojisindeki ilerlemelere ba¼gl¬olarak diferansiyel denklemlerin say¬sal

çözümleri, 20. yüzy¬l¬n ilk çeyre¼ginden başlayarak günümüze kadar h¬zla geli̧smi̧stir. Bu

h¬zl¬geli̧sim farkl¬tipteki diferansiyel denklemlerin birçok say¬sal yöntemle çözülebilmesi-

ni sa¼glam¬̧st¬r. Varolan say¬sal yöntemler, diferansiyel denklemlerin lineer veya lineer

olmayan özelliklerinden ya da başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬ndan fazlaca etkilenmeden

küçük de¼gi̧siklerle farkl¬ tipte diferansiyel denklemlere uygulanabilirler. Bir diferan-

siyel denkleme analitik çözüm ararken, söz konusu diferansiyel denklemin tipine uygun

bir yöntem arama zorunlulu¼gu kaŗs¬s¬nda, nümerik yöntemler genel olarak diferan-

siyel denklemin biçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r. Lineer diferansiyel denklemlerin tam analitik

çözümlerinin bulunmas¬kimi zaman olanaks¬zd¬r. Bundan dolay¬, diferansiyel denk-

lemlerin çözümü için nümerik yöntemler geli̧stirilmi̧stir [14]. Bilgisayar ortam¬ndaki

geli̧smelere paralel olarak diferansiyel denklemlerin matris formunda ifade edilebilmesi
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say¬sal analiz metotlar¬nda büyük geli̧smelere sebep olmuştur. Bu geli̧smeler içinde

sonlu farklar ve sonlu elemanlar gibi metotlar günümüze kadar etkin olarak kullan¬lm¬̧st¬r.

Say¬sal hesaplamalar ise Mathematica, Matlab gibi bilgisayar programlama dilleri kul-

lan¬larak yap¬labilmektedir.

Birçok kuantum mekanik ve mühendislik problemi çözümünde Sturm Liouville s¬n¬r

de¼ger problemi kullan¬lmaktad¬r. Bu problemlerde özde¼ger ve özfonksiyonlar¬n bulun-

mas¬kuantum mekanik, mühendislik ve matematik gibi bilim dallar¬nda çok önemlidir.

Bu konuda pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Paine, Hoog ve Anderssen [15] asimptotik

do¼gruluk teknikleriyle sonlu fark metodunu birlikte kullanarak özde¼gerler için etkili

sonuçlar elde etmi̧slerdir. Andrew ve Paine [16], sonlu elemanlar yöntemini kulla-

narak regüler Sturm Liouville probleminin yaklaş¬k özde¼gerlerini bulmuşlard¬r. Chen

ve Shing-Huei [17] çal¬̧smas¬nda özde¼ger problemlerin çözülebilmesi için diferansiyel

dönüşüm yöntemini kullanm¬̧slard¬r. Attili [18], Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemi-

nin çözümü için Adomian Decomposition metodunu kullanm¬̧s ve nümerik örnekler ver-

mi̧stir. Bu alan¬n araşt¬rmac¬lar¬ndan biri olan Baily [19] SLEIGN program¬n¬kullan-

m¬̧st¬r. Yine Baily ve di¼gerleri taraf¬ndan [20], SLEIGN2 adl¬program kullan¬lm¬̧st¬r.

Tekil Sturm Liouville problemlerini de [21]�de görmek mümkündür. Ghelardoni ve

Gheri [22] Sturm-Liouville problemlerinin yaklaş¬k özde¼gerlerini prüfer yöntemini ve

shooting yöntemini kullanarak elde etmi̧slerdir. Son dönemde Ledoux ve di¼gerleri

[23] �zik alan¬nda kaŗs¬laş¬lan problemler için shooting metodunu, varyas-yonel yön-

temleri Sturm-Liouville problemlerinin kullan¬m¬nda kaŗs¬laşt¬rm¬̧slard¬r. [24], [25]

makalelerinde tekil s¬n¬r de¼ger problemleri için sonlu farklar metodunu kullanarak,

lineer ve lineer olmayan s¬n¬r de¼ger problemlerine nümerik örnekler verilmi̧stir. Kumar

ve Singh [26] tekil s¬n¬r de¼ger problemlerinin çözümünde, farkl¬hesaplama tekniklerini

bir araya getiren ve s¬n¬�and¬ran bir çal¬̧sma yapm¬̧slard¬r.

Bu araşt¬rmalar yap¬larak, tezin çal¬̧smalar bölümünün ilk k¬sm¬nda Sturm Liou-
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ville problemlerinin özde¼gerleri için asimptotik yaklaş¬mlar, ikinci k¬sm¬nda nümerik

yöntemlerden çok yayg¬n olarak kullan¬lan sonlu farklar metodu üzerinde durularak,

üçüncü bölümdeyse küçük pertürbasyon parametresiyle bu yöntemlerin uygunlu¼guna

bak¬lm¬̧st¬r. Sturm Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin yaklaş¬k özde¼gerleri için sonlu fark-

lar yöntemi kullan¬larak ilgili örnekler verilmi̧stir. Tezin bundan sonraki bölümlerinde

özde¼gerlerin asimptotik metotla bulunan özde¼gerlerine k¬saca asimptotik özde¼ger, nümerik

yöntemle bulunan özde¼gerlerine ise nümerik özde¼ger diyece¼giz.

I.2 AMAÇ

Sonlu aral¬kta adi diferansiyel denklem taraf¬ndan üretilen regüler diferansiyel operatör-

ler teorisinin esas konular¬, operatörün spektrumunun ö¼grenilmesini gerektirir. Sonlu

aral¬kta adi diferansiyel denklem taraf¬ndan üretilen diferansiyel operatörün spektrumu

özde¼gerlerden oluşur. Klasik çal¬̧smalarda, adi diferansiyel denklem taraf¬ndan üretilen

diferansiyel operatörün özde¼gerleri ve özfonksiyonlar¬n¬n bulunabilmesi için bu diferan-

siyel denklemin katsay¬lar¬n¬n belirli bir mertebeden türevlere sahip olmas¬gerekmek-

tedir.

Y¬lmaz ve Veliev�in [12] makalesinde L2(0; 1) uzay¬nda

�y00 + q(x)y = �y;

y(0) = y(1) = 0

Dirichlet s¬n¬r de¼ger probleminin q(x) potansiyel fonksiyonuna hiçbir türev şart¬koy-

maks¬z¬n, ��n¬n büyük de¼gerlerine uygun gelen özde¼ger ve özfonksiyonlar¬için asimp-

totik formüller bulunmuştur.

Tezin amac¬, bu s¬n¬r de¼ger probleminde potansiyel fonksiyon sonlu say¬da tekil

noktas¬oldu¼gunda, asimptotik metot, say¬sal yöntem ve pertürbasyon tekni¼ginin kul-

lan¬lmas¬yla bütün özde¼gerlerini incelemektir.
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II GENEL B·ILG·ILER

II.1 TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m II.1 H kompleks uzay¬verilsin. 8x; y 2 H ikili eleman¬na karş¬l¬k gelen

(x; y) kompleks say¬s¬için ve H �H ! H olmak üzere:

a) (x; y) = (y; x)

b) (x1 + x2; y) = (x1; y) + (x2; y) (x1; x2 2 H)

c) (�x; y) = �(x; y) (8� 2 C)

d) (x; x) � 0; (x; x) = 0, x = 0

özellikleriyle (x; y) kompleks say¬s¬na x ve y elemanlar¬n¬n iç çarp¬m¬, H lineer uzay¬na

ise iç çarp¬m uzay¬denir [1].

Tan¬m II.2 Say¬labilir say¬da, ortonormal sisteminin var oldu¼gu tam iç çarp¬m uza-

y¬na Hilbert Uzay¬denir ve H ile gösterilir. H iç çarp¬m uzay¬nda;

kxk =
p
(x; x)

formülü bir norm tan¬mlad¬¼g¬ndan, iç çarp¬m uzay¬bu norma göre lineer normlu uzay

olacakt¬r [1].

Tan¬m II.3 Lineer Diferansiyel ·Ifade: [a; b] aral¬¼g¬nda

l(y) = y(n) + p1(x)y
(n�1) + :::+ pn(x)y

biçiminde verilen ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. Burada p1(x); :::; pn�1(x); pn(x);

diferansiyel ifadenin katsay¬lar¬ve [a; b] aral¬¼g¬nda Lebesgue integrallenebilir, kompleks

de¼gerli fonksiyonlard¬r.

Tan¬m II.4 Lineer Diferansiyel ·Ifadenin S¬n¬r Şartlar¬: [a; b] aral¬¼g¬n¬n a ve

b s¬n¬r noktalar¬nda ya; y
0
a; y

00
a ; :::; y

(n�1)
a ; yb; y

0
b; :::; y

(n�1)
b de¼gerleri için U(y) lineer
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formu

U(y) = �0ya + �1y
0

a + :::+ �n�1y
(n�1)

a + �0yb + �1y
0

b + :::+ �n�1y
(n�1)
b

biçiminde verilir ve �0; �1; :::; �n�1; �0; �1; :::; �n�1 key�sabitlerdir. Bu sabitler de¼giştikçe

lineer formda de¼gişir. n tane lineer denklem

U�(y) = 0; � = 1; 2; :::; n (II.1)

koşullar¬yla gerçeklenirse lineer ba¼g¬ms¬z homojen s¬n¬r şartlar¬ olarak adland¬r¬l¬r.

(II.1) s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glayan fonksiyonlardan oluşan alt uzay B ile gösterilsin.

Tan¬m II.5 8y 2 B fonksiyonu için

l(y) = 0;

U�(y) = 0; � = 1; 2; :::; n (II.2)

(II.2) problemine homojen s¬n¬r de¼ger problemi denir.

Tan¬m II.6 Lineer Operatör: H Hilbert uzay¬n¬n herhangi bir D � H lineer alt

uzay¬ve bir L operatörü için,

L : D � H ! H

dönüşümü verilsin. E¼ger �1; �2 2 C ve x1; x2 2 D için

L(�1x1 + �2x2) = �1Lx1 + �2Lx2

eşitli¼gi gerçekleniyorsa L dönüşümüne lineer operatör, D ye ise L operatörünün tan¬m

bölgesi denir ve bu küme D(L) ile gösterilir [1].

Tan¬m II.7 X ve Y birer normlu uzay ve D(L) � X bir L operatörünün tan¬m

kümesi olmak üzere

kLxk �M kxk
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eşitsizli¼gini sa¼glayan birM say¬s¬varsa L operatörüne s¬n¬rl¬d¬r denir. BuM say¬lar¬n¬n

en küçü¼güne L s¬n¬rl¬operatörünün normu denir ve kLk ile gösterilir. L operatörünün

normunu

kLk = sup
kxk�1

kLxk = sup
kxk6=0

kLxk
kxk

eşitli¼giyle hesaplamak mümkündür [1, 27].

Teorem II.1 Her lineer L operatörünün sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul s¬n¬rl¬

olmas¬d¬r [1].

Tan¬m II.8 Adjoint Operatör: H1 ve H2 iki Hilbert uzay ve L : H1 ! H2 s¬n¬rl¬

lineer operatör olsun. E¼ger L� : H2 ! H1 operatörü < Lx; y >=< x;L�y > şart¬n¬

sa¼gl¬yorsa L� operatörüne L nin adjointi denir. E¼ger L = L� ise L operatörüne self

adjoint operatör denir [1, 27].

Tan¬m II.9 Özde¼ger, Özfonksiyon: L s¬n¬rl¬lineer bir operatör olsun. Bu takdirde

L operatörünün tan¬m kümesinde

Ly = �y (II.3)

olacak biçimde bir y 6= 0 fonksiyonu varsa, � say¬s¬na L operatörünün özde¼geri ve y

fonksiyonunada � özde¼gerine karş¬l¬k gelen özfonksiyon denir [1].

y özfonksiyonu, L operatörünün tan¬m bölgesinde olmal¬ ve (II.1) s¬n¬r şartlar¬n¬

sa¼glamal¬d¬r. Bununla birlikte l(y) diferansiyel ifadeden üretilen L operatörü Ly = l(y)

eşitli¼giyle (II.3) den

l(y) = �y

gerçeklenir.

(l � �)y = 0 diferansiyel denklemi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda � parametresiyle birlikte

fy1; y2; :::; yng lineer ba¼g¬ms¬z çözümler kümesi vard¬r. c1; c2; :::; cn belirli sabitler olmak
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üzere genel çözüm

y =

nX
i=1

ciyi(x; �) (II.4)

biçiminde ifade edilir.

y1(x; �); y2(x; �); :::; yn(x; �) fonksiyonlar¬� ya ba¼gl¬tam fonksiyonlard¬r ve lineer ba¼g¬m-

s¬zd¬rlar.

Tan¬m II.10

�(�) =

��������������

U1(y1) U1(y2) ::: U1(yn)

U2(y1) U2(y2) ::: U2(yn)

: : ::: :

Un(y1) Un(y2) ::: Un(yn)

��������������
(II.5)

determinant¬na, L diferansiyel operatörün karakteristik determinant¬denir.

�(�); ��n¬n analitik fonksiyonuysa aşa¼g¬daki teoremler geçerlidir [1, 4].

� L operatörünün özde¼gerleri, �(�) fonksiyonunu s¬f¬r yapan de¼gerlerdir. E¼ger

�(�) s¬f¬rsa, o zaman her � say¬s¬L operatörünün özde¼geridir.

� �(�) s¬f¬r de¼gilse L operatörünün say¬labilir birçok özde¼geri vard¬r.

� �(�) fonksiyonunun hiç s¬f¬r¬yoksa, L operatörünün hiçbir özde¼geride yoktur.

Tan¬m II.11 L2[a; b] uzay¬: Verilen [a; b]aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, kompleks de¼gerli ve

Lebesgue anlam¬nda ölçülebilir olan x(t) fonksiyonu için jx(t)j2 fonksiyonu bu aral¬kta

Lebesgue anlam¬nda integrallenebiliyorsa, x(t) fonksiyonuna [a; b] aral¬¼g¬nda karesi integ-

rallenebilen fonksiyon denir. (a; b) aral¬¼g¬n¬n üzerinde Lebesgue anlam¬nda ölçülebilir

ve karesi integrallenebilir tüm kompleks de¼gerli x(t) fonksiyonlar¬n kümesindeki norm;

kxk = (
Z b

a

[x(t)]2dt)1=2

şeklinde tan¬mlan¬r. Hemen hemen ayn¬ olan fonksiyonlar¬n normlar¬ eşittir. Ele-

manlar¬, bu kümede hemen hemen ayn¬olan fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬n oluşturdu¼gu uzaya
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L2[a; b] uzay¬denir. ·Iç çarp¬m;

< x(t); y(t) >=

Z b

a

x(t)y(t)dt

biçiminde tan¬mlanarak reel durumda y(t) = y(t) eşitli¼gi geçerlidir.

Teorem II.2 L2[a; b] uzay¬bir Hilbert uzay¬d¬r [1].

II.2 Özde¼gerlere Asimptotik Yaklaş¬m

l(y) = �y denkleminde, � = ��n eşitli¼giyle

l(y) + �ny = 0 (II.6)

denklemi elde edilir. Genellikle l(y) lineer diferansiyel ifadede p1(x) � 0 olarak al¬n¬r.

E¼ger p1(x) � 0 ise

y =
�
y exp(� 1

n

Z
p1(x)dx);

(II.6)�dan

�
y
(n)
+
�
p2(x)

�
y
(n�2)

+ :::+
�
pn(x)

�
y + �n

�
y = 0 (II.7)

şeklinde yaz¬l¬r.

[2], [3], [1]�de; k = 0; 1; :::; (2n � 1) olmak üzere 2n daire dilimli Sk ile bölünen

kompleks � düzlemi

k�

n
� arg � � (k + 1)�

n

biçiminde al¬nmaktad¬r.

Re(z); z�nin reel k¬sm¬, w1; w2; :::; wn say¬lar¬�1�in farkl¬n: kökleri olmak üzere Sk

daire dilimlerinin herbiri ve her � 2 Sk için

Re(�w1) � Re(�w2) � ::: � Re(�wn)

eşitsizlikleri geçerlidir [2], [1].
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Bununla birlikte � 6= 0 olmak üzere

y(n) + �ny = 0

homojen diferansiyel denklemin temel çözümleri

e�w1x; e�w2x; :::; e�wnx

fonksiyonlar¬d¬r.

Tan¬m II.12 O sembolü: Baz¬ f fonksiyonlar¬ için O(hr) nin anlam¬; yeterince

küçük olan h�dan ba¼g¬ms¬z s¬f¬r olmayan bir C say¬s¬, h ! 0; jf j � C jhjr olacak

şekilde vard¬r [14].

Tan¬m II.13 Bir f(h) fonksiyonuna p(h) fonksiyonuyla yaklaşarak, n pozitif tam say¬

olmak üzere yeterince küçük h için

jf(h)� p(h)j
jhnj �M

eşitsizli¼gini gerçekleyen bir M > 0 reel sabit vard¬r. O(hn) yaklaş¬m mertebesiyle f(h);

f(h) = p(h) +O(hn)

biçiminde yaz¬l¬r. jf(h)� p(h)j � M jhnj eşitsizli¼ginde, M jhnj hata s¬n¬r¬n¬n yerini

O(hn) notasyonu al¬r [29].

Aşa¼g¬da verilen Teorem II.3�de j�j ; yeterince büyük olmak üzere

y(n) + �ny = �p2(x)y(n�2) � :::� pn(x)y

homojen olmayan denklemin y1(x; �); y2(x; �); :::; yn(x; �) çözümlerinin temel kümesi

ve onlar¬n (n� 1) mertebeden türevleri için asimptotik tahminlerini verir.
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Teorem II.3

y(n) + p2(x)y
(n�2) + :::+ pn�1(x)y

0
+ pn(x)y + �

ny = 0

denkleminde, p2(x); :::; pn(x) fonksiyonlar¬[0; 1] aral¬¼g¬nda key� olarak integrallenebili-

yorsa, � kompleks düzleminin her T bölgesi için, y1; :::; yn n lineer ba¼g¬ms¬z çözümleri,

yeterince büyük j�j ve � 2 T için regülerdir. Bu çözümler ve türevleri

yk = e�wkx [1 +O(1
�
)]

dyk
dx

= �e�wkx [wk +O(
1
�
)]

: : : :

dn�1yk
dxn�1 = �n�1e�wkx [wn�1k +O(1

�
)]

biçiminde ifade edilir [1].

Diferansiyel operatörü tan¬mlayan, U�(y) � = 1; 2; :::; n lineer formlar¬yla farkl¬

sistemler gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

j�� j+ j�� j 6= 0; n� 1 > k1 > k2 > ::: > kn > 0; k�+2 < k� ;

U�0(y) = ��y
(k�)
0 +

k��1X
j=0

��jy
(j)
0 ;

U�1(y) = ��y
(k�)
1 +

k��1X
j=0

��jy
(j)
1

olmak üzere normalize s¬n¬r şartlar¬

U�(y) � U�0(y) + U�1(y) = 0 (II.8)

biçimindedir [2], [1].

Bu (II.8) normalize s¬n¬r şartlar¬, n�nin tek ve çift olmas¬na göre s¬n¬�and¬r¬lmak-

tad¬r [1].
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Tan¬m II.14 n tek (n = 2�� 1) ve

�0 + �1s =

��������������

�1w
k1
1 ::: �1w

k1
��1 (�1 + s�1)w

k1
� �1w

k1
�+1 ::: �1w

k1
n

�2w
k2
1 ::: �2w

k2
��1 (�2 + s�2)w

k2
� �2w

k2
�+1 ::: �2w

k2
n

: ::: : : : ::: :

�nw
kn
1 ::: �nw

kn
��1 (�n + s�n)w

kn
� �nw

kn
�+1 ::: �nw

kn
n

��������������
özdeşli¼giyle tan¬mlanan �0; �1 say¬lar çifti s¬f¬rdan farkl¬ysa, (II.8) normalize s¬n¬r şart-

lar¬na regülerdir denir.

n çift (n = 2�) ve

��1
s
+�0+�1s (II.9)

=

��������������

�1w
k1
1 ::: �1w

k1
��1 (�1 + s�1)w

k1
� (�1 +

�1
s
)wk1�+1 �1w

k1
�+2 ::: �1w

k1
n

�2w
k2
1 ::: �2w

k2
��1 (�2 + s�2)w

k2
� (�2 +

�2
s
)wk2�+1 �2w

k2
�+2 ::: �2w

k2
n

: ::: : : : : ::: :

�nw
kn
1 ::: �nw

kn
��1 (�n + s�n)w

kn
� (�n +

�n
s
)wkn�+1 �nw

kn
�+2 ::: �nw

kn
n

��������������
özdeşli¼giyle tan¬mlanan �1; ��1 say¬lar çifti s¬f¬rdan farkl¬ysa (II.8) normalize s¬n¬r

şartlar¬na regülerdir denir.

Tan¬m II.14�de normalize s¬n¬r şartlar¬n¬n regüler olmas¬, wk say¬lar¬yla S bölgesinin

seçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r ve sadece �0; �1; ��1�e ba¼gl¬olmay¬p, ayn¬zamanda (II.8)�in

en yüksek mertebeden türevlerinin �� ve �� (� = 1; 2; :::; n) kompleks katsay¬lar¬na da

ba¼gl¬d¬r.

Tan¬m II.15 �20 6= 4�1��1 olmak üzere n çift ve (II.8) normalize s¬n¬r şartlar¬regülerse,

(II.8) s¬n¬r şartlar¬na güçlü regüler denir.
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Tan¬m II.16
d

dx
(p(x)

d

dx
) + q(x) = �r(x)y (II.10)

a11y(a) + a12y
0
(a) + b11y(b) + b12y

0
(b) = 0 (II.11)

a21y(a) + a22y
0
(a) + b21y(b) + b22y

0
(b) = 0

son iki denklemde aij ve bij sabit katsay¬lar olmak üzere (II.11) s¬n¬r koşuluna ayr¬l-

mam¬̧s s¬n¬r koşulu denir ve (II.11) deki iki denklem lineer ba¼g¬ms¬z olmal¬d¬r. y(x) = 0

fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda (II.10) ve (II.11) s¬n¬r de¼ger probleminin çözümüdür. Bu

çözüme s¬n¬r de¼ger probleminin aşikar çözümü denir. S¬n¬r de¼ger problemlerinde önemli

olan, aşikar çözümden farkl¬y(x) çözümünün var olmas¬d¬r.

Tan¬m II.17 (II.10) diferansiyel denklemde;

1) x 2 (a; b) olmak üzere p, q; r, 1
p
fonksiyonlar¬Lebesgue integrallenebilirse

2) Hemen hemen her x 2 (a; b) için p(x) 6= 0; r(x) > 0 olmak üzere

3) 1
p
; q; r (a; b) aral¬¼g¬nda lokal olarak integrallenebilir; yani [�; �] � (a; b) olmak

üzere 1
p
; q ve r (�; �) sonlu aral¬¼g¬üzerinde integrallenebiliyorsa

bu üç şart¬ sa¼glayan diferansiyel denkleme regüler ve di¼ger tüm durumlarda denklem

tekildir denir [30].

Sturm-Liouville diferansiyel operatörün spektral özellikleri araşt¬r¬l¬rken genellikle

aşa¼g¬daki s¬n¬r şartlar¬incelenir.

a)

a11y(a) + a12y
0
(a) = 0;

b11y(b) + b12y
0
(b) = 0

b) Periyodik S¬n¬r Şart¬

y(a) = y(b); y
0
(a) = y

0
(b)
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y(a) = �y(b); y
0
(a) = �y0(b)

c) Dirichlet S¬n¬r Şart¬

y(a) = y(b) = 0

d) Neumann S¬n¬r Şart¬

y
0
(a) = y

0
(b) = 0:

Teorem II.4 Regüler self-adjoint Sturm Liouville s¬n¬r de¼ger probleminde

1. Bütün özde¼gerler reeldir ve limn!1 �n =1 olmak üzere özde¼gerler

�1 < �2 < ::: < �n < :::

s¬ralan¬r.

2. m 6= n olmak üzere �m ve �n özde¼gerlerine karş¬l¬k gelen ym(x) ve yn(x) öz-

fonksiyonlar¬

< ym; yn >=

Z b

a

r(x)ym(x)yn(x)dx = 0 m 6= n

olacak biçimde r(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre birbirine diktir.

3. Her bir f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ikinci mertebeden türevlenebilir

ve ayr¬k s¬n¬r koşullar¬n¬gerçekliyorsa bu aral¬kta düzgün ve mutlak yak¬nsak

f(x) =

1X
n=0

Cnyn(x)

Fourier serisiyle ifade edilebilir [1], [14], [34].

(II.10) diferansiyel denklemde p(x) = 1, r(x) = 1 ve q(x) kompleks de¼gerli Lebesgue

integrallenebilir fonksiyon olmak üzere

�d
2y

dx2
+ q(x)y = �y; a < x < b (II.12)
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y(a) = y(b) = 0; (II.13)

s¬n¬r de¼ger problemine Dirichlet s¬n¬r şartl¬Sturm Liouville s¬n¬r de¼ger problemi denir.

[31] �in ilk bölümünde (II.12), (II.13) s¬n¬r de¼ger problemi analitik metotlarla incelenip,

yine ayn¬ s¬n¬r de¼ger problemi [1]�de teorik metotlarla incelenmi̧stir. Bu çal¬̧smalar

üzerine [32]�de, ayn¬problem �1 < �2 < �3:::: özde¼gerlerinin discrete spektrumu için

çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. [33]�de discrete özde¼ger problemlerinin çözümü için do¼gru metotlar

inşa edilmi̧stir.

II.3 Sonlu Farklar Metodu

Sonlu farklar yöntemi, sürekli bir sistem olarak tan¬mlanan s¬n¬r de¼ger problemini,

dü¼güm noktas¬olarak adland¬r¬lan m tane noktaya bölerek kesikli bir sistem haline

dönüştürür. Böylece s¬n¬r de¼ger problemi çözülmesi gereken cebirsel eşitlik haline gelir

[35]. Sonlu farklar metodu basit bir algoritmayla şöyle özetlenebilir:

1. Ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken için incelenen kesikli sistem eşit aral¬klara bölünür.

2. Diferansiyel denklemde bulunan türev ifadeleri yerine Taylor serilerinin aç¬l¬m¬n-

dan gelen formül kullan¬larak, her bir noktadaki türevlerin kaŗs¬l¬¼g¬hesaplan¬r.

3. S¬n¬r noktalar¬ayr¬ayr¬düşünülür. ·Istenen s¬n¬r şartlar¬na mümkün olan en iyi

yaklaş¬m sa¼glan¬r.

4. Sonuçta ortaya ç¬kan sonlu say¬da bilinmeyenden oluşan denklem sistemi ya

do¼grudan ya da iteratif yöntemler kullan¬larak çözülür ve yaklaş¬k sonuçlar bulunmuş

olur.

II.3.1 Türevlere Sonlu Fark Yaklaş¬m¬

Bu verilenleri uygulayabilece¼gimiz Sturm Liouville s¬n¬r de¼ger problemini ele alarak, y

fonksiyonu x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skeninin sürekli bir fonksiyonu olsun.

y
00
= p(x)y

0
+ q(x)y + r(x); a � x � b; y(a) = �; y(b) = � (II.14)
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[a; b] aral¬¼g¬, m > 0 tamsay¬s¬için, h = b�a
m+1

olmak üzere m+ 1 alt aral¬¼ga bölünür.

Alt aral¬klar¬n uç noktalar¬; j = 0; 1; 2; :::;m + 1 olmak üzere xj = a + jh dü¼güm

noktalar¬d¬r [35]. Bu dü¼güm noktalar¬(II.14) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

y
00
(xj) = p(xj)y

0
(xj) + q(xj)y(xj) + r(xj) (II.15)

eşitli¼gi elde edilir.

y 2 C4[xj+1; xj�1] olmak üzere, y fonksiyonunu xj civar¬nda üçüncü dereceden Tay-

lor polinomuna açarak, xj+1 ve xj�1 noktalar¬için Taylor polinomlar¬Taylor teoremine

göre yazal¬m

y(xj+1) = y(xj+h) = y(xj)+hy
0
(xj)+

h2

2!
y
00
(xj)+

h3

3!
y
000
(xj)+

h4

4!
y(4)(�+j ); xj < �

+
j < xj+1

y(xj�1) = y(xj�h) = y(xj)�hy
0
(xj)+

h2

2!
y
00
(xj)�

h3

3!
y
000
(xj)+

h4

4!
y(4)(��j ); xj�1 < �

�
j < xj

eşitlikleri taraf tarafa toplanarak y
00
(xj) fonksiyonu çekilirse

y(xj+1) + y(xj�1) = 2y(xj) + h
2y

00
(xj) +

h4

4!
[y(4)(�+j ) + y

(4)(��j )]

y
00
(xj) =

y(xj+1)� 2y(xj) + y(xj�1)
h2

� h
2

4!
[y(4)(�+j ) + y

(4)(��j )]

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlikte ortalama de¼ger teoremi kullan¬l¬rsa;

y
00
(xj) =

y(xj+1)� 2y(xj) + y(xj�1)
h2

� h
2

12
[y(4)(�j)]; xj�1 < �j < xj+1

formülü elde edilir ve bu formüle y
00
(xj) için Merkezi Fark Formülü denir [35].

Benzer biçimde y
0
(xj) içinde merkezi fark formülü elde edilir. y fonksiyonunu, xj

civar¬nda ikinci dereceden Taylor polinomuna açarak, xj+1 ve xj�1 noktalar¬için Taylor

polinomlar¬Taylor teoremine göre

y(xj+1) = y(xj + h) = y(xj) + hy
0
(xj) +

h2

2!
y
00
(xj) +

h3

3!
y
000
(�+j ); xj < �

+
j < xj+1

y(xj�1) = y(xj � h) = y(xj)� hy
0
(xj) +

h2

2!
y
00
(xj)�

h3

3!
y
000
(��j ); xj�1 < �

�
j < xj
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yaz¬l¬r. Taraf tarafa ç¬karma i̧slemi yap¬l¬rsa,

y(xj+1)� y(xj�1) = 2hy
0
(xj) +

h3

6
[y

000
(�+j ) + y

000
(��j )]

y(xj+1)� y(xj�1) = 2hy
0
(xj) +

h3

6
[y

000
(�+j ) + y

000
(��j )]

y
0
(xj) =

y(xj+1) + y(xj�1)

2h
� h

2

6
[y

000
(�j)]; xj�1 < �j < xj+1

elde edilir. y
0
(xj) için bu son eşitli¼ge Merkezi Fark Formülü denir [35].

Bulunan bu merkezi fark formülleri (II.15) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

y(xj+1)� 2y(xj) + y(xj�1)
h2

= p(xj)
y(xj+1)� y(xj�1)

2h
+ q(xj)y(xj) + r(xj)

�h
2

12
[2p(xj)y

000
(�j)� y(4)(�j)]

denklemi elde edilir. Bu denklem y(a) = �; ve y(b) = � s¬n¬r koşullar¬ ile birlikte

kullan¬l¬rsa, O(h2) mertebesinde kesme hatal¬sonlu farklar yöntemi elde edilmi̧s olur.

wj de¼gerleri, xj noktalar¬na kaŗs¬l¬k gelen yaklaş¬k çözümler olmak üzere

w0 = �; wm+1 = �

ve her j = 1; 2; :::;m için

2wj � wj+1 � wj�1
h2

+ p(xj)
wj+1 � wj�1

2h
+ q(xj)wj = �r(xj)

denklemi gerçeklenir. Bu denklem düzenlenirse

�(1� h
2
p(xj))wj+1 + (2 + h

2q(xj))wj � (1 +
h

2
p(xj))wj�1 = �h2r(xj)

elde edilir. Bu ba¼g¬nt¬da her j = 1; 2; :::;m için m tane

�(1� h
2
p(x1))w2 + (2 + h

2q(x1))w1 � (1 +
h

2
p(x1))w0 = �h2r(x1)

�(1� h
2
p(x2))w3 + (2 + h

2q(x2))w2 � (1 +
h

2
p(x2))w1 = �h2r(x2)

�(1� h
2
p(x3))w4 + (2 + h

2q(x3))w3 � (1 +
h

2
p(x3))w2 = �h2r(x3)
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.

.

.

�(1� h
2
p(xm))wm+1 + (2 + h

2q(xm))wm � (1 +
h

2
p(xm))wm�1 = �h2r(xm)

denklem elde edilir. Bu denklemler m � m�lik bir tridiagonal matris içeren Aw = b

sistemini oluşturur [35].

A =

266666666666666666664

(2 + h2q(x1)) �(1� h
2
p(x1)) 0 0 :::

�(1 + h
2
p(x2)) (2 + h2q(x2)) �(1� h

2
p(x2)) 0 :::

0 �(1 + h
2
p(x3)) (2 + h2q(x3)) �(1� h

2
p(x3)) :::

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

:

0 0 0 �(1 + h
2
p(xm)) (2 + h2q(xm))

377777777777777777775

w =

2666666666666666666666664

w1

w2

w3

:

:

:

wm�1

wm

3777777777777777777777775

b =

2666666666666666666666664

�h2r(x1) + (1 + h
2
p(x1))w0

�h2r(x2)

�h2r(x3)

:

:

:

�h2r(xm�1)

�h2r(xm) + (1� h
2
p(xm))wm+1

3777777777777777777777775

:
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III ÇALIŞMALAR

III.1 DIRICHLET SINIR DE¼GER PROBLEMLER·I ·IÇ·IN

AS·IMPTOT·IK FORMÜLLER

Bu tezde q(x) kompleks de¼gerli integrallenebilir fonksiyon olmak üzere

�y00 + q(x)y (III.1)

ifadesi ve

y(0) = y(1) = 0 (III.2)

s¬n¬r şart¬yla birlikte L2[0; 1] uzay¬nda üretilen L(q) operatörü incelenmi̧stir.

Bu bölümde c; a0; a1; b0; b1 kompleks say¬lar olmak üzere [12]�deki q (x) = p(x) +

c
x�
ve q (x) = a0p

x
+ a1p

1�x + b0
p
x + b1

p
1� x potansiyelleri için, L(q) operatörünün

özde¼gerlerinin asimptotik formüllerinin nas¬l bulundu¼gunu inceledik. Bunun üzerine �

pozitif tam say¬, tk ve ck kompleks say¬olmak üzere

q (x) =
�X
k=0

ck
jx� tkj�k

; 0 < �k < 1 (III.3)

sonlu say¬da tekil noktas¬olan potansiyel için L(q) operatörünün özde¼gerlerinin asimp-

totik formüllerini bulduk.

Klasik çal¬̧smalarda O(n�r) mertebeden asimptotik formülleri elde etmek için q (x)

potansiyelinin (r�1) kere diferansiyellenebilmesi gerekmektedir [2, 3]. Halbuki, [12]�deki

makalede q (x) key� integrallenebilir kompleks de¼gerli fonksiyon olarak incelendi¼ginde,

L(q) operatörünün özde¼gerleri ve özfonksiyonlar¬n¬n O(n�r) mertebeden asimptotik

formüllerinin elde edilebilece¼gi gösterilmi̧stir. Bu bölümde, öncelikle [12] makalesinde

al¬nm¬̧s sonuçlar¬inceleyelim:

N � 1 pozitif tam say¬olmak üzere L(q) operatörünün özde¼gerleri n � N için

�n = (n�)
2 +O(1) (III.4)
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olacak biçimde {�n} dizisi gerçeklenir [1]. N büyük pozitif tam say¬(N � 1) ve c1; c2;:::

pozitif sabitler olsun. (III.4) formülünden n > N için

���n � (�k)2�� > j(n� k)�j j(n+ k)�j � c1n 1
2 > c2n; (III.5)

8k 6= n; k = 0; 1; :::;

eşitsizliklerin sa¼gland¬¼g¬görülmektedir. L(q) operatörünün �n özde¼gerleri ve bu özde¼ger-

lere kaŗs¬gelen normalize	n(x) özfonksiyonlar¬için asimptotik formüllerin elde edilmesinde

(III.5) eşitsizli¼gi ve

(�N � (�n)2)(	N(x); sinn�x) = (q(x)	N(x); sinn�x) (III.6)

ba¼g¬nt¬s¬kullan¬lm¬̧st¬r.

n!1 oldu¼gunda, (q(x)	N(x); sinn�x) iç çarp¬m¬s¬f¬ra yaklaşt¬¼g¬ndan

max
n
j (q(x)	N(x); sinn�x) j=j (q(x)	N(x); sinn0�x) j= AN (III.7)

eşitli¼gini sa¼glayan bir n0 tamsay¬s¬ve AN sabiti vard¬r. (III.5) deki eşitsizlik dikkate

al¬n¬rsa, j n1 j> 2(j N j + j n j) = m için

���N � (�(n+ n1))2�� > 1

2
j(N � n� n1)�j j(N + n+ n1)�j > c3 j n1 j2

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Bu eşitsizlikle (III.6), (III.7) ve j n1 j> m için

j (	N(x); sin(n+ n1)�x) j�
AN

j�N � (�(n+ n1))2j
<

AN
c3 j n1 j2

elde edilir. Böylece
�p
2 sin(n+ n1)�x : n1 > �n

	
ortonormal baz¬yla 	N(x)�in

	N(x) =

mX
n1>�n

2 (	N(x); sin(n+ n1)�x) sin(n+ n1)�x

ayr¬̧s¬m¬ve supx2[0;1] j g(x) j< c4
m
olmak üzere

	N(x) =

mX
n1>�n

2 (	N(x); sin(n+ n1)�x) sin(n+ n1)�x+ g(x)
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özfonksiyonu elde edilir. 	N(x) özfonksiyonu (q(x)	N(x); sinn�x) iç çarp¬m¬nda yerine

yaz¬l¬rsa ve m!1 olmak üzere

(q(x)	N(x); sinn�x) = (III.8)
1X

n1>�n
2 (q(x); (sin(n+ n1)�x)(sinn�x))(	N(x); sin(n+ n1)�x)

elde edilir.

M =
R 1
0
jq(x)j dx olmak üzere (III.7), (III.8), (III.6) formülleri ve (III.5) eşitsizli¼gi

kullan¬l¬rsa

j(q(x)	N(x); sinn�x)j � 2M

1X
n1>�n0

(	N(x); sin(n0 + n1)�x)

= 2M(	N(x); sinN�x) + 2M
1X

n1>�n0

(	N(x); sin(n0 + n1)�x)

< 2M k	N(x)k ksinN�xk

+2M
1X

n1>�n0;n0+n1 6=N

j (q(x)	N(x); sin(n0 + n1)�x) j
j�N � (�(n0 + n1))2j

� 2M + 2M
1X

n1>�n0;n0+n1 6=N

AN
j�N � (�(n0 + n1))2j

� 2M +
AN
2

elde edilir. AN � 4M olmak üzere

j(q(x)	N(x); sinn�x)j < 4M; 8n;8N � 1 (III.9)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. (III.8)�deki çarp¬m formülü kullan¬l¬rsa,

(q(x)	N(x); sinn�x)

=
P1

n1>�n 2(q(x);
1
2
(cosn1�x� cos(2n+ n1)�x))(	N(x); sin(n+ n1)�x)

elde edilir. C0 = 0 ve Cn =
R 1
0
q(x) cosn�xdx olmak üzere son eşitlikte 2n+ n1 yerine

k ve tekrar k yerine n1 al¬n¬rsa

(q(x)	N(x); sinn�x) =
1X
n1=1

Cn1(	N(x); sin (n+ n1)�x)

+

1X
n1=1

Cn1(	N(x); sin (n� n1)�x)
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sonucu bulunur. Bu sonuç (III.6) eşitli¼ginde uyguland¬¼g¬nda ve n >> 1 için Cn ! 0

oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa

(�N � (�n)2)(	N(x); sinn�x) =
1X

n1=�1
Cn1(	N(x); sin (n+ n1)�x) (III.10)

elde edilir. (III.10) eşitli¼ginde, N�nin yerine n; n�nin yerine n + n1; n1 yerinede n2

al¬n¬rsa,

(	n(x); sin (n+ n1)�x) =

1X
n2=�1
n1 6=�2n

Cn2(	n(x); sin (n+ n1 + n2)�x)

�n � (�(n+ n1))2

eşitli¼gi gerçeklenir. Bu eşitlik ve (III.10)�un sa¼g¬ndaki serinin bir terimi için n1 yerine

�2n, (	n(x); sin (n+ n1)�x) iç çarp¬m¬yerinede elde edilen son eşitlik uygulan¬rsa

(�n � (�n)2)(	n(x); sinn�x) = �C2n(	n(x); sinn�x) (III.11)

+
1X

n1;n2=�1
n1 6=�2n

Cn1Cn2(	n(x); sin (n+ n1 + n2)�x)

�n � (�(n+ n1))2

ifadesine var¬l¬r. Ayn¬yöntem tekrarlan¬p, n1+n2 6= 0;�2n ve Cn1 = C�n1 olmak üzere

(�n � (�n)2)(	n(x); sinn�x) (III.12)

= (	n(x); sinn�x)f�C2n +
1X

n1=�1
n1 6=0;�2n

Cn1(Cn1 � Cn1+2n)
�n � (�(n+ n1))2

g

+
1X

n1;n2=�1
n1;n1+n2 6=0;�2n

Cn1Cn2(	n(x); sin (n+ n1 + n2)�x)

�n � (�(n+ n1))2

ikinci iterasyon tamamlan¬r. (III.12)�nin son toplam¬nda iterasyon tekrarlanarak ve

n1 + n2 + n3 6= 0;�2n olmak üzere

(�n � (�n)2)(	n(x); sinn�x) (III.13)

= (	n(x); sinn�x)f�C2n +
1X

n1=�1
n1 6=0;�2n

Cn1(Cn1 � Cn1+2n)
�n � (�(n+ n1))2

+

1X
n1;n2=�1

n1;n1+n2 6=0;�2n

Cn1Cn2(Cn1+n2 � Cn1+n2+2n)
[�n � (�(n+ n1))2] [�n � (�(n+ n1 + n2))2]

g
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+

1X
n1;n2;n3=�1

n1;n1+n2;n1+n2+n3 6=0;�2n

Cn1Cn2Cn3(	n(x); sin (n+ n1 + n2 + n3)�x)

[�n � (�(n+ n1))2] [�n � (�(n+ n1 + n2))2]

elde edilir. Bu yöntemi genelleştirmek amac¬yla (III.13)�ün sa¼g¬ndaki ifade

a0 (�n) = �C2n;

a1 (�n) =
1X

n1=�1
n1 6=0;�2n

Cn1(Cn1 � Cn1+2n)
�n � (�(n+ n1))2

;

a2 (�n) =
1X

n1;n2=�1
n1;n1+n2 6=0;�2n

Cn1Cn2(Cn1+n2 � Cn1+n2+2n)
[�n � (�(n+ n1))2] [�n � (�(n+ n1 + n2))2]

olmak üzere, her k tamsay¬s¬için;

ak (�n) =

1X
n1;n2;:::;nk=�1

Cn1Cn2 :::Cnk(Cn1+n2+::+nk � Cn1+n2+:::+nk+2n)Qk
j=1[�n � (�(n+

Pj
s=1 ns))

2]

gerçeklenir. m kere (III.11)�de yap¬lan iterasyon tekrar edilerek;

Am(�n) =
mX
k=0

ak (�n) ;

Rm+1 =
1X

n1;n2;:::;nm+1=�1

Cn1Cn2 :::Cnm+1(q(x)	n(x); sin
�
n+

Pm+1
k=1 nk

�
)Qm+1

j=1 [�n � (�(n+
Pj

k=1 nk))
2]

(III.14)

olmak üzere

(�n � (�n)2 � Am(�n))(	n(x); sinn�x) = Rm+1 (III.15)

elde edilir. Burada s = 1; 2; :::; k için ak (�n) ve s = 1; 2; :::m+ 1 için Rm+1 toplamlar¬;

sX
j=1

nj 6= 0;�2n

şart¬yla geçerlidir. (III.5) ve (III.9) kullan¬larak aşa¼g¬daki ili̧skiler

1X
k=�1
k 6=�n;n

1

j�n � (�k)2j
= O(

ln jnj
n
); (III.16)

ak = O

�
(
ln jnj
n
)k
�
; Rm+1 = O

�
(
ln jnj
n
)m+1

�
(III.17)

elde edilir [11].

Bu ili̧ski ve gösterilen formüller üzerine L(q) operatörünün özde¼gerlerinin genel

formülü [12]�de aşa¼g¬daki teoremle verilmi̧stir.
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Teorem III.1 F0 = �C2n;

F1 = A1
�
(n�)2

�
= �C2n +

1X
n1=�1
n1 6=�2n

Cn1(Cn1 � Cn1+2n)�
(n�)2 � (�(n+ n1))2

� ;
ve

Fk = Ak
�
(n�)2 + Fk�1

�
;8k = 2; 3; :::

olmak üzere L(q) operatörünün n: özde¼geri m = 0; 1; 2; :::; için

�n = (�n)
2 + Fm +O

 �
ln jnj
n

�m+1!
(III.18)

asimptotik formülünü gerçekler.

·Ispat. Bu teoremin ispat¬nda tümevar¬m yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r.

·Ilk olarak (III.18)�de m = 0 için

�n = (�n)
2 � C2n +O

�
lnn

n

�
(III.19)

özde¼gerin asimptotik formülü bulunur. Gerçekten, [1]�in sayfa 77�deki

	n (x) =
p
2 sinn�x+O

�
1

n

�
formülünden

(	n (x) ; sinn�x) =

p
2

2
+O

�
1

n

�
(III.20)

elde edilir. Böylece m = 0 için, (III.17), (III.20) gözönüne al¬n¬rsa ve (III.15)�deki

eşitli¼gin her iki taraf¬(	n (x) ; sinn�x) iç çarp¬m¬yla bölünürse (III.19) elde edilir.

m = 1 için (III.15)�den

�n = (n�)
2 + A1 (�n) +O

 �
ln jnj
n

�2!
(III.21)

elde edilir. �n � (n�)2 = O(1) ve

1X
k=�1
k2 6=n;�n

���� 1

�n � (�k)2
� 1

(�n)2 � (�k)2

���� = O
 �

ln jnj
n

�2!
(III.22)
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formülü kullan¬l¬rsa

A1 (�n) = A1
�
(�n)2

�
+O

 �
ln jnj
n

�2!
(III.23)

eşitli¼gi gerçeklenir.

(III.18)�in ispatlanmas¬için tümevar¬m yöntemiyle, m = j � 1 için do¼gru oldu¼gu

kabul edilerek

�n = (n�)
2 + Fj�1 +O

 �
ln jnj
n

�j!
(III.24)

formülü yaz¬l¬r. (III.15)�de m yerine j al¬n¬rsa; (III.15) deki eşitli¼gin her iki taraf¬

(	n (x) ; sinn�x) iç çarp¬m¬yla bölünerek, (III.17) ve (III.20)�den

�n = (n�)
2 + Aj(�n) +O

 �
ln jnj
n

�j+1!
(III.25)

gerçeklenir. (III.24) ve (III.25)�den �n de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa

Aj(�n) = Aj((n�)
2 + Fj�1 +O

 �
ln jnj
n

�j!
) (III.26)

= Aj((n�)
2 + Fj�1) +O

 �
ln jnj
n

�j+1!
elde edilir. Böylece Aj((n�)2 + Fj�1) = Fj gözönüne al¬narak m = j için (III.25) ve

(III.26)�dan, (III.18) ispat edilmi̧s olur.

Teorem III.1 den ve [12]�deki Teorem 3�den faydalanarak; (III.3)�de verilen sonlu

say¬da tekil noktas¬ olan q (x) =
P�

k=0
ck

jx�tkj�k potansiyeli için L(q) operatörünün

özde¼gerlerinin asimptotik formüllerinin bulunmas¬n¬gösterelim:

Teorem III.2 (III.3)�de verilen sonlu say¬da tekil noktas¬ olan potansiyel fonksiyon

için L(q) operatörünün n: özde¼geri

�n = (n�)
2 �

�X
k=0

ck
(2n)1��k

Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3) +O(
ln jnj
n
); (III.27)
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�n = (n�)
2 �

�X
k=0

ck
(2n)1��k

(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3)) (III.28)

� 1

�2

1X
n1=�1
n1 6=0;�2n

�X
k=0

ck

n
(2��k)
1 (2n+ n1)

(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3))

�X
k=0

ck(n
�k�1
1 � (2n+ n1)�k�1)(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3))

+O((
ln jnj
n
)2)

asimptotik formülleri gerçekler. BuradaKk = cosn�tk; Nk = sinn�tk; d4k =
R1
0

cos�s
s�k

ds;

d4k+2 =
R 0
�1

cos�s
s�k

ds, d4k+1 =
R 0
�1

sin�s
s�k

ds; d4k+3 =
R1
0

sin�s
s�k

ds olarak al¬nmaktad¬r.

·Ispat. (III.18)�de m = 0 için

�n = (�n)
2 � C2n +O

�
ln jnj
n

�
formülünü kullanal¬m. Burada Cn =

R 1
0
q(x) cosn�xdx olmak üzere

Cn =

Z 1

0

�X
k=0

ck cosn�x

(x� tk)�k
dx

=
�X
k=0

Z 1

0

ck cosn�x

(x� tk)�k
dx

biçiminde yaz¬l¬r. Son eşitlikte t = x� tk dönüşümü uyguland¬¼g¬nda,

Cn =
�X
k=0

Z 1�tk

�tk

ck cosn�(t+ tk)

t
�k

k

dt

=
�X
k=0

Z 1�tk

�tk

ck cosn�t cosn�tk
t
�k

k

dt�
�X
k=0

Z 1�tk

�tk

ck sinn�t sinn�tk
t
�k

k

dt

elde edilir. Burada cosn�tk = Kk ve sinn�tk = Nk ile gösterilerek

Cn =

�X
k=0

ckKk

Z 1�tk

�tk

cosn�t

t
�k

k

dt�
�X
k=0

ckNk

Z 1�tk

�tk

sinn�t

t
�k

k

dt

eşitli¼ginde nt = s dönüşümüyle

Cn =

�X
k=0

ck
n1��k

(Kk

Z n(1�tk)

�ntk

cos �s

s
�k

ds�Nk
Z n(1�tk)

�ntk

sin �s

s
�k

ds)
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gerçeklenir. n(1 � tk) = nk olmak üzere ve d4k =
R1
0

cos�s
s�k

ds; d4k+2 =
R 0
�1

cos�s
s�k

ds,

d4k+1 =
R 0
�1

sin�s
s�k

ds; d4k+3 =
R1
0

sin�s
s�k

ds gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

Cn =
�X
k=0

ck
n1��k

(Kk(d4k �
Z 1

nk

cos �s

s�k
ds+ d4k+2 �

Z �ntk

�1

cos �s

s�k
ds) (III.29)

�Nk(d4k+1 �
Z �ntk

�1

sin �s

s�k
ds+ d4k+3 �

Z 1

nk

sin �s

s�k
ds))

biçiminde yaz¬l¬r. [nk;1)�da 2j0 � 1�in en küçük tek tamsay¬oldu¼gunu kabul edelim.

Bu durumda

Dj;1 =

Z 2j+ 1
2

2j� 1
2

cos �s

s�k
ds; Dj;2 =

Z 2j+ 3
2

2j+ 1
2

cos �s

s�k
ds;

olmak üzere cos �s = 0; s 2 [2j � 1
2
; 2j + 1

2
] için

cos �s

(2j + 1
2
)�k

<
cos �s

s�k
<

cos �s

(2j � 1
2
)�k
;

2

�

1

(2j + 1
2
)�k

< Dj;1 <
2

�

1

(2j � 1
2
)�k

(III.30)

eşitsizlikleri vard¬r. Benzer olarak,

� 2
�

1

(2j + 1
2
)�k

< Dj;2 < �
2

�

1

(2j + 3
2
)�k

(III.31)

eşitsizli¼gide gerçeklenir. (III.30), (III.31) eşitsizliklerindenZ 1

nk

cos �s

s�k
ds = O(

1

n�kk
) +

1X
j=j0

(Dj;1 +Dj;2) (III.32)

elde edilir. Böylece (III.32) ve jDj;1 +Dj;2j < c5
j1+�k

eşitsizli¼gindenZ 1

nk

cos �s

s�k
ds = O(

1

n�kk
)

gerçeklenir. (III.29)�un dördüncü integrali için

Dj;3 =

Z j+1

j

sin �s

s�k
ds; Dj;4 =

Z j+2

j+1

sin �s

s�k
ds

olmak üzere sin �s = 0; s 2 [j + 1; j + 2] için

sin �s

(j + 2)�k
<
sin �s

s�k
<

sin �s

(j + 1)�k
;
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� 2
�

1

(j + 1)�k
< Dj;4 < �

2

�

1

(j + 2)�k

eşitsizlikleri gerçeklenir. Benzer olarak,

2

�

1

(j + 1)�k
< Dj;3 <

2

�

1

j�k

eşitsizli¼gide elde edilir. Son iki eşitsizliktenZ 1

nk

sin �s

s�k
ds = O(

1

n�kk
) +

1X
j=j0

(Dj;3 +Dj;4) (III.33)

integrali gerçeklenir. (III.33) ile jDj;3 +Dj;4j < c6
j1+�k

eşitsizli¼gindenZ 1

nk

sin �s

s�k
ds = O(

1

n�kk
)

integralinin asimptotik ifadesi yaz¬l¬r. (III.29)�un üçüncü ve beşinci integralleri için bu

yöntem tekrarlanarak ve nk yerine n al¬nd¬¼g¬nda

Cn =
�X
k=0

ck
n1��k

(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3)) +O(
1

n�k
) (III.34)

elde edilir. (III.34) ve teorem III.1�de F0 = �C2n eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa

�n = (n�)
2 �

�X
k=0

ck
(2n)1��k

Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3) +O(
ln jnj
n
)

n: özde¼gerin asimptotik formülü elde edilir.

(III.28)�deki asimptotik formülü elde etmek için (III.34)�de n yerine s¬ras¬yla 2n,

n1; n1+2n al¬nd¬¼g¬nda

C2n =
�X
k=0

ck
(2n)1��k

(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3)) +O(
1

(2n)�k
)

Cn1 =

�X
k=0

ck

n1��k1

(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3)) +O(
1

n�k1
) (III.35)

Cn1+2n =
�X
k=0

ck

n1��k1+2n

(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3)) +O(
1

n�k1+2n
) (III.36)

formülleri yaz¬l¬r. (III.34) gözönüne al¬n¬rsa (III.18)�de m = 1 için
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�n = (n�)
2 �

�X
k=0

ck
(2n)1��k

Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3) (III.37)

+
1X

n1=�1
n1 6=�2n

Cn1(Cn1 � Cn1+2n)�
(n�)2 � (�(n+ n1))2

� +O(( ln jnj
n
)2)

elde edilir. (III.37)�de Cn1 yerine (III.35) formülü ve Cn1+2n yerinede (III.36) formülü

yaz¬ld¬¼g¬nda

�n = (n�)
2 �

�X
k=0

ck
(2n)1��k

(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3)) (III.38)

� 1

�2

1X
n1=�1
n1 6=0;�2n

�X
k=0

ck

n
(2��k)
1 (2n+ n1)

(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3))

�X
k=0

ck(n
�k�1
1 � (2n+ n1)�k�1)(Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3))

+O((
ln jnj
n
)2)

n:asimptotik özde¼ger elde edilir.
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III.2 NÜMER·IK YAKLAŞIM

Bu bölümde L2[a; b] uzay¬nda,

�y00 + q(x)y = �y (III.39)

y(a) = y(b) = 0 (III.40)

Dirichlet s¬n¬r şartl¬Sturm Liouville s¬n¬r de¼ger probleminde q(x) Lebesgue integral-

lenebilir potansiyeli; 0 < �k < 1; � pozitif tam say¬ve ck reel sabit olmak üzere, sonlu

say¬da tekil noktas¬olan q (x) =
P�

k=0
ck

jx�tkj�k fonksiyon için incelendi. Bu Sturm Liou-

ville s¬n¬r de¼ger problemlerinin kesin çözümlerine ulaşmak genellikle olanaks¬zd¬r. Böyle

problemler çeşitli yaklaş¬m yöntemleriyle çözülebilmektedir ve genel olarak nümerik

yöntemler kullan¬lmaktad¬r. Bu nümerik yöntemlerden, s¬n¬r de¼ger problemleri için

genellikle sonlu farklar yöntemi tercih edilmektedir. Sonlu farklar yöntemi, sistem

içerisindeki her bir sonlu aral¬k için adi diferensiyel denklemi cebirsel denklem siste-

mine dönüştürür. [35] ve [14]�de al¬nan merkezi fark formüllerini (III.39), (III.40) s¬n¬r

de¼ger problemine uygulayal¬m; m > 2 pozitif tamsay¬ve

h =
b� a
m+ 1

; xj = a+ jh; j = 1; 2; :::;m (III.41)

olmak üzere, [xj; xj+1] eşit aral¬kl¬

a = x0 < x1 < ::: < xm+1 = b;

m + 1 say¬daki ad¬m üzerinde inceleme yap¬l¬r. Merkezi fark formülünde y(xj) yerine

yj; q(xj) yerine qj ve y
00
(xj) yerinede y

00
j al¬nd¬¼g¬nda O(h

2) hatayla ikinci mertebeden

fark formülü

�y00j �
�yj�1 + 2yj � yj+1

h2

biçimindedir.

(III.39)�a merkezi fark formülü uygulan¬rsa

�Yj�1 + 2Yj � Yj+1
h2

+ qjYj = �Yj j = 1; 2; :::;m (III.42)
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elde edilir ve (III.40) s¬n¬r şart¬;

Y0 = 0; Ym+1 = 0 (III.43)

biçimindedir. (III.42) denklemlerinin oluşturdu¼gu sistem için Y ;

Y =

0BBBBBBBBBBBB@

Y1

:

:

:

Ym

1CCCCCCCCCCCCA
(m� 1) boyutunda matris ve

K =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2 �1

�1 2 �1

:

:

:

�1 2 �1

�1 2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; Q� =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

q1

q2

:

:

:

qm

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
olmak üzere (m�m) boyutunda tridiagonal T matrisi

T =
1

h2
K +Q�

biçiminde gerçeklenir. Böylece (III.42) denklem sistemi k¬saca

TY = �Y (III.44)

matrisleriyle gösterilir. (III.42), (III.43) lineer sistemin çözümünde, h yeterince küçük

al¬nd¬¼g¬nda bu nümerik çözümün do¼gru oldu¼gu öngörülür [36].

(III.39), (III.40) s¬n¬r de¼ger probleminin yaklaş¬k özde¼gerleri ve özvektörleri, T mat-

risinin özde¼gerleri ve özvektörlerinin bulunmas¬yla elde edilir.
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III.2.1 Sturm Liouville Operatörünün Özde¼gerlerine Potansiyel Fonksi-

yonun Etkisi

Çal¬̧smalar bölümü III.1 de (III.1), (III.2) s¬n¬r de¼ger probleminin büyük özde¼gerleri için

asimptotik formüller incelendi. Bu bölümde ayn¬(III.1), (III.2) s¬n¬r de¼ger probleminin

özde¼gerlerini sonlu farklar yöntemini kullanarak bulaca¼g¬z. Bölüm III.1 de inceledi¼gimiz

(III.3) potansiyel fonksiyonda sabit de¼ger ck = 1; � pozitif tamsay¬için k = 0; 1; :::; �

ve tk = k
�
al¬nd¬¼g¬nda potansiyel fonksiyon

qk (x) =
1

jx� tkj�k
; 0 < �k < 1; (III.45)

olmak üzere

L(qk) = �
d2

dx2
+ qk(x) (III.46)

L(qk) operatörünün n:özde¼gerini �
k
n sembolüyle gösterelim. Di¼ger taraftan Q� (x)

potansiyel fonksiyonu

Q� (x) =
�X
k=0

qk (x) (III.47)

olmak üzere

L(Q�) = �
d2

dx2
+Q�(x) (III.48)

L(Q�) operatörünün n:özde¼gerini ��n sembolüyle gösterelim.

(III.1), (III.2) probleminde, sonlu farklar metodunu uygulayabilmek için dü¼güm

noktalar¬yla tekil noktalar¬n çak¬̧smamas¬gerekmektedir. m� > 2 tamsay¬s¬için

m� = �(m+ 1) ve xj dü¼güm noktalar¬

xj =
j

m�

; j 6= km�

�
; j = 1; 2; :::;m� � 1 (III.49)

olmak üzere xj 6= tk elde edilir.

Bu bölümde Q� ve qk potansiyelleri s¬f¬rken L(0) operatörünün n: özde¼geri (n�)2

oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa, (III.45) fonksiyonunun L(qk) operatörünün özde¼gerlerdeki

etkisi;

pkn = �
k
n � (n�)2
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fark¬yla bulunabilir. Ayn¬biçimde (III.47) fonksiyonunun L(Q�) operatörünün özde¼ger-

lerindeki etkisi de,

P �n = �
�
n � (n�)2

fark¬yla elde edilir. n >> 1 büyük pozitif tamsay¬s¬için�����P �n �
�X
k=0

pkn

�����! 0 (III.50)

sa¼glanmaktad¬r.

Gerçekten, n >> 1 için L(qk) ve L(Q�) operatörlerinin Teorem III.2 de göste-

rilen asimptotik metotla buldu¼gumuz (III.27), (III.28) özde¼gerleri için, (III.50) deki

fark¬n s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬görülür. Bu yak¬nsamay¬, üzerinde çal¬̧st¬¼g¬m¬z sonlu farklar

metodunu kullanarak L(Q�) ve L(qk) operatörlerinin ilk on özde¼gerinde görebilmek için

Q2(x) =
2X
k=0

1q��x� k
2

��
üç tekil noktal¬potansiyel fonksiyonuyla

�y00 +Q�(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger problemi ve

qk(x) =
1q��x� k

2

�� ; (k = 0; 1; 2)

potansiyel fonksiyonlarla

�y00 + qk(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger problemi gözönüne al¬narak, Mathematica7 programlama dilinde yaz¬lan

programla

P 2n = �
2
n � (n�)2
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2X
k=0

pkn =
2X
k=0

(�kn � (n�)2)

pertürbasyonlar¬10�4 duyarl¬l¬kla hesaplan¬p aşa¼g¬daki tablolar düzenlenmi̧stir. Tekil

noktalar¬n çok yak¬n komşulu¼gunda inceleme yapabilmek için ad¬m aral¬klar¬say¬s¬n¬

yeterince büyük alarak, nümerik çözümün do¼gru sonuçlar verdi¼gi öngörülmüştür. Bu

sebepten alt aral¬klar m� = 9000 olmak üzere aşa¼g¬daki de¼gerler elde edilmi̧stir.

Tablo III.1 P 2n ve p
0
n, p

1
n, p

2
n,

2P
k=0

pkn de¼gerleri

n P 2n p0n p1n p2n
2P
k=0

pkn

����P 2n � 2P
k=0

pkn

����
1 6; 8453 1; 5077 3; 8119 1; 5077 6; 8272 0; 0181

2 5; 4364 1; 6490 2; 1359 1; 6490 5; 4339 0; 0025

3 6; 8249 1; 7128 3; 4041 1; 7128 6; 8296 0; 0047

4 5; 8336 1; 7510 2; 3325 1; 7510 5; 8345 0; 0009

5 6; 8131 1; 7771 3; 2614 1; 7771 6; 8155 0; 0024

6 6; 0141 1; 7963 2; 4221 1; 7963 6; 0147 0; 0006

7 6; 8087 1; 8112 3; 1872 1; 8112 6; 8097 0; 001

8 6; 1223 1; 8232 2; 4757 1; 8232 6; 1221 0; 0002

9 6; 8063 1; 8330 3; 1399 1; 8330 6; 8059 0; 0004

10 6; 1959 1; 8412 2; 5121 1; 8412 6; 1944 0; 0015

Tablo III.1�in son sütununda bu problem için hesaplanan pertürbasyon farklar¬

2:10�4 �
����P 2n � 2P

k=0

pkn

���� < 2:10�2 aral¬¼g¬nda de¼gi̧smektedir.
Tekillik say¬s¬n¬artt¬rarak

Q3(x) =

3X
k=0

1q��x� k
3

��
dört tekil noktal¬potansiyel fonksiyonuyla

�y00 +Q�(x)y = �y
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y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger problemi ve

qk(x) =
1q��x� k

3

�� ; (k = 0; 1; 2; 3)

potansiyel fonksiyonlarla

�y00 + qk(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger problemi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

P 3n = �
3
n � (n�)2

3X
k=0

pkn =
3X
k=0

(�kn � (n�)2)

pertürbasyon farklar¬için aşa¼g¬daki tablo düzenlenmi̧stir.

Tablo III.2 P 3n ve
3P
k=0

pkn de¼gerleri

n P 3n
3P
k=0

pkn

����P 3n� 3P
k=0

pkn

����
1 9; 6757 9; 5152 0; 1605

2 9; 5513 9; 6828 0; 1315

3 7; 8644 7; 8638 0; 0006

4 9; 5736 9; 5547 0; 0189

5 9; 5496 9; 5759 0; 0263

6 8; 3556 8; 3563 0; 0007

7 9; 554 9; 5458 0; 0082

8 9; 5455 9; 556 0; 0105

9 8; 577 8; 5759 0; 0011

10 9; 5476 9; 5404 0; 0072
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Tablo III.2�nin son sütunundaki pertürbasyon farklar¬

6:10�4 �
����P 3n� 3P

k=0

pkn

���� < 2:10�1 aral¬¼g¬nda de¼gi̧smektedir. Yine tekillik say¬s¬n¬art¬rarak
Q4(x) =

4X
k=0

1q��x� k
4

��
beş tekil noktal¬potansiyel fonksiyonuyla

�y00 +Q�(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger problemi ve

qk(x) =
1q��x� k

4

�� ; (k = 0; 1; 2; 3; 4)

potansiyel fonksiyonlarla

�y00 + qk(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger problemi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

P 4n = �
4
n � (n�)2

4X
k=0

pkn =
4X
k=0

(�kn � (n�)2)

pertürbasyon farklar¬için aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilmi̧stir.
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Tablo III.3 P 4n ve
4P
k=0

pkn de¼gerleri

n P 4n
4P
k=0

pkn

����P 4n� 4P
k=0

pkn

����
1 12; 473 12; 2664 0; 2066

2 12; 3101 12; 3676 0; 0575

3 12; 2484 12; 3607 0; 1123

4 10; 3124 10; 3127 0; 0003

5 12; 2858 12; 2626 0; 0232

6 12; 2714 12; 2787 0; 0073

7 12; 2523 12; 2766 0; 0243

8 10; 8828 10; 8823 0; 0005

9 12; 2619 12; 2503 0; 0116

10 12; 2622 12; 2613 0; 0009

3:10�4 �
����P 4n � 4P

k=0

pkn

���� < 2:10�1
Son üç tablodan, sonlu farklar metodunu uygulayarak buldu¼gumuz L(qk) ile L(0)

operatörlerinin n: özde¼gerlerinin fark¬n¬n toplam¬ve L(Q�) ile L(0) operatörlerinin n:

özde¼gerlerinin fark¬kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. � = 2; 3; 4 için (III.50)�nin ilk on de¼geri 2:10�4

ile 2:10�1 aras¬nda de¼gi̧smektedir.
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L(qk) ve L(Q�) Operatörlerinin Özde¼gerleri Aras¬ndaki Ba¼g¬nt¬

L(qk) operatörünün � + 1 tane qk potansiyellerinin toplam¬, L(Q�) operatörünün

(III.47) Q� potansiyelini vermektedir. Tezin bu bölümünde ve daha sonraki bölüm-

lerde L(qk) operatörünün asimptotik metotla elde edilen özde¼gerlerini akn sembolüyle,

nümerik yöntemle bulunan özde¼gerleriyse skn sembolüyle gösterece¼giz. L(Q�) ope-

ratörünün asimptotik metotla elde edilen özde¼gerlerini A�n sembolüyle, nümerik yön-

temle bulunan özde¼gerleriyse S�n sembolüyle gösterece¼giz.

n >> 1 büyük pozitif tamsay¬s¬ için L(qk) operatörünün n: asimptotik özde¼ger-

lerinin aritmetik ortalamas¬

A�n =
1

� + 1

�X
k=0

akn (III.51)

ba¼g¬nt¬s¬yla L(Q�) operatörünün n: asimptotik özde¼gerini verir. Bu ba¼g¬nt¬için

P �n (A) = A
�
n � (n�)2 ve pkn(a) = akn � (n�)2 olmak üzere asimptotik özde¼gerler

A�n = (n�)
2 + P �n (A)

akn = (n�)
2 + pkn(a)

biçimindedir. n >> 1 için (III.27) formülünden

A�n = (n�)
2 �

�X
k=0

Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3)
(2n)1��k

+O(
ln jnj
n
) (III.52)

ve

akn = (n�)
2 � Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3)

(2n)1��k
+O(

ln jnj
n
)

olmak üzere son eşitli¼gin her iki taraf¬� pozitif tamsay¬ya kadar toplan¬rsa

�X
k=0

akn =
�X
k=0

((n�)2 � Kk(d4k + d4k+2)�Nk(d4k+1 + d4k+3)
(2n)1��k

) +O(
ln jnj
n
) (III.53)

elde edilir. n >> 1 için (III.52) ve (III.53)�den P �n (A) ! 0 ve
P�

k=0 p
k
n(a) ! 0

oldu¼gundan (III.51) ba¼g¬nt¬s¬gerçeklenir.
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Örnek III.1 Bu bölümde aç¬klanan sonlu farklar metodu ve (III.49) geçerli olmak

üzere

�y00 +
4X
k=0

1

j(x� tk)j�k
y = �y; 0 < �k < 1

y(0) = y(1) = 0;

Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminde �k = 1
2
; m� = 52; tk =

k
�
; � = 4 de¼gerleri için

Mathematica7 programlama dilinde yaz¬lan programdan elde edilen sonuçlar aşa¼g¬daki

tabloda verilmiştir.

Tablo III.4 L(qk) ve L(Q4) operatörlerinin nümerik özde¼gerleri

n s0n s1n s2n s3n s4n S4n
P4

k=0 s
k
n=S

4
n

1 11:3318 12:362 13:7938 12:362 11:3318 21:8354 2:799628

2 40:964 42:6802 41:8164 42:6802 40:964 51:3977 4:068369

3 90:1306 91:8388 92:027 91:8388 90:1306 101:59 4:488294

4 158:682 159:939 159:725 159:939 158:682 168:471 4:730589

5 246:367 247:313 248:089 247:313 246:367 256:253 4:821208

6 352:853 353:893 353:989 353:893 352:853 362:369 4:877572

7 477:739 479:058 479:373 479:058 477:739 488:318 4:900428

8 620:551 621:985 621:745 621:985 620:551 630:915 4:924304

9 780:748 782:038 782:327 782:038 780:748 791:208 4:939155

10 957:722 958:824 958:957 958:824 957:722 967:47 4:953176

20 3474:67 3475:87 3476:02 3475:87 3474:67 3484:74 4:986627

30 6627:18 6628:35 6628:6 6628:35 6627:18 6637:27 4:992965

40 9256:36 9257:45 9257:89 9257:45 9256:36 9266:38 4:994994

50 10395:6 10396:7 10398:1 10396:7 10395:6 10406:1 4:995407

Tablo III.4 de L(qk) ve L(Q4) operatörlerinin özde¼gerleri verilmiştir. L(qk) ope-

ratörünün n: özde¼gerlerinin toplam¬, L(Q�) operatörünün n: özde¼gerine oran¬; n � 30
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için Tablo III.4�ün son sütununda �+1 � 5 oldu¼gu saptanarak, (III.51) ba¼g¬nt¬s¬gerçek-

lenmiştir. Ayr¬ca, Tablo III.4�de birinci sütunla beşinci sütunun n: özde¼geri, ikinci

sütunla dördüncü sütunun n: özde¼geri ayn¬olmaktad¬r. Gerçekten, (III.45)�de verilen

qk(x) potansiyel fonksiyonda x = 1�z dönüşümü yap¬l¬rsa, q��k (x) = 1

jx� ��k
� j

�k potan-

siyeli elde edilir. Bu potansiyel fonksiyonlar gözönüne al¬nd¬¼g¬nda L(q��k) operatörüyle

L(qk) operatörünün n:özde¼gerleri ayn¬d¬r.

III.2.2 Tekil Noktalarda Özvektör Gra�¼gi

Bu bölümde

�y00 +
�X
k=0

1

j(x� tk)j�k
y = �y; 0 < �k < 1 (III.54)

y(0) = y(1) = 0 (III.55)

s¬n¬r de¼ger probleminde, bölüm III.2�de verilen sonlu farklar yöntemi uygulan¬rsa

(III.41)�deki ad¬m aral¬klar¬

m = (� � 1) + �l; l 2 Z+ (III.56)

olmak üzere xj dü¼güm noktalar¬

xj = tk

eşitli¼gini gerçekler. Bu durumda (III.54)-(III.55) s¬n¬r de¼ger probleminin çözümünün

bulunmas¬nümerik yöntemlerle imkans¬z oldu¼gundan, dü¼güm noktalar¬n¬n � komşu-

lu¼gunda çözüm elde edilmektedir. Nümerik yöntemlerle (III.54)-(III.55) s¬n¬r de¼ger

probleminde � = 4 ve tekil noktalar¬n � = 10�12 komşulu¼gunda (III.44)�deki T mat-

risinin ilk özvektörüMathematica 7 bilgisayar programlama dilinde gra�¼gi çizdirilmi̧stir.

(III.56) ad¬m aral¬klar¬nda l pozitif tamsay¬s¬ras¬yla l = 125; 150; 175 olmak üzere

özvektörün gra�¼gi Şekil III.1�de gösterilmi̧stir.
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Şekil III.1 L(Q4) Operatörünün Özvektörü

Şekil III.1�de, farkl¬alt aral¬klarda (III.54)-(III.55) s¬n¬r de¼ger probleminde

x ! tk olmak üzere y ! 0 oldu¼gu görülmektedir. Ayr¬ca bu s¬n¬r de¼ger probleminde

potansiyel fonksiyon simetrik oldu¼gundan, Şekil III.1�de verilen özvektör gra�¼gide simetrik

olmaktad¬r.

III.2.3 Tekil Noktalara Ba¼gl¬S¬n¬r Şartlar¬

S¬n¬r koşullar¬, tk = k
�
tekil noktalara ba¼gl¬olan

�y00 +
�X
k=0

1

jx� tkj�k
y = �y; 0 < �k < 1 (III.57)

y(tk) = y(tk+1) = 0 (III.58)

s¬n¬r de¼ger probleminin sonlu farklar yöntemiyle elde edilen n: özde¼gerini S�n(bk) sem-

bolüyle gösterelim. � ye ba¼gl¬m ad¬m aral¬klar¬mi = 10
i� (i = 2; 3; :::; l ve l pozitif

tamsay¬) olmak üzere

S�n(bk)

S�n
� �2 (III.59)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.
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Örnek III.2 (III.57)-(III.58) s¬n¬r de¼ger probleminde � = 3; 6 ve tk tekil noktalarla be-

lirlenen bk = [tk; tk+1] aral¬klar¬gözönüne al¬narak Mathematica7 programlama dilinde

program yaz¬lm¬̧st¬r.

Aşa¼g¬daki Tablo III.5 ve Tablo III.6�da S3n(b0);

�y00 +
3X
k=0

1��(x� k
3
)
��1=2y = �y;

y(0) = y(
1

3
) = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin n: özde¼geri, S3n(b1) ise

�y00 +
3X
k=0

1��(x� k
3
)
��1=2y = �y;

y(
1

3
) = y(

2

3
) = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin n: özde¼geridir.

Tablo III.5 i = 2 için S3n ve S
3
n(b0); S

3
n(b1) nümerik özde¼gerler

n S3n S3n(b0) S3n(b1) S3n(b0)=S
3
n S3n(b1)=S

3
n

1 12:8913 96:5818 96:9063 7:4920 7:5172

2 42:7632 363:5381 363:8694 8:5012 8:5089

3 92:1866 807:8394 808:1721 8:7631 8:7667

4 161:2112 1429:6162 1429:9494 8:8679 8:8700

5 249:7966 2228:8475 2229:1810 8:9227 8:9239

6 357:8677 3205:4646 3205:7982 8:9571 8:9581

7 485:3251 4359:3698 4359:7034 8:9824 8:9831

8 632:0483 5690:4421 5690:7758 9:0032 9:0037

9 797:8969 7198:5397 7198:8734 9:0219 9:0223

10 982:7117 8883:4999 8883:8336 9:0398 9:0401

Tablo III.5�in son iki sütununda (III.59) eşitsizli¼gi gerçeklenmektedir.
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Tablo III.6 i = 3 için S3n ve S
3
n(b0); S

3
n(b1) nümerik özde¼gerler

n S3n S3n(b0) S3n(b1) S3n(b0)=S
3
n S3n(b1)=S

3
n

1 12:8920 96:5826 96:9071 7:4916 7:5168

2 42:7758 363:5509 363:8822 8:4990 8:5067

3 92:2505 807:9041 808:2367 8:7577 8:7613

4 161:4128 1429:8206 1430:1538 8:8582 8:8602

5 250:2887 2229:3464 2229:6799 8:9071 8:9084

6 358:8877 3206:499 3206:8326 8:9345 8:9355

7 487:2137 4361:2861 4361:6197 8:9515 8:9522

8 635:2684 5693:7111 5694:0448 8:9627 8:9632

9 803:0518 7203:7755 7204:1092 8:9705 8:9709

10 990:5635 8891:4795 8891:8133 8:9762 8:9765

Tablo III.6�n¬n son iki sütununda (III.59) eşitsizli¼gi sa¼glanmaktad¬r.

Tablo III.5 ve Tablo III.6�da incelenen potansiyelin tekillik say¬s¬n¬artt¬rarak

�y00 +
6X
k=0

1��(x� k
6
)
��1=2y = �y;

y(
1

6
) = y(

1

3
) = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin n: özde¼geri S6n(b1) ve benzer biçimde

�y00 +
6X
k=0

1��(x� k
6
)
��1=2y = �y;

y(
1

3
) = y(

1

2
) = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin n: özde¼geride S6n(b2) sembolüyle gösterilir. Aşa¼g¬daki tabloda

bu özde¼gerler ve bu özde¼gerlerin S6n özde¼gerine oran¬verilmiştir.
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Tablo III.7 i = 3 için S6n ve S
6
n(b1); S

6
n(b2) nümerik özde¼gerler

n S6n S6n(b1) S6n(b2) S6n(b1)=S
6
n S6n(b2)=S

6
n

1 12:8921 370:7522 371:1491 28; 7582 28; 7889

2 42:7760 1437:3767 1437:7763 33; 6024 33; 6118

3 92:2511 3214:221 3214:6212 34; 8421 34; 8464

4 161:4149 5701:5488 5701:9491 35; 3223 35; 3248

5 250:2936 8899:4266 8899:8271 35; 5559 35; 5575

6 358:8979 12807:8798 12808:2803 35; 6867 35; 6878

7 487:2326 17426:9198 17427:32031 35; 7671 35; 7679

8 635:3006 22756:5522 22756:9527 35; 8201 35; 8208

9 803:1035 28796:7795 28797:1801 35; 8569 35; 8574

10 990:6423 35547:6029 35548:0035 35; 8834 35; 8838

Bu tablodada son iki sütunda (III.59) eşitsizli¼gi görülmektedir. Yani, L(Q�)

operatörünün n: özde¼geri, tk tekil noktalarla belirlenen bk = [tk; tk+1] aral¬klar¬nda ald¬¼g¬

de¼gerle, L(Q�) operatörünün n: özde¼gerinin [0; 1] aral¬¼g¬nda ald¬¼g¬de¼gere oran¬�2�den

küçüktür.

Sonlu farklar yöntemiyle gösterilen (III.59) eşitsizli¼gi, bilinen teorik bilgilerle şu şekilde

aç¬klanabilir; Q� potansiyel fonksiyon s¬f¬r oldu¼gunda

�y00 = �y;

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri (n�)2 dir. S¬n¬r şartlar¬ de¼giştirilirse ve (III.58)

s¬n¬r şartlar¬gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

�y00 = �y;

y(
k

�
) = y(

k + 1

�
) = 0
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s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri �2(n�)2 dir. Çözümü bilinen son iki s¬n¬r de¼ger

problemlerin özde¼gerleri aras¬ndaki ilişki (III.59)�u gerçeklemektedir.
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III.3 PERTÜRBASYON PARAMETRES·IYLE DIRICHLET

SINIR ŞARTLI STURM LIOUVILLE PROBLEM·I

Pertürbasyon teorisi küçük de¼gi̧simler teorisidir. Tam olarak çözümlenemeyen bir prob-

lemin, bu probleme ba¼gl¬bir problemden yola ç¬k¬larak yaklaş¬k bir çözüm elde etmek

için matematiksel metodlar içeren teoridir. Problemin matematiksel tan¬m¬na "küçük"

bir parametreyle, eldeki problem formüle edilebiliyorsa, pertürbasyon teorisi uygula-

nabilir.

Bu teorinin uygulama alan¬atom �zi¼ginde vard¬r. Fizik alan¬nda atomlar¬n enerji

seviyeleri; kuantumlu bölge, sürekli bölge olmak üzere iki durumda ele al¬n¬r. Bu

nedenle pertürbasyon; ba¼g¬ml¬durumlar¬n pertürbasyonu, sürekli bölge pertürbasyonu

(saç¬lma teorisi) olarak incelenir. Ba¼g¬ml¬durumlar¬n pertürbasyonu, zamana ba¼g¬ml¬

ve zamandan ba¼g¬ms¬z olmak üzere iki durumda irdelenir [37]. Ayr¬ca, bu teoride

uygulanan metotlar çok kullan¬̧sl¬ve etkili metotlard¬r. Bu metotlar temelde küçük

parametre üzerinedir.

Tezin bu bölümünde 0 < � << 1 oldukça küçük nümerik parametre ve �q(x)

pertürbe edilen Lebesgue integrallenebilir potansiyel [38] olmak üzere L2[0; 1] uzay¬nda

L(�q) = � d

dx2
+ �q(x) (III.60)

y(0) = y(1) = 0 (III.61)

dirichlet s¬n¬r şartl¬ L(�q) operatörün asimptotik ve nümerik özde¼gerlerini bularak,

pertürbasyon tekni¼giyle bölüm III.1�de gösterilen asimptotik metotla, bölüm III.2�de

uygulanan nümerik metot kaŗs¬laşt¬r¬lacakt¬r.

(III.60)-(III.61)�e pertürbasyon tekni¼gi uygulanmad¬¼g¬nda, özde¼gerler

�n(0) = (n�)
2

olmaktad¬r.
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L(�q) operatörünün q potansiyeli yerine (III.47)�de verilen Q� potansiyeli al¬n¬rsa,

pertürbe edilen Sturm Liouville probleminin özde¼gerleri ��a ba¼gl¬olaca¼g¬ndan asimp-

totik özde¼gerleri A�n(�) sembolüyle ve nümerik özde¼gerleride S
�
n(�) sembolüyle belirleye-

lim.

III.3.1 Pertürbasyon Parametresiyle Asimptotik Özde¼gerler

Teorem III.2 den yararlanarak (III.37)�deki asimptotik formülde ck = 1 için

Cn =
�X
k=0

1

n1��k
(cosn�xk(

Z 1

�1

cos �s

s�k
ds) + sinn�xk(

Z 1

�1

sin �s

s�k
ds)) +O(

1

n�k
)

ve

Un =
1X

n1=�1
n1 6=0;�2n

Cn1(Cn1 � Cn1+2n)
(n�)2 � ((n+ k)�)2 ;

K�
n(�) = (n�)

2 � �C2n + �2Un (III.62)

olmak üzere (III.60)-(III.61)�in n: asimptotik özde¼gerini

A�n(�) = K
�
n(�) +O(

�3 ln jnj
n

)

elde ettik. (III.62)�deki Un serisini; jn1j > 50 oldu¼gunda U rn sembolüyle gösterilirse

�2U rn �M
X
jn1j>50
n1 6=0;�2n

�2

(n�)2 � ((n+ n1)�)2

eşitsizli¼gini gerçekleyen bir M 2 R+ say¬s¬vard¬r. Bu eşitsizli¼gin sa¼g¬ndaki toplam,

U r1n = � 1

�2

X
fn1:j2n+n1j>50; jn1j>50g

n1 6=0;�2n

1

n1(2n+ n1)

olmak üzere X
jn1j>50
n1 6=0;�2n

�2

(n�)2 � ((n+ n1)�)2
= �2U r1n +O(

�3 ln jnj
n

) (III.63)
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asimptotik formülüyle gösteririz. Bu formül n1 6= 0;�2n oldu¼gundan

X
fn1:j2n+n1j>50; jn1j>50g

n1 6=0;�2n

�2

n1(2n+ n1)
< �2(

2n�50Z
�1

dx

x(2n+ x)
+

1Z
2n+50

dx

x(2n+ x)
)

yak¬nsak integralle ifade edilebilir. Son integral hesaplanarak

1Z
2n+50

�2

x(2n+ x)
dx = �2 lim

t!1
[
1

2n
(ln jxj � ln j2n+ xj)]t2n+50

= �2
1

2n
lim
t!1

[ln
jtj

j2n+ tj � ln
j2n+ 50j
j4n+ 50j ]

= �2
1

2n
ln
j4n+ 50j
j2n+ 50j

< O(
�2 ln jnj
n

)

ve benzer şekide
2n�50Z
�1

�2

x(2n+ x)
dx < O(

�2 ln jnj
n

)

elde edilir. Bu asimptotik yaklaş¬mlar üzerine jn1j > 50; j2n+ n1j > 50 için

�2Ir1n = �2(

�2n�50Z
�1

dx

x(2n+ x)
+

1Z
2n+50

dx

x(2n+ x)
)

olacak şekilde n�nin ilk 20 de¼geri için �2U r1n ve �2Ir1n �in ald¬¼g¬de¼gerler ve aralar¬ndaki

fark aşa¼g¬daki tabloda verilmi̧stir.
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Tablo III.8 (� = 10�3) �2U r1n ve �2Ir1n de¼gerleri ve aralar¬ndaki fark

n �2U r1n �2Ir1n j�2U r1n � �2Ir1n j

1 �4:09588E � 09 3; 85051E � 08 4:26009E � 08

2 �4:10259E � 09 3; 71286E � 08 4:12312E � 08

3 �4:11387E � 09 3; 5874E � 08 3:99878E � 08

4 �4:12985E � 09 3; 4724E � 08 3:88538E � 08

5 �4:15073E � 09 3; 36646E � 08 3:78153E � 08

6 �4:17678E � 09 3; 26844E � 08 3:68612E � 08

7 �4:20834E � 09 3; 17738E � 08 3:59822E � 08

8 �4:24585E � 09 3; 09249E � 08 3:51708E � 08

9 �4:28987E � 09 3; 01309E � 08 3:44208E � 08

10 �4:34109E � 09 2; 9386E � 08 3:37271E � 08

11 �4:4004E � 09 2; 86854E � 08 3:30858E � 08

12 �4:54801E � 09 2; 80247E � 08 3:24936E � 08

13 �4:63958E � 09 2; 74003E � 08 3:19483E � 08

14 �4:74602E � 09 2; 68089E � 08 3:14485E � 08

15 �4:87061E � 09 2; 62477E � 08 3:09937E � 08

16 �5:01789E � 09 2; 57141E � 08 3:05847E � 08

17 �5:19419E � 09 2; 5206E � 08 3:02239E � 08

18 �5:42293E � 09 2; 47214E � 08 2:99156E � 08

19 �4:32861E � 09 2; 42585E � 08 2:96814E � 08

20 �4:10259E � 09 2; 38157E � 08 2:81443E � 08
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Ayn¬uygulama, (III.13)�ün sa¼g¬ndaki ikinci seri için yap¬ld¬¼g¬nda

�3U r2n = �3
X

fn1:j2n+n1j>50; jn1j>50g
n1 6=0;�2n

1

[(n�)2 � (�(n+ n1))2] [(n�)2 � (�(n+ n1 + n2))2]

ve jn1j > 50; j2n+ n1j > 50, j2n+ n1 + n2j > 50; jn1 + n2j > 50

�3Ir2n = �3(

�2n�50Z
�1

�2n�50Z
�1

1

x(2n+ x)(x+ t)(2n+ x+ t)
dxdt

+

1Z
2n+50

1Z
2n+50

1

x(2n+ x)(x+ t)(2n+ x+ t)
dxdt)

olmak üzere n�nin ilk 20 de¼geri için �3U r2n , �
3Ir2n �nin ald¬¼g¬de¼gerler ve aralar¬ndaki fark

aşa¼g¬daki tabloda verilmi̧stir.
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Tablo III.9 (� = 10�3) �3U r2n ve �3Ir2n de¼gerleri ve aralar¬ndaki fark

n �3U r2n �3Ir2n j�3U r2n � �3Ir2n j

1 2:33218E � 15 3:21948E � 12 3:21714E � 12

2 2:16816E � 15 1:49649E � 12 1:49432E � 12

3 2:0238E � 15 8:89802E � 13 8:87778E � 13

4 1:8958E � 15 5:97493E � 13 5:95597E � 13

5 1:78157E � 15 4:31718E � 13 4:29937E � 13

6 1:67902E � 15 3:2769E � 13 3:2601E � 13

7 1:58649E � 15 2:5772E � 13 2:56134E � 13

8 1:50259E � 15 2:08214E � 13 2:06711E � 13

9 1:42618E � 15 1:71804E � 13 1:70378E � 13

10 1:35634E � 15 1:44196E � 13 1:4284E � 13

11 1:29226E � 15 1:22736E � 13 1:21444E � 13

12 1:23327E � 15 1:05711E � 13 1:04477E � 13

13 1:12838E � 15 9:19682E � 14 9:07894E � 14

14 1:12838E � 15 8:07116E � 14 7:95832E � 14

15 1:08157E � 15 7:13736E � 14 7:02921E � 14

16 1:03801E � 15 6:35416E � 14 6:25036E � 14

17 9:97375E � 16 5:69089E � 14 5:59116E � 14

18 9:59396E � 16 5:12443E � 14 5:02849E � 14

19 9:23827E � 16 4:63702E � 14 4:54464E � 14

20 8:90453E � 16 4:21492E � 14 4:12587E � 14
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Bu veriler üzerine (III.63) gözönüne al¬n¬rsa Tablo III.8 ve TabloIII.9�dan pertürbe

edilen Sturm Liouville probleminin asimptotik özde¼gerleri �50 � n1 � 50 için (III.62)

formülüyle bulunur. Bu asimptotik özde¼gerlerin do¼grulu¼gunu irdelemek için, pertürbe

edilmedi¼ginde operatörün �n(0) = (n�)2 özde¼gerleriyle, (III.62) yaklaş¬k asimptotik

özde¼gerler aras¬nda kaŗs¬laşt¬rma yaparak asimptotik özde¼gerlerin do¼grulu¼gu saptan-

m¬̧st¬r. Bu sebepten aşa¼g¬daki birkaç örnek bize bu konu hakk¬nda aç¬kl¬k getirecektir.

Örnek III.3

�y00 + �Q�(x)y = �y (III.64)

y(0) = y(1) = 0 (III.65)

pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminde

Q�(x) = �
�X
k=0

1q��x� k
�

�� (III.66)

pertürbe edilen ve � nün de¼gişimine göre (III.66) potansiyeli gözönüne al¬narak,

� = 10�3 pertürbe parametresi için asimptotik metotla elde edilen özde¼gerlerle, pertürbe

edilmeyen s¬n¬r de¼ger probleminin �n(0) = (n�)2 özde¼gerleri aras¬ndaki farklar aşa¼g¬-

daki tablolarda verilmiştir.
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Tablo III.10 Asimptotik metotla bulunan L(�Q2) operatörünün özde¼gerleri ve L(0)

operatörünün özde¼gerleri

n K2
n(�) �n(0) jK2

n(�)� �n(0)j

1 9; 8696 9; 8696 0

2 39; 4777 39; 4784 0; 0007

3 88; 8264 88; 8264 0

4 157; 9122 157; 9137 0; 0015

5 246; 7401 246; 7401 0

6 355; 3054 355; 3058 0; 0004

7 483; 6106 483; 6106 0

8 631; 6536 631; 6547 0; 0011

9 799; 4379 799; 4379 0

10 986; 9601 986; 9604 0; 0003

11 1194; 2221 1194; 2221 0

12 1421; 2222 1421; 2231 0; 0009

13 1667; 9631 1667; 9631 0

14 1934; 4422 1934; 4425 0; 0003

15 2220; 6609 2220; 6609 0

16 2526; 6179 2526; 6187 0; 0008

17 2852; 3157 2852; 3157 0

18 3197; 7516 3197; 7518 0; 0002

19 3562; 9272 3562; 9272 0

20 3947; 8411 3947; 8418 0; 0007

Tablo III.10�da 10�4 duyarl¬l¬kla (III.64),(III.65) üç tekil noktal¬ s¬n¬r de¼ger proble-

minde tek indisli asimptotik özde¼gerlerle, pertürbe edilmeyen s¬n¬r de¼ger probleminin

tek indisli özde¼gerleri ayn¬d¬r. Çift indisli özde¼gerlerin fark¬ysa,
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2:10�4 � jK2
2n(�)� �2n(0)j < 2:10�3 aral¬¼g¬nda de¼gişmektedir.

Tablo III.11 Asimptotik metotla bulunan L(�Q3) operatörünün özde¼gerleri ve L(0)

operatörünün özde¼gerleri

n K3
n(�) �n(0) jK3

n(�)� �n(0)j

1 9; 8696 9; 8696 0

2 39; 4777 39; 4784 0; 0007

3 88; 8264 88; 8264 0

4 157; 9132 157; 9137 0; 0005

5 246; 7401 246; 7401 0

6 355; 3041 355; 3058 0; 0017

7 483; 6106 483; 6106 0

8 631; 6543 631; 6547 0; 0004

9 799; 4379 799; 4379 0

10 986; 9601 986; 9604 0; 0003

11 1194; 2221 1194; 2221 0

12 1421; 2219 1421; 2231 0; 0012

13 1667; 9631 1667; 9631 0

14 1934; 4422 1934; 4425 0; 0003

15 2220; 6609 2220; 6609 0

16 2526; 6185 2526; 6187 0; 0002

17 2852; 3157 2852; 3157 0

18 3197; 7509 3197; 7518 0; 0009

19 3562; 9272 3562; 9272 0

20 3947; 8415 3947; 8418 0; 0003

Tablo III.11�de 10�4 duyarl¬l¬kla, (III.64),(III.65) dört tekil noktal¬s¬n¬r de¼ger proble-

minde tek indisli asimptotik özde¼gerlerle, pertürbe edilmeyen s¬n¬r de¼ger probleminin tek
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indisli özde¼gerleri Tablo III.10�da oldu¼gu gibi ayn¬d¬r. Çift indisli özde¼gerlerin fark¬ysa,

2:10�4 � jK2
2n(�)� �2n(0)j < 2:10�3 aral¬¼g¬nda de¼gişmektedir.

Tablo III.12 Asimptotik metotla bulunan L(�Q4) operatörünün özde¼gerleri ve L(0)

operatörünün özde¼gerleri

n K4
n(�) �n(0) jK4

n(�)� �n(0)j

1 9; 8696 9; 8696 0

2 39; 4777 39; 4784 0; 0007

3 88; 8264 88; 8264 0

4 157; 9132 157; 9137 0; 0005

5 246; 7401 246; 7401 0

6 355; 3054 355; 3058 0; 0004

7 483; 6106 483; 6106 0

8 631; 6529 631; 6547 0; 0018

9 799; 4379 799; 4379 0

10 986; 9601 986; 9604 0; 0003

11 1194; 2221 1194; 2221 0

12 1421; 2227 1421; 2231 0; 0004

13 1667; 9631 1667; 9631 0

14 1934; 4422 1934; 4425 0; 0003

15 2220; 6609 2220; 6609 0

16 2526; 6175 2526; 6187 0; 0012

17 2852; 3157 2852; 3157 0

18 3197; 7516 3197; 7518 0; 0002

19 3562; 9272 3562; 9272 0

20 3947; 8415 3947; 8418 0; 0003
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Tablo III.12�de 10�4 duyarl¬l¬kla, (III.64),(III.65) beş tekil noktal¬s¬n¬r de¼ger prob-

leminde tek indisli asimptotik özde¼gerlerle, pertürbe edilmeyen s¬n¬r de¼ger probleminin

tek indisli özde¼gerleri Tablo III.10, Tablo III.11�de oldu¼gu gibi ayn¬d¬r. Çift indisli

özde¼gerlerse, 2:10�4 � jK4
2n(�)� �2n(0)j < 2:10�3 aral¬¼g¬nda de¼gişimektedir.

(III.64)-(III.65) pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminin tek indisli asimptotik özde¼ger-

leri, pertürbe edilmeyen asimptotik özde¼gerlerle ayn¬d¬r. Çift indisli yaklaş¬k asimp-

totik özde¼gerler, son üç tabloda 2:10�4 � jK�
2n(�)� �2n(0)j < 2:10�3 eşitsizli¼giyle elde

edilmiştir.

III.3.2 Pertürbasyon Parametresiyle Nümerik Özde¼gerler

Bölüm III.3�de aç¬klanan sonlu farklar yöntemi, (III.64)-(III.65) pertürbe edilen

s¬n¬r de¼ger problemi için uygulan¬rsa,

K =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2 �1

�1 2 �1

:

:

:

�1 2 �1

�1 2

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

; Q�(�) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

�q1

�q2

:

:

:

�qm

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
olmak üzere

T (�) =
1

h2
K +Q�(�)

T (�); (m�m) boyutunda tridiagonal matris ve

T (�)Y = S(�)Y (III.67)

(III.67) lineer sistemiyle yaz¬l¬r. (III.64)-(III.65) pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminin

nümerik özde¼gerleri, T (�) matrisinin özde¼gerlerinin bulunmas¬yla elde edilir. (III.64)-

(III.65) pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminde � nün de¼gi̧simine göre sonlu farklar
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yöntemi uygulan¬rsa � = 10�3 pertürbe parametresi için S�n(�) sembolüyle nümerik

özde¼gerler, pertürbe edilmeyen s¬n¬rde¼ger probleminin �n(0) = (n�)2 özde¼gerleriyle

aralar¬ndaki farklar 10�4 duyarl¬l¬kla aşa¼g¬daki örnekte verilmi̧stir.

Örnek III.4 � = 2 ve potansiyel fonksiyon

Q2(x) = �
2X
k=0

1q��x� k
2

��
olmak üzere

�y00 + �Q2(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleriyle, pertürbe edilmeyen

�y00 = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri aşa¼g¬daki tabloda gösterilmiştir.
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Tablo III.13 Nümerik metotla bulunan L(�Q2) operatörünün özde¼gerleri ve L(0)

operatörünün özde¼gerleri

n �n(0) S2n(�) j�n(0)� S2n(�)j

1 9; 8696 9; 8765 0; 0069

2 39; 4784 39; 4839 0; 0055

3 88; 8264 88; 8332 0; 0068

4 157; 9137 157; 9195 0; 0058

5 246; 7401 246; 7469 0; 0068

6 355; 3058 355; 3116 0; 0058

7 483; 6106 483; 6172 0; 0066

8 631; 6547 631; 6604 0; 0057

9 799; 4379 799; 4441 0; 0062

10 986; 9604 986; 9657 0; 0053

11 1194; 2221 1194; 2275 0; 0054

12 1421; 2231 1421; 2273 0; 0042

13 1667; 9631 1667; 9672 0; 0041

14 1934; 4425 1934; 4450 0; 0025

15 2220; 6609 2220; 6629 0; 0020

16 2526; 6187 2526; 6177 0:0010

17 2852; 3157 2852; 3144 0; 0013

18 3197; 7518 3197; 7480 0; 0038

19 3562; 9272 3562; 9214 0; 0058

20 3947; 8418 3947; 8326 0; 0092

1:10�3 � j�n(0)� S2n(�)j � 9:10�3
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Bu tabloda pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleriyle, pertürbe edilmeyen

s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri karş¬laşt¬r¬larak, bu özde¼gerler aras¬nda 10�3 mer-

tebeden yaklaş¬m elde edilmiştir. Potansiyel fonksiyonun tekil nokta say¬s¬bir art¬r¬l¬rsa;

Dört tekil noktas¬olan potansiyel fonksiyon

Q3(x) = �

3X
k=0

1q��x� k
3

��
olmak üzere

�y00 + �Q3(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri ve pertürbe edilmeyen

�y00 = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri aşa¼g¬daki tabloda gösterilmiştir.
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Tablo III.14 Nümerik metotla bulunan L(�Q3) operatörünün özde¼gerleri ve L(0)

operatörünün özde¼gerleri

n �n(0) S3n(�) j�n(0)� S3n(�)j

1 9; 8696 9; 8793 0; 0097

2 39; 4784 39; 4880 0; 0096

3 88; 8264 88; 8343 0; 0079

4 157; 9137 157; 9232 0; 0095

5 246; 7401 246; 7496 0; 0095

6 355; 3058 355; 3140 0; 0082

7 483; 6106 483; 6199 0; 0093

8 631; 6547 631; 6638 0; 0091

9 799; 4379 799; 4458 0; 0079

10 986; 9604 986; 9690 0; 0086

11 1194; 2221 1194; 2303 0; 0082

12 1421; 2231 1421; 2297 0; 0066

13 1667; 9631 1667; 9699 0; 0068

14 1934; 4425 1934; 4483 0; 0058

15 2220; 6609 2220; 6649 0; 0040

16 2526; 6187 2526; 6219 0; 0032

17 2852; 3157 2852; 3171 0; 0014

18 3197; 7518 3197; 7505 0; 0013

19 3562; 9272 3562; 9241 0; 0031

20 3947; 8418 3947; 8358 0; 0060

1:10�3 � j�n(0)� �3n(�)j � 9:10�3
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Tablo III.14�de 10�4 duyarl¬l¬kla pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminin n: özde¼geriyle,

pertürbe edilmeyen s¬n¬r de¼ger probleminin n: özde¼gerleri birbiriyle karş¬laşt¬r¬larak

1:10�3 � j�n(0)� �3n(�)j � 9:10�3 eşitsizli¼gi elde edilmiştir. Potansiyel fonksiyonun

tekil nokta say¬s¬bir artt¬r¬l¬rsa;

Beş tekil noktas¬olan potansiyel fonksiyon

Q3(x) = �
4X
k=0

1q��x� k
3

��
olmak üzere

�y00 + �Q4(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri, pertürbe edilmeyen

�y00 = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri aşa¼g¬daki tabloda gösterilmiştir.
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Tablo III.15 Nümerik metotla bulunan L(�Q4) operatörünün özde¼gerleri ve L(0)

operatörünün özde¼gerleri

n �n(0) S4n(�) j�n(0)� S4n(�)j

1 9; 8696 9; 8821 0; 0125

2 39; 4784 39; 4907 0; 0123

3 88; 8264 88; 8387 0; 0123

4 157; 9137 157; 9240 0; 0103

5 246; 7401 246; 7523 0; 0122

6 355; 3058 355; 3179 0; 0121

7 483; 6106 483; 6226 0; 0120

8 631; 6547 631; 6652 0; 0105

9 799; 4379 799; 4496 0; 0117

10 986; 9604 986; 9717 0; 0113

11 1194; 2221 1194; 2330 0; 0109

12 1421; 2231 1421; 2322 0; 0091

13 1667; 9631 1667; 9726 0; 0095

14 1934; 4425 1934; 4509 0; 0084

15 2220; 6609 2220; 6683 0; 0074

16 2526; 6187 2526; 6237 0; 0050

17 2852; 3157 2852; 3198 0; 0041

18 3197; 7518 3197; 7539 0; 0021

19 3562; 9272 3562; 9268 0; 0004

20 3947; 8418 3947; 8376 0; 0042

4:10�4 � j�n(0)� S4n(�)j � 1:10�2

Tablo III.15�de 10�4 duyarl¬l¬kla pertürbe edilen s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleriyle,

pertürbe edilmeyen s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri bulunmuş ve sonuçlar karş¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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L(Q�) operatörünün özde¼gerlerini bulmak amaçl¬uygulanan iki metot için asimp-

totik özde¼gerlerin, nümerik özde¼gerlere göre daha iyi sonuçlar verdi¼gi görülmektedir.

Verilen son iki örne¼ge daha da aç¬kl¬k getirmek için, asimptotik özde¼gerler ile

nümerik özde¼gerler aras¬nda kaŗs¬laşt¬rma yap¬larak, elde edilen sonuçlar aşa¼g¬daki

tablolarda verilmi̧stir.

Tablo III.16 Asimptotik ve nümerik metotla bulunan L(�Q2) operatörünün özde¼ger-

lerinin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬� = 10�3

n K2
n(�) S2n(�) jK2

n(�)� S2n(�)j

1 9; 8696 9; 8765 0; 0069

2 39; 4777 39; 4839 0; 0062

3 88; 8264 88; 8332 0; 0068

4 157; 9122 157; 9195 0; 0073

5 246; 7401 246; 7469 0; 0068

6 355; 3054 355; 3116 0; 0062

7 483; 6106 483; 6172 0; 0066

8 631; 6536 631; 6604 0; 0068

9 799; 4379 799; 4441 0; 0062

10 986; 9601 986; 9657 0; 0056

5:10�3 � jK2
n(�)� S2n(�)j < 8:10�3

Tablo III.16�da

Q2(x) = �

2X
k=0

1q��x� k
2

��
üç tekil noktal¬potansiyel fonksiyon olmak üzere

�y00 + �Q2(x)y = �y (III.68)

y(0) = y(1) = 0 (III.69)

63



s¬n¬r de¼ger probleminin K2
n(�) sembolüyle gösterilen yaklaş¬k asimptotik özde¼gerlerle,

S2n(�) sembolüyle gösterilen nümerik özde¼gerler kaŗs¬laşt¬r¬larak

5:10�3 � jK2
n(�)� S2n(�)j < 8:10�3 eşitsizli¼ginde de¼gi̧sen sonuçlar elde edilmi̧stir.

(III.68)-(III.69) s¬n¬r de¼ger probleminde potansiyel fonksiyonun tekil nokta say¬s¬

bir artt¬r¬l¬rsa, dört tekil noktas¬olan potansiyel fonksiyon

Q3(x) = �
3X
k=0

1q��x� k
3

��
olmak üzere

�y00 + �Q3(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin K3
n(�) sembolüyle gösterilen yaklaş¬k asimptotik özde¼gerlerle,

S3n(�) sembolüyle gösterilen nümerik özde¼gerler aşa¼g¬daki tabloda verilmi̧stir.

Tablo III.17 Asimptotik ve nümerik metotla bulunan L(�Q3) operatörünün özde¼ger-

lerinin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬ � = 10�3

n K3
n(�) S3n(�) jK3

n(�)� S3n(�)j

1 9; 8696 9; 8793 0; 0097

2 39; 4777 39; 4880 0; 0103

3 88; 8264 88; 8343 0; 0079

4 157; 9132 157; 9232 0; 0100

5 246; 7401 246; 7496 0; 0095

6 355; 3041 355; 3140 0; 0099

7 483; 6106 483; 6199 0; 0093

8 631; 6543 631; 6638 0; 0095

9 799; 4379 799; 4458 0; 0079

10 986; 9601 986; 9690 0; 0089

7:10�3 � jK3
n(�)� S3n(�)j � 1:10�2
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Bu tabloda asimptotik özde¼gerlerle, nümerik özde¼gerler kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧s ve

7:10�3 < jK3
n(�)� S3n(�)j � 1:10�2 eşitsizli¼ginde de¼gi̧sen sonuçlar elde edilmi̧stir.

Tablo III.18Asimptotik ve nümerik metotla bulunan L(�Q4) operatörünün özde¼ger-

lerinin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬ � = 10�3

n K4
n(�) S4n(�) jK4

n(�)� S4n(�)j

1 9; 8696 9; 8821 0; 0125

2 39; 4777 39; 4907 0; 0130

3 88; 8264 88; 8387 0; 0123

4 157; 9132 157; 9240 0; 0108

5 246; 7401 246; 7523 0; 0122

6 355; 3054 355; 3179 0; 0125

7 483; 6106 483; 6226 0; 0120

8 631; 6529 631; 6652 0; 0123

9 799; 4379 799; 4496 0; 0117

10 986; 9601 986; 9717 0; 0116

jK4
n(�)� S4n(�)j � 1:10�2

Tablo III.18�de beş tekil noktas¬olan potansiyel fonksiyon

Q4(x) = �
4X
k=0

1q��x� k
4

��
olmak üzere

�y00 + �Q4(x)y = �y

y(0) = y(1) = 0

s¬n¬r de¼ger problemininK4
n(�) yaklaş¬k asimptotik özde¼gerleriyle, S

4
n(�) nümerik özde¼ger-

leri kaŗs¬laşt¬r¬larak yaklaş¬k 10�2 mertebeden sonuçlar elde edilmi̧stir.

Son üç tabloda, s¬n¬r de¼ger problemlerinde potansiyel fonksiyonun tekil nokta say¬s¬

artt¬kça hata de¼gerininde artt¬¼g¬görülmektedir.
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IV SONUÇLAR ve TARTIŞMA

Asimptotik ve nümerik metotlar, analitik çözümün mümkün olmad¬¼g¬durumlarda

kullan¬lan yöntemlerdir. Literatürde bu yöntemlerin, diferansiyel operatörlerin özde¼ger-

leri ve özfonksiyonlar¬n¬n bulunmas¬nda başar¬yla uyguland¬¼g¬görülmektedir. Bu tez

çal¬̧smas¬nda, sonlu say¬da tekil noktas¬olan potansiyel fonksiyonlu Sturm Liouville

s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerlerinin bulunmas¬nda bu iki metot kullan¬lm¬̧st¬r.

Çal¬̧smada, Sturm Liouville diferansiyel operatörün büyük özde¼gerleri için incele-

nen asimptotik metot genelleştirilerek yeni formüller elde edilmi̧stir. Bu operatörün

küçük özde¼gerleri, sonlu farklar metodunun uygulanmas¬yla, Mathematica program-

lama dilinde yaz¬lan program arac¬l¬¼g¬ile elde edilmi̧stir. Bu operatörün özde¼gerlerinde

tekil noktalar¬n etkisini belirleyen sonuçlar elde edilerek, bu etki özvektörde de göste-

rilmi̧stir. Ayr¬ca, ba¼glant¬l¬farkl¬operatörlerin özde¼gerleri aras¬nda bir ba¼g¬nt¬bulun-

muştur. S¬n¬r şartlar¬ tekil noktalara ba¼gl¬Sturm Liouville s¬n¬r de¼ger problemlerin

özde¼gerleri aras¬nda ba¼g¬nt¬elde edilmi̧stir.

Çal¬̧sman¬n son bölümünde pertürbasyon tekni¼gi kullan¬larak asimptotik ve nümerik

metotla elde edilen özde¼gerler kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Asimptotik metotla elde edilen özde¼ger-

lerin, nümerik yöntemle bulunan özde¼gerlere göre daha iyi sonuçlar verdi¼gi görülmüştür.
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Bu tezde kuantum �zikte ve mühendislikte s¬kça kaŗs¬laş¬lan L2[0; 1] uzay¬nda

Dirichlet s¬n¬r şartl¬, Lebesgue integrallenebilir tekil potansiyel fonksiyonlu Sturm Li-

ouville s¬n¬r de¼ger problemi incelenmi̧stir. ·Ifade edilen bu problemin kesin çözümlerini

bulmak olanaks¬zd¬r. Bu sebepten tezde, sonlu say¬da tekil noktas¬ olan potansiyel

fonksiyonlu Sturm Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin asimptotik ve nümerik özde¼ger-

lerini elde ettik. Bu özde¼gerler için küçük pertürbasyon parametresi kullan¬m¬yla bu-

lunan özde¼gerler kaŗs¬laşt¬r¬larak, öngörülen sonuçlar elde edilmi̧stir.

Konuyla ilgili yap¬lan çal¬̧smalarda, sadece uç noktalarda tekilli¼gi olan Sturm Li-

ouville s¬n¬r de¼ger probleminin nümerik özde¼gerleri bulunmuştur. Bu tezde L2[0; 1]

uzay¬nda sonlu say¬da tekilli¼gi olan Sturm Liouville s¬n¬r de¼ger problemi incelenmi̧stir.

Bu çal¬̧sman¬n üzerine farkl¬ s¬n¬r şartlar¬nda yeni operatörler tan¬mlanabilir ve bu

operatörlerin özde¼gerleri, özfonksiyonlar¬incelenebilir.
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