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OZET

YUKSEK LiSANS
BAZI OZEL KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN GEZEN
DALGA COZUMLERI
ibrahim CAGLAR

Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog. Dr. Yildiray KESKIN
2012, 33 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Dog. Dr. Yildiray KESKIN
Dog. Dr. Bekir CAKIR

Bilgisayarlarin hesaplama biliminde etkin ve etkili kullanilmasi ile birlikte kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢o6ziimiinii elde etmek igin literatiirde bircok yontem tamitilmistir. Bu
yontemlerin bazilar1 analitik yontem ¢oziimii elde ederken bazilari algoritma tabanli yaklagik ¢oziimii
veren yontemlerdir. Kismu tiirevli diferansiyel denklemlerin gezen dalga ¢oztiimleri elde edilirken en ¢ok
kullanilan yontemler hiperbolik tanjant yontemidir. Bu ¢alismada bazi 6zel kismu tiirevli diferansiyel
denklemlerin gezen dalga ¢oztimlerin hiperbolik tanjant yontemi, ¢izgiler yontemi ve indirgenmis
doniistim yontemi ile elde edilerek sonuglar kargilagtirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cizgiler Yontemi, Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Y6ntemi, Kism1
Tirevli Diferansiyel Denklem, Hiperbolik Tanjant Y 6ntemi



ABSTRACT

MS THESIS

SOME SPECIAL PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS’
TRAVELLING WAVE SOLUTIONS

ibrahim CAGLAR

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
SELCUK UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Yildiray KESKIN
2012, 33 Pages

Jury
Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Assoc. Prof. Dr. Yildiray KESKIN
Assoc. Prof. Dr. Bekir CAKIR

Efficient and effective use of computers in computing science, along with part of the literature,
many methods to obtain the solution of differential equations is presented. Some of these methods, while
achieving analytical method and some of the algorithm based solution methods that approximate the
solution. Traveling wave solutions of partial differential equations obtained hyperbolic tangent method
most commonly used methods. In this study, we obtained some special traveling wave solutions of partial
differential equations hyperbolic tangent method, method of lines and the reduced transformation method
and the results were compared.

Keywords: Method of Line, Partial Differential Method, Reduced Differential Transform
Method, Tanh Method
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1. GIRIS

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Kismu tiirevli diferansiyel denklemler miihendislik bilimleri, doga bilimleri ve
ekonomi problemlerinin matematiksel modellemelerinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
denklemlerin ¢oziimleri i¢in analitik ve nlimerik olarak bircok yontem tanitilmistir.
Genelde bu tiir denklemlerin niimerik ¢6ziimlerine gereksinim duyulmaktadir, bunun
nedeni niimerik ¢oziimler bilgisayarlar ile daha uyumlu olup, farkli algoritmalarla
istenilen sonuglar daha kolay elde edilebilmesidir.

Tanh yontemi, bir boyutlu lineer olmayan dalga denklemlerinin ve
yonlendirilmis dalga denklemlerinin analitik ¢6zlimlerinin bulunmasinda kullanilan
giiclii yontemlerden biridir. Hiperbolik tanjant yontemi 1990 yilinda bir KdV
denklemini ¢6zmek i¢in kullanilmigtir. Daha sonraki yillarda W. Malfliet [Hereman,
Malfliet, 1996], E. G. Fan [Fan, Hon, 2002], A. M. Wazwaz [Wazwaz A.M. 2009]
tarafindan gelistirilerek son halini almistir. Tanh yontemi, hiperbolik tanjant
fonksiyonunun tlirevinin yine bir hiperbolik tanjant fonksiyonu seklinde ifade
edilebilmesi 6zelligine dayanir [Topaloglu, 2007]. Dogada daha ¢ok karsimiza ¢ikan
lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde bu ydntem
kullanilmistir [Mizrak, 2007].

Cizgiler yontemi (Method of Lines) ise diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢oziimleri {izerine tanimlanmis bir niimerik yontemdir. Ilk olarak parabolik denklemlere
uygulanmistir. Incelenen kismi diferansiyel denklem bir baslangig-deger problemi ise
sonugta olusan adi diferansiyel denklem de bir baslangig-deger problemidir [Schiesser,
Griffithd. 2009] [Schiesser, Griffithd. 2012]. Kismu tiirevli diferansiyel denklem bir
simnir-deger problemi ise sonu¢ olarak adi diferansiyel denklem sistemi olusur
[K6roglu,2002, Sadiko, 2000].

Indirgenmis diferansiyel déniisiim yonteminde ilk olarak 2009 yilinda Y.
Keskin [Keskin, Oturang, 2011] tarafindan diferansiyel doniisiim yonteminin bir adim
ilerisi olarak tanitilmustir. Indirgenmis diferansiyel doniisiim yonteminin klasik
doniisiim yontemlerinden farki, kismi diferansiyel denklemi yar1 cebirsel bir denkleme
doniistiirmektedir. Klasik doniisiim yontemlerine gdre avantaji ise daha az iterasyonla

daha net bir sonuca ulagmasidir [Keskin, Caglar 2011][Keskin ve ark, 2011].



Bu tez galismasinda her ii¢ yonteme kisaca deginildi. Bazi 6zel denklemler
kullanarak ¢izgiler yontemi ve indirgenmis diferansiyel yoOntemi arasinda
karsilastirmalar yapildi. Bu karsilastirmalar 1s1§inda problemlerin ¢oziimiine dair

yorumlarda bulunuldu.

1.2. Kaynak Arastirmasi

Fan E., Hon Y. C., 2002, Generalized tanh Method Extend to Special Types
of Nonlinear Equations,Z. Naturforsch, 57a, 692-700. Bu c¢alismada yazarlar
hiperbolik tanjant yontemini 6zel tipteki lineer olmayan denklemler i¢in genellestirme
calismalar1 yapmisglardir.

Hereman W., Malfliet W., 1996, The Tanh Method: 1. Exact Solutions of
Nonlinear Evolution and Wave Equations, Physica Scripta, Vol 54, 563-568. Bu
calismada hiperbolik tanjant metodundan bahsedilmistir. Ayrica bazi 6zel kismi
denklemlerinde bu yontem ile ¢6ziim verilmistir.

Keskin Y., Caglar I., Koc A. B., 2011, Numerical Solution of Sine-Gordon
Equation by Reduced Differential Transform Method, Proceedings of the World
Congress on Engineering, Vol I. Bu ¢alismada kismi diferansiyel denklem olan Sine-
Gordon denklemini indirgenmis diferansiyel dosiim yontemi ile c¢ozerek niimerik
¢Oziimii kesin ¢Ozlim ile analiz etmislerdir.

Keskin Y., Caglar 1., 2011, Genellestirilmis KdV Denklemleri Icin
indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Yontemi,3. Ulusal Eregli Kemal Akman
Meslek Yiiksek Okulu Teblig Giinleri, Say1 3, 209-216. Bu c¢alisma da indirgenmis
diferansiyel doniisim yontemi, 06zel bir kismi diferansiyel denklem olan
Genellestirilmis KdV Denklemleri i¢in uyarlamislardir.

Keskin Y., Oturan¢ G., 2011, Diferansiyel Doniisiim Yontemiyle
Diferansiyel Denklemlerin Coziillmesi, AYBIL YAYINLAR. Bu calismada
diferansiyel donilisim yontemini, indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemini ele
almislar ve ¢esitli kismi1 diferansiyel denklemlere uyarlamiglardir.

Koroglu C., 2002, Ustel Fonksiyon Yardimiyla Amerikan Opsiyon
Problemlerinin Cizgiler Yontemi ile Coziimii, Doktora Tezi, Ege Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii, izmir. Bu calismada ¢izgiler yontemini kisaca anlatmis ve iistel
matris fonksiyonlar1 yardimiyla incelemistir.

Mizrak M., 2007, Hiperbolik Tanjant (Tanh Method) Yontemi, Yiiksek

Lisans Tezi, Dicle Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Diyarbakir. Bu ¢alismada



hiperbolik tanjant metodunun genel yapisini ve diferansiyel denklemlere uygulanmasini
ele almigtir.

Sadiko M. N. O., Obiozor C. N., A Simple Introduction to The Method of
Lines, International Journal of Electrical Engineering Education, 37-3. Bu
calismada ¢izgiler yontemini anlatarak birkag¢ 6rnek ve Matlab koduyla bilgisayar ile de
hesaplanmasini saglamislardir.

Schiesser W. E., Griffiths G.W., 2009, A Compendium of Partial
Differential Equaiton Models Method of Lines Analysis with Matlab,
CAMBRIDGE UNIVERSITY PRESS. Bu c¢aligmada yazarlar cesitli kismi
diferansiyel denklemleri ele almislar ve bunlarin ¢éziimlerini Matlab paket programi
kullanarak ¢izgiler yontemi ile ¢ozmiislerdir.

Schiesser W. E., Griffiths G.W., 2012, Traveling Wave Analysis of Partial
Differential Equations, ACADEMIC PRESS. Bu c¢alismada kismi diferansiyel
denklemlerinin gezen dalga analizlerini i¢ermektedir. Kitap Onceki kitaplarina gore
nlimerik ve analitik yontemleri incelemis bunu da Matlap ve Maple paket programlari
ile desteklemistir.

Topaloglu 1. 2007, Lineer olmayan Diferansiyel Denklemlerin Tam
Coziimleri, Yiiksek Lisans Tezi, Dumlupinar Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.
Bu ¢aligmada farkh tiirlerdeki kismi1 denklemlerin hiperbolik tanjant yontemi ile kesin
¢Ozlimleri verilmistir.

Wazwaz A.M. 2009, PartialDifferential Equations and Solitary Waves
Theory, SPRINGER. Bu c¢alismada yazar kismu tiirevli diferansiyel denklemleri,

¢ozlim yontemlerini ve solitary dalga teorisi caligmalar yapmuigtir.



2. KULLANILAN YONTEMLER

Uygulamali matematikte fizik, miihendislik ve uzay bilimlerinde ki birgok
problem modellenerek ¢ozlimleri aranmaktadir. Bu modellemelerde ¢ok farkli tiirde
problemler ortaya ¢ikmaktadir. Bu problemlerin ¢oziimleri i¢in de farkli tiirde analitik
ve niimerik yontemler gelistirilmistir. Bu boliimde tezde kullanilan yontemler tanitildi.
Bu yontemler arasinda, literatiirdeki en yeni yontemlerden biri olan indirgenmis
diferansiyel donilisiim yontemi, lineer olmayan denklemlerde analitik ¢oziimler bulan
hiperbolik tanjant yontemi ve kademeli olarak cesitli bilim adamlar1 tarafindan

gelistirilerek simdiki halini almis olan ¢izgiler yontemi vardir.

2.1. Hiperbolik Tanjant Yontemi (Tanh Yontemi)

Tanh yontemi her ne kadar 1990 yilinda yiiksek basamaktan bir KdV denklemini
c¢ozmek icin kullanmilmis olsa da gilinlimiizde kullanilan haline gelmesinde Willy
Malfliet’in 1992 yilindaki galismalar1 ve arkadaslarinin [Hereman, Malfliet, 1996] 1996
yilinda yapmis oldugu ¢alismalar biiyliik 6nem arz eder. Daha sonraki yillarda Engui
Fan [Fan, Hon, 2002] tarafindan de gelistirilen yontem son halini A. M. Wazwaz
[Wazwaz A.M. 2009] tarafindan yapilan ¢alismalarla almustir.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢éztimlerini elde
etmek i¢in genel bir yontem yoktur. Tanh yontemi lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin, tam ve yaklasik ¢oziimleri direkt ve sistematik bir sekilde elde edilebilir.
Bu yontemin diger yontemlere gore kullanigh olmasinin sebebi, ¢dziimlerin hiperbolik
tanjant fonksiyonlarinin seri toplamlari seklinde yazilmasidir. Bunun nedeni tanh
fonksiyonunun tiirevlerinin yine tanh fonksiyonu tiirlinden yazilabilmesinin bir

sonucudur.
tanh " =1-tanh?6
tanh® " =-2tanh @+ 2tanh? @
seklinde ornekler gosterilebilir.
Tanh yontemini dalga denklemi iizerinde agiklayalim.

Bir boyutlu lineer olmayan ve dalga denklemleri genellikle

u, =G(u,u,,u,,uU,,..) veya u, =G(u,u,u,,uU,,...) (2.1.1)

XX XX !



seklinde gosterilir. Bu denklemlerin varsa ¢dzlimlerini ve bunlarin nasil hesaplanacagini

aragtiracagiz. Denklemin ¢éziimiinii u x,t fonksiyonu olsun.

Oncelikle x ve t bagimsiz degiskenlerini tek bir &=k x-vt degiskeni altinda

tamimlayalim. £ =k Xx—vt degisken doniisiim yapildiginda u x,t fonksiyonu;
uxt=U¢ E=k x—-vt

sekline dontigir. U & denkleminde, k yonli dalgalarin sayisimt k>0 , V' yonli

dalgalarin hizin1 belirtmektedir. Genellikle k dalga sayis1 keyfi olarak belirlense de

bazi durumlarda 6zel bir sabit deger olarak da alinabilir.

u x,t fonksiyonu U ¢ fonksiyonuna donistiigiinde (2.1.1) kismi diferansiyel

denklemi;
2
¥ _glu kY e dY
d& d& d&
veya (2.1.2)
2 2
v dY _gfy g dY 4V
d& dé  d¢

Adi diferansiyel denklemine doniisiir. Artik yeni diferansiyel denklemimiz sadece &

degiskenini igerir. Bizin hedefimiz diferansiyel denklemin kesin ¢6ziimlerini hiperbolik
tanjant fonksiyonu seklinde yazmak oldugundan, yeni bir

Y =tanh¢

bagimsiz degiskeni tanimlariz. Tiirev doniisiimii yapilirsa

i: 1-Y? i
d& dy
2 2
d ~=1-Y? —21+ 1-Y? d 5
d& dy dy (2.1.3)
3 d 2 d3
—=1-Y? | 6Y?-2 ——-6Y 1-Y? —+ 1-Y? —
dé dy dy dy
daha sonra,
N
uxt=U¢&=F¥)=>aY", Y=tanh&=tanh|k x—vt | (2.1.4)
n=0

seklinde agilim yapilir. Burada N degeri (2.1.4) denkleminin adi diferansiyel denkleme

yerlestirilmesi sonucu elde edilen lineer ifadelerin en yiiksek derecesi ile lineer olmayan



ifadelerin en yiiksek derecelerinin esitlenmesi sonucu elde edilir. N degeri belirlenip

denklem tekrar diizenlendikten sonra Y’nin tiim kuvvetleri sifira esitlenir. Bu bize

sadece a,, k=0,1,2,...,N k ve v ifadelerini iceren cebirsel denklem sistemini verir.

Bu sistemi ¢oziilerek kapali formdaki analitik ¢6ziimii elde ederiz.

2.2. Cizgiler Yontemi (Method of Lines)

Cizgiler yontemi, bagimsiz degisken veya zamana bagli kismi diferansiyel
denklemin yerine, uygun sonlu farkin yazilmasi sonucu olusan niimerik ¢6ziim
teknigidir. Ilk olarak parabolik denklemlere uygulanmistir. Cizgiler yontemi, genellikle
sonlu fark veya sonlu eleman teknikleri ile kismi diferansiyel denklemleri adi
diferansiyel denklem sistemine indirgeyen bir yontemdir.

Kismi diferansiyel denklem bir baslangi¢-deger problemi ise sonucta olusan adi
diferansiyel denklem de bir baglangi¢-deger problemidir. Eger denklem bir sinir-deger
problemi ise sonug olarak adi diferansiyel denklem sistemi olusur.

Cizgiler yontemi bir kismu tiirevli diferansiyel denklem iizerinde agiklayalim.

V +V,, =0 (2.2.1)

¢oziimiin bulundugu alan x ekseni boyunca N parcaya ayrilarak baslanir. Bu ayrisma
sonucunda x e gore tiirev yerine sonlu fark denklemi yazilir. Denklem, ii¢ noktali

merkezcil fark denklemi olarak yazilirsa

Vo oY stV oy @ 2.2.2)
X h N+1
(2.2.2) denklemini (2.2.1) de yerine yazilirsa
1
Vi trz Vi) =i(y)+Via(y) =0 (22.3)

denklemini elde edilir. Boylece (2.2.1) denklemini de i =1,2,...,N ac¢ilim1 yapilirsa

. 1
=1 \A W +F V,(y)-2V,(y) +V,(y) =0

: 1

i=2, Vo 1z Vs(N) =25 (y) +Vily) =0

. 1 2.2.4
i=3, Vi, tiz Va(0) =25 (y) +V,(y) =0 224

. 1
=N, Vy W +F Vi (V) =2V (y) +V 4 (y) =0



(2.2.4) denklemi matris formunda yazilirsa

Vv, ] 2 -1 vV,
Vv, -1 2 - (0] V,
21V -1 2 - V
L S s * =0 (2.2.5)
dy“| : h Lo :
Vg 0] -1 2 -1||Vy,
V] | -1 2|V ]
(2.2.5) denklemi daha sade sekilde ifade edilirse,
d2
—V -P V =0 (2.2.6)
dy
denklemi yazilabilir. Burada
V = V,V,,...V, |
ve
g _
-1 2 -1 @)
-1 2 -1
p =h—12 S
(@) -1 2 -1

dir. Daha sonra y koordinati boyunca analitik ¢6ziimii bulmak olacaktir. (2.2.6)
denklemi ikinci dereceden adi homojen diferansiyel denkleme doniismiistiir.
(2.2.6) denkleminin ¢6zlim kiimesi ise
Vv =Ae" +Be "
seklindedir.

2.3. Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemi (RDTM)

Indirgenmis diferansiyel déniisiim ydntemini (Keskin, 2010) tanimin1 vermeden
once bu yonteme temel teskil eden bir boyutlu diferansiyel doniisiim yontemini (Zhou,
1986) ve iki boyutlu diferansiyel doniisiim yontemini (Chen, 1999) ag¢iklayacagiz. Daha
sonra bu yontemler 1s181inda indirgenmis diferansiyel doniisiim yonteminin tanimini

verecegiz.



2.3.1. Bir Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Tek degiskenli w(X) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu W(K)

olmak tizere, w(X)’ nin tek boyutlu diferansiyel doniistimii

dk
W (k) = kl{d - W(X)} . (2.3.1)
olarak tanimlanir. W(k) donlisiim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters doniisim
fonksiyonu,
w(x) = > W (k)x" (2.3.2)
k=0
bi¢imde tanimlanir. (2.3.1) ve (2.3.2) esitlikleri dikkate alinarak asagidaki (2.3.3)
esitligi elde edilir.
W) =3 L wg | x (2.33)
~ K1l dx* o

2.3.2. iki Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Yéntemi

Benzer sekilde, Iki degiskenli w(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim

fonksiyonu W(k,h) olmak tizere, w(X,y)’ nin iki boyutlu diferansiyel doniisiimii

1 ak+h
W (K, 2.3.4
(k.h) = k,h,{a e y)l (23.4)
y=0

olarak tanimlanir. W(k,h) doniisim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters doniisiim

fonksiyonu,
w(x, y) = > > W(k,h)x“y" (2.3.5)

k=0 h=0

bicimde tanimlanir. (2.3.4) ve (2.3.5) esitlikleri dikkate alinarak asagidaki (2.3.6)
esitligi elde edebiliriz.

w(X, Y) :ii%{%w(x, y)} x“y" (2.3.6)



2.3.3. Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Yontemi

Kabul edelim ki iki boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimii

u(x,t) =3 UK, hxt" 2.3.7)

k=0 h=0

seklinde olsun. O zaman u(X,t) fonksiyonun diferansiyel doniigiim karsilig

1 ak+h
U(k,h) =——| ———u(x,t 2.3.8
() k!h!{axkath ( )l—o (239
t=0
olarak tanimlanmusti.
u Xt =>>U,xt (2.3.9)
k=0 h=0

oldugundan fonksiyonu acik halde yazarsak
Ug o, U Ug X% U ot Ut UL U o2 U, 2K

elde edilir. Buradaki terimleri t nin kuvvetlerine gore diizenleme yapilirsa yani ilk grup
tOZUk‘OXk , Ikinci grup '[li:Uklek , Uciincii grup tzi:Ukyzxk ... v.b.
k=0 k=0

Boylece

uxt = iuh(x)th (2.3.10)

h=0
fonksiyonu elde edilir. Buradan hareketle asagidaki tanimlari verilmistir[Keskin, 2010].
Tanimm 2.3.1

Iki bilesenli u(x,t) fonksiyonunun diferansiyel déniisiim fonksiyonu U(k,h) olmak

tizere, U(X,t)’ nin t boyunca hesaplanacak ¢6ziimii
u(x,t) => U, (t" (2.3.11)
h=0

seklindendir.
Tanim 2.3.2.

Iki bilesenli u(x,t) fonksiyonunun diferansiyel déniisiim fonksiyonu U(k,h) olmak

tizere, U(X,t)’ nin t boyunca hesaplanacak ¢oziimiin indirgenmis diferansiyel doniistimii



h

U, (x) :%[%u(x,t)} (2.3.12)

seklindendir.

Tanim 2.3.3

U, (X) ’nin t boyunca indirgenmis diferansiyel doniisiim fonksiyonunun tersi;

u(x,t)=>U, ()" (2.3.13)
h=0
seklinde tanmimlanir. (2.3.12) ve (2.3.13) esitlikleri dikkate alinarak asagidaki (2.3.14)
esitligini elde edebiliriz.

u(x,t):ii{;—:u(x,t)} t" (2.3.14)

Tanmim 2.3.4

Iki bilesenli u(x,t) fonksiyonunun diferansiyel déniisim fonksiyonu U(k,h) olmak

tizere, U(X,t)’nin X boyunca hesaplanacak ¢6ziimii
u(x,t)=> U, (t)x" (2.3.15)
k=0

seklindendir.

Tamm 2.3.5
Iki bilesenli u(x,t) fonksiyonunun diferansiyel déniisiim fonksiyonu U(k,h) olmak
tizere, U(X,t)’ nin X boyunca hesaplanacak ¢oziimiin indirgenmis diferansiyel doniisimii,

U (t) = %{%U(X,t)} (2.3.16)

seklindendir.



3. UYGULAMALAR

Bu boliimde bazi 6zel kismu tiirevli diferansiyel denklemlerin hiperbolik tanjant
yontemi, ¢izgiler yontemi ve indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemi ile ¢oziimleri

elde edip, sayisal degerleri tablo halinde verilmistir.

3.1. Problem1
Kimya, miihendislik ve yer bilimlerinde sivinin yatay olarak hareketinin
modellemesi olan lineer advection denklemi literatiirde

u__ M 3.1)
ot OX

ve bu denkleme ait baslangic sart1 da u(x,0) = f(x) seklinde tanitilir ve bu denklemin

analitik ¢6ziimii u(x,0) = f(x) seklindedir. (c= sabittir)

3.1.1. Hiperbolik Tanjant Yontemi ile Coziim
Hiperbolik tanjant denkleminde iist sinir belirlemek igin lineer ifade ile lineer
olmayan ifadenin kuvvetleri esitlenmelidir. Lineer denklemlerde bu yapilamayacagi igin

lineer advection denkleminin ¢6ziimii i¢in hiperbolik tanjant metodunu kullanilamaz.

3.1.2. Cizgiler Yontemi ile Coziim
Lineer advection denkleminin ((3.1) denkleminin) baslangi¢ sarti
u(x,0)= f(x)=e™ a<x<b (3.1.1)
seklinde ve sinir sartlarini da
u(a,t)=0, u(b,t)=0 t>0
olarak alalim. Burada (3.1) denkleminin x degiskenini verilen aralikta N parcaya

ayiralim

x =ih i=12,...,N | a<x <b ve h=M

(3.1) denkleminde Z—u ifadesinin yerine X in sonlu fark yaklagimini yazarsak.
X

‘;_‘t‘= fu) i=12..N-1 (3.1.2)



seklinde t ye bagl bir adi diferansiyel denklem sistemi olusur. f(u;) fonksiyonu i¢in

her aralikta 5 nokta sonlu fark yaklasimi kullanirsak (3.1.2) denklemini

-25U, +48u, —36u, +16u, —3u, , =1
-3u, —10u, +18u, —6u, + Uy , =2
u="Fu, =ﬁ U_, —8u;,_; +8u;,, —Uu,, , 1=3,4,..,n-2 (3.1.3)
-u, ,+6u,_,-18u.,+10u ,+3u, i=n-1
3u, ,—16u, ,+36u,_,—48u,,+25u, i=n

seklinde yazabiliriz.
Bu sistemin ¢oziim Matlab Paket programi ile asagidaki sekilde elde edilir.[Schiesser,
Griffiths, 2012]. ( N =nokta says1)

Cizelge 3.1. MOL ile ¢oziilen (3.1) denklemin niimerik degerleri

t X c N | u(x,t) (Analitik) u(x,t) (MOL) Hata
1.000 | -2.000 | 0.100 | 101 0.012155 0.012159 0.000004
1.000 | 0000 | 0.100 | 101 0.990050 0.990107 0.000057
1.000 | 2000 | 0.100 | 101 0.027052 0.027065 0.000013
2.000 | -2.000 | 0.100 | 101 0.007907 0.007923 0.000016
2.000 | 0.000 | 0.100 | 101 0.960789 0.961007 0.000218
2.000 | 2.000 | 0.100 | 101 0.039164 0.039214 0.000050
2.000 | 0.000 | 0.100 | 301 0.960789 0.960793 0.000004

3.1.3. Indirgenmis Déniisiim Yéntemi ile Coziim

Lineer advection denkleminin ((3.1) denkleminin) baslangic sarti
u(x,0)= f(x)=e™ a<x<b (3.1.4)
seklinde olsun. Bu denklemi indirgenmis diferansiyel denklemi ile ¢ézelim.

(3.1) denkleminin diferansiyel doniisiim karsilig
(k+DU, (%) :-caﬁuk(x) (3.1.5)
X
burada U, (x), u(x,t) ’nin t boyunca hesaplanacak ¢oziimiin indirgenmis diferansiyel

dontigiim fonksiyonudur. Baslangi¢ degerinin dontisiim karsilig1 ise

U,(x)=e™ (3.1.6)



olur. Simdi (3.1.6) denklemini (3.1.5) de yerine yazilarak U, (Xx) degerlerinin

hesaplayacak olursak
U,(x) = e
U,(x) = 2cxe™
U, (x) =c% ™ (2x2 -1)

2 2
U.(x)==c% ™ (2x* -3x
(%) 3 ( ) (3.1.7)

U,(x)= %c“eX2 (4x* —12x* +3)

U, (X) = %CSeXZ (4x° —20%° +15X)

Elde edilen bu degerler (2.3.13) denkleminde yerine yazarsak

D U, (Ot =U o (X) +U, 0t +U, Ot +- -

k=0
dir. Hemen belirtelim ki terim sayisini arttirirsak daha fazla is yiikii ortaya ¢ikar ve
bilgisayar icin daha fazla bellek kullanilmasina neden olur.

6 terim kullanarak elde edilen yaklasik ¢6ziim

) 30+ 60cxt —30c?t? +60c’t*x?
u(x,t) =Ug(x,t) = > U, (x)t* :%eXz —60c%t>x +40c’t*x* —60ct*x?
0 +20c%tx* +15¢%t* — 40C*°x° +8ct°x° +30¢°t°x

seklindedir.
Buldugumuz ifadenin ne kadar kesin c¢oziime yakin oldugunu ve MOL

yontemine gore avantaji incelemek asagidaki tablolar verilmistir. (N =terim sayisi)

Cizelge 3.2. RDTM ile ¢oziilen (3.1) denklemin niimerik degerleri

t X c N | u(x,t) (Analitik) u(x,t) (RDTM) Hata
1.000 | -2.000 | 0.100 | 6 0.012155 0.012155 0.000000
1.000 | 0000 | 0.100 | 6 0.990050 0.990050 0.000000
1.000 | 2000 | 0.100 | 6 0.027052 0.027051 0.000001
2.000 | -2.000 | 0.100 | 6 0.007907 0.007908 0.000001
2.000 | 0.000 | 0.100 | 6 0.960789 0.960800 0.000011
2.000 | 2.000 | 0.100 | 6 0.039164 0.039165 0.000001
2.000 | 0000 | 0.100 | 13 0.960789 0.960789 0.000000




(3.1) denkleminde ayn1 X,t,c degerlerine gore yontemlerin karsilagtirilmasi yapilirsa;

Cizelge 3.3. (3.1) denklemi i¢in MOL, RDTM ve Analitik ¢6ziimlerin kargilastiriimasi

u(x,t) u(x,t) (RDTM) u(x,t) (MoL)
(Analitik) N u(x,t) Hata N u(x,t) Hata
0.012155 6 0.012155 0.000000 101 0.012159 0.000004
0.990050 6 0.990050 0.000000 101 0.990107 0.000057
0.027052 6 0.027051 0.000001 101 0.027065 0.000013
0.007907 6 0.007908 0.000001 101 0.007923 0.000016
0.960789 6 0.960800 0.000011 101 0.961007 0.000218
0.039164 6 0.039165 0.000001 101 0.039214 0.000050
0.960789 13 0.960789 0.000000 301 0.960793 0.000004

degerleri elde edilir.
3.2. Problem 2

Katilarda 1s1 iletimi, fiziko-kimya da difiizyon olayinin incelenmesi, nétronlarin
madde i¢inde yavaslatilmasi gibi olaylarda karsimiza ¢ikan model olan lineer difiizyon

denklemi literatiirde

ou_ &

ve bu denkleme ait baslangi¢ sart1 da u(x,0) = f(x) seklinde tanitilir.

3.2.1. Hiperbolik Tanjant Yontemi ile Coziim

Hiperbolik tanjant denkleminde iist sinir belirlemek icin lineer ifade ile lineer
olmayan ifadenin kuvvetleri esitlenmelidir. Lineer denklemlerde bu yapilamayacagi i¢in
lineer diflizyon denkleminin ¢6z{imii i¢in hiperbolik tanjant metodunu kullanilamaz.

3.2.2. Cizgiler Yontemi ile Coziim

Lineer difiizyon denklemi ((3.2) denkleminin) baslangi¢ sartini
u(x,0)= f(x)=e™* a<x<b (3.2.1)



seklinde ve sinir sartlarini da
u(a,t)=0, u(b,t)=0 t>0
olarak alalim. Burada (3.2) denkleminin X degiskenini verilen aralikta N parcaya

ayiralim
x.=ih i=12,..,N , asx <b ve h:%

2
(3.2) denkleminde Z—l: ifadesinin yerine X, in sonlu fark yaklasimini yazarsak.
X

‘(’j_‘:: fu) i=12,..,N-1 (3.2.2)

seklinde t ye bagl bir adi diferansiyel denklem sistemi olugur. f(u;) fonksiyonu i¢in

her aralikta 5 nokta sonlu fark yaklasimi kullanirsak (3.2.2) denklemini

45u, —154u, + 214u, —156u, + 61u, —10u; : i=1
10u, —15u, —4u, +14u, —6U; + U , =2
u="Ffu = 121h2 -Uu,_, +16u,_, —30u, +16u;,, —u;,, , 1=3,4,..,n-2
10u, -15u, , —4u, ,+14u, ,—-6u, _,+U, , i=n-1
45u, —-154u, ., +214u,_, -156u, ,+61u,_,-10u, . i=n
(3.2.3)

seklinde yazabiliriz.
Bu sistemin ¢oziimii Matlab Paket programui ile asagidaki sekilde elde edilir. [Schiesser,
Griffiths, 2012]. ( N =nokta sayis1)

Cizelge 3.4. MOL ile ¢oziilen (3.2) denklemin niimerik degerleri

t X D N | u(x,t) (Analitik) u(x,t) (MOL) Hata
1.000 | -2.000 | 1.000 | 51 20.085537 20.079728 0.005809
1.000 | 0000 | 1.000 | 51 2.718282 2.717498 0.000784
1.000 | 2000 | 1.000 | 51 0.367879 0.367773 0.000106
2.000 | -2.000 | 1.000 | 51 54.598150 52.887921 1.710229
2.000 | 0.000 | 1.000 | 51 7.389056 7.371778 0.017278
2.000 | 2.000 | 1.000 | 51 1.000000 0.999392 0.000608
2.000 | -2.000 | 1.000 | 201 54.598150 52.877536 1.720614




3.2.3. indirgenmis Déniisiim Yéntemi ile Coziim

Lineer difiizyon denkleminin ((3.2) denkleminin) baslangi¢ sarti

u(x,0)=f(x)=e™ a<x<b

seklinde olsun. Bu denklemi indirgenmis diferansiyel denklemi ile ¢ozelim.

(3.2) denkleminin diferansiyel dontisiim karsiligt

2

(K+DU, (9= a2 U, (9
OX

(3.2.4)

(3.2.5)

burada U, (x), u(x,t) ’nin t boyunca hesaplanacak ¢oziimiin indirgenmis diferansiyel

dontigiim fonksiyonudur. Baglangi¢ degerinin doniisiim karsilig1 ise
U,(X)=ae™
olur. Simdi (3.2.5) ve (3.2.6) i kullanarak U, (x) yi hesaplayalim
U,(X)=ce™
U,(x) = 1 e
? 2
1
U,(x)==a*
3(X) 5

1
U4(x)=§a4e

U (x) = L e

120
U (x)—ioﬁe‘x
° 720
U, (x)= killak”e‘x k=67,

t boyunca indirgenmis diferansiyel dontigiim karsilig

c 1 k+1—x4 k -X C ak ! k —-X ot —X+oat
u(x,t)= —a et =e —t"=e"e" =¢e
() kZ:(; k+1! Z(; k+1'!

dir. Buradan analitik ¢6zlimii elde etmis oluruz.

6 terim kullanarak elde edilen yaklasik ¢6ziim ise,

61 720+ 720Dt + 360Dt

u(x,t) =Ug(x,t)=>" L

Dk+1e—xtk — _e—x [

k+1! 720

seklindedir.

(3.2.6)

(3.2.7)

+120D°%° +30D%t* +6D°t° + D6t6J

Buldugumuz ifadenin ne kadar kesin ¢6ziime yakin oldugunu ve MOL

yontemine gore avantajini incelemek icin asagidaki tablolar verilmistir.



(N =terim sayi1s1)

Cizelge 3.5. RDTM ile ¢oziilen (3.2) denklemin niimerik degerleri

t X D N | u(xt)(Analitik) | u(X,t) (Niimerik) Hata
1.000 | -2.000 | 1.000 | 6 20.085537 20.073602 0.011935
1.000 | 0.000 | 1.000 | 6 2.718282 2.716666 0.001616
1.000 | 2.000 | 1.000 | 6 0.367879 0.367660 0.000219
2.000 | -2.000 | 1.000 | 6 54.598150 53.693807 0.904343
2.000 | 0.000 | 1.000 | 6 7.389056 7.266666 0.122390
2.000 | 2.000 | 1.000 | 6 1.000000 0.983436 0.016564
2.000 | -2.000 | 1.000 | 13 54.598150 54.598148 0.000002

(3.2) denkleminde ayn1 X,t, @ degerlerine gore yontemlerin karsilagtirilmasi yapilirsa;

Cizelge 3.6. (3.2) denklemi icin MOL, RDTM ve Analitik ¢oziimlerin karsilastiriimasi

u(x,t) u(x,t) (RDTM) u(x,t) (MoL)
(Analitik) N u(x,t) Hata N u(x,t) Hata
20.085537 6 20.073602 0.011935 51 20.079728 0.005809
2.718282 6 2.716666 0.001616 51 2.717498 0.000784
0.367879 6 0.367660 0.000219 51 0.367773 0.000106
54.598150 6 53.693807 0.904343 51 52.887921 1.710229
7.389056 6 7.266666 0.122390 51 7.371778 0.017278
1.000000 6 0.983436 0.016564 51 0.999392 0.000608
54.598150 13 54.598148 0.000002 201 52.877536 1.720614

degerleri elde edilir

3.3. Problem 3

Kuantum mekanigi, optik plazma fizigi ve akiskanlar fizigi gibi ¢esitli alanlarda
modellenen KdV denklemi, literatiirde
u, +6uu, +u, =0 a<x<b (3.3)
ve baglangig sarti

u(x,0) = f(x)



siir degerleri ise
u(a,t)=0, u(b,t)=0,t>0

seklinde verilir.

3.3.1. Hiperbolik Tanjant Yontemi ile Coziim
KdV denkleminde
u(x,t)y=u(é) , & =k(x-Vt) (3.3.1)
degisken dontisiim yapilirsa (3.3) denklemi
d d d?
-V d—gu(/f) +6U(§)%U(§) +k° 4
seklinde yazilir. (3.3.2) denkleminde Y = tanh(&) dondstimii yapilirsa

u(&) =0 (3.3.2)

—kV(l—Yz)dZ—\(;()JerF(Y)(l—YZ)%+k3(l—Y2)%{(1_y2)%[(1_yz) dzg)}} 0
(3.33)

N
denklemine doniisiir. (3.3.3) denkleminde u(&)=F(Y) = ZanY N degisken doniisiimii
n=0

yapilir ve denklemde en yiiksek dereceli lineer ifade ile en yiiksek dereceli lineer

olmayan ifadenin kuvvetleri esitlenip N =2 bulunur. N =2 degeri F(Y) ifadesinin st

siirint belirtir. N =2 igin (3.3.3) denklemini tekrar yazilirsa

—kV (a, +2a,Y —aY*-2a,Y?)
+Y(a,2a, +a’)+Y?*(3a,a, —a,a,) +Y°*(2aZ —a,2a, —a;
6k (a.a,) +Y (8,28, +a,) +Y " (3a,a, —a,3,) +Y"(2a, —a,2a, -a,) 0 (33.4)
+Y*(-3a,a,) +Y°(-2a’)
+k°[ (~28,) +Y (-16a,) +Y*(8a,) +Y°(40a,) +Y * (-6a,) + Y °(-24a,) ]
olur. (3.3.4) denklemi Y nin kuvvetlerine gore tekrar diizenlenirse,
| —KVa, +6kaya, — 2k%a, +Y —2kVa, +12ka,a, +6ka’ —16a,k’
+Y? kVa, +18ka,a, —6ka,a, +8k’a,
0  (335)
Y® 2kVa, +12ka’ —12ka,a, —6ka/ +40k’a, +Y* —18kaa, —6k’a,
+Y° —12kal - 24k’a,

elde edilir. Y nin katsayilar teker teker sifira esitlenirse

V48K

5 a =0 a,=-2k

elde edilir.



Y =tanh($) oldugundan & — o i¢in Y —1olurve F(Y)=a,+4a +a, =0 dir.
Buradan 0=a,-2k* ve a,=2k? olur ki V =4k? dir. Biitiin bu esitlikler bir arada
yazilirsa

F(Y)=a,+aY +a,Y*=2k*—2k?Y? =2k* 1-Y? (3.3.6)

denklemini elde edilir.
Y =tanh(¢) oldugundan

u(x,t) =2k* 1-Y? =2k* 1—tanh*(&)
olur. & =k(x—Vt) den dolay1

u(x,t) = 2k? 1—tanh?(kx —4k’t)
u(x,t) = 2k? sech? (kx — 4k’t)

seklinde kesin ¢6ziim bulunmus olur.
3.3.2. Cizgiler Yontemi ile Coziim

KdV denkleminin baglangi¢ sarti
k? | K
u(x,0)=—?sech EX , a<x<b (3.3.7)
olsun. Sinir degerleri ise
u(a,t)=0, u(b,t)=0, t>0

KdV denkleminin istenilen sonucu a<x<b ile 0<t<T bdlgesinin igindedir. Bu

bolgeyi x boyunca N parcaya ayrilirsa,

x =ih i=12,.,N , a<x <bve h={L=%
.. ou__ du . -
(3.3) denkleminde a—ve Pl ifadelerinin sonlu fark karsiliklar1 yazilirsa
X X
du .
P f(u) i=12,.,N-1 (3.3.8)

seklinde t ye baglh bir adi diferansiyel denklem sistemi olusur. f(u,) fonksiyonu igin

her aralikta sonlu fark yaklagimi kullanirsak (3.3.8) denklemini



_ —5u; +18u;,, —24u ,;2 +14u;,,-3u;,, 6u -3u, +4u,, —U..,, =12
2h 2h
fu)=1 - U,_, —8u,_, +13u, , 33u,+1 +8u,,, 2 _gy U, +U,, i=34..N_3
8h 2h
3u, —14u, 5+ 2;::i2 —-18u,_, +5u; _6u u._, _4;;]1 +3u, i=N_2N-1

(3.3.9)

seklinde yazabiliriz.
Bu sistemin ¢ozlimii Matlab Paket programu ile asagidaki sekilde elde edilir. [Schiesser,

Griffiths, 2009]. ( N =nokta sayis1)

Cizelge 3.7. MOL ile ¢oziilen (3.3) denklemin niimerik degerleri

t| X | c | N | u(xt)(Analtik) | u(x,t)(MoL) | Hata

0] -6]01]101 0.022680 0.022680 | 0.000000
0|2 [01]101 0.045315 0.045315 | 0.000000
2001101 0.049950 0.049918 | 0.000032
2 |10 [0.1] 101 0.008257 0.008286 | 0.000029
4 -a]01]101 0.031902 0.031836 | 0.000066
414 o01]101 0.036750 0.036680 | 0.000070
4 4 (01301 0.036750 0.036680 | 0.000099

3.3.3. Indirgenmis Déniisiim Yéntemi ile Coziim

KdV denkleminin baslangic degeri
k? 2l K
u(x,0) :—?sech Ex (3.3.10)

seklinde olan kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimi igin, (3.3) denklemine
indirgenmis doniisiim yontemi uygulanirsa
23
(h+)U,,,(x) = GZUhs(x) u J(X) - 3u (X) (3.3.11)
s=0 OoX

elde edilir. Burada U, x , u(x,t) ’nin t boyunca hesaplanacak ¢dziimiin indirgenmis

diferansiyel doniisiimiidiir. (3.3.10) baslangi¢ degerinden

k? k
U, (x) :—?sech2 [5 x} (3.3.12)



(3.3.12) denklemini (3.3.11) denkleminde yerine yazilmasi sonucunda istenilen mertebe

kadar U, x degerleri ardisik olarak hesaplanabilir. Iterasyon uygulanirsa

1 sinh (kzxj k®
U(X)=—=——=2
" eon( 5 )
cosh| —
2
2
kS(—3+ Zcosh(kxj J
1 2
UZ(X)=——

8 4
cosh (kxj
2

2
U,(X) =—— , (3.3.13)

4 2
k**| 2cosh (kxj +15-15cosh (kx)
2 2
6
cosh (kxj
2

Buradan U, (x) :::0 degerlerinin ters indirgenmis diferansiyel doniistimii

1
U4(X) :—%

aliarak verilen denklemin dordiincii mertebeden yaklagik ¢oziimii



2 12 12 kx ’ 12 kx * 4
k<| 15k —15k™ cosh r) +2k* cosh r) t

0,068 = YU, (9t = -

6
96cosh(kxj
2
3
k2 8kgsinh(kxjcosh(|(x) —24kgsinh(kxjcosh(|(xj
1 2 2 2 2)) ..
% cosh(kx)6
2
2 4
k2 —36k6cosh(kxj —24k6cosh(kx)
1 2 2 e
% -
cosh(kxj
2

. kx
1 kSSInh(th 1 k2

2 3 2
cosh (kxj cosh (kx)
2 2

(3.3.14)
elde edilir.(N= terim say1si)

Cizelge 3.8. RDTM ile ¢oziilen (3.3) denklemin niimerik degerleri

t ] X | c| N | u(xt)(naitk) | u(x,t)(RDTM) | Hata
06|01 6 0.022680 0.022680 0.000000
02|01 6 0.045315 0.045315 0.000000
2001 6 0.049950 0.049806 0.000144
2 (1001 6 0.008257 0.008271 0.000013
4401 6 0.031902 0.032141 0.000240
41401 6 0.036750 0.036752 0.000002
41401 9 0.031902 0.031952 0.000050

(3.3) denkleminde ayn1 x,t,c degerlerine gore yontemlerin karsilastiritlmasini asagidaki

tabloda verebiliriz



Cizelge 3.6. MOL, RDTM ve Analitik ¢6ziimlerin kargilastirilmasi

u(x,t) u(x,t) (RDTM) u(x,t) (MoL)
(Analitik) N u(x,t) Hata N u(x,t) Hata
0.022680 6 0.022680 0.000000 101 0.022680 0.000000
0.045315 6 0.045315 0.000000 101 0.045315 0.000000
0.049950 6 0.049806 0.000144 101 0.049918 0.000032
0.008257 6 0.008271 0.000013 | 101 0.008286 0.000029
0.031902 6 0.032141 0.000240 | 101 0.031836 0.000066
0.036750 6 0.036752 0.000002 | 101 0.036680 0.000070
0.031902 9 0.031952 0.000050 301 0.036680 | 0.000099




4. SONUCLAR VE ONERILER

Cizgiler yonteminde, secilen grid noktalarinin, iyi sonug elde edilebilmesi i¢in,
yiizlin lizerinde farkli nokta alinmasi gereklidir. Grid araliklar1 ne kadar ¢ok olursa hata
pay1 o kadar fazla olur. Grid noktalarini arttirmak ise hem bilgisayara bagimli kilar, hem
de bilgisayarda yapilan igslemlerin uzamasina neden olur.

Tanh yontemi, denklemlerde lineer terimlerin en yiiksek derecesi ile lineer
olmayan terimlerin en yiiksek derecesini esitleyerek elde ettigimiz iist sinir eger
rasyonel bir ifade olursa tanh metodunu hesaplamak oldukga zorlasacaktir. Bunun yani
sira hiperbolik tanjant yOnteminin bir diger dezavantaji ise lineer denklemlerde
hesaplanamiyor olmasidir. Bundan dolay1 hiperbolik tanjant metodu her ne kadar
analitik sonug¢ veriyor olsa da bir¢ok kismi diferansiyel denklemin bu yoOntemle
hesaplanamamas1 demektir

Indirgenmis diferansiyel déniisiim yontemi ise daha az iterasyon ile daha
yaklagik ¢oziimler vererek iyi sonuglar alinmistir. Fakat lineer olmayan ifadelerin
derecelerinin fazla olmasi durumunda bilgisayar kullanmaksizin yontemin uygulanmasi

karmasik islemler meydana getirmektedir.
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