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Sonlu bir X,={L2,K,n} kimes uzerinde tammlanan tim kismi

donustimler yarigrubu, tim donudstmler yarigrubu ve permitasyon grubunu sirasiyla
P, T,ve S ile gosterelim. Oncelikle bazi 6zel elemanlar, doguray kimesi, Green

denklik bagintilari, P,, T.,S nin ozellikleri ve bu yangruplarin bazi 0zel alt

yarigruplar: gibi yarigrup teorideki gerekli kavramlar: verdik. ST, =Tn\Sq olsun. Bu
tezde P,, T, ve ST  nin bazi Ozellikleri, Ozellikle idempotent elemanlar, bu

yarigruplarin rank 6zellikleri ve bu yarigruplarin bazi at kimeleri ve alt yarnigruplarn
ileilgili literattirde olan bilgiler derlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Singuler dontstmler yarigrubu, idempotent eleman,idempotent
rank
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Let P, T.and S, respectively denote the partia transformation semigroup,
full transformation semigroup and permutation semigroup defined on a finite set
X, :{L 2K, n} \We first give some necessary contents of semigroup theory such as
special elements, generating set, Green equivalence relations, propertiesof P, T, S,
and some specia subsemigroup of these semigroups. Let ST, :Tn\$1. In this thesis,
we make a survey of some properties of P, T. and ST, especialy idempotent

elements, rank properties of these semigroups and some special subsets and
subsemigroups of these semigroups.
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1. GIRIS Hayriyve GUCKIR

1. GIRIS

Yangrup, sadece birlesme Ozelligini saglayan bir ikili islem tammlanmis
bostan farkli kimelerdir. Yarigruplar, grup yapisindan daha az kosulu sagladigindan
dolay1 aym eleman sayisina sahip birbirine izomorfik olmayan yarigruplarin
sayisinin gruplara oranla ¢ok fazla oldugu, yarngrup yapisinin ilk dikkat ceken
Ozelligidir. Asagidaki tabloda derecesi en fazla 8 olan izomorfik olmayan grup ve

yarigrup sayilarint gormekteyiz.

Cizelge 1.1. izomorfik Olmayan Grup ve Y angrup Sayilar
Derece Gruplarin Sayisi Y arigruplarin Sayist
1 1 1
2 1 4
3 1 18
4 2 126
5 1 1.160
6 2 15.973
7 1 15.973
8 5 1.843.120.128

Ornegin yukandaki cizelgedeki derecess 8 olan yangruplar hakkindaki
bilgiler Satoh, S., Yama, K. ve Tokizawa, M., tarafindan 1994 yilinda yapilan
calismada bulunan bilgilerden alinmistir. Bu ¢alismada 1,843,120,128 adet birbirine
izomorfik olmayan derecesi 8 olan yarigrubun mevcut oldugu bu yarigruplarin da
221,805 tanesinin degismeli yarigrup oldugu bulunmustur.

X bostan farkli herhangi bir kime olmak Uzere X kiimesinden

X kiimesine tanimli tiim dontisiimlerin kiimesini T, ile gosterelim. T, kimesi
bileske islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba ttim dontstimler yarigrubu denir. T,

yarigrubunun bir at yarigrubuna dontstim yarigrubu diyecegiz.
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Y angruplarda da grup teorideki Cayley teoreminin benzer ifades vardir. Her
sonlu yarngrup sonlu bir donldsim yarigrubuna gomilebileceginden donisim
yarigruplar: yarigrup teorisinde onemli bir yere sahiptir. Bu sebeple T, in yapisini ve
elamanlarinin 6zelliklerini bulmak ve T, in doguray kimesini bulmak konusunda
uzun zamandir calisiimaktadir. Bu calismalara ¢6rnek olarak Araujo, Branco,
Fernandes, Gomes, Ruskuc (2001), Ayik, Ayik, Howie (2005), Ayik, Ayik, Howie,
Unli (2005), Ayik, Ruskuc (1999), Fernanedes (2002), Ganyushkin, Mazorchuk
(2008), Gomes, Howie, (1987), Gomes, Howie (1992), Higgins, Howie, Ruskuc
(1998), Howie (1966) ,Howie (1995), Howie, McFadden (1990), Howie (1971),
Howie (1978), Howie, Ruskuc (1994) ,Kearnes, Szendrei, Wood (2001), Lipscomb,
(1996), Ruskuc (1998) makalelerini verebiliriz.

X bostan farkli herhangi bir kiime olsun. Eger " x1 doma icin |xa|=1

oluyorsa a ya X Uzerinde bir kismi dontisim (fonksiyon) denir. X Uzerindeki tim
kismi dénustimlerin kimesi P, ile gosterilir. X kimesi sonlu X, ={1,2,K,n}
kiimesi olarak alimirsa tanimlanan tim dondsimler ile tim kismi dontstUmlerin
yangruplar sirasiyla T, ve P, ile gosterilsin. Klasik sonlu donustmler yarigrubu
hakkindaki terminolojiyi bir arada bulacagimiz kaynaklara 6rnek olarak Ganyushkin,
Mazorchuk (2008), Howie (1966), Howie (1995), Higgins (1992) kaynak ve
calismalarint verebiliriz. T, ve P, yangruplarimn ve bunlarin baz: alt yarigruplarinin
doguray kimeleri ve rank ©zellikleri son yillarda agirlikli olarak galisilan konular

arasindadir. T in atyangruplart olan sira koruyan ve sira azaltan dondsim

n

yangruplar: sirasiyla O, ve D, ile gosterilsin. Bu tezde bu yarigruplarin idempotent

elemanlarinin Green denklik bagintilari ve orbitleri incelenmistir. Ayrica, tim
donustimler yarigrubunun idempotent elemanlar: tarafindan dogurulan altyarigruplar
ile idempotent ranklar hakkindaki calismalar derlenmistir.

T,- S, kimesinin elemanlart singller dénisum olarak adlandirilip tim

singuler donusumlerin kimesini ST ile gosterelim. DonusUm yarigruplarinin

n

doguraylar ile ilgili ilk calismalardan biri, yarigrup teorisine yon verenlerden biri
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olan JM. Howie nin, singuler dontstmler yarigrubunun idempotentler tarafindan
doguruldugunu gosteren 1966 yilinda yayimlanan ¢alismasi olmustur.

Stirling ve Catalan sayillart T, ve P, nin bazi alt yangruplarimn eleman

sayilart ve bazi alt yangruplarin belli tipteki elemanlarin sayilart belirlendigi
caismalarda karsimiza cikmaktachir. Bu sebeple Stirling ve Catadlan sayilan
tammlanmustir. Stirling ve Catalan sayilarina rank hesaplamalarinda karsilasilmakta

olup ilgili calismalar ve sonuclar tiglinct bolimde derlenmistir.

Oncelikle E(ST,

n

) ile singller dondstimler kiimesindeki tim idempotentlerin

kimesini gosterelim. Singller dondstmler kiimesindeki tim idempotentlerin sayist

_ylass,,

E(ST)) = g
E(sml=ae

dir. S, nin birim déntstimt idempotent olup bu sayilanlara eklenerek, T, deki tim

idempotentlerin sayist bulunur. Bu say: asagidaki gibi ifade edilmistir.

dir.
Bu tezde singller donusumler yarigrubu ST =T - S icin doguray kiimesi
olusturan calismalar arastiriip derlenmistir. Hatirlanacak olursa al ST, ise

lima|£n- 1 dir. K, kimesini
K., ={al T,:[ima|=r}

olarak tamimlayalim. Bu durumda dikkat edilecek olursa
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n-1
Kin =S, ve UK, =ST,
=1

*

dir. JM. Howie nin (1966) daki calismasinda, eger bir X I ST, icin K, 1 (X) ise

n,n-1

ST, =(X) oldugu gosterilmistir. Yine ayricaJ.M. Howie nin 1966 daki calismasinda

n

n3 2 olmak lizere her al D, elemam defecti 1 olan idempotentlerin garpim
olarak yazilabilecegi gosterilmistir.

| defecti 1 olan idempotentlerden olusan bir kiime olsun. Kose kiimesi X,
TP : X o . .
olan ve kenar (ok) listesi " ¢~ =1 | icin (j,i) oklarindan olusan grafigi G(1) ile
la

gosterelim. | kimesinin, ST in bir doguray kiimesi olmasi icin gerek ve yeter
kosulun G(1) nin tam ve siki baglantili olmast gerektigi J. M. Howie tarafindan

1978 de yapilan ¢alismada gosterilmistir.

Shir yarigrup olsun. Bu yarigrubun idempotent ranki
idrank (S) =min{|A: Al E(S)ve(A) =S5}

olarak tanumlanmr. JM. Howie, (1978) deki calismasinda singiler dondstumler
_ n(n- 1) .
yarigrubunun idempotent rankinin — ve (1987) de de Gomes ile birlikte

yaptigi ¢calismada singiler donustmler yarigrubunun rankinin idempotent rankina

esit oldugunu gostermistir.
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu bdlimde, yarigrup teorisinde yer aan ileride kullanacagimiz bazi temel
tamm ve teoremleri verecegiz. Yarigruplar hakkindaki genel terminoloji icin Howie
(1995), klasik sonlu donustimler yarigrubu hakkindaki terminoloji igin Ganyushkin,
Mazorchuk (2008), Higgins (1992) kaynaklar: kullanilmigtir.

2.1. Yangruplar

Tamm 2.1.1: S bos olmayan bir kiime olsun.

n:S"S® S

tamimli fonksiyonuna Slzerinde bir ikili islem ve (S, ) ikilisine bir grupoid denir.

Her s,t1 Sigin (s,t)m yerine s:tveya st ve (S,m) yerine (S,.) yazilr.

Tamm 2.1.2: (S,.) bir grupoid olsun. Eger, her s,t,ul S icin

(s>t)su=s3(t>u)

“.” iglemi birlesmeli ise (S, ) ikilisine bir yar:grup denir.

Eger bir tek yarigruptan bahsediliyorsa veya Suzerinde ikili islem belli ise
(S,.) yerinekisaca S olarak alinir.

N,Z,Q,R,C ve Z say1 kimeleri hem toplama hem carpma ile birer

yarigruptur.

Tamm 2.1.3: Shir yarigrup olsun.
i. Herstl Sicin st =ts oluyorsa Syarigrubuna bir degismeli yar:grup,

ii. Her a,s,t1 Sicin as = atiken s=t oluyorsa Sye sol sadelesmeli yar:grup
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iii.  Her eleman: idempotent olan bir yarigruba band
iv.  Degismeli bantlarayar:latis denir.

Tamm 2.1.4: Shir yarigrup olsun. Eger " sl S icin z>s=s olacak sekildeki zI S
eleman varsa z1 S elemanina bir sol sifir eleman, s3z =z olacak sekildeki z1 S
eleman varsa zI S elemanina bir sag sifir eleman denir. z1 S elemam hem sag

sifir eleman hem de sol sifir eleman ise z ye sfir eleman denir.

Onerme 2.1.5: Bir Syarigrubunun sifir eleman: varsa tektir.
ispat: Ove 0, bir S yarigrubunun iki sifir elemar olsun.

0=00,( 0, stfir eleman oldugundan )

= O',(O', sfir eleman oldugundan )

olur. [
Tamm 2.1.6: S bir yarigrup olsun. Her si S icin es=<soluyorsa el S ye S nin
bir sol birim eleman:, se=s oluyorsa el S ye S nin bir sag birim eleman: denir.
Hem sol hem de sag birim olan elemana birim eleman denir.

Onerme 2.1.7: Bir Syarigrubunun birim eleman mevcut ise tektir.

Ispat: e f1 S, S yangrubunun iki birim elemam olsun. € birim eleman

oldugundan e> f = f ve f birim eleman oldugundan f >*e=eolup

olacagindan e = f yani birim eleman tektir. u
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Tamim 2.1.8: Shir yangrup olsun. Eger Sbir birim elemana sahip ise Sye bir
monoid denir.
S bir yanigrup olsun. Eger S de birim eleman mevcut ise birim eleman 1 ile

sifir eleman mevcut ise O ile gosterilir. Eger

ist, st11l

{L s=1
st=j

iS t=1

{1, s=t=1

seklinde tanimlanir ise S' bir monoid olup buna gerekli ise S ye birim eleman

eklenerek elde edilen monoid denir. S° benzer sekilde tammlanir ve gerekli ise Sye

sifir eleman eklenerek elde edilen yar:grup denir.

Tamm 2.1.9: Shir yarigrup ve al Solsun. Eger, a®> =a ise a elemanina S nin bir
idempotent elemar: denir. Eger S sifirli bir yangrup ve al S icin a* =0 pozitif k
tamsayisi varsa a elemanina S nin bir nilpotent eleman: denir.

Bir S yarigrubunun tim idempotent elemanlarinin kiimesini E(S) ile ve bir
sifirlt S yarigrubunun tim nilpotent elemanlarinin kiimesini N (S) ile gosterelim.

e’ =e olmak lizere tek elemanli S :{e} yarigrubunatrivial (asikar) yar:grup

denir.
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Tamm 2.1.10: Sbir yarigrup olsun. Eger " al Sicin aS=Sve Sa=Soluyor ise Sye
bir grup denir. Diger bir deyisle, S bir yangrup ve el Siken " al Sicin ea=a=ae
ve ba=e=ab olacak sekilde bir bl Svar ise Sye bir grup denir.

Tamm 2.1.11: Shiryangrupvef * T1 S olsun.
i. T21 T iseTyeSninbir alt yar:grubu,
ii. STI TiseTyeSninbir sol ideali,

iii. TSI TiseTyeSnin bir sag ideali,
iv. STi TveTSI TiseTyeSnin bir ideali

denir.

Shir yangrupve f t T1 S, T de Snin at yarngrubu ise T£S ile T de Snin
idedli ise T < S ile gosterilir.

Tamm 2.1.12: S, T iki yarigrup ve herhangi bir f :S® T doniistimii her x,yl S

icin

oluyorsa f donisumuine (yarigrup) homomorfizm denir.

Tamm 2.1.13: S, T iki yarigrup ve herhangi bir f :S® T dodnustm olsun.
i. f orten bir homomorfizmise f yeepimorfizm,
ii. f birebir bir homomorfizmise f ye monomorfizm,
ii. f birebir ve orten bir homomorfizmise f yeizomorfizm,

denir

. Sve T yangruplar arasinda bir izomorfizm var ise Sile T ye izomorfik yarigruplar

denir ve S @ ile gosterilir. Ayrica f : S® S donusumi bir homomorfizmise f ye

endomorfizm, f izomorfizmise f ye otomorfizm denir.
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Tanim 2.1.14: Xt f bir kimeolsun. X~ X kartezyen carpiminin her alt kiimesine

bir bag:nt: denir. Eger a , X Uzerinde bir bagint1 ise

at={(xyT X" X:(y,01 a}

bagintisina a nin ters bagintis denir. X Gzerindeki tim bagintilarin kiimesi B, ile

gosterilir.

Tamim 2.1.15: a , X tizerinde bir bagint: olsun.

i.  Her xI X icin (x,x)T a isea yayansmal,

ii. Herxyl Xigin(xy)lapb (y,x)I a issa yasimetrik,

iii.  Her x,yT X icin(xy),(y,x)T ab x=yisea yaanti smetrik,
iv. Her xy,zl X icin(xy),(v.2)l ab (x2)1 a isea yagegismeli

bagint: denir. Eger a bagintisi yansiyan, simetrik ve gecismeli bir baginti ise a ya
denklik bag:nt:si, eger a bagintisi yansiyan, anti simetrik ve gecismeli bir baginti ise
a ya (kismi) sscralama bagintis denir.

B, Uzerinde bir “o” ikili islemi her a,b1 B, igin

aob ={(x,y):$2z1 Xicin(x,2)T a ve(z,y)1 b}

seklinde tanimlansin. Tanimlanan bu ikili islem ile (BX ,o) bir yarigrup olup buna X

Uzerinde tim bag:nt:lar yar:grubu denir.

Tamm 2.1.16: al B, aam.

doma ={x1 X:$yl Xigin(x,y)1 a}

ima ={x1 X :$y1 Xicin(y,x)T a}



2.TEMEL TANIM ve TEOREMLER Hayriye GUCKIR

seklinde tammlanan X kimesinin atkimelerine sirasiyla a nin tarum kiimesi ve

goruntd (imaj)kiimesi denir.
Ayrica, " xT Xve"f Y[ Xicn

xa ={yl X:(x,y)1 a}
ve

y=U xa

XY

olarak tarumlamir. Sonug olarak x1 doma olmasi icin gerek ve yeter sart xa ! f
olmasidr.
Eger a bir denklik bagintist ise X kiimesini ayrik alt kimelere pargcalamasi

en onemli 6zelliklerinden biridir. Bu durumda xI X icin

a, ={yl X:(x,y)1 a}

kiimesine x in denklik sm:f: denir. Dikkat edilecek olursa a, ve xa aym
kumelerdir. Bazen bu kimeler x/a olarak da gosterilir. Tim denklik siniflarinin
kumes X/a ilegosterilip X/a ={a,:x1 X} olarak tammlarur.

a™t ters bagintist ve 1 ={(x,x):xI X} kimesi X tizerinde birer denklik
bagintisichr. Aynica {a, il I}, X tzerindeki denklik bagintilarimin bir kiimesi ise

1 a, kimes de X tzerinde bir denklik bagintisichr.
il

Tanim 2.1.17: Shir yarigrup ve R de Suzerinde bir bagint1 olsun.
i. Eger"al Sve(st)l Ricin (as at)] R iseRyesol uyumlu,

ii. Eger"al Sve(st)l Ricin(sata)l RiseRyesag uyumlu

10
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denir. Ayrica, her (u,v),(s,t)T R icin (us,vt)T R oluyor ise R ye uyumlu bagint:

denir.

Tamm 2.1.18: Shir yarigrup ve R de S tizerinde bir denklik bagintisi olsun. Eger R
sol uyumlu ise R ye sol kongrians, R sag uyumlu ise R sag kongrians denir. Ayrica,
R uyumlu ise R ye kongr tians denir.

Onerme 2.1.19: S bir yarigrup ve r , S Uzerinde bir baginti olsun. r nin bir
kongriians olmasi igin gerek ve yeter kosul r nin hem sol hem de sag kongriians

olmasidir.

Ispat: (=): r bir kongriians olsun. Eger (s,t)I r ve a€ S ise yansmaliliktan

(a,a)T r ve uyumluluktan (as,at)T r ve (sa,ta)l r olur. Boylece r hem sol
hem de sag uyumlu olur.

(«<): r hem sol hem de sag kongriians olsun. (s,t),(s¢t¢i r aaim. O

zaman sag uyumluluktan (ss¢ts§i r vesol uyumluluktan (ts¢tt9T r olur. Boylece

gecismelilikten (ss¢ttg1 r dir. Yani r bir kongriianstir. [ |
Tamim 2.1.20: S bir yarigrup ve R, S Uzerinde herhangi bir baginti olsun. O halde
Ri S” S olup S uizerinde R i iceren en az bir kongrilans vardir. S iizerinde R i
iceren tum kongruanslarin arakesiti de R i iceren bir kongrtians olup bu kongriiansa
R taraf:ndan dogurulan kongriians denir ve R ile gosterilir.

R'=1{r :RI r ver, S uzerinde bir kongriians}

tammmdan kolayca goriililyor ki R*, R yi igeren en kiiglik kongriianstir.

Onerme 2.1.21: S bir yangrup ve R, S Uizerinde herhangi bir bagint: olmak tizere

11
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R° ={(xay, xby):x,yl S, (a,b)1 R}

seklinde tammmlanan R°® kiimesi, R yi iceren en kiigik sol ve sag uyumlu bagintidir.

Ispat: R° nin, R yi icerdigi agiktir. R® nin sol uyumlu oldugunu gostermek icin

(u,v)eR° ve we S alaim. O zaman bazi x,y€ S' ve (a,b)€R icin u=xay ve
v=xby olur. Boylece wu=(wx)ay ve wv=(wx)by dir ve dolayisiyla
(wu,wv) € R® elde edilir. Yani R® sol uyumludur. Sag uyumluluk da benzer sekilde

gosterilir. Simdi R° nin en kiclk oldugunu gosterelim. S, R vyi iceren sol ve sag

uyumlu bir baska bagint: olsun. O zaman tim x,y€S' ve tim (a,b)€R igin

(xay, xby) € S olur. Dolayisiyla R° I S dir. m
Onerme 2.1.22 S yanigrubu Uzerindeki her R bagintist icin R* =(R°)e dir.

Ispat: Yukaridaki Onerme den (RC)e nin R° yi ve elbette R yi iceren bir denklik
bagintist oldugu agiktir. (R°)" nin bir kongriians oldugunu gostermek igin hem sol
hem de sag uyumlu oldugunu gostermeliyiz. (s,t) e (RC)e ve ac S olsun. O zaman

S:RCU(RC)JUPS olmak (izere bazi ne¥ igin (st)eS" olur. 1=1

oldugundan
S=RU(R") ULy =(RUR'UL)

elde edilir. Bdylece hem S hem de S" sol ve sag uyumludur. (as,at)€ S" Q(R°)e

ve (sa,ta)e S" C (Rc)e dir ve dolayisiyla (R°>e, S yarigrubu tizerinde R i iceren

bir kongrianstir.

12
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(R°)e nin S yarigrubu tizerinde R i iceren en kiiclik kongriians oldugunu
gostermek icin S yarigrubu Uzerinde R vyi iceren baska bir « kongriansint ele

daim. k°=k oldugundan R°Ck°=k olur. Yani x, R° yi iceren bir denklik

bagintisicir ve (RC)e Cr dir. -

Tamm 2.1.23: S bir yarigrup ve r , S Uzerinde bir kongriians olsun. S nin r ile

bélimiinden elde edilen S/r bolim kimesi, " xr,yr T S/r igin

(xr Jyr ) = (xy)r

seklinde tammmlanan carpma islemi ile bir yarigrup olup bu yarigruba S nin r ile

elde edilen bolim yar:grubu denir.

Tanim 2.1.24: S bir yangrupve r , S Uzerinde bir kongrians olsun.

r:S® S/r
aaar

seklinde taumlanan r”, orten bir homomorfizm olup bu homomorfizme dogal

homomorfizm denir.

Teorem 2.1.25: S, T iki yangrup ve f:S® T bir homomorfizm olsun. Bu

durumda
kerf =f of'lz{(a,b)T S” S:af =bf}

S Uzerinde bir kongrianstir.

13
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Ispat: kerf, S Uzerinde bir denklik bagintist olup V(a,b),(c,d)€ker¢ icin

ap=b¢p ve cp=dg oldugundan (ag)(ce)=(b¢)(d¢) olur. f bir homomorfizm
oldugundan (ac)¢ = (bd)¢ olup (ac,bd) € ker ¢ dir. Yani ker¢ bir kongriianstir. m

Tamm 2.1.26: Shir yarigrup ve R de Siizerinde bir bagint1 olsun. Eger ¢,d1 S igin
c=sat ve d=sbt olacak sekilde s,tT S' ve (a,b)T RE R'* mevcut iseciled bir basit
R-baglant:l:dir veya c, d den bir R bagint:st kullanilarak elde edilmistir denir ve
c¥%%® d ile gosterilir,. c¥%%®@d ise d¥%®c oldugu agiktir ve
(c,d)T R°E (R°)* dir.

Ayrica, Shir yarngrup ve R de Siizerinde bir bagint1 olsun. Eger (a,b)T Sigin
a=b veya ¢ =sat,, c,, =s,,bt,, ile (a,b)] RE R olmak iizere ¢ %% c,, bir
basit R-baglantil1 olacak sekilde

a=c®c,®..®c ,®c =b

S nin elemanlarimin sonlu bir dizisi var ise aile b R nin bir sonucudur veyaaileb

R-baglant:l:dir denir, a%3® b ile gosterilir.

2.2. Doguray Kumeleri

Tamm 2.2.1: Sbir yarigrup ve X de Snin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. S nin
X kimesini iceren tim altyarigruplarinin arakesiti de X kimesini iceren bir
altyarigrup olup bu atyarigruba S nin X taraf:ndan dogurulan alt yar:grup denir ve
< X > ilegosterilir.

M bir monoid (grup) ve f * X1 Molsun. X i iceren S nin en kiigiik

monoidine (altgrubuna) X taraf:ndan dogurulan alt monoid (alt grup) denir.

14
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Notasyonda karigikligi onlemek icin X tarafindan dogurulan alt yarigrup
sg < X >; X tarafindan dogurulan alt monoid mg < X > ve X tarafindan dogurulan

alt grup gg < X > ile gosterilir.

Onerme 2.2.2: S bir yarigrup ve X ile Y, S nin bos olmayan iki alt kiimesi olsun.
Eger X1 Y ise<X >l <Y > dir.

Ispat: <X>=T ve <Y>=U olsun. XI T ve XI Yi U oldugundan
X1 UCT olur. UCT deSninbir at yarigrubu olup X i icerir. UCTI T veTde
X i igeren en kiigik alt yarigrup oldugundan U CT =T olur ve dolayisiyla T1 U

olur. ]

Onerme 2.2.3: Shiryangrupve f * X i S olsun. O halde, X lizerindeki tiim sonlu

carpimlarin kimesi, bir diger deyisle
{xlxz...xn nl Z"vex,%,... X1 X}
kimesi X in dogurdugu alt yarigruba esit olur.

ispat: Tz{xlxz...xn:ni ZTVeX, Xy, X 1 X} olsun.  "nl Z"  igin
X, %y, X 1 X T <X > oldugundan xx,..x T <X >yani T1 <X > olur.

Ayrica, X1 T (n=1) ve" X,%,..X, Y., ¥, ] X igin

u=XxX..X.¥---Y,

de X (zerinde sonlu bir carpim olup ul T dir. Boylece, T de X i iceren bir alt
yangrupolup X I T vetamm geregi < X >=T olur. n
Ozel olarak, sonlu bir yarigrup aym zamanda kendisi icin bir sonlu doguray

kimesi olup sonlu doguraylidhr.
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Tamim 2.2.4: S bir yangrup ve S=<X > olsun. Eger X ={x} seklinde tek
elemanl: bir kime ise S ye monojenik (tek dogurayl:) yar:grup denir ve S:<x>

seklinde de yazilabilir.

Tamm 2.2.5: Shir yangrupve f * X1 S olsun. Eger <X >=S ise X e Snin bir
doguray: denir. Eger bir sonlu f * X alt kimes igcin S=<X > ise S ye sonlu
dogurayl: bir yar:grup denir.

Ssonlu dogurayl: bir yarigrup olsun. O zaman,
min{|X|: X | S|X|<¥,<X >=¢}
pozitif tamsayisina Snin yar:grup rank: denir; rank(S) veya s-rank(S) ile gosterilir.
Tamm 2.2.6: Shir yarigrup ve A da Snin bos olmayan bir at kimes olsun. Eger S
nin her doguray: A y1 igeriyor ise A ya Snin indirgenemez elemanlar:n:n bir kiimesi

denir.

Tamm 2.2.7: Shir yangrup ve al Solsun. Eger her s,tT S icin st =a oldugunda

s=a veyat=a olmak zorundaise al S ye Snin bir asal eleman: denir.

Onerme 2.2.8: S bir yangrup olsun. A:(S\SZ)E{aT S:aasal} olarak

tamimlanan A kiimesi indirgenemez elemanlardan olusur.

ispat: Asal ve indirgenemez eleman tanimlarindan agiktir. [
Not: a hem asal hem idempotent olabilir. Bu durumda ai S\$? dir.

Onerme 2.2.9: Ssonlu dogurayl: bir yarigrup olsun. Snin (varsa) asal elemanlan ve

8\82 kimesinin elemanlar1 indirgenemezdir.
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Ispat: Ssonlu dogurayl: bir yangrup ve X t f de Snin herhangi bir doguray: olsun.
Eger S\S?* f isebir sl S\S? daim. S=< X > oldugundan s=xXx,...x, olacak
sekilde X, X,,... x 1 X vardir.

n3 2 olursa s=x(x,%;...x,) olur ki bu S\$? olmasi ile gelisir ve si X
olur. Boylece, S\S”I X olur. Dolayisiyla, 8\82 nin elemanlar: indirgenemezdir.

Simdi sl S asal elemamini olsun. S=< X > oldugundan s= xXx,...X, olacak
sekilde X, X,,...,x,1 X vardir. n=1 ise s=x1 Xolur. n3 2 ise s=x(XX,...X,)
seklinde distindliirse s asal oldugundan s=x ise sl X olur. s=x,.x olmasi
durumunda n=2 ise s=x,1 X olur. Eger, s=x,(x,...x,) olup benzer sekilde
devam edildiginde n<¥ oldugundan en az bir 1£i£n icin s=x olmak

zorundadhr. O halde, s X olur. Boylece, asal elemanlar daindirgenemezdir. [

Onerme 2.2.10: Ssonlu dogurayl bir yarigup ve T S olsun. Eger S\T , Snin bir
ideali ise Snin her doguray: T nin bir dogurayin: igerir. Bir baska deyisle, X Snin bir
dogurayiise T C X de T nin bir doguray: olur ve T de sonlu dogurayl1 olur.

Tanmim 2.2.11: S bir yangrup ve X de S nin bir sonlu doguray: olsun. Eger,
|X|=rank(S) ise X e bir minimal doguray kimes denir. Eger X sadece

indirgenemez elemanlardan olusan bir doguray kimes ise X e minimum doguray

kimesi denir.

Tamm 2.2.12: Shir yangrup ve T £ S olsun. Eger, ‘S\T‘ <¥ iseTyeSninsonlu

indeksli altgrubu veya Sye T nin bir kictik genislemes denir.

Onerme 2.2.13: S bir yangrup, T1 S ve S\T<S olsun. Eger S=<X > ise
T=<TC X > olur.
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Ispat: S=<X>ve Y=TCX olsun. Herhangi bir tT T icin tI S=<X>
oldugundan t=XX,..X_ X X,..x, oOlacak sekilde X,X,,... %X ;,X,X,,... X 1 X
vardir. Eger herhangi bir 1£i £n igin x1 S\T olsaycdh S\T<S oldugundan
t=XX..X XX, ..xoludu ki bu da ti T ile cdisir O hade tim
X, %,,..., X, 1 T olur ve dolayisiyla x.,%,,...,x. 1 Y =T C X olur. Boylece, t1 Y yani

<Y >=T olur. n

2.3. DonUstm Yarigruplara

Bu bolimde tim donusimler yarigrubu ve tim kismi dontsumler yarigrubu,

yarigrubun elamanlari, doguray kimeleri ve rank ¢zellikleri incelenecektir. X * f
bir kime olmak Uzere X Uzerindeki tUm bagintilarin kiimesi daha once B, ile

gosterildi.

Tanim 23.1: xI B, olsun. Eger " xI doma igin |xa|=1 oluyorsa a ya X
Uzerinde bir kesmi donistm (fonksiyon) denir. X Uzerindeki tim kismi donlsumlerin
kiimesi P, ile gosterilir. P, kimesi bileske islemi ile yarigrup olup bu yarigruba X

Uzerindeki tim kismi dontstmler yar:grubu denir.

Onerme2.3.2: X1 f olmak lizere P, kimesi B, in bir altyarigrubudur.

ispat: a,bT P olsun. Eger dom(aob)=f iseaob bir bos baginti olup P, in bir
elemandir.

dom@ob)tf ise herhangi bir xI dom@ob) aam. O zaman,
$yT Xicin(xy)I (@ob) olup (x,2)! a ve (z,y)I b olacak sekilde bir zI X vardr.

(x,u)T a ise al P, oldugundan u=z olmak zorundachr. Ayrica, (z,v)T b ise
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bT P, oldugundan v=y olmak zorundacir. O hade, x(@ob)={y} olup

(@ob)i P, olur. n

Tamm 2.3.3: Xt f olsun.al P, icin doma = X oluyor ise a ya bir tam doniisiim
denir. X Uzerindeki tUm tam donusumlerin kimes T, ile gosterilir. T, kiumesi

bileske islemi ile yarigrup olup bu yarigruba X Gzerindeki tim (tam) dontstmler

yar:grubu denir.

Onerme 2.3.4: T, kiimesi P, in bir alt yarigrubudur.

Ispat: a,bT T olsun. O zaman, doma =domb =X olup "xI X igin
xa|=|xb|=1 dir. dom@ob)i X dir. Herhangi bir xI X elemammn alalim.

xI doma oldugundan (x,y)1 a olacak sekilde bir yT X vardir. Ayrica, yI domb
olup (y,2)T b olacak sekilde bir zI X vardir. Boylece, (x,y)o(y,z)=(x,2)T aob
olup x1 dom(aob) olup X i dom(@ob) dir yani X =dom(a ob)dir. O hade,
aobl T, dir. n

Tamm 235 X1f olsun. al T, icin ima =X oluyor ise a ya bir orten
doniisim denir. Eger " x,y1 Xicin xa =ya iken x =yoluyorsa a ya bir birebir
donistim denir. a T T, hem 6rten hem de birebir doniisiim ise a ya X (izerinde bir
permitasyon denir. X tzerindeki tim permitasyonlarin kimesi S, ile gosterilir.

Eger X sonlu bir kime ise X yerine X, ={12K,n} ve B,P,T,.S,
sembolleri yerine B,,P,,T,, S, sembolleri kullanlir.

Tamm 2.3.6: a1 P, olsun.

kera ={(x,y): xa = ya}
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seklinde tanimlanan kera kimesine a mn ¢ekirdegi (kernal) denir.
Teorem 2.3.7: a,b1 T, olsun. O zaman,
i. im@ob)l imb
i. keral ker(aob)
chr.
Ispat:
i. ylim@aob) olsun. O zaman (x,y)l aob olacak sekilde bir
x1 X, vardir. Bileskenin tammindan (x,2)T a ve (z,y)1 b olacak sekilde
bir zI X, vardir. Boylece (z, y)T b olup yT imb olur.

i. (xYy)I kera olsun. O zaman, xa = ya olup b iyi tamml1 oldugundan

(xa)b =(ya)b yani x(@ob)=y(@ ob) olup (x,y)T ker@ob) olur. =

Tamm 238 al T\S, ise a ya bir singiler donisim denir. Singiiler

donustmlerin olusturdugu kime Sng,, yada ST, ile gosterilir. Dolayisiyla,

Sng, =ST, =T,\S,

dir. Tanim incelenirse

al ST, U |imalEn-1

oldugu kolayca gorultr.

Onerme 2.3.9: ST, kimes T, nin bir idealidir.

ispat: "al T,,bT ST icinim@ob)i imb ve
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im@ob) £fimb|£n-1

oldugunu biliyoruz. Buradan, ST, in T, in bir sol ideali oldugu agiktir.

Diger taraftan, b1 ST vea 1 T, olsun. Fonksiyonu tanim: geregi

imb|=|X b|£n-1

dir.
Buradan,

X, (boa)|=|(X,b)al£|X b|En-1

yazilir. Boylece, boa 1 ST olup ST, T. nin bir sag idealidir. Dolayisiyla, ST, T,
nin bir idealidir. n

2.4. Green Denklik Bagintilari

Green denklik bagintilari, bir yarigrubun elemanlarim, dogurduklar esas
idealler vasitasiyla simiflandirmaya yarayan bes tane denklik bagintisidir. James
Alexander Green tarafindan ilk kez 1951 yilindaki bir ¢alismasinda tamimlanmuistir.
Bir yarigrubun iginde bolinebilmenin dogasint anlamak igin de Green bagintilar
yararlidir. Bu bagintilar grupta da gecerlidir ama kullamgh bilgiler vermez. Green
denklikleri ile calisirken bir S yarigrubu ile dogrudan galismak yerine S' monoidi ile
calisirz. Boylece bir eleman tarafindan dogurulan idealin o eleman icermesi garanti

altina alinms olur.
Tamm 2.4.1: Sbir yanigrup ve al S olsun. Snin a y1 igeren en kiigiik (sag-sol)

idealine a tarafindan dogurulan (sag-sol) ideal denir. Yani al S eleman: tarafindan

dogurulan sol ideal,

21



2.TEMEL TANIM ve TEOREMLER Hayriye GUCKIR

Slaz{sa: sl Sl}
ve sag ideal
as :{as: sl Sl}
olur. Ayrica, al S eleman tarafindan dogurulan iki yanli ideal (veya kisacaideal)
S'as' ={§it :s,tl Sl}

olarak tammlanr.

Dikkat edilecek olursa aS' kiimesi aslinda
as' :{as:sT Sl} ={as:sl g} U{a} =asU{a}
seklindedir. Benzer sekilde

Sa=SaJ{a}

S'aS' = sas|J asU salU{ a}
dir.
Tamm 2.4.2: Shir yarigrup olsun. S izerinde tammlanan

L={(a,b):S'a=S'}
R={(ab):aS' =bS}

=={(a,b): S'asS' = SbS}
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bagintilarina sirasiyla sol, sag ve J -Green denklik bag:nt:lar: denir.

Eger (a,b)T Sicin (a,b)T Liseaileb L-baglantl:dir, (a,b)T R iseaileb
R-baglant:l:dir ve ayrica (a,b)T J ise aile b J-baglantl:dir denir. Sirasiyla alb,
aRb, albile gosterilir.

Onerme 2.4.3: Shir yarigrup ve a,bl S olsun. O halde,
i. (ab)] L olmast icin yeter ve gerek sart a=sb ve b=ta olacak sekilde
st1 S' olmasidir.
i. (ab)T R olmas icin yeter ve gerek sart a=bu ve b=av olacak sekilde

uvl S olmasidir.

iii. (ab)] Jolmasi igin yeter ve gerek sart a=sbu ve b=tav olacak sekilde

s,t,u,vi S' olmasidir.

Ispat:
i. (P) (ab)iL P Sa=Sbb al Sb olup a=xb olacak sekilde $xi S'
vardir. Benzer sekilde b = ya olacak sekilde y1 S' oldugu gosterilebilir.
(U) a=xbve b=ya olacak sekilde x,yl S' var olsun. S'a=S'xbi S'b
ve Sh=S'yai S'a olup S'a=S'b veburadan (a,b)i L dir.

ii. veiii. de benzer sekilde gosterilebilir. [ |

Onerme 2.4.4: Sbir yarigrup olsun. S tizerinde sag ve sol Green denklik bagintilar:
degismelidir. Bir baska deyisle, LoR=Ro Ldur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.3' e bakiniz. ]
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Tamim 2.4.5: L ve R denklik bagintilarint iceren S nin en kigik denklik bagintisina
D-Green denklik bagintis denir. Bir baska deyisle, D=LUR dir. Buradan da
D=L oR oldugu kolayca gosterilir.

Tanim 2.4.6: H-Green denklik bagint:ss daH=L UR olarak tamimlanr.

D=LoR=R oL oldugundan D, L ve R i igeren bir denklik bagintisi olup bir
D-sinif: D ise D L-siniflarinin ve aynm zamanda R-sineflarien bir bileskesidir. Ayrica,
a,bl Sigin L, ve R, aym D- snifz tarafindan igeriliyorise L,GR t f dhir.

Gergekten de al L1 D ve bl R1 D ise a,bl D yani (a,b)i D olur.
Dolayisiyla, (a,c)T L ve (c,b)l Rolacak sekilde cl Svardir. ¢l L, ve cl R
olup cT L, CR, dir. Boylece, bir D-sinif: her satir1 R-sinifz, her situnu bir L-sinufi ve

her bir hiicresi de H-sinif: olan bir yumurta kutusu seklindedir.

Cizelge 2.1. D-simifinin yumurta kutusu

L

Teorem 2.4.7 (Green Teoremi): S bir yarigrup, a,bl S ve aRb olsun. O halde,
as=b ve bt =a olacak sekilde s,t1 S' vardir. Bu secili svetigin

gs:La®Lb gt:Lb®La
X® Xxs y® wt
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olarak tammlansin. O zaman, g, ve g, birbirlerinin tersi olup 1-1 ve Ortendir. Ayrica

bunlar bir H-sinefine yine bir H-sinefina gotarar.

Yine benzer sekilde, Shir yarigrup, a,bl S vealLbiken tb=ave sa=b ise

I;:R®R IR ®R
X® sx y® ty

olarak tarumlanan donusumler birbirlerinin tersi olup 1-1 ve oértendirler. Ayrica bu

donustmler bir H-snifine bir H-senefrna gétardrler.
Ispat: Howie (1995), Lemma2.2.1 ve Lemma 2.2.2 ye bakinz. [

Sonug 2.4.8: S hir yanigrup olsun. (a,b)T S icin (a,b)l Doluyor ise |L,|=|L,|,
IR|=|R)| ve|H,|=|H,| olur. Bir baska deyisle, bir D-sinf: igindeki herhangi iki L-

sinifi (R-sinefr veya H-sinifr) esit sayida eleman icerir. [ |
Ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.3' e bakiniz. m
Teorem 2.4.9: H bir H-sinifz olsun. O halde, H yabir gruptur yada H C H? =f dur.

Ispat: Howie (1995), Theorem 2.2.5 e bakiniz. m

Sonu¢ 2.4.10: S bir yangrup ve H, S de bir H-simfi olsun. Eger H bir

idempotent eleman iceriyor ise S nin bir altgrubudur. [ |

Sonug 2.4.11: S debir H-sinif1 en fazla 1 tane idempotent eleman icerir. [ |
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2.5. Donustmlerin Orbitleri
Tamm 251 al T ve x,yl X, olsun. X tizerindeki “°, " bagintisi
“x°, yU xa" =ya®olacak sekilder,ql z* E{0} olmasicir.”

X, Uzerinde bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisimin denklik siniflarina a

nin orbitleri denir.
al T icin a min orbit grafigi G, ile gosterilir. G, grafigi nin koseleri

kimesi V (G, ) ve kenarlar kimesi E(G,)

V(G,) =X, E(G)={(xxa):xI X}

n?’ a
seklinde tanimlidr.

2345678 9 )
= ® dam. alT, in orbitleri

Ornek 252 a= _
§2 35156 6 1 55

W, ={1,2,3,4,5,8,9 ve W, ={6,7} olur.

Not: al T, icina mn orbitleri W, W,,...,W, ve |W|=r, (1£i £m) olsun. G, min

m tane baglantili bileseni vardir ve bu baglantili bilesenler

E(Ga_w)={(X,Xa)ZXT W}

dir. Ayrica, her 1£i £n icin G, r; koseli ve r, kenari olan baglantili bir grafik

olup, aga¢ olmaz, dahasi; G, debir tek patika ve devir vardir. G, min grefigi
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9
Sekil 2.1. a donUsumunin orbit grafigi

olur.
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3. T ve P YARIGRUPLARI VE BAZI ALT YARIGRUPLARI Hayriye GUCKIR

3. T, ve P, YARIGRUPLARI VE BAZI ALT YARIGRUPLARI

X, ={12,..,n} kimesi tzerindeki simetrik grup, tum dontistimler yarigrubu,
kismi donUsumler yarigrubu ve singiler donustmler yarigrubunu onceki bolimde

tammladik ve sirasiyla S, T, P, ve ST, ile gosterdik.

3.1. T, ve P, Yarigruplarimin Doguray Kimeleri

Bu bodlimde bazi dénisim yarigruplarimn doguray kimeleri ve ranklar

bulunmus olup bu bilgileri derleyecegiz.

a,bl T igin
i. im(ab)i im(b)
ii. ker(a)i ker(ab)

oldugunu bir 6nceki bdlimde ispatlamistik.

Teorem3.1.1: a,bl T, olsun. O halde
i. alLbU ima=imb

ii. aRb U kera =kerb

ii. aDbU |ima|=|imb|

iv. aHbU ima =imb ve kera =kerb

olmasidir.
Ispat:

I (P) alLb olsun. O halde, a =¢go ve b =sa olacak sekilde g,s1 T,

vardir. Dolayisiyla,

29
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ima =im(gb) | imb =im(sa)i ima
olup ima =imb olur.

(U)ima =imb ={i,i,,...,i,,} olsun. O zaman,

LA AD a8 B B

2 b=gt 2o oml
iy Ay g i g

olacak sekilde X, in (A)Y, ve (B)!, parcalamslari vardir. Her 1£ j£m igin
kT B, aaimve

g=FA A LA
&k kg
olarak tamimlayalim.
Baoylece,
_a& A A, ba, B, B, 0
ga_(} —(} -
ek1 kz . kaE"l I In @
_EA A LAY
&, i 5
el 2 m @

olur. Benzer sekilde, sa =b olacak sekilde bir s tanimlanacagindan (a,b)T L dir.
i. (P) aRbolsun.O zaman, a =bg ve b =as olacak sekilde g,s T T,
vardir. Dolayisiyla,

kera =ker(bg) E kerb = ker(as ) E kera

olup kera =kerb olur.
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(U) kera =kerb olsun. Bu denklik bagintisimin denklik simiflar
A A,...., A, olsun. O zaman,

a

_FA A L AD A A LAY
e

Iy i2 'mﬂ ejl jz Jmﬂ

olacak seKilde i,y ..i ) iy ipeeee ] X, vardr.

Simdi, g: X, ® X_ dontsimini " xT X igin

ji,, x=j,(LEKEm)
|

XQ =
g 1% diger

olarak tammlayalim.

O halde,
@A A L A G, L i X N inp©
bg=¢c.” . CoC : -
eh Jo . o dmedh Lo Iy 1 @
A AL AG_
& i, . g

olur. Benzer sekilde, as =b olacak sekilde bir s tammlanacagindan (a,b)T R

olur.
iii. (P ) aDbolsun. D=LoR oldugundan a Lg =gRb olacak sekilde bir

gl T, vardir. O halde, |ima|=r ise |img|=|ima| oldugundan |img|=r olup kerg
nin r tane denklik simfi vardir. gR b oldugundan kerg =kerb olup kerb dar tane
denklik sinifi varchr. Dolayisiyla, imb|=r dhr.

(U ) Diger taraftan, |ima|=r =|imb| olsun. O zaman,
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: B B
a =SEA AZ A_ ve b =g@l & O
gl I I @ el 1 I o
B B &
seklinde olur. Dolayisiyla, gz(i;a@l s _f? ainir ise aLg ve gRb
gl L, .. g
olacagindan a Db olur. u

Onerme3.1.2: P, T ., inbir altyarigrubunaizomorfiktir.

n? "‘n+l

® Xl

Ispat: al P olsun. Her xI X, ., igcina : X a

n+l

xa  xl domai X,
n+

* i
xa =i -
1n+l x| doma

olarak tammlayalim. O zaman, a’l T, olur. f:P,® T, donisimini
af =a” ("al P) olarak tammlayaim.

a,bl P olsun.a=b U a"=b" olmas i¢in yeter ve gerek sart f nin iyi

tamiml1 ve birebir olmasi gerekir.
dom(a ob) =[ina C domb]a* (1)

cir. Simdi (@aob)f =af obf =a”ob” oldugunu gésterelim. (1) esitligi goz 6niine

aindiginda " x1 X_,, igin
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ix@ob), xI[ima Cdombla™*

x@ob) = .
17 n+l diger
ix@ob), xal [ima Cdomb]
1t di ger
i(a)b, (xa)l domb
g di ger
=x@ ob")

oldugundan f bir homomorfizmdir. BOylece,
P @nf £T ,,

olur. ]

Onerme 3.1.3: S in her elemam ayrik devirlerin bir garpimi olarak yazilabilir.

Ayrica, (iyi, iy ...i,) S, inbir devri ise

(il i2 i3 Ir) :(ir ir-l)(ir-l Ir2)(|3 I2)('2 Il)
seklinde transpozisyonlarin carpimi olarak yazilabildiginden S, in her eleman
transpozisyonlarin carpimi  olarak yazilabilir. TUmevarim yontemi ile bunu

gbstermeye calisalim.
a =(123..n-1n) ve b =(12) olsun. O zaman, " 1£i £n igin

a"'ba’ =(a'1)i ba'

=(nn-1.. 21) (12)(12...n- 1n)

ifadesinden
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3. T ve P YARIGRUPLARI VE BAZI ALT YARIGRUPLARI Hayriye GUCKIR

i=1 a'ba=(nn-1..21)(12)(12..n- 1n)
@& 2 3 .. n-1 no

i=n-2 a (™Jpa"?2 =(nn-1..21(n- 2n-1)(12...n- 1n)
=(n- 1n)

elde ederiz. Boylece, (12),(23),...,(n- 1n)1 (a,b) olur.
Teorem 3.1.4: n2® 3i¢in S, =(a,b) ve rank(S,) =2 dir.

Ispat: Her 1£i £ j£n icin j-i=1ise (i j)T (a,b) oldugunu biliyoruz. j-i>1

ise

(i i+1)(i+1 i+2)..(j-2 j-1)(j-1 j)(i-1 j-2).(i+1 i+2)(i i+1)

@ .o i-1 0 i+l L -1 ) g+l no

8o i-1 i+ i-1 0 j+1 Ny

=(i i)

olup (i j)T (a,b)dr. n
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2 3 .. n-1 ng
Teorem 3.1.5: T, =(a,b,g) olmak tizere g _& 2 olsun.
&2 2 3 n-1 ng

Aynca, g : X, ® X, dontsimini " xT X icin

1], x=i

Xg; =1 .
i T2
X X1

olarak tammlayalim(g,, =g). O halde, g, T (a,b,g) dur.

Ispat: "i,j3 3icin

: N @ 2 .. i-1 i i+l .. no_
(1 )ogo(t ')_81 2 . Q-1 2 i+l .. ng Y
. @ 2 . -1 j+1 . ne_
(2 )ogo(2 J)‘g, 2 . -1 j j*L .. ng M
. . : L& .. -1 0 i+l . ] j+lo.
( i)o(2 j)ego(2 J)it ')_81 U P T B PSR B PE
(i i)ogo(i j)=g;
olur. Boylece, " it jT X, icing,T (a,b,g) olur. m

Teorem 3.1.6: n2 3ic¢in T, =(a,b,g) ve rankT, =3 dir.

ispat: al T, olsun. Eger |ima|=n ise al S, olup al (a,b)i (a,b,g) olur.

lima| £ n- 1 oldugunu varsayalim. O halde, en az bir zI X, /ima mevcuttur.
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Ayrica, a, 1-1 degildir. Dolayisiyla, ia = ja iken i® j olmak Uzere en az bir Gift

(i,]) vardr.

a: X, ® X,
donistimind " xT X, igin

o1z, X=1

Xa =i
71X, Xt
olarak tammlayalim. O zaman,
a=g;a

olur. Ayrica, ima =ima +1 olur.

Egeral S iseal (a,b,g)oldugu asikardr.

A A
A

Eger al S, ise benzer sekilde ima =‘ima +1 ve a =g, a olacak sekilde

n

k,IT X, veaTl T, bulunur. ima her defasinda 1 arttigindan sonlu acim sonra

>= >

a=g,0-9,al (a,b,g)

oldugu goruldr. u
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Teorem 3.1.7: a,b1 P, olsun. O zaman,
i. alLbU im=imb
ii. aRbU kera =kerb

dur.

Ispat:
i. (P)a,bl P, icinalLb olsun.la=b veg =a olacak sekilde | ,gT P,

vardir. Dolayisiyla
ima =im(go) 1 imb =im(la)i ima
olup
ima =imb

olur.

(U) ima =imb olsun.

_@1 AZ ™ An+1 O _ﬁ BZ Bm Bm+l 0
a =c ~veb =¢ :
Xy X, .. X X @ Xy Xy v Xy Xiug

(A, veya B, f olabilir.)

Her 1£i £ miginbir y, 1 A secelim (fix) ve

_® B .. B, B0
&Y, o Y, Youp

m m

olarak tamimlayalim.
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Bm Bm+l 03301 AZ e An An+1 9

&8 B ,
ng YZ Ym Ym+1 agxl X2 Xm Xm+1ﬂ
@1 BZ Bm Bm+l O
8)(1 X2 Xm Xm+lB

| a

olur. Benzer sekilde, g P, mevcut olup a Lb olur.
ii. (P)a,bl P iginaRb olsun.al =b ve bg=a olacak sekilde | ,gT P,

vardir. Dolayisiyla
ker(b)=ker(al ) E ker(a ) =ker(bg) E ker(b)

olup ker(b)=ker(a) olur.

(U) ker(b)=ker(a) olsun.O zaman

Q= A A Al @A A Ay A
TEX, X Xo -5 Y, Y - g
€™M (7] eh Yo . Yy o

olacak sekilde XY T X  vardir. Her 1£i£m igin bir Z 1 X, segelim ve

2

Y =X,/{2,.2,....Z,} olmak tizere

V4 Z. Yo,
I - g 2 m _I R]
n Y, Yo "o

al :g h g -
eX1 X2 Xm - ﬂeYl Y2 Ym Ym+1ﬂ
A A . A AL
& Y, Y, -
b
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olur. Benzer sekilde bg =a olacak sekilde g1 P, bulunur. a Rb olur. ]

Onerme 3.1.8: rank(P,) =4 dur.

ispat: al P, olsun. O zaman

ve
| =§A Ao A Amb g AEAELEA idnX =x)
A A . A - g
_ . . a2 .1 Kno
olarak tammlanir ise a =l b olur. il X, icin x, = - Olarak
81 2 .. K Ng
tammlayalim.
Eger A, =f isel =1, ve b =a olup sonug aciktir.
Eger A, ={i,is...i,} 1 f iseozaman
=X % X
olur. Bdylece a =x;x; .. b olur.
2 3 ng
a,=(1 2),a,=(1 2 .. n),a3:aé gveaA:x1

&2 2 3 .. ng
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daim. bl (a,a,a;), x1(a,a,a,) ve al (a,a,a,a,) olur. Boylece
rank(P,) £4 olur.
Aynica, T, £P,, SP,=P,/T, <P, ve rank(T,) =3 oldugundan rank(P,)* 3+1=4

olur. Dolayisiyla
rank(P,) =4
olur. [

Tamm 3.1.9: Bir a donusimu icin Fix(a), Shift(a), Def(a) kimeerini ve
fix(@a), shift(a), def (a) pozitif tamsayilarinm

Fix@) ={xI X,:xa =x
Def (@) = X, \im(@)
Shift(a) = X, \Fix@)
fix@) =|Fix@)|
def (2) =|Def (a)|

shift(@) =|Shift(a)

olarak tammlayalim. Def (a) kimesine a mn (defect kimes) noksanl:k kiimesi,
Fix(a) kimesine a nin (fixleri kimesi) sabitleri kiimesi, Shift(a) kiimesine a nin

(shiftleri kiimesi) degisenleri kimesi denir.

Tamm 3.1.10: f 1t Al X olsun. Eger " x,y,zl X, icin x,z1 A ve x<y<z
oldugunda yT A ise A ya konveks kiime denir.

minA=r ve max A=q ise A={r,r+1..,q- 1,q} dur.
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3.2. T, ve P, Yarigruplarimn Baz1 Altyarigruplari

Sonlu bir X, ={1,2,K,n} kiimesi tzerinde tiim dontisimler yangrubunu T,
ile gostermistik. Bu bdlumde tim dondsimler yarigrubu T, nin bazi 6zel alt

yarigruplarnni tamtarak bu gine kadar belirlenen 6zellikleri hakkinda bir derleme
yapilacaktir.

1£r £n- 1 olmak Uzere K, kimesi

K, ={al T,:ima|£r}

olarak tammlanr.

Dikkat edilecek olursa K, . =T, ve K, =ST,_ dir.
Teorem 3.2.1: K kimes T, yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

ispat: a,bT K, aaim. O hade |[ima|£r ve |[imb|£r dir. im(ab)i imb

oldugundan

lim(ab)[£]imb|£ 1
dir. Béyleceabl K, olup K, £T, dir. n
Teorem 3.2.2: K, kimes T, yarigrubunun bir idedlidir.

ispat: al K, ve b1 T, elemanlarnim alalim. O halde fima|£r ve im(ba )i ima

oldugundan

‘im(ba)‘£|irm|£r
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olup bal K, dir. Boylece K, kiimesi T, yarigrubunun bir sol idealidir. [imb| =k
olsun. k£ ise benzer sekilde im(ab )| £]imb|=k £r olupab T K, dir. k>r
ise ab =(ima)b olup ‘im(ab)‘E‘im((irra)b)‘Er dir. Her durumdaab 1 K, olup

K., kimes T yarigrubunun bir sag idealidir.O halde K <T_ dir. n

Dikkat edilecek olursa

K.EK,ELEK, ,EK,

nr-1

Kn,1 < Kn,2 < L< Kn,r—l < Kn,r
dir.

Tamm 3.2.3: al T, adaim. " x,yl X_icin x£y iken xa £ ya oluyor ise a ya

bir sra koruyan donusim denir. X Uzerinde tamimli tUm sira koruyan tam

n

donustmler yarigrubuna scra koruyan dontistim yar:grubu denir ve O, ile gosterilir.

Ornegin O, Un tim elemanlar: asagidachr.

i@ 2 36 2 306 2 364 2 368 2 360
%1158 1 25% 1 358 2 258 2 35
‘8 2 36ad 2 364 2 36 2 364 2 3§
& 3 358 2 258 2 3582 3 3;& 3 34,

3

Teorem 3.2.4: O, kimesi T yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

Ispat:a,bT O, olsun. Eger x£y iseal O, oldugundan ve xa £ ya dir. bl O,
oldugundan (xa)b £ (ya)b olur yani x(@b)£ y(@ab) olur bu da ab nin sira
koruyan donusiim oldugunu gosterir. Dolayisiyla, O, £T_ dir. [

an-156_a2n- 16

O, nin eleman say1st 8 == - olur.
n 17 gn-lz
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Onerme3.25: a,b1 O, olsun.
i. alLbU ima=imb
ii. aRbU kera =kerb
ii. aDbU |ima|=|imb|
dir.

ispat: A={12..r},A={r+Lr+2..5,}, ., A ={r.+Lr, ,+2..,n olmak

ZEA Ko A"g olacak sekilde X, in bir sirali konveks

Uzere, al O, ise a = _
gh L - Ing

parcalanst { A, A,,..., A} velEi, £i, £..£i, £n dir.
Teoremin i.,ii. jii. siklarndaki (P ) yonlu ispatlar yukarida T, (zerine olan

Teorem 3.1.2 deki ispatin aynisichr. (U ) ispatlar: yapalim.

i. ima =imb olsun. O zaman,

LA A A &8 B, .. B0
€, 0, . g i, . 0

olacak sekilde X, in sirall konveks parcalanslar { A}

- ve{B}. vardr; ayrca

1£i £, £...£i £n olur. Once her TEKE£ m iginbir j, T A secelim. A lari sira

konveks parcalams oldugundan j, £ j, £...£ |, olup

_a@8 B, .. B0

9=¢. . .o+
el L2 - Ing

olarak taumlanir ise gl O, dir ve ga =b olur. Benzer sekilde, | b =a olacak

sekilde bir gT O, mevcut olup a L b olur.

il. kera =kerb olsun. O zaman,
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LA A . AG @A A . AD
el L o Ihg L 2 - Ino

olacak sekilde X, ina ={A}", siral1 konveks parcalanisi ve

i <i,<.<i }{j<j<.<jl}l X
1 2 m 1 2 m, n

vardir.
B ={12,..,i}
B, ={i,+1...i,}
By ={ims L in}
Bm+1 = Xn/{:L 2’ ’Im}
olmak Uzere

B, .. B B.o

m

ejl jz jm nE

olsun. O halde, g1 O, dir ve ag=b olur. Benzer sekilde, bl =a olacak sekilde

| T O, mevcutolupa Rb olur.

iii. [ima|=|imb| olsun. O halde,

&8 B, .. Bo

Lo g &k e np
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olacak sekilde X, in {A} ve {B} srai konveks parcalamsi ve

n 1

1EiL£iL,£..£i Envelf | £],£..£] £n vardr.

B, ... B.Q
g :é@l ) 2 ) mg'l‘ On
g, L, .o ig
olup benzer sekilde a Lg ve gRb oldugundan a Db olur. ]

Soru3.26: al O, isea mn orbitlerinin grafigini bulalim.

Cevap: al O, ise xI X, olsun. Simdi

m+1 m+r

X, xa,xa?,...xam™xa™ .xa™,.
dizisini eleaaim.

Bu dizi sonsuza dek farkli elemanlardan olusamayacagindan dolayi

olacak sekilde m,r1 Z* vardir. Biz bu kosulu saglayan en kiigilk m ve sonra en

kucUk r yi secelim.

m+l 3 r

r31olsaydi, al O, oldugundan xa™ 3 xa .3xa™" olur.

m+r-1

Birinci durumda xa™ £ xa iken xa™ £xa™ =xa™ celiskis elde

edilir. Benzer sekilde diger durumda da celiski elde edilir. Dolayisiyla, r =1 olmak

zorundadir. Sonug olarak, a1 O, isea nin orbitlerindeki devirler birer halkachr

Onerme3.2.7: al O, isesa min orbitleri konvekstir.
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Ispat: a min herhangi bir orbiti W olsun. Ayrica, [x- y|3 2 olan x,yI W mevcut
olsun. Kabul edelim ki x<y ve bir zl X  igin x<z<y olsun. O zaman,
xa £za £ya olur. Bir tT W icin W daki halka t olsun. O halde, xa™=t ve

ya' =t olacak sekilde mr1 z*E{G} vardir. Genelligi bozmaksizin, m£r olsun.

O zaman,
Xar:)am+(r-m)zxam:t
Xar:)am+(r—m):)<amar—m:tar—m:t
ya' =t
olupt=xa'£z" £ya’ =t oldugunda za" =t yani zI W olur. n

Tamm 3.28: al T, adaim. "xI X_icin xa £x oluyor ise a ya sra azaltan
dontstm denir. X, Uzerinde tamml1 tim sira azaltan dontstmler yarigrubuna sira
azaltan donustmler yar:grubu denir ve D, ile gosterilir.

Ornegin D, Un tim elemanlarn asagidadhr.

1ad 2 308 2 308 2 36ad 2 30 2 30a 2 3dl

_,81 2 3;% 1 3;% 2 259 1 2;% 2 1,8 1 1%
Teorem 3.2.9: D, kiimes T, yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

ispat: a,bl D, olsun. "xI X, icin xaf£x ve xb£x olup

x@b)=(xa)b £ xa £ x oldugundan ab1 D, olur. Dolayisiyla, D, £T, dir. [ |

D, in eleman sayisi da n! olarak bulunur. Dikkat edilecek olursa D, ve O,

de birim donistimden baska permitasyon yoktur. " a1 D, i¢in 1la =a ve
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dhr. ]

Tamm 3.210: al T, daim. " xT X_ igin xa 3 x oluyor ise a ya sra arttiran
dontstm denir. X, Uzerinde tamimli tUm sira arttiran donustmler yarigrubuna sira
artzran dontisimler yar:grubu denir ve D], ile gosterilir.

1£r £n- 1 olmak tzere D, kimesi
D,, ={al D,:fima|£r}

olarak tammlamr. D,, kimes D, yarigrubunun bir at yarigrubudur. DR(n)

n,r

kimesi

DR (n)=D,,\D,,.,={al D, :[ima|=r}
olarak tammlanir. DP, (n) kimesine D,, nin Rees boltimi denir
Tamm 3.2.11: al T, aaim. " x,yl X, icin

xa3 xve x£yiken xa £ ya

oluyor ise a ya sira koruyan ve azaltan dontstm denir. X, Uzerinde tanml: tim
sira koruyan ve azaltan donUsimlerin yarigrubuna sira koruyan ve azaltan
dontstmler yar:grubu denir ve C, ile gosterilir. Dikkat edilecek olursa

C,=0,CD,
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dir.
Ornegin C, Un tim elemanlar: asagidachr.

18 2 308 2 308 2 304 2 3pa 2 3d

|8123z8113z812 258 1 258 1 1%

Tum kismi dénisumlerin yarigrubunu P, ile gostermistik. Simdi P, nin baz: alt
yarigruplarini tamyalim.

1£r £n- 1 olmak tzere PK  kimesi

K, ={al P,:fima|£r}

olarak tammlanir. PK  kimes P, yarigrubunun bir alt yarigrubudur.

3.3. Stirling Sayilar:

Stirling sayilarim  hangi  problemlere cevap olusturdugunu  anlatarak

tammlamaya calisahm. A={w,x,y,zZz ve B={1,23 olsun. Bu durumda

f : A® B seklinde 3*=81 tane fonksiyon vardir. B nin 2 elemanl: alt kiimelerinin
sayisi 8 —2 dir. Ornegin B nin, {L2}1 B at kimesini alirsak

f:A® {12} seklindeki fonksiyonlarin sayisi 2*=16 dir. Dikkat edilecek olursa
f:A® {L 2} seklindeki fonksiyonlar A dan B ye 6rten olmayan fonksiyonlarin bir
kismudir. B nin, {1} I B alt kimesini alirsak f : A® {1} seklindeki fonksiyonlarin
sayist 1°=1 dir. f:A® {1} seklindeki fonksiyonlar da A dan B ye 6rten olmayan
fonksiyonlarin bir kismidir. Fakat drten olmayan fonksiyonlan sayarken f: A® {1}

sabit fonksiyonu B nin {1,2},{1,3} ve {1} 6z alt kimeleri icin ti¢ defa saydik. Tiim
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bu durumlar1 dikkate alirssk A dan B ye orten fonksiyonlarin sayisi (tUm

fonksiyonlarin sayisindan 6rten olmayanlarin sayisi ¢ikarilarak)

gt B0 B0, _ o0
2y lg

chr.

Genel olarak |[A=m ve |B|=n sonlu kimeleri icin A dan B ye orten

fonksiyonlarin sayisi
n &@no

gg "1 An-1)"+ gn- ;(n 2)" - L+(- kg:]n ;(n k)" + kglnk;(n k)"

n-2 810 ( 1)n 1880

+L+(-1) G 22"+ glalm

dir. Daha kisa olarak ifade etmek istersek |A/=m ve |B|=n sonlu kimeleri igin A

dan B ye Orten fonksiyonlarin sayisi

dir.

Bu say1 sadece Orten fonksiyonlart vermenin disinda baska problemlerinde
yanmti olarak distnebilirz. Bu problemlere 6rnek olarak asagidaki problemi
verebiliriz. Genel olarak m3 n olmak Uzere m tane nesneyi n kutuya hicbir kutu
bos kalmayacak bicimde kag farkli sekilde dagitabiliriz? Bu problemi de yukaridaki
Orten fonksiyonlar gibi disinirsek cevap aymi sayidir. Yani genel olarak m3 n

olmak tizere m tane nesneyi n kutuya hicbiri bos kalmayacak sekilde
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farkl sekilde dagitabiliriz. Kabul edelimki, bu kutular farkli yapan Uzerlerindeki
etiketler olsun. Yani etiketler ¢ikarildiginda kutular tamamen ayni kutular olsun. Bu
n tane farkl etiketi bu n kutuya n! farkl sekilde dagitabilecegimizden, m tane
nesneyi n kutuyahicbiri bos kalmayacak sekilde

1392,1 kaen o mO 1aeo" kaen o
a(-1 - k)

== gn- +(n- k)

ekO gn' I} n'eko o

farkli dagitabiliriz. Bu sayiyaikinci tip Sirling Say:s denir ve S(m,n) ile gosterilir.

s(m, ”)‘—gé‘o( )kgnkz(” k)2 ; ) (m n)

Dikkat edilecek olursa m elemanli bir kiimeden n elemanl: bir kiimeye 6rten

fonksiyonlarin sayisi
n!S(m,n)

seklinde ifade edilebilir.
Baz1 Stirling sayilar asagidaki gizelgede ifade edilmistir.

Cizelge 3.1. S(m,n) Stirling Sayilan

m/n | 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 | 350 140 21 1

8 1 127 | 966 | 1701 | 1050 | 266 | 28 | 1

50



3. T ve P YARIGRUPLARI VE BAZI ALT YARIGRUPLARI Hayriye GUCKIR

Y ukarida bahsedilen dagitim probleminde bos kutu olmasina izin verilirse,
yani problem m3 n olmak lzere m tane nesneyi n tamamen aym olan kutuya kag
farkli sekilde dagitabiliriz olsun. Bu durumda m tane nesneyi 1 tane, 2 tane,..., n
tane tamamen ayn: olan kutuya dagitacagiz. O halde m3 n olmak Uzere m tane

nesneyi n tamamen ayn olan kutuya
& s(mi)
i=1
farkl1 sekilde dagitabiliriz. Ornegin 4 farkli nesneyi 3 tane tamamen ayn olan kutuya

S(4,i) = S(4,1) + S(4,2) + S(4,3) =1+7+6 =14

Qoe,

1l
i

farkli sekilde dagitabiliriz. (S(m,i) sayilar Cizelge 2.2 den alinmustir.)

Stirling sayilarinin cevap oldugu problemlere asagidaki drnegide verebiliriz.

Ornek 3.3.1: 15015 pozitif tamsayisi sira gozetmeksizin kag farkli sekilde pozitif
tamsay1 carpanlarina ayrilabildigini bulalim. Bununicin dnce

15015=3"5"7"11"13
olup 5 tane asal carpan olduguna dikkat edelim. Kutulara say1 yerlestirmek olarak
problemi dustntrsek 15015 sayisimin carpanlarim kutulara yerlestirilen sayilarin

carpimu olarak belirleyelim. O halde 1 kutuya 2 kutuya 3 kutuya 4 kutuya ve 5
kutuya sayilar dagitabiliriz. Ornegin iki kutuya sayilar atmak demek

15015=(3" 5" 7)" (11" 13)=105" 143
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15015=(3" 5)" (7" 11" 13) =15" 1001

olup 105" 143yada 15" 1001 ifadelerini 6rnek olarak alabiliriz. Bdylece 15015

pozitif tamsayisi sira gozetmeksizin

S(5,i) = S(5,1) + S(5,2) + S(5,3) + S(5,4) + S(5,5) =1+15+25+10 +1 =52

Qo

1l
[y

farkl: sekilde pozitif tamsay: carpanlarina ayrilabilir.

Teorem 3.3.2: m ve n pozitif iki tam say1 ve 1<n £ m olsun. O zaman
S(m+1,n) =S(m,n- 1) +nS(m, n)

dir.

ispat: A={a,a, L ,a,,a,,} olsun. A kiimesindeki elemanlar: n tane ayn: kutuya
hic biri bog kalmayacak sekilde dagitalim. Once B={a,,a,,L,a,} kimesini n-1
tane aym kutuya hi¢ biri bos kalmayacak sekilde

S(m,n- 1)

farkli dagitabiliriz. A kimesinde kalan a_,, elemamm n-inci kutuya koyabiliriz. Bu

birinci dagitim sekli olur. Yada B kiumesindeki elemanlart n kutu bos kalmayacak
sekilde

S(m,n)
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farkl dagitabiliriz. Bu n kutu icindekiler ile farkli oldu. A kimesinde kalan a_,,,

elemanini n farkl: kutudan birine koyabiliriz. Boylece a,.,, elemanin

nS(m, n)

farkli sekilde kutuya koyabiliriz. Buda ikinci dagitim sekli olur. m+1 tane nesneyi

n tamamen aym olan kutuya S(m+1,n) farkli sekilde dagitabiliriz. Bu dagitim

yukarida bahsettigimiz iki farkl: sekildede yapabilecegimizden sonug olarak

S(m+1,n) =S(m,n- 1) +nS(m, n)

esitligi elde edilmis olur. [

Y ukaridaki esitligi n! ile carparsak

n!'S(m+1,n)
n!'S(m+1,n)

n!'S(m,n- 1) + n!'nS(m, n)
n((n- 1)!S(m,n- 1) +n!S(m, n))

m+1 elemanlit bir kimeden n elemanli bir kiimeye tammli Orten fonksiyonlarin
sayiss m elemanli bir kimeden n-1 elemanli bir kimeye tammli Orten
fonksiyonlarin sayisi ile m elemanl: bir kiimeden n elemanl: bir kimeye tammli
drten fonksiyonlarin sayisinin toplamimin n kati oldugu bulunur.

Stirling sayilart T, ve P, nin bazi at yarigruplarimn eleman sayilar: ve bazi

alt yanigruplarin belli tipteki elemanlarin sayilar belirlendigi calismalarda karsimiza
cikmaktadir. Stirling sayilarina rank hesaplamalarinda karsilasiimakta olup ilgili
caismalar ve sonuclar bazi alt yarigruplarin rank ozellikleri ile ilgili 2.5 nolu
bolumde derlenmistir. Asagida Stirling sayilann ile karsilastigimiz - sonuclar

derlenmistir.
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T, yangrubunun D, alt yangrubunu daha 6nce tammlamistik. D, alt
yarigrubunun tim idempotent elemanlarimin kimesi E(D,) ve ikinci tip Stirling

Sayist S(m,n) olmak Uzere

E(D,)=4 S(r)-1

r=0

dir.
Q={al P:lima|=r} olmak Uzere Q kimesinin tim nilpotent

elemanlarinin sayisi Laradji ve Umar tarafindan 2004 yilinda yapilan ¢calismada
N[ =2 2S(n.r +Dr!
gr a
olarak bulunmustur.

3.4. Catalan Sayilari

Catalan sayillarimt hangi  problemlere cevap olusturdugunu anlatarak
tammlamaya calisalim. n+2 kenarli bir cokgen kosegenlerle kag farkli sekilde
Ucgenlere bollinebilecegini bulmaya calisalim. Ornegin atigende 14 tane farkl

ucgen vardir. (n+2=6,n=4)
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VB
NRAR

Sekil 3.1. Altigenin 14 farkl1 sekilde tggenlere ayrilist
n basamakli bir merdivenin, n tane karoyla ka¢ farkh sekilde

kaplanabileceginin cevabini arayalim. Ornegin dort basamak 14 tane farkl sekilde
karo dosenir.

1'den n’e kadar olan sayilarin, siral1 Ucll olusturmamak kosuluyla kag farkl
sekilde dizilebilecegini bulalim. Ornegin 1,2,3,4 ile siral1 ticli olusturmamak kosulu
ile 14 farkl: dizilis vardir. Bu farkl dizilisler

1432, 2143, 2413, 2431, 3142, 3214, 3241, 3412,3421,
4132, 4213, 4231, 4312,4321

seklindedir.

n+l tane sayt belli bir sirada verilmis olsun. Bu sayilanin siralarin
degistirmeden kag farkl: sekilde carpabilecegimizi bulalim. Ornegin n=4 ise bes tane
say1 ab,c,de olmak lzere 14 farkh sekilde carpabiliriz. Tum farkli carpimlar
asagidaki gibidir.

(((@b)-c)-d)-e, ((a-b)-c)-(d-€), ((ab)-(c-d))-&, (ab)-((c-d)-€), (ab)-(c-(d-g)),
((&(b-c))d)-e, (a(b-c))-(d-e), (a((b-c)-d))-e, (& (b-(c-d)))-e,(a(((b-c)-d)-e),
a((b-c)-(d-g)), a((b-(c-d))-e),a (b-((c-d)-€)), & (b-(c-(d-€)))

n tane acan ve n tane kapanan parantezi kag farkli sekilde dengeli

gruplandirabilecegimizi  bulalim. Burada dengeli gruplandirmaktan kasit

parantezlerin dizilisinde herhangi biryerde ayirma yaparsak soldan saga dogru agilan
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parantezlerin sayisi kapanan parantezlerin sayisindan biyik ya da esit olmasidir.
Ornegin n=4 alimirsa 14 farkli sekilde dengeli gruplandirabiliriz. Tum farkl
gruplandirmalar asagidaki gibidir.

0000, 00(0), 00, 0O0), OO, (MOO. (OIO). (VN0 (00 (OOO),
(002, (OD), (OON. (O

nxn karelik bir alanda, késegenin tzerine gtkmayacak sekilde, sol alt kdseden
sag Ust koseye kag farklr sekilde ulasilabilecegini bulalim. Ornegin 4x4 ik alanda 14
tane farkl1 yol istenilen 6zelligi saglar. Bu problemin cevabinin ispati Nesin (2009)
dayer almaktadhr.

Genel durum nxn karelik bir alandaistenilen yollarin sayist

_ 1 ano
" n+1&n 5

olup bu sayrya Catalan Say:s: denir ve C, ile gosterilir.

Cizelge 3.2.C, Catalan Sayilari
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

C 1 2 5 14 42 132 | 429 | 1430 | 4862 | 16796

n

Yukarida bahsedilen problemlerden dolayi n tane parantezin dengeli
gruplandirilma sayisimn n-inci Catalan sayist C, oldugunu biliyoruz. Bu n tane
parantezin dengeli gruplandinima sayisim herhangi  bir dengeli gruplandirma
Uzerinden bulmaya c¢alisalim. Bir dengeli gruplandirmada bir parantez segelim. Bu
sectigimiz parantezin disindaki parantez sayisi A, sectigimiz parantezin icindeki

parantez sayist B olsun.

A(B)
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Bir parantez segtigimizden geriye n- 1 parantez kalmistir. Bu durumda B n- 1 tane

parantez gruplandirma sayist C,, olsa A da O parantez gruplandirma sayisi C,
olabilir, B n- 2 parantez gruplandirma sayisi C, ,olsa A da 1 gruplandirma sayisi
C, olup boylece devam edilirse

Cn = COCn— 1 + ClCn— 2 + K + Cn— lCO

esitligi elde edilir.

né
Catalan sayilarinin anélgéng oldugunu gostermek icin katsayilar
n

2
Catalan sayilar1 olan bir seri tanimlayalim. Bu seri

¥ .
c(X)=C, +Cx+C,x2+L.=§ CX

olsun. ¢*(x) i

¥ .
c*(X) =C,Cy +(C,C, +C,Cy) x+L=q (C,C, +C,C., +L+CC,) X
i=0
olarak elde ederiz. Dikkat edilecek olursa ¢*(x) nin i-inci teriminin katsayisi C,,,

olup c*(x) i

c*(X) =C,+C,x+Cx* +L
olup
Xc?(X) =Cx+C, X’ +C, X’ +L
xc?(X) +C, =C, +Cx+C,x* +C,x° + L

xc?(X) + C, =c(X)

elde edilir. C, =1 oldugundan son esitlik
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Xc*(X)- ¢(X)+1=0

seklini alir . Bu denklemin kokleri

1++1- 4x

c(x) = P

dir. c(x)—l— viax_1 1 (\/1- 4x) alahim ve

2X 2X  2X

, @6 do  &o & 6

(1- 4x)2 =627 G2 ax+G27(4x)" + L+ (- 1) 2 7(4x)" +L
So- 17 %7 ¢
e0g élg e2g eNg

esitligini kullanalim.

=T ;g’; Bgoaelz 2_|_8f- n+12
¢ - n!
elg

lee 16 36 & 2n+36
_28 258 25 & 2 g,
|

_ (- 1)n-11_:;5nll_.(2n- 3) (22)"

(-1)""1.35L(2n- 3) n 2461 (2n- 2)
n! 2.4.6L(2n- 2)

(

n

(-1)"'1.35L(2n- 3) _, 2.4.6L(2n- 2)
- 1)

) n! 2"

_(-1"(2n- 2)!, (2n-1)
(n-1)!n! (2n- 1)
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olup
&o .
—. Lano 1
Cogn=(-1)"' 2" 2
ei; (-9 &nyon-1
elde edilir.
&lo .
1 g - 3 qa2no 1
1_4 :o _1ng .4nn:° _1n_1n1 ;_n
(o =g (g2 e =8 (0 ("G Ty

1

esitligi elde edilir. Yukaridaki son esitlik c(x) :Zi- Zi(l 4x)2 deyerine yazilirsa
X 2X

1 1 11 14, n, n1d@06 1
== (1-4x)z=—- = (-1)"(-1 2 n
= 2x( X)? 2x 2x20( ) (1) gn,;,zn-lx

esitligi elde edilir. Buradan c(x) deki x" nin katsayisimin C, oldugu hatirlanirsa

(dikkat edilirse toplam sembolinde x™ in katsayisi % ile carpilinca x" nin

katsayisi bulunur.)

1 1 aM+)6_1 1 (2n+2) 1 (2n)!(2n+1)(2n+2)

_1 1 _1 _1
Cn_22(n+1)-1g n+l g 22n+1(n+1)}(n+1)! 22n+1 (n+L)n!(n+1)n!
Cn:iﬁng
n+1gn@

Catalan sayilart T, nin bazi alt yarnigruplarinin eleman sayilarn ve bazi alt

yangruplarin belli tipteki elemanlarin sayilar1 belirlendigi calismalarda karsimiza

cikmaktadir. Catalan sayilan ile rank hesaplamalarinda karsilasilmis  olup ilgili
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caismalar ve sonuglar bazi at yangruplarin rank ozellikleri ile ilgili 2.5 nolu
bolumde derlenmistir. Asagida Catalan sayilann ile karsilastigimiz  sonuclar

derlenmistir.

Onceki bolimlerde X, ={1,2,3K,n} kimes uzerinde tauml tim sira

koruyan ve azaltan donisumlerin yarigrubuna scra koruyan ve azaltan déntstmler

yar:grubu olarak adlandirip ve C, ile gosterildi. Dikkat edilecek olursa
C,=0,C D,

dir. Higgins tarafindan 1993 de yapilan calismada C_, n-inci Catalan sayisi olmak

Uzere sira koruyan ve azaltan donistmlerin yarigrubu C, nin eleman sayisinin

| N :idngzcn
n+1gn [}

oldugu gosterilmistir.

T, yangrubunda sifir eleman yoktur. Bu ytzden T, de nilpotent eleman
mevcut degildir. Dikkat edilecek olursa T, de sabit donlstimler T, nin sag sifir
elemanlardir.

B 2 L no .
D, ve C, yangrubunda sifir eleman 81 1L 1% dir. Laradji ve Umar

2

tarafindan 2006 de yapilan ¢alismada C_ ,, n- 1-inci Catalan sayisi olmak Uzere sira
koruyan ve azaltan donlUstimlerin yarigrubu C. nin tim nilpotent elemanlarinin

say1sinin
_la@n- 26
IN(C,)| —Hg n-1 ;_Cn-l

oldugu gosterilmistir.
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3.5. Bazi Altyarigruplarin Rank Ozellikleri

Y ukarida bahsedilen Stirling ve Catalan sayilart T, ve P, yarigruplarimn baz:

at yanigruplarinin rank ve idempotent ranklri hesaplanirken karsilasiimistir. Bu
boltim ranklart hesaplanirken bu sayilarla karsilasilan ¢alismalar ve bulunan sonuglar
derlenmistir.

Howie ve McFadden 1990 yilinda yaptiklar: ¢alismada T, nin at yarigrubu

K__ nin rankinin

n,r

rank (K, ) =S(n.r)

oldugunu gostermistir. Yine aym ¢aismada K, ninidempotent rankinin
idrank (K, ) =S(n,r)

oldugunu gosterilerek K =~ ninrank veidempotent rankinin esit oldugu bulunmustur.
P, yangrubunun PK dt yangrubu daha once tammlanmisti. Garba

tarafindan 1990 yilinda yapilan calismada PK . alt yarigrubunun ranki
rank(PK,, )= S(n+1Lr +1)

olarak bulunmustur. Yine aym calismada PK_ at yangrubunun idempotent

rankinin
idrank (PK,, )= S(n+1r +1)

olarak gosterilip PK . nin rank ve idempotent rankinin esit oldugu bulunmustur.
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DP (n) Rees bdlimuni daha once tammlanmis olup Umar tarafindan 1996

yilinda yapilan ¢calismada DP (n) nin ranki

rank (DR (n)) = S(n,r)

olarak bulunmustur.
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4. IDEMPOTENTLER TARAFINDAN DOGURULAN DONUSUM
YARIGRUPLARI

Bu bolimde JM. Howie tarafindan tim donUsimler yarigrubunun
idempotentler tarafindan dogurulan alt yarigruplar: ve tim dontstmler yarigrubunun
idempotent doguraylari ileilgili 1966 ve 1978 deki ¢calismalar1 derlenecektir.

Oncelikle tim doniistimler yarigrubunda bir doniisimiin idempotent olmasi

icin gerek ve yeter kosullart asagidaki onermeile ifade edelim.

4.1. ST Yarigrubunda idempotentlerin indir genemez Car pim

Onceki boltimlerde oldugu gibi X, ={1,2,3K,n} bir sonlu kime olmak
uzere X, kimesinden X, kiUmesine tanumli tim dondsUmler yarigrubu T,

yarigrubunu alalim.

Oncelikle tim donustmler yarnigrubu T, de bir déniisimiin idempotent olmast

icin gerek ve yeter kosullar: asagidaki onermeile ifade edelim.

Onerme 4.1.1: al T, olsun. a min idempotent olmasi icin gerek ve yeter kosul

a |ipe birim dontistim olmasidhr.

Ispat: (P )a?=a olsun. Herhangi bir yi ima aaim. O zaman xa =y olacak

sekilde xI X vardir. O halde a®=a oldugundan

ya=(xa)a=xa=yb ya=y

olup a |, birim dontisimdcr.

(U)a|m dontsimi birim dontisim olsun. Her x1 X, icin xa T ima oldugundan

63



4.IDEMPOTENTLER TARAFINDAN DOGURULAN DONUSUM

YARIGRUPLARI Hayriye GUCKIR
(xa)a =xa

olupa®=a dir. Yani a idempotentdir. »

E(ST,) ile singuler dontisimler kimesindeki tiim idempotentlerin kiimesini

gosterelim. Asagidaki teorem singller donidsumler kimesindeki idempotentlerin

sayisim vermektedir.

Blao

Teorem 4.1.2: [E(ST,)|=g ¢ «"" dir.
rzlgrﬂ

ispat: al E(ST,) olsun. |ima|=r olarak alalim. al ST, olup 1£r £n- 1 dir. a

idempotent olup

a | (iMe ® i

dontsumu birim donustimddr. Yani ima =Y veg=a|, , olmak tizere

aly:Y®'Y, birim dontistim

g: X, - Y® Y, herhangi bir dontsim

olarak ele alaim. Budurumda a : X, ® X_, donisimini her xT X igin

olarak tammlanirsaa I E(ST,) olur. Gergektende xg1 Y olduguna dikkat edilirse
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xIYP xa’=(xa)a =xa =x

xI ' YP xa’=(xg)a =xg=xa

olup a bir idempotent elemandhr.

Boylece 1£r £n-1 ve ima =Y olmak Uzere X, nin bir r elemanh alt

kiimesi Y icin r™" tane idempotent dénisim var. r elemanl: her farkl1 Y kimes

icin farkli idempotentler bulunacagindan bunlarin sayisi

ano .,
=r
8f a
dir. Her farkli r sayisi icin sayma yapilirsa

nlwonr

‘E( grﬂ

olarak bulunur. -

S, nin birim dontsimu idempotent olup bu sayilanlara eklenerek T, deki

tum idempotentlerin sayisi bulunur. Bu say1 asagidaki sonugctaifade edilmistir.

Sonug 4.1.3: |E(T,

3@5‘1%‘9 O én 9r”rd|r [
Jcat .=t 1

Singuler dontstmler yarigrubu ST, =T - S, i¢in doguray kiimes bulalim.

Hatirlanacak olursaa T ST, ise |ima|£n- 1 dir. K, kimesini

K., ={al T,:[ima|=r}
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n-1
olarak tarumlayalim. Bu durumda dikkat edilecek olursa K, , =S, ve UK, = ST,
=1

dir.

*

Onerme4.1.4: Eger bir X i ST, icin K|, I (X) ise ST, =(X) dir.

* *

ispat: Bir X1 ST, igin K., 1 (X) olsun. Herhangi bir al ST,\K.,,

n,n-1

elemanimin X in elemanlarinimin gcarpimi olarak yazilabildigini gostermeliyiz.

olup 1£r£n-2 olmak Uzere al K;, aaim. En az bir tane farkh cift
(i,i)T X,” X, icin ia = ja veenazbir yl X -ima vardr. g :X, ® X, ve

a,;: X, ® X donisimleri sirasiyla

olarak taimlayalim. Dikkat edilecek olursa g ;T K;

n,n-1

ve [imgl|=|ima|+1 olup

A

a 1 K' _ dir. Yukandaki tammlamaile

i,j n,r+1
a=g 3,
olur. Benzer sekildeisleme a =4, ; alinarak &,, 1 K., olanakadar devam edilirse

n,n-1

a=g; Lgk,lék,l
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seklinde yazabiliriz. Boylece
gi,j’K’gk,I’a’:k,lT Kr:,n-1:<x>
olupal (X) dir. -

O halde K,

a1 NN her doguray kimesi ST, nin doguray kimesidir. Yani bir
kimenin ST, nin doguray kimesi oldugunu gostermek icin o kimenin K,

kimesini dogurdugunu gostermek gostermek yeterli olacaktir.

def (a) =r olmak Uzereima kiimesinde n- r tane eleman olan déntsimleri

iceren D-sinifim D, _, ile gosterdigimizi hatirlayalim.

r

Onerme 4.15. n32 olmak Uzere her al D _, elemam defecti 1 olan

idempotentlerin carpimi olarak yazilabilir.

Ispat: Shift(a), Def (a) kimelerini ve shift(a). def (a) pozitif tam sayilarin

daha 6nce tammladik. a T D, , ve shift(a)=r olsun. n=2 ise

id 20ad 24l

Ple 158 23

olup sonug asikardir.
n3 3 aam. shift(a)=r=1iseal E(D,,)olur.
n3 3 ve r3 2 olsun. Genelligi bozmaksizin a mn Shift(a ) ={1,2,K,r}

olsun. Yani her 1£i £ icin g * i olmak Uzere
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al 2L r r+1 L no
a= -
dga, a,L a r+l L ng

olsun. al D,, olup defect(a)=1 olacagindan zI X, olmak (izere
Defect(a)={z} olsun. O hade, zi {12..,r} olur. Dikkat edilecek olursa
defect(a ) =1 oldugundan {1,2,...,r} kimesindeki iki elemanin goriintiisii aymdir,
yani a,a,,L,a listesinde r-1 tane farkli eleman varcir. Aynica a, =a,1 {12}
olsa shift(a)=r olusuile celisir.

O halde dusinmemiz gereken 4 temel durum vardr.
|.Durum  "1f£if£r icinal {12..r},a =3, {12}, zi {12
II.Durum  "1£i£r igin al{12..,r}, a=a,1 {1L2},z=1(z=2 de olabilir
amafarkli bir durum yaratmaz.)

[11.Durum a =r+1zl {12..,r-1
I'V.Durum a=r+lz=r

|.Durumda " 1£i £1 icin a1 {12,..,r}, a =a,1 {12}, zl {1,2} olmak uzere

B 2 3 no Aa 2 3 rr+1 .. no
g= - b =¢ -
81 1 3 .. ng ga, 2 a a r+l Ng
olarak tammlanirsa,
2 3 r r+1 no

olur. Cunku a, =a,1 {1,2} dir.
Il.Durumda " 1£i £1 icin a1 {1,2..,r}, & =a,i {12}, z=1 olmak tizere
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a 2 3 rr+l .. no @Bd 2 .. no
b:g = g:(} =
1l a .. a r+l .. ng g 2 .. ng

olarak tammlanirsa

@& 2 3 ..r r+l .. no
g a a .. a r+l .. ng

olur.

IIl.Durumda a, =r +1 z1 {1,2,...r- 3

@ ..r-1 r r+l1 .. nod @ 2 .. r-1r .. nd
9‘31 o -1 r+1 r+l .. ng g a, .. a, I .. Ng

Olarak tanimlanirsa

gb_aé 2 ..r-1 r r+l1 .. no_
“Sa, a, .. a, r+l r+l .. ny

olur.

IV.Durumda a =r+1 z=r olmak lzere

a 2 r-1 r r+1 ... no a 2 ..r-1r .. no
g= - b:g -
81 2 r-1r+1 r+l1 .. ng & a, .. a, I .. Ng

ve

a r-1r r+1 .. no
X = -
81 . -1 a r+l .. ng
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olarak tammlanirsa

2 ..r-1 r r+l .. no_
a a .. a, r+l r+l .. ny

bulunur.
Bu dort durumdada g,x1 E(D,.,), bT D, , ve shift(b)=r- 1 olmak uzere

a vy
a=¢gb,a=bg,a=g veyaa =gox

seklinde yazilabilmekteyiz. Ispati tamamlamak icin b nin idempotent oldugunu
gostermek yeterlidir. Eger shift(b)=r-1=1ise b bir idempotent olup a defect i
1 olan idempotentlerin arpimu olarak yazilabilir. Eger shift(b)=r- 13 2 ise benzer
islemler b igin de yazilabileceginden ve her defasinda shift 1 azalacagindan sonug
elde edilinceye kadar bu islem tekrarlanabilir. Boylece al D, , elemam defecti 1

olan idempotentlerin carpimi olarak yazilabilir. ]

Onerme4.1.6: D, , sinifindaki tiim idempotentlerin kimesi E(D,,) olmak tizere
‘E(Dn-l)‘ = n(n- 1)

dir.

ispat: al E(D,,) aam. Yi X, icin ima=Y ise |[Y|=n-1 ve a bir
idempotent oldugundan a |, =1, dir. O halde | X, - Y| =1 dir. Dolayisiyla, sadece bir

xI X,-Y icin xal Y olacak sekilde tammlamak mimkindr. [Y|=n- 1 elemar
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oldugundan xa y1 (n-1) farkl sekilde taumlayabiliriz. Aynica, X, in n-1
elemanli n tane altkimesi oldugundan
E(D, J)|=n(n-1)
olur. [
al D, olsun. Ayrica,
a=ag,..a,

olacak sekilde a,,a,,....,a, 1 D,_, mevcut olsun.

lima|=|ima,|=|ima,|=..=|ima,|=n-1
ve

im(a)=im(aa,.a,)l im(a,)
oldugundan im(a ) =im(a,) olmak zorundadhr. Ayrica,
Ker(a,)l Ker(aa,..a,)=Ker(a)

ve Ker (a,) ve Ker (a) nindenklik simiflarimin sayist (n- 1) olup

Ker (a,)=Ker(a)
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olur.

Dikkat edilecek olursa D, , deki Lsnflannmn sayiss n, R

siniflarinin say1si 822: n(n2- Y ir.

2

Sonuc 4.1.7: Bir Al D, icin D, I (A) ise A mineleman sayisi

"t max\in,n(nz_ 1)?;: n(n2- 1)’ (n? 3)

olur. ]
ispat: ai D, , olsun. D, ;i (A) oldugundan
a=aga,.a,

olacak sekilde a,,a,,...,a, I Al D, , vardir. Ozel olarak
a=g o it
81(/)

secilir ise Ker(a)=Ker(a,) oldugundan a,l R, dir. O hade a,l R ; ve
a,I A olup A kimesi her bir R sifindan bir eleman icermelidir. im(a ) =im(a,,)

olupa,l Ly, i, , dir.Ohadea,l L

{1,2,.i-Li+1,..n} ve amT A olup A kimesi

her bir L simfindan bir eleman icermelidir. Dolayisiyla, A herbir L simifindan ve
herbir R simifindan en az bir eleman igcermek zorundachr. ]
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4.2. ST Yarigrubunun Rank Ozdllikleri

JM. Howie, (1978) deki calismasiyla singller donidsumler yarigrubunun

n(n-1
idempotent rankinin % ve (1987) de de Gomes ile birlikte yaptigi calismada

singuler donusimler yarigrubunun rankinin idempotent rankina esit oldugunu

gostermistir. Bu bdlimde yukarida bahsedilen calismalar derlemecektir.

Teorem4.2.1: a,bl T,
def (ab)? defa,defb
dur.

ispat:  im(ab)i im(b) olup  def(ab)3 def (b)  oldugu  agiktur.

Ker(a)l Ker(ab) olup
im(ab)|£]im(a)|P def (ab)* def (a)
oldugu agiktir. O halde
def (ab)? defa,def b
dir. m

Onerme 4.22: al T, ve def (a)=1 olsun. Eger a =aa,..a,, olacak sekilde

defecti 1 olan a, donustmleri mevcut ise
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Ker(a)=Ker(a,) ve Def (a) = Def (a,,)
dir.
ispat: (i, )1 Ker(a,)iseia, = ja, olup

(ia,)aa,..a, =(ja,)a,as.a,

ia=jab (i,j)T Kera

Ker(a,)l Ker(a)
olur. Ayrica def (a,) = def (a) =1 oldugundan Ker (a,)=Ker(a) olur.
Xa=X,(ag,.an,,)a,l Xa,

olup im@)Il im@,k) dir. Dolayisyla, Def (a,,)i Def(a)  olur.

def (a,,) =def (a) =1 olup Def (a,,) = Def (a) olur. n

Tanim 4.2.3: a, ,a,,..a, idempotent olsun. Eger "i=12,...,micinaa, ' a, ve

i+l

aa,ta, issaa,.a,, ifadesineindirgenemez carp:mdenir.
al E(ST,) ve def (a)=1 olsun. O zaman,

I L
&2 -1 i+l . ong :

seklindedir. Bu ylzden bir a :§ 2 seklinde yazabiliriz.
la
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azgg e Def(a)={i}) ve Ker(a)={(i,i).(i.i)} E{(k.K):ki X}
denklik bagintisint [i j] ile gosterelim.

Not: a :aé_gveb :a?‘jgise Ker (a)=Ker(b)=[i j]olur.
& o & o

Onerme4.2.4: al ST, ve defa =1 olsun. Eger a defecti 1 olan idempotentlerin

Ok, 6 ak 0O
azg g o.g 2 (m?2)
eheel.g elng

seklinde bir indirgenemez carpimi ise
i Ker(a)=[i jj]
ii. Def(a)=[i,]
iii. Herr=2,...micini,_,=j.,j,,*1

dir.

Ispat: (i) ve (ii) siklar1 yukaridaki énermeden dolay: dogrudur. Simdi (iii) sikkinn
dogrulugunu gdsterelim.

r=2,3,..,migin

- 1032{
ejr—lﬂejr

- O

Q

eleadam. i i, j, 4 ], 1¢in 3 durum vardir. Bunlar

1) Durum:DOordinin de birbirinden farkli olmasi

2) Durum:Sadeceikisinin esit olmasi ki bunlar
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I Ir—l :|r
I Ir-l = Jr
ii Joq =i
IV jr-l = Jr

3) Durum:Iiki ciftin birbirine esit olmasi
oo, =i ove . =]
. i_,=], ve ] ;=i

.
dhr.

| .Durum:Dordinun de birbirinden farkl: olsun. Def (b) {rl, }olup bu da
def (a) =1 olmast ile gelisir.

[I.Durum: Sadece i, ,,i., j,.,, J, den ikis esit olsun

i. ger ! ggaer 10 aa; ! _olup bu durum indirgenemezlik ile celisir.
&ir10él g élrio

i gef ! gaa; © s Def (b)={i,} olupistenilen durum bulunur.
&lr108 10

i, b= B0 E 04 et () =(i, i} olupbu def (a) =1 olmas
&ir10él o &I o

ile celisir.

v. b=219% O net (b)={i i} olup def (a) =1 olmas le elisir

eliigel: 1!5

[11.Durum: iki cift birbirine esit olsun.

i. ger 1 03, 0 aa; ! _olup bu carpim indirgenemezlik kosulu ile celisir.

el 1£Jr 1 0 eJr 10

o, 0, 10_ . 1_olup bu daindirgenemezlik kosulu ile ¢elisir.

i b=¢ i .
elrme'rlz e g
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O hade b :§'1 gaer 2 istenilen durum olarak bulunur. Yani her
eliigéiag

r=2,.migni _,=j.,j,*i dir. n

al ST, ve def (a)=1 olsun. O zaman, a defect i 1 olan idempotentlerin

carpim olarak
a=aa,.a,
seklinde yazilabilir. Bu carpim indirgenemez olmayabilir. Bir baska deyisle,
aa,,=a, veyaaa, =a,,

seklinde bir durum olabilir. Bu durumda aa,,, =a, (veyaa,) ise yukaridaki
capimda a,a,,, yerine a; (veyaa,,,) yazilabilir. Carpim halaindirgenemez degil ise
bu isleme a =aa,..a,, seklinde indirgenemez carpim olana kadar devam edilir.

Boyleceal ST, ve def (a)=1ise

vei i, (r=12.m-1),i *i,, (r=1,2.m-2) vei, ! i, seklinde yazilabilir.
Yani yukaridaki carpim icin yazilan sartlar sadece yan yana gelenlerin farkh

indirgenemezligini garanti eden sartlardir.

Onerme4.25. m3 3 vetim i,i,,...,i T X_ ler farkli elemanlar olsun.
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: Py > Py > Py Py > ..‘m_l - s
Capy Oab, 0o, O ok, Oab, U _aB, 0
T R T TS
e ge3g emi12emd] e g
olur.

ispat: b_galoaaagoa@o %, oa_az_olsun O zaman,

I_(*:I (*:I QI |
eoe1 0639 €m10€'m@

b ay I, I3 i, Im1 1m0
¢ i -
elm Im 13 Im1 Imﬂ
olup
bm—l _aBl i2 |3 I4 Im 1 Imd_ai326
=¢ . +=¢ +
gh L I3 1y 1 mg éhg
air. ]

| defect i 1 olan idempotentlerden olusan bir kiime olsun. Kdse kiimesi X,
TN : X o . .
olan ve kenar (ok) listesi " ¢~ =1 | icin (j,i) oklarindan olusan grafigi G(1) ile
la

gosterelim. Tum oklarin kiimesini A(G(I )) ile gosterelim.

1880630 aéZo ad ol
Ornegin; | = i T,icin G(1) grafigi asagidaki gibidir.
(25553 )

Sekil 4.1 Bir I [ T,, alt kimesinin G(1) grafigi
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Omegin | |aéoaéoa§oaéloaéoaéoaéoaéoaéoéml1_ icin
=i
1625835645 &5 5 83(&%52182@84%

G(1) asagidaki gibi (tam ve siki baglantil) b|r diagramdir.

5 4
Sekil 4.2. Bir | [ Ty, alt kimesinin G(1) grafigi

Tamm 4.2.6: | defecti 1 olan idempotentlerin bir kimesi ve G(I) dal nin
diyagrami olsun. Eger "it jT X igin (i,)gl),(xl,xz),...,(xn, j)T A(G(1)) olacak
sekilde X ,%_,...x 1 X, varise G(I) yask: baglant:l: diyagram denir. Ayrica, her
it jT X, icin (i,j)T G(1) veya (j,i)T G(1) ise G(I) diagramina tam diyagram

denir.

Teorem 4.27: || E(ST,) defect i 1 olan idempotentiern kiimesi olsun. |

kimesinin, ST, in bir doguray kiimesi olmast icin gerek ve yeter kosul G(1) nin tam

ve sik1 baglantili olmasidir.

ispat: (P ) ST,=(I) vei,jl X,icini? j olsun. a“_LI | ise sonug asikardir.
lg

8J_I | ise

o 0_ 60 03,0 3, 0,
Sip &% mX 8% g &Xnig
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olacakseklldege(loge(soae(“_,. & G _I | vardir.

exzﬂexlﬂexsﬂ exmlra

Def gg] ——— Def Xm OO
ee 1ﬂﬂ
oldugundan x_ =i ve Kerggz gﬁ:g oldugundan [i j]=[x x,] olur.
2% 0_ag 0 ®,0_a§0
[ oldugundan olu _I | oldugundan - olur.
1) otnien €557 o E21 1 ol =02

Boylece, aB_ veya &9 G(1) mn bir elemamdir. Dolayisiyla, G(1) tamdhr.

go g‘?l G(1) isei den j yevej deniye G(I) bir patika vardrr. G(1) tam

oIdugundang % | olsun. Bu durumda (*) denkleminden ¢ 0_HG (1) olup

A G
lo eXz;zJ 8'
i den j yebir patikave

(3% (%X ) o (1) T G(1)

oldugundan j deni ye bir patikavarchr. G(1) siki baglantilichr.

(U) G(1) tam ve siki baglantili olsun. i, jT X, ve it j olsun. G(I) tam

oldugundan __I I veyag _I | dir. Her ikisi de | da ise sorun yok. Birini | da
lo |
S 5 - - o X
digerinin | da olmadigini kabul edelim. G o 8 _I | olsun. O zaman G(1)
I g lo

siki baglantili oldugundan
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(1%)2 (%% ) soes (X 1) T G(1)

I s i
mevceuttur. Bir baska deyisle, geﬁgge(z 9 &

: ST | olur. aagl | oldugundan
el géXg 8'

.’8Xm-lﬂ a

p =B 000 @l § (1)
§ i Xy g

olur. Bir 6nceki 6nermeden,
a 0.
b™= i +| I
81 [} < >

olur. Boylece, E(K"(n,n-1))i (1) olup defect i 1 olan tim idempotentlerin ST,
doguray: oldugundan (1) = ST, olur. n
Tanim 4.2.8: S bir yarigrup olsun. Bu yarigrubun idempotent ranki
idrank (S) =min{|A: Al E(S)ve(A)=S5}
olarak tammlanir. Tammlara dikkat edilecek olursa
idrank (S) 3 rank(S)
dir.

n(n- 1)

Sonug 4.2.9: idrank (ST, ) = >

=rank(ST,) dur. n
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Ispat: Bir A kiimesinin ST, yarigrubunu dogurdugunu gostermek icin A kiimesinin

*

K klimesini dogurdugunu géstermek yeterli olacaktir. Bu ylzden A kimes D, ,

n,n-1
simifindaki her L ve R sinifindan bir eleman icermek zorunda olup daha 6nce
gosterildigi Uzere

; N(n-1)
e 2

dir. Herhangi bir doguray kiimesi en az elelmana sahip olmalidir. Boylece

n(n- 1)
2

n(n- 1)
2

idrank (ST,) 2 rank(ST,)?3

dir.
Idempotentlerden olusan bir | kimesine karsilik gelen G(1) grafigini
dustnelim. Bu grafigin siki baglantili olmasini garantilemek icin tim koseleri iceren

n(n- 1)

bir grafik almaliyiz. Herhangi bir tam diyagram en az — ok icereceginden
1= n(n- 1)
2

olacak sekilde idempotentlerden olusan bir | kiimesi bulunabiliyorsa

n(n- 1)
2

idrank (ST,) =rank (ST, ) =

olur.
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G(1) grafigini tam siki baglantil olacak sekilde idempotentlerden olusan bir

u ..
u+1 olmak Uzere

| kiimesini ngﬂ
2|

lad 6 a0 an-16a0U
182583578 n 815
.:.aé.c;aé.c_j el ¢ |
18357845 En- 15

|

|

|:'i'88293829...8829 ::"
:::g4é'85b’ &ng ?/
:8580 a8 6 a3 o :

:I: 84B’g56’---’gn5’---’ :I:
fam-16 em-16 amo |
fime158 0 2ina}

olsun. G(1) tam ve siki baglantil oldugundan ST, = (1) olur.

I|=n+(n- 3)+gn- 3)+(n- 4)+..+2+1y
~on. 3+(n- 3)(n- 2)
2

_4n- 6+n?- 5n+6
2
_n’- n_n(n-l)

2 2

nin-1
dir. O halde |I|:% olacak sekilde idempotentlerden olusan bir | kiimesi

yukaridaki gibi mevcut olup
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n(n- 1)
2

idrank (ST,) =rank (ST, ) =

olur. ]
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