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1. GIRIS

Denizcilikteki ana problemlerden birisi seyir halindeki bir geminin yerini belirlemektir.
Bunun i¢in ¢esitli yontemler kullanilir. Kullanilan yontemlerden bir tanesi sabit iki
istasyondan gonderilen sinyallerin gemiye ulasma zamanlari arasindaki fark yardimiyla

geminin yerini tespit etmektir. Bu yontem akla diizlemdeki Elips tanimin1 getirmektedir.

Bildigimiz gibi Elipsin tanimlarindan bir tanesi agsagidaki gibidir.

“F; ve F, dlizlemde iki nokta olsun, bu iki noktaya uzakliklar1 toplam1 sabit olan

noktalarin geometrik yerine Elips. F; ve F, noktalarina da Elipsin odaklar1 denir.”

Bu tanimi kiire yiizeyine uyguladigimizda karsimiza Kiiresel Elips kavrami
cikmaktadir. Bu problemi incelemeye basladiktan sonra fark ettik ki Kiiresel Elips i¢in
cok parametreli denklemler ve cesitli kuadratik denklemler bulunmasina ragmen
denklemler ¢ok degiskenli oldugundan kullanigh degil. Daha basit bir denklem bulmak
icin caligsmalara basladik. Zaman i¢inde bunun i¢in birgok bilim adaminin ugrastigini
ama heniiz gercekten bizim istedigimiz dl¢lide kullanigh bir denklem bulunamadiginm

gordiik.

Prof. Dr. H. Hilmi Hacisalihoglu’nun problem i¢in yeni bir ¢ati olusturmak gerektigini
ve bu catida 3. bilesenin vektorel carpimla bulunmasinin daha faydali olacagi
konusunda yaptig1 uyariyla calismalarimiz yeni bir yon kazandi ve c¢alismada
goreceginiz tek parametreli denklemleri elde ettik. Bu da aklimiza kiiresel konikler

konusunda bagka neler yapilabilecegi sorusunu getirdi.

Bu tezdeki grafikler MATLAB ve GEOGEBRA programlari kullanilarak ¢izilmistir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Konikler (Koni kesitleri)

Konikler en 6nemli geometrik nesnelerdendir. Analitik geometrinin ortaya cikisiyla
Ozellikle koni kesitlerinin incelenmesi ¢ok kolaylasmistir. Bir koni kesiti denildiginde

su nesneler anlasilir: Elips, parabol ve hiperbol.
Elipsin 6zel bir hali olan ¢ember de bazi kaynaklar da ayri1 bir konik tiirii olarak alinir.

Konik kesitlerin isimlerine gelecek olursak; matematik tarihine baktigimizda,
kavramlarin, kullanilan terimlerden ¢ok daha 6nemli olmasi1 gerekir ancak Apollonius
ile beraber gelen bu konik kesitlerin isim degisikliginin bizim i¢in normalden fazla
onemi var. Apollonius’un Konika kitabindan o6nce, 100-150 yil kadar egrileri
birbirinden ayiran siradan bir isimlendirme diginda bir isimlendirme s6z konusu degildi
bulunan egriler icin. Dar acili konik kesiti i¢in oxytome, dik acili konik kesiti i¢in

orthonome ve genis ag¢ili konik kesiti i¢in de amblytome kullanilmaktaydi.

Archimedes de bu isimlerle ¢aligmisti, ancak; calismalarinda dik ag¢ili konik kesiti igin
parabol adin1 da kullandigini biliyoruz. Elips ve hiperbol isimleri Apollonius sayesinde

kullanilmaya baglanmistir.

Elips: azlik, yetersizlik; hiperbol: uzaga koymak; parabol: yaninda durmak anlamina
geliyordu. Konik kesitleri calisirken benzettiklerinden yola ¢ikan Apollonius simdi
kullandigimiz, bu isimleri kullanmaya bagladi, (Sekil 2.1- Sekil 2.3).

Sekil 2.1 Elips



Sekil 2.2 Hiperbol

Sekil 2.3 Parabol

Daha sonraki yillarda konikler igin bircok yeni tanim bulunmustur. Ornegin;

Tanim 2.1.1

Diizlemde sabit bir A noktas1 ve d dogrusu alindiginda, A noktasina uzakliginin d
dogrusuna uzakligina orani sabit bir e € R sayisina esit olan noktalarin kiimesine konik

denir.
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Sekil 2.4 Konik tanimi
IFPIl_
IPH]|

olmak tizere,
e <1 ise, konik elips
e =1 ise, konik parabol
e > 1 ise, konik hiperbol

dir.

Elips ve Hiperbol i¢in asagidaki tanimlar da kullanilabilir.

Tanim 2.1.2

Diizlemde F; ve F, noktalarina uzakliklari toplami 2a € R sayisma esit olan

noktalarin geometrik yerine elips denir. F; ve F, noktalar elipsin odaklaridir.



Tanim 2.1.3

Diizlemde F; ve F, noktalarina uzakliklari farkinin mutlak degeri 2a € R* U {0}
sayisina esit olan noktalarin geometrik yerine hiperbol denir. F; ve F, noktalarn

hiperboliin odaklaridir.

Tanim 2.2.1 de ki parabol tanimini tek olarak yazarsak,

Tanim 2.1.4

Diizlemde bir F noktasina ve bir d dogrusuna ayni uzaklikta olan noktalarin geometrik

yerine parabol denir. F noktas1 paraboliin odagidir.

Biz bu ¢aligmada yukaridaki ii¢ tanimi kullanacagiz.

2.2 Kiiresel Konikler

Diizlemde yapilan bu tanimlar1 birim kiire lizerine tasirsak karsimiza kiiresel konikler

cikar.

S2 ¢ R3 birim kiiresi iizerinde P ve Q noktalarin1 alalm. 8 = m(P0OQ) ve d(P, Q) ile P

ve Q noktalar arasindaki geodezik uzunlugu gosterelim.

Sekil 2.5 Geodezik uzunluk



Kosiniis teoreminden
IP—Q|> =12+ 12— 2.1.1cos®

2cos0 =2—|P—QJ?

cosf=1- w
d(P,Q) = 6 = Arccos (1 — w> (2.1)
P ve Q noktalarina karsilik gelen P ve 6 vektorleri i¢in
P-Q = ||P||||Q|| cos 6 = cos 6
oldugundan (2.1) denklemini
d(P,Q) = 6 = Arccos(P - Q) (2.2)

biciminde yazabiliriz.

Tanim 2.2.1

Birim kiire iizerinde F; ve F, noktalarina geodezik uzakliklari toplami1 2a € R*sayisina
esit olan noktalarin geometrik yerine kiiresel elips denir. F; ve F, noktalar1 elipsin

odaklaridir.

Tanim 2.2.2

Birim kiire {izerinde alinan F noktasina ve S biiyiik ¢emberine geodezik uzakliklar esit

olan noktalarin geometrik yerine kiiresel parabol denir. F noktas1 paraboliin odagidir.



Tanim 2.2.3

Birim kiire iizerinde F; ve F, noktalarina geodezik uzakliklar1 farkinin mutlak degeri
2a € R* U {0} sayisina esit olan noktalarin geometrik yerine kiiresel hiperbol denir. F;

ve F, noktalar1 hiperboliin odaklaridir.
Simdi kiiresel elips i¢in 6nemli bir noktay1 agiklayalim:
F, ve F,, S? iizerinde iki nokta ve olsun. 2a > 2c o.i.
d(F,F,) =2c<m,ceR*
olacak sekilde
S ={X|d(X,F,) + d(X,F,) = 2a,a € R*,X € S?}
noktalarinin kiimesini alalim. Bu kiime kiiresel elips belirtir.

Diizlemde elipsin parametreleri arasinda yalnizca 2a > 2c¢  kisitlamasi oldugunu
biliyoruz. S? iizerinde iki nokta arasindaki en kisa uzaklik T den daha biiyiik

olamayacagi i¢in
2c<m
olur. Dolayisiyla kiiresel elips i¢in en kisa uzakliklar1 alirsak,
2n—2c > 2a>2c

kisitlamas1 vardir. 2a = © aldigimizda karsimiza biiylik ¢ember ¢ikar. Bunun ispatini

daha sonraki boliimlerde yapacagiz.
S? {izerinde
dX,F) = 1 —dX, —F)

esitligi vardir. Dolayisiyla 2a > m aldigimizda olusan elipsler, odak noktalar1 —F;, —F,

ve 21 — 2a < w aldigimizda ortaya ¢ikan kiiresel elipslerdir. Clinkii

n<2a= d(X, Fl) + d(X, Fz)



=T — d(X, _Fl) + m— d(X, _Fz)

= 21 — (d(X, —Fy) + d(X, —F,))

d(X,—F,) + d(X,—F,) = 2n — 2a

elde ederiz. Bu —F;, —F, odaklarina sahip, —F; ve —F, noktalarina uzakliklar1 toplami

21 — 2a olan kiiresel elipstir.
Benzer sekilde X € S? olmak iizere,

{(X| d(X,F,) + d(X,F,) = 2a,a € R*,X € $?}
= {X| d(X,F,) — d(X,—F,) = 2a—m,a € R*,X € S}

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla kiiresel elips ve kiiresel hiperbol arasinda bir ayrim

yapmaya gerek yoktur.



3. KURESEL KONiK DENKLEMLERI

Bu boliimde literatiir de kullanilan kiiresel konik denklemlerini agiklayacagiz. Kiiresel

koniklerle ilgili kaynaklarda kiiresel elips ve kiiresel hiperbol incelenmistir. Kiiresel

parabolii 5. boliimde inceleyecegiz.

Tanim 3.1.1

Birim kiire iizerinde F; ve F, noktalarina geodezik uzakliklar1 toplami (farkinin mutlak

degeri) 2a € R* sayisina esit olan noktalarin geometrik yerine kiiresel elips (hiperbol)

denir. F; ve F, noktalar1 elipsin (hiperboliin) odaklaridir.

Sekil 2.5’deki geodezik uzunlugu kullanirsak, bu durumda kiiresel elips denklemi

X € S? olmak iizere,
d(X,F;) +d(X,F,) = 2a
kiiresel hiperbol denklemi
|d(X,F,) —d(X,F,)| = 2a

olur. iki denklemi birlestirirsek

X —F,|? X—F,|?
Arccos <1 — %) + Arccos (1 — %)

—

XX=F, -F, =F,-F, =1 oldugu i¢in (2.2) den
|Arccos(§ . F_I) + Arccos(i . F_2>)| = 2a
yazabiliriz. Kiiresel hiperbol i¢in asagidaki iki denklemi buluruz.
Arccos(i . F_{) + Arccos()_() . —F_z)) =2a+m

Arccos(i . —F_l)) + Arccos(i . F_z)) =2a+m

= 2a

(3.1)

(3.2)

(3.3)



Bu durumda, (3.2) ve (3.3) sirasiyla odak noktalar1 {F;, —F, } ve {—F;, F, } uzakliklar

toplam1 2a + m olan kiiresel elipslerdir. (3.2) denkleminde X yerine - X alirsak (3.3)

denklemini elde ederiz. Yani (3.2) ve (3.3) birbirlerinin antipodal goriintiileridir.
|Arccos(i . FT) + Arccos(i . F?)| = 2a
cos(Arccos(i . F_l)) + Arccos(i . F_z))) = cos 2a

cos(a £+ B) = cosacos P + sinasinf oldugundan

R-F)E-F) FJ1- (-7 1- (% F)° = cos2a

bulunur. Devam edersek

[P F7) = cos2af* = 1 (27D .- (X-F?)Z]Z
(X-F) (X-F;) - 2cos2a (X F)(X- F;) + cos? 2a
=1-(®F) - R-F) + (@ F) @ F)
oldugundan kiiresel elips ve hiperbol icin
X-F) + (X F) —2cos2a(X-F})(X-F,) +cos?2a—1=0  (3.4)
genel denklemini buluruz.

cos2a=C

biciminde yazalim, R3 de her vektore bir nokta karsilik geldiginden (3.4) denklemini
diizenlersek (3.4)

(X-F)?+ (X-F)? —2C(X-F)X-F)+C*=1=0 (3.5)

haline gelir

10



Sekil 3.1 Kiiresel elips (Jianfei 2004)

Sekil 3.2 Kiiresel elips (Jianfei 2004)

Sekil 3.3 Kiiresel hiperbol (Jianfei 2004)

11
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Sekil 3.4 Kiiresel hiperbol (Jianfei 2004)

Kiiresel konikler genel olarak diizlemsel egriler degillerdir. Eger diizlemsel ise

cemberdir. Kiiresel koniklerin ne zaman ¢ember olduguyla ilgili bir teorem verelim.

Teorem 3.1.1 (Jianfei 2004)

X(s):1 » S? tamimli, odaklar1 F; ve F, olan, (3.5) denklemini saglayan birim hizli bir
kiiresel konik olsun. Bu durumda (3.5) denklemi ¢ember belirtir & F; = +F, veya
C=#1.

Ispat: " <

(3.5)

F; = x£F, oldugunda X in ¢cember belirttigi aciktir. F; # F, ve C =1 ise

(X- F1)2 + X- F2)2 —2(X-F)X-F) =0
bi¢cimine gelir. Bu denklemi diizenlersek
((X-F) = (X-F)) =0
(X-F)—(X:-F)=0=>X(F; —F;) =0
esitligini buluruz. Goriildigi gibi X, F; — F, ye dik olan biiylik cemberdir.
F; # —F,veC=—1ise

X-F)?+ X-F)?+2X-F)X-F,) =0
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(X-F)+(X-Fy) =0
X:-F)+X:-F))=0=>X(F;,+F,) =0

esitligini buluruz. Goriildigi gibi X, F; + F, ye dik olan biiyiik ¢emberdir.
"= " T,N,B Frenet catis1 olsun. X ¢ember ise egriligi sabittir. (3.5) in tiirevini alirsak.
2(X - F)(Fy - T) + 2(X - F)(F, - T) — 2C((Fy - TY(X - Fy) + (X Fy) (F, - T))=0 (3.6)
Asagidaki durumlari incelememiz gerekir.
Durum 1: Vs € Ligin ((F; - T)(X - F,) + (X F)(F; - T))(s) # 0 alirsak,

([X-F)? = X+ F)?H{(Fy - T?[1 — (X F2)?] = (F - T)?[1 — (X F)?IN(s) = 0
oldugundan asagidaki alt durumlar1 incelemeliyiz.

Alt durum 1.1: Vs € [ i¢in
((Fy - D?[1 = (X F2)?] = (Fy - T)?[1 — (X F)?D(s) =0

Bu alt durumun ispati1 teoremin sonunda verilecektir.

Alt durum 1.2:3s; €1 igin ((X -F)—X- Fz))(so) = 0. Dolayisiyla C=1

olmalidir.
Alt durum 1.3: 3s;, € [ igin ((X -F)+X- FZ))(SO) = 0. Dolayistyla C = —1 olur.
Durum 2: 3s, € [ igin ((F1 -T)(X-Fy) + (X Fy)(F, 'T))(so) = 0 olarak alirsak.

Yani

{((F1 ‘T)X-F) + X-F)(F; - T))(So) =0 3.7)

(X-FDF T+ X Fy)(F, - T))(s0) = 0
oldugundan asagidaki alt durumlar1 incelemeliyiz.

Alt durum 2.1: Eger (X - F;)(sy) # 0 ise
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(F; - T)((X-Fp) = (X-F))((X-Fy) + (X~ Fz))> B
( ) (50) = 0 (38)
(3.7) ve (3.8) den asagidaki alt durumlari elde ederiz.

Alt durum 2.1.1: (X F;)(sy) = 0 olmasi durumunda (3.7) den (F, - T)(sy) =0
olur. (X - F;)(sg) # 0 oldugundan

((Fy - D?[1 = (X F2)?] = (F, - T)?[1 — (X F1)?D(so) = 0

Alt durum 2.1.2: ((X -F) —X- FZ))(SO) =0 ise (3.7) den (F;-T)(sp) =
—(F5 - T)(sp) olur. (X - F;)(sg) # 0 oldugundan

((Fy - T)?[1 - (X- Fz)z] — (Fy- T)?[1 - (X- F1)2D(50) =0

Alt durum 2.1.3: ((X-Fy)+ (X-F,))(so) =0 ise (3.7) den (Fy-T)(so) =
(F, - T)(sg) olur. (X - F;)(sg) # 0 oldugundan

((F1 - T2[1 = (X F2)?] = (F2 - T)?[1 — (X F1)?])(s0) = 0
Alt durum 2.2: (X - F;)(sy) = 0 ise
((Fy - TYX - F2))(s0) = 0 ve (X F2)(F, - T))(s0) = 0
olmalidir. (3.7) ve (3.8) den asagidaki alt durumlari elde ederiz.

Alt durum 2.2.1: (X-F;)(sg) #0 ise (F;-T)(sg) =0 ve (F,-T)(sy) =0

oldugundan
((Fy - T)?*[1-(X- Fz)z] — (F; - T)?[1-(X- F1)2D(50) =0

Alt durum 2.2.2: (X:F,)(sg) =0 ise (3.5) ve (X:F;)(sp) =0 oldugundan
C=+1 dir.

Durum 2 incelenirse

((F;-T)Y(X-F) + (X-FD(F2 - T)(s0) =0
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biciminde alindiginda
((F1 - T?[1 = (X-F2)?] = (F; - T)?*[1 — (X F1)?D(so) = 0 veya C = +1
olmak zorundadir.

Dolayisiyla yalnizca alt durum 1.1 ispatlanirsa, ispat bitmis olur. Bunun i¢in X in
periyodu 21 olan bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Xbir ¢ember denklemi

oldugundan
T (s + g) =N(s), N (s + g) = —T(s)

T(s+ m) = —T(s), N(s + m) = —N(s)

T (s + 3;) = —N(s), N (s + 3;) = T(s)

esitlikleri vardir.

X, S? iizerinde bir ¢ember oldugundan R,X g¢emberinin yarigapt ve H= —X-B-R

alirsak, X = —RN — HB esitligini yazabiliriz.

((Fy - D?[1 = (X F2)?] = (F, - T)?[1 — (X F1)*D(so) = 0

(Fy - T)2(1 — [R%(F, - N)? 4+ 2RH((F, - N))(F, - B) + H2(F, - B)?])
= (F,-T)?(1 — [R%(F, - N)? + 2RH((F; - N))(F; - B) + H(F, - B)?]) (3.9)
(3.9) da s yerine s + g yazarsak,
(F; - N)2(1 — [R?(F, - T)? — 2RH((F, - T))(F, - B) + H2(F, - B)?])
= (F,-N)2(1 — [R%(F, - T)? = 2RH((F, - T))(F, - B) + H2(F, - B)?]) (3.10)

(3.9) da s yerine s + Tt yazarsak,
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(F1 - T)?(1 — [R%(F, - N)2 — 2RH((F, - N))(F; - B) + H2(F, - B)?])
= (F,-T)?(1 — [R%(F, - N)2 — 2RH((F; - N))(F; - B) + H%(F, - B)?]) (3.11)
(3.9) das yerine s + " yazarsak,
(F; - N)2(1 — [R?(F, - T)? 4+ 2RH((F, - T))(F, - B) + H2(F, - B)?])
= (F,-N)2(1 — [R%(F, - T)? 4+ 2RH((F, - T))(F; - B) + H2(F, - B)?]) (3.12)
(3.9 — (3.11) =
(F; - T)2(F, - N)(F, - B) = (F, - T)2(F; - N)(F; - B) (3.13)
(3.10) — (3.12) =
(Fy - N)2(F, - T)(F, - B) = (F, - N)2(F, - T)(F; - B) (3.14)
(3.9 + (3.11) =
(F; - T)?2(1 — [R?(F, - N)? + H%(F, - B)?])
= (F, - T)2(1 — [R3(F, - N)? + H2(F, - B)?])
(3.15)
(3.10) + (3.12) >
(F; - N)2(1 — [R3(F, - T)? + H3(F, - B)?])
= (F, - N)2(1 — [R®(F; - T)? + H2(F, - B)?])
(3.16)
(3.15) + (3.16) =
(F1 - T)? + (Fy - N)2 — H2[(F; - T)? + (F; - N)2](F, - B)?

= (Fz : T)z + (Fz : N)Z - Hz[(Fz : T)Z + (Fz ' N)Z](F1 ' B)z
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(F; -T2+ (F,-N)?+ (F,-B)? =1 ve (F,-T)?2+ (F,-N)2+ (F,-B)? =1

oldugundan
1—(F, - B)? — H?[1 — (F, - B)’](F; - B)?

=1- (Fz : B)Z - H2[1 - (Fz : B)z](Fl ' B)Z

_(Fl : B)Z - HZ(FZ : B)Z = _(Fz : B)z - HZ(F1 : B)Z
(1 —-H»[(F,-B)? — (F;-B)?] =0
Dolayisiyla agagidaki alt durumlari elde ederiz.

Alt durum 1.1.1: H2=1=>R?=0=>X=+B. Bu yalmzca F, =F, ve
d(X,F;) = 0 veya T olur.

Alt durum 1.1.2: 1 —H2 =0ve (F; -B)? — (F,-B)? =0

Alt durum 1.1.2.1: F; -B=F, - B = 0. F; ve F,, Bye dik Xe paralel bir biiylik
cember iizerindedir. Bu durumda yalniz iki nokta kosulu saglar. X kiiresel hiperbol

olamaz. Ayrica X tizerinde
d(X,F;) +d(X,F,) # d(X,Fy) + d(X,F,)
olacak sekilde X; ve X, noktalar1 bulabilecegimizden X kiiresel elips olamaz.

Alt durum 1.1.2.2: F, -B=F, - B # 0. Vs €  i¢in

(3.13) =
(F, - T)2(F, - N) = (F, - T)2(F; - N) (3.17)
(3.14) =
(Fy - N)2(F, - T) = (F, - N)2(F, - T) (3.18)
olur.
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Alt durum 1.1.2.2.1: Vs € Ligin ((Fy - T)(F; - T)(Fy - N)(F; - N))(s) # 0 ise

(Fz : T)Z(F1 ' N) _ (F1 ’ T)Z(Fz : N)
(F1-N)2(F - T)  (F2-N)2(F,-T)

=
(F1 : T)(F1 *N) — (Fz : T)(Fz ‘N)=0
=
1d
Z(E[(Fl "T)? = (F,-T)?] =0
=

(Fl'T)Z_(Fz'T)ZZm, meR
s yerine s + g yazarsak,

(F1-N)? = (F,-N)* =m

N
(F1 - T)2 + (F, - N)2 = [(F, - T)2 + (F, - N)?] = 2m
N
1—(F,-B)?>—[1— (F,-B)?] = 2m
N
m=0
N

(Fy - T)Z = (F; - T)z ve (Fy- N)z = (F; - N)z

(317) ve (318) den F,-T=F,-T ve F;-N=F,-N oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla F; = F,, dir.
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Alt durum 1.1.2.2.2: 3s, € Ii¢in (F; - T)(sy) = 0 ise (3.17) veya (3.18) den

[(F, - T)(F; - N)](sg) = 0 dir. Asagidaki alt durumlari elde ederiz.

Alt durum 1.1.2.2.2.1: (F; - N)(so) = 0 ise
F, = +B
ve
(3.15) = [(F; - T)?(1 — H*)](so) = 0
(3.16) = [(Fz - N)*(1 — H?)](so) = 0
Dolayisiyla

1—H?# 0= (F, - T)(sp) = (F2 - N)(s0)
olur. Yani F, = +B dir. Buradan F; = F, bulunur.
Alt durum 1.1.2.2.2.2: (F, - T)(so) = 0 ise
(3.16) = ((Fy - N)?[1 = H?(F; - B)?D)(so) = ((F2 - N)?[1 — H?(Fy - B)*])(s0)
= [(Fy - N)? = (F, - N)?][1 — H?(F; - B)*](sp) = 0

Bu durumda 1 — H? # 0 oldugundan ((F; - N)? — (F, - N)?)(sy) =0 dir. H2 < 1 ve
(Fl * B)Z S 1 = (1 - HZ)(Fl ¢ B)Z > 0 vE (Fl ¢ N)(So) = i(Fz * N)(So) Olur.

Eger (Fy - N)(so) = (F2 - N)(so) ise (F1 - T)(sp) = 0, (F; - T)(so) =0, (F; - N)(so) =
(F, - N)(sg) ve F; B =F, - Bolacagindan F; = F, bulunur.

Eger (F;-N)(sg) = —(F;-N)(so) ise ((F1 +Fp) - N)(So) =0, (F;-T)(sp) =0,
(F, - T)(sg) = 0veF; - B=F, - B bulunur.

Sekil 3.5 de F; — F,, X cemberine paraleldir ciinkii F; - B =F, - B dir. A ve A, X ile F,
ve F, noktalarindan gegen biiyiik ¢emberin kesisim noktalaridir. D noktasi da X ¢cemberi

tizerinde A ve A noktalarinin orta noktasi olsun.
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((Fy + F2) - N)(so) =0, (F; - T)(sg) = 0, (F, - T)(so) =0

oldugundan F; +F,, X c¢emberine diktir. Dolayisiyla F; + F,,

merkezinden gecer.
(Fy - T)(s9) = 0,(F2 - T)(s0) = 0
olmasindan dolay1
A = (—HB — RN)(sy)
A = (—HB + RN)(s,)
ve
D = (—HB + RT)(sy)
alabiliriz.
Eger X bir kiiresel hiperbol ise,
|d(A,F;) —d(A Fy)| = d(Fy, Fy)
ve
d(D,F;) —d(D,F,) =0
olmalidir. Yani F; = F,dir.

Eger X bir kiiresel elips ise,

X ¢emberinin

d(A,A) = d(AFy)) +d(A Fy) =d(D,F,) +d(D,F,) = 2d(D, F,)

olur. Dolayistyla
(D,F;) = —H(F; - B)
(D,F;) = —H(F; - B)

Ve
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(A-A) = H> —R?
ise

2 cos?[Arccos(—H(F; - B))] — 1 =H? — R?

2H2(F, - B)? — 1 = H? — R?
= H? + R? = 1 oldugundan
H2((F, - B)2 — 1) = 0
olur.
Eger (F, -B)? —1=0ise F; =F, = +B dir.
Eger H = 0 ise, X = —RN ve

((F1 +F2) - N)(sp) = 0

N
((FL +Fy) - X)(sp) =0
N
cos (d(F1, X(s0)) ) + cos (d(F,X(s,)) ) = 0
N
2cos (d(Fl,X(so)) er d(FZ,X(so))> cos (d(Fl,X(so)) ; d(FZ,X(so))> _ 0
Yani

cos (d(Fl,X(so)) er d(FZ,X(so))) _ 0
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d(F1,X(s)) + d(F4,X(sp)) = m

=
C=-1
o (d(Fl,X(so)) ; d(FZ,X(so))> _ 0
=
d(Fy, X(sg)) — d(F4,X(sg)) = 1
=
d(Fy, X(sg)) =m0, d(F5,X(s¢)) =0
=
F; = =X(s0), F; = X(s¢)
=
F, = —F,
bulunur.

Sekil 3.5 Alt durum 1.1.2.2.2.2
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Alt durum 1.1.2.2.3: 3sy €1 ig¢in (F, T)(sy) = 0. Ispat Alt durum
1.1.2.2.2.2 ile aymdir.

Alt durum 1.1.2.2.4: 3s, € ligin (F; - N)(sy) =0
(3.17) veya (3.18) = ((F; - T)(F; - N))(s0) = 0
ise asagidaki alt durumlari elde ederiz.
Alt durum 1.1.2.2.4.1: (F; - T)(sy) = 0 ise F; = +B dir.
(3.15) = ((F, - T)2(1 — H?))(so) = 0
(3.16) = ((F; - N)2(1 — H?))(s¢) = 0
Dolayisiyla
1—-H2#0=> (F,-T)(sy) = (F,-N)(sg) >F,=4+B=F, =F, = 4B
bulunur.
Alt durum 1.1.2.2.4.2: (F, - N)(sy) = 0 ise
(3.9) = (F; - T)2(1 — H%(F, - B)®)(sg) = (F, - T)?(1 — H2(F; - B)?)(s)
= [(F1 - T)? = (F2 - T?][(1 — H?(F, - B)})](sp) = 0
1 — H?(F, - B)? > 0 oldugundan [(F; - T)? — (F, - T)?](sy) = 0 dur.
Eger (F, - T)(sg) = (F, - T)(sy) ise F; = F, dir.
Eger (Fy - T)(so) = —(F2 - T)(so)
(F{ - N)(sg) =0, (F,-N)(sy) =0,F;,-B=F,-B
ve
((Fy+ F3) - T)(sq) = 0
olur. Buradan
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( (F1°T)(So+g)=0

{ (Fz'T)(SO+g)=()
F,-B=F,-B

((Fy + Fz)’N)(SO+g):0

oldugundan ispat alt durum 1.1.2.2.2.2 gibidir.

Alt durum 1.1.2.3: F, -B=—-F,-BamaF, -B# 0

(3.13) =
(F1 - T)2(F, - N) = —(F, - T)2(F; - N) (3.19)
(3.14) =
(F1 -N)2(F, - T) = —(F, - N)2(F, - T) (3.20)
Alt durum 1.1.23.1: Vs€l igin (F; - T)(F, - T)(F; - N)(F, - N)(s) # 0
oldugunda
(F, - T)?(F; - N) _ —(F, - T)2(F,-N)
(F1-N)2(F,-T)  —(F,-N)2(F, - T)
N

(Fy - T)(Fy-N) = (F, - T)(F,-N) =0
Bu durumda alt durum 1.1.2.2.1 ispat1 gegerlidir.
Alt durum 1.1.2.3.2: 3s, € Iigin (F; - T)(sg) = 0 ise
(3.19) veya (3.20) = ((F, - T)(Fy - N))(so) = 0
yazabiliriz. Bu durumda asagidaki alt durumlari elde ederiz.

Alt durum 1.1.2.3.2.1: (F; - N)(sy) = 0. Yani
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ve

(3.15) = ((F, - T)2(1 — H?))(s¢) = 0

(3.16) = ((F, - N)2(1 — H?))(so) = 0
Dolayisiyla

1—-H?=+#0
N
(F2 - T)(so) = (F2 - N)(so) =0
N
F, = +B
olur.
Fy-B=—(F,B)
-
F, =F, = +B

bulunur.

Alt durum 1.1.2.3.2.2: (F, - T)(s,) = O ise
(3.10) = (F1 - N)*(1 — H?(F; - B)*)(sp) = (F2 - N)?(1 — H?(F - B)*)(so)
= [(F1 - N)? — (Fz - N)?][(1 — H?(F; - B)*)](s0) = 0
(F; -B) = —(F, - B) ve 1 — H2(F; - B)2 > 0 oldugundan

[(Fy - N)? — (Fy - N)Z](So) =0
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dir.
Eger (F; - N)(sg) = (F, - N)(sg) ise
(F1-T)(sp) =0, (F,-T)(sg) =0,F; -B=—(F,-B)
ve
(( Fi— Fp)- N)(So) =0
olur.
Eger X kiiresel elips ise,

d(A,Fy) +d(A F,) =d(AFy) +d(AFy)

d(Fy, Fy) = 2 — d(F,, F,)

d(Fl, Fz) =T = Fl = _Fz

Sekil 3.6 Alt durum 1.1.2.3.2.2
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Eger X kiiresel hiperbol ise,

(F; -X) = —H(F; - B) = R(F; - N)
(Fz -X) = —H(Fz B) — R(Fz ‘N) = H(F1 B) — R(Fl -N)

X=—-HB—-RN= {

(3.5) den
[-H(F; - B) — R(F; - N)]? + [H(F; - B) — R(F; - N)]?
—2C[—H(F; - B) = R(F; - N)][H(F; - B) = R(F; - N)]+C>—-1=10
C= cos(d(A, F;) —d(A, Fz)) = /1 — H2 = R olarak alip devam edersek,
2H2(F; -B)?(1+R) —H? + 2R*(R—1)(F; - N)2 =0 (3.21)
(3.21) ifadesinin tiirevini alirsak,
4ARR—-1)(F;-N)(F;-T) =0
esitligini buluruz.
Eger F;, X ¢cemberine dikse, F; = +B olur. Dolayisiyla F; = —F, dir.
Eger F;, X ¢cemberine dik degilse,
((Fy-N)(F;-D)(s) # 0

olacak sekilde bir s € I bulabiliriz. DolayisiylaR =1 = C = 1 dir.

Alt durum 1.1.2.3.3: 3s, € Ii¢in (F, - T)(sy) = 0 ise ispat alt durum 1.1.2.3.2
deki gibidir.
Alt durum 1.1.2.3.4: 3s, € Ii¢in (F; - N)(sy) = O ise

(3.19) veya (3.20) = ((F, - N)(F; - T))(so) = 0

yazabiliriz. Bu durumda asagidaki alt durumlari elde ederiz.
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Alt durum 1.1.2.3.4.1: (F; - T)(s,) = 0. Yani

F,=1B
ve
(3.15) = ((F, - T)2(1 — H?))(so) = 0
(3.16) = ((F, - N)2(1 —H?))(so) = 0
Dolayisiyla
1—H?2#0
=
(F2 - T)(so) = (Fz - N)(sp) = 0
=
F, =+B
olur.
F,-B=—(F,-B)
=
F,=F,=41B
bulunur.

Alt durum 1.1.2.3.4.2: (F, - N)(sy) = 0 ise
(3.10) = (F; - T)*(1 — H3(F; - B)*)(so) = (F, - T)*(1 — H*(F; - B)*)(s0)

= [(Fy - T)? = (Fz - T)?][(1 — H?(F; - B)®)](sp) = 0
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(Fy - T) = —(F, - T) ve 1 — H2(F; - B)2 > 0 oldugundan
[(F1-T)? — (F - T)?](so) = 0
dir.
Eger (F; - T)(so) = —(F, - T)(s,) ise F; = —F, olur.
Eger (F; - T)(so) = (F2 - T)(so) ise
(F1 - N)(so) = (F2 - N)(s9) =0,
[(Fy — F2) - TI(so) = 0 ve (F; - B) = —(F; - B)

olur. Buradan

0

( (Fy - T) (50 + ;)

(F,-T) (50 + )
F,-B = —(F,-B)

((Fy = Fz)'N)(SO+g)=0

0

oldugundan ispat alt durum 1.1.2.3.2.2 gibidir.

Alt durum 1.1.2.3.5: sy €1 igin (F; - N)(sg) = 0 ise ispat alt durum
1.1.2.3.4 deki gibidir.
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4. KURESEL KONIiK DENKLEMLERINE BASKA BiR YAKLASIM
4.1 Kiiresel Konik Denklemlerinin Eliptik Koni Yardimiyla Bulunmasi

Odaklarindan biri F;(sinc, 0, cosc) ve merkezi N(0,0,1) noktas1 olan kiiresel elipsin

asal eksen uzunlugu 2a olsun. Bu durumda kiiresel elipsin kdse noktalarindan iki tanesi

A(sina, 0,cosa) ve B(0,sinb,cosb) olur.(O <b<acx< g , 0<c< a)

Sekil 4.1 Kiiresel elips

ABNF; ticgenini alip Kiiresel Kosiniis denklemi uygularsak,

S

Sekil 4.2 Kiiresel tiggen
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I
cosa = cosbcosc +smbsmccosz

cosa = cosbcosc 4.1)
bulunur. Bunu daha sonra asagidaki ¢ok iyi bilinen teoreminin ispatinda kullanacagiz.

Teorem 4.1.1

Kiiresel elips x? + y2 + z2 = 1 kiiresi ile tepe noktasi orijinde olan

XZ y2

———+—=2—=372 ,z>0 4.2
tan?a tan?b z oz (42)

eliptik konisinin kesisimi ile ifade edilir.

Ispat:

X(x,y,z) noktas1 kiiresel elips iizerinde bir nokta olsun. Sekil 4.1°deki elips i¢in diger

odak noktasi F,(—sinc, 0, cos c) olur.

(X,F1) = xsinc + zcos ¢ = cos(F;0X)

=
sin(m) = \/1 — (xsinc + zcosc)?
ve
(X,F,) = —xsinc + z cos ¢ = cos(F,0X)
=

sin(FZOX) = \/1 — (—xsinc + z cos c¢)?
olarak bulunur.

cos2a = cos(m + m{)
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= cos(m() cos(m) - sin(m) sin(m)

= (xsinc+ zcosc)(—xsinc + zcos c)

—{/1 = (xsinc+zcosc)2,/1 — (—xsinc + z cos c)?

gerekli islemleri yaparsak

z2cos?c — x2sin?c — cos 2a = /(1 — (xsinc + zcos c)2) (1 — (—xsin ¢ + z cos c)2)
olur. Her iki tarafin karesini alirsak,

1 — 2(x?sin%c + z%cos?c) + (z%cos?c — x?sin%c)?

= z*cos*c + x*sin*c + cos?2a — 2z?cos?c cos 2a
—2z%cos?c x?sin?c + 2x%sin®c cos 2a
1 — 2(x%sin%c + z2cos?c) + (z2cos?c — x?sin?c)?
= (z%cos?c — x?sin%c)?

— 2 cos 2a (z?cos?c — x%sin?c) + cos?2a

1 — 2(x?sin’c + z?cos?c) = —2 cos 2a (z%cos?c — x?sin?c) + cos?2a

—2cos 2az?cos?c + 2 cos 2a x?sin®c + cos?2a + 2x2sin®c 4+ 2z%cos’c—1=0

2x%sin?c(cos 2a + 1) — 2z%cos?c(cos2a— 1) + cos?2a—1=10

ifadesinde

cos2a = 2cos?a— 1 =1 — 2sin?a
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esitliklerini kullanirsak,

4x?%sin’c cos?a + 4z%cos?c sina — sin?2a = 0

4x2sin®c cos?a + 4z%cos?c sin®a — 4sin®a cos?a = 0
haline gelir. Esitligin her iki tarafini
4 sin®a cos?a
ifadesine bolersek,

X2 72

, , + =
sin?a/sin’c  cos?a/cos?c

denklemini elde ederiz. x? + y? + z? = 1 ve (4.1) esitliklerini uygularsak,

XZ + ZZ 2+ 2+ 2
- - =X z
sin2a/sin’c = cos?b y
=
x? z?
2_ - 000 + y2 = —_— ZZ
sin2a/sin?%c cos?b
=
2 2
sin“a — sin“c
x? TS P + y2 = z? tan’b
sinZa
=

x? (sin?a — sin®c y? 5
- =7z
sinZa tanZb tanZb

esitligini buluruz. Simdi
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ifadesini acalim,

oldugundan,

sin?a — sin’c
tan?b

sina —sin?c 1 — cos?a — (1 — cos?c)
tan?b sin?b/cos?b

(coszc—cosza)coszb
B 1—cos?b

cos?c cos2b—cos? a cos?b
1—cos?b

_cos? a—cos? a cos?b
1—cos2b

_cos?a(1l — cos®h)
B 1 — cos?b

= cos’a

2 —

x? <sin2a — sin2c> y

Z” = —
sinZa tan2b tan?b
2 2
_ 2
= — c a-+
sinZa tan2b
X2 y?

=4 —
tanZ?a tan?b

bulunur. Boylece ispati tamamlamig oluruz.

(4.2) denkleminde
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alirsak, asagidaki grafikleri elde ederiz.

Sekil 4.3 Eliptik koni

Sekil 4.4 Koni ile birim kiirenin kesigimi
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Sonug 4.1.1

Kiiresel elips birim kiire (x + y? + z2 = 1) ile asagida ki ii¢ silindirin herhangi biriyle

kesisiminden elde edilebilir.

X =+ yZ = 4.3

sin?a = sin?b (43)

S (4.4

sin?a/sin?c = cos?b 4)
2 42

y —1 (4.5)

- _ + =
cos?a tan?b/sin?c  cos?a

Ispat:

Bu denklemler x2, y? ve z? terimlerinin (4.1), (4.2) ve x? + y? + z? = 1 esitliklerini
kullanarak yok edilmesiyle kolayca elde edilir. Denklem (4.3) ; kiiresel elipsin xy-
diizlemine dik izdiislimiiniin, birim ¢ember i¢ine diisen bir elips, denklem (4.4) ; xz-
diizlemine izdiislimiiniin birim c¢emberle kesisen bir elips, denklem (4.5) ise yz-

diizlemine izdiistimiiniin hiperbol parcasi oldugunu gdosterir.

-

Sekil 4.5 xy, xz ve yz dlizlemlerine izdlistimler
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4.2 Kiiresel Konikler icin Dordiincii Parametre

d parametresini, (4.5) denkleminin asimptotu ile z-ekseni arasindaki agi olarak

tanimlayalim.

y2 Z2

cos?atanb/sin?c  cos?a

=1 (z>0),

denklemi bir hiperbol denklemi oldugundan, asimptot denklemleri

_ 4 tanb
y==xz sinc
bi¢imindedir.
Asimptotik aciy1
tanb
tand = — (4.6)
sinc

seklinde tanimlarsak. Bu durumda denklem (4.5)

2 2

y Z

— + =1 z>0),
cos?atan?d  cos?a ( )

bi¢imine indirgenir. D, birim kiire tizerinde D(0, sind, cos d) koordinatlarina sahip bir

nokta olsun.

Sekil 4.6 xy, xz ve yz diizlemlerine asimptotik egriyle beraber izdiisiimler
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Simdi birim kiire ile asimptotun kesisimlerinden olusan asimptotik egriye odaklanalim.

Bu egrinin xy ve xz diizlemlerine izdiistimleri

* cos2d
elipsleridir. Daha da ilging olan1 bu elipslerin, kiiresel elipsin izdiistimleriyle benzer
olmasidir.

Sonug 4.2.1.

Asimptotik egrinin xy ve xz-dlizlemlerine izdiisiim egrileri, kiiresel elipsin ayni

diizlemlere izdiisiim egrilerine benzerdir (Maeda 2005).
Ispat:
Asagidaki esitliklerin dogru oldugunu gostermek yeterlidir.

1 sina 1 S a/sin C

’ = — ve =
sind sinb cosd cosb

Bu esitlikleri gostermek icin (4.1) ve (4.6) denklemlerini kullanacagiz.

sinb sinb

sina /1 — cos?bcos?c

pay ve payday1 cosb ile bolersek,

sinb tanb tanb tanb

sina [ 1 3 1 . ~ Vtan?b + sinZc
——+ — C0s“C ——+ — 1+ sin“c
cos?b cos?b

(4.6) esitligini kullanirsak,
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sinb sinctand tand

sina  +/sin?ctand + sin2c V1 + tan2zd

sinb _ tand _ sind

sina 1 1
cos?d

oldugu goriiliir. Diger esitlik igin,

) sinb
cosd _ cosdtand _ sind _ sina _ cosb
1 tand tand tanb sina

sinc sinc

oldugu kolayca goriiliir.

4.3 Parametreler Arasi iliskiler

Bu boéliimde a,b,c ve d parametreleri arasindaki iligkileri inceleyecegiz. Bunlardan

bazilarin1 6nceki boliimlerde gostermistik. Toplamda yedi esitlik gdstermis olacagiz.

Teorem 4.3.1. (Maeda 2005)

Ug parametreyi barindiran dort adet esitlik vardr:

cosa = cosbcosc (4.7)
tanb =sinctand (4.8)
tanc = cosdtana (4.9)
sinb = sindsina (4.10)

Ek olarak dort parametreyi barindiran ii¢ adet esitlik vardir.

cosb sinc = cosd sina (4.11)
tanb =cosc sind tana (4.12)
sinb = cosa tanc tand (4.13)
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Ispat:

(4.7) numarali esitlik zaten (4.1) numarali esitliktir. (4.8) numaral esitlik de (4.6)
numarali esitliktir. Bunlarin ispatin1 onceki boliimlerde yapmistik. (4.10) numarali
esitligi de sonug 4.1.1 de gosterdik. (4.9) numarali esitlik i¢in:

sinc tanb/tand B sinb sindsina

= = = = cosdtana.
cosc cosa/cosb tandcosa tandcosa

tanc =

(4.11) numarali esitlik de sonu¢ 4.1.1 de gosterilmisti. (4.12) ve (4.13) numarali
esitlikleri

sinb  sindsina .
= cosc sind tana

tanb = =
cosb cosa/cosc

) ) cosa
sinb =tanbcosb = sinctand
cosc

= cosa tanc tand

biciminde gosterebiliriz.
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5. BIR PARAMETRELI KURESEL KONiK DENKLEMLERI
5.1 Kiiresel Elips

F, ve F, birim kiire ylizeyinde iki nokta, d(F;,F,) = 2c,0 <c<a € Rve
d(F,F,) =2c,ceR
olmak tizere
S={X|d(X,F,) + d(X,F,) = 2a,a € R,X € S?}
noktalarinin kiimesini alalim. F vektdriinii

T < F

bi¢iminde tanimlarsak, F_l), F_z)ve F_3) lineer bagimsiz olur.

Sekil 5.1 Kiiresel elips

Bu durumda sekle gore
d(Xr Fl) =a, d(X! FZ): B s d(Xl F3) = e
ve

a+p=2a
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dir. S? iizerindeki herhangi bir X noktasini
X=MF +0,F, +0,F; , A €R,i=123
biciminde yazabiliriz. Gerekli islemleri yaparsak,
X-F_I:)\l +?\2F_1)-F_2)= cos a
)_()-F7=7\1FT-F7+7\2 = cos 3
X- F_3> = A3 = cos 0
esitliklerini buluruz. Buradan elde edecegimiz
A1 + A, cos2c = cosa
A; cos2c+ A, = cosf
Az = cosH
denklem sistemini ¢ozersek, A;, A, ve A5 sayilarini kolaylikla bulabiliriz.

Cosa COS2c
cos 3 1 cos a — cos(2a — a) cos 2¢

M= | 1 oS 2c| - sin2 2c
cos 2c 1
1 Ccos
), = lcos 2c cosB| _ cos(2a— a) — cosacos2c
2 | 1 Ccos 2C| - sin2 2c
cos 2c 1
A3 = cosB

S?2 {izerindeki herhangi bir X noktasini

cosa — cos(2a — a) cos 2¢ — N cos(2a— a) — cosacos2¢c—

X = X F, + cos6F,; (5.1)

sin? 2c¢ sin? 2¢

bigiminde yazabiliriz. X € S? ise
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X = (o x0%3), X =1 (5.2)

oldugunu biliyoruz. (5.1) ve (5.2) esitliklerini birlestirdigimizde denklemimizi bir

parametreye indirgemis oluruz. Simdi bunu bir 6rnekle gdsterelim.
Ornek 5.1.1

Ozel olarak F; = (1,0,0) ,F, = (0,1,0) alirsak F; = (0,0,1) bulunur. Dolayisiyla

. cosa — cos(2a — a)cos2c cos(2a — a) — cosacos2c
X = . ) , ,COS |
Sin? 2c Sin? 2c

esitligini buluruz.

2¢==
€T3

X =1

—
X = (Xl, X21X3)7 |

oldugu i¢in

(cosa — cos(2a — oc)cosZc)2 N <cos(2a — o) — €OSaCcoS2c

2
+cos? =1
Sin2 2¢ SinZ 2c > cos

cosa — cos(2a — «).0 2 cos(2a— a) — cosa.0 2 5
1- 1 - 1 = cos“l]

1 — cos?a — cos?(2a — a) = cos?[]

cosl] = i\/l — cos?a — cos?(2a— a)

X = (cos a,cos(2a — a), i\/l — cos?a — cos?(2a — oc))
olarak bulunur. Buradan da

X; = COS
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X, = cos(2a — a)

X3 = i\/l — cos?a — cos?(2a — a) (5.3)

parametrik denklemi elde edilir.

9q = 21
173
alirsak, (5.3) asagidaki bigime gelir.
X, = cosa

_ (211 )
X, = COS 3 a

5 5 2T
X3 =% [1—cos*a— cos (?—a)

a € [0, 2m) i¢in

Sekil 5.2 Kiiresel elips
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Sekil 5.3 Kiiresel elips

Sekil 5.4 Kiiresel elips (Kiire olmadan)
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= [" 7“)1 in
12”12 ¢

Sekil 5.5 Kiiresel elips

e
o ()
LS EIFE
[ 0 . )‘/
L \
S F
-0.5 F 3
o
\_—
-1
05 e 1
0 —~— - 05
05 0 ___— 0
1 -05
¥
X

Sekil 5.6 Kiiresel elips (Kiire olmadan)
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Sekil 5.7 Kiiresel elips (Kiire olmadan)

grafiklerini elde ederiz.

Ornek 5.1.2
Ozel olarak F, = (0,%,?) JFy, = (0,;,?) alirsak  F; = (1,0,0) alabiliriz.
Dolayisiyla

cosa — cos(2a — a) cos 2¢ —, N cos(2a — a) — cosacos 2¢c—,

X= 1 F2+c056?3

sin? 2c sin? 2c¢

o 3
X =1 cos0, cosa— cos(2a — 0(),? (cosa + cos(2a— a))

esitligini buluruz.

2c =

wl A
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X =1

5
X = (X1,Xz,X3), |

oldugu i¢in

V3
(cos1)? + (cosa — cos(2a — a))? + ?(cos a+cos(a—a)) | =1
2
3
1— (cosa—cos(2a—a))? — 3 (cosa + cos(2a—a)) | = cos?0

4
1-— [§ (cos?a + cos?(2a — a) — cos acos(2a — a))] = cos?[]

- 4 V3
X = (ijl - [§ (cos?a + cos2(2a — a) — cos acos(2a — a))], cosa — sina ,?(cosa + cos(2a — a)))

olarak bulunur. Buradan da

Xy = i\/l - E (cos?a + cos?(2a — a) — cos acos(2a — (x))]

X, = cosa — cos(2a — a)

V3 .
X3 =?(cosa+sm0()

parametrik denklemi elde edilir.

2a

Il
N A

alirsak, denklem asagidaki bigime gelir.

1
X, ==+ §(sin2a—1)

X, = cosa — sina
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3
X3 =?(cosa+sina)

a € [0, 2m) i¢in

Sekil 5.8 Kiiresel elips

Sekil 5.9 Kiiresel elips (Kiire olmadan)
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= [" 5“)1 in
12”12 ¢

Sekil 5.10 Kiiresel elips

08~
085 -
W 08

075

Sekil 5.11 Kiiresel elips (Kiire olmadan)
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Teorem 5.1.1:

X(s):1 - S? tamimli, odaklar1 F; ve F, olan, (5.1) denklemini saglayan bir kiiresel elips

olsun. F; = +F, veya 2a = m = (5.1) denklemi gember belirtir

ispat:

F; = *F, oldugunda X in ¢gember belirttigi aciktir. F; # F, ve 2a = m ise

cos o — cos(2a — a) cos 2¢c —,

cos(2a — a) — cos o cos 2¢ —,

X = F, + cos© F.
sin? 2c¢ 1 sin? 2c¢ 2 3
3 coson+coso&cosZcF_>+—cosa—cosoccosZcF_,+ oF
= cos
sin? 2c¢ 1 sin? 2c¢ 2 3
< cosa(1+c052c)F_> cosa(1+c052c)?+ oF
= - cos
sin? 2c 1 sin? 2c¢ 2 3
< cosa(1+2coszc—1)F_> cos a (1 + 2 cos? c—1)F N oF
= cos
sin? 2c 1 sin? 2c¢ 2 3
3 2cosacos®c_. 2cosacos? CF_’+ OF
=___ " - R — cos
4sin?ccos?c ' 4sinZccos?c 2 3
% coso —  cosa _CoSA o 0F
=" cos
2sin2c ' 2sin?c 2 3
Xile F_l) + F_z) vektorlerinin i¢ carpimi
cosa —  cosd —

X- (F1 2) = (2 el T Jemze F, + cos© F3) (F1 + Fz)
_ZCOSO(F_> = 2COSO(F_) F_>+2COSO(F_) o 2cosaF =0
T 2sin2¢ 'Y 2sin2¢c ? 2% " 2sin2¢ ! % 2sin2c¢ ' %27

oldugundan

S={X|d(X,F,) + d(X,F,) =7 ,X € §?}

kiimesi, normali FT + Fj vektorii olan bir biiylik cember belirtir.
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5.2 Kiiresel Hiperbol

F; ve F, birim kiire yiizeyinde iki nokta, d(F;,F,) =2c,0 <a<c € Rve
d(F,F,) =2c,ceR
olmak iizere
S={X||d(X,F;) —d(X,F,)| = 2a,X € S?}
noktalarinin kiimesini alalim. F_3) vektoriini

= F, X F,
T FE < E|

biciminde tanimlarsak, F_l), F_z)ve F_3) lineer bagimsiz olur.
Bu durumda sekil (5.12) ye gore
d(X,F;) =a, dX,F)=p ,d(X,F3) =6

Ve

la — Bl = 2a

dir.

Sekil 5.12 Kiiresel hiperbol
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S? {izerindeki herhangi bir X noktasini
X=MF +0,F, +0F; , L €R,i=123
biciminde yazabiliriz. Gerekli islemleri yaparsak,
X-F_I:)\l +?\2F_1)-F_2)= cos a
)_()-F7=7\1FT-F7+7\2 = cos 3
X- F_3> = A3 = cos 0
esitliklerini buluruz. Buradan elde edecegimiz
A1 + A, cos2c = cosa
A; cos2c+ A, = cosf
Az = cosH
denklem sistemini ¢ozersek, A;, A, ve A5 sayilarini kolaylikla bulabiliriz.

coso cos2c
cos 3 1 cos o — cos 3 cos 2¢

M= | 1 cos 2C| - sin2 2c
cos 2c 1
1 Ccos
1 = cos2c cosP| _ cosP —cosacos2c
2= | 1 cos 2c| - sin2 2c
cos 2c 1
A3 = cosB

Hiperbol i¢in |a — B| = 2a oldugundan ifadeyi iki ayr1 durum icin incelemeliyiz. S?

tizerindeki herhangi bir X noktasini
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(ax>B):

r cos a — cos(a — 2a) cos 2¢ —. N cos(a — 2a) — cos a cos ZCF—> t cos BT (54

B sin? 2¢ 1 sinZ 2¢ 2+ cosOF; (5.4)
(a < B):

— cosa— cos(a+ 2a)cos2c— cos(a+ 2a) — cosacos 2¢c— —

X= 1 + F2 + cos 9 F3 (55)

sin? 2c sin? 2¢
bigimlerinde yazabiliriz. X € S? ise

X = G,z x5) L K] =1

oldugunu biliyoruz. (5.4), (5.2) ve (5.5), (5.2) esitliklerini Dbirlestirdigimizde
denklemimizi bir parametreye indirgemis oluruz. Simdi bunu Orneklerle gosterelim.

Kolaylik olmasi i¢in F; = (1,0,0) ve F, = (0,1,0) alacagiz.

Ornek 5.2.1 (a > )

Ozel olarak F; = (1,0,0),F, = (0,1,0) alirsak F; = (0,0,1) bulunur. Dolayisiyla X

vektoruni

)

. cos a — cos(a — 2a) cos 2¢ cos(a — 2a) — cos a cos 2¢
— , COS
sin“ 2c

sin? 2c
bi¢iminde yazabiliriz.
2c==
2
o =12
X = (Xll X2, X3)9 ||X|| =1

oldugu i¢in
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sin? 2c¢

cos o — cos(a — 2a) cos 2¢ 2 N cos(ax — 2a) — cos acos 2¢
sin? 2¢

2
> +cos?0=1

(cos a — cos(a — 2a). 0)2 N (cos(a —2a) —cosa.0

2
2 =1
1 1 >+cose

1 — cos? o — cos?(a — 2a) = cos? 0

X = (cos a,cos(a — 2a), i\/l — cos? o — cos? (o — Za))
olarak bulunur. Kosiniis fonksiyonu i¢in
cos(ax — 2a) = cos(2a — )
oldugunu biliyoruz. Dolayistyla asagidaki parametrik denklemleri elde ederiz.
X, = COS

X, = cos(2a — a)

X3 = +4/1 — cos? a — cos2(2a — «)
Dikkat edilirse (5.3) deki denklemin aynisini bulduk. Bunun sebebi
(X| d(X,F,) + d(X,F,) =2a,a € R,X € S?}
= {X|d(X,F,;) — d(X,—F,) =2a—m,a € R,X € S?}
olmasidir.

Dolayisiyla (5.3) asagidaki bigime gelir.

X1 = Cosa
2T
X, = COS ?—O(
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5 5 2T
X3 =% |1 —cos*a— cos (?—a)

a € [0, 2m) igin

Sekil 5.13 Kiiresel hiperbol (Kiire olmadan)
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Ornek 5.2.2 (a < )

Ozel olarak F; = (1,0,0) ,F, = (0,1,0) alirsak F3 = (0,0,1) bulunur. Dolayisiyla

)

- cosa — cos(a + 2a) cos 2¢ cos(a + 2a) — cos a cos 2¢
. , COS
sin? 2¢

sin? 2c
esitligini buluruz.
) T
©72
o -2
X = (X4,Xz,X3), ”X” =1

oldugu i¢in

(cos a — cos(a + 2a) cos 2c)2 N (cos(a + 2a) — cosa cos 2¢

2
2 —
SinZ 2c > 4+cos“0 =1

sin? 2c

(cos o — cos(a + 2a) .0>2 N (cos(a +2a) —cosa.0

2
2 =
1 1 ) 4+cos“ =1

1 — cos? a — cos?(a + 2a) = cos? 0

cos0 = i\/l — cos? a — cos?(a + 2a)

X = (cos a,cos(a + 2a), i\/l — cos? a — cos?(a + Za))

olarak bulunur.
Dolayisiyla asagidaki parametrik denklemleri elde ederiz.
X, = cosa

X, = cos(a + 2a)
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X3 = iJl — cos? a — cos?(a + 2a)

Bu denklemde

alirsak,

x3=i\/1—cosza—cosz(g+a)

denklemini buluruz.

Sekil 5.14 Kiiresel hiperbol
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Sekil 5.15 Kiiresel hiperbol (Kiire olmadan)

Teorem 5.2.1:

X(s):1 -» S? tamimli, odaklar1 F; ve F, olan, (5.4) denklemini saglayan bir kiiresel

hiperbol olsun. F; = +F, veya 2a = 0 = (5.4) denklemi ¢ember belirtir

Ispat:
F; = *F, oldugunda X in ¢gember belirttigi aciktir. F; # F, ve 2a = 0 ise

X =

coso — cos(2a— a)cos2c— cos(2a— a) — cosacos2¢c—, —
1+ F, + cosOF;

sin? 2¢ sinZ 2c¢

COSO — COSOCOS2C— COSOL— COSOLCOS2C—s

X = F, +cosO F;
sin? 2c ! sin? 2c 2 3
% cosa(l—cosZc)F_,+cosoc(1—c052c)F_>+ 0T
= cos
sin? 2c ! sin? 2c 2 3

cosa(l—1+Zsin2c)_,+cosa(1— 1+ 2sin?c) —

X = 1 F2+coseF_3)

sin? 2c¢ sin? 2c¢
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% 2cosasin2cﬁ+2cosasin2cF_,+ oF
= — _——— cos
4sin2ccos2c ' 4sin2ccos?c 2 3

cosa —  CoOSo — —
F, + cos0F;
C

g =054 pr COST
2cos2c ' 2cos?

Xile F_{ — F_2> vektorlerinin i¢ ¢arpimi

cosa — cosa

X (5 -7 = ( 5 +cos0T3) (F; — T5)

- 1+
2sin?c 2 sin? ¢

2cosot — —» 2coSO — —» 2€COSAA — —s 2COSOL — —>

———F, Fp+——TF,-F,————F, -F, =0
1 2cos2¢c ? %" 2cos2¢c ! "% 2cos2¢c ! ?

" 2cos?c b
oldugundan

S={XIdX F) — d(X,Fp)| =0 ,X € §?}

kiimesi, normali F_I — F_Z> vektorii olan bir biiylik cember belirtir.
Teorem 5.2.2:

X(s):1 - S? taniml, odaklar1 F; ve F, olan, (5.5) denklemini saglayan bir kiiresel

hiperbol olsun. F; = +F, veya 2a = 0 = (5.5) denklemi ¢ember belirtir

Ispat:

F; = *£F, oldugunda X in ¢gember belirttigi aciktir. F; # F, ve 2a = 0 ise

cos a — cos(a + 2a) cos 2¢ — N cos(a + 2a) — cosacos2¢c—

X = 1 F2+coseF_3’

sin? 2¢ sin? 2c
denklemi

COSOL — COSOLCOS2C—» COS O — COS QL COS2C—s

X = F, + F, + cosOF,
sin? 2¢ 1 sin? 2¢ 2 T 05T TS
— cosa(l—cos2c)— cosa(l—cos2c)_— —
X= 1 F, + cos6F;

sin? 2c sin? 2c¢
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- cosa(l—1+2sin?c)— cosa(l—1+ 2sin?c)—

X= - F, + F, + cosOF,
sin? 2c¢ 1 sin? 2c 2 3
3 2cosasin2c_)+2cosocsm CF_)+ oF
= - cos
4sin2ccos2c ' 4sin2ccos?c 2 3

cosa — cos

>l

=— +—F+ OF.,
2 cos?c 2cos2c 2 cosP s

Xile F_{ — F_2> vektorlerinin i¢ ¢arpimi

) ( cos a —> cosa

X (F, — oagF1 o5 F; + cos6 F3) (F, - F,)

2cosa — — 2CO0SOt — — 2COSOL — — 2COSO — —s

Fl.Fl_—FZ.FZ +2_F1'F2_—F1‘F2=0

2cos? ¢ 2 cos?c

oldugundan
S={X|ldX,F;) — d(X,F;)| =0 ,X € $?}

kiimesi, normali F_I — F_Z> vektorii olan bir biiyiik ¢ember belirtir.

5.3 Kiiresel Parabol

F; ve F, birim kiire yiizeyinde iki nokta olsun. F—z) vektoriinli normal kabul eden biiytik

cember S’ ve
d(Fl, Fz) = ZC,C S R

olacak sekilde
i

. . = .. .o ..
noktalarinin kiimesini alalim. F; vektoriinii

= F, X F,
T E xE|
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biciminde tanimlarsak, F_l), F_z)ve F_3) lineer bagimsiz olur.

Bu durumda sekil (5.16) ya gore
i
d(X, Fl) =, d(X, Fz) = E + a, d(X, F3) = 9

olur.

Sekil 5.16 Kiiresel parabol

S? iizerindeki herhangi bir X noktasini
X=MF +0,F, +0F; , L €eR,i=123
biciminde yazabiliriz. Gerekli islemleri yaparsak,

—

X-Fl =N +?\2F_1)-F_2)= cos a
- — _— — T
X-F,=MF F,+; = cos(§+a) = —sina
X- Fj = A3 =cos0
esitliklerini buluruz. Buradan elde edecegimiz

A1 + A, cos2c = cosa

A cos2c+ A, = —sina
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Az = cosH
denklem sistemini ¢ozersek, A;, A, ve A3 sayilarini kolaylikla bulabiliriz.

coso  cos2c

A\ = —sina 1 |=cosa+smac052c
1 | 1 cos 20| sin2 2c¢
cos 2c 1
| 1 cos a | .
_lcos2c —sina _—sma—cosacosZc
Ay = = -
| 1 cos 2C| sin? 2c¢
cos 2¢ 1
A3 =cosB

S? iizerindeki herhangi bir X noktasini

cosa+sinacos2c— —sina — cosacos 2¢c—,

X = Fi + F, + cos BF_3) (5.6)

sin? 2c sin? 2c

bi¢iminde yazabiliriz. X € S? ise
- 2
X= (Xll X21X3) s ||X|| =1

oldugunu biliyoruz. (5.2) ve (5.6) esitliklerini birlestirdigimizde denklemimizi bir
parametreye indirgemis oluruz. Simdi bunu bir 6rnekle gosterelim. Kolaylik olmasi igin

F; = (1,0,0) ve F, = (0,1,0) alacagiz.

Ornek 5.3.1

Ozel olarak F; = (1,0,0) ,F, = (0,1,0) alirsak F; = (0,0,1) bulunur. Dolayisiyla

. coso+ sinocos2c —sina — cosacos 2¢
X ) ,Cc0s 0

sin? 2c¢ sin? 2c¢
esitligini buluruz.

2¢="1, X = (3%, [X]| = 1
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oldugu i¢in

cos a + sin a cos 2¢\ 2 — sina — cos a cos 2¢\ 2 )
+cosc0 =1

sinZ 2¢ sinZ 2c¢

<cos o+ sina. 0)2 (— sina — cosa.0
1 1

2
) +cos?0=1
1—cos?a—sin?a=cos?0 =0

X = (cosa, —sina, 0)

olarak bulunur. Bunun bir ¢ember denklemi oldugu agiktir.

Sekil 5.17 Kiiresel parabol

Ornek 5.3.2
- 13 -1 V3 .
Ozel olarak F; = (0,5,7) ,Fy = (0,7,7) alirsak  F; = (1,0,0) alabiliriz.
Dolayisiyla

- coso+sinacos2c—, —sinoa— cosoacos2c— —

X= 1 F, + cos0F;

sin? 2¢ sin? 2c¢
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2 = T
‘=3
oldugundan,
- 3
X = cos0,(cosa+ sin oc),? (cosa — sina)
R =2
X= (X1;X2'X3)9 ||X|| =1
, 1 _ V3 .
X=[+ 3 (1 + sin2a), (cos a + sin (x),? (cosa — sina)

esitligini buluruz.

a € [0, 2m) i¢in

Sekil 5.18 Kiiresel parabol
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Sekil 5.19 Kiiresel parabol (Kiire olmadan)

19 23m\ . .
€ |—,— ) 1¢cIin
24’ 24

Sekil 5.20 Kiiresel parabol
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Sekil 5.21 Kiiresel parabol (Kiire olmadan)

Teorem 5.3.1:

F; ve F, birim kiire yiizeyinde iki nokta olsun. Fj vektoriinii normal kabul eden biiyiik

¢cember S’ ve
d(Fy, Fy) = =
olacak sekilde
™
S=(X1d(X,F)) +5 =d(XF;) X € %}

noktalarinin kiimesinden olusan kiiresel parabol ise (5.6) denklemi ¢ember belirtir
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Ispat:

3 cosa+ sinacos 2¢ — —sinoc—cosoccosZcF_,_l_ OF
= , - cos
sin? 2¢ ! sin? 2¢ 2 3
. T
denkleminde 2¢c = > alirsak denklem,

cosa+sina0— —sinoa— cosal—, —
7F1+ F, + cos O F;

X =

— — . — —
X=cosaF; —sinaF, + cos0 F;
. = . P .
X ile Fyvektorlerinin i¢ ¢arpimi
— ( cosa —  cosa

i-F3= Fy —Fj+cosﬂF?)-FT,

2sin?c 2sin?c

=0—0+4+cos9 =cos6

olur.

F? vektoriinii normal kabul eden biiyiik gember S’ ve
d(F,,F,) = =
oldugundan, S’ biiyiik ¢cemberi F_l) den geger. Bu durumda 6 = g dir.

X-F—;:cosG:O

oldugundan
Tt
S={XI1d(X Fy) +E =d(X,F,),X € $%}

noktalarinin kiimesi normali F_3) olan biiyiik cemberdir
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6. E.STUDY DONUSUMU
6.1 E.Study Doniisiimiiniin Temel Kavramlari
Tamm 6.1.1 (Dual Say1)

R reel sayilar kiimesi olmak iizere

D=RXR
kiimesi tlizerinde toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri asagidaki gibi tanimlanmis ise D
kiimesine dual sayilar sistemi ve V(a,a*) € D elemanina da bir dual say1 denir.
1) Toplama:
®:DxD — D
i¢c islemi A = (a,a*) ve B = (b, b*) olmak tizere
A®B = (a,a") ®(b,b*) = (a+b,a* +b")
seklinde tanimlanir ve D deki toplama olarak adlandirilir.
1) (Carpma:
©:DxD — D
i¢ islemi A = (a,a*) ve B = (b, b*) olmak {izere
A®B = (a,a") ® (b,b*) = (ab, ab* + a*b)
seklinde tanimlanir ve D deki ¢arpma olarak adlandirilir.
1ii) Esitlik:
A= (a,a")veB=(b,b*) EDi¢cina=bvea* =b" ise
Aile B esittir denirve A = B

ile gosterilir.
Teorem 6.1.1
(D, ®,®) uglisi birimli ve degisimli bir halkadir.

Ispat:
HI)

@:DxD — D
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seklinde tanimlandigindan D kiimesi toplama islemine goére kapalidir.
H2)
@:DxD — D
isleminin birlesme 6zelligi vardir. Gergekten V A = (a,a*),B = (b,b*),C = (c,c*) € D

i¢in
A® B @C=(a+b]+c,[a"+Db*]+c")
=(@+[b+c],a"+[b"+c*])
=A® B®O)
H3) 0=(0,0)€eD elmamVA=(@a,a*)€ED icinA@PO=0PA=A

esitligini sagladigindan 0, @ islemi i¢in etkisiz elemandir.
H4) VA=(aa*) €D icinA™! = (—a,—a") alrsak K A@A1=A"1Q®
A = 0 esitligi saglandigindan V A = (a,a*) € D icin bir A~ = (—a, —a*) ters elemam

oldugu goriiliir.

H5) VA= (aa*),B=(b,b*) €D oldugu @ isleminin tanimindan
aciktir.
Dolayisiyla (D, @) bir abel grubudur.

H6)

©:DxD — D
seklinde tanimlandigindan D kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir.
H7) VA= (aa*),B=(bb*)veC=(cc*) €Digin
(A®B)®C = (ab,ab* + a*b) ® (¢, c*)
= ([ab]c, [ab]c* + [ab* + a*b]c)
= (a[bc], a[bc* + b*c] + a*[bc])
= AOBOO)
oldugundan, © isleminin birlesme 6zelligi vardir.
HB8) VA= (aa*),B=(b,b*)veC = (c,c*) €D igin toplama, ¢arpma
islemlerinin tanimlarini yukaridaki gibi uygularsak
A@®BOC=AOC)D (BOO
ve
COA®B) =(COA)® (COB)
oldugundan, © isleminin @ islemi lizerine dagilma 6zelligi vardir.

Dolayisiyla (D, ®,) tigliisii bir halkadir. Ayrica
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H9) VA= (aa"),B=(bb") € Digin
AO@B=BOA
ve
H10) VA= (aa") €Dicin E = (1,0) dual sayis
AQE=EOA=A

oldugundan, © isleminin degisme 6zelligi vardir.

Dolayisiyla (D, ®,0) tgliisii degisimli ve birimli bir halkadir. Bu halkay1 D ile

gosterecegiz.

Teorem 6.1.2

D dual sayilar halkasi, R reel sayilar kiimesine izomorf bir alt kiimeyi alt cisim olarak

kapsar.
Ispat:
f:D —- R
fonksiyonunu
f:(@,0) — a

olarak tanimlayalim. f bir izomorfizmdir.
i) flineerdir: A = (a,0) ,B = (b, 0) € D olmak iizere
f(A ® B)=f(a+b,0)

=a+b
= f(A) + f(B)
ayrica
f(A © B) =f(ab,0)
= ab
= f(A).f(B)
dir.

ii) f birebirdir: A = (a,0) ,B = (b, 0) € D olmak iizere
A+B =>a+b>=f(A) #f(B)
iii) fortendir: ¥V a € Ri¢in bir tek (a, 0 ) sayis1 vardir.
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Bu teoremin sonucu olarak (a, 0) dual sayisi izomorfu oldugu a ile gosterilebilir. Yani
(a,0)=a

yazilabilir.

Tamm 6.1.2.

(0,1) = ¢ € D sayisina dual birim denir. €2 = (0,0) oldugu agiktir.
Teorem 6.1.3

A = (a, a*) € D dual sayis1i A = a+ € a* seklinde yazilabilir.
Ispat:

@ isleminin tanimindan
A= (a,0)®(0,a")

= (a,0) ® (0,1)©(0,a")
= a+ ¢ a’
dir.

[T

Bu teoremin bir sonucu olarak R de tanimlanan “+” ve “.” islemlerine ait kurallar D de

de aynen kullanilabilir. Bundan sonra @ ve (O yerine “+” ve “.” kullanacagiz.

Teorem 6.1.4
a,a* € R olmak lizere

o 3l
formundaki matrislerin kiimesi M ise M ile D izomorftur.
Ispat:

Teorem 6.1.2 ye benzer sekilde yapilabilir.
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Tamm 6.1.3 (MODUL)

Birimi 1 olan degisimli bir halka H olsun. H iizerinde bir modiil diye bir S abel grubu

ile agsagidaki 6zelliklere sahip olan S tizerindeki bir

HxS—S
(a,p) — ap
dis islemine denir. a,b € H ve 3,0 € S olmak iizere
1) a(B+6)=ap+ab
i) (@a+b)p =ap+bp
iii) (ab)B = a(bp)
iv) 1.8 =.

Simdi D3 {in I iizerinde bir modiil oldugunu gésterelim Ay, A,, A; € D olmak iizere
D3=DxDxD
biciminde gosterilirse A = (A, A,,A3) € D3tiir. Busay1 A = (4;),i = 1,2,3 biciminde

de yazilabilir. Bunun i¢in asagidaki tanimlara ihtiyacimiz olacak.
Tanim 6.1.4

A = (A)),B = (B;) € D3 olmak iizere
A=B& A =B, ,i=123
Tanmim 6.1.5
A= (A)),B=(B)) € D3,i= 1,23 olmak iizere,
+:D3 x D3 — D3
i¢ islemi A ile B ye

ligliisiinii karsilik tutsun. A + B ye D® de A ile B nin toplami denir.
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Tanim 6.1.6
AeEDveA=(A) €eD3i=123 icin,

:Dx D3 — D3
dis islemi
AM = (4A),i=1,23

tcliistinii kargilik tutsun. AA sayisina A nin A skalari ile ¢arpimi denir.

Teorem 6.1.5.(D-MODUL)

D3, yukarida tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleri ile ID iizerinde bir modiildiir.
Ispat:

G1)
+:D3x D3 — D3

seklinde tanimlandigindan D3 kiimesi toplama islemine gére kapalidir.

G2)

+:D3x D3 — D3
isleminin birlesme 6zelligi vardir. Gergekten V A, B, C € D3 i¢in toplama tanimi ve (H2)
den
A®@BD®C=A0 BDO)

oldugu goriiliir.

G3) 0=(0,00)€eD3 elmaVA €D3 icinA+0=0+A=A
esitligini sagladigindan 0, + islemi i¢in etkisiz elemandir.

G4) VA €D3 i¢cinA™! = (—A)),i=1,2,3 alirsak , A+ A1 = A1 +
A = 0 esitligi saglandigindan V A € D3 icin bir A~! € D3 ters eleman: oldugu goriiliir.

GS5) Vv A,B € D3 oldugu + isleminin tantmindan agiktir.
Dolayisiyla (D3, +) bir abel grubudur.
Vo, € DveVA,B e D3 icin

M1) a(A+B) = a(A; +B;, A, +B,, A; +Bj3)
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= (a(A; +By),a (A, +By), a(A; +B3))
= (aA;,aA,, aAz)+ (aB;,aB,, aBj)
=aA+ aB

M2) (a+B)A= (a+B)(A;, Ay, Az)

(Ca+ B Ay, (a+ B) Ay (a+ B) As)

= a(A;, Ay, A))+ B(A, Ay, Ag)

= aA+ BA
M3) (aB) A= a(BA)
oldugu tanim 1.1.5 den (M2) deki gibi goriiliir.
M4) (1,0) € D elemanin R deki izomorfu 1 i¢in
1A=A

dir.

Dual sayilar halkasi tizerinde tanimlanan bu modiil D -Modiil bi¢iminde adlandirilir.
Tanim 6.1.7

D —Modiil’in elemanlart olan sirali TUgliilere dual vektorler denir. Yukaridaki

tanimlardan faydalanilarak asagidaki ii¢ teorem kolayca ispatlanabilir.

Teorem 6.1.6
a, a* € R3 olmak iizere D —Modiil’de her bir A dual vektérii

A=3a+¢a*

seklinde yazilabilir.
Teorem 6.1.7

—
*

A=3+ea = (5, 5) dual vektoriiniin A € ID skalari ile garpimi

A = (A3, 2a%)
dir.
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Teorem 6.1.8

A= (5, ?) ve B = (1_5, ﬁ) € D —Modiil i¢in
A=Bo3=Dbvea'=b"

Tanim 6.1.8

— = —

A=3+ea ,B=b+¢ b* € D —Modiil dual vektdrlerinin i¢c carpimi

f:D3x D3> D

seklinde bir doniistimdiir ve

—

f(A,B) = (A,B) = (@+¢ea’,b+eb”) = (3 b) + ¢ [(a’,b) + (3, b")]

olarak tanimlanir.

Tanim 6.1.9

Bir A = 3 + £ a* dual vektdriiniin normu diye

—
*

(da
[E]

1
1&]] = (A &) = (nan,e >> a#0
dual sayisina denir.

Tanim 6.1.10

Normu reel birime karsilik gelen (1,0) dual sayisi olan dual vektore birim dual vektor

denir. Yani A = 3 + € a* birim dual vektor ise
I3l = 1ve (@,a%) =0

dir.
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Tanim 6.1.11

X=%+e| X = 1,0; X €eR?}

kiimesine D —Modiil de birim dual kiire denir.

Teorem 6.1.9(E.Study doniisiimii)

A+ (6, é') € D-Modiil olmak tizere D —Modiil de denklemi
I1A]] = (1,0)
olan birim dual kiirenin dual noktalar;, R 3 deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir.

A ve B iki birim dual vektor olsunlar. Yukaridaki teoremden de anlasilacag tizere A ve

B vektorlerine R 3 de iki yonlii dogru karsilik gelir. Bu dogrular d;ve d, olsunlar.

Sekil 6.1 Dual ag1
(A,B) = (@b) +¢ [@,b) + (& b)]
dersek, i¢ ¢arpiminin reel kismi olan
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(5,5)=c059, 0<eo<m , 0eER
olur, dual kismi1 olan
[(@*,b) + (&, b*)] = —6"sin 6
ifadesine esittir. Burada 6™ iki dogru arasinda ki en kisa uzakliktir. Dolayisiyla
(K,ﬁ) = cosO —0*sinO

bulunur. Eger dual aciy1

a=10+¢e0"
biciminde alirsak Taylor serisinden
1
cosa =1 —Eaz +Za2 — e
= %62 +%G2 — - —€0" <9 —%G3 +%95 - >
= cosO —0*sinB (6.1)

olur. Dolayistyla
(A,B) = cosa = cos(B + €0*) = cos6 — 0" sin 6
olur. Benzer olarak asagidaki bagint1 da bulunabilir.
sina = sin(0 + €6*) =sin6 4+ 0" cos 6 (6.2)

A ve B noktalarini birim dual kiire izerinde alirsak, (K , §) = cos 0 — 6" sin 0 esitliginin

4 6nemli sonucu vardir.
i) AB)=0=0= g ve 0 = 0 olur. Bu durumda A ve B dogrular dik

olarak kesisirler.
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ii) (K,ﬁ) =safdual = 0 = gve 0* # 0 olur. Bu durumda A ve B dogrulart dik

durumlu aykir1 dogrulardir.

iii) (A,B) =safreel = 0 # gve 0* = 0 olur. Bu durumda A ve B dogrulari

kesisirler.
iv) (A,B)=F1=0=0ve 0" =0 olur. Budurumda A ve B dogrulari
cakisiktir.
K, O ve {O ; E, E_z), E_3)} birim dual kiireyi gostersin. Bu durumda

E, =¢ +e¢ee* ;1<i<3.

olur.

{1,2,3} kiimesinin tim permutasyonlarini S5 ile gosterelim. Bu durumda

Eo(l) = sgn(o)ﬁo(z) X Eo-(3) , sgn(c) =41
B ( 1 2 3 )
°=\o(1) o2 o)

Burada X ile dis carpim gosterilmektedir. Dolayisiyla

. . . . . —2 .. . ..
ortonormal sistemi R3 ¢izgiler uzaymin catisidir. Yani e,* moment vektorleri de R3’{in

elemanlar1 olduklarindan,

bi¢ciminde yazilabilirler. Biz bu vektorleri

3
e_;*’=ZAije—l’ , AjER, 1<i<3
=1
seklinde yazabiliriz.

Sekil 6.2” den anlasilabilecegi gibi
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}\ij:O' )\1]:_)\]1 ) 1S1S3

olur. Yani Aj; = A; yazabiliriz. Bu esitligi matris garpimi bigiminde yazarsak

e 0 A —Ale
e_Z*) = |:_}\1 0 AZ ] e—z)
e—3>l<> }\3 _}\2 O e_3)

ifadesini elde ederiz.

ks

Sekil 6.2 Dual Cat1

Study doniisiimii K — R3’e bir doniisiim oldugundan bu déniisiimii ortogonal bir matris

kullanarak yazabiliriz.

= |- 8)\1 1 8)\2 e—Z) (63)

E [ 1 e\ —£7L3] e,
EA3  —€A, 1
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Teorem 6.1.10
E.Study dontisiimii bir lineer izomorfizmdir.
Teorem 6.1.11

R3 deki Oklid hareketleri dual ortogonal matrislere birebir karsilik gelir.

Birim dual kiire K iizerinde diferensiyellenebilir
teR - X(t) €K

egrisi R3de diferensiyellenebilir yonlii dogrularin ailesidir. Bu aileye regle yiizey denir.
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7. KURESEL KONIKLERIN E.STUDY DONUSUMLERI

Bu boliimde kiiresel koniklerin E.Study doniistimlerini bazi 6zel durumlarda
inceleyecegiz. Bunun icin (6.3) deki esitligi; g, ET, iizerinde bir dogru olacak sekilde

se¢ip M noktasin1 g iizerinde alirsak,

olacagindan (6.3) esitligi

haline gelir. Bu ifadenin ters doniisiimt

e 1 —ern 07]Ea
&= [exl 1 0] E,
e o o g

olur. Kiiresel koniklerin E.Study doniisiimlerini bulurken yukaridaki esitligi

kullanacagiz.

Durum 1:

Ornek 5.1.2 den

13 -1 3
Fl = Ol_l_ ;FZ = Or_y_
2 2 2
alirsak
F; = (1,0,0)
Dolayisiyla
- cosa—cos(2a—a)cos2c—. cos(2a— o) — coSxCcoS 2C — —
X = 1 + F2 + cos e F3

sin? 2c¢ sin? 2¢
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2c =

wl A

- 3
X =1 cos0, cosa — cos(2a — a),? (cosa + cos(2a — a))

parametrik denklemi oldugunu biliyoruz.
2a=T
alirsak denklem

X = (cos®©, 2cosa,0)
o =2
X == (XIIXZl Xg), ||X|| = 1
oldugu i¢in
X; = +V1 — 4cos?a

X, = 2C0S

x3 =10
buluruz.
Teorem 5.1.1 den
S={X|dX,F,) + d(X,F,) =7 ,X € $?}
kiimesi, normali F_l) + F_Z) vektorii olan bir cember belirtir.
X F+F)=(X,&)=0
oldugundan

S ={X| d(X,F,) + d(X,F,) =1 ,X € S2}
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kiimesi, normali €3 olan biiyiik gemberdir.

Sekil 7.1 Kiiresel elips
Durum 2:

Kiiresel hiperbol i¢in (5.4) denklemini kullanalim.

31 3 -1
S P C2E0 W P s
2 2 2 2

alirsak
F; = (1,0,0)
olur. Dolayisiyla

cos a — cos(a — 2a) cos 2¢ —, N cos(a — 2a) — cosa cos 2¢ —

X= 1 F2+cosGF_3)

sinZ 2¢ sin? 2¢
i¢in

2c =

wl A
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oldugundan
. 3 1
X = cos 6,? (cosa + cos(a — Za)),z (cosa — cos(a — 2a))

parametrik denklemini buluruz.

alirsak deklem,

X = (o x030), K| = 1

oldugu i¢in

’ 4
X, ==+ |1 —gcosza

_2V3

buluruz.
Teorem 5.2.1 den
S ={X||d(X,F;) — d(X,F,)| = 0 ,X € S?}
kiimesi, normali F_l) — Fé vektorii olan bir biiylik gember belirtir.
X F -F)=78&)=0
S={X|d(X,F;) + d(X,F,) =7 ,X € S?}

kiimesi, normali e olan biiyiik cemberdir.
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Durum 3:

Kiiresel hiperbol i¢in (5.5) denklemini kullanalim.

V3 1 V3 -1
Fl = OP_I_ IFZ = O’_I_
2 2 2 2

alirsak
F; = (1,0,0)

olur. Dolayisiyla

r cos o — cos(a + 2a) cos 2¢ —. N cos(a + 2a) — cos a cos ZCF_> N oF
B sin? 2c 1 sin? 2¢ 2 T COSE s
igin
2c = T
€73
oldugundan

R V3 1
X =1 cos 9,? (cosa + cos(a + 2a)),§ (cosa — cos(a + 2a))

parametrik denklemini buluruz.

- 2V3
X = (cose,T\/_ cosa,O)

X = (x4, %0,%), K] =1

oldugu i¢in

f 4
x; =1 [1 —gcosza
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buluruz. Teorem 5.2.2 den
S ={X||d(X,F,;) — d(X,F,)| =0 ,X € §?}
kiimesi, normali F_l) — F_z) vektorii olan bir biliyiik ¢ember belirtir.
(X,F{ —Fp) =(X,&) =0
S={X|dX F,) — d(X,F,) = ,X € $?}

kiimesi, normali e olan biiyiik cemberdir.

Sekil 7.2 Kiiresel hiperbol
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Durum 4:

Ornek 5.3.1 de
F, = (1,0,0), F, = (0,1,0)
alirsak,
F; = (0,0,1)
2c = T
2
oldugunu gordiik.

Teorem 5.3.1 den
i

noktalarinin kiimesi ﬁvektérﬁnﬁ normal kabul eden biiyiik cemberdir

Sekil 7.3 Kiiresel parabol
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Bu 6rnekte
Fl :el, FZ 282 VeF3 :e3

oldugundan bu ¢emberi X ,€3) = 0 bi¢iminde ifade edebiliriz.
Sonug 7.1:

Durum 1, Durum 2, Durum 3 ve Durum 4 de gordiiglimiiz gibi kiiresel elips, hiperbol ve

kiiresel parabol denklemleri
(X, &) =0

bliyiik ¢emberi ¢ikabiliyor. Bu ¢emberin E. Study doniisiimiinii bulursak,

—

S = {)_(>|(§,E3) = cos ® (sabit), Xe K}

birim dual kiire K iizerinde bir ¢emberdir. X dual vektoriinii @ = §+ ep*veW=y+

ey” olarak alirsak

X = sin @ cos ‘PE_f + sin @ sin ‘PE_Z) + cos (IDE%3 (7.1)

bi¢giminde ifade edebiliriz.

E3
A
IS X
AR Y A
e \\\
o = E,
| W
|
|
E, |
|
Sekil 7.4 Dual ¢cember
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X bir dual vektor oldugu icin

>l
I
>l
_|_
m
<l

oldugunu biliyoruz. (6.1) ve (6.2) den
sind=1 sin¥ = siny + ey* cos Y
cos ® = —gp* , cos¥ = cosy —eP*siny

(7.1) de bu esitlikleri kullanirsak X ve X" asagidaki gibi elde edilir.

cos\y
x=[e & Q%ﬂm4 (7.2)
0
ve
_ —(" + ) siny
X =[e & |- +A)cosy (7.3)
_(p*

Diger taraftan
(X,ET,) =cosd = —e@”*
oldugundan
L *
@=sve@'=c

olur. (7.2) ve (7.3) dan asagidaki esitlikleri buluruz.

(%) =1
(%x7)=0
(X,e3)=0

(X e5") + (X&) + 9" =0

Bu esitlikler yalnizca { ve * parametrelerine baghdir, dolayisiyla R3 de dogru
kongriians1 belirtir. Simdi bu kongriiansin Pliicker koordinatlarindaki karsiligini

bulalim. ¥ bu kongriiansin bir noktas1 olmak tizere
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y=XXX*+V
bi¢imindedir. y noktasinin koordinatlar1 (y;,y,,y3) olmak lizere

y1 = —@"siny + vcosy
yo = @*cosyY + vsiny
ys = (" +2)
olarak bulunur.

2 2 — A2 2
{yl +y,*=c“+v (7.4)

y3=Uy"+ 1

denklemi elde edilir. Goriildiigii gibi bu denklem {* ve A; parametrelerine bagli 2.
dereceden bir dogru kongriians1 belirtir. Bu kongiiransin dogrular1 asagidaki 6zellikleri

saglarlar.

1. Budogrular ve g dogrusu arasindaki en kisa uzaklik ¢* = c dir.

2. Budogrular ve g dogrusu arasindaki a¢1 her zaman ¢ = g dir.

Tanim 7.1

Bir dogru kongriiansinin biitiin dogrular1 ile belirli dogru arasindaki ag1 sabitse bu

kongriiansa, egim kongriians1 denir.

Bu tanima gore, (7.4) bir egim kongriians1 belirtir.
Teorem 7.1

S birim dual kiire K iizerinde iki parametreli bir ¢ember olsun. Bu ¢emberin Study

dontistimii ikinci dereceden bir dogru kongriiansidir.
Teoremin ispat1 i¢in (Hacisalihoglu 1975) bakiniz.

Dolayisiyla sunu sdyleyebiliriz. (7.4) kongriiansinin dogrulari yarigapt ¢* ve ana

dogrusu g olan silindirin yilizeyini g acis1 altinda keserler.
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@ = 0 alirsak

(7.4) denklemi

{Y12 +y2 =v?
Y3 =M\

halini alir.

Dolayistyla egim kongriiansi lineer dogru demeti olur.
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