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OZET

YARIM-SPINLi PARCACIKLARIN LORENTZYEN dS2 MANIFOLDUNDA GORELI
KUANTUM DINAMIGI

Bu tez ¢alismasinda gokkusagi formalizmi ve Bogoliubov yaklagimi kullanilarak iki-boyutlu de
Sitter (dS2) manifolduna hapsedilmis Dirac parcaciklarinin goreli kuantum dinamigi tartisilmistir. Bu
amaca ulagsmak adina, secilen uzay-zaman metrigi gokkusagi formalizmi yardimiyla yeniden yazildiktan
sonra degistirilmis dS2 geometrisinde hareket eden spin-1/2 pargaciklarmin géreli kuantum dinamigini
betimleyen ¢oziimleri elde etmek amaciyla kovaryant Dirac ve yari-Klasik Hamilton-Jacobi denklemleri
¢Oziilmiistiir. Sonrasinda, geometrik yapidaki kuantum etkilerini tartigsabilmek amaciyla asimptotik
bolgelerdeki vakum durumlarini analiz ettikten sonra Bogoliubov doniistimleri kullanilarak birim hacim
basina tiretilen parcaciklarin orani irdelenmistir. Literatiirde genel olarak giiclii elektrik alanlarinin veya
secili bir geometrideki genislemenin vakum durumunda gesitli pargaciklarin iiretim siirecini incelemek
icin bir firsat saglayan kararsizliklara yol acabilecegi kabul edilmektedir, bu tez arastirmamizda dis
elektromanyetik alan olmadan da bir vakum durumundan kiitleli Dirac pargaciklarinin iiretilebilecegi
gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fermiyon, de Sitter, Dirac denklemi, Gokkusagi gravite, Bogoliubov yaklagimi.
Danisman: Prof. Dr. Mustafa SALTI, Fizik Anabilim Dali, Mersin Universitesi, Mersin.

ikinci Damisman: Prof. Dr. Oktay AYDOGDU, Mersin Universitesi, Fizik Anabilim Dali, Mersin.



ABSTRACT

RELATIVISTIC QUANTUM DYNAMICS OF HALF-SPIN PARTICLES ON A
LORENTZIAN dS2 MANIFOLD

In this thesis, making use of the rainbow formalism and the Bogoliubov approximation, the
relativistic quantum dynamics of Dirac particles confined in a two-dimensional de Sitter (dS2) manifold
was discussed. In order to achieve this goal, the covariant Dirac and semi-classical Hamilton-Jacobi
equations were solved to obtain solutions describing the relativistic quantum dynamics of spin-1/2
particles moving in the modified dS2 geometry, with the chosen space-time metric rewritten using the
rainbow formalism. Afterwards, in order to discuss quantum effects on the geometric structure, after
analyzing the vacuum states in asymptotic regions, the rate of particles produced per unit volume was
evaluated by using Bogoliubov transformations. It is generally accepted in the literature that strong
electric fields or expansion in a selected geometry can lead to instabilities in the vacuum state, which
provides an opportunity to study the production process of various particles, in this thesis research it
was shown that massive Dirac particles can be produced from a vacuum state without an external
electromagnetic field.

Keywords: Fermion, de Sitter, Dirac equation, Rainbow gravity, Bogoliubov approximation.
Advisor: Prof. Mustafa SALTI, Department of Physics, Mersin University, Mersin.
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1. GIRIS

Gravitasyonel alaninin etkisi altindaki bir kuantum sisteminin analizi olduk¢a uzun bir donemdir
parcacik fizikgilerinin ilgisini ¢ekmektedir, bu nedenle, ¢esitli alanlarda ¢alisan kuramsal fizikgiler
ozellikle Klein-Gordon (bazen Klein-Fock-Gordon olarak da anilmaktadir) ve Dirac denklemleri basta
olmak iizere, goreli dalga denklemleriyle yogun bicimde ilgilenmektedir (Thaller, 1992; Thomas ve
Weise, 2001; Ginocchio, 2004; Gou ve Sheng, 2005; Alhaidari ve ark., 2006; Xu ve ark., 2008; Zhang,
2008; Arda ve Sever, 2009). Bahsi gecen bu dalga denklemlerinin ¢6ziimleri goreli etkileri betimlemek
icin ¢ok onemlidir. Son birka¢ yilda, goreli denklemlerin isaret ettigi kesikli enerji seviyelerini ve
denklemlere eslik eden dalga fonksiyonlarii arastirmak amaciyla, Klein-Gordon ve Dirac
denklemlerinin dogru ¢6ziimlerini elde etme konusunda artan bir ilgi olmustur (de Castro, 2005; Chen
ve ark., 2006; de Souza ve Chen, 2006; Qiang, 2007; Ikhdair, 2009; Hassanabadi ve ark., 2011;
Oluwadare ve ark., 2012; Ikot ve ark., 2016; Onyeaju ve ark., 2016).

Elektron temelli yaklasimlarin literatiirde bu denli dikkat ¢ekmesinin 6nemli nedenlerinden biri
elektromanyetik alandan kaynaklanan enerjinin formu degistirilerek maddeye donistiiriilebilmesi
olasiigidir. Ornegin, bir vakum ortaminda (ya da bos uzayda) bir dis elektromanyetik kaynagmn
(dolayisiyla harici elektromanyetik alanin) varliginda, 1siktan zit isaretli yiiklere sahip bir elektron ¢ifti
tiretilerek madde elde edilebilir (Weisskopf, 1936). Diger bir ifade sekliyle, giiglii bir elektromanyetik
alan vakum ortaminda bir kararsizliga neden olabilmekte ve bu sira dig1 istikrarsizlik ise parcacik tiretme
gibi ilging fiziksel siireglerin tartisilmasina olanak saglayabilmektedir (Sauter, 1931). Elektronun Dirac
yaklasimina atfedilen parcacik iiretilmesi (ya da yok edilmesi) siireci bir¢ok fizik¢iye gore kuantum
mekaniksel siireglerin bir sonucudur; ancak temel parcaciklarin iiretilmesi (ya da yok edilmesi)
durumlar1 esasen kuantum mekaniginin ortaya ¢ikmasindan once de tartisilmistir. Parcacik yaratma
siiregleri 1920’11 yillarda astrofizik alaninda ve 1930’lu yillarda ise goreli kuantum mekanigi alaninda
yogun ¢alisilan en dikkat ¢ekici konular arasinda yer almistir (Bromberg, 1976). Bu baglamda, bir harici
elektromanyetik alan kaynaginin sagladigi vakum ortamindan pargacik iiretme olasiligi Schwinger
tarafindan ilk kez 1951 yilinda ele alinmistir (Schwinger, 1951). Bu arastirma, ¢ok 6nemli iki sonucu

ortaya koymustur:
i) vakum ortamindan pargacik yaratilmasi i¢in manyetik alan tek basina yeterli degildir,

i) vakum ortami elektrik alan sayesinde rahatsiz (tedirgin, pertiirbe) edildiginde, manyetik

alan ¢ift tiretme olasiligini etkileyebilir.

Bu noktada vakum ortamindan parcacik iiretmek i¢in gerekli olan dis elektrik alanin siddetinin oldukga
yliksek olmasi gerektigini ve bu mertebeye ancak ¢ok giiglii lazerler ile ulasilabilecegini vurgulamak
yerinde olacaktir. Laboratuvarlarda olusturulan vakum ortamlarindan pargacik tiretme olasilig1 oldukc¢a

diisiiktiir, bu nedenle pargacik iiretme siireci daha ¢ok astrofizik alaninin 6nemli konusu haline gelmistir.
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Giincel astrofizik gdzlemlerden elde edilen verilere gore bazi kara deliklerin yakinlarinda vakum
ortaminda pargacik liretme siireci gergeklesebilmektedir (Wald, 1975). Dis elektromanyetik alan
varliginda vakumdan pargacik yaratma silirecinin yaninda vakum ortamindan kozmolojik parcacik
tiretme siireci de oldukca dikkat ¢ekici bir fenomen olup ilk defa Schrédinger tarafindan tartisilmistir
(Schrodinger, 1939). Bilim diinyasinda uzun bir siire goz ard1 edilen Schrodinger’in bu ilging fikri 1968
yilinda Parker tarafindan tekrar ele alinarak uzay-zaman geometrisinin genislemesi durumunda parcacik
iiretme siirecinin miimkiin olabilecegi gdsterilmistir (Parker, 1968). Evrenimizin giiniimiizdeki
genisleme davranisinin mertebesi parcacik tiretme durumunun gergeklesebilmesi i¢in yeterli degildir,
ancak evrenin bebeklik donemine karsilik gelen enflasyon evresinde hem genislemenin mertebesi hem
de dis elektromanyetik alanin biiyiikliigii parcacik yaratma siirecini miimkiin kilabilecek diizeyde oldugu
bilinmektedir. Bu nedenle, kozmolojik bir model i¢in pargacik yaratma siire¢lerinin tartisilmasit hem
kozmosun evrimsel siirecinin daha iyi anlasilabilmesi hem de basarili bir kuantum gravite kurami insa

edilebilmesi adina 6nem arz etmektedir.

Yarim-spinli Dirac pargaciklarin goreli kuantum dinamigi asagidaki gibi yazilan kovaryant Dirac

denklemi ile temsil edilmektedir (Cardall ve Fuller, 1996):
lihg/ 7P (0, — T, — ied,) —m|p = 0. (1.1)

Burada, h(i)” tetrad alanimin bilesenlerini, 7 diiz-uzay Gamma matrislerini, [, Dirac pargaciklart
lizerindeki gravitasyonel etkileri betimleyen spin baglantisini, A, elektromanyetik dortlii-potansiyel
bilesenlerini ve m ise parcacigin kiitlesini ifade etmektedir (Dirac, 1928a; 1928b). Ek olarak, orijinal
Dirac denkleminde 1 dort bilesenli spinore karsilik gelmektedir ve her bir bilesen enerjinin isareti ve
spinin yoniine gore farkli durumlari temsil eden ¢oziimlerdir (pozitif enerjili yukari spinli durum, pozitif

enerjili asag1 spinli durum, negatif enerjili yukar: spinli durum ve negatif enerjili asagi spinli durum):

Yo E>0 81
l/)_ 1/)1 _ E>0 S1 (12)
“\yY2 ] |E<O ST
(/B E<O0, S
Ote yandan, diiz (ya da Oklidyen) uzay-zamanda yazilmis olan Gamma matrisleri
{)7(1'),)7(1')} =7O70) + 75O = o, (1.3)

kosulu saglandig: siirece istendigi gibi secilebilmekte olup en yaygin kullanilan se¢imler sunlardir
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o Dirac temsili (Dirac, 1928a; 1928b)

]7(@:(15 _012), )7(1>=(_f;1 %1), (1.4)
7<z)=(_gz 002), 7(3)=(_(;3 003)_ (1.5)

Buradaki I,, o, 62 ve 3, 2x2’lik birim ve Pauli spin matrisleri olup sdyle tanimlanirlar (Pauli, 1935):

=G Y o-C ) 19
02:(? —Oz) 63:((1) _01) (1.7)

o  Weyl temsili (Kaku, 1993; Kukin, 2016)

’7(0):(12 Ié) )7(1):(_(;1 %1), (1.8)
7(2):(_2_2 002), )7(3)=(_(;3 003)_ (1.9)

o Weyl temsilinin alternatif versiyonu (Kaku, 1993; Kukin, 2016)

}7(0) _ (12 Ié)’ }7(1) _ (_(;1 001)’ (1.10)
7@ = (—(3;2 %2)’ 73 = (—?;3 %3)_ (1.11)

e Majarona temsili (Weinberg, 2002; Rodrigues ve de Oliveira, 2007)

]7(0):(002 CBZ)' 7(1)=(i%3 i((;)3), (1.12)
?@):(002 —gz), )7(3)=(—i001 _?01)- (1.13)
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o Chiral temsil (Kukin, 2016)

5 0 I 5 0 ot (1.14)
0 — 2 L — io

v (12 0)’ v (—iol 0 )

@ _( 0 io? s _( 0 io? (1.15)
Y (—iaz 0 ) 7 (—ia3 0 )

e  Goreli-olmayan temsil (Kukin, 2016)

” I 0 _ 0 —iot (1.16)
0) — (2 1) — lo

"= ) ™=(5 5)

52 — (0 —ig? 3 _ (0 —idg® (1.17)
% (iaz 0 ) 7 (i03 0 )

Einstein’in Genel Gorelilik kuraminda spin baglanti niceligi soyle tanimlanmaktadir (Brill ve Wheeler,

1957):
1
[ = _ggulr&a [y#,vV]. (1.18)

Yukaridaki denklemde yazilan g3 metrik tensordiir, I}, Chistoffel sembolleri olarak bilinir ve metrik

tensor g,,,, Ve tersi g*” cinsiden sdyle tanimlanmaktadir

1
L4 = 59 (0u9pv + 0v9pu — 0pguv). (1.19)

Metrik tensOriin tersi

ap _ £OFAC 9ap (1.20)
det|gaﬁ|

ifadesiyle hesaplanabilirken, egri uzay-zamanda tanimlanan Gamma matrisleri (y#) Oklidyen Gamma

matrisleriyle tetrad bilesenleri izerinden asagidaki gibi iligkilendirilirler:

yh = Bl 7O, (1.21)
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Genel Gorelilik kurami tamamen klasik fizik ¢ercevesinde yazilmistir. Kuantum mekaniginin
prensiplerini gravitasyonel alana uygulamayi diisliniiyorsak, segilen kuram gravitasyonun temel bir
cercevesinin diigiik enerjilerinde etkili bir mekanizma saglamalidir. Bu baglamda, kuantum gravite
caligmalart literatiirde aktif olarak gelismeye devam ederken gravitasyonel ve kuantum mekaniksel
etkilerin goz ardi edilemeyecegi ortamlarla basa c¢ikmak icin cesitli yaklasimlar ortaya atilmistir
(Rovelli, 2008a). En inlii kuantum gravite ¢erceveleri M-kurami (Kaku, 1999; Obers ve Pioline, 1999),
dongiisel kuantum gravite (Rovelli, 2008b; Ashtekar ve Bianchi, 2021), fraktal kuram (Calcagni, 2010)
ve gokkusagi formalizmidir (Magueijo ve Smolin, 2002; 2004). Her ne kadar literatiirde 6nerilmis ¢esitli
kuantum gravite yaklasimlar1 olmasina ragmen, hangisinin en tutarli modelleme oldugu heniiz net
degildir. Ayrica, bu noktada, tiim bu kuramlarin 6ncelikle diisiik enerji sinirinda Einstein’in insa ettigi
Genel Gorelilik kurami tarafindan sunulan tahminleri yeniden iiretmeleri gerektigini vurgulamakta

fayda vardir.

Son derece yiiksek bir enerji asamasindaki fizigi tanimlamak i¢in farkindaligimizi gesitli fikirlere
odaklayabiliriz. Bunlar arasinda, Deforme Ozel Gérelilik (DOG) yaklasimi 6zel goreliligin ilging bir
yontemle degistirilmis versiyonudur ve kiiresel Lorentz simetrisinin bir kuantum gravite yaklagimindan
yaklasik bir simetri olarak ortaya ¢iktigini iddia eder (Amelino ve Camelia, 2022a). Bahsi gecen DOG

yaklagimi esas olarak
E? —p? =m? (1.22)
bi¢iminde yazilan goreli dagilim iliskisinin
E? —p? — f(E,p% Ep) = m?, (1.23)

seklinde dogrusal olmayan bir forma degistirilmesi gerektigini 6nermektedir (Amelino-Camelia,
2022b). Burada; E enerjiyi, p momentumu ve E,; ise Planck enerjisini temsil etmektedir. Yakin zamanda
DOG yaklasimi Magueijo ve Smolin tarafindan Deforme Genel Gérelilik (DGG) ad: verilen daha genel
bir duruma genisletilmistir (Magueijo ve Smolin, 2002; 2004). DGG kapsaminda denklem (1.22)’de

verilen goreli dagilim iligkisi agagidaki bigime genigletilmistir:

§PDE? - &°(0p? = m?, (1.24)
Oyleki
X = Eil (1.25)
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Burada yazilan &; (x) ve &, () gokkusagi fonksiyonlari olarak bilinmektedir. Denklem (1.24) ile verilen
islem  dortli-momentum  vektdriinden kendisine dogrusal olmayan bir esleme olarak

diistiniilebilmektedir:

f:(E,p) = (§1(E, §200p). (1.26)

Sonug olarak, uzay-zaman koordinatlari i¢in asagidaki formda bir doniisiim yapilir

o at  di (1.27)
(dt, dx) - (51()(),52()()).

Burada metrik yazilirken iki farkli isaret se¢imi yapilabilmektedir:

ds? = +dt? F d%.dx . (1.28)

Ozel Gorelilik kuramindaki dagilm bagmtismin - DGG  yaklasimiyla egri  uzay-zamana
genellestirilmesinin ardindan gokkusagi fonksiyonlarinin farkli segimleri i¢in c¢esitli problemler
irdelenmistir: (i) karadelikler i¢in entropi, sicaklik, Hawking 1simasi, geometrik ozellikler ve faz
gecisleri gibi konularm arastirilmasi, (ii) Yang-Mills kuraminin analitik olarak ¢6ziilmesi, (iii) nétron
yildizlarmin fiziksel 6zellikleri ve (iv) gravitasyonel ¢okiisiin analizi. Bu arastirmalar sonucunda
gokkusagi fonksiyonlari i¢in de ¢esitli tanimlamalar ortaya ¢ikmistir (Tablo 1.1°de en ¢ok kullanilan

secimler sunulmaktadir).

Tablo 1.1. Gokkusagi fonksiyonlarinin bazi farkli se¢imleri. Burada ¢ ve o keyfi sabitlerdir.

$100) $200) Kaynaklar
1 (1 —¢x9)'? (Ashour ve ark., 2016; Denghani, 2018),
esx —1
Z 1 (Hendi ve ark., 2016; Deng ve Xie, 2017)
X

1-¢0t  (@-=¢0' (Amirabiveark., 2018; Awad ve ark., 2013)
1-¢nt 1 (Feng ve Yang, 2017)

o 1 (Liu ve Zhu, 2008)
(1— x?)1/? 1 (Ling ve ark., 2007)

1 1+ )2—( (Leiva ve ark., 2009)
1 14 x° (Amirabi ve ark., 2018)
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Metrik tensor (ya da ¢izgi-elemani) uzay-zamanin dokusunu betimleyen matematiksel bir
ifadedir. 1917 yilinda, de Sitter Genel Goreliligin alan denklemine egriligin kaynagi olarak kozmolojik
sabiti ekleyerek pozitif kozmolojik sabit durumunda dS geometrisini elde ederken negatif kozmolojik
sabit durumunda ise anti-dS (AdS) modelini tanimlamistir (de Sitter, 1917a; 1917b). Siipernova tip Ia
gozlemleri kozmolojik sabitin kii¢iik ve pozitif degerler aldigini isaret etmistir (Schmidt ve ark., 1998)
ve boylece dS geometrinin evren i¢in dogal bir limit model olabilecegi anlagilmistir (Suneeta, 2002).
Bununla birlikte, (3+1)-boyutlu uzay-zaman modelleri baglaminda tartisilan kovaryant Dirac
denklemlerinin ¢6ziimleri i¢in kullanilan matematiksel adimlar olduk¢a zordur. Sonug olarak, kuramsal
fizik¢iler bu zorlugun {iistesinden gelebilmek adina cesitli yaklagimlar (6rnegin zayif alan yaklagimu,
sayisal analiz, ¢Oziimlerin asimptotik davranislarin tartigilmasi, WKB mekanizmasi) gelistirdiler.
Yukarida bahsi gecen matematiksel zorlugun iistesinden gelebilmek adina daha diisik boyutlu
geometrik modellerin kullanilmasi da bir segenek olarak 6n plana ¢ikmaktadir ve bu yaklasim yakin
zamanda yapilan bir calismayla desteklenmis olup bu arastirma kapsaminda kuantum diinyast i¢in uzay-
zamanin iki boyutlu olabilecegi ortaya konmustur (Carlip, 2012).

Buraya kadar sunulan bilgiler 1s181inda, bu tez kapsaminda temel olarak bir dS2 hiperboloidi i¢in
gokkusagi gravite yaklasimi penceresinden kovaryant Dirac denkleminin tam ¢6ziimlerinin elde
edilmesi ve sonrasinda parcacik yaratma siireglerinin tartisilmasi amaglanmigtir. Sekil 1.1°de bir dS2
manifoldu resmedilmistir ve bu temsili sekilde hiperboloid iizerindeki bir x noktasi ile birlikte onun

antipodu p(x) ve bunlar birlestiren bir zaman dilimi (uzay benzeri jeodezik) gosterilmistir.

fr\ / W

IR

Sekil 1.1. Ug boyutlu Minkowski uzayima gomiilii tek yaprakli bir dS2 hiperboloidi (Perez-Nadal ve ark. 2010).

Bir dS2 manifoldu matematiksel olarak asagidaki denklem ile ifade edilmektedir

ds? = —dx3 + dx? + dx3 . (1.29)
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Burada betimlenen (2+1)-boyutlu geometrideki her bir nokta, sadelik olmasi i¢in 6 ve ¢ koordinatlar
gizlenmis iki kiireyi temsil etmektedir. Daha once de vurgulandigi gibi, bu noktada bir dS2
manifoldunun agagidaki denklemle betimlenen iki-boyutlu bir hiperboloid oldugunu hatirlamak yerinde

olacaktir:

x§ —xf—x%= —%. (1.30)

Burada, H sabit bir parametreyi ifade ederken ve h = % ise dS2 ufkunun yarigapinin temsil etmektedir

(Hawking ve Ellis, 1975). Bu asamada, denklem (1.29)’da yazilan koordinat seti i¢in

1 . 2x2
- sinh(Ht) + % exp [Ht]

X0
— 2
(xl) - %cosh(Ht) — 2%exp [Ht] | (1.31)
xexp[Ht]

tanimi yapildiginda, asagida yazilan ¢izgi-eleman: elde edilmektedir (Padmanabhan, 2003)
ds? = —dt? + e@H(x2? (1.32)

Yukaridaki denklemde sunulan g¢izgi-eleman1 xy + x; = 0 durumundaki null (6nemsiz) 1sinlar

tarafindan sinirlandirilan dS2 hiperboloidinin yarisini ¢evrelemektedir. Ek olarak,

n= _%e(—Ht) (1.33)

bigiminde yeni bir degisken tanimlandiginda,

ds? = —— (—dn? + dx?) (1.34)

T H2p?

ile verilen ¢izgi elemani elde edilmektedir. Tez arastirmamiz kapsaminda, yukarida yazilan geometrik
model gokkusagi formalizmine gore uygun bigimde degistirildikten sonra kovaryant Dirac ve yari-klasik
H-J denklemlerinde kullanilacak ve bdylece tam ve asimptotik ¢oziimlere ulasilacaktir. Dirac, Klein-
Gordon, Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) gibi denklemlerinin kovaryant bi¢imlerinin (egri uzay-
zamandaki formlarinin) ¢6ziimlerine ulagsmak kozmolojik parcacik iiretme siireglerinin tartigilabilmesi
icin gerekli olan basamaklardan ilkidir. Elde edilen tam ¢oziimlerden yaratilan parcaciklarin sayi

yogunlugunu bulabilmek de bir baska zorlu basamak olarak karsimiza ¢ikar. Bu zorlu matematiksel
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basamaklar1 bagariyla asabilmek amaciyla literatiirde Bogoliubov doniigiimleri (Gavrilov, ve Gitman,
1996; Birrel ve Davies, 1982), tiinelleme genligi (Damour, 1975; Nikishov, 1970; Brout ve ark., 1995),
yol-integrali (Hartle ve Hawking, 1976; Chtire ve Hartle, 1977), Hamilton kdsegenlestirme yaklagimi
(Grib ve ark., 1976), yari-klasik WKB mekanizmasi (Biswas ve ark., 1995; 2000) ve Green fonksiyonu
yaklagimi (Gavrilov ve ark., 1997) gibi ¢esitli yontemler 6nerilmistir. Bu tez ¢alismasinda parcacik
iiretme mekanizmasi i¢in yogun bicimde tercih edilen Bogoliubov doniisiimleri kullanilacaktir. Segilen
dS2 metrigi baglaminda kuantum mekaniksel etkileri arastirmak amaciyla Bogoliubov yontemine
gecmeden Once vakum ortaminda ¢dziimlerim asimptotik davraniglarina bakilir. Coézlimlerden elde
edilen pozitif ve negatif frekans durumlar esasen zamansal bir killing vektdoriiyle ilintilidir, ancak bdyle
bir vektor genisleyen uzay-zaman dokularinda mevcut degildir. Dolayistyla, vakum durumunun makul
bir tanimin1 bulmak i¢in farkli yaklasimlara bagvurmamiz gerekmektedir ve adyabatik metot 6nerilen
cesitli yaklagimlar arasinda en yaygin olanidir (Parker, 1977; Birrel ve Davies, 1982). Bu durum bizi
yarim-spinli parcaciklarin goreli kuantum dinamigini tartismak istedigimizde kovaryant Dirac denklemi
ile yari-klasik H-J denklemini de dikkate almaya zorlamaktadir (Villalba, 1995). Burada, baslangic ve
son durumlart segmek i¢in dogal bir dlgiitiin H-J denklemi ile temsil edilen yari-klasik durumlarin
davranisina odaklanmak oldugunu vurgulamak onemlidir. Bu yontem uygulanirken sirasiyla iig
basamak takip edilir (Audretsch ve Schafer, 2021; Pimentel ve Pineda, 2021):

e Yari-klasik H-J denkleminin asimptotik ¢oziimlerini elde etmek,

e Dirac denkleminin ¢6ziimiiniin asimptotik davranisi ile H-J denkleminin asimptotik davranisini

kiyaslamak,

e Negatif ve pozitif frekans durumlarini bulmak;

_ {exp[+i5] < pozitif enerji (pargacik) (1.35)
"~ lexp [—iS] & negatif enerji (anti — pargacik).

Buradaki S ve W sirasiyla klasik eylemi ve dalga fonksiyonunu temsil etmektedir. Yaratma ve yok etme
katsayilarimin tam kip ¢6ziimleri dikkate alinarak yazilan ve iiretilen parcaciklarin say1 yogunlugunu
temsil eden fonksiyonun hesaplandigi bir yontem olan Bogoliubov doniisiimleri yaklagimi temel olarak
asimptotik baslangi¢ (sonsuz gegmis) ve asimptotik gelecek (sonsuz gelecek) anlari i¢in elde edilen
pozitif ve negatif frekans durumlarinin kip c¢oziimleriyle bagdastirilmasina dayanmaktadir. Tez
calismamizda yaratma ve yok etme operatdrlerini karistirirken onlarin komiitasyon iliskilerini koruyan
Bogoliubov doniisiimlerinin fermiyonik versiyonu ele alinacaktir. Kuantum alan kuraminda, bir alan
denkleminin faz durumlarinin tanimi olarak iki farkli tam ortogonal kiime dikkate alinabilmektedir
(Ruijsenaars, 1977; Svozil, 1990). Dolayistyla, parcaciklarin durumlarini f; ve g; ortogonal bazlariyla

iliskilendirilerek tanimlamamiz gerekmektedir (Mishima ve Nakayama, 1988):
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Q=Y fi+ 7' = %G9+ 9)). (1.36)
Buradaki j;, )’(}T ve Z;, fj ifadeleri sirasiyla, yaratma ve yok etme islemcilerini ve onlarin hermitik

esleniklerini temsil etmektedir. Bogoliubov doniigiimleri yontemi sayesinde bu iglemcileri birbirlerine

baglama olanagr miimkiin olmaktadir (Mishima ve Nakayama, 1988):
¢ = iay2 + by 2.0 (1.37)
{F=Yia; 2" + b)) (1.38)

Yukaridaki denklemlerde kompleks eslenikleriyle birlikte kullanilan a;; ve b;; ¢arpanlart Bogoliubov

katsayilar1 olarak bilinmektedir ve su 6zellikleri saglamaktadirlar
Yi(aniay — buiby) = 6y (1.39)
Yi(aniby — bpiay) = 0 (1.40)

Bu asamada, her bir pargacik ile iliskili olan iki farkli vakum durumu |Vx> ve |V¢) varsayilabilmektedir

(Mishima ve Nakayama, 1988; Kodama, 1981):
[Vy): xi|lVy) =0 heriigin, (1.41)
[Vz): ¢|Ve) =0 herjigin. (1.42)

Eger |V§> ifadesini dogal vakum durumu olarak alirsak, |Vx>'yi cok parcacikli bir faz olarak segmemiz
gerekmektedir (Kodama, 1981). Boylece, g; kiimesinin parcacik sayisi operatdriiniin beklenen degeri

sOyle tanimlanacaktir (Kodama, 1981):
T — 2 .
(VelZi &1Vy) = Xl by (1.43)
Parcacik sayisinin dagilimimi tam olarak elde edebilmek i¢in Bogoliubov katsayilarini hesaplamak bir
zorunluluktur. Bogoliubov doniisiimleri yontemi géz oniine alindiginda, pozitif (ya da negatif) “in”

(iceri, gecmis, giris) frekans durumu “out” (cikis, disari, gelecek) fiziksel durumunun pozitif ve negatif

frekansli durumlarinin lineer birlesimi cinsinden yazilabilmektedir:

10
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CI){I‘;’l,k = akq);ut,k + by ;ut,k' (1-44)

Boylece, bu yontem sayesinde elde edilen ¢oziimler kullanilarak Bogoliubov katsayilart a;, ve by

hesaplanabilmektedir. Gerekli hesaplamalar fermiyonik durumu temsil eden
lag|? + |b* = 1 (1.45)
n = |by|? (1.46)
denklemlerinde kullanildiginda yaratilan parcaciklarin sayr yogunlugunu yazmak ve bu ifadenin
davranisini tartismak miimkiin olmaktadir. Tez arastirmalar1 kapsaminda, segtigimiz uzay-zaman

modeli icin buraya kadar tanitilan nicelikler ile ilgili gerekli tiim hesaplamalar yapilarak hedeflenen

kuramsal sonuglara ulasildiktan sonra ayrica elde edilen sonuglar grafiksel baglamda irdelenecektir.

11
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Evrenimizin ¢ocukluk evresinden itibaren dinamik bi¢imde degisen dogasi hakkinda dnemli
¢ikarimlara ulasmamizi saglayabilecek olan goreli pargacik dinamiginin farkli perspektiflerden
arastirilmasi literatiirde her zaman yogun bicimde ele alinmistir ve halen de dikkat cekmeye devam
etmektedir. Bu boliimde, literatiirde yer edinmis ve tez konusuyla baglantili 6nemli bazi ¢alismalar
hakkinda kisa bilgiler verilecektir.

e Bir 6nceki boliimde kozmolojik pargacik yaratma siirecinin genisleyen bir geometride miimkiin
olabilecegi konusunun ilk defa Parker (Parker, 1968) tarafindan irdelendigini belirtmistik. Bu
dikkat ¢ekici galigmasindan sonra, Parker arkadaglariyla birlikte

o skaler dalga denkleminin izotropik bir geometrik yap1 i¢in elde edilen ¢dziimlerini
dikkate alarak pion parcaciginin yaratilmasi ve yok edilmesi mekanizmalar1 (Parker,
1972),

o bir karadeligin lirettigi parg¢aciklarin olasilik dagilimlar1 (Parker, 1975),

o asimptotik dl¢ekte diiz geometrilerde tekilliklerden tiretilen parcaciklar (Ford ve Parker,
1978),

o genisleyen bir uzay-zaman modeli i¢in madde ve anti-maddenin asimetrik yaratilma
siiregleri (Papastamatiou ve Parker, 1979),

o kozmik sicimlerin uzay-zaman dokusunda bir kararsizlik yaratarak gravitasyonel
alandan parcacik iiretilmesine neden oldugunun ortaya konmasi (Parker, 1987)

gibi alanda 6ncii niteliginde arastirmalar yapmustir.

e Grib ve arkadaslar1 kozmosun hem erken-zaman ivmeli (enflasyon) evresi hem de geg-zaman
ivmeli faz1 (karanlik madde-enerji baskin evre) i¢in Friedman geometrisini kullanarak pargacik
ve anti-pargaciklarin tiretilme olasiliklarini yeni bir yaklagimla el almistir (Grib ve ark., 1976).

e Chitre ve Hartle 1977 yilinda yayinladiklari bir ¢alismada Robertson-Walker metrigini 6zel bir
formu ile birlikte Feynman yol-integrali yontemi kullanilarak genisleyen geometri igerisinde
yaratilan parcaciklarin olasilik yogunlugu hesaplanmis ve ilgili sonucun yiiksek enerjilerde
termal dagilima indirgendigi gostemistir (Chitre ve Hartle, 1977).

e Audretsch ve Schafer 1gimim baskin Robertson-Walker metrigi ile betimlenen uzay-zaman
yapisinda kiitleli ve yarim-spinli kozmik pargaciklarin {iretilmesi siirecini tartismak i¢in Fock
yaklagimini takip etmistir (Audretsch ve Schafer, 1978).

e Schafer ve Dehnen 1980 yilinda homojen (tekdiize, tiirdes) dagilimli elektromanyetik alanin s6z
konusu oldugu ti¢-boyutlu Robertson-Walker tipinde bir ¢izgi-eleman1 icin enflasyon
evresindeki parcacik ¢ifti tiretme olasiligini arastirmis ve evrene dagilmis pargaciklarin 6nemli
bir kisminin biiyiik patlamanin hemen sonrasinda vakumdan yaratilmis olmasi gerektigi

sonucuna ulagsmislardir (Schafer ve Denhen, 1980).

13
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e 1992 yilinda yaymlanan bir ¢aligmada Villalba ve Percoco asimptotik olarak tekdiize ivmeli
hareket sergileyen gozlemciyle betimlenen bir koordinat sistemi i¢in kovaryant Klein-Gordon
ve kovaryant Dirac denklemlerinin ¢6ziimlerine odaklanarak yaratilan goéreli pargaciklarin say1
yogunlugunu tartismis ve boylece iiretilen Dirac parcaciklarinin Fermi-Dirac dagilimiyla Klein-
Gordon parcaciklarinin ise Planck dagilimryla temsil edildiklerini ortaya koymuslardir (Villalba
ve Percoco, 1992).

e Biswas ve arkadaslar1 bir kompleks-zaman WKB yaklagimini takip ederek dS metrigi i¢in
parcacik yaratma siirecini tartigsmistir (Biswas ve ark., 1995).

o Feinstein ve Sebastian 1995 yilinda Bell-Szekeres tipi uzay-zaman metrigi i¢in Bogoliubov
katsayilart yaklasimini kullanarak skaler nétr parcaciklarin {iretilme mekanizmasina
odaklanmistir (Feinstein ve Sebastian, 1995).

e Gavrilov ve arkadaslar1 1997 yilinda sabit bir elektromanyetik alan durumunu varsayarak
Friedman-Robertson-Walker (FRW) tipi bir geometri i¢in bir vakum ortamindan baska bir
vakuma ortamina gecis mekanizmasi, Uretilen pargaciklarin olasilik dagilimi ve vakum
tedirginligi konularini arastirmislardir (Gavrilov ve ark., 1997).

e 1999 yilinda Villalba dikkatini sabit bir elektrik alan iceren anizotropik (es-yonlii olmayan) bir
uzay-zamanda Bogoliubov doniisiimleri yoluyla skaler parcaciklarin iiretilme siirecini
arastirmaya cevirmistir (Villalba, 1999).

e 2002 yilinda Villalba bu kez Greiner ile birlikte zamanla degisen bir dis elektrik alan varliginda
yukarida bahsedilen ¢aligmada kullanilan uzay-zaman dokusu i¢in kovaryant Klein-Gordon ve
kovaryant Dirac denklemlerinin ¢6ziimlerini tartigarak yaratilan skaler ve fermiyonik
parcaciklarin say1 yogunlugunu ¢alismistir (Villalba ve Greiner, 2002).

e Mendy sabit bir elektrik alan dagilimi ve gravitasyonel alan igeren bir ortamda FRW tipi bir
metrik i¢in kovaryant Klein-Gordon ve kovaryant Dirac denklemlerinin ilgili ¢ozlimlerini
kullanarak yaratilan pargaciklarin sayr yogunluklarini irdelemis ve skaler Klein-Gordon
parcaciklari i¢in Bose-Einstein istatistigine uyan ve kiitleli fermiyonlar i¢inse Dirac-Fermi
istatistigiyle betimlenen dagilimlar elde etmistir (Mendy, 2003).

e 2004 yilinda Havare ve arkadaslar statik ve genisleyen dS2 tipi uzay-zaman modelleri i¢in
Bogoliubov katsayilar1 yontemini kullanilarak yarim-spinli pargaciklarinin iiretilmesi siirecini
arastirmigtir (Havare ve Ark., 2004).

e Moradi 2009 yilinda yayinladig: iki farkli makalede kozmolojik pargacik yaratma siirecini
analiz etmistir:

o Ilk olarak asimptotik Robertson-Walker metriginin iki farkli formu icin kovaryant
Klein-Gordon ve kovaryant Dirac denklemlerinin tam ¢dziimlerini elde ederek yaratilan
skaler Klein-Gordon pargaciklarinin ve kiitleli fermiyonlarin olasilik yogunluklarinin

hesaplamigtir (Moradi, 2009a).

14
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o Diger arastirmada ise elektromanyetik ve gravitasyonel alan i¢eren Robertson-Walker
modelinin dS ve asimptotik olarak 1g1n1im baskin formlar1 igin yiiklii skaler par¢aciklarin
tiretilmesi siirecini analiz etmistir (Moradi, 2009b).

e Lin ve Yang parcaciklarin FRW metriginin goriinen ufkundan kuantum tiinellemesi yapmasi
durumunu genel goreliligin gokkusagi formalizmi kapsaminda irdelemistir (Lin ve Yang, 2009).

e Haouat ve Chekireb 2011 yilinda Robertson-Walker tipi bir uzay-zaman metrigi varsayarak
Bogoliubov doniisim yontemine dayanan kanonik metodu yardimiyla vakumdan skaler
parcaciklar iiretilmesi siirecini arastirmiglardir (Haouat ve Chekireb, 2011).

e Haouat 2014 yilinda bu kez Nouicer ile birlikte kovaryant Klein-Gordon denkleminin
coziimlerinden bir elektrik alan vasitasiyla skaler parcaciklarin iiretilmesi siirecini ele almistir
(Haouat ve Nouicer, 2014).

e Kangal ve arkadaglar1 2014 yilinda dis elektrik alan igeren (1+1)-boyutlu dS geometrinin
kapsadigi bir vakum ortamindan vektor bozonlari iiretilmesi problemini arastirmislardir (Kangal
ve ark., 2014).

e 2015 yilinda Sogut ve Havare Bogoliubov katsayilari yontemi yardimiyla dis elektromanyetik
alan (zamanla degisen elektrik alan ile birlikte sabit manyetik alan) iceren Robertson-Walker
tipi bir uzay-zaman modelindeki vakum ortamindan iiretilen skaler pargaciklarin sayi
yogunlugunu elde etmistir (Sogut ve Havare, 2015).

e Sogut ve arkadaglar1 2016 yilinda yayinlanan bir caligmada uzaysal koordinata bagli manyetik
alan ile birlikte zamanla degisen elektrik alan varliginda Bogoliubov katsayilarini kullanarak
yarim-spinli par¢aciklarin iiretilme siirecini tartigmiglardir (Sogut ve ark., 2016).

e Lankinen ve Vilja 2016 yilinda FRW tipi bir uzay-zaman modeli i¢in gravitasyonel pargacik
yaratma mekanizmasini temsili i¢in bir yaklagim ortaya koymuslardir (Lankinen ve Vilja,
2016). Bu yontem kapsaminda, egri uzay-zamanda skaler pargaciklarin yaratilma siireci
kuantum alan kurami kullanilarak tartisilmis ve iiretilme olasiligini betimleyen fonksiyonun
parcacik kiitlesine ve geometrik modelin genisleme parametresine yakindan bagli oldugu ortaya
konmustur.

e 2017 yilindaki bir ¢alismada ise Sogut ve arkadaslar1 vakum ortamindan yarim-spinli
parcaciklar iiretme sirecinin dig elektromanyetik alanin biyikligine bagli oldugunu
gostermislerdir (Sogut ve ark., 2017).

o Bezerra ve arkadaslart kovaryant Klein-Gordon denklemi igin Schwarzschild metriginin
gokkusagi versiyonu yardimiyla Heun fonksiyonlari cinsinden ¢oziimler elde etmis ve boylece
Hawking 1s1masin1 aragtirmiglardir (Bezerra ve ark., 2017a).

e 2017 yilinda yayinlanan bir diger ¢alismada ise kapali Einstein metigi i¢in kovaryant Klein-
Gordon denkleminin ¢dziimleri gdkkusagi formalizmi baglaminda elde edilerek Casimir etkisi

aragtirilmistir (Bezerra ve ark., 2017b).
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e Yine 2017 yilinda, Bezerra caligma arkadaslariyla birlikte bu defa kozmik statik sicim
metriginin gokkusag1 formalizmi ile yazilan versiyonunu kullanarak ytiklii skaler pargaciklarin
enerji seviyeleri i¢cin kovaryant Klein-Gordon denkleminin ¢oziimlerini aragtirmistir (Bezerra
ve ark., 2017c¢).

e Santos 2020 yilinda arkadaslariyla birlikte kovaryant Klein-Gordon denklemini gokkusagi
yaklagimina gore yeniden yazilan kozmik sicim ¢izgi-elemani i¢in ¢dzerek skaler parcaciklarin
goreli kuantum dinamigini tartigmistir (Santos ve ark., 2020).

e 2020 yilinda Bakke ve Mota gokkusag yaklasimina gore yeniden yazilan kozmik sicim uzay-
zaman modelini kullanarak Dirac denklemini ¢ozmiis ve sonrasinda Aharonov-Bohm etkisini
arastirmistir (Bakke ve Mota, 2020).

e Hamil ve arkadaslar tarafindan 2021 yilinda yayinlanan bir arastirmada kozmolojik skaler
parcacik iiretme siireci zamansal tekillikler igermeyen bir uzay-zaman modelinde aragtirilmigtir
(Hamil ve ark., 2021).

e 2021 yilinda Sogut ve arastirma arkadaslar1 fotonun goreli kuantum dinamigine odaklanmis ve
kiitlesiz DKP denkleminin ¢oziimlerinden foton icin bir enerji 6zdeger denklemi elde
etmislerdir. (Sogut ve ark., 2021).

o Kangal ve arkadaslar1 gokkusagi formalizmine gore yeniden yazilan Godel-tipi bir metrik i¢in
kovaryant Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimlerine odaklanarak skaler pargaciklarin goreli
kuantum dinamigini aragtirmistir (Kangal ve ark., 2021).

o Kangal 2022 yilinda basilan bir ¢alismasinda yarim-spinli ve kiitleli parcaciklarin goreli
kuantum dinamigini es-yonlii olmayan bir uzay-zaman modelinin gokkusagi versiyonu
baglaminda tartismistir (Kangal, 2022).

e Bilim ve arkadaslari 2023 yilinda genel goreliligin gokkusagi formalizmi kapsaminda
elektromanyetik ve gravitasyonel alanlardan kaynaklanan skaler ve spin-1/2 pargaciklarin
yaratilmasi siirecini ele almiglardir (Bilim ve ark., 2023a). Bu baglamda, anizotropik Bianchi |
tipi gokkusag1 metrigi ile birlikte zamanla azalan bir dis elektrik alan dikkate alinarak yaratilan
goreli pargaciklarin say1 yogunlugu hem Klein-Gordon hem de Dirac parcaciklari igin elde
edilmistir.

e Yine 2023 yilinda, Bilim ve caligma arkadaglar1 dikkatlerini bu kez izotropik olmayan
geniglemeli bir gokkusagi metrigi ile birlikte sabit bir dis elektrik alan1 dikkate alarak spin-0
(skaler) pargaciklarin yaratilmasi siirecini farkli bir perspektiften aragtirmaya yonlendirmistir
(Bilim ve ark., 2023Db).

Yapilan dikkatli literatiir aragtirmalar1 sonucunda yarim-spinli parcaciklarin yaratilma siirecinin genel
goreliligin gokkusagi formalizmi kapsaminda dS2 metrigi icin daha once ¢aligilmadig1 goriilmiistiir. Bu
baglamda, tez arastirmalar1 neticesinde elde edilen kuramsal ¢ikarimlarin literatiire 6zgilin ve oldukga

onemli katkilar sunacagi ongoriilmektedir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Temeli dS2 tipi uzay-zaman geometrisi baglaminda ve genel goreliligin gokkusagi formalizmi
ger¢evesinde yarim-spinli kiitleli Dirac pargaciklarinin goreli kuantum dinamigini arastirmak
oldugundan bu tez caligmasi kuramsal hesaplamalar icermektedir. Arastirma kapsaminda herhangi bir
materyal kullanilmamistir. Ancak bazi matematiksel basamaklar1 asmak adina Wolfram Mathematica
olarak bilinen ileri-seviye programlama ortami kullanilmistir. Kullanilacak yontemin ilk basamaginda
dS2 modeli gravitenin gokkusag: yaklasimi kullanilarak yeniden yazilacak ve bazi temel hesaplamalar
yapilacaktir, ikinci agamada tanimlanan uzay-zaman metrigi i¢in kovaryant Dirac denkleminin tam
¢oziimleri ve yari-Klasik H-J denkleminin asimptotik ¢oziimleri elde edilecektir, iglincii asamada ise

Bogoliubov doniisiimleri yontemiyle fermiyonik parcaciklarin yaratilmas siireci analiz edilecektir.

3.1. Notasyon Hakkinda

Tez kapsamindaki tensorel ifadelerde kullanilan tiim indisler genel olarak “0-3” arasinda
degerler almaktadir (aksi durumlar oldugunda ilgili yerde 6zellikle belirtilecektir). “0” sayisi zaman
koordinatina, “I, 2, 3” sayilar ise ii¢ uzay koordinatlarina karsilik gelmektedir. Yunan alfabesinin
kullanildig: indisler (a, B, v, W, v, ... =0, 1, 2, 3) egri uzay-zaman koordinatlarin1 betimlerken
Latin alfabesiyle yazilan indisler (a, b, 1, j, ...= 0, 1, 2, 3) ise diiz uzay-zamani gostermektedir.
Bu tez galismasi boyunca metrik igin (-,+,+,) isaret se¢cimi kullanilacak ve G = c=h =1

seklindeki dogal birimler tercih edilecektir.

3.2. Kuramsal Analiz Yaklasimi Hakkinda

Takip edilecek kuramsal analiz yaklagimini daha a¢ik bicimde sunmak adina aragtirmamiz igin
incelenen kaynaklardan biri olan “Particle Creation in a universe filled by radiation and dust-like
matter” (Villalba, 1993) baslikli makale Tiirkgeye ¢evrilerek bu alt bolimde sunulmustur. Villalba
tarafindan 1993 yilinda yayinlanan bu makalede uzaysal olarak acik FRW geometrisiyle betimlenen
radyasyon ve toz benzeri madde karigimiyla doldurulmus izotropik bir evren modeli dikkate alinarak
kovaryant Klein-Gordon ve kovaryant Dirac denklemleri ¢6ziilmiis ve skaler ve yarim-spinli
parcaciklarin goreli kuantum dinamigi iizerine yogunlasilmistir. Yukarida bahsi gegen uzay-zaman

modelini temsil eden ¢izgi-elemani

ds? = —dt? + a(t)?[dy? + (sinh(x))? (d9? + (sin9)?dp?)] (3.1)
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bi¢iminde yazilmaktadir (Chernin, 1966; Kharbediya, 1977). Bu metrik Einstein’in Genel Gorelilik

kuraminda ortaya koydugu

1 3.2
Ry, — Eg’“’R = KTy (3.2)
bigiminde yazilan alan denkleminde kullanildiginda asagidaki sonuglar elde edilmektedir
de 3 da (3.3)
p+te T a’
_ 3 [(da)? _ (34)
ke =2 (dt) 1] ’

Burada, R, Ricci tensorii, R Ricci skaleri, k bir sabit, € enerji ve p ise basingtir. Ayrica, ilgili senaryoda

radyasyon ile toz benzeri madde arasinda bir etkilesim olmadigi kabul edilmis olup toplam enerji soyle

ifade edilmektedir (Chernin, 1966):

€E=¢€4+¢€,, (3.5
€q = %, (36)
€& = (3.7)

Yukaridaki denklemlerde yazilan A ve B iki sabit parametredir. Ek olarak,

dt (3.8)

77=;

bi¢iminde bir konformal doniisiim tanimlandiginda ve n = —co durumunda a(n) — b (b bir sabittir)

kabul edildiginde denklem (3.1)’de yazilan ¢izgi elemani su bi¢imi almaktadir (Villalba, 1993)
ds? = b?(e" + 1)?(—dn? + dx? + (sinh x)? (d9? + (sin9)?d¢?)) . (3.9)

Artik Klein-Gordon ve Dirac denklemlerini kovaryant formlarinin tam ¢6ziimlerinin

arastirilabilecegi asamaya gelinmistir. Kovaryant Klein-Gordon denklemi

18



Oguzhan SAHIN, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi Fen Bilimler Enstitiisii, 2024

(9%FV, Vg —ER —m?)d = 0. (3.10)
biciminde yazilmaktadir. Denklem (3.9)’te yazilan metrik i¢in Ricci skaleri

6 (3.12)

T b2(eM+1)3 "

biciminde elde edilmektedir. Ayrica, & carpani konformal bir ¢iftlenim durumu igin § = % degerini alan

boyutsuz bir parametredir. Klein-Gordon denkleminde (3.9) numarali denklemde yazilan metrik

kullanildiktan sonra elde edilen diferansiyel denklemi degiskenlerine ayirmak amaciyla

P =TMXWY W, ¢) 3.12)
tanimi yapildiginda
i + cotd d + A Y =1(+1)Y (3.13)
a9z " Va9 T sino)2de?) " T '

a* ,,ad d, 2.2, 3 _ (3.14)

(dn2+2adn+a+ma +o 1)T—0,
d? + 2coth d+l(l+1)+ 2\x — o (3.15)

dy? €0 Xd)( (sinhy)? ? o

denklemlerine ulasilmaktadir. Buradaki [ ve o ifadeleri [ > 0 ve ¢2 > 1 kosullarina uyan ayirma

sabitleridir. Bu basamakta

= 2 3.16
T =22, (3.16)

fonksiyonu onerildiginde denklem (3.14) asagidaki diferansiyel denkleme doniismektedir

d? 3.17
<d_772 +m?a(n)? + 0% — 1)2 = 0. (3.17)

Yukaridaki denklemde

a(n) =b(e"+1) (3.18)
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fonksiyonu kullanildiginda asagidaki sonuca ulagilmaktadir

d2 3.19
(d_172+ m?b?e?" + 2m?b%e" + m?b? + 0% — 1)Z = 0. (3:19)

Elde edilen bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise hiper-geometrik M ve U fonksiyonlarimnin birlesimi
seklinde soyle ifade edilmektedir (Abramowitz, 1964):

Z(m) = e"¢ exp(—imbe™)

X (ClM (% +c+ibm,2c + 1,2ibme’7) + C,U G +c+ibm,2c+ 1,2ibme7’)> . (3.20)
Buradaki C; ve C, garpanlari keyfi sabitler olup ek olarak
c =i(o? + m?b% —1)1/2, (3.21)

bigimindedir. Ote yandan, denklem (3.13)’un ¢dziimleri harmonik polinomlar Y = Y;,,, (9, ¢) cinsinden

yazilabilmektedir. Ayrica, denklem (3.16)’in ¢ézlimleri ise asagidaki gibi elde edilmistir:

1 —I-
X = mpwl_f/zz (coshy). (3.22)
Buradaki Pg'(coshy) ifadesi torus fonksiyonu olup ek olarak
vi=ot-1, (3.23)

bi¢imindedir.
Simdi kovaryant Dirac denkleminin tam ¢06ziimlerine odaklanabiliriz. Egri uzay-zamanda
kovaryant Dirac denklemi

{r*(0, —T,) +m}j¥ =0 (3.24)

seklinde yazilmaktadir. Bu denklemdeki y# ifadesi egri uzaylar i¢in yazilan gamma matrisleri olup diiz

uzay gamma matrislerine denklem (1.21)’de yazilan iliskiyle bagli olup kovaryant gamma matrisleri

vt vV} = 29" (3.25)
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kosulunu saglamaktadirlar. Diger yandan, I}, ifadesi ise spin baglanti katsayisidir (Brill ve Wheeler,

1957). Denklem (3.9) ile verilen metrik i¢in tetrad alani bilesenleri kullanildiginda denklem (1.21)’den

asagidaki sonuclar elde edilmektedir:

Yo =a™'y°, (3.26)

vt =a 'y, (3.27)

y? = a Y(sinhy)" 172, (3.28)

y3 = a (sinhy) 1(sin9)"1§3. (3.29)

Yukarida yazilan egri uzay-zaman gamma matrisleri ile birlikte spin baglant1 katsayisinin bilesenlerini

kovaryant Dirac denkleminde yerine yazarsak asagidaki diferansiyel denklem elde edilmektedir

19 1.4 1 5 1 =3 — 3.30
{a]/ a77 + ., a)f 4 asinh)(y Oy + a(sinh)()(sinﬁ)y a(p + m}lp - ( )

Simdi de Dirac spindrii i¢in
P = qa~2(sinhy) 1 (sin9) "2y, (3.31)

tanimi yapildiginda elde edilen ifadede cebirsel degiskenlerine ayirma yontemi (Andrushkevich, 1987;
Shishkin, 1989; 1992 ) kullanildiginda su sonuglara ulasilmaktadir

[K1, Kz]- =0, (3.32)
(K +K,}o =0, (3.33)
K@ =10 = —K,®, (3.34)
Oyleki
Y = 7172730, (3.35)
K, = (v°0, + ma)7' %93, (3.36)
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_ 1 1 (3.37)
_ (1 =2 533 ) olo253
K2 = (]/ Op sinhy ! 09 + (sinh)()(sim?)y 6¢>y vy

Yukaridaki ifadelerden ilgili diferansiyel denklemin uzay (y, 9 ve @) ve zaman () koordinatlarina gore
basariyla ayrilabildigi goriilmektedir. Buradaki matematiksel sorun Denklem (3.37)’i denklem

(3.34)’de kullandigimizda ortaya ¢ikmaktadir. Matematiksel olarak daha ileri gidebilmek icin

(K, +21)® =0, (3.38)
denklemini sdyle yazalim
[Ks + K772 @ =0, (3.39)
Oyleki
K3 = (sinhy)(y?y30, + 1), (3.40)
R, = (r2r0, + %aq)). (3.4
Burada yardimci spinér Z kullanilarak
¢ = (K, + Kzy'y?)s, (3.42)
tanimi yapildiginda denklem (3.39) su ifadeye indirgenir
[N, + N,]= =0, (3.43)
Oyleki
[Npﬁz]— =0, (3.44)
N, = —N,Z = k23, (3.45)
N, = (sinhy)?(9% + cothyd, — Ay*y3cothy + %), (3.46)
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N, = (0§ + iy?y3k, (sin9)~2cos9 — k& (sind)™2). (3.47)
Yukarida yazilan k,, ifadesi —id, operatoriiniin 6zdegeridir. Villalba ilgili makalesinde yukaridaki

diferansiyel denklemin tam ¢oziimlerini elde edebilmek adina Clifford cebrini saglayan diiz-uzay Dirac

matrisleri icin agagidaki secimleri yapmustir:

e ) e 0
7=l ) =3 %) 040

Artik Z spindriinii bilesenleri cinsinden ifade edebiliriz:

/ p(AW)
_[a0)BW®)
= rC)CC) | (3.50)
s()D ()
Buradaki p(x), q(x), r(x) ve s(x) fonksiyonlar1 su diferansiyel denklemi saglamaktadir:
(sinhx(dy F i2)) (sinhx(d, +i2)) X)) + k*X(x) = 0. (351)

Yukaridaki denklemde iist isaretler p(y) ve r(x) fonksiyonlarina karsilik gelirken alt isaretler ise q(x)
ve s(x) fonksiyonlarina karsilik gelmektedir. Diger yandan,

(do £ ky(sin®) ™) (dy F ko (sind) )Y (9) — kY () = 0, (3.52)

denkleminin ¢6ziimleri A(9), B(¥9), C(¥) ve D(9) fonksiyonlaridir. Benzer sekilde, yukaridaki
denklemde verilen tist isaretler A(9) ve C(¥9) fonksiyonlari i¢in yazilirken alt isaretler ise B(39) ve D (9)
ifadelerine aittir. Denklem (3.50)’daki tanim denklem (3.42)’de yazildiginda su sonuca ulagilmaktadir

p(OBW)(1 + Da

© = ik q(x)A(ﬁ)(l—i)a\ -
\r(x)D(ﬁ)(l +0)p
sQ)C@)(1— DB

(3.53)

Burada a ve B ifadeleri n degiskenine bagh fonksiyonlardir. Ayrica A,B,C,D ve p,q,r,s ifadeleri

asagidaki birlesik kismi denklem sistemleri ile iligkilidir:
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(d0-55) () =+ (p) (354)
(4o +555) (p) =k (¢) (359
sinhx(d, +i2) (V) =k (7), (3.56)
sinhx(dy, —i2) (1) = =k (). (3.57)

Yukaridaki denklemlerde yazilan A ve k ifadeleri birer sabittir. Denklem (3.42) ve denklem (3.53)
dikkate alindiginda p(x) = r(x), q(x) =s(x), AW)=C®) ve BW) = D(I) yazlabilecegi

anlasilmaktadir. Ote yandan, a ve 8 fonksiyonlar1 su denklemleri saglamaktadir:
(6,1 + ima)ﬁ = —Aa, (3.58)
(0, — ima)a = +Ap. (3.59)

Birinci mertebeden bu iki diferansiyel denklem bizi asagidaki ikinci mertebeden diferansiyel

denklemlere yonlendirmektedir
(d? + m?b?e®" + e"(2m*b* — imb) + m*b* + A*)a = 0, (3.60)
(d? + m2b?e?" + e"(2m?b* 4+ imb) + m*b* + 1%)B = 0. (3.61)
Bu iki denklemin tam ¢6ziimleri hiper-geometrik fonksiyonlar cinsiden yazilabilmektedir:

(c + imb)

1 M(c+imb +1,2c + 1,2imbe™)

a(n) — ence—imbe" <—C0

2 212
+61%U(c +imb + 1,2¢ + 1, 2imbe™)

) (3.62)

B(n) = eCe~imbe’ (c.M(c + imb, 2¢ + 1, 2imbe™)
+c,U(c + imb,2¢c + 1, Zimbe”)). (3.63)

Buradaki c bir sabit olup soyle tanimlanmaktadir
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c = —i(A? + m?p?)V/2, (3.64)
Boylece, denklem (3.54) ve (3.55)’in ¢oziimleri Jacobi polinomlar1 cinsinden soyle yazilmaktadir

A(9) = sin k‘/’(ﬁ)cos (19/2)P(k¢+1/2'k"’_1/2)

n

(cos?), (3.65)

B(®9) = sin ¥ (ﬁ)sin(ﬁ/Z)P,fk‘p_1/2'k"’+1/2)(c0519), (3.66)
Oyleki
1
n= |k|—|kq,|—§. (3.67)

Diger yandan, I birim matris olmak iizere, (3.56) ve (3.57) numarali denklemlerden olusan sistem matris

formda s6yle yazilabilmektedir:

. 3 ik 2 p _
(1d, + izo — 0 )(q) = 0. (3.68)
Burada,
_1(P\ _ P)
S (q) = (Q , (3.69)
S = %(1 +iol), (3.70)

denklemlerine gore bir S doniisiim matrisi tanimlandiginda su denklemler elde edilmektedir:

(a, - Si;";lx) Q =P, (3.72)
(de + ) P = =20, (3.72)
P+iQ =p, (3.73)
Q+iP=q. (3.74)
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Denklem (3.71) ve (3.72)’den olusan sistemin ¢éziimleri Gauss hipergeometrik fonksiyon cinsiden

yazilabilmektedir (Gradshtein, 1980):

P(x) = sinhi® () cosh(x/2) F G + id + ik, 5 — id + ik,> + ik, (1 — coshy)/2), (3.75)

QQx) = —(G + ik)/A) sinh™(x) sinh(x/2)

1 1 1
X F (E +id+ ik, = — A+ ik, 5+ ik, (1= cosh)()/Z). (3.76)

Nihayet, Dirac spinorii soyle yazilir

pCOB@)(1 +D)BM)
q00A@)A = DEM) | ik,0
pCOD@) (A + Da(n) '
q00C@AA = Da()

P = a2 (sinhy) " (sin9)~ /2 (3.77)

Kovaryant Klein-Gordon ve kovaryant Dirac denklemlerinin tam ¢6ziimleri basariyla elde
edilmistir. Bu ¢dziimlerin de yardimiyla pozitif ve negatif frekansli durumlart matematiksel olarak
tanimlayabilmek i¢in yari-klasik H-J denkleminin asimptotik ¢oziimlerine odaklanmak yerinde
olacaktir. Boylece, secilen metrik ile betimlenen kozmolojik arka planda skaler ve yarim-spinli
pargaciklarin yaratma olaylarimi incelemek miimkiin olabilecektir. S6z konusu modelin n = —oo’dan
baglayip n = +o0 ’a evrildigi goriilmektedir. Villalba tarafindan segilen metrige gore evren asimptotik
olarak diizdiir, fakat gelecege dogru evrimi sirasinda bir daralma dénemi gostermez. Boylece n = —oo
ve n = 4oo limitlerindeki ¢déziimlerin asimtotik davraniglarini olusturmak i¢in bu asamada segilen
metrik ile birlikte yari-klasik H-J denklemine odaklanmak gerekmektedir. Bahsi gecen H-J denklemi
sOyle yazilmaktadir:

g%PS,Sp+m? =0. (3.78)
Buna gore, segilen metrik yukaridaki denklemi su forma doniistiirmektedir:
2 2 1 2 1 2
~(S)" +(82)" + 7 ((S0)” + 5525 (Sp)*) + m%a? = 0. (3.79)

Bu agamada, yukaridaki denklemi degiskenlerine ayirabilmek amaciyla
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S=Tm +F9,¢) (3.80)

tanim1 yapilmasi yerinde olmaktadir ve su sonug elde edilmektedir:
(T,)? = m?a® + A2 (3.81)
Sonug olarak

T=+ f(mza2 + A3 V24dy (3.82)

coziimii elde edilmektedir. Buradaki A niceligi degiskenlerine ayirma parametresidir. Daha sonra,

¢Oziimiin klasik asimptotu sdyle yazilabilmektedir:
Y — F(x,9,p)exp (+i j(mzaz + A2)V24p). (3.83)

Denklem (3.82)’deki T'(n) fonksiyonunun asimptotik davraniglarindan

Jim T — d(m?a? + A3)1/2y (3.84)
Jim T — tmbe” (3.85)

sonuglari elde edilmektedir. Simdi, konformal zaman degiskeni 1 ile kozmik zaman t arasindaki iliskiyi

sOyle betimleyelim:

Buradaki b(e + n) ifadesinden t’nin monoton olarak arttig1 ve ayrica n — oo limitlerinde t —» oo
oldugu ve n = +oo limitinde metrigimizin Milne evrenine doniistiigiine dikkat edilmelidir. Bilindigi

tizere, asimptotik davranislari ile birlikte Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimleri n — —oo limitinde
1
Z_o(n) = (2¢)~Y/2eN€ exp(—imbe™) M(E + ¢ —ibm,2c + 1,2ibme™) (3.87)

bi¢iminde yazilirken n — oo limitinde ise
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. 1
Zo(n) = ei™€/2eN¢ exp(—imbe™) U(E + ¢ —ibm,2c + 1,2ibme™) (3.88)
seklinde yazilmaktadir. Yukaridaki ifadeler yazilirken
1
U(a,y,2) >z <1 +0 (;)) (3.89)

denklemi (Abramowitz, 1964) kullanilmistir. Kovaryant Klein-Gordon denkleminin ¢6ziimleri elde
edilirken tanimlanan ve Denklem (3.21)’de yazilan ¢ sabiti T_,, ve T,, sirasiyla n - —co ve p = oo
limitlerindeki pozitif frekans kipleri ile iligskilendirilebilir. Boylece siradaki adim 1 = —oo ile birlikte

1 — oo’daki iki farkli durum ile iliskili Bogoliubov katsayilarini1 hesaplamaktir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Geometrik Model ve Temel Nicelikler

Denklem (1.27) ile tanimlanan doniisiimler denklem (1.34)’te yazilan dS2 metriginde
kullanildiginda ilgili uzay-zaman modelinin gokkusagi gravite formalizmi baglaminda degistirilmis

versiyonu sOyle elde edilecektir:

1 dn?

== | T Be 5@]

(4.1)

Buna gore, yukarida yazilan gizgi-eleman igin metrik tensor gqp Ve tersinin (ya da kontravaryant metrik

tensor) g% sifirdan farkli bilesenleri soyle ifade edilmektedir:

Jap = szlz 260613 £2H2y 26 6[?' 4.2)
g% = —E2H 1?8888 + E3H P58 6% . (4.3)

Ote yandan, tetrad alam bilesenleri egri-uzay zaman metrik tensorii g, plile
Nij) = —51-05]-0 + 6}6]-1 (4.4)

bi¢ciminde yazilan (1+1)-boyutlu diiz uzay-zaman metrik tensoriinii

ifadesine gore birbirleriyle iliskilendirmektedir. Buna gore, tetrad alanlari h‘(xi) ve hl(a) ‘nin sifirdan farkl

olan bilesenleri agagidaki gibi elde edilmektedir:

h(l)

8684 + 8162, (4.6)

1
8(1 & Hn

h$® = & HnSY 8¢ + &, Hn o1 8y . 4.7)
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Burada yazilan tetrad alami bilesenleri yardimiyla kovaryant gamma matrisleri diiz-uzay gamma

matrisleri cinsinden sdyle yazilmaktadir:

VO = EIHYI?O; (48)

y' = &Hnp! (4.9)

Béylece, gokkusag tipi dS2 metrigi icin Christoffel sembolleri (I}7;) ve spin baglant1 katsayilar (T},)

hesaplandiginda sifirdan farkli olan ve asagidaki gibi ifade edilen bilesenler elde edilmektedir:

0 _ &3 o _ 1 _p1 _ 1
oo =7z =lio=Tor =—= (4.10)
$1 n
$1
I =— POt (4.11)
! 2né,

4.2. Kovaryant Dirac Denkleminin Tam Co6ziimii

Dis elektromanyetik alanin olmadigi gravitasyonel bir ortamda hareket eden yarim-spinli

parcacigin goreli dinamigini (Brill ve Wheeler, 1957) arastirmak i¢in
[iy* (@, +T) —m]p =0 (4.12)

denklemine odaklanacagiz. Bu denklem, segtigimiz gokkusagi dS2 modeli i¢in elde edilen ve (4.6)-(4.9)
ve (4.11) denklemlerinde nicelikler kullanildiginda

~0 ~1 $1 50p1) 4 Im —
[617°0, +&7" (0 + = 7°7") + 5] Wm0 = 0, (4.13)

matris formdaki diferansiyel denklem elde edilmektedir. Metrik tensore bakildiginda arastirdigimiz
kuramsal sistemin Hamiltoniyeninin x koordinatina bagli olmadigi goriilmektedir, yani yukaridaki
diferansiyel denklemin katsayilar1 sadece konformal zaman koordinatina baglidir. Bu nedenle,
inceledigimiz fermiyonlar X koordinatina goére serbest pargacik gibi davranacaktir, dolayisiyla uzay

koorinat1 i¢in serbest pargacik ¢6ziimleri elde edilecektir. Béylece, (1, x) spinér fonksiyonu

¥, x) = e o) (4.14)
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bi¢iminde yazilabilecektir. Burada k ¢arpaninin id, lineer momentum operatériiniin 6z degeri oldugunu

vurgulamak faydali olacaktir. Sonug olarak, yukaridaki spinér taniminin kullanilmasiyla Dirac denklemi
50 _ Y\ _ipeplim —
[617° (8) — 55) — k&P + 5] @) = 0, (4.15)

bi¢imini almaktadir. Dikkate alinan uzay-zaman modeli (1+1)-boyutlu oldugundan spindriimiiz iki
bilesenli olacaktir. Bu nedenle, Dirac gamma matrisleri orijinal formlarindan farkli olarak 2x2’lik
matrisler olarak yeniden tanimlanmalidir. Buradan hareketle, diiz uzay-zaman gama matrisleri olan 7°

ve P! sdyle secilebilir:

:(é —01)' )71=((1) é) (4.16)

Bu adimda, ®(n) spindriinii acik olarak bilesenlerini olusturan fonksiyonunlar cinsinden tanimlamamiz

gerekmektedir:

o) = /1 (g;) 4.17)

Denklem (4.16), (4.17) ve (4.18)’te yazilan matematiksel ifadeler denklem (4.15)’de yerine yazildiginda

iki tane ¢iftlenimli denklemden olusan bir diferansiyel denklem sistemi elde edilmektedir:

im

(6100 + 7)1~ ke, =0, @.19)
im )

(flan - H_‘rl) (5] + lk{z(pl = 0. (419)

Bu iki denklemden spinér bilesenleri ¢ekildiginde

& im
91 = e, (a,, " Hng, €1> ®2 (4.20)
ve
_ $1 im
92 = e (an + Hng, €1> ®1 (4.21)
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sonuglari elde edilmektedir. Boylece, denklem (4.20) ve (4.21) tanimlar1 denklem (4.18) ve (4.19)’te

uygun yerlere yazilarak spinor bilesenleri i¢in ¢iftlenimsiz diferansiyel denklemler elde edilmektedir:

d? k2&,2 m2 _ im\] /¢,
2__ (- 2 ¥ = 0. 4.22
[77 dn? ¥ < &? e H%&,? * Hf1>] ((Pz) 0 422

Bu denklem sistemin tam ¢oziimleri silindirik fonksiyonlar cinsinden verilir. Silindirik fonksiyonlara
Bessel fonksiyonlar1 J,, ve Y, (bunlar Weber ve Neumann fonksiyonlar1 olarak da adlandirilirlar) ile
birlikte Henkel fonksiyonlart H" &rnek olarak verilebilmektedir (Abramowitz ve Stegun, 1964). Genel

olarak

2
x2 L2y ax% + (bx™ + ¢)y(x) = 0, (4.23)

dx?

bicimindeki diferansiyel denklemlerin ¢ozlimii transandantal fonksiyonlar olarak bilinmektedir.
Buradaki a, b, n # 0 ve c birer serbest parametredir. Yukarida yazdigimiz genel diferansiyel denklemin
cozlimleri n. dereceden silindirik fonksiyonlar olarak da bilinmektedir. Buna gore, b # 0 varsayimi i¢in

su ¢oziim elde edilmektedir:
1-a n
y(x) =x2 ¢, (3vhx2), (4.24)

Oyleki

V= %\/((1 —a)? — 4c) . (4.25)

Boylece, denklem (4.22)’deki diferansiyel denklem sistemin tam ¢oziimii sirastyla

x -0, y -, a=0, n=2, (4.26)
Kk2&,°
b —Lj, (4.27)
$1
m? _ im
(4.28)

c= +
Hzflz Hfl
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degisimleri ve degerleri kullanilarak denklem (4.24)’dan kolayca elde edilebilecektir. Bu durumda,
c’deki art1 isareti ¢,(n) fonksiyonu i¢in yazilirken eksi isareti ise ¢@4(n) olan spindr bileseni igin
kullanilir.  Nihayet, Henkel fonksiyonlar1 cinsinden ¢;(n) ve ¢,(n) spindr bilesenlerinin genel

coziimleri asagidaki gibi elde edilmektedir:

p1(n) =12 [cle(z) (%n) + ¢, HYV (%n)] : (4.29)
02(7) = 12 [03Hv(2_)1 (%n) + e HY, (%n)] , (4.30)
dyleki
1 im
v=o+ HE, (4.31)

Yukaridaki ¢o6ziimlerde yazilan c;,c,c3 Ve c, carpanlart normalizasyon sabitlerine karsilik
gelmektedir. Buradaki spindr bilesenlerinden herhangi biri yarim-spinli parcaciklarin géreli kuantum
dinamigini betimlemek i¢in kullanilabilecektir, ¢iinkii her ikisi de aym1 Dirac parcacigini temsil
etmektedir.

Ote yandan, diiz uzay Dirac matrislerini hermityen Pauli matrisleri cinsinden

70 = io3 = (6 _Ol) (4.32)
pl=o'= (2 é) (4.33)

bi¢iminde de secebilirdik. Bu durumda, denklem (4.18) ve (4.19)’teki “i” ¢arpani ortadan kalkmakta ve

daha sade sonuglara ulagilmaktadir:

m

(flan + H_n> 1+ kS0, =0, (4.34)
m

(51617 - H_U> @2 — k1 =0. (4.35)

Gerekli matematiksel iglemler yapilarak bu iki denklemden spinor bilesenleri ¢ekildiginde
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1
o1 = = (810, + 1) 02, (4.36)
ve
1
02 = e (610, - 75) 01 (4.37)

elde edilmektedir. Bu ifadeler denklem (4.34) ve (4.35)’te kullanildiginda

dz  [(k?2&,° m? _ m\] o1\
[”Zd_nz < P "2_H2512+H51>] ((pz)_o. (4.38)

ikinci dereceden diferansiyel denklemlerine ulagilmaktadir. Bu diferansiyel denklem giftinin kompleks
katsayilar ve isaretler disinda denklem (4.22) ile benzer oldugu asikardir dolayisiyla ¢éziimlerin tipi de
benzer olacaktir. Diger yandan, denklem (4.38)’te kompleks carpanlarin olmamasi bize pargacigin

enerjisini kuantize etme olanag saglayacaktir. Bu dogrultuda, yukaridaki denklem sisteminde

7 =2k, (4.39)
3

biciminde yeni bir degisken tanimi yapildiginda

2 —m(mZirE;H)) @
o _1,_ &tHE 1) _
2+ ( syt ) (p2) =0, (4.40)
denklem ¢ifti elde edilmektedir. Bu denklemin
T (S ) PV 4.41
dz? 4z z2 - (4.41)

biciminde yazilan ve iyi bilinen Whittaker denklemine benzedigi asikardir. Whittaker denkleminde

k=0, (4.42)

ile birlikte
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1
2, (4.43)

tanimlar1 kullanildiginda (4.40) numarali denklemde verilen diferansiyel denklem ciftinin elde edildigi

goriilmektedir. Dolayisiyla, denklem sistemi (4.40)

() =0 (4.44)

biciminde yeniden yazildiginda ¢6ziimleri Whittaker fonksiyonlari cinsinden asagidaki gibi ifade edilir:

@1 = CiMoy, (B520) + CoWou, (B520), (4.45)
92 = CsMoy (5520) + CaWo, (B520). (4.46)

Sonug olarak, Dirac denkleminin tam ¢6ziimii s0yle elde edilmistir:

_ ikx % o1 ()
b = eikxy (é (n)>' (4.47)

4.3. Enerji Kuantizasyonu

Literatiirde oldukga iyi bilinen hiper-geometrik diferansiyel denklem su forma sahiptir

(Gradshtein ve Ryzhik, 1980):
2 ~ -
21 —-2) 5+ (- (a+b+1)z) 2 — aby = 0. (4.48)
Bu denklemin ¢oziimleri Gauss hiper-geometrik fonksiyonlar ,F; (4, b; & z) cinsiden yazilmakta olup

bu fonksiyonlar b — oo limitinde ;F; (&; & z) bigiminde gosterilen birlesik (konfluent) hiper-geometrik

fonksiyonlara doniismektedir (Dixit ve Moll, 2015):

S N
—

1F1(8 8 2) = lim 5F, (@, b; ¢; (4.49)

Boylece denklem (4.48)
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232732/+(6—Z)%—dy=0, (4.50)
formunu almaktadir (Dixit ve Moll, 2015). Bu denklemin ¢6ziimleri sdyle tanimlanir
1F1(8; ¢ 2) = Y=o ((27;?' (4.51)
oyleki
(@p=a@+1..(a+n—1) = F(F“(;‘) (4.52)
Yukarida yazilan I'(u) fonksiyonu kompleks diizlemde
(4.53)

I'(2) = [, t* e tdt,

bi¢iminde tanimlanan ve iyi bilinen Gama fonksiyonlaridir (Davis, 1959). Diger yandan, Whittaker

fonksiyonlar1 Kummer'in birlesik hiper-geometrik fonksiyonlar1 cinsinden

M, ,(2) = e_%z’”%M (,u —Kk+ %, 1+ 24, Z), (4.54)
W u(2) = e_%Z’H%U(,u — K+ %, 1+ 2u,2), (4.55)
seklinde tanimlanabilmektedir (de Branges, 1968), dyleki
M(@@; ¢ z) = 1F(a;¢ 2), (4.56)
ra-9 mzl-fM(a +1-62-62). (4.57)

U(a,E,Z)=mM(d,5,Z)+ F(d)

Bilindigi {iizere hiper-geometrik diferansiyel denklem (4.48), bir kisitlamaya isaret etmektedir

(Abramowitz ve Stegun, 1964):

il 458
“fgHT2 2° T (4.58)

N| =

a=us—k+
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Buradaki n # 0 pozitif bir tamsay1dir, ayrica pozitif isaret ¢, spindr bileseni i¢in gegerliyken negatif
isaret ise ¢, spindr bileseni icin yazilmistir. Ote yandan, Tablo 1.1°de verilen modellerden 3. ve 4.

satirda bulunanlar dikkate alarak sadelik olmasi adina ¢ = Ej,; = 1 varsayimi altinda

H=—p (4.59)

yazilabilmektedir. Boylece, kesikli enerji seviyelerini betimleyen matematiksel ifadeler

H
E,=1+ - (n+1), (¢qigin) (4.60)

H
E, =1+ - (¢ icin) (4.61)

biciminde elde edilmektedir. Goriildiigii tizere her iki fonksiyon da benzer davranislara sahiptir. Bu
asamada, Ornek olmasi adina, ¢, ¢oziimiinii segerek ilgili enerji seviyelerini grafiksel yontemle analiz
edelim. Buna gore, Sekil 4.1'de yarim-spinli kiitleli fermiyonlarin enerji seviyelerinin degigimi

gosterilmistir.

Sekil 4.1. Segilen dS2 geometrisinde hareket eden fermiyonlarin enerji seviyeleri: H=1 se¢imi yapilmistir.

4.4. Yan-Klasik Hamilton-Jacobi Denkleminin Asimptotik Coziimleri

Bu alt boliimde, denklem (3.78)’te yazilan kovaryant H-J denklemini (Rovelli, 2008b) se¢ilen
dS2 tipi gokkusagi evreninde ¢dzmek istiyoruz. Oncelikle, klasik eylem fonksiyonunu ele aldigimiz

uzay-zaman modeline gore

Sm,x) =T(m) + X(x), (4.62)
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bi¢ciminde degiskenlerine ayirmamiz faydali olacaktir. Boylece, denklem (4.3)’de yazilan ters metrik

tensor bilesenleriyle birlikte yukaridaki tanimi denklem (3.78)’te kullandigimizda

()~ (6) - s =0, (4.63)

denklemine ulagilmaktadir. Bu asamada, x degiskeni ile iliskilendirilmis A ayirma parametresi

tanimlandiginda, iki ayn diferansiyel denklem elde edilmektedir

2 2
ax
2 = %(E) , (4.64)
1
dT\? m?
@) = * e 2

Yukaridaki denklemler 1s18inda, Dirac denkleminin ¢6ziimiiniin yari-klasik karakteri soyle

betimlenebilmektedir:

+if A2+H2€2 >dn
Y@, %) = Po(x)e
—im
H
m m2 im A [ (nPt—mas T dn
=%o@ | gz 7+ Iy vl [ (4.66)
1 1

Boylece, n = —oo (veya t - —o0) limit durumunda

(@, %) = Po(x)etM, (4.67)
sonucuna ulasilirken n — 0 (veya t — o) limitinde ise

—im

v, x) - wo(x)(Hf DN s, (4.68)

ifadesi elde edilmektedir. Buradaki negatif isaret negatif frekans durumu ile iliskiliyken pozitif igsaret ise

pozitif faz ile baglantilidir.
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4.5.Parcacik Yaratma Olasihig:

Parcacik yaratma oranini (ya da {iretilen pargaciklarin yogunlugunu) tanimlayabilmek icin
Bogoluibov katsayilarint hesaplamamiz gerekmektedir. Bu amaca ulagmak adina 6ncelikle asimptotik
bolgelerdeki pozitif ve negatif faz ¢oziimlerine odaklanmamiz ve bunlar1 birbirleriyle iligskilendirmemiz

gerekmektedir. Buna gore, denklem (4.68)’ten agsagidaki sonuglara ulagilmaktadir:

—im
2m \ B im
¢$ut,k(n)~(Hfl A) n Heéi, (4.69)
2m - _im
¢5ut,k(n)~(H51 /1) n Hé, (4.70)

Tez arastirmamiz kapsaminda, “in (giris)” durumu i¢in Bunnch-Davies vakumu goz 6niine alinacaktir
(Bunch ve Davies, 1978). Boylece, ¢; = 1 ile birlikte ¢, = 0 degerleri géz 6niine alindiginda “in (giris)”

pozitif frekans durumu soyle elde edilecektir:

1 ik
&}, () = n2HP (5_12") (4.71)

Oyleki

1 _i|k&2, _vr_m
H® (lkﬁn)z ie ‘[512’7 2 4]_ (4.72)
v 3 irké,n

Bdylesi bir fiziksel “in (giris)” durumunun tercih edilmesi i¢in ¢esitli motivasyon nedenleri vardir:
ozellikle kozmosun enflasyon evresine yonelik aragtirmalarda acik bir sekilde favori secenekler
arasindadir (Garriga, 1994). Diger bir yandan, literatiirde, kozmosun 'higlikten' bir de Sitter donemine
cekirdeklenmesi durumunda, alanlarin ¢ekirdeklenmeden sonra i¢inde olacagi kuantum fazinin bir de
Sitter vakumu olmas1 gerektigi kabul edilmektedir (Halliwell ve Hawking, 1985; Vilenkin, 1988).

Abramowitz ve Stegun’a gore

HP () = icsc(m)[J_y () — ™, 0], (4.73)

bi¢cimindedir (Abramowitz ve Stegun, 1965). Burada, y’nin kii¢iik degeri i¢in J,,’niin davraniglar ile
birlikte
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yv
WO = ey (4.74)

v

rl+v)rl—-v)= pryomg (4.75)
ozellikleri (Abramowitz ve Stegun, 1965) kullanildiginda, n — 0 (veya t — o0) limiti altinda
b [(kENE iy ikgz) ™Y (4.76)
q)in,k d E (Z) e F(l - V) - (z) F(l + V)], .

sonucuna ulagilmaktadir. Bu sonucu denklem (1.44)’te yazilan ®F, , = ap @3¢ x + b Py tammuyla

karsilastirdigimizda Bogoluibov katsayilar1 soyle elde edilmektedir:

1 im

2 _tm im
n? H& ( 2Zm )H_& (ikfz>v iy (4.77)
= — r(1 - :
%= \mea) \zg) €7 ra=-v
%-I—If'l_? 2 ﬂ ké. —v

n 1( m )Hfl (l z) (4.78)
= — T(1+v).
bi irv \H&A 28, d+v

Nihayet, Garriga (Garriga, 1994) ile birlikte Mishima ve Nakayama (Mishima ve Nakayama, 1988)

tarafindan yayinlanan ¢aligmalar takip edildiginde

2mm n( k2£3H2 )
am+H282 2
R by |2,

(4.79)
ifadesi elde edilmektedir. Bununla birlikte, fermiyonlar i¢in gecerli olan ve denklem (1.45)’te verilen

lak|? + |by|? = 1 bigimindeki normalizasyon kosulu altinda

1
2mm | ( Kk2EZH2 )+1' (4.80)

2¢2
e o1 4m+HZ%E%

n= |bk|2 =

parcacik yaratma yogunluguna ulasilmaktadir. Goriildiigi iizere dS2 evreninde yaratilan pargaciklarin
yogunlugu gokkusagi fonksiyonlar1 &; ve &,’ye dogrudan baglidir. Bu noktada, iyi tamimlanmis bir
fiziksel “out (¢ikig)” durumu elde etmek istedigimizde m, H, k,&; ve &,°de herhangi bir kisitlama
olmadigim vurgulamak yerinde olacaktir. Sekil 4.2, 4.3 ve 4.4’te iiretilen pargaciklarin yogunlugunun

gokkusagi fonksiyonlarina gore degisimi farkli bakis agilariyla grafiksel olarak analiz edilmistir. Burada
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&1 > &, oldugunda 6nemli oranda yarim-spinli pargacik iiretildigi anlagilirken &, > &; oldugunda ise

gorece daha az sayida fermiyonik pargacik yaratildigi sonucuna ulagilmistir.

1.0F
§1=1, §2=1(CGR)
I §1=2, &2=1
_— Gr=1., &p=2
=t §1=5, £2=1
E’ 06 £1=1, £,=5
5
2 04
>
%
@ 02t
00"

Parcacik Kutlesi: m

Sekil 4.2. Say1 yogunlugunun farkli gokkusagi ¢ergevelerinde kiitleye gore degisimi.

3]

Sekil 4.4. Say1 yogunlugunun gékkusagi fonksiyonlarina gére degisiminin iki-boyutlu derinlik grafigi analizi.
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Elde edilen sonuglarin 6zel durumlarina bakmak bize farkli sonuglar elde etme olanagi

sunabilmektedir. Buna gore, denklem (4.79)’teki ifade de yer alan logaritmik In [%] terimi yok
etmek icin
k2E2H? = 4m + H?&2, (4.81)
varsayimi yapildiginda
laxl? = eﬁm|bk|2; (4.82)
durumuna ulasilmaktadir. Burada,
B = ;—; (4.83)
bi¢cimindedir. Boylece, iiretilen pargacik yogunlugu i¢in 6zel limit durumunda
n= ﬁ, (4.84)

sonucu elde edilecektir. Bilindigi lizere, termodinamik dengede 6zdes Dirac pargaciklarindan olusan bir
sistemde i tekli-durumundaki parcaciklarin ortalama sayist Fermi-Dirac dagilim fonksiyonu ile

tanimlanmaktadir (Landau ve Lifshitz, 1980):

1

Npp = E-Ep - (4.85)
e kpr +1

Buradaki kg ifadesi Boltzmann sabiti olup T ise bosluktaki sicakligi temsil etmektedir. Ayrica, E; terimi
i durumundaki pargacigin enerjisine karsilik gelirken Ef ise Fermi enerjisidir. Bilindigi lizere, goreli
kuantum mekanigi, istatistik ile bir fermiyonun spini arasinda iliski kurabilmektedir (esasen bu durum
spin-istatistik kuramimin en dikkat g¢ekici 6zelligidir). Fermi-Dirac istatistigi kuantum istatistiginin
basarili yaklagimlarindan olup termodinamik dengede Pauli disarilama ilkesine uyan bir¢ok 6zdes ve
ayirt edilemez pargaciklart igeren fiziksel sistemlere uygulanabilmektedir (Fermi, 1926; Dirac, 1926).

Sonug olarak, denklem (4.84) ve denklem (4.85) karsilagtirildiginda

1 21

KT HEY (4.86)
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ifadesine ulagilmaktadir. Bu sonug iiretilen pargaciklarin karsilik gelen spektrumunun termal oldugu

anlamina gelmektedir (Villalba, 1999; Villalba, 2002). Dahasi,

m > HE,, (4.87)

kabulii ile birim hacim basma parcacik sayis1 sdyle elde edilecektir:

2mm
aN _ g 9k (4.88)

Yukarida yazilan denklemde &; = 1 varsayimi yapildiginda genel gorelilik durumuna (Villalba, 1995)

indirgenebilecegini vurgulamak énemlidir:

1
NGR = Zmm - (4.89)
e H +1

Diger yandan, Enerjisi E; olan Dirac parcaciklarinin ortalama sayisi, gokkusagi dagilimi n;’ nin

yozlagma katsayisi y; ile ¢arpilmasiyla elde edilebilir (Leighton, 1959):

_ Wi
A(E) = pini = —gm (4.90)

eHé 41

Termal parcacik yaratma yogunlugu ayrica orbitallerin ortalama fermiyon dolulugu olarak da
yorumlanabilmektedir (Leighton, 1959). Orbitallerdeki fermiyon dolulugu genelde sifir ile bir
arasindadir, fakat y; > 2 oldugu zaman n(E;) > 1 sonucunun miimkiin oldugu gériilmektedir. Bu garip
durumun temel nedeni Dirac parcaciklarinin ayni enerjiyle doldurabilecegi birden fazla durumun
olmasidir. Eger bir enerji yari-siirekliligi E'nin iligkili bir durum yogunlugu p(E) varsa, birim hacim
bagina birim enerji araligindaki ortalama Dirac pargacigi sayisi su sekilde olmaktadir (Blakemore,
1982):

n(E) = u(E)f(E). (4.91)
Burada
fE) = 2, (4.92)
eHé1+1
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Fermi fonksiyonudur ve aslinda gokkusagi dagilimina karsilik gelmektedir:

E
R(E) = ) (4.93)
eHs1 +1

Ote yandan, gokkusagi dagilimi fonksiyonu herhangi bir 6zel kabule gerek kalmadan diisiik parcacik
yogunlugu limitinde bir Maxwell-Boltzmann tipi dagilima yaklagsmaktadir. Bilindigi {izere, kuantum
etkilerinin ihmal edilebilecek kadar diisiik bir say1 yogunluguna sahip olunmasi durumunda miimkiin
olan Maxwell-Boltzmann dagilim fonksiyonu termal dengedeki klasik kiitleli pargaciklar igin

yazilmigtir (Carter, 2001). Bu yiizden, diisiik parcacik yogunlugu limitinde

1

KL (4.94)
eHé1 41
durumu s6z konusu oldugunda
2mm
et +1> 1, (4.95)
sonucu ya da esdeger olarak
2mm
eHs > 1, (4.96)

ifadesi elde edilmektedir. Boyle bir durumda fermiyonlar genis bir enerji araligina dagilir ve

2mm

n=~e Héi, (4.97)

dagilimi elde edilir. Bu da Maxwell-Boltzmann istatistiginin sonucu olarak bilinmektedir (Reif, 1965).
Bu tez ¢alismasinda elde edilen kuramsal sonuglar gokkusagi fonksiyonlari i¢in literatiirde
Onerilen ve Tablo 1.1°de sunulan ¢esitli modeller kullanilarak 6zel durumlara indirgenebilmektedir.

Denklem (1.24)’te yazilan iliskiden kiitle, momentum ve enerji cinsinden

m= Jep - g (4.9

seklinde yazilabilmektedir. Sekil 4.3 ve Sekil 4.4’e gore, &, > &; oldugunda genel gorelilige gore daha

az sayida yaratilmis parcacikla karsilagiyoruz. Ayrica burada kullanilan ¢ergevenin, genel gorelilik alan

44



Oguzhan SAHIN, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi Fen Bilimler Enstitiisii, 2024

denklemlerine pozitif bir kozmolojik sabit eklenerek elde edilen genisletilmis bir durum oldugunu
hatirlatmak yerinde olacaktir. Dolayisiyla, dS2 metriginin esasen bir karanlik enerji ¢6ziimii olmasi,
logaritmik terimin denklem (4.81)’da yazilan k2§2H? = 4m + H?&? varsayimiyla ihmal edildigi
varsayimini makul kilmaktadir. Sonug olarak, biiyiik kiitleli Dirac pargaciklarinin gékkusagi dagilimini

enerji acisindan Tablo 1.1'den bir senaryo secerek ifade edebiliriz:

1

n= .
4.99

Tablo 1.1°de yazilan modellerin ¢ farkli gruba ayrilabilecegi goriilmektedir:

- Grupl:

o §1=%1(E)vesy =1,
- Grupll:

o & =1vedy =&(E),
- Grup Il

o & =& (E)ved, =&(E),
Bu gruplar dikkate alindiginda, denklem (4.99)’den asagidaki dagilimlar elde edilmektedir:

1
n (E) = )
o 2 [, (4.100)
H &t
e +1
1
ngp (E) = o , (4.101)
et L
ne (E) = (4.102)

27 .
SINETRE

Negatif enerji durumlart genellikle varligi deneysel olarak dogrulanmig anti-pargaciklarla
iligkilendirilmektedir. Bir pargacik/anti-parcacik ¢ifti yaratim siirecinin zaman araligi (bakiniz Sekil

4.5'eki At = tf — t; durumu) herhangi bir 6l¢iim yapilamayacak kadar kisa oldugu siirece “higlikten
tiretilebilir” (Schmitz, 2018).
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Zaman

tf

ti

0 Enerji

Sekil 4.5. Yaratilis-yok olus siirecini anlatan temsil.

Sekil 4.6 ve 4.7°de k = 0.001 ve k = 0.2 i¢in sirastyla enerji agisindan biiyiik Dirac pargaciklarinin
ortalama popiilasyonu (say1 yogunlugu) resmedilmistir. Burada, sol paneller (agik gri) anti-pargaciklar
icin ¢izilirken, sag paneller (agik yesil) pargaciklar icin ¢izilmistir. Tablo 1.1'de sunulan tiim
senaryolarin kiiciik k degerleri icin ayn1 davranisi gosterdigi ve popiilasyon eksenine gore ayna simetrisi
oldugu goriilmektedir. Ayrica, ayna simetrisi farkli senaryolarda k = 0.2 igin kiriliyor. Ancak, her iki
analiz de enerjideki bir artisin (burada mutlak deger kastedilmektedir) ortalama popiilasyonu azalttigin

gostermektedir.
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Sekil 4.6. Ortalama popiilasyon ve enerji, H = Ep; = 1vek = 0,001.
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Sekil 4.7. Ortalama popiilasyon ve enerji, H = Ep; = 1vek =0,2.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Evrenimizin yakin bir zamanda tipki bebeklik doneminde oldugu gibi tekrar ivmeli genisleme
evresine girmis olmas1 gravitasyonel etkilesimin daha da dikkat ¢ekici bir olgu haline biirlinmesine
neden olmustur (Frieman ve ark., 1995; Peebles ve Ratra, 1998; Chimento ve Lazkoz, 2003; Vikman,
2005; Gannouji ve ark., 2006; Chattopadhyay ve Debnath, 2009; Ade ve ark., 2014). Einstein’in ortaya
koydugu gravitasyonun Genel Gorelilik kurami her ne kadar sonradan deneysel olarak dogrulanan sira
dis1 ongoriiler sunmus ve kiitlesel-etkilesim iizerine bilgi birikimimizi kokten degistirmis olsa da
kuantum diinyasinin etkilerini icermemektedir (Kaku, 1999; Obers ve Pioline, 1999; Rovelli, 2008;
Ashtekar ve Bianchi, 2021; Magueijo ve Smolin, 2002; Magueijo ve Smolin, 2004; Calcagni, 2010),
clinkii klasik fizik bakis agisiyla yazilmis bir kuramdir. Bununla birlikte, gravitasyonel etkilesim {izerine
olusan ve literatiirde paylasilan bilgi birikimimize gore, baz1 sorunlar bu etkilesim bi¢imini halen tam
olarak anlayamadigimizi ortaya koymaktadir:

e Evren nasil olustu?
o Kozmos neden sandigimizdan daha hizli genislemeye baslamistir?
e Ivmeli genislemenin kaynagi nedir?
e Karanlik madde nedir?
e Karanlik enerji nedir?
e Evrenimizi nasil bir son bekliyor?
o Karadeliklerin dogasi tam olarak nasildir?
e Solucan delikleri var midir?
e Uzay-zamanda yolculuk yapilabilir mi?
e Qravitasyonel dalgaya bir pargacik eslik ediyor mu?
e Graviton diye bir pargacik var midir?
e Tutarl bir kuantum gravite kuramini nasil olusturabiliriz?
Algiladigimiz evrende gravitasyonel etkilesime ek olarak
o Zayif,
o Gigli,
o Elektromanyetik,
etkilesimler olmak tizere {i¢ etkilesim tipi daha vardir ve bu etkilesimlerin ligii de kuantum fizigi
penceresinden bagarili bir bi¢imde ifade edilerek Standart Model adi altinda tek bir kuramda
birlestirilebilmistir. Fizik diinyasindaki mevcut nihai amag “Her Seyin Kuram1” adi verilen ve dort temel
etkilesimin birlestirildigi bir model insa edebilmektir, ancak gravitasyonel etkilesim heniiz tam olarak
anlagilamadig1 gibi her dlgekte tamamen tutarli sonuglar veren bir gravitasyon kurami heniiz ortaya
konamamistir. Bu nedenle,

e Modifiye gravitasyon kuramlari,
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e Parcaciklarin goreli kuantum dinamigi,
e Ektra-boyutlu modeller,
e Yildizlar, karadelikler ve solucan deliklerinin dogast,
e Kuantum gravite
gibi konular modern fizigin en yogun calisilan konular1 arasindadir. Giigli elektrik alanlariin veya
secilen uzay-zaman geometrisindeki genislemenin vakum durumunda kararsizliklara yol acabilecegi ve
bu dengesizliklerin de pargacik yaratma siireglerini tetikleyebilecegi diisiiniilmektedir (Schwinger,
1951). Diger bir ifade sekliyle, egri uzay-zamanda pargacik iiretilmesi mekanizmasinin genel olarak ya
evrenin genisleyerek hacim kazanmasi ya ortamda harici elektromanyetik alan kaynaginin bulunmasi
ya da her iki fenomenin ayn1 anda gergeklesmesi durumunda vuku bulacagina inanilmaktadir (Parker,
1972; 1972; 1977; 1987). Bu nedenle, kozmolojik pargacik tiretme mekanizmasi 6zellikle kozmosun
enflasyon evresi ve dinamik dogasi hakkinda dikkat ¢ekici sonuglara ulasmamizi sagladigindan dolay:
olduk¢a uzun zamandir fizigin ilgi odagi olmus konular1 arasinda yer almaktadir (Villalba, 1992). Bu
konu iizerine gerceklestirilen arastirmalarda, cesitli yaklagimlar olmasimin yani sira genelde Klein-
Gordon, Dirac, Weyl, DKP ve Maxwell denklemlerinin analitik ¢dztimleri arastirilir ve bu ¢6ziimler
farkli metotlar yardimiyla tartigilarak tretilen goreli parcaciklarin yaratilma olasiligr (ya da sayi
yogunlugu) elde edilir. Harici elektrik alanin etkisinde parcacik liretme mekanizmalart literatiirde
oldukga yogun ¢alisilmigtir (Villalba, 1993; 1995; 1999; 2002 ve bu c¢aligmalardaki kaynaklar), zira
genisleyen geometriyi betimleyen uzay-zaman metrikleri sz konusu oldugunda goreli pargacik
denklemlerinin analitik ¢6ziimlerinin elde edilmesinde bazi matematiksel zorluklar dogabilmektedir.
Buraya kadar vurgulanan durumlarin 1s1ginda, bu tez ¢alismasinda, (1+1)-boyutlu de Sitter
uzaymda (de Sitter, 1917a; 1917b) yarim-spinli parcaciklarin goreli kuantum dinamigi (pargacik
yaratma stiregleri dahil) gokkusagi gravite (Magueijo ve Smolin, 2002; Magueijo ve Smolin, 2004) adi
verilen bir kuantum gravite formalizmi baglaminda arastirilmistir. Kuramsal hesaplamalardan elde
edilen ana sonuglar1 maddeler halinde siralamak yerinde olacaktir:
e Genisleyen dS2 hiperboloidi igerisine hapsedilmis yarim spinli parcaciklar1 betimleyen spinor
silindirik fonksiyonlar ya da Whittaker fonksiyonlari cinsiden yazilabilmektedir,
e Ilgili pargaciklarin enerji diizeylerinin kiitleyle ters orantili modelde tanimlanan H parametresi
ile dogru orantili olarak degistigi goriilmiistiir,
e Yaratilan yarim-spinli pargaciklarin termal dagilima sahip oldugu ve burada Fermi-Dirac
istatistiginin gegerli oldugu gorilmiistiir,
e Elde edilen pargacik yogunlugu ozel limit durumunda Maxwell-Boltzmann dagilimina
indirgenebilmektedir.
Bu tez ¢alismasi gokkusagi gravite yaklasimini farkli bir pencereden ele aldigi i¢in kuantum
gravite arastirmalarina yeni bir perspektiften katkilar sunmustur. Tez konusundan ilham alarak yeni

arastirma konular1 tiretmek miimkiintidiir:
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e Elde edilen sonuglar farkli gokkusagi fonksiyonlar1 tanimlari igin genisletilebilir,

e Tiim problem bir dis elektrik alan varliginda ¢oziilebilir,

e Ayni geometrik model i¢in Klein-Gordon denklemi c¢oziilerek skaler parcaciklarin goreli
kuantum dinamigi analiz edilebilir,

e Benzer bir yaklasimla DKP analiz edilerek kiitleli spin-1 parcaciklarinin kuantum dinamigi
aragtirilabilir,

o (Gokkusagi gravite baglaminda yeniden yazilan bir uzay-zaman modeli i¢in kiitlesiz DKP

denklemi ve Maxwell denklemleri karsilastirilabilir ve esdegerlikleri gosterilebilir.
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