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OZET

INTEGRAL SINIR SARTLI SINGULER PERTURBE INTEGRO-
DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN HOMOJEN iKiNCi MERTEBEDEN
NUMERIK YONTEM

GURMAN, Feriha
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Musa CAKIR
Aralik 2024, 117 sayfa

Bu tez calismasinda, integral sinir sartl lineer singiiler pertiirbe 6zellikli integro-
diferansiyel denklemler icin homojen ikinci mertebeden niimerik ydntemleri
sunulacaktir.

Bu calisma 8 ana bolimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci bolimde ele alinan
problemler ile ilgili olarak tarihsel gelisim ve kaynak bildirisleri sunulmaktadir. Ugiincii
boliimde, tez i¢in kullanilan materyal ve yontemler verilmistir. Dordiincii boliimde, tezde
ele alinan problemlerin ¢dziimii i¢in gereken bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Besinci boliimde, ilk problem i¢in asimptotik degerlendirmeler verildikten sonra
kalan terimi integral formda olan kuadratiir kurallar1 ve iistel katsayili baz fonksiyonlari
kullanilarak sonlu fark semasi verilmistir. Kurulan semanin yakinsaklik analizi ve hata
degerlendirmesi verilmistir. Onerilen niimerik ydntemin etkinligini gdéstermek amaciyla
ele alinan probleme uygun olarak niimerik 6rnek ve sonuglari tablo halinde gosterilmistir.

Altinc1 boliimde, ikinci problem icin gerekli asimptotik degerlendirmeler
yapildiktan sonra {istel katsayili baz fonksiyonu kullanilarak diizgiin olmayan sebeke
lizerinde sonlu fark semas: verilmistir. Onerilen metodun yakinsaklik analizi ve hata
degerlendirmesi yapilmistir. Son olarak teorik sonuclar1 destekleyen niimerik drnekler
verilmistir.

Yedinci boliimde, tigiincii problem igin asimptotik degerlendirmeler yapilip lineer
baz fonksiyonlar1 yardimi ile sonlu fark semasimin kurulusu verilmistir. Kurulan sonlu
fark semas: i¢in yakinsaklik analizi ve hata degerlendirmesi yapilmistir. Son olarak
nlimerik 6rnek ile metodun etkinligi gosterilmistir.

Son boliimde ise ele aliman bu ii¢ problem icin elde edilen sonuglarin
degerlendirildigi ve analiz edildigi tartisma ve sonug kismi1 verilmistir.

Anahtar kelimeler: Diizgiin yakinsaklik, Integral sinir sartli diferansiyel
denklemler, Integro-diferansiyel denklemler, Shishkin sebeke, Sinir deger problemleri,
Singiiler pertiirbe, Sonlu fark semast






ABSTRACT

HOMOGENEOUS SECOND ORDER NUMERICAL METHOD FOR
SINGULARLY PERTURBED INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
INTEGRAL BOUNDARY CONDITION

GURMAN, Feriha
Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Musa CAKIR
December 2024, 117 pages

In this thesis, homogeneous second-order numerical methods are presented for
singularly perturbed linear integro-differential equations with integral boundary
conditions.

This study consists of 8 main chapters. Historical developments and literature
declarations are presented in chapters one and two. The third section outlines the materials
and methods used for the thesis. Some fundamental definitions and theorem required to
solve the problems discussed in the thesis are given in the fourth chapter.

In the fifth chapter, after giving asymptotic estimates for the first introduced
problem, a finite difference scheme is constructed using quadrature rules with the
remainder term in integral form and basis functions with exponential coefficients.
Convergence analysis and error estimates of the established scheme are given. Numerical
examples and results are shown in tables to demonstrate the effectiveness of the proposed
numerical method.

In the sixth chapter, the necessary asymptotic estimates are made for the second
introduced problem and a finite difference scheme was established on the non-uniform
mesh using the basis function with exponential coefficients. Finally, numerical examples
supporting the theoretical results are given.

In the seventh chapter, asymptotic estimates are made for the third introduced
problem, and the finite difference scheme is established using linear basis functions.
Finally, the effectiveness of the method is demonstrated with numerical examples.

The results acquired for these three problems are assessed and examined in the
last chapter's discussion and conclusion section.

Keywords: Boundary value problems, Differential equations with integral

boundary condition, Finite difference scheme, Integro-differential equations, Shishkin
mesh, Singularly perturbation, Uniform convergence
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, aciklamalariyla asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklama
@i Baz fonksiyonu
z Hata fonksiyonu
u Kesin ¢oziim
& Pertiirbasyon parametresi
w Sebeke
N Sebeke elemanlarinin sayisi
eV Sebeke iizerinde maksimum hata
el Sebeke iizerinde tam hata
O(h) Yakinsama hizi
y Yaklasik ¢6ziim

Xi






1. GIRIS

Bilimsel arastirmalarin ¢ogu, nedenler ve bunlarin sonuglar1 arasindaki iliskiye
yoneliktir. Sebep kiigiik ama etki biiylik oldugunda bu daha da ilgi ¢ekici hale gelir.
Matematiksel veya fiziksel sistemlerdeki pertiirbasyon teorisi alaninda bu iliskinin
incelenmesinin 6nemli bir ge¢cmisi vardir ve bunun izi yaklasik bir yiizy1l 6nce Prandtl’in
zamanina kadar gotiiriilebilir. Bu uzun gegmise ragmen konu hala giiclii bir gelisme
asamasindadir ve singiiler pertiirbasyon teorisi olarak bilinir. Burada “kiiciik” bir
pertiirbasyonun “biiyiik” bir etkiye neden olmasinin anlaminin agik¢a agiklanmasi
gerekir. Singiiler pertiirbasyon problemlerinin ¢éziimleri, pertiirbasyon parametresi sifira
yaklastik¢a diizgiin olmayan bir davranig gosterir. Kisaca singiiler pertiirbe problemlerde
pertiirbasyon parametresi €’a bagl olarak kesin ¢6ziim olan u(x)’in biiyiik degisimler
gostermesidir. Singiiler pertiirbasyon problemleri iki siifa ayrilabilir. Yani kiimiilatif
tipteki singiiler pertiirbasyonlar ve sinir tabakasi tipindeki singiiler pertiirbasyonlar.
Kiumiilatif tipte singiiler pertiirbasyonlar sinifi, kii¢iik parametrenin etkisinin ancak uzun
bir siire sonra gozlemlenebilir hale geldigi salinimli sistemlerle ilgilidir. Bu siniftaki
problemlerin ¢6ziimiiniin asimptotik bir yaklagimi, ¢ koordinatin1 genisletme yontemiyle
elde edilebilir. Bu yontem 19. ylizyilin sonunda Lindstedt ve Poincaré tarafindan gok
mekanigindeki pertiirbasyon problemleri lizerine yaptiklari ¢alismalarla baglantili olarak
tanitilmistir. Coklu 6lgekli teknik olarak adlandirilan bu teknik daha sonra baskalari
tarafindan gelistirildi ve uygulandi. Coklu 6lgekli teknikle yakindan iligkili olan diger bir
yontem ise Krilov, Bogoliubov ve Mitropolski’nin ortalama alma ilkesine dayanmaktadir.
Fizikte ve miithendislikte, gozlemlenebilir miktarin hizli bir gecisi ile karakterize edilen,
ornegin gaz hareketlerindeki sok dalgalarinda, bir cismin yiizeyi boyunca sinir tabakasi
akisinda ve cismin deformasyonundaki kenar etkilerinde meydana gelen ¢esitli olaylar
vardir (elastik plakalar). Bu olguyu aciklayan matematiksel modeller kiigiik bir ¢
parametresi icerir ve bu parametrenin etkisi, bagimli degisken u,’un kiiclik bir katman
icinde meydana gelen ani degisimiyle kendini gosterir. Sinir tabakasi akisi ve elastik
plaka probleminin ¢oziimii, kii¢iik olan pertiirbasyonun sadece sinirin yakininda
gozlemlenebilir bir etkiye sahip olmasi ve bu nedenle “sinirin singiiler pertiirbasyonu”
teriminin  kullanilmasiyla karakterize edilir (katman tiirii). Bununla birlikte,

pertiirbasyonun bazi smir veya kenarlara yakin olmayan ince bir katmanda



gozlemlenebilir olmasi da miimkiindiir ve bu durumda “serbest katman tipinde singiiler
bir pertiirbasyon” elde ederiz. Bu ince katmanlara genellikle akiskanlar mekaniginde sinir
katmanlari, kati mekaniginde kenar katmanlari, elektrik uygulamalarinda ylizey
katmanlari, akiskan ve kati mekaniginde sok katmanlar1 ve kuantum mekaniginde ise
gecis noktalar ad1 verilir (Kadalbajoo ve Gupta, 2010).

Integral denklem, belirlenen bilinmeyen fonksiyon u(x)’in integral isareti altinda
goriildiigii bir denklem olarak tanimlanir. Integral denklemler konusu hem soyut hem de
uygulamali matematikte en kullanisli matematiksel araglardan biridir. Birgok fiziksel
problemde genis uygulamalara sahiptir. Adi diferansiyel denklemler ve kismi diferansiyel
denklemler ile iliskili bircok baslangic ve siir deger problemi, bazi yaklasik integral
denklemlerin ¢6ziimii problemlerine doniistiiriilebilir (Rahman, 2007).

Bilimin gelismesi, matematiksel bi¢cimde yeniden ifade edildiginde siklikla
diferansiyel denklemler olarak ortaya c¢ikan bir¢ok fiziksel yasanin olusmasina yol
acmistir. Miihendislik problemleri matematiksel olarak diferansiyel denklemlerle
tanimlanabilmektedir ve bu nedenle diferansiyel denklemler pratik problemlerin
¢oziimiinde ¢ok 6nemli rol oynamaktadir. Ornegin bir par¢acifin momentumunun
degisim hizinin ona etki eden kuvvete esit oldugunu belirten Newton yasasi, diferansiyel
denklem olarak matematiksel bir modele c¢evrilebilir. Benzer sekilde, elektrik
devrelerinde, kimyasal kinetikte ve bir ortamdaki 1s1 transferinde ortaya ¢ikan
problemlerin tiimii matematiksel model olarak diferansiyel denklemler yardimiyla temsil

edilebilir. Bir integral denklemin genel formu asagidaki sekildedir:

B(x)
ux)=fx)+41 f K(x, t)u(t)dt (1.2)

a(x)

burada K(x,t) integral denklemin cekirdegi ve a(x), B(x) integral limitleri ve A bir
sabittir.

Bir integral denklem, adi ve kismi diferansiyel denklemlerde gordiigiimiiz gibi
dogrusal veya dogrusal olmayan bir integral denklem olarak siniflandirilabilir. Ayrica bir
diferansiyel denklem, integral denklemle esdeger olarak temsil edilebilir. En sik
kullanilan integral denklemler Volterra ve Fredholm integral denklemleri olmak tizere iki

ana sinifa ayrilir. Volterra ve Fredholm integral denklemlerini ise homojen veya homojen



olmayan ve ayrica dogrusal veya dogrusal olmayan olarak siniflandirabiliriz (Rahman,
2007; Wazwaz, 2011).

Integro-diferansiyel denklemler bircok bilimsel uygulamada, o6zellikle de
baslangic deger problemlerini veya siir deger problemlerini integral denklemlere
doniistiirdigiimiizde ortaya ¢ikar. Bu tip denklemler hem integral hem de diferansiyel
operatdrleri igerir ayrica bilinmeyen fonksiyonlarin tiirevleri herhangi bir sirada
goriinebilir. 1900’lerin basinda Vito Volterra kalitsal etkiler lizerine yogunlasarak niifus
artisini incelerken yeni denklem tiirleri gelistirdi ve bunu integro-diferansiyel denklemler
olarak adlandirdi.

Bilim adamlar1 ve miihendisler, 1s1 ve kiitle difiizyon siire¢leri, elektrik devresi
problemleri, nétron difiizyonu ve artan-azalan iiretim oranlariyla bir arada var olan
biyolojik tiirlerin matematiksel modellemesini integro-diferansiyel denklemler sayesinde
yapmuslardir. Integro-diferansiyel denklemlerin elektromanyetik teori, dagitic1 dalgalar
ve okyanus sirkiilasyonlaridaki uygulamalari olduk¢a &nemlidir. Ornegin elektrik
miithendisligi probleminde, kapali bir devrede akan I(t) akimi asagidaki formda bir
integro-diferansiyel denklem ile verilebilir:

dl 1 ~ B
L= +RI +Ef1(r)dr = £(t),1(0) = I, (1.2)
0

burada L indiiktans, R rezistans, C kapasitans ve f(t) uygulanan voltajdir. Buna benzer

ornekler

u'(x) =f(x)+ Af(x — tu(t)dt, u(0) =0, u'(0)=1 (1.3)
0

l
u'(x) =f(x)+ Af(xt)u(t)dt, u(0) =1 (1.4)
0

yukaridaki sekilde yazilabilir. (1.2)ve (1.3) esitlikleri Volterra tipte integro-diferansiyel
denkleme, (1.4) esitligi ise Fredholm tipte integro-diferansiyel denklemlere 6rnek olarak

verilebilir. Genel anlamda integro-diferansiyel denklemlerin varlik ve tekligi de



literatiirde oldukga genis bir ¢alisma alanina sahiptir (Hamoud ve Ghadle, 2018; Mallika
Arjunan ve Selvi, 2011; Cakir ve Giines, 2021; Mahmood ve Sadoon, 2012; Pachpatta,
1986; Durmaz vd., 2023a; Lakshmikantham ve Rama Mohana Rao, 1995; Tidke, 2009;
Cakir ve Giines, 2022; Durmaz, 2023; Mohapatra, 2014; Giines ve Cakir, 2024; Shishkin,
1983). Non-lokal sinir sartina sahip denklemlerde lokal olmayan kosulun ¢6ziim tizerinde
daha iyi bir etkisi vardir ve fiziksel 6l¢limler i¢in tek basina klasik x(0) = x, kosulundan
daha kesin sonuglar verir. Farkli alanlarda da lokal olmayan smir sartina sahip birgok
calisma literatiirde mevcuttur (Liu ve Ezzinbi, 2003; Matar, 2009; Durmaz vd., 2023b;
Cakir ve Amiraliyev, 2021).

Bu tez calismasinda ilk olarak, integral sinir sartli birinci mertebeden singiiler

pertiirbe Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem ele alinacakir:

x l
Lu:=Lu+ Af K, (x, H)u(t)dt + /1] K, (x, tyu(t)dt = f(x), (1.5)
0 0

l
u(0) = f g)ulx)dx + A4, (1.6)
0

burada x € I = (0,1), Lyu = eu'(x) + a(x)u(x), 0 < &€ K 1 pertiirbasyon parametresi,
I =1[0,1], 2 ve A verilmis sabitler, a(x) = a > 0, g(x) <0, f(x) fonksiyonlar x €
[0,1] araliginda, K;(x,t), K,(x,t) fonksiyonlar1 da (x,t) € [0,]* bolgesi iizerinde
yeterince diizgiin fonksiyonlar olmak kosuluyla (1.5)-(1.6) probleminin ¢6ziimii var ve
tektir. Bu problem x = 0 civarinda sinir katina sahiptir (Giigkir Cakir vd., 2022). (1.5)-
(1.6) problemi i¢in gerekli asimptotik degerlendirmeler yapilip iistel baz fonksiyonlari
yardimu ile sonlu fark semas1 kurulmustur. Onerilen metodun yakisaklik analizi ve hata
degerlendirilmesi yapildiktan sonra verilen metodun etkinligini gosteren niimerik 6rnek
verilmistir.

Ikinci olarak, integral smir sarth singiiler pertiirbe reaksiyon-difiizyon tipte

Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem ele alinacakir:

x l
Lu = L,u+ /'lf K, (x, t)u(t)dt + AJ K, (x, t)yu(t)dt = f(x), 1.7)



!
u(0) =0, u(l) = f g@u(x)dx + A, (1.8)

burada x €1 =(0,1), Lyu=—e?u"(x)+a(x)u(x), 0<e&e<K1 pertirbasyon
parametresi, I = [0, 1], A A ve B verilmis sabitler, a(x) = a > 0, f(x) fonksiyonlar1 x €
[0,1] araliginda, K;(x,t), K,(x,t) fonksiyonlar1 da (x,t) € [0,1]? bolgesi iizerinde
yeterince diizgilin fonksiyonlar olmak kosuluyla (1.7)-(1.8) probleminin ¢éziimii var ve
tektir. Bu problem x = 0 ve x = [ civarinda sinir katina sahiptir (Durmaz vd., 2022a).
(1.5)-(1.6) problemine benzer olarak (1.7)-(1.8) problemi i¢in gerekli degerlendirmeler
yapilip hemen hemen ikinci mertebeden yakinsak bir yaklagim sunulmustur. Sunulan
metodun hata ve yakinsaklik analizi yapilip onerilen metot niimerik 6rnekler yardimiyla
test edilmistir.

Ucgiincii ve son olarak, integral sinir sartl singiiler pertiirbe konveksiyon-difiizyon

tipte Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemi ele alinacaktir:

x l
Lu = Lyu + /’lf K;(x, t)u(t)dt + Af K, (x, t)yu(t)dt = f(x), (1.9)
0 0

1
u(0) = A4, u(l) = j g()u(x)dx + B, (1.10)
0

burada x€1l=(0,1), Lyu=c¢eu"(x)+alx)u'(x), 0<e<K1l pertiirbasyon
parametresi, I = [0,1], A, A ve B verilmis sabitler, a(x) = a > 0, f(x) fonksiyonlari x €
[0,1] araliginda, K;(x,t), K,(x,t) fonksiyonlar1 da (x,t) € [0,1]? bdlgesi iizerinde
yeterince diizgiin fonksiyonlar olmak kosuluyla (1.9)-(1.10) probleminin ¢dziimii var ve
tektir. Bu problem x = 0 civarinda sinir katina sahiptir (Gilines ve Cakir, 2023a).
Yukaridaki problemler ile benzer sekilde asimptotik degerlendirme, niimerik metodun
kurulmasi, hata degerlendirmesi ve yakinsaklik analizi verildikten sonra niimerik 6rnek
ile dnerilen metodun etkinligi gosterilmistir.

Bu tezde integral sinir sarth singiiler pertiirbe problemler i¢cin homojen ikinci
mertebeden bir fark semasi sunulmustur. Onerilen metodun teorik sonuglar ile uygunlugu

verilen niimerik 6rnekler ile gdsterilmistir.






2. KAYNAK BILDIiRISLERI

Herhangi bir doga olay1 veya bilimsel olarak ele alinan problemleri tek bir
denklem ile ifade etmesi olduk¢a zordur ¢iinkii birden fazla bagimli degisken vardir. Bu
tip problemlerin modellenmesi igin diferansiyel, integral veya integro-diferansiyel
denklem sistemleri kullanilmaktadir. Singiiler pertiirbe olmus problemlerdeki bu denklem
sistemlerinin ¢oziimlerinde klasik niimerik metotlar anlik degisimlerin oldugu sinir
katlarinda kararsiz sonuglar vermektedir. Bu problemlerin ¢6ziimii i¢in diizgiin yakinsak
niimerik metodlarin kullanilmas1 gerekmektedir. Bu tip problemler ile ilgili literatiirde
bir¢ok farkli ¢aligma mevcuttur. Bunlardan bazilarini agagidaki sekilde verebiliriz

Durmaz vd., (2022b), x € (0,1), 0 < € < 1 igin,

l
g2u" + ea(x)u’ — b(x)u + Af K(x,s)u(s)ds = f(x)
0

u(0) =0, u()=0

problemini ele almislardir. Bu problem i¢in homojen monoton sonlu fark semasi1 kurup
ikinci dereceden yakinsak oldugunu gostermislerdir.

Amiraliyev vd. (2020), x € [0, [] ve € pertiirbasyon parametresi olmak iizere,

!
g2u' +alx)u + AfK(x, s)u(s)ds = f(x)
0

u(0) =4

baslangi¢c deger problemi icin Shishkin sebeke iizerinde sonlu fark semasini iistel baz
fonksiyonlar1 ve interpolasyon kuadratiir kurallar1 kullanarak kurmuslardir. Onerilen
metodun pertlirbasyon parametresinden bagimsiz ikinci dereceden diizgiin yakinsak
oldugunu gostermislerdir.

Panda vd. (2024), s € (0,T), 0 < & « 1 pertiirbasyon parametresi i¢in,



T
ez""(s) + a(s)z'(s) — b(s)z(s) + Af K(s,v,z(y)dy = f(s,2)
0

z(0) = z,, z(T) =z,

problemini ele almiglardir. Lineer olmayan terim i¢in quasi-lineerizasyon teknigini
kullanarak Shishkin sebeke iizerinde sonlu fark semasimi olusturmuslardir. Onerilen
metodun birinci dereden yakinsak oldugunu gdsterip post-prossesing yontemi ile ikinci
dereceden bir yakinsaklik elde etmislerdir.

Iragi ve Munyakazi (2020), t € 1[0, 1], € pertiirbasyon parametresi olmak iizere,

t

Lu :=eu'(t) + a(®)u(t) + J K(t,s)ds = f(t)

0

u(0) =B

problemini ele almiglardir. Bu problem i¢in Shishkin tipi parcali diizgiin sebeke lizerinde
Euler sonlu fark operatorlerini kullanarak 6nerilen niimerik metodun birinci mertebeden
yakinsak oldugunu gostermislerdir.

Vulanovic (1982), x € [0,1] olmak {izere,

—ey"'(x) + b*(0)y(x) = f(x)
u(0) = uy, u(l) =u,

siir deger problemini incelemistir. Bu problem i¢in diizglin olmayan sebeke iizerinde
sonlu fark metodunu kurmustur

Giines ve Cakir (2023),

X l

g2u" (x) + ca()u'(x) = f(x,u) + /1[ K;(x, t)u(t)dt + Af K, (x, )u(t)dt
0 0

denklemini asagidaki integral sinir sartlari ile incelemislerdir:



Ly

Lou:==u(0) =A+ f Go(u(x)dx

lo

Iy

Liu=u(l) =B+ f g1()u(x)dx, 0=l <l
lo

Iki integral kosuluna sahip bu problem icin diizgiin fark semasi olusturmuslardir.
Onerdikleri metodun birinci dereceden e-diizgiin yakinsak oldugunu ispatlamislardir.

Matthews vd. (2002),

d2
gz 0

dZ
22

u(0) = (1 (0),uz(0))7, U1 = (ua (D), u,(1))"

4(x) + A)AE) = f(x)

Lgl,gzﬁ(x) =
0

singililer pertiirbe olmus reaksiyon-difiizyon probleminin pargali-diizgiin sebeke tizerinde
elde edilen sonuglarini, iki baglantili reaksiyon-difiizyon problemi igeren bir sisteme
genisletmiglerdir. Ayrica Onerilen niimerik metodun yakinsaklik analizini yapip bu
metodun gegerliligini niimerik 6rnekler tizerinde test etmislerdir.

Panda vd. (2021), v, sabit say1 ve ¢ pertiirbasyon parametresi olmak {izere

t

LNv(t) = ev'(t) + a(®)v(t) + J K(t,s)v(s)ds = f(t)
0
v(0) = v,

problemini ele almiglardir. Pargali diizglin Shishkin sebeke iizerinde denklemin
diferansiyel kisminda sonlu fark operatorii, integral kisminda sag dikdortgen kurali ve
yamuk kuralin1 kullanarak niimerik metodu kurmuslardir. Richardson extrapolasyon
kural1 uygulayarak ikinci dereceden bir yakinsaklik elde etmislerdir.

Debela ve Duressa (2020),



ey"(x) + a(x)y'(x) = f(x)

l
y©=2, [b@yw=m
0

problemini ele almislardir. Bu problem i¢in diizgiin sebeke lizerinde sonlu fark semasini
kurmuslardir. integral siir kosulu igin Simpson ve yamuk kurali kullanarak onerilen
metodun diizgiin yakisakligini géstermislerdir.

Cimen ve Cakir (2021), 0 < ¢ < 1 pertiirbasyon parametresi, x € Q = (0,1) ve

Q =0,1] igin,

!
eu" +alu’ = f(x) + AJ K(x, t)u(t)dt
0
u(0) = A, u(l) =B
sinir deger problemi igin sonlu fark semas: Onermis ve Onerilen metodun birinci

dereceden yakinsak oldugunu gostermislerdir.

Shishkin (1983),
g(a@)u) — c(x)u = —P(x)
u = @(x)

singiiler pertiirbe problemini ele almistir. Bu problem igin diizgiin olmayan sebeke
tizerinde fark semasini olusturarak pertiirbasyon parametresine gore diizgiin yakinsak
oldugunu gostermistir.

Amiraliyev vd. (2023),

!
—eu''(x) + a(x)ulx) + AJ K(x,s)u(s)ds = f(x)
0

u(0) = A4, u(l) =B

sinir deger problemi i¢in diizgiin bir sonlu fark semas1 kurmuslardir. Onerilen metodun

ikinci dereceden yakinsak oldugunu gostermislerdir.
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Boglaev (1984), t € (0,1)

efu” = f(t,y)
u(0) =0, u(1) =0
g2u" — Bu = o(t,u)

u(0) =0, u(1) =0

singiiler pertiirbe olmus sinir deger problemlerini incelemistir. Iterasyon dizisi ve Green
fonksiyonunu kullanarak bir niimerik metot kurmustur. Onerilen metodun monotonik
yakinsakligin1 ispat etmistir.

Giines ve Cakir (2024), e € (0,1], x € [0,l], 0< [ <3 <l ve (x,t) €I X1

i¢in,

x l
eu" +alx)u’' —b(x) = f(x) + /1[ K, (x, )u(t)dt + Af K, (x, t)u(t)dt
0 0

I
u(0) = A, u(l) =B +f v()u(x)dx
!

0

integral sinir sartl sinir deger problemini ele almislardir. Ele alinan problem i¢in Shishkin
sebeke iizerinde sonlu fark semasi kurmuslardir. Onerilen bu metodun yakinsaklik
analizini yaparak birinci dereceden yakinsak oldugunu verdikleri niimerik ornekler ile
gostermiglerdir.

Mohapatra (2014), 0 < e,u < 1ve x € O = (0,1) i¢in

e*u" + up(u’ — q(x)u = f(x)
u(0) = A4, u(l) =B

iki parametreli konveksiyon-difiizyon sinir deger problemi igin siirekli ve siireksiz veriler
ile upwind sonlu fark operatoriine uygun adaptive sebeke iizerinde bir niimerik metot
onermistir. Onerilen metodun hata analizini yaparak bu metodun ikinci dereceden bir

yakinsakliga sahip oldugunu gostermistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Reaksiyon-difiizyon ve konveksiyon-difiizyon tipteki singiiler pertiirbe olmus
problemler bir ¢ok alanda karsilasilan fiziksel olaylarin modellenmesinde
kullanilmaktadir. Bu modellere 6rnek olarak atmosferik kirlilik, bir nehir agzinda kirletici
yayilimi, yeralti suyu akisi ve ¢oziinen madde taginimi, oto katalitik reaksiyon durumunda
yanma, sinir uyarist Uretimi ve yayilimi, opsiyon fiyatlandirmasi i¢in Black-Scholes
modeli gibi bir ok model denklem verilebilir (Kadalbajoo ve Gupta, 2010) Bu galismada,
integral sinir sartili singiiler pertiirbe olmus Volterra-Fredholm integro-diferansiyel
denklemleri incelenmistir.

Bu tez calismasimmin “Giris” kisminda ele alinan problemler tanitilip bu
problemlerin ¢oziimlerindeki amaglar verilmistir. “Literatlir Bildirisleri” kisminda bu
problemlerin baglangicindan giinlimiize kadar olan gelisimi ile ilgili 6nemli ¢aligmalar
ornek olarak gosterilmistir “Temel Tanim ve Onbilgiler” kisminda problemin ¢dziimiinde
gerekli olan tiim temel bilgiler ve teoremler verilmistir.

Besinci kisimda tanitilan ilk problem, altinci kisimda tanitilan ikinci problem,
yedinci kisimda tanitilan son problem ele alinmistir. Bu problemlerin asimptotik
degerlendirmeleri yapildiktan sonra uygun niimerik metot kurulmustur. Onerilen
metodun hata degerlendirmesi ve yakinsaklik analizleri yapildiktan sonra teorik bulgulari
destekleyen niimerik ornekler verilmistir. Onerilen metotlarin ikinci dereceden yakinsak
olduklar1 gosterilmistir.

Son kisimda ise elde edilen sonuglar degerlendirmistir. Onerilen niimerik
metodun mevcut ¢alismalardan farkli olarak ne tiir avantajlar1 oldugu ve literatiire olan

katkisindan bahsedilmistir.






4. TEMEL TANIMLAR VE ONBILGILER

Bu kisimda 6nerilen niimerik metot i¢in gerekli olan temel tanimlar, teoremler ve

formiiller verilmistir.
4.1 Sebeke ve Diizgiin Olmayan Sebeke
I. T = [0, 1] araligimin sonlu sayidaki noktalardan olusan pargalanigina sebeke
ad1 verilir. Bu aralik tizerindeki sebekede tanimlanmig olan fonksiyonlara ise
sebeke fonksiyonu adi verilir.
i T aralig1 lizerinde tanimlanmis olan
Wy ={tp=0<t; < <ty=1}
ayrik noktalar kiimesine diizgiin olmayan sebeke adi verilir. h; = t; — t;_q,i = 1,N
sebeke adimi ve t; diigiim noktalari olarak adlandirilir (Amirali ve Amirali, 2023,
Samarskii, 2001).

4.2 Maksimum Norm

Herhangi bir T = 0,1 araliginda tamimli siirekli g(t) fonksiyonunun maksimum

normu asagidaki sekildedir:
glleo,r = max|g(t)]

|9 llco,@p = max |g;| ifadesi ise diizglin olmayan sebeke i¢in maksimum norm tanimidir
0<isN

(Samarskii, 2001).
4.3 Diizgiin Olmayan Sebekede Fark Tiirevleri

Bir T araliginda tanimh g(t) fonksiyonu igin diizgiin olmayan sebeke tizerindeki

fark tiirevleri g(t;) = g; icin,



I. gii = 991 jfadesi birinci mertebeden geri fark tiirevi,

i
. _ gdi+1—9i - . .« . . . . . .
i. gti = ——— ifadesi birinci mertebeden ileri fark tiirevi,

i+1

__9titzi . e e . . .
M. gi; = ——— ifadesi birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,
. __9ti~ 9% - cer e . . .
Iv. giei = =5 ifadesi ikinci mertebeden fark tiirevi

i

denir. Burada h; = “""*2 ve h; = t; — t;_; seklindedir (Samarskii, 2001).

4.4  Shishkin Sebeke

T gecis noktasi olmak iizere,

N
T = min {E' a elnN}
seklinde tanimlidir. Burada [0, 7] ve [t,!] araliklart g tane esit aralikli alt araliklara

boliiniir. [0, 7] arahigindaki sebeke adimi h™Y ve [z, 1] arahgindaki sebeke adimi h(

olmak tuzere

2T
t; =ih®,  p® =¥ i=0,N/2
EN: -
2(l—1 N
ti:T+(i—N/2)h(2), h(z):%, i:E+1,N

yukarida verilen sebeke noktalar1 diigiim noktalarin1 gostermektedir (Amirali ve Amirali,
2023).

45 Volterra Integral ve integro-Diferansiyel Denklemi
I. Volterra integral denklemi, integral sinirlarindan en az birinin degisken

olmasi durumudur. Birinci tip Volterra integral denkleminde, bilinmeyen fonksiyon olan

u(x) sadece integral isareti i¢inde goriilebilir:
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X

f(x) =f K(x, t)u(t)dt

0

Ikinci tip Volterra integral denkleminde, bilinmeyen fonksiyon u(x) hem integral

isareti i¢inde hem de disinda goriiliir:
X
ulx) = f(x) + /’If K(x,t)u(t)dt
0

ii. Volterra-integro diferansiyel denklemi, baslangi¢ deger probleminin integral
denklemlere doniistiiriilmesi ile ortaya cikar. Volterra integro-diferansiyel denklemi,
bilinmeyen fonksiyon u(x) ve tiirevlerinden biri olan u™ (x)’in, n > 1 i¢in hem integral
isareti icinde hem de disinda goriilmesi ile olusur. Integral simirlarindan en az birisi
degiskendir. Bu denklemde integral ve diferansiyel operatorler ayni denklem iginde
oldugundan integro-diferansiyel denklem adi wverilir. Volterra integro-diferansiyel
denklemi asagidaki sekildedir (Wazwaz, 2011):

u™(x) = f(x) + 1 fo(x, tu(t)dt
0

4.6 Fredholm integral ve Integro-Diferansiyel Denklemi
I. Fredholm integral denklemlerinde integral sinirlarinin her ikisi de sabittir.

Birinci tip Fredholm integral denkleminde, bilinmeyen fonksiyon olan u(x)

sadece integral isareti icinde goriilebilir. Birinci tip Fredholm intagral denklem:

b
f(x) =f K(x, t)u(t)dt

seklindedir. Ikinci tip Fredholm integral denklemlerde ise bilinmeyen fonksiyon olan
u(x) hem integral isareti icinde hem de disinda gériiliir. Ikinci tip Fredholm integral

denklemler:
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b
ulx) =f(x) + Af K(x,t)u(t)dt

seklindedir.

ii. Fredholm integro-diferansiyel denklemleri, diferansiyel denklemleri integral
denklemlere doniistiirdiigiimiizde ortaya ¢ikar. Fredholm integro-diferansiyel denklemi,
bilinmeyen fonksiyon olan u(x) ve tiirevlerinden biri olan u™ (x)’in, n > 1 i¢in hem
integral isareti i¢inde hem de disinda gériilmesi ile olusur. Integral sinirlarindan her ikisi
de sabittir. Bu denklemde integral ve diferansiyel operatorler ayni denklem iginde
oldugundan integro-diferansiyel denklem adi verilir. Fredholm-integro diferansiyel
denklemi asagidaki sekildedir (Wazwaz, 2011):

b

u™x) = f(x) + Af K(x, t)u(t)dt

a

4.7 Genellestirilmis Yamuk Kural

[0, T] araliginda taniml1 yeterince diizgiin olan bir g(t) fonksiyonu igin

T N h; N
| 9@d=3" F@ranrr@=) hatRi() @D

seklindedir. integral biciminde olan kalan terim Ry (g) ise asagidaki sekildedir:

1N i
R N R RS PAGL @2)

P Ry = Zve hy = seklindedir (Amirali ve Amirali, 2023).

Burada, h; = .

4.8 Diferansiyelleme Kurah
gla, b] =M,g € C?veay <x < a,icin

b—a
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a

9'00) = glag ai] - f Ko(&, )" (§)dé 4.3)

a
(4.3) bagintis1 diferansiyelleme formiilii olarak adlandirilir (Amirali ve Amirali, 2023).
4.9 linterpolasyon Kuadratiir Kurallar

p(x) € Cla,b] fonksiyonu agirlik fonksiyonu, o-reel parametre ve g(x)

fonksiyonu belirli fonksiyon olmak {izere

b b
j (g (x)dx =[ f p(x)dx] {og() + (1 — g (@)
\ y (4.4)

b
+ gla,b] f (x — x)p(X)dx + Rn(g)

esitligi saglanir. R,(g) kalan terimi integral formdadir ve g € C"*, n =1,2, s =0,1

olmak tizere

b b
Ru(9) = [ dp @) [ 9™ ©knax

K, ) =T(x = - -a) ' (x—a)(b—$)°
x°=0b+(1-0)a

N

2
() =5,42 0 () =0,2<0

esitlikleri saglanir.

Ikinci kuadratiir formiilii olarak, p(x) agirlik fonksiyonu olmak iizere

b b
[ o9 cadx =gla.b) [ pGodx + Ra(e) (4.5)

seklindedir. Kalan terim
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b b
Ru(g) = — f dxp’ (x) f 9 (E) Ky (x, E)dE

a

bulunur (Amirali ve Amirali, 2023).
4.10 Faktorizasyon Metodu
A; #0veB; #0,i =1,N — 1 i¢in asagidaki problemi ele alalim:

Ayi-1 — Cyi + Biyiy1 = —F, i=1,N-1 (4.6)

Yo = #1Y1 + U1, YN = HYn-1 T U2

(4.6) probleminin ¢6ziimii i¢in

Vi = @iy1Yit1 + Biva
Yi-1 = a;y; + B

esitlikleri gegerlidir. Burada a; ve B; belirsiz katsayilardir. (4.6)’da yukaridaki esitlikler

yerine yazildiginda:

(Aja; — C)y; + Aifi + Biyir1 = —F;
[(Aia; — Cajpq + Bilyivs + Aifi + (Aja; — C)Piy1 = —F;

Ci - al-Al- =0 1(;11’1

S Y T pppe— “n
i+1 Cl_alAl’ i+1 Cl_alAl’ ) .

olarak bulunur (Samarskii, 2001).
4.11 Faktorizasyon Metodunun Kararhhg:
Ci—a;A; #0vel—ayx, # 0icin
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I”alsl}a:lﬁzﬁ |K1|+|%2|<2

oldugunu kabul edelim. Bu sartlar altinda |a;| < 1,i = 1, N dir. |a;] < 1i¢in |a;44| < 1

oldugunu gosterelim.

|C; — a;A;| — |B;| = |C;| — ||| A;] — |Bi| = |4, 1-la)=0

|C; — a;A;| > 0 oldugundan

N T

bulunur. |a,| = |#;] < 1ve |a;| < 1,i =1, N esitsizliklerinden

|1 _aN%2| =1- |aN||7’f2| =1- |7’f2| >0

seklinde elde edilir. Bu da faktorizasyon metodunun kararliligini gostermektedir

(Samarskii, 2001).

4.12 Yakinsaklik ve Diizgiin Yakinsakhk

Lu = f(x), X€EG (4.8)
lu = u(x), x€r (4.9)

burada, f (x), u(x) belirli fonksiyonlar olmak tizere (4.8)-(4.9) probleminin kesin ¢oziimii
u(x) olsun. Bu probleme uygun olan fark probleminin ¢6ziimii ise y olsun. z =y —u
esitligi hata fonksiyonudur. || |[; ise ele alinan sebekedeki herhangi bir norm olmak

lizere,

h - 0iken ||z||; = |ly — ull; < ChP, p>0
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esitligi saglaniyor ise o zaman yaklasik ¢oziim kesin ¢oziime O(h?) hiz1 ile yakinsar. C
sabiti h ve ¢ dan bagimsiz ise 0 zaman yaklasik ¢6ziim kesin ¢ozlime €’a gore diizgiin

yakinsaktir denir (Samarskii, 2001).

4.13 Kararhhk

(4.8)-(4.9) problemine karsilik gelen

Lhy = @n  xE€wy (4.10)
lhy = Xn, X € lh (411)

fark problemi olsun. Burada L, ve I, G = G UT bolgesindeki herhangi bir @y,
sebekesinde taniml1 fonksiyonlar kiimesindeki fark operatdrleri, h sebeke adimi ve wy, [,
ise belli sebeke fonksiyonlaridir. (4.10)-(4.11) fark problemi, belli siniflardan olan her bir
wy, I, baslangi¢ veri fonksiyonlart ve yeterince kiiciik h < hy i¢in tek bir ¢6ziime sahip
olsun. (4.10)-(4.11) probleminin baslangi¢ veri fonksiyonlari @y, ¥, icin ¢oziimii ¥ olsun.

Eger h dan bagimsiz C;, C, sabitleri varsa yeterince kiigiik h < hy i¢in

Iy —ylli < Cill@n — onllz + CillZn — xullz

esitsizligi saglaniyor ise o zaman (4.10)-(4.11) fark semasi sag tarafa ve smir (veya
baslangi¢) kosuluna gore kararhidir denir. Burada || |1, ]| |2, 1] |l sebeke normlaridir
(Samarskii, 2001).

4.14 Green Fonksiyonu

Lu == eu'" (x) + a(x)u(x), 0<x<l
u(0) =0, u(l)=0

diferansiyel operatorii i¢in Green fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir:
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G(x,8)

{<p1(s‘)<pz(x), 0<é<x<l

T aw@® lpi (e, (§), 0<x<E<I

@41(x), p,(x) fonksiyonlari sirastyla

91():Lp;(x) =0, 9,(00=0, ;D=1
©2(0):Lp,(x) =0,  @,(00=1, ;D=0

denklemlerinin ¢éztimleridir. Ayrica

¢($)

w(é) = m,

Qx) = j x¢>(s)ds, d(&) = o~z lo amar
0

seklinde tanimlidir (Cimen ve Cakir, 2021).
4.15 Diskret Maksimum Prensibi

Uyl =AYyi1—Cyi+ By =—-F, i=1N-1

Yo = aq, YN = A3

problemi i¢in A; > 0,B; > 0,D; =C; —A; —B; =2 0,i =1, N — 1 olmak kosuluyla y;
sebeke fonksiyonunun i¢ diigiim noktasinda [[y;] = 0 (I[y;] < 0) sartim sagladigi kabul
edilsin. Bu sartlar altinda y; sebeke fonksiyonu sebekenin i¢ noktalarinda maksimal

pozitif (minimal negatif) deger alamaz (Samarskii, 2001).
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5. INTEGRAL SINIR SARTLI BIiRINCIi MERTEBEDEN SiNGULER
PERTURBE OLMUS VOLTERRA-FREDHOLM INTEGRO-
DIFERANSIYEL DENKLEM

Bu béliimde, asagidaki integral sinir sarth singiiler pertiirbe Volterra-Fredholm

integro-diferansiyel denklemi ele alinacaktir:

x l
Lu:=Lu+ Af K, (x, H)u(t)dt + /1] K, (x, tyu(t)dt = f(x), (5.1)
0 0

1
u(0) = j gulx)dx + A, (5.2)
0

Burada x € (0,1], Liu = eu'(x) + a(x)u(x), 0 < &€ < 1 pertiirbasyon parametresi, A ve
A verilmis sabitler, a(x) = a >0, g(x) <0, f(x) fonksiyonlar1 x € [0,[] araligi
lizerinde, K;(x,t), K,(x,t), fonksiyonlar1 (x,t) € [0,1]*> bolgesi iizerinde yeterince
diizgiin fonksiyonlardir. Bu sartlar altinda, (5.1)-(5.2) probleminin ¢6ziimii olan u(x)

fonksiyonu, x = 0 noktasi civarinda bir sinir katina sahiptir.
5.1 Asimptotik Degerlendirmeler

Bu boliimde niimerik metot kurulmadan once (5.1)-(5.2) probleminin kesin
¢oziimi ve tiirevleri ile ilgili baz1 degerlendirmeler yapilacaktir. Bu degerlendirmeler

uygun niimerik metot kurulurken kullanilacaktir.

0"Ky 97Kz ¢ ¢210,1],m = 0,1,2 ve

dx™ ’ gxm

Lemmab.1.1.a,f, g € C?[0,1] ve

a

x l
(1 + llglly) (max f;1K: Cx, Dlde + maz [{K, (x,0)ldt)

Al < (5.3)

sartlarinin saglandig1 kabul edilsin. Bu kabuller altinda (5.1)-(5.2) probleminin u(x)

¢Oziimii asagidaki sinirlar1 saglar.



lulleo < Co (5.4)

ax
@) < c{1+e*e7s ) xe 0,1k =12 (5.5)
Burada
1Al + @+ llgll)a )
s (1= [12la=1 (1 + llglly) (max [k, (x, )ldt + max [ 1K, (x, D)lde ) |)
a gll) (max J; 1K (x, t) max Jo|Kz(x, t)
seklindedir.

Ispat.(5.1) asagidaki sekilde yeniden yazildiginda
eu'(x) + a(x)u(x) = F(x) (5.6)

elde edilir. Burada F (x) asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

x l
F(x)=f(x)— Af K, (x, t)u(t)dt — Af K, (x, u(t)dt (5.7)
0 0
(5.2) ve (5.6) lineer baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinii asagidaki sekilde yazilir:

x x .
U(X) = u(())e_%fo a(r)dr + lf F(f)e_%ff a(‘l,')d‘l:df
€Jo

(5.6)’da (5.7)’yi gbz 6niinde bulundurarak asagidaki sekilde yazilabilir.

1x 1r* 1 x
u(x) = u(O)e_Efo a(r)dr +EJ f(f)e_gff a(‘r)d‘rdf
0

x 1

. £
_A j o ele almdr ( f Ky (x, t)u(t)dt) d¢ (5.8)
0 0

&

A% Lxomar (!
__f e ekt (f K, (x, t)u(t)dt> dé
0 0

&
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(5.8)’in her iki tarafin1 g(x) ile garpip [0, [] araliginda integral alarak

l l 1 x
J. u(x)g(x)dx = u(O)f g(x)e_Efﬂ a®dz gy
0 0

1 : x —l xar T
+;fo g(x)(f f@esl e df)dx

At 3
— fo g(x) < fo o el a@ar < fo Kl(f,t)u(t)dt>d€>dx
A (! l

— fo g(x) < f o2 aar < fo KZ(E,t)u(t)dt) df) dx

yukaridaki esitlik elde edilir. Buradan

! A -1
u(0) = (1 _.f g(x)e_%fo a(r)dr dx)
0

l x x
.[A +§ fo g(x) ( j F(©e ek ‘“”‘”df) dx
A (! d
- fo g(x) ( f etk “(T)‘“< fo Kl(f,t)u(t)dt>df>dx (5.9)
y l l
- fo g(x) ( f etk “(T)‘“< fo Kz(f,t)u(t)dt>d5>dxl

olur. (5.9) bagintisinin sag tarafindaki ilk terimin bir ile sinirli olmasi goz Oniinde

bulunduruldugunda

1! x —%j’xa(r)dr
a1 < al+ [ [ g0 ([ e sk O ) ax

/_1 : ¥ gf a(r)dr( d ) )
¥ |g f(,9<x><f() e e fo Ky (§, Du(t)de | dg | dx
& : sf a(t)dr ! ) )
+‘8L9(x)<fo e €% <f0K2($,t)u(t)dt d¢ | dx

(5.10)
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olarak yazilabilir. ilk olarak (5.10) bagintisinin sag tarafindaki ikinci terimi

degerlendirmek i¢in a(x) = a > 0 sartin1 goz 6niinde bulundurarak

1 ¥ _%fxa(r)dr l * —%fxa(r)dr
gfo f@©)e ek df‘sgfolf(s‘)le Fa e

1 * _a(x=§) 1
<l [ €75 < zeafllo = a I (5.11)
0

elde edilir. (5.11) ile benzer sekilde diger terimler de degerlendirilerek ve (5.10)

bagintisinda bu degerlendirmeler goz 6niinde bulundurularak

¢
[u( < 1Al + a gl llif lle + 12e ™ ullollglly grgggclf |K1 (S, )ldt
7Y 0

l
+Hala ullallglh g | 1K 0lde (512
T Y0

esitsizligi bulunur. Lyu = eu'(x) + a(x)u(x) diferansiyel operatoriine maksimum

prensibi uygulandiginda

X
Il < [l + @ 1flls + [Ala ulls o, [ 1,0l
Y0

!
+|/1|a‘1||u||oogr<l)ccl<xlf |K,(x, t)|dt (5.13)
sxsl Jg

bulunur. (5.12) ve (5.13) yardimiyla
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¢
lulleo < (IAI + a7 Iglhlliflle + 12la™ lullollglly ggggclf K1 (S, t)ldt
T Y0

l
+ Al ullallglh max [ 16, t)|dt> +aflle
—=Y0

i} (5.14)
+12la ullo ax | 1K, G 0lde
0<x<l 0
l
+ 12l ullo ax | 1, 0)lde
0=<x<l 0
esitsizligi elde edilir. Buradan
el < JAl + a7 HIgllillflleo + @7 lIf llo
Lo, — o 1 x l
1= (1la"llglh {max [1K: (x Oldt + max [[1K,(x, 0)]dt})
olur. Bu esitsizlikten
lullow < Co (5.15)

yazilarak (5.4)’lin ispati tamamlanmis olur. Simdi, (5.5)’in ispatin1 k = 1 igin verelim.

Bunun igin ilk olarak (5.6) asagidaki sekilde yeniden yazilsin:

u'(x) =

1
2 [F() —a(u)] (5.16)

(5.16) esitligi x = 0 i¢in asagidaki sekilde elde edilir.

l

1
w(0) = £ |(0) ~ a()u(o) -4 [

K, (0, t)u(t)dtl (5.17)
0

(5.17)’de (5.2) kosulu dikkate alindiginda

1 1
(O < ZIf O]+ la(O)lllull-llglly
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1 1. C
+21aO)141 +5 121 [ 1K0,9)luolde < (518)
0

olur. (5.6)’nin bir kez tiirevi alinarak
eu'"(x) + a’' ()u(x) + a(x)u’'(x) = F'(x) (5.19)
yukaridaki esitlik yazilabilir. Burada F'(x) terimi asagidaki sekilde tanimlanir:

2 ((* 0 !
F'(x) =f"(x) — Aa<jo K;(x,t) u(t)dt) —/1$<J0 K,(x,t) u(t)dt)

(5.19)’da u'(x) = v(x) dontisiimii uygulandiginda
ev'(x) + a(x)v(x) = p(x) (5.20)

olur. Burada ¢ (x) terimi

*0
¢(x) = f'(x) —a’(Dulx) - AJ 3, fa (o Hu(®)de — Ak, (x, Ju(x)
0

l
0
—AL gl(z(x, Hu(t)dt

yukaridaki sekilde tanimlidir. (5.20)’de birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem

¢Oziimii asagidaki sekilde verilebilir:
1 x 1> 1
W (x) = w(0)e zh a<f)df+z J P(&)e e aDdTye (5.21)
0
(5.21)’de |¢p)|I<C , ax)=a>0 ve [u'(0)] < £ esitsizlikleri g6z Oniinde
&

bulunduruldugunda,
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, C _ax 1% a9
WIS Lo H gl [ e E g

0

< ge_% +Ca(1- e‘ofs—x) <c{1+ e‘le_%} (5.22)

bulunur. Simdi ise (5.5)’in ispatin1 k = 2 igin yapalim. (5.19)’da x = 0 igin (5.15), (5.18)

amKl(x,t) asz(x,t)
axm ' gxm

vea,f,g € C?[0,1], € [0, 1]?, sartlar1 goz 6niinde bulundurularak,

1
" (0)] < Z1£7(0) — a’(0)u(0) — a(0)u'(0)
Lo c
—AK;(0,0)u(0) — /1] —K,(0, Hu(t)dt| < = (5.23)
o 0x €
ifadesi elde edilir. (5.1)’in iki kez tiirevi alindiginda asagidaki esitlik elde edilir:
eu"'(x) + a(x)u''(x) = P(x) (5.24)

Burada, ¥ (x) asagidaki sekilde tanimlidir:

9]
Y0 = f"(x0) = 2" 0w’ (0) — a” (Du(x) — 15— K (x, Dulx)

) x 62 l aZ
—AK; (x, x)u'(x) — /1}; WKl(x, u(t)dt — Aj; WKZ(QC' tu(t)dt (5.25)
(5.25)’ten
1 _ax
0ol < 5{1 +oes } (5.26)
olur. (5.24)’te, u''(x) = w(x) doniisiimii yapilirsa

ew'(x) + a(x)w(x) = P(x) (5.27)

esitligi bulunur. (5.27)’de birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemin ¢6ziimii:
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Lx 1" X a@ar
‘Ll”(.X') — u”(O)B_EfO a(r)dr +E.f lp(f)e gfg (v)d dt,; (528)
0

seklinde elde edilir. (5.28)’de (5.26) degerlendirildiginde yukaridakilerle benzer sekilde

|u" |<C ‘%+Cfx{1+1 ‘%} 6
J— £ —_ — & &€
u’'(x) _eze : ) ge e &

&2

C _oax ax C r*¥ ax
< e e +Ca (1-e7¢)+ —f e e de (5.29)
0

Cx ax{ 1 %}

1 _aex _ax _
SC(1+—2€ 5)+—2€ e C 1+—2€ &
&€ & &

olarak elde edilir. Buradan (5.5)’in ispat1 tamamlanmis olur.

5.2 Niimerik Metodun Kurulmasi

Bu boliimde, (5.1)-(5.2) problemi i¢in diizgiin olmayan sebeke iizerinde fark

semas1 kurulacaktir. [0, [] aralig1 {izerinde

(UN={O<X1<.X2<"‘<XN=Z, hi=xi_xi—1r l=1,N}

diizgiin olmayan sebeke ve wy = wy U {xy = 0}, h; = % seklindedir. Ayrica @y

tizerinde tanimli herhangi bir v(x) sebeke fonksiyonu igin v; = v(x;), |[v]le =
IVlloo,y = om'a)zillvil dir. (5.1)-(5.2) probleminin fark semasini kurmak i¢in asagidaki
<i<

0zdeslik kullanilacaktir:

X

Xi—lhi—lj i Lu(x)p;(x)dx =Xi_1hi_1j i f(x)@;(x)dx (5.30)

Xi—1 Xi—

Burada ¢;(x) tistel katsayili baz fonksiyonu asagidaki baslangic deger probleminin

¢Ozimiidiir.
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—e@i(x) + a;p;(x) =0,  @i(x) =1
Bu ¢6ziim agagidaki sekilde bulunur:

—a;(x;j—x)

pi(x)=e ¢
Ayrica y; katsayisi

— e~ad: h ~ay(xi=)

X .
Xi= hi_lfx @;i(x)dx = a5 6; = ?1901'(95) =e ¢

i-1

seklinde tanimlhidir. (5.30)’dan

xithit f ) (eu'(x) + a()u(x));(x)dx

Xi—1

+ Ay hit fxi @;(x) <jx1(1(x, t)u(t)dt) dx
xx y (5.31)
+ /’l)(i"lhl-"lf @;(x) <f K,(x, t)u(t)dt) dx
0

Xi-1

— [ r@ear

i-1

elde edilir (5.31)’in sol tarafindaki ilk terimi

X[ ) + aGu)eiax

Xi Xi
= 7 thp! f e ()@ () dx + 5 Ay f a(e)u() 9y () dx
Xi—q Xi-1

0 [ (a6 = al) a0 532)
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seklinde yazilabilir. ilk olarak (5.32)’nin sag tarafindaki ilk iki terim ele almsin. Birinci
terim igin (4.5)’de verilen ikinci terim igin ise (4.4)’te verilen interpolasyon kuadratiir

kurali uygulandiginda

Xi Xi
)it e @edx+ e [ aGoue@dr =
Xi—1 X

i-1

gxglhfl{uf,i [T ocoar— [ axprco [ iu’(s‘)Ko(x.E)dE}

Xi-1 Xi—1 Xi-1

Xi Xi
+aiui)(i_1hi_1f @;(x)dx + uf,iai)(i_lhi_lj (x — x);(x)dx

Xi-1 Xi-1

ra [ dxp(0 | W ©Ko g (5.33)

Xi-1 Xi-1

esitligi elde edilir. (5.33)’lin sag tarafindaki tigiincii terim igin

Xi
uf,iai)(i_lhi_lf (x — x)p;i(x)dx

Xi-1

Xi Xi
= uf,iai)(i_lhi_lj xp;(x)dx + uf,iai)(i_lhi_lf x;p;(x)dx (5.34)
X

Xi-1 i-1

seklinde yazilir. (5.34)’lin sag tarafindaki ilk terimine kismi integrasyon uygulaninca

asagidaki sonug bulunur:

xi
uf,iai)(i_lhi_lj xp;(x)dx
Xi_

-1
I &
= eug i thit {—xi_le‘ai‘” —— el xie-aﬁi} (5.35)
l L

Bu taktirde asagidaki esitlik elde edilir:

xi
uf,iai)(i_lhi_lj (x — x);(x)dx

Xi-1
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= g + eug oty —x_jemadt - S 4 £ maisi 4y ot
- Y4 x,l)(i i -1 a: a: i (536)
L l

(5.36)’y1 (5.33)’e yazarsak

Xi Xi
) [ e @eGdx x| aGou@edr
Xi-1 Xi-1
= &Epjug; + aiu; + Rip + Ry (5.37)

olarak elde edilir. Burada p; katsayis1 ve hata terimleri asagidaki bi¢imdedir:

a;;

— —a;b;
= e ¥t
1—e-wudi

Pi

R == [ dxol @) [ w @Ko £)dg

Xi-1 Xi-1

Riz = agr'hi* | ' drg () | (@Ko (x, E)dE

Xi-1 Xi-1

Ayrica, buradan gelen R;; ve R;, hatalarinin toplaminin sifira esit oldugu goz oniinde
bulundurulmalidir. (5.32)’nin sag tarafindaki ti¢iincii terimi ele alinsin. a(x) fonksiyonu

icin x;_1, x; noktalarinda Newton interpolasyonu uygulandiginda

a(x) = alx) + (x —x)ag; + (c — ) (x - xi_l)@

olur. Bu denklem g6z 6niinde bulundurularak asagidaki esitlik yazilir:

)t (e - a)utae

Xi-1

Xi
= af,i)(i_lhi_lf (x — xpu(x)p;(x)dx

Xi-1

1 i
o [ =W x ) GEER@e @A (539

Xi-1
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(5.38)’in sag tarafindaki ilk terimi incelensin. Burada u(x) = u(x;) — f;iu’(s)ds

doniistimii yapilarak

x;
az i hi! f (x — x)u()py(X)dx
pe

i-1

X
= uiaf,i)(i_lhi_lf (x — x); (x)dx

Xi-1

T Al RO ( | iu'(s)ds)dx (5.39)

i-1

elde edilir. (5.39)’un sag tarafindaki ilk terimine kismi integrasyon uygulandiginda

xj
AR f (x =) (x)dx = b,

Xi—1

e~ aidi 1
1-— e‘ai5i P aié'i

l = hivi (540)

olarak elde edilir. Burada v; katsayis1 asagidaki sekilde tanimlidir:

e~ %S 1
Vv = —
l 1 — e~ aidi al-é‘l-

(5.38)’de, (5.39) ve (5.40) g6z oniinde bulundurularak asagidaki esitlik elde edilir:
Xi (1
Xflhi"lf (a(x) — a(x) )u(x)@;(x)dx = azuh;v; + R, ) (5.41)

Xi-1

Burada, kalan terim Ri(l)asagldaki bigimdedir:

RY = Ly f " @ E00) (x = 1) (x = xR (D
i 2 ¢ ' Xi—1 l l - l

el - o) ( I iu'(s)ds) dx (5.42)
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Sonug olarak, (5.37) ve (5.42)’den

Xi
xRt f (eu' (%) + a()u(x))@;(x)dx = epug; + au; + R (5.43)

Xi-1
olarak elde edilir. Burada a; katsayis1 asagidaki sekilde tanimlidir:
C_li = qa; + af,ihivi

Simdi, (5.31)’in sol tarafindaki tligiincii teriminin ¢ekirdek fonksiyonu olan K, terimi i¢in

x = x; noktasinda Taylor seri agilim1 yapilsin:

Kol ) = K £) + (= 1) m Kyl 0) + e e) (544)

(5.44) esitligi (5.31) esitliginin sol tarafindaki iiglincii terimde yerine yazildiginda
asagidaki esitlik bulunur:

Xi l
Axithit f @;(x)dx ( f Kz(xi.t)u(t)dt>
0

Xi-1

Xi l a
+/1Xi_1hi_1f @;(x)dx (f (x — xi)a—Kz(xi,t)u(t)dt>
Xi—1 0 x

Xi l — )2 62
[ g ( | ("Tx‘)ﬁ&(mx),t)u(t)dt)
0

Xi-1

l l
0

= f K, (x;, t)u(t)dt+hivl-f — K, (x;, Hu(t)dt
0 o Ox

1 Xi l 62
+§/1Xi—1hi—1j (x—xi)z(pi(x)dx<fo W}Q(&(x),t)u(t)dt) (5.45)

Xi-1

Burada k, = K, (x;, t) + h;v;K,(x;, t) yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:
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Xi l l
A he f 0.(x) dx < f Kz(x,t)u(t)dt>=/1 f ks (rp Ou(Odt + RS (5.46)
X 0 0

i-1

Hata terimi olan Ri(z) asagidaki sekilde tanimlidir.

()
R; 2

1
=—Ax{1h{1f (x — x;)? <pl(x)dx<f 75z (i), t)u(t)dt)

(5.47)

(5.47)’nin sag tarafindaki integrale (4.7) ile verilen yamuk kurali uygulandiginda

! N
A f k, (x;, u(t)dt = AZ hikyiu; + R
0 -
Jj=0

olarak bulunur. Hata terimi olan Rl@ ise

1 N
RO =21y j (5 = ) (xj-1 — €) dfz(kz(xuf)u(f))df

j=1 Xj-1

seklinde tanimhidir. Sonug olarak,

(5.48)

(5.49)

Xi l N
Axithy f 0;(%) < f K, (x, t)u(t)dt) dx = AZ hiko i + RP +R® (5.50)
X

i-1 0 j=0

denklemi elde edilir. (5.31)’in sag tarafindaki ikinci terim i¢in (4.4) ile verilen

interpolasyon kuadratiir kurali uygulandiginda asagidaki esitlik elde edilir:

Axithy in @;(x) <fo1(x, t)u(t)dt) dx
Xi—1 0

= Ay thi! jxi @;(x)dx <inK1(xi, t)u(t)dt)

i-1
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Xi

+Ax7thi fxi (x —x);(x)dx <f i1’(1(xl-,t)u(t)dt>
X 0

) 0x
-1

Xi d2
eahe [ anpio | @ ( f K6, e ) 36 - 0
=2 fo Ki (e Ou(O)dt + hvg fo laKl(xi,t)u(t)dt

Xi d '3
+Ax7h f dxpy(x) f | dfz(f K., t)u(t)dt>T1(E—t)d§ (5.51)

Xi-1

(551)'de, ky = Ky (x;, £) + hyvi — Ky (x;,t) yazildiginda

A thet f < 9:(x) ( ] xiKl(x, t)u(t)dt> dx = A j xikl(xi, Hu(t)dt + R®  (5.52)
X 0 0

i-1

olur. Burada hata terimi asagidaki sekilde tanimlanir:

. X Xi d §
Ri() Axthy j dxgoi(x)j. d52<f K, (&, t)u(t)dt)Tl(f—t)df (5.53)

i-1
(5.52)’nin sag tarafindaki ilk terim i¢in (4.7) ile verilen yamuk kurali uygulandiginda
asagidaki esitlik elde edilir:

i
Xi
A j ky (xp, u(t)dt = AZ Rk guy + RS (5.54)
0 =0

Burada hata terimi

—_

L% d?
R =2 j (5 = ) (-1 = £) gz Ca (o Ou(E) e (5.55)

j=1"%j-1

seklinde tanimlidir. Sonug olarak, bu degerlendirmeler goz dniinde bulundurularak
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i
Xi X
Pl e ( R t)u(t)dt) dx =2 tyky gy + RY + R (5.56)

i-1

esitligi elde edilir. (5.31)’in sag tarafindaki terim Yukaridakiler ile benzer olarak

incelendiginde asagidaki denklem elde edilir:

X [ @00 = £ f | (& - x)e(x)dx

Xi-1

o ah f (x = x) (= 2 )f(60)pidx = f; + RO (557)

Xi-1

Burada f; katsayis1 ve Ri(G) kalan terimi asagidaki bicimdedir:

fi=fi + b
1 i
RO =5xh [ (= 26— x ) (6 G0) o
T Al INCEEOTIes ( | iu'(s)ds) dx (5.58)

Son olarak, (5.2) i¢in [0, [] tizerinde (4.7) ile verilmis olan yamuk kurali uygulandiginda
asagidaki esitlik bulunur:

l N
fo g(ulx)dx = Z hjgju +7 (5.59)

j=0

Burada kalan terim r asagidaki sekilde tanimlanir:

N
1 Xj d?
52[ (=) (o1 = E)d—fz(g(f)u(f)) 3 (5.60)

j=1 Xj-1

(5.31), (5.43), (5.50), (5.56), (5.57) ve (5.59) goz 6niinde bulundurularak 1 < i < N igin
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i N
LNui = EPiUg + diui + AZ h]kl’uu] + /12 h]kz’l]uj + Ri = ]El (561)
j=0 j=0

N
Uy = Z higiuj+A+r (5.62)
j=0

diskret problemi elde edilir.Burada hata terimleri asagidaki sekilde tanimlidir:
6
R; = Z R™
n=1

Kalan terimler (5.42), (5.47), (5.49), (5.53), (5.55), (5.58) ve (5.60) ile verilmistir. (5.61)-
(5.62) kesin bagintisindaki hata terimleri ihmal edilerek

i N
Lyyi := epiyzi + a;y; + AZ hikqi;y; + /12 hikzijyj = fi (5.63)
=0 e
N
Yo = z higjyi +A (5.64)
=0

fark yaklagimi elde edilir.
5.3 Hata Analizi

(5.1)-(5.2) problemi i¢in kurulan fark semasi olan (5.63)-(5.64)’lin e- diizgiin
yakinsak olmasi i¢in @y tlizerinde t ya bagli gecis noktasi igeren Shishkin sebeke
kullanilacaktir. (5.1)-(5.2) probleminin x = 0 noktasinda bir siir katt mevcuttur. Ilk
olarak niimerik metodun diizgiin yakinsaklik analizi yapilacaktir. Hata fonksiyonu z; =

y; —u;, i = 0, N asagidaki fark probleminin ¢dziimiidiir:
i

N
LNZi = EPiZx i + C_liZi + )Lz hjkl,ijzj + AZ hjkz,ijzj = Ri (565)
j:O ]:0
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N
20= ) hg;i—u) —r (5.66)
=0

amKl amKZ am+1K1 am+1K2
axm ’ gxm ' 9xot™ ' 9xat™

€ €2[0,1],m = 0,1,2

Lemma 5.3.1. a,f,g € C?[0,1] ve

kosullar1 altinda agagidaki esitsizlikler saglanir:

IRl oo,y < CN~2InN (5.67)
|r] < CN~2InN (5.68)

Ispat. ilk olarak (5.60) ile verilen r kesme hatas: incelensin. Burada Lemma 5.1.1 de

verilen sartlar goz o6niinde bulundurularak asagidaki esitsizlik yazilir:

N
ey [ 16y =00 - I+ @1+ @b as

j=1"%i-1
N N 1
<c( Y+ [l - s -z
j=1 j=1"%j-1
N x; 1
w3 [ g =) - D)l e d
j=1"%j-1

N N
Xj 1 aé
S RN I R P (5.69

j=1 j=1"%j-1

(5.69)’un sag tarafindaki ilk terim ele allnsm.é < a~elnN degeriigin h® = h® = h =

~ oldugundan asagidaki esitlik yazilabilir:

N N N N l3
Zh.3: h3 + Z =<k +-h* =N <N-<CN72  (570)
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Simdi a~lelnN < édegeri icin

N/2

P ONf200-D) _ B
Z(h“)) + z (h®)’ = ( ) 2( (N ﬂ) SNya=ev= 67

j= 7+1

yukaridaki esitlik elde edilir. (5.69)’un sag tarafindaki ikinci terim ele alinsin. é<

a~elnN degeri igin h® = h® = h = - oldugundan

N
Xj 1 aé
D G- - e d
j=1"%j-1

N/2

Xj 1 aé
DN RO TR ETaE

=1"%j-1
N
1 _af
+ > [ - g T e

e, € (5.72)
=2

~.

< I?N72%2¢71q 1 < CN~2InN

yukaridaki esitlik elde edilir. Simdi a~telnN < = degerl icin (D ==, @ = 2(11\7)

esitlikleri g6z 6niinde bulundurularak asagidaki esitlik elde edilir:

Mz

1
> [ =) =)o s

] 1

-
1]
[

N/2

1 _a§
<[ - - x) e Fae

J j-1

~

I
=

+

Mz

Xj 1 _a_f
fx. (xj - 5)(5 - xj—l)g_ze ed¢ (5.73)

j=m+1

N2
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(5.73)’1in sag tarafindaki ilk terim ele alinsin. Buradan,

i 1 _&
ORI ET

T

RO 7 _ag 21\? £
= u e_a?df < (NT) e ta™t (e_aT> < CN~2InN (5.74)
0

olarak bulunur. Son olarak (5.73)’iin sag tarafindaki ikinci terim ele alinsin. Burada, kismi

integrasyon kurali uygulanarak asagidaki esitlik elde edilir:

N

Xj 1 aé
> - - n) e
N Xj—1

j=7+1

I
=

[ e (Gam )+ (- 0) e Fa

j=%+1 j_l
l at
= Z f —a‘l( 2§ —h@ +2xj)e" ¢
j=¥+1 i
xj 1
=2a7 ! f —(x —x - (2))9 &
. N x-_l
]=7+1 ]

l
1 l
< 2a-1h<2>f Zetdx < 2a-1h® (e_% _ e_a?)
&
T

(-1
N

<20 'h®N-1 <2071 N1 < CN~2 (5.75)

(5.70)-(5.75) g6z oOniinde bulunduruldugunda (5.68)’in ispati tamamlanmis olur.
(5.67)’nin ispat1 icin R; hata terimleri tek tek ele alinacaktir. Ilk olarak (5.42) hata terimi

ele alinsin:
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RV = %Ja‘lh{l f " E) = 3 1 () ()

Xi Xi
—azx; thit f (x — x) i (x) < f u’(S)dS> dx
xi_l X

RYV| < Sy f @ G0 — x)11(x = 3D GOl (D)
i =9 i i i i -1 i

Xi-1

Xi Xi 1 _ax
+|agvi|h; f lu'(x)|dx ) < C hl-2+hif —e e dx

Xi-1 Xi-1

olarak elde edilir. é < a~lelnN igin yukaridakine benzer olarak

Xi 1 _ax
C hl-2+hij —e edx)|<CN? (5.76)
Xi-1 €
seklinde yazilir. Simdi a™telnN < é durumunu ele almsin. RV = %, h?) = % g6z
ontinde bulundurularak asagidaki esitlikler elde edilir:
%1 ax |h(1>|2
C hi2+hij ze ¢ dx SCN‘2+TSCN‘ZlnN (5.77)
Xi-1

%1 _ax _axey  _ax
C hi2+hif 2 e dx SCN‘2+h(2)a‘1<e e —e e)

Xi-1

2(1— i
%a‘le_axs : < CN~2 (5.78)

<CN %+
(5.76) ve (5.78)’den

[R®| < cn2imN (5.79)

olur. (5.58) igin feC?[0,1], |x —x;| < h;, |x —x;_1| < h; sartlann gdz Oniinde

bulundurularak
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1 *i
Rl.(ﬁ) = E)(i"lhi"lf (x —x))(x — x;—1) f"' (&:(x)) ;i (x)dx

i—

RO 30 [ b= il = xallF ) o o

< Ch? < CN™? (5.80)

bulunur. (5.80) T = a lelnN ve T = ;

|x — x;| < h;, kosullar1 g6z 6niinde bulundurularak (5.47) ve (5.53) i¢in asagidaki
esitlikler elde edilir:

l 62
j (x—x)zqol(x)dx(j 2 k&0, t)u(t)dt)

2
Xi-1 0x

< Ch? < CN™? (5.81)

o Y (j K, 6, D@ ) 3¢ - s

i-1

< CN-2 (5.82)

(5.49) ve (5.55) i¢in (5.60) ile benzer sekilde

1o (¥ 42
RT3 | (= Dm0 =) g ol Ul €
j=1 Xj-1
N xj
<c). f (5 =)y =) A+ W @1 + W' ©Ddg <CNT? (5.83)

j=1"%j-1

(5)
Ri

NlH

xj d2
[ o= 00s - a8

j=1"7"j-1

IA

N %
cy. f (5 = )(x-1 =) A+ W (Ol + u"(©ODdé < CN? (5.84)

J:l j_l
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yukaridaki degerlendirmeler elde edilir (5.79)-(5.84) esitsizlikleri g6z Oniinde

bulunduruldugunda (5.67)’nin dogrulugu ispatlanmustir.

Lemma 5.3.2. q, f, g, K1, K, fonksiyonlar1 Lemma 5.3.1 in sartlarin1 saglamasi ve a; >
a > 0 i¢in

a

121 < .
(1+ llgll) [maz Sioy byl K| + max T, by Ky ]

(5.85)

saglamasi kosullari altinda, (5.65)-(5.66) probleminin ¢6ziimii olan z asagidaki esitsizligi

saglar:
1Zlleo,zy < C(IIRlcooy + I71) (5.86)
Ispat. (5.65) asagidaki sekilde yeniden yazildiginda
epizz; + @iz =F,i=1,N—1 (5.87)

olur. Burada F; terimi asagidaki sekilde tanimlanmistir:

i N
Fi = Ri - AZ hjkl,ijzj - AZ hij,iij
j=0 Jj=0

(5.87)’den asagidaki esitlik elde edilir:

_ Z; — Z'_1 Z; Z'_l
a;z; = F; — ep; (%) =F - fpih—l_+ EPi#
2 l L
h; Zi—q
“ (C_lihi - 8,0,:)( ' + epi hi >
h. £D:
zZ; = _'—_lFi + +Zi_1 (5.88)
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(5.88)’e birinci mertebeden fark denkleminin ¢6ziimii uygulandiginda

z; = 2oQ; + z i Qik (5.89)
=1

olarak yazilabilir. Burada Q;_; ve ¢ terimleri

1, k=i,
i
Qicie = ﬂ—gpl 0<sk<i-1
12k, EPL + ahy
h;F;
(l)k 4 EP; + C_lihi,

seklinde tanimlanmugtir. (5.66) ve (5.89) goz 6nilinde bulundurularak asagidaki esitlik

elde edilir:
N
Zy = Z higjz; —r
j=0
N N
hy Fy
—Zozflkngk+Zfligi ngk g, bk | 7T
k=1 i=1
N N i
(1= meawer) =) | Y e
Zo| L — kIklk | = i9i = Yi-k|TT
k=1 i=1 =1 5Pk + Qichye
i hF
N i klk . _
4o = Yi=1 g (Zk:l €pr + arhy, Ql—k) r (5.90)
1 — ¥R-1 Mg Qc
(5.90)’un paydasi bir ile smirlt oldugundan
120l < C(llgll11IFlloo oy + I71) (5.91)

yukaridaki esitsizligi elde edilir. (5.90) ve (5.91) g6z 6niinde bulunduruldugunda
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i
1201 < € { gl IRl + glhn@ 121 mazx " iy [Ks 15|12l
j=1

N
Hlglha 1Al max > 5|y 12l + 17 (5.92)
j=1

yukaridaki esitsizlik elde edilir. (5.92) bagintisinda ayrik maksimum prensibi

uygululandiginda

i
12l < 0] + @ RNy + @121 1205 " 15K 17l
j=1

N
Hlglha 1Al max > 5|y 12l (5.93)
j=1

olur. (5.92) esitsizligi (5.93) esitsizliginde yerine yazildiginda, asagidaki esitsizlik elde

edilir:

1l
3 C (A +Ngl)@ IR lloowy + I71) (5.94)
1= [+ gDt Al {max iz fylKy | + max I byl ]

(5.94) elde edilerek ispat tamamlanmis olur.

Temel teoremimizin yakinsaklik sonucunu asagidaki teorem ile verebiliriz.

Teorem 5.3.3. u fonksiyonu (5.1)-(5.2) probleminin ¢6ziimii ve y fonksiyonu ise (5.63)-

(5.64) problemlerinin ¢dziimii olmak iizere
ly — tlleo,wy < CN~2InN (5.95)

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Lemma 5.3.1 ve Lemma 5.3.2’nin kombinasyonundan Teorem 5.3.3’iin ispat1

cikar.
5.4 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda (5.1)-(5.2) problemi i¢in Onerilen niimerik metodun etkinligini

gostermek i¢in niimerik 6rnek verilecektir. (5.65)-(5.66) fark yaklasimi i¢in

n) r i (n-1) (n-1)
) _ fpiyilll + hifi — /Uli{ =1 hika,ijy; + Z?’=1 hikaij v, }

3 (5.95)

EP; + hl'C_ll'

N
v =4+ Z hgiy™ P, n=12,. (5.96)
j=1

iterasyon metodu kullanilacaktir.

Ornek 5.4.1. Asagidaki test problemini ele alinsin:

(1= eyuo)de + f1(1 — xOu(®)dt = ——
0 1

su'(x) + (1 + xHulx) + f g
<—sin (%x)> u(x)dx

0

u(0)=—1+j

0

Bu problemin kesin ¢6ziimii bilinmemektedir. Bu yiizden, hata ve yakinsaklik analizi ¢ift
sebeke metodu kullanilarak elde edilir. Burada maksimum hata terimi ve hesaplanan hata

terimi

el = max|y/N — 37|, eV =maxel
wN £
seklindedir. Yaklasik ¢6ziim olan )71.5'2”
X x; + Xit1
N = {j:l =02N,  Xjp1p =— z : }

50



sebekesi tlizerinde tanimlidir. Burada yakinsaklik orani ve hesaplanan ¢’a gore diizgiin

yakinsaklik orani agagidaki sekilde verilmektedir:

(/e L in(el /e

N
p In2 ’ In2

Bu niimerik 6rnek i¢in bulunan degerler Cizelge 5.1°de verilmistir.

Cizelge 5.1 e-diizgiin yakinsama hizi p" ve £’a gore hesaplanmis maksimum hata eN

€ N =64 N =128 N =256 N =512 N=1024 N =2048

272 0.0001736 0.0000441  0.0000111 0.0000027  0.0000007 0.00000017
1.8416 1.8846 1.9050 1.9150 1.9199 1.9223

27* 0.0007887 0.0001984  0.0000494  0.0000123 0.0000030  0.00000077
1.9969 2.0156 2.0153 2.0132 2.0116 2.0108

276 0.0032323 0.0008572  0.0002360  0.0000534 0.0000127  0.00000316
2.0941 2.3151 2.2256 2.0463 1.9800 1.9714

278 0.0124947 0.0046590 0.0013299  0.0003565 0.0000905 0.00002218
1.4388 1.8156 1.9009 1.9794 2.0289 2.0421

2710 0.0146407 0.0073706  0.0035401 0.0013746  0.0004098 0.00010719
1.0112 1.0684 1.3697 1.7485 1.9359 1.9574

eV 0.0146407 0.0073706  0.0035401 0.0013746  0.0004098 0.00010719
pV 1.0112 1.0684 1.3697 1.7485 1.9359 1.9574

5.5 Sonuc¢

Bu boliimde singiiler pertiirbe olmus integral smir sartli Volterra-Fredholm
integro-diferansiyel denklem ele almmustir. ilk olarak asimptotik degerlendirmeleri
yapmak i¢in lineer baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii kullanilmistir. Daha sonra tistel
katsayili baz fonksiyonu yardimi ve kalan terimi integral formda olan interpolasyon
kuadratiir kurallar1 kullanilarak Shishkin sebeke tizerinde uygun fark semasi kurulmustur.

Hata analizi ve hatanin kararlilig1 incelenmistir. Son olarak teorik sonuglar1 destekleyen
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niimerik 6rnek yardimiyla dnerilen metodun O(h?) mertebeden bir yakinsakliga sahip

oldugu gosterilmistir.
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6. INTEGRAL SINIR SARTLI SINGULER PERTURBE OLMUS
REAKSIiYON-DIFUZYON TiPTE VOLTERRA-FREDHOLM IiNTEGRO
DIFERANSIYEL DENKLEM

Bu béliimde integral sinir sarth singiiler pertiirbe reaksiyon-difiizyon denklemi ele

alinacaktir:

x l
Lu = L,u + /’lj K, (x, t)u(t)dt + Af K, (x, t)yu(t)dt = f(x), (6.1)
0 0

1
u(0) = A4, u(l) = j g)u(lx)dx + B (6.2)
0

Burada x € (0,1), L,u = —&?u” (x) + a(x)u(x), 0 K & < 1 pertiirbasyon parametresi,
A ve A verilmis sabitler, a(x) = a >0, g(x), f(x) fonksiyonlart x € [0,[] aralig:
iizerinde, K;(x,t), K,(x,t), fonksiyonlar1 (x,t) € [0,1]*> bolgesi iizerinde yeterince
diizgiin fonksiyonlardir. Bu sartlar altinda (6.1)-(6.2) probleminin ¢oziimii var ve tektir.

u(x) ¢oziimii, x = 0 ve x = [ komsuluklarinda sinir katina sahiptir.
6.1 Siirekli Problem i¢in Baz1 On Degerlendirmeler

Bu boliimde niimerik metot kurulmadan once (6.1)-(6.2) probleminin kesin
¢coziimil ve tiirevleri ile ilgili baz1 degerlendirmeler yapilacaktir. Bu degerlendirmeler
uygun niimerik metot kurulurken kullanilacaktir.
aMK, MK,

—2e(?[0,1],m=0,12ve

axm ’ gxm

Lemma6.1.1. a,f,g € C?[0,1],

l X
maxj |g(x)|dx+a‘1lllmaxj |K;(x,t)|dt
0 0=<x=sl 0

0=<x=sl

!
+a~ 11| (1)r<1a<xJ |K,(x,t)|dt < 1 (6.3)
=X= 0

oldugu kabuliiyle (6.1)-(6.2) probleminin ¢oziimii asagidaki esitsizlikleri saglar:



lullo < C, (6.4)

Vax Va(i-x)
[u® ()| < C{l +e7k (e e +e ¢ }x €[0,k=12 (6.5)
Burada
C=QA-y) Al + Bl +a Iflle]
seklindedir.

Ispat. Oncelikle, (6.1)-(6.2) problemine maksimum prensibi uygulandiginda

[u@)| < 141+ [ + a " max|f ()|

X l
+a‘1|/1|maxf |K; (x, )] |lu(t)|dt + a™1|4] maxf |K, (x, )| |u(t)|dt
0<x=<l 0 0=<x<l 0

olarak elde ederiz. Bu esitsizlikte (6.2) sinir kosulu gbz 6niinde bulunduruldugunda

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

l
w0l < 141 + 1Bl + @~ max|f ()] + max f 19Ol dx
0<x=<l 0<x=<l 0

x l
+a‘1|/1|maxf |K; (x, t)IIu(t)Idt+a‘1|/1|maxf |K, (x, t)||u(t)|dt (6.6)
0<x<l 0 0=<x=<l 0
Bu esitsizlikten

l
Il < 141+ 18]+ @l + o luloiay [ 19Coldx
=T J0

X l
@ ullo Al max f 1K, (x, ©)1dt + @ [ulloo || max f K, (x, D)ldt (6.7)
0<x<l 0 0<x=<l 0

olur. (6.7) iizerinde asagida verilen esitlik g6z 6nitinde bulundurulsun.
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y = max.f lg()|dx +a~ 1<|A|maxf |K; (x, t)Idt+|/1|maxf |K, (x, t)Idt)

Buradan, asagidaki iliski elde edilir:
lullw < (1 =Y)THIAI+ Bl + a7 If lleo] (6.8)
(6.8)’de (6.3) sart1 ele alindiginda
lullo = C (6.9)

olur. Boylece (6.4)’iin ispati tamamlanmig olur. Simdi (6.5)’in ispat1 ile devam edilsin.

(6.1) asagidaki sekilde yeniden yazildiginda
u''(x) = lf(x) —a(@)u(x) — /1[ K (x, u(t)dt —Af K, (x, t)u(t)dtl
olur. Buradan

144 1
lu" ()] < =

x l
f(x) —a(x)ulx) — Af K;(x, t)u(t)dt — Af K, (x, )u(t)dt
0 0

= |IF G+ la@)ul)] + I/hlf |K1 (x, ) [[u(t)|dt
0

l
T 12,) f 1K, (%, t)||u(t)|dt]
0

elde edilir. (6.4) ve aa 1:11’5; iz € C2[0,1], m = 1,2 kosullar1 altinda
C
W'ls,  0sx<l (6.10)
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degerlendirmesi elde edilir. Simdi |u'(0)| ve |u'(l)| degerlendirmeleri yapilsin. Bunun
icin (4.8) ile verilen diferansiyellenme formiiliinde g(x) = u(x),x =0,a, =0ve a; =

€ yazilip, (6.10) goz 6niinde bulundurularak

[u'(0)] <

lu(e)| + |u(0)] 4 fglKo(s;' 0)u'"(§)|dé
€ 0

lu'(0)| < g (6.11)

esitsizligi elde edilir. |u'(l)| degerlendirmesinde yukaridaki ile benzer bir bigimde

gx) =ulx),x =1lay =1—evea; =l yazildiginda,

l |- : ¢
|U( )l + |u( E)l +f |K0(€; O)UH(E)ldf < ; (612)

WOl s=T—g—5—+]

elde edilir. (6.1)’in bir kez tiirevi alinir ve v(x) = u'(x) doniistimii yapilirsa
—£20"(x) + a(x)v(x) = p(x) (6.13)

olur. Burada ¢ (x) terimi agagidaki sekilde tanimlidir:

*0
¢(x) = f'(x) — a’(ulx) - lf 35 K1 (e ue) = AK; G, x)ux)
0

1
—/'lfo aa—sz (x, Hu(t) (6.14)

(6.11)-(6.12) degerlendirmeleri ile birlikte (6.13) dikkate alinirsa

Lv(x) = ¢p(x) (6.15)
»(0) = 0 (%) v(l) = 0 (%) (6.16)
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esitligi yazilabilir. Burada (6.15)-(6.16) probleminin ¢6ziimii v(x) = vy(x) + v1(x)

seklinde aranabilir. vy(x) ve v,(x) fonksiyonlar1 sirasi ile asagidaki problemlerin

¢Ozimiidiir:
Lvy(x) = ¢p(x), 0<x<l (6.17)
v0(0) = vo(D) =0 (6.18)
ve
Lv;(x) =0, 0<x<l (6.19)
1 1
0,(0) = 0 (E) () =0 (E) (6.20)

seklindedir. (6.14) i¢in

|p(0)| <

*0
F1G) = @ @) = 2 [ 5Ky G D) = 2K ()
0

l
-1 fo aa—sz (x, )u(t)

<Gl + la' (ol luol + 14

x 0
LammWM)

Lo
HANK G DG+ 121 || 5K Ou®)| < ¢ (6:21)
0

degerlendirmesi dogrudur. (6.17)-(6.18) problemine maksimum prensibi uyguladiginip

(6.21) goz oniline alindiginda asagidaki esitsizlik elde edilir:
o] < @ max|¢ (s)]
¢ (x) fonksiyonunun € a gore diizgiin sinirli olmasi goz oniinde bulundurularak

lvg(x)] < C, 0<x<lI (6.22)
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elde edilir. (6.19)-(6.20) problemine maksimum prensibi uygulandiginda
lv; ()| < 9(x)
olur. Yukaridaki esitsizlikte, 9 (x) asagidaki problemin ¢oziimiidiir:

—£29"(x) + a(x)9(x) = F(x), 0<x<l (6.23)
9(0) = [ve(0)], 9D = [v (D] (6.24)

(6.23)-(6.24) sabit katsay1li probleminin ¢éziimii ise asagidaki sekildedir:

vo(0)sinh (@ (1 - x)) + |v,(D)|sinh <g x>
sinh <ﬁ l>
€

9(x) = (6.25)

(6.20) gbz 6niinde bulundurularak

Va Va
s <= {e-?“x + e-?“a-x)}
&

elde edilir. Yukaridaki ile benzer sekilde k = 2 i¢in ispat yapilir. Bu taktirde Lemma

6.1.1 in ispat1 tamamlanmis olur.
6.2 Diskret Problem

Bu béliimde, (6.1)-(6.2) problemi i¢in diizgiin olmayan sebeke iizerinde fark

semas1 kurulacaktir. [0, [] aralig1 iizerinde tanimli sebeke

I
=

=
—

Wy = {0 < X1 < Xo < e XN=-1 < l, hi =X; — Xj_1, i
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seklindedir @y = wy U {xo = 0,xy = I}, by = "2 ile tanimldir. [0, 1] araligi N nin

pozitif ve dorde tam boliinebilen bir tamsayir olmasi kosulu ile [0,0],[o,l — o] ve
[l — o,1] seklinde ii¢ alt araliga boliiniir. Burada, sebekenin ince ve kaba kisimlarini

ayiran o gegis noktasi

[ ¢
o =min —,—lnN}
%
seklinde tanimlidir. Sebeke [0, o] ve [l — o, 1] araliklarinda ince, [0, — o] araliginda ise

kabadir. Ayrica diigiim noktalari olan x; ler ise asagidaki sekilde tanimlidir:

( N

hD, | =0,—

l l 4
_ N 3N

xi={ o+ (i—N/4)h® i=—+1,
4 4

3N

((l=0)+ (i~ 3N/4)h®D = T+,N

ve h; = x; — x;_1,i = 1, N ile verilmistir. wy lizerinde

Burada, h(V) = 4_"’ p@ = 20-20)
N N

tammli herhangi bir v(x) sebeke fonksiyonu icin v; = v(x;), [Vl = 1V|leo,my =

max |v;| ve h; = % dir. (6.1)-(6.2) probleminin fark semasini1 kurmak i¢in asagidaki
<I<

0zdeslik kullanilacaktir:

Xit+1 Xi+1
Xi_lhi_lj Lu(x)y(x)dx = Xi_lhi_lf fei(x)dx,1<i<N  (6.26)
Xi-1 X

i-1

Burada §; = Vi olmak tizere listel katsayili baz fonksiyonlari <pi(1) (x) ve (pi(z)(x) sirast

&

ile agsagidaki problemlerin ¢oziimiidiir:

20" (1) — ;0P (x) = 0,

<Pi(1)(xi—1) =0, <Pi(1)(xi) =1
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ve

20" (1) — q;0P (x) = 0,
oP) =1, ¢Pxi1) =0

Buradan {istel katsayili baz fonksiyonu asagidaki sekilde elde edilir:

sinhé;(x — x;_
.(1) — l( i 1)' x € (xi—llxi)

L Sinh6ihi
@i(x) = 2 sinhé;(xj41 — x)
(pl Slnh61h1+1 ) X (xl’xl+1)
0: X $ (xi—l'xi+1)

Ayrica y; katsayisi,

) Xi+1 A X ) Xi+1 @)
X =h f 0i(Odx = i f o@D (o) dx + A7 f 0@ (x)dx
Xi—1 i

Xi

1

Xi-1
Xi sthl(x - xi_l) dx + hl—l in+1 sinhSi(xH.l i x) dx

= h._
L SinhSihi x; sinh6ihi+1

ik ik
= (6;h) 1 <tanh (%) + tanh (%“))

Xi-1

bicimindedir. (6.26) asagidaki sekilde tekrar yazildiginda

X[ e 0 + aGuC) e

+ Ay tht fxm(pl-(x) <fo1(x, t)u(t)dt) dx
X 0

i—1
Xit1 l
+ Axflhflf @;(x) <f K, (x, t)u(t)dt) dx
Xi—1 0

1o-1 Xi+1
=Xx; hy f(xX)p;(x)dx

Xi-1
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elde edilir. ilk olarak (6.28) in sol tarafindaki ilk terim ele alinstn Bu terim asagidaki
sekilde yeniden yazilabilir:

xithit f xiﬂ(—SZU"(X) +a(x)u(x)e;(x)dx

Xit+1 Xit+1
=xi 'hi! f —?u" ()@ ()dx + xi Thi? f a(x)u(x) @ (x)dx
Xi-1 Xi-1
Xit

o h [ () - a)ute (dx (6.29)

Oncelikle, (6.29) un sag tarafindaki ilk terime kismi integrasyon kurali uygulandiginda

Xi+1 i
e e =~ e e G0)
Xi-1

Xit+1 i /
xR te? f ' (X)) (dx = xi 'y le? J w' (D) (x)dx
Xi—1 Xi-1

Xi+

1 ’
+x; 'hite? f w()p? (x)dx (6.30)
xi

elde edilir. Burada, (4.5) ile verilen interpolasyon kuadratiir kurali (6.30)’un sag
tarafindaki her iki terime uygulandiginda

a1 [ ' a1 [T @'
Xi hi'e uw'(x)e;” (x)dx + x; "hi e u'(x);” (x)dx
Xi-1 Xi
112 @y oy
=x; hie uf,iJ ®; (x)dx_ux,ij @;” (x)dx+R;q
Xi-1 Xi

= —xi 'hite?{uy; — ugi} + Rig (6.31)

olarak bulunur. Buradan elde edilen hata terimi olan R; ; asagidaki sekilde tanimlidur.

Xi /" Xi 2
Ria = —x; ‘hi'e? { f dxg;” () f ’ d’“;(f)n(x—f)df

Xi-1
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f i du—mn (x — E)df} (6.32)

[ axvo®"
+ dxq; X
. l d%’Z

i Xi

Daha sonra, (6.29)’un sag tarafindaki ikinci terim ele alinsin:
1h1 Xit+1 A Xit+1
X alue@dr = a0 [ uedr (639)
Xi-1 Xi—1

(6.33)’de [x;_q1, x;] araliginda 0 = 1,p(x) = (pi(l) (x) i¢in, [x;, x;+1] arahiginda ise o =

0,p(x) = (pi(z) (x) icin (5.4)’deki interpolasyon kuadratiir kurali uygulaninca

. " Xi+1
axi "t u@eiGodx
Xi—1
o
=ai)(i_1hi_1{u(xi)j @; " (x)dx
Xij—1

Xi Xit+1
Fug, f (= 1) P 0 dx + ulx) f 0@ () dx
X X

i-1 i

Xi+1 @)
g, f x — x)9@ () dx

Xi Xi 2
4 J | dxp™ (x)dx J d dlé(f) T, (x — &)dE

Xi-1

Xip1 Xit+1 2
+f. dx<pi(2)(x)dxf. ddu—;f)Tl(x—f)df}

Xi+1 Xi
= ax {u(xo j 0i(0)dx + g f x - 2P (0 dx
Xi-1 Xi-1

Xi+1
+uy f (x — xi)fpi(z) (x)dx} +R;, (6.34)
X

olarak hesaplanir. Burada, hata terimi olan R; , asagidaki sekilde tanimlidir:
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X; 2
dx(pi(l)(x)dx f du(t)

1 i-1

1 Xiy1 2
dx(pi(z)(x)dxf. ddu—f(f)Tl(x—E)dE}

_ o —1p-1
Riz =aix; Ny

g5 = e

i

Xi
(6.35)
+

[
[

4

seklindedir. (6.32) ve (6.35) terimlerinin toplaminin sifira esit olmasi goz Oniinde
bulundurularak (6.31) ve (6.34)’iin toplamindan

—13-1.2
—Xi hi'e {ux,i_uf,i}‘l'aiui

Xi Xit1
axthit {uf,l- f (x — xl-)gai(l) () dx + Uy J (x — xi)goi(z) (x)dx} (6.36)
”

Xi-1 i

elde edilir. (6.36)’dan

Xi+1
—e2xi A Uy {1 — e %q, j (x — x)p? (x)dx}
X

i

Xi 6.37
+ 2ug xi thit {1 + e 2%q; f (x — xl-)<pl.(1)(x)dx} + a;u; (6.37)

Xi-1

= —*Yu; + ay

. T(Z)u ._-,_-gl)u,.
olarak elde ederiz. Burada, y; = % ve
i

x;
o =yt {1 + f_zaif (x — xi)fpi(l)(x)dx}
Xi-1
_ aihih;
e2sinh(8;h;.1) + [tanh (%) + tanh (—(Sihi“)]

2
(2) 1 Fina (2)
.7 =i {1 — g‘zaif (x —x;)o; (x)dx}
Xi

ahi by

e2sinh(8;hizq) + [tanh (%) + tanh (51'}%41)]
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seklindedir. (6.29) un sag tarafindaki tiglincii terimde a(x) fonksiyonu igin x;, x;44

noktalarinda Newton interpolasyon formiilii uygulanarak

() = a(x) + (e = 1)y 5 (x — 1) (x ~ x140)a” G ()

bulunur. (6.29)da (6.38) yerine yazilirsa

x| (a0 - a)uteGoax

Xi-1

Xit+1
= 4 e, f (x = x)u() e (D) dx
Xi-1

1 Xi+1
xR [ 1) = w)a G

bulunur. (6.39)’da u(x) = u(x;) + f; u'(s)ds dontisiimii uygulandiginda

) Xi+1
X f (x = x)u(X)dx
pe

i-1

Xit1 X
+Xi_1hi_1ax,if (x = x);(x) <f u’(s)ds) dx
Xi—1 Xi

1 Xit+1
o [ ) - w)a G

(6.38)

(6.39)

(6.40)

elde edilir. (6.40)’1n sag tarafindaki ilk terimde 7; doniistimii yapilip kismi integrasyon

kural1 uygulandiginda

Xi+1
xR j (a(x) — a(x) )u()@;(x)dx = x; ayum; + RV

Xi-1

(6.41)

olarak elde edilir. Burada n; katsayis1 ve kalan terimi asagidaki sekilde tanimlidir:
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Xi+1 Xi
n; = hi_lf (x —x);(x)dx = hi‘lf (x — xi)wfl)(x)dx
X

Xi—1 i-1

hip 67 h 8

: 1+1Yi - l (642)
Slnh(&ihi+1) Slnh(Sihi)

xi+1
+hi? f (x — x)g; () (¥)dx = h;1<
X

1 Xi+1
RO = [ = w0 6= e )a GO0 ()

Xi+1 X
+xi thi tay, f (x = x)p; (x) < f u’(s)ds> dx (6.43)
Xi-1 Xi
seklindedir. (6.29),(3.30), (6.33), (6.36), (6.37) ve (6.42) den

xihit f 9Ciﬂ(—«szu"(X) +a(x)u(0)e;(x)dx

= —&2YPu; + (Xflax,mi + ai)ui + Ri(l) (6.44)

elde edilir. (6.28)’in sag tarafindaki terimi i¢in de yukaridakiyle benzer sekilde
o1 [ ] @ _ 7, p@
Xi hi ] fOei(x)dx = fi + xi femi + R = fi + R, (6.45)
Xi-1
ifadesi elde edilir. Burada, f; = f; + x; ' fx.:f; Ve kalan terimi

2 1 —1x-1 i "
RO = [ - w0 i) G (649)

seklindedir. Simdi, (6.28) bagintisinin sol tarafindaki ti¢lincii terimi ele alinsin. Cekirdek

fonksiyonu olan K, (x, t) fonksiyonunu x = x; noktasinda Taylor serisi agilimindan

Xi+1 l
Axi it f @i(x) < f Ky (x, t)u(t)dt) dx
Xi—1 0
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Xi+1

l
= Ax; it f @;(x)dx ( f Ko (x;, t)u(t)dt)
0

Xi-1
Xit1 Lo
+Axi f (x — x) i (x)dx ( f 7 e t)u(t)dt)
Xioq 0
Xi+1

1
+o A f

Xi-1

(x — x)2;(x) dx ( f 2 e t)u(t)dt)
i i o 0x2 2\51 ’

1 l
0
- /lf K, (x;, t)u(t)dt + A)(;lnif 5 Ko (x u(e)de + R® (6.47)
0 0
elde edilir. Burada, hata terimi olan Ri(3) asagidaki sekilde tanimlanir:

Xit+1 K
RS = 2yt f (x—xi)zq)i(X)dx( fo %Kz(a(x),t)ua)dt) (6.48)

i-1

Simdi (6.28)’in sol tarafindaki ikinci terim incelensin. Bu terime, (5.4) ile verilen

interpolasyon kuadratiir kurali uygulandiginda

Xit+1 X
Axith;t f @;(x) (f K, (x, t)u(t)dt) dx
Xi—1 0

Xit+1 Xi
= Axi thit f @;(x)dx ( f K (x;, t)u(t)dt)
Xi—1 0

+A)(l_1hl—1 ]Xi+1(x - Xl)QDl(X)dX <:—xeK1(xi, t)U(t)dt>
Xi—1 0
Xit1 Xit1 2 g

x| o | E( RaG t)u(t)dt) Ty (€ — 0)dg
Xi-1 Xi—1 0

Xi a X
=2 f Ky (g, Du(®)dt + Ax <a f Kl(xl-,t)umdt)
0 0

Xit1 Xi+1 g2 ¢
Ay j dx; () f f< f Ky (C, t)u(t)dt) To(§ — t)dé
Xi-1 Xi-1 0

Xi Xi a
=[G u@de + A | K G Du(de
0 0 X (649)

+ A Ky (e, x)u(xg) + R
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olur. Burada, hata terimi olan Ri(4) asagidaki sekilde tanimlanir:

Xit+1 Xit1 92 §
RO =2 nt | o | ;—EZU Kl(fi,t)u(t)dt>T1(f—t)d€ (6.50)
Xi-1 Xi-1 0

seklindedir. (6.47) ve (6.49) ifadelerinin toplamindan

l

1
d
/’l] K, (x;, u(t)dt +/1)(l-_117ij aKz(xi: Hu(t)dt
0 0

Xi x; a
+ AJ‘ Kl (xl'; t)u(t)dt + /1)(1_1771 f a[(l (xi’ t)u(t)dt (651)
0 0

+ Ax ik O x)u(x) + R + RE

ifadesi elde edilir. (6.51) ile bulunan ifadeye k; = K; (x;, t) + x; 'n; :—XK1(XL': tyvek, =

K, (x;,t) + x7 g :—x K, (x;, t) doniistimleri uygulandiginda

l Xi
2 f ko (x;, Ou(O)dt + 2 f ey (xg, O (E)dt + Ay Ky (g, x)u(x) + R
0 0

(6.52)
+RW
olur. (6.52)’nin ilk iki terimine (5.7) ile verilen yamuk kurali uygulanarak
Xi i
2 j Jey (xy, t)u(t)dt = AZ hky i + RS (6.53)
0 =
l N
A] kz (Xi, t)U(t)dt = AZ hjkz’iju]' + Rl(6) (654)
0 -
Jj=0

elde edilir. Burada, hata terimleri
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—_

Lo d?
RO=31y | (35 =€) (31-1 = &) gz Ues (oo @) (6.55)

N

=

-

R® =22

Mz

N| =

f (5~ )1~ £) 32 o (o D) 05 (6.56)

j—1

~.
1l
=

yukaridaki sekilde tanimlanir. (6.52)’de (6.53) ve (6.54) yerlerine yazildiginda

Ay th? fxmgoi(x) (fxl(l(x, t)u(t)dt) dx

_I_AXL 1h jxl"'l(pl(x) <] KZ(_X t)u<t)dt> dx = Az h k1 JijUj

-1

+/‘{Z fljkz'iju]' + lx{lr]iKl(xi,xi)u(xi) + Rl(3) + Rl(4) + Rl(s) + Rl(6) (657)
j=0

olarak bulunur. Son olarak, (6.2) sinir kosulu i¢in [0, [] tizerinde (5.7) ile verilen yamuk

kurali uygulandiginda

l N
| sCoucdx ="y ngy + (6.58)

j=0
olarak bulunur. Burada kalan terim olan r,

N

1 d2
=5 L(xj_E)(xj—l_f)d_”;z(g(f)u(f))df (6.59)

j=1 "J-1

seklindedir. Buradan (7.2) sinir kosulu i¢in
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N
u( = ) g+ B+r (6.60)
=0
esitligi elde edilir. (6.44), (6.45), (6.57), (6.60) esitliklerinden 1 < i < N i¢in

i N
LNui = —ezl,biul- + Kkju; + /12 h]kl’uu] + 12 h]kz’l]uj + Ri = ]EL (661)
j=0 j=0

N
Uy =4, uy = Z higju; + B + 71 (6.62)
j=0
olarak elde edilir. Burada hata terimleri ve k; katsayis1 agagidaki sekilde tanimlanmuistir:

6
Ri= Z R™, k=X agmi + a; + Axi Ky (e x;) (6.63)

n=1

Buradaki kalan terimler, (6.43), (6.46), (6.48), (6.50), (6.55), (6.56), (6.59) ile verilmistir.
(6.61)-(6.62) kesin bagmtisindaki hata terimleri ihmal edilerek

i N
Lyy; := —€*Yiy; + Kk;y; + lz hikyijy; + AZ hikayvi = fi (6.64)
=0 =0

N
Yo=4, Yy= Z higjy; + B (6.65)
=0

fark yaklasimi elde edilir.

6.3 Kararhlik ve Yakinsama

Hata fonksiyonu z; = y; — u;, i = 0, N asagidaki fark probleminin ¢dziimiidiir.
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i N
LNZi = —ezl,bizi + Kiz; + /12 hjkl,ijzj + /12 hij,iij = Ri (666)
j=0 j=0

N
zy =0, ZNy = Z hjgj(yi —u) =T (6.67)
j=0
Lemma 6.3.1. a, f € C2[0,1] ve 1t 2K1 ¢ ¢2(10, 1])2,m = 0,1,2 olmak iizere ve

ox™m ’ gxm

1<isN 1<isN 1<isN

N i N
max Z hilg;| + a7t | 1Al max Z hi|Kyi| + 12l max z hi|K.i] | <1 (6.68)
= =1 =

oldugunu kabul edelim. Bu varsayimlar altinda (6.66)-(6.67) fark probleminin ¢oziimii
olan z asagidaki esitsizligi saglar:

1210y < C(IIRlleo oy + I71) (6.69)

ispat. (6.66)-(6.67) fark problemine diskret maksimum prensibi uygulandiginda

i
1< -1 -1 . L. .
20l < I20] + |2yl + @ max|R| + Al max > wy]Ky |5
j=1

1<isN

N
+ a”|A|max Z i Ko |2]
j=1
bulunur. (6.67) sinir kosulu igin

N
lonl < Irl + max ) #ylgy| |7
j=1

degerlendirmesi goz o6niinde bulundurularak
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N
| < Aa. , -1
7 < Il + uax > blgyl I+ @
j=1

1<isN <isN

i N
+a~Almax Z hi|Kyij |2] + a”*[A|max Z hi|Kz,i5 |2]
j=1 j=1

i
-1 -1
< @ MRl + @ A1 max > iyl Ky gzl o
j=1

N N
-1
e A max >y Ky Nzl + 1205 > 1yl Nzl
=1 j=1

esitsizligi elde edilir. Buradan,

4
120 < 171+ @ R+ + @ AT > iy [y iy 12l
=1

N N
+a~ 1] {rsllcg,z hj|K2,l-j| 121l 00,00y + a‘lrsliczcvz hj|gj| 121l 00,00y (6.70)
j:]_ j:]_

elde edilir. (6.70)’de (6.68)’i gbz oniinde bulundurularak,

12l oo,

@ IRlloo, oy + 171

= ; 6.71
[1—a‘1 ({Q%%Z?ﬂhﬂgﬂ+|/1|{’Slggf,23=1hj|1<1,ij|+|ﬂ|{2&3‘v2§y=1hj|f<z.ij|)] ©7)

esitsizlik degerlendirmesi elde edilir. (6.71) ile Lemma 6.3.1’in ispati tamamlanmis olur.

amKl amKZ am+1K1 am+1K2
dxm ’ gx™m ' gxat™ ' 9xot™

Lemma 6.3.2. a,f,g € C%[0,1] ve € C%[0,1],m =0,1,2

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde,

IR |00y < CN~2InN (6.72)
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|r| < CN~2InN (6.73)
esitsizlikleri saglanir.

Ispat. Hata analizini yapmak i¢in R; hata terimleri ve integral sinir sartindan gelen r

terimleri sirasiyla degerlendirilecektir. Bu degerlendirmede, yalnizca o = \/% [InN durumu
g6z Oniinde bulundurulacaktir. o = i icin yukarida yapilan degerlendirmelerle benzer

olarak klasik yollarla degerlendirmeler yapilabilir. ilk olarak Ri(l) hata degerlendirmesi
ile baslansin. a € C2[0,1], |x —x;| < max(h;, hiy1), |x —x41] < 2R;, RV, h?) <

CN~1ve |u(x)| < C sartlar1 gdz dniinde bulundurularak

1 Xit+1
|Ri(1)| = EXi_lhi_lf (x — x)(x — x;41)a”" (& (x))u(x)p; (x)dx

Xi—1

Xit1 x
+ Xi_lhi_lax,if (x = x) () <f u’(s)ds) dx
Xi-1 Xi

Xit+1
< Cmax(hi, his)}? + € max(hy, hisy) j ' () dx
Xi-1

Xi+1 ] Va Ja
<CN"24(CN? f —({e_Tx + e‘?“‘x)}) dx (6.74)

Xi-1

olur. Oncelikle, (6.74)’{in [0, 0] araliginda degerlendirmesi ile baslanacaktir. Buradan

asagidaki degerlendirme elde edilir:

4h@D 1
=CN2+CN~'4(Va) N7tnN

RV < N2+ CN?
(6.75)

<CN7%InN,i =1,N/4

[l — o,1] aralig1 i¢in de yukaridaki ile benzer sekildedir. [, — o] araliginda % +1<

. _3N ..
lST—ll(;ln
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s Ve Va
R§1>| < CN“2+CN“1(Va) (e_Txi‘l + e‘T"iH)

+CN"2+ CNY(Va) <e‘@“"‘i+1) + e‘g(l‘xi—1)>
_ Va - Va
<CN~2+CN-? <(\/E) 1e_TxN/4 + (\/E) le—T(l—xszvm) ) (6.76)

seklindedir. i = N /4 icin degerlendirme yapildiginda

W, 1( Ja Ja
|R§1)| <CN~2+ CN—lf 4+1E<6_Tx + e‘?“‘”) dx

XN
Z—l

Y (' (R B
=CN2+CN"(Va) |e ) te ™t

L Vi Aa va_ Ja
<CN“2+CN~Y(Va) <e—?“xw4e—7“h(” + 3—7“08—?“(1—’1(2)))

Va
- 4InN ——x Ja
< CN“2+CN1(Va) <e_Te St e_T“> < CN? (6.77)

seklinde bulunur. (6.77) degerlendirmesi i = 3N /4 igin de gegerlidir. (6.74) ve (6.77)

g6z oniinde bulunduruldugunda

|Ri(1)| <CN=2InN,i=T,N =1 (6.78)

olarak elde edilir. Daha sonra, Ri(z) hata degerlendirmesi yapilsin. f € C2[0,1],
lx — x;| < max(hy, hipq), |x —xi41] < 2Ry, R, hZ) < CN71 ve |u(x)| < C sartlan

g6z oniinde bulundurularak

Xit+1
Rl.(z)| < C)(i_lhi_lj |G = ) (G = xi41)) |l () dx
Xi-1

< Cmax{h;, hjy1}* <CN7%i=1,N—-1 (6.79)
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elde edilir. R( )

1 Xi+1 l 02
Sy f (x = x)%i(x) dx < fo 75z (i), t)u(t)dt)

i-1

RY)| <

< Cmax{h;,hj;1}> <CN72%,i=1,N —1 (6.80)

elde edilir. R( )

%7

Xit1 Xi+1 92 3
< [eetnct [ avonco [ S ([ s o) e - 0]

i-1 Xi—

< Cmax{h;,hj;1}> <CN?%i=1,N-1

(6.81)

elde edilir. Ri(6) hata degerlendirmesi i¢in (7.5) g6z 6niinde bulundurarak

dZ
- f)(f - xj—l) d_fz (kz(xi,f)u(f)) dé

(x5 = (& —x-0) (L + [ ] + " (DD d§
& (Y 1/( v&a. &
h? + 2 fx (6 =) —%-1) 7 <{e-7x - e‘?<’—x)}> dé  (6.82)

elde edilir. (6.82)’nin ilk terimi ele alinsin. Buradan

N
> h= h<1>| |h<2>|3 < CN-? (6.83)

j=1

olur ve (6.82)’nin ikinci terimi
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Al Xj [2 a
(g = )& - x-0) = (fe e + 00 ag
€
j=1"%=1
N/4 )
= (xJ 5)(5 Xj— 1) e ¢ x"‘ __(l ) ds
[ :
j=1"%j-1
3N/4

xj( (e 1)i<{e— SR >

j-1

fx (% =) —%-1) i ({6’_ e ”}) (6.84)

j—1

+

=

+

. ~.
M= D]
[

~
i
*l‘é"

seklinde yazilabilir. (6.84)’iin sag tarafindaki ilk terim i¢in degerlendirme yapilsin:

Va

(xj - E)(E - xj—1);<{6_Tx + e—T(l—x)}> dé

-1

(o}

< |h(1)|2 %({e_gf + e‘g(l‘@}df) < |h<1>|2@ <CN~%InN (6.85)
0

(6.84)’lin sag tarafindaki ikinci terim i¢in de yapilan degerlendirme (6.85) ile benzer

sekildedir. Son olarak (6.84)’lin sag tarafindaki ikinci terim ele alinsin:

phge 1(/( Va Va
J _va V&
3 [ -0t o[ B
. N Xj-1 €
J:Z+1
o hON1/( va. &
— a [24
-2 Y [ (- E
j=%+1 Rhs
_ l-o Ja Va
< 2(\/5) lh(Z)f 1({9_%5 +e—?a(l—f)}d§'>
&
g
V@ & _
= 4(Va) h(2>{ e 4ee U—“)} < 4(Va) "h@N-1 < CN-? (6.86)
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(6.83)-(6.86) g6z dniinde bulundurarak

R® < CN“2nN,i=T,N—1 (6.87)
seklinde bulunur. (6.87) ile benzer olarak

R® < CN2lnN,i =T, N—1 (6.88)

seklinde bulunur. Son olarak integral sinir sartindan gelen hata teriminden

|r|<C

[7 -9 500+ W@+ @D as

j—1

Mz I'MZ

<C

h? +§N:L (x; — &) (%o — €)= {‘—f+e v—““f)}df

1 j=1""j-1

J

< CN~2InN (6.89)
seklinde bulunur. (6.78), (6.79), (6.80),(6.81), (6.87), (6.88) gbz 6niinde bulundurularak
(6.72)’nin ispat1 tamamlanmig olur. Béylece Lemma 6.3 2 nin ispati tamamlanmis olur.
Lemma 6.3.1 ve Lemma 6.3.2 g6z oniinde bulunduruldugunda asagidaki yakinsaklik

sonucu elde edilir.

Teorem 6.3.3. u fonksiyonu (6.1)-(6.2) probleminin ¢6ziimii ve y fonksiyonu ise (6.64)-

(6.65) problemlerinin ¢dziimii olmak iizere
ly — tllo,oy < CN~2InN (6.90)
esitsizligi saglanir.

Ispat. Bu teoremin ispat: Lemma 6.3.1 ve Lemma 6.3.2 g6z &niinde bulunduruldugunda

aciktir.
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6.4 Algoritma ve Niimerik Ornekler

(6.1)-(6.2) problemin i¢in (5.10)’da verilen kovma (faktérizasyon) metodu
uygulandiginda A;, B;, C; katsayilar1 asagidaki sekilde elde edilir:

_Aiyi(l? + Ciyi(n) - Biyi(ri = Fi(n)
A= 82‘[1-(1) B — szri(z) - ezri(l) N ezri(z) _
' Yo hhy o Ry

hhy " highy @
Burada

a; = X tagiBi + a; + Axi 'Ky (g, x;)

seklindedir. Ayrica ﬁ(n), aq, @1, P1, Pivq 15€ asagidaki sekilde tanimlidir:

i N
F = - zz Rykry™ — AZ ik ™
=0 =0

1 ) i+1 Cl' _ al'Ai, 1 ] i+1 Ci _ aiAi 4 4
Buradan
yi(n) = ai+1yi(-|72 + 'Bi(ﬂ' t=N-11
elde edilir.

Ornek 6.4.1. ilk olarak asagidaki test problemini ele almsin. 0 < x < 1 olmak iizere

77



1

—e2y"' ™) 4 (2 — e ux) + fx(e—sin(n'xt))u(t)dt _l_f (e—xsin(ﬁ—x))u(t)dt
0 0

=1+x2+£x(s—x)—2

1
u(0) =0, u(l) =2 +f sinh (x)u(x)dx

0

probleminin kesin ¢dziimii bilinmemektedir. Bu yiizden, hata ve yakinsaklik analizi ¢ift
sebeke metodu kullanilarak elde edilir. Burada maksimum hata terimi ve hesaplanan hata

terimi

el = max|y/™ —y7*"|, eV = max el
wN £
seklindedir. Yaklagik ¢dziim olan ¥ 20
52N={?l:l.=0,2N, xi+1/2=lTl+1}

sebekesi lizerinde tanimhidir. Burada yakinsaklik oran1 ve hesaplanan €’a gore diizgiin

yakinsaklik orani asagidaki sekilde verilmektedir:

y _ In(e"/e*) peN In(e'/e2")

In2 ’ In2

Bu niimerik 6rnek i¢in bulunan degerler Cizelge 6.1°de verilmistir.

Cizelge 6.1 e-diizgiin yakinsama hiz1 p" ve &’a gore hesaplanmis maksimum hata eV

& N =128 N = 256 N =512 N =1024 N = 2048
278 0.0492095 0.0125539 0.0056537 0.0014728 0.000356
1.9708 1.1509 1.9405 2.0459
279 0.1236640 0.0260548 0.0063126 0.0016325 0.0003844
2.2465 2.0452 1.9511 2.0862
2710 0.2616609 0.0646812 0.0134564 0.0031649 0.0007484
2.0162 2.2651 2.0880 2.0803
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Cizelge 6.2 e-diizgiin yakinsama hiz1 pV ve £’a gore hesaplanmis maksimum hata eV
(devam)

2711 0.4834287 0.1396993 0.0331405 0.0068482 0.0016771
1.7909 2.0757 2.2749 2.0297

2712 0.7788200 0.2734518 0.0722949 0.0167866 0.0042557
1.5100 1.9193 2.1066 1.9798

2713 0.9648169 0.4460292 0.1331502 0.0335508 0.0081456
1.1131 1.7441 1.9886 2.0422

271 1.1729339 0.7767388 0.2605869 0.0787415 0.0225647
0.5946 1.5757 1.7266 1.8031

el 1.1729339 0.7767388 0.2605869 0.0787415 0.0225647
pV 2.2465 2.2651 2.2749 2.0862

Ornek 6.4.2. 0 < x < 1 olmak iizere

1 .

—2u"(x) + B —eMux) + %j:(te‘sm(ﬂx))u(t)dt + %L e‘“i”(?x)u(t)dt

= sin(mx) + €?x — 2

1
u(0) =0, u(1) =1 +f sin(mx)u(x)dx
0

test problemi ele alinsin. Bu problemin kesin ¢dziimii bilinmemektedir. Bu yiizden hata

ve yakinsaklik analizini ¢ift sebeke metodu kullanilarak elde edilir. Burada hata terimi
el = rﬁ,c,lvxlyf'N — g

yaklagik ¢oziim olan yi‘c‘,ZN
N ~£2N N

N
el = max|y;" — 7|, eV = maxel
wN &

yaklasik ¢oziim olan %"
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X + xi+1}

Doy = {f:i = 0,2N, Xi+1/2 = 2

sebekesi tizerinde tanimlidir. Burada e- diizgiin yakinsaklik orani

_In(e" /e*M)
B In2

N

seklindedir. Bu niimerik 6rnek i¢in bulunan degerler Cizelge 6.2°de verilmistir.

Cizelge 6.3 e-diizgiin yakinsama hiz1 pV ve ¢ a gére hesaplanmis maksimum hata e”

€ N =128 N =256 N =512 N = 1024 N = 2048

278 0.0319050 0.0066512 0.0014431 0.0003857 0.0000956
2.2620 2.2044 1.9036 2.0114

279 0.0751449 0.0170675 0.0035360 0.0009749 0.0002613
2.1384 2.2710 1.8587 1.8995

2710 0.1492903 0.0400132 0.0088647 0.0018298 0.0003725
1.8995 2.1743 2.2763 2.2963

-1 0.2597135 0.0822757 0.0206999 0.0045262 0.0011806
1.6583 1.9908 2.1932 1.9387

2712 0.3874135 0.1546916 0.0433296 0.0105416 0.0024966
1.3244 1.8360 2.0393 2.0780

2713 0.4783126 0.2625138 0.0851232 0.0222553 0.0057882
0.8655 1.6248 1.9354 1.9429

2714 0.4775257 0.3874883 0.1566577 0.0447501 0.0120980
0.3014 1.3065 1.8077 1.8871

eV 0.4783126 0.3874883 0.0851232 0.0447501 0.0225647

pV 2.2620 2.2710 2.2763 2.2963

6.5 Sonuc

Bu boliimde singiiler pertlirbe olmus integral sinir sartli reaksiyon-difiizyon tipte
Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem ele almmustir. Ik olarak asimptotik

degerlendirmeleri yapmak i¢in maksimum prensibi, diferansiyelleme formiili
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kullanilmistir. Daha sonra hiperbolik baz fonksiyonu yardimi ve kalan terimi integral
formda olan interpolasyon kuadratiir kurallar1 kullanilarak Shishkin sebeke tizerinde
uygun fark semasi kurulmustur. Hata analizi ve hatanin kararlilig1 incelenmistir. Son
olarak teorik sonuglari destekleyen niimerik drnekler yardimiyla énerilen metodun O (h?)

mertebeden bir yakinsakliga sahip oldugu gosterilmistir.
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7. INTEGRAL SINIR SARTLI SINGULER PERTURBE OLMUS
KONVEKSIYON-DIiFUZYON TiPTE VOLTERRA-FREDHOLM
INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEM

Bu béliimde integral sinir sarth singiiler pertiirbe konveksiyon-difiizyon tipte

Volterra-Fredholm integro diferansiyel denklemi ele alinacaktir:

x l
Lu = Lyu + /’lj K, (x, t)u(t)dt + Af K, (x, t)yu(t)dt = f(x), (7.2)
0 0

1
u(0) = A4, u(l) = j g)u(lx)dx + B (7.2)
0

Burada x € (0,1], Ly;u = eu"” (x) + a(x)u'(x), 0 < &€ K 1 pertiirbasyon parametresi, A
ve A verilmis sabitler, a(x) > a >0, g(x), f(x) fonksiyonlar1 x € [0,l] aralig
lizerinde, K;(x,t), K,(x,t), fonksiyonlar1 (x,t) € [0,1]*> bolgesi iizerinde yeterince
diizgiin fonksiyonlardir. Bu sartlar altinda (7.1)-(7.2) ile verilen problemin ¢6ziimii var

ve tektir. u(x) ¢oziimii x = 0 noktasi civarinda bir sinir katina sahiptir.
7.1 Kesin Coziim ve Ozellikleri

Bu béliimde niimerik metot kurulmadan 6nce (7.1)-(7.2) ile verilen problemin
kesin ¢oziimii ve tirevleri ile 1ilgili baz1 degerlendirmeler yapilacaktir. Bu

degerlendirmeler uygun niimerik metot kurulurken kullanilacaktir.

9xm ’ gxm

Lemma7.1.1.qa,f,g € C?[0,1] ve € C?[0,1],m =0,1,2 ve

(maxj lg(x))|dx + I)llmaxj |Ky(x,t)|dt

0<x=<

(7.3)
+ I/'llmaxf |K,(x, t)ldt) <1
0

0=<x=<l



oldugunu kabul edelim. Bu varsayimlar altinda (7.1)-(7.2) probleminin ¢6ziimii olan u(x)

asagidaki esitsizlikleri saglar.

lulle < Co (7.4)
_ax
[u®(x)| < C{l +ekeTe },X €0l k=12 (7.5)

Burada

Co
(AL + 1Bl + a7 lIflle)

1—at (max I 19@))ldx + 1A max [¥1Ky (x, ©)|dt + |Amax fl|K2(x' t)ldt)
0<x<1"-0 0s<x<l"0 osxslt 0

formundadir.
Ispat. (7.1) asagidaki sekilde yeniden yazildiginda
eu'(x) + a()u'(x) = F(x) (7.6)

elde edilir. Burada

x l
F(x)=f(x)— AJ K, (x, )u(t)dt — /1.[ K, (x, t)u(t)dt
0 0

seklindedir. (7.6)’da w(x) = u'(x) doniisiimii yapildiginda
ew'(x) + a(x)w(x) = F(x) (7.7)

elde edilir. (7.7) lineer baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii asagidaki sekildedir.
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1
w(x) = W(O)e z Jo a(man + gf F(T)e B a(”)d"d‘r
0
elde edilir. Buradan
L% atman | 1 ¥ a(ma
u'(x) = u'(0)e glo AT 4 gf F(T)e gl QM g (7.8)
0
olarak bulunur. (7.8)’in her iki tarafinin (0, x) araliginda integrali alinirsa
X1 10* (¢ 1§
u(x) = u(0) + u'(0) f e el altmdn gz += f dé j F(v)e ek *Mangr  (7.9)
0 0 0
olur. (7.9)’da, x = L i¢in (7.2) sinir sartlar1 géz dniinde bulundurularak

1
folg(X)u(x)dx +B—A-— 1fol dé fofp(f)e—gffa(n)dndf
w(0) = T (7.10)
0

olur ve buradan

L 1,1 ;o _1.¢
[, 9CG)u(x)dx + B —A—— [, dTF (D) [ e eI atmn g

w(0) = 7.11
(0) fle-%ffa(")d" iz (7.11)
0

seklinde yazilir. (7.9) ve (7.11) beraber géz 6niinde bulunduruldugunda

ulx) =4

L 1 .1 1 18
fO g(x)u(x)dx +B—A— Efo dTF(T) f‘L’ e g-j‘r a(n)dnd%'

X 1.
1€ f e—gfo a(n)dn dé
f()l e—gfo a(n)dn d{: 0

1(* (¢ 16
+=| de | F(ne el emang, 712
€Jo 0
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seklinde yazilir. (7.4)’lin ispatinda (7.12)’ye alternatif olarak uygun Green fonksiyonunu

kullanacagiz. Burada,
L'vi=ev"(x) + a(x)v'(x) = F(x)
olarak alinsin. Ayrica, F(x) asagidaki sekilde tanimlidir:
x l
F(x)=f(x)— Afo K, (x, )u(t)dt — AL K, (x, t)u(t)dt
Buradan,

1
IN ozl atman o

1t 1.
Gexm) =3 [ oo g
€J: fle—%fofa(ﬂ)dﬂ dé
0

1 *o 1
_ETO(X_T)j e‘gf, a(mdn dé
T

1, 1=>0
To(D) = {0 1<0 (7.13)

kullanilarak (7.12)

1.¢
fox e—gfo a(n)dn dé

ulx) =A4<1- T
5 o5k atman g
1 fx e—%fofa(n)dn dé l
+ (f gulx)dx + B) 0 T + f G(x,7)F(t)dt (7.14)
0 L ,—3Js atmdn 0
ye ag

seklinde yazilir. (7.13) ile verilen Green fonksiyonu (5.14) te verildigi sekilde yeniden

yazilinca

86



G(x,7)

> 1,7 1 =2 1€ 10 S E S X S l
1 e~z Jo alman fl e~z Jo almadn dé
=-1 ° . ot (7.15)
f e_Efo a(man ;¢ ffe—gfo a(n)dn dé
L -2 0<x<&<l
\ e~z Jo atmadn fol e~z Jo atman dé

olarak elde edilir. G(x,7) =0 oldugu, (7.15)’de agik¢a gorilir. (7.13)’de ise

max G(x,7) <a™! oldugu gorilir. (7.14)ten elde edilen veriler gdz Oniinde
X

bulundurularak ve (Cakir, 2016) ile benzer sekilde

1
vGOl <141+ 181+ [ 16GuDIIF(Dlde
0
g6z onilinde bulundurularak
l l
GOl < 141 + 181 + ™ prax [ lg@luGoldx + [ 166G DIIF@dr
<XxX< 0 0
! !
<|A|+|B|+at maxf |g )| |lu(x)|dx + max G(x,r)f |F(7)|dt
0sx<l 0 XEN 0
1 1
< |A|+ |B|+ a”? gnaxJ lg GO |lulx)|dx + a"lj |F(7)|dt
<XxX< 0 0

!
<|A|+ |B|+a? maxf lg GO |lu(x)|dx + a~! max|f|
0=<x=<l 0 0=<x=sl

x l
+a‘1|/1|maxf |Ky (x, )| Ju(t)|dt + a~|A] maxf |K, (x, )| |u(t)|dt
0<xs<l 0 0=<x<l 0

esitsizligi bulunur. Buradan

l
Il < 141+ 18]+ @l + o luloiay [ 19Coldx
=T J0

X l
+a‘1||u||00|/’l|maxf |K;(x,t)|dt + a‘lllullmlllmaxf |K,(x,t)|dt (7.16)
0sxsl 0 0sx<l 0
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olur. (7.16)’dan asagidaki esitsizlik elde edilir:

llullo
1Al + 1Bl + a”lIf llo

<
— -1 L x l
(1 a (gngxl Jolg@ldx + |2max [1K (x, 0)|dt + |4l max 1Kz (x, t)Idt))

Buradan (7.4)’lin ispati tamamlanmis olur. u'(x) degerlendirmesi ile devam edilsin.

Bunun i¢in (7.8)’in [0,1] araliginda integrali alinarak
l

L1 ox 1 L rx 1 x
fu’(x)dx = u’(O)] e gdo atmdn gy 4 EJ j F(T)e_EfT a(man g 1
0 0 Y0

0

l
fg(x)u(x)dx +B—-A
0

L 1 x 1 L rx 1 x
= u’(O)f e gl amang, | —f f F(T)e_EfT aman g gy
0 €Jo Jo
olarak hesaplanir. Buradan,

1 x
folg(x)u(x)dx +B—A-— %fol fOxF(T)e_EfT aman g qx

@' (0) (7.17)

5 oo atnan ..

olarak bulunur. ik olarak (7.17)’nin pay ve payda kismindaki gerekli degerlendirmeler
yapilsin. a* = ||a||e, a(x) = a > 0, |K;(x,t)| < C, |K,(x,t)| < C ve (7.4) sartlar1 goz

ontinde bulundurularak

l
f e‘%foga(n)dﬂdf Zf
0

Lo1cg . Lo, )
e el @G = f e e 8de > %(1 — el
0 0

(7.18)

> (€

ve
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—f dTF(T)f e"elk a“?)d"dfs—f drIF(T)If e el @ g¢
€ 0 T € 0 T

1 L L _1({_) 1 : —a(l-1)
S—f dTlF(T)lf e et dES—f dTIF(T)Ia‘1£<1—e £ )
€Jo T €Jo

X

l
< a‘lf IF()ldr < a‘lllflloo+a‘1llullmlllg)§ggclj |K1 (%, t)dt
0 ==Y

!
+a Y |ullw Al (r);ljcctgclf |K, (x, t)|dt < ¢, (7.19)
=x=l Jo

olarak elde edilir. Sinir sartinin da ele alinmasiyla

l l
l
[ g@ueoar < [lg@llu@ldx < a il pax [ lglar <, 720
0 0 F-0

olur. (7.18), (7.19) ve (7.20) esitsizlikleri (8.17)’de g6z 6niinde bulunduruldugunda

|Al +|B|+ ¢y +c, + ¢35
C1E

u'(0) <

< ¢ (7.21)
€
seklinde elde edilir. (7.8)’de (7.19) ve (7.21) bagntilar1 degerlendirildiginde
C _ax 1 _ax
W sZeTE +C= C{1+Ee_?} (7.22)
olarak bulunur. u"”’(x) degerlendirmesi igin (7.6) bagintis1 bir kere tiiretilirse
eu'""(x) + a' ()u'(x) + a(x)u” (x) = F'(x) (7.23)
seklinde elde edilir. (7.23)’de u"' (x) = w(x) donlisiimii yapilirsa
ew'(x) + a(x)w(x) = F*(x) (7.24)

denklemi bulunur. Burada,
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a X
P00 =~ w00 + /() — A f K, (x, Hu(t)dt
o ° (7.25)
- /’LafOKz(x, Hu(t)dt

olarak tanimlanmistir. (7.24) lineer baslangic deger probleminin ¢oziimii asagidaki

sekildedir:
Lraman 1 [7 1 Fata
u”(x) = u"(0)e gl ¥ +Ej F*(r)e el ¥ qr (7.26)
0
Buradan
Lifaman 1 (7 317 atma
u”'(x) < |u''(0)|e g0 *HEI +Ef |F*(7)|e e “qr (7.27)
0
olur. (7.27) degerlendirmesi igin ilk olarak (7.6)’da x = 0 igin

0 l
eu”(0) + a(0)u'(0) = f(0) — /1] K, (0, t)u(t)dt — AJ K, (0, t)u(t)dt
0 0

olarak elde ederiz. Buradan

1 l
[u"(0)| < - la(0)[|w'(0)| + | (0)| + Illf |K> (0, t)llu(t)ldtl
0

C 1 !
- |f(0)] + E|a(0)| + +a ”u”oolllg';gé folKZ(O' t)|dt - £ (7.28)

£ g2

elde edilir. ikinci olarak, (7.25) teriminin degerlendirmesi ile devam edilsin:
* 0
[F*COl < [f' GOl + la’ GOl () + Illf 35 K1 (e Dllu(®ldt
0
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l
0
+|AK; e, ) [[u()| + I/’llf FP |Kz (x, O)u(®)|dt < C{1 + [/ () [} (7.29)
0
olarak elde edilir. (7.27)’de, (7.28) ve (7.29) gz 6niinde bulundurulunca

1 x 1 r* 1 x
0Ol < (@) AP 4~ f | ()] atman g
0
C 1 r* 1 ,x
< = + Ef c{1+ Iu’(T)I}e_EfT a(man g,
0

C 1r”* 1 art 1 x 1 ax
<<y _f 6{1 + _e—?}e—gfr aman g, < C{l + —Ze‘?} (7.30)
g2 ¢, 5 €

olarak bulunur. Boylece (7.5)’in ispati yapilarak Lemma 7.1 1’in ispati tamamlanmis

olur.
7.2 Sebeke ve Fark Semasi

Bu boliimde, (7.1)-(7.2) ile verilen problem i¢in diizgiin olmayan sebeke {izerinde

fark semasi kurulacaktir. [0, [] aralig1 tizerinde tanimli olan sebeke

(UN={0<X1<Xz<"‘XN_1<l, hi=xi_xi—1; l=1,N}
seklindedir oy = wy U {x, = 0,xy =}, h; = %dir. [0, 1] aralig1 N pozitif ve ikiye

tam boliinebilen bir tamsay1 olmasi kosulu ile [0,0] ve [o,1] seklinde iki alt araliga

boliiniir. Burada, sebekenin ince ve kaba kisimlarin1 ayiran o gecis noktasi
N
0 =min {E,a‘ elnN}

ile tamimlidir. Sebeke [0, o] araliginda ince [0, [] araliginda ise kabadir. Ayrica digim

noktalari olan x; ler ise

91



N
( x; = ih®, i=0=

=0
X; = 2
. . N
ia +({—N/2)h®), i= F+LN
formundadir. Burada h() = 270, h(® = # ve h; = x; — x;_1,i = 1, N ile tanimhdur.

Wy Uzerinde tammli herhangi bir v(x) sebeke fonksiyonu icin v; = v(x;), ||Vl =

i—Vx i hij+h; . ..
IVlleo,my = Orgi:%lvd, Vigi = ""'lhiv"", h; = % dir. (7.1)-(7.2) probleminin fark

semasini kurmak i¢in asagidaki 6zdeslikten yararlanilacaktir:
Xit+1 Xit+1
it e @y =1 [ f@edn i =TT e
Xi—1 Xi-1

Burada <pl-(1)(x) ve <pi(2) (x) lineer baz fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki problemlerin

¢Ozimiidiir:

o™ () =0

o) =1 9P (xi1) =0

ve

0@ () =0

0P =1 9P =0
Bu problemlerin ¢oziimiinden, ¢;(x) baz fonksiyonunu asagidaki sekilde yazariz:

1 X = Xi—1
W= 1 xe (hoyx)

l h 4
i
, = Xitg1 — X
i+1

0, x & (Xi_1,Xi11)

(7.31) asagidaki sekilde tekrar yazilirsa
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it | (@ G dx = by | e () + alo ()i ()

Xit+1 X
+An; f @;(x) <f Ky (x, t)u(t)dt) dx
Xi-1 0

Xit1 l
+Ah{1f @;(x) <f K,(x, t)u(t)dt) dx
0

Xi-1

Xi+1

=h;! f )@ (x)dx (7.32)

Xi-1

esitligi elde edilir. Oncelikle, (7.32)’nin sol tarafindaki ilk terim ele alindiginda

Bt j e (0 + w0 e dx

= h;? fxmeu”(x)(pi(x)dx + it fxma(xi)u’(x)(pi(x)dx
#h7 [ (000 = et g ) (7:33)

olur. Daha sonra, (7.33)’lin sag tarafindaki ilk terim ele alinsin. Burada, (x;_q,x;) ve

(x;, x; 1) araliginda kismi integrasyon uygulanirsa

Xit+1 Xit+1
wt e = entt [ wopd @
Xi-1 Xi-1

Xi , Xit+1 ,
= enf? f £ (00D (dx + ehi! f 0@ Wdx  (7.34)
X

Xi-1 i

bulunur. (7.34) ile verilen denkleme (5.5) ile verilen interpolasyon kuadratiir kurali

uygulandiginda
Xit+1
ehi? f w' ()@ (X)dx = ey (i + gi) = elgg; + R’ (7.35)
Xi-1

olur. Burada
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Xi " Xi d2
R ae® @[ e pa
Xiy1 " Xi+1 2
[ o [T - e

olarak tamimlidir. R* teriminin sifira esit oldugu goz oniinde bulundurulmalidir. Daha

sonra, (7.33)’tn ikinci terimini ele alinsin:

Xi+1
Rt j aGe ! (0) @y (D) dx
Xi-1

| | (7.36)
Xi Xit+1
= a;h;?! {f u'(x)goi(l) (x)dx + f u’(x)goi(z)dx}
Xi-1 Xi
(7.36)’ya (5.5) ile verilen interpolasyon kuadratiir kurali uygulanirsa
Xi+1
it et e
Xi-1
Xi Xit+1
= q;h;?! {u,ﬁ f goi(l) (x)dx + uy J (pi(z)dx} + Rl.(l)
Xi-1 Xi
a;h;t a;h;?t
= lTlux,ihi+1 + lTlui'ihi + Rl(l) (737)
olarak elde edilir. Burada elde edilen hata terimi asagidaki sekilde tanimlidir:
o) s [
RY = —qny? { | a0 [ womeods
Xi-1 Xi-1
(7.38)

o[l @ [ @no o)

Simdi, (7.33)’lin sag taraftaki son terimi ele alinsin. a(x) fonksiyonu igin x;, x;,q

noktalarinda Newton interpolasyon polinom a¢ilimi uygulandiginda
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A [ (e - a0 e

Xi—

Xit+1
—aghit | G- wU @R
Xi-1

a”(&(x))

> u'(x)p;(x)dx  (7.39)

Xit+1
! f (x = 2) (X = x131)
X

i-1

esitligi elde edilir. (7.39)’un sag tarafindaki ilk terim ele alinsin:

Xi+1
b j G — x U (D) @y (X)dx

Xi-1

Xi Xi
— ax’ihl-_lj xu’(x)goi(l) (x)dx — ax,ihi_lxij u’(x)goi(l) (x)dx
Xi-1 Xi-1
Xi+1 @) Xi+1 @)
v [l eP @ - aghin | d@ePdx (140)
Xi Xi

olarak yazilir. (7.40)’1n sag tarafindaki ilk terim i¢in f'(x) = u'(x) ve p(x) = xgoi(l) (x)

ve Uglincl terim i¢in f'(x) = u'(x) ve p(x) = x<pi(2)(x) alnarak (5.5) ile verilen

interpolasyon kuadratiir kuralin1 uygulaninca

Xi Xit+1
ax,ihi"lu,?,l- f x(pi(l)(x)dx + ax,ihl-"lux,i f x<pl.(2) (x)dx + Rl-(z) (7.41)

Xi—1 Xi

ifadesi bulunur. Burada, kalan terim

R = —a, bt { f " ax(xo) f " Ky, )

Xi-1 Xi

Xit+1 ;Xi1 (7.42)
+ j | dx(xp®) f | u”(f)Ko(x,f)df}

olarak tanimhidir. (7.41)’in ilk ve ikinci terimine kismi integrasyon uygulanirsa:
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Xi Xit+1
G s f xo DO dx + ay by g f xo® (x)dx
Xi_

i-1 Xi

x;h; h? x;h; hi. >
= ax‘ihi_luf,i LU —l> + ax,ihi_lux,i < L 21+1 + lgl > (743)

elde edilir. (7.40)’1n ikinci ve dordiincii terimleri ele alinsin. Burada, ikinci terim igin
f'(x) =u'(x) ve p(x) = (pi(l) (x) ve dordiincii terim igin f'(x) = u'(x) ve p(x) =

<pl-(2) (x) alinarak (5.5) ile verilen interpolasyon kuadratiir kurali uygulanirsa:

Xi+1 Xi
b f £ (1)o@ () dx — ay hi'x, f ()P ()dx
xi Xi—1

u--h: U h
— _ax,ihi—lxl-( x'zl Lt x"2‘+1)+R§3) (7.44)

bulunur. Burada,Ri(3) hata terimi

Xi 1 (Xi
RP = —a;hi'x, { j dx(p") f u"(§)Ko (x, §)dé
Xi-1 Xi-1
(7.45)
Xi+1 @) 1 Xi+1 .
| Tax(o®) | T ©m, f)df}
Xi Xi
formunda tanimlidir. (7.40)’da (7.41)-(7.45) goz 6niinde bulundurulunca
Xi+1
a7 G = ww @i
Xi-1
x;h;  h? Xihiyr  higq’
= ax,ihi_luf,i (% - Zl) + ax,ihi_lux,i < l 21+1 - lgl >
Uehe  wehe
—ax,ihi‘lxi( x'zl a x'12”1>+Rl.(2) +R® (7.46)

olarak elde edilir. (7.39)’da (7.46) yerine yazildiginda
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A [ (e - a0 e

x;h; h? .h B2
= ax,ihi_l‘U.f,i (L _ —l> + ax’ihi_lux,i < i 2l+1 _ H6_1 >

1 (uf,ihi Uy, iNiy1
i

2 5 ) +R® +RP + R (7.47)

olur. Burada, hata terimi olan Ri(4) asagidaki sekilde tanimlidir:

u' () (x)dx (7.48)

RS =t [ e i SEED

Xi-1

(7.33)’de (7.35), (7.37) ve (7.47) gbz 6niinde bulunduruldugunda

Byt f w0 + A () pi(x)dx

= Slgg; + Oy ug; + Oyt + RP + R + R 4 p® (7.49)

olarak elde edilir. Burada, 6, ;, 8, ; ve f; katsayilar1 asagidaki sekilde tanimlanmustir:

h: h? h: h?
b= h —aghit 2, B =gkt —aght =2t (7150)
ve
1 Xi+1 ) Xi )
fo=tt [ - meGde = G- xpeP@dx
Xi-1 Xi-1
xi+1 @ h'_l 5 5
+h{1f (x — x) o, )(x0) (x)dx = x; — l?(hi + hiye?) (7.51)
Xi

Daha sonra, (7.32)’nin sol tarafindaki iiglincii terim ele alinsin. Bu ifadenin g¢ekirdek

fonksiyonu olan K, terimi x = x; noktasinda Taylor serisine agilirsa
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Xit1 l
Ah7! f 0:(x) < f K, (x, t)u(t)dt) dx

Xit1 l
= Ah{lf @;(x)dx (f Kz(xi,t)u(t)dt>
x 0

Xi+1 l 0
+AR;t fxi_l (x —x)@;(x)dx (fo gl(z(xi, t)u(t)dt)
Xi41 l _ )2 62
eani [ (| T ke, ouoa)

l l 0
= /’lfol{z(xl-,t)u(t)dt +A,8ij;) &KZ("“ tu(t)dt

1 Xit1 l 62
+§/1hi_1j (x = x) oy (x)dx (fo @Kz(fi(x),t)u(t)dt> (7.52)

Xi-1

olarak elde edilir. (7.52)’de k, = K,(x;, t) + ,Biaa—sz (x;, t) doniisimii altinda

Xi+1 l L
AR j :(x) dx < j Ky (x, t)u(t)dt) =1 j ko O, Dut)dt + R (7.53)
x 0 0

i-1

bulunur. Burada hata terimi olan Ri(3) asagidaki formdadir:

X l 52
Ri(S) _ %Hli_lfx (x — x;,)%¢; (x) dx <j; %KZ (&0, t)u(t)dt) (7.54)

i-1

(7.53)’1in sag tarafindaki ilk terime (5.7) ile verilen yamuk kurali uygulandiginda

I N

Af k2 (xl-, t)u(t)dt = /12 hjkzliju]' + RL(G) (755)

0 -
j=0

olarak elde ederiz. Burada, kalan terim
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N
o 1 xj d?
RO =51 f (5= ) (-2 = ©) gz Chaloxo Q) (7.56)

j=1 xj_1

formundadir. Sonug olarak, (7.32)’nin sol tarafindaki tiglincii terimden

Xi+1 l N
;! f i(x) ( f Ky (x, t)u(t)dt) dx =2 ) tyky gy + RO + RO (757)
X 0

i-1 j=0

elde edilir. (7.32)’nin sol tarafindaki ikinci terimi ele alinsin. Bu terime (5.4) ile verilen

interpolasyon kuadratiir kurali uygulandiginda

An;t fxi+1(pi(x) <.I-xK1(x, t)u(t)dt) dx
Xi—q 0

— AR f M GO dx ( f MK t)u(t)dt>
X 0

i-1

+ ARy j M = 20, (0 dx ( (')ax j e t)u(t)dt)
0

Xi-1

Xi

Xi+1 d 4
+Ah; f dxg;(x) dfz (f K, (¢, t)u(t)dt) T,(¢ —t)dé

Xi-1 Xi-1

—lf lK Hu(t)dt + 1 <ifxil( t tdt>
I RCBIOE AP - R ACHONG

2

Xi+1 Xi+1 0 $
! [ g | gn ([ e outar) e - ot

Xi-1
Xi

xi a
=[G Ouode + 25 f 2Ky G, DOt + APk, Cxi, x)uey)
ox
0 0 (7.58)
+R
esitligi elde edilir. Burada, kalan terim

Xit+1 Xi+1 92 §
R = hi‘lf dx(pi(x)f. e (f K (&, t)u(t)dt> Ti(¢§—td¢  (7.59)

i-1
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formundadir. (7.58)’e k; = K;(x;,t) + B;K;(x;, t) donlisiimii uygulandiginda

Xi+1 x L
AR f @i (x) ( f Ky (x, t)u(t)dt> dx =2 f ka i, DU + R
Xi-1 0 0

(7.60)

elde edilir. (7.60)’in sag tarafindaki ilk terim igin (5.7) ile verilen yamuk kurali

uygulandiginda
l N
2 ] ko G Ou(©)de = 2 ) Ryl + R
0 =0

J=
elde edilir. Burada, R™® hata terimi

Xj

i

1 z
Ri(S) =E/1 f
j=1"%

d2
(5 = &)(x-1 =€) az? (k1 (x5, u($)) d§

Jj—1

formundadir. Sonug olarak, (7.32)’nin sol tarafindaki ikinci terimden

i
Xit1 x
an;! f () (] I (x t>u(”dt> dx =2tk gy + RO + R
x 0 j
j=0

i-1

olarak elde edilmis olunur. (7.32)’nin sag tarafindaki terim de ele alinsin:

[ remeodx =t [ (760 - fe)eioax

Xi-1

#h7 [roedx = w0 [ (76 - FG)eiCodx +

(7.64)’1in sag tarafindaki ilk terim i¢in x = x; noktasindaki Taylor seri agilim1
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(= x)(x —x-4) _,
> f

fQ)=f0)+(x—x)fei + (fi(x))

formundadir. (7.65) esitligi, (7.64)’te yerine yazildiginda

) Xi+1 ) Xi+1
By f F)Pi (O dx = i, f (o — x) @ () dx + f,
Xi-1 Xi-1

ont | M = ) (= (6@ dx = f + R

olur. Burada, f; = f; + Bfz; Ve hata terimi

1 Xit+1
RO =5t [ G 16— ) (6 0) @i

(7.65)

(7.66)

(7.67)

formunda elde edilir. Son olarak, (7.2) siir kosulu i¢in [0, [] tizerinde (5.7) ile verilmis

olan yamuk kurali uygulandiginda

: N
J;)g(x)u(x)dx = Z higiuj +r
j=0

olarak bulunur. Burada kalan terim olan r
1 N Xj dZ
r=g | G905 T @©ue af

j=1 "J-1

seklindedir. Buradan (7.2) sinir kosulu igin

N
u(l) = Z higjui+ B+

Jj=0

elde edilir. (7.49), (7.57), (7.63), (7.66), (7.68) ve (7.70)’den 1 < i < N igin
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i N
LNui = Su,gf'i + Bl’iuf'i + 92’iux'i + /12 fl]kl‘uu] + /12 fljkz,l]uj + Ri
- L (7.71)

J J

~

N
w0 =4, ul) =) mgu+B+r (7.72)
7=0

olur. Burada, R; = 23=1Ri(") olarak tanimhidir. Buradaki kalan terimler, (7.38), (7.42),
(7.45), (7.48), (7.54), (7.56), (7.59), (7.62), (7.67) ve (7.69) ile verilmistir. (7.71)-(7.72)

kesin bagintisindaki hata terimleri ihmal edilerek

i

N
Lyyi = €yze; + 01, Y% + 02, Vxi + AZ hiky iy + /12 Wik yi=fi (7.73)
=0 ‘=0

N
y(0) = A4, y() = z hjgjy; + B (7.74)
=0

fark yaklagimi elde edilir.
7.3 Hata Degerlendirmeleri

(7.1)-(7.2) ile verilen problem igin kurulan fark semasi (7.73)-(7.74) probleminin
- diizgiin yakinsak olmasi i¢in @y tizerinde T ya bagh gecis noktasi iceren Shishkin
sebeke kullanilacaktir. (7.1)-(7.2) ile verilen problemin x = 0 noktasinda bir siir kati
mevcuttur. Ik olarak niimerik metodun diizgiin yakinsaklik analizi yapilacaktir. z; =

y; —u;, i = 0, N hata fonksiyonu asagidaki fark probleminin ¢dziimiidiir:

i N
LNZi = EZf,?’l' + 9112,;1 + 62,in,i + AZ hjkl,ijzj + AZ hjkz,ijzj = Ri (775)
j=0 j=0

Zoy = O, Zy = fl]ngl -7 (776)
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™Ky 9™Ky
axm ’ gxm

Lemma7.3.1. a, f € C?[0,1] ve € C%([0,1])%,m = 0,1,2 ve

a1 {Qﬂxz h; |g]| +|A|math |K111| + |4 math |K2 U| @77

<1

oldugunu varsayalim. Bu taktirde (7.75)-(7.76) fark probleminin ¢6ziimii asagidaki

esitsizligi saglar:
Izllco,my < C(IRM oo oy + I71) (7.78)

Ispat. (7.75)-(7.76) fark problemine diskret maksimum norm uygulandiginda

-1 -1
|z;| < |zo| + |zy| + lrr;%IRHa IAI;Q%Z hj|Ka ] ||
j=1

1<isN

+ a || max Z hi|Ky i |7
=1
seklindedir. (7.76) sinir kosulu i¢in

lzy| < |r|+ a” mafoL |g]|| |
j=

degerlendirmesi géz 6niinde bulundurularak
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N

| < -1 g . -1

|z;| < |zo| + || + Irsl%chh]|g]||zj|+a IQ%'R'
j=1

1<isN <isN

i N
+a~Almax Z hi|Kyij |2] + a”*[A|max Z hi|Kz,i5 |2]
j=1 j=1

i
-1 -1
< @RIl + @ AImax > iyl Ky 12l o
j=1

N
+a™1] IQ%CVZ hlez,ijl 1Z1l 00,0y
j=1

esitsizligi elde edilir. Buradan,

4
120 < 171+ @ R+ + @ AT > iy [y iy 12l
=1

N N
+a~ 1] {rsllcg,z hj|K2,l-j| 121l 00,00y + a‘lrsliczcvz hj|gj| 121l 00,00y (7.79)
j:]_ j:]_

elde edilir. (7.79)’da (7.77)’i gbz 6niinde bulundurularak,

Izllo,my <

IRl + 171

— o1 N 2 lg. l . iy N 7 .
[1 a (;Qi%%z:j:lhjlgjl+M|;2icé%2j=lh]|1{1,l]|+|/1|172'i%362j=1h1|1(2.11|)

] (7.80)

elde edilir. (7.80) ile Lemma 7.3.1’in ispat1 tamamlanmis olur.

amK1 asz am+1K1 am+1K2
ax™m ’ 9x™m ' gxat™ ' gxot™

Lemma 7.3.2. a,f,g € C?[0,1] ve € C%[0,1],m=0,1,2

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde

IRl oy < CN-2InN (7.81)
|r| < CN~2InN (7.82)
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esitsizlikleri saglanir.

Ispat. 1k olarak (7.69)’da verilmis olan r kesme hatas1 ele alinsmn. Burada, (7.82) igin

Lemma 7.1.1 de verilen sartlar altinda (5.60) ile benzer olarak

N

<eY [ (=) - A+ O]+ ©Ddg < NN (789

j:l j-1

esitsizligi elde edilir. (7.81) esitsizliginin ispat1 i¢in R; hata terimleri tek tek ele
alinacaktir. Ilk olarak, (7.38) hata terimi ele almsm. (7.38) hata teriminin

degerlendirmesini yapmak igin ilk olarak ¢ = é, é< a~lelnN ve h®W =h@ = p =
IN“1 durumu goéz oniine almsm. a(x) € C2[0,1], |<pi(1)’(x)| <C, |<pl-(2)’(x)| <C

esitsizlikleri goz onilinde bulundurularak

o { f " o ) f (&) 1Ko (x, ) dé

i-1

# [ axo® o [ )_Ciﬂlu”(f)llKo(x. f)ldf}

Xi

Xi41 Xi+1 1 ax
< Chj lw'" (&)|dé <C{h2 +hJ —e‘?df}
x

i-1 Xi-1

axi_q1

h i h
< C{h2 + Ea‘le_ € } < C{h2 + ;a‘lN‘l} <CN72InN,i =1,N (7.84)

olarak elde edilir. 0 = a~1elnN < 1/2 i¢in [0, o] araliginda i = 1, ..., N/2 i¢in

)< o s op [ e Far) s clpor+ LOT
' Xi—1 &’ £?

< c{|n®|" + a N2} < CN“?inN (7.85)

seklindedir. [o, [] arahiinda i = % +1,...,N igin
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2 2 [*it1 1 _ax
|Ri(1)| < C{lh(2)| + |h(2)| L._l g—ze € df}
|2

2 . )
< C{lh(z)lz + VlTa_l (e T e axé_l)}

(z)|2

< C{|h(2)|2 + —lhg N-!

<CN~2 (7.86)

olarak elde edilir. Yukaridaki ile benzer sekilde (7.42) ve (7.45) terimlerinin

é< a~lelnN ve @ =

degerlendirmeleri yapilacaktir. Ik olarak (7.42) icin o =é

h® = h = IN~! olmak iizere

[R®| < cN-2 (7.87)
ve o = a lelnN < 1/2i¢in [0,0] arahigmnda i = 1, ..., N/2 i¢in

[RP| < cn-2 (7.88)

veo = a”lelnN < /2 igin [0, 1] arahginda i = g +1,...,N i¢in

2 —

[R®| < cN-2 (7.89)
olarak elde edilir. (7.45) i¢in o = é é< a telnN ve h® = h® = b = IN~' olmak
uzere

[R®| < N2 (7.90)

veo = a~lelnN < 1/2i¢in [0, 0] arahginda i = 1, ..., N/2 i¢in

[R®| < N2 (7.91)
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ve g = aLelnN < 1/2 icin [o, [] araliginda i = g +1,..,N icin
R®| < N2 (7.92)

olarak elde edilir. (7.48) hata terimi ele almsin. a(x)eC?[0,1], |x — x;| < h;,

|x — x;_1| < h; goz 6niinde bulundurularak ve (5.42) ile benzer sekilde

1 Xit+1
RO <5h [ I GG - w0l - ) le@le@dx R

(7.93)
< CN~2
2
olarak elde edilir. (7.54) hata terimi T = a~elnN ve t = é icin saglamr 0K ve a:z

teriminin sinirl olmasi, |x — x;| < h;, kosullar1 goz 6ntinde bulundurularak ve (5.47) ile

benzer sekilde

ox 2

Xi+1 l 52
1 J (x — xi)Zgoi(x)dx <] — K, (&;(x), t)ll(t)dt)

<CN? (7.94)
olarak elde edilir. (7.59) ve (7.62) i¢in yukaridakiler ile bbenzer sekilde:
(7)
%]

Xit1 Xi+1 g2 ¢
<antt | Campo | 5 ([ ot outar) e - oas

ve
N x;
|r®)] < CZ (= )(xj-1 — &) A+ W @] + W'(©)DdE
j=17%
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< CN~2 (7.96)

olarak elde edilir. Son olarak (7.67) hata terimi icin feC?[0,1], |x — x;| < h;,

|x — x;_1| < h; goz 6niinde bulundurularak ve (5.58) ile benzer sekilde

Xi

C)) 1 -1 i "
R < 30 [l = walle = s 1 (6 )l

Xi-1

< CN72 (7.97)

olarak bulunur. (7.84)-(7.97) g6z Oniinde bulunduruldugunda (7.81) ile verilen

esitsizligin dogrulugu ispatlanmstir.

Teorem 7.3.3. u fonksiyonu (7.1)-(7.2) probleminin ¢dziimii ve y fonksiyonu ise (8.73)-

(8.74) problemlerinin ¢6ziimii olmak iizere
ly = tllco,oy < CN~2InN (7.98)
esitsizligi saglanir.

Ispat. Bu teoremin ispat: Lemma 7.3.1 ve Lemma 7.3.2 goz éniinde bulunduruldugunda

agikardir.
7.4 Niimerik Sonuclar

Ornek 7.4.1. ilk olarak asagidaki test problemi ele alinsm. 0 < x < 1 olmak {izere

eu(x) + (2 - xz)u'(x) + fx(x + t)zu(t)dt
0
+[ G2 - de = (1 - )¢ F 42
0

u(0) =0, u(l) = fl (1 + e_%) u(x)dx
0
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probleminin kesin ¢dziimii bilinmemektedir. Bu yiizden, hata ve yakinsaklik analizi ¢ift
sebeke metodu kullanilarak elde edilir. Burada maksimum hata terimi ve hesaplanan hata

terimi

ef = max|yig’N — 52N, e’ = max el
wyN &
seklindedir. Yaklasik ¢6ziim olan 7"
Xi X; + x;
62N={?l;i=O,2N, xi+1/2=lTl+1}

sebekesi lizerinde tanimlidir. Burada yakinsaklik oran1 ve hesaplanan €’a gore diizgiin

yakinsaklik orani asagidaki sekilde verilmektedir:

w_In@/e™ (el /e)

In2 ’ In2

Bu nilimerik 6rnek i¢in bulunan degerler Cizelge 7.1°de verilmistir.

Cizelge 7.1 e-diizgiin yakinsama hiz1 p" ve &’a gore hesaplanmis maksimum hata eV

& N =64 N =128 N = 256 N =512 N = 1024
279 0.0267688 0.0159116 0.0088539 0.0042387 0.0017292
1.7727 2.0268 2.1845 1.9973 1.4980
2710 0.0233001 0.0136169 0.0082248 0.0046138 0.0022125
1.5728 1.7990 2.0747 2.2426 2.0499
271 0.0210212 0.0115300 0.0069823 0.0042657 0.0024089
1.4225 1.5579 1.8366 2.1247 2.3040
2712 0.0192254 0.0.0101861 0.0058485 0.0035944 0.0022184
1.2650 1.3801 1.5801 1.8794 2.1841
2713 0.0178358 0.0094132 0.0050645 0.0029845 0.0018561
1.1286 1.2658 1.3723 1.6105 1.9262
el 0.0267688 0.0159116 0.0088539 0.0046138 0.0024089
pN 1.7727 2.0268 2.1845 2.2426 2.3040
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7.5 Sonug¢

Bu boliimde singiiler pertiirbe olmus integral sinir sartli konveksiyon-difiizyon
tipte Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem ele alinmustir. {1k olarak asimptotik
degerlendirmeleri yapmak i¢in Green fonksiyonu kullanilmistir. Daha sonra lineer baz
fonksiyonu yardimi ve kalan terimi integral formda olan interpolasyon kuadratiir kurallari
kullanilarak Shishkin sebeke iizerinde uygun fark semasi kurulmustur. Hata analizi ve
hatanin kararlilig1 incelenmistir. Son olarak teorik sonuclar1 destekleyen niimerik
ornekler yardimiyla nerilen metodun O(h?) mertebeden bir yakinsakliga sahip oldugu

gosterilmistir.
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8. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda singiiler pertiirbe olmus integral sinir sartli birinci mertebeden
Volterra-Fredholm integro diferansiyel denklem, singiiler pertiirbe olmus integral sinir
sartlt konveksiyon-difiizyon tipte Volterra-Fredholm integro diferansiyel denklem ve
singliler pertiirbe olmus integral sinir sartli reaksiyon-difiizyon tipte Volterra-Fredholm
integro diferansiyel denklem ele alinmistir.

Ik olarak ele alinan problem icin gerekli olan asimptotik degerlendirmeler
yapilmistir. Daha sonra iistel katsayili baz fonksiyonlart kullanilarak ve kalan terimi
integral bi¢imde olan interpolasyon kuadratiir kurallar1 yardimiyla Shishkin tipte sebeke
iizerinde fark semasi kurulmustur. Onerilen bu niimerik metodun hata terimleri
degerlendirilerek hemen hemen ikinci mertebeden yakinsak oldugu gosterilmistir. Teorik
sonuclarin dogrulugunu gosteren niimerik drnek verilmistir.

Ikinci olarak singiiler pertiirbe olmus integral smir sartl reaksiyon-difiizyon tipte
Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem ele alinmistir. Kesin ¢6ziim ve tiirevleri
icin asimptotik degerlendirmeler yapildiktan sonra hiperbolik baz fonksiyonlar1 ve
interpolasyon kuadratiir kurallar1 yardimiyla uygun fark semasi sunulmustur. Onerilen
niimerik metodun hemen hemen ikinci mertebeden diizgiin yakinsakligini gosteren ve
teorik sonuclar ile uyumlu iki niimerik 6rnek verilmistir.

Son olarak singiiler pertiirbe olmus integral sinir sartli konveksiyon-difiizyon tipte
Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklem ele alinmistir. Kesin ¢6ziim ve tiirevleri
icin Green fonksiyonu kullanilarak degerlendirmeler yapilmistir. Linner baz
fonksiyonlart ve interpolasyon kuadratiir kurallar1 yardimiyla niimerik metod
kurulmustur. Onerilen niimerik metodun hata degerlendirmesi yapilmistir ve hemen
hemen ikinci mertebeden diizglin yakinsaklik elde edilmistir. Teorik sonuglari
destekleyen niimerik ornekler verilmistir.

Ele alinan ti¢ farkli tipte singiiler pertiirbe olmus integral sinir sartli Volterra-
Fredholm integro-diferansiyel denklem tipi i¢in ii¢ farkli baz fonksiyonu kullanilarak
niimerik metodlar dnerilmistir. Ele alinan problemlerde esas zorluk singiiler pertiirbe tipte
ve integral sinir sartina sahip problemler olmalaridir. Singiiler pertiirbe olmus problemler
sinir kat1 civarinda anlik degisimler gostermektedirler. Bu tarz problemlerde klasik

metodlar yeterince iyi sonuglar vermemektedir. Bundan dolayi, ele alinan problemler igin



Shishkin sebeke iizerinde homojen fark semalar1 kurulmustur ve ikinci mertebeden
diizgiin yakinsak olduklar1 gosterilmisir. Bu tezde onerilen metodlar klasik metodlarda
elde edilen hatalara goére cok daha kiiciiktiir ve yakinsaklik analizi yapmayi
kolaylastirmaktadir. Ayrica non-lokal siir sarti ile de yakinsama daha iyi hale
getirilmistir. Bu tez calismasinin gelecekte benzer veya farkl: tipteki adi ve kismi tiirevli

diferansiyel denklemler i¢in bir yol haritast olmasi iimit edilmektedir.
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