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ÖZET 

Bu tezde, öncelikle zaman skalası ve onun ile ilgili genel tanımlar verilmiştir. Daha sonra 

ileri ve geri sıçrama operatörleri yardımıyla tanımlanan delta türev ve integral ile birlikte 

nabla türev ve integralin özellikleri verilmiştir. Son olarak diamond alfa türevi ve 

diamond alfa integrali tanımlanmış ve önemli özellikleri incelenmiştir. 
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ABSTRACT 

In this thesis, firstly, time scale and its general definitions were given. After that, the 

properties of delta derivative and integral together with nabla derivative and integral, 

which are defined by the help of forward and backward jump operators, were given. 

Finally, diamond alpha derivative and diamond alpha integral were defined or described 

and their important characteristics or properties were examined. 
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1. GİRİŞ 

Fark denklemler teorisi, matematiğin sistematik olarak gelişmesiyle birlikte ortaya çıkan 

ilk teorilerden birisidir. Bu teori, zamana bağlı ayrık olayların matematiksel ifadesinde 

kullanılmıştır. Fark denklemler birçok doğa olayını ifade etmekte kullanılır. Bununla 

birlikte fark denklemler diferansiyel denklemlerin nümerik çözümlerinin incelenmesinde 

de kullanılır. Yani, verilen bir diferansiyel denklemin, ayrık benzeri olan fark denklem 

ifade edilir ve bu fark denklem, diferansiyel denklemin çözümünün yapısını araştırmak 

için incelenir. Bu nedenledir ki fark denklem teorisi ve diferansiyel denklem teorisi 

birbirine çok yakın ve paralel olarak gelişmektedir. Fark denklem teorisi ile diferansiyel 

denklem teorisi arasında çok fazla benzerlikler olduğu kadar çok önemli farklılıkları da 

vardır. Örneğin,  birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin salınımlı olan çözümleri 

yok iken bu  denkleme  ilişkin  fark  denklemi salınımlı çözümlere sahip olabilmektedir. 

Fark denklemler teorisi yaklaşık olarak sekiz asırlık çalışmalar sonunda sistematik bir hale 

gelmişken, diferansiyel denklemler teorisi dört asırdır çalışılmaktadır. Diferensiyel 

denklemler teorisinin daha kısa süredir çalışılmasının sebebi, doğa olaylarının kesiksiz 

olduğunun var sayılmasıdır. Bu yüzden, diferensiyel denklemler teorisi; fizik, kimya, 

biyoloji, astronomi, ekonomi ve diğer bilimlere ait matematiksel ifade yöntemi olarak 

kullanılır. Ancak zaman sürekli olarak ilerlese de, olaylarının kendi içinde süreklilik ve 

süreksizlik hallerinin aynı anda varlığı bir gerçektir. Dolayısıyla, her matematiksel olayı 

diferensiyel denklemlerle ve fark denklemlerle ifade etmek mümkün değildir. 

Fark denklemler Fibonacci tarafından çalışma konusu olarak dikkate alınmıştır ve onun 

çok başarılı çalışmaları sonucunda birçok matematikçi daha sonralarda bu ilginç alana 

yönelmiştir. Örneğin, Laplace sabit katsayılı homojen doğrusal fark denklemleri, Guichard 

ise aynı denklemin homojen olmayan özel hallerini ve Gelgrum bu denklemlerin 

çözümlerinin asimptotik davranışını inceleme konusu olarak seçmiştir. 

Diferensiyel denklemler teorisi ise Leibnitz ve Newton tarafından başlatılıp, Claurit, 

Frobenious, Euler ve diğer birçok matematikçi tarafından geliştirilmiştir. Bu teoriye adını 

veren Leibnitz’dir. 
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Yukarıda değinildiği gibi, doğa olayları ne tam olarak sürekli ne de tam olarak kesiklidir.  

Dolayısıyla, olaylara ilişkin denklemlerin modellemelerinde yeni bir teoriye ihtiyaç 

duyulmaktadır. İşte bu teorinin adı Zaman Skalasıdır. Zaman skalası teorisi ile birlikte, 

hem süreklilik hem de süreksizlik içeren olayların denklemlerinin matematiksel 

modellemesi formülize edilebilmektedir.  

Bu tezin ikinci bölümünde zaman skalası tanıtılmış ve zaman skalasında temel kavramlar 

verilmiştir. Üçüncü bölümde Delta Türevinin ve İntegralinin tanımı ve özellikleri 

verilmiştir. Dördünce bölümde Nabla Türevinin ve İntegralinin tanımı ve özellikleri 

verilmiştir. Beşinci bölümde ise Delta ve Nabla Türev yardımıyla tanımlanan Diamond 

Alfa Türev ile Delta ve Nabla İntegral yardımıyla tanımlanan Diamond Alfa İntegral 

tanımı verilmiş ve özellikleri incelenmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Tanım 

Reel sayılar kümesinin herhangi bir kapalı alt kümesine bir zaman skalası denir ve 𝕋 ile 

gösterilir [1]. Bu küme üzerindeki metrik ℝ deki alışılmış metrik olarak alınacaktır. 

2.1. Örnek  

ℝ,ℕ, ℤ, [2, 4] ∪ {6}, 𝑞ℤ ∪ {0} gibi kümeler birer zaman skalasıdır. Ancak ℚ, ℂ, (0, 2) birer 

zaman skalası değildir. 

2.2. Tanım  

𝕋 bir zaman skalası ve 𝑡 ∈ 𝕋 olsun. İleri sıçrama operatörü  𝜎 ∶ 𝕋 → 𝕋 

𝜎(𝑡) = {
𝑖𝑛𝑓{𝑠 ∈ 𝕋: s > 𝑡}, t ≠ sup𝕋

𝑡, 𝑡 = 𝑠𝑢𝑝𝕋
(2.1) 

ve geri sıçrama operatörü 𝜌 ∶ 𝕋 → 𝕋  

𝜌(𝑡) = {
sup{𝑠 ∈ 𝕋: s < 𝑡} ,       𝑡 ≠ 𝑖𝑛𝑓𝕋 

𝑡,         𝑡 = 𝑖𝑛𝑓𝕋
 (2.2) 

ile tanımlanır [1]. 

2.2. Örnek  

(i) 𝕋 = ℝ alınırsa 𝑡 ∈ ℝ için  

𝜎(𝑡) = inf{𝑠 ∈ ℝ: 𝑠 > 𝑡} = inf(𝑡,∞) = 𝑡  

𝜌(𝑡) = sup{𝑠 ∈ ℝ: 𝑠 < 𝑡} = sup(−∞, 𝑡) = 𝑡  

dır. 
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(ii) 𝕋 = ℤ alınırsa 𝑡 ∈ ℤ için  

𝜎(𝑡) = 𝑖𝑛𝑓{𝑠 ∈ ℤ: 𝑠 > 𝑡} = inf{𝑡 + 1, 𝑡 + 2, 𝑡 + 3,… } = 𝑡 + 1  

 𝜌(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝{𝑠 ∈ ℤ: 𝑠 < 𝑡} = sup{… , 𝑡 − 3, 𝑡 − 2, 𝑡 − 1} = 𝑡 − 1  

dır. 

(iii) 𝕋 = ℕ0
1

2 = {√𝑛: 𝑛 ∈ ℕ0 = {0,1,2, … }} olsun. 𝑡 ∈ ℕ0
1

2 için 𝑡 = √𝑛 ise 𝑛 = 𝑡2 dır. 

𝜎(𝑡) = 𝜎(√𝑛) = √𝑛 + 1 = √𝑡2 + 1  

𝜌(𝑡) = 𝜌(√𝑛) = √𝑛 − 1 = √𝑡2 − 1  

dır. 

2.3. Tanım  

𝕋 bir zaman skalası olsun. Bu durumda   

𝜇: 𝕋 → [0,∞), 𝜇(𝑡) = 𝜎(𝑡) − 𝑡 (2.3) 

𝜂: 𝕋 → [0,∞), 𝜂(𝑡) = 𝑡 − 𝜌(𝑡) (2.4) 

ile tanımlı 𝜇 ve 𝜂 fonksiyonlarına granül fonksiyonu denir [1]. 

2.3. Örnek  

(i) 𝕋 = ℝ ise 𝜎(𝑡) = 𝑡 olduğundan  𝜇(𝑡) = 𝑡 − 𝑡 = 0, 

𝜌(𝑡) = 𝑡 olduğundan 𝜂(𝑡) = 𝑡 − 𝑡 = 0 olur. 

(ii) 𝕋 = ℤ ise 𝜎(𝑡) = 𝑡 + 1 olduğundan 𝜇(𝑡) = 𝑡 + 1 − 𝑡 = 1, 

𝜌(𝑡) = 𝑡 − 1 olduğundan 𝜂(𝑡) = 𝑡 − (𝑡 − 1) = 1 olur. 
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2.4. Tanım  

Bir 𝑡 ∈ 𝕋 noktası 

(i) Eğer 𝑡 < 𝑠𝑢𝑝𝕋 ve 𝜎(𝑡) > 𝑡 ise t sağ saçılımlı nokta, 

(ii) Eğer 𝑡 > 𝑖𝑛𝑓𝕋 ve 𝜌(𝑡) < 𝑡 ise t sol saçılımlı nokta, 

(iii) Eğer sol saçılımlı ve sağ saçılımlı ise izole nokta, 

(iv) Eğer 𝑡 < 𝑠𝑢𝑝𝕋 ve 𝜎(𝑡) = 𝑡 ise t sağ yoğun nokta, 

(v) Eğer 𝑡 > 𝑖𝑛𝑓𝕋 ve 𝜌(𝑡) = 𝑡 ise t sol yoğun nokta, 

(vi) Eğer sağ yoğun ve sol yoğun nokta ise yoğun nokta denir [1]. 

Noktaların sınıflandırılması Çizelge 2.1 de, noktaların şematik gösterimi Şekil 2.1 de 

gösterilmiştir. 

Çizelge 2.1. Noktaların Sınıflandırılması 

       t sağ saçılımlı 𝑡 < 𝜎(𝑡) 

       t sağ yoğun 𝑡 = 𝜎(𝑡) 

       t sol saçılımlı 𝜌(𝑡) < 𝑡 

       t sol yoğun 𝜌(𝑡) = 𝑡 

       t izole 𝜌(𝑡) < 𝑡 < 𝜎(𝑡) 

       t yoğun 𝜌(𝑡) = 𝑡 = 𝜎(𝑡) 
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                                                                𝑡1 sol yoğun ve sağ saçılımlı 

                             𝑡1                           

 

                                                                𝑡2  sol yoğun ve sağ yoğun     

                            𝑡2                    

 

                                                               𝑡3  sağ yoğun ve sol saçılımlı 

                             𝑡3             

 

                                                               𝑡4 sağ saçılımlı ve sol saçılımlı 

                          𝑡4                                                                    

Şekil 2.1. Noktaların Gösterimi 
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2.5. Tanım  

 

𝕋 zaman skalası olsun. 

 

𝕋Ƙ = {
𝕋 − {𝑚},   𝑚 = 𝑠𝑢𝑝𝕋 𝑣𝑒 𝑚 𝑠𝑜𝑙 𝑠𝑎ç𝚤𝑙𝚤𝑚𝑙𝚤 𝑛𝑜𝑘𝑡𝑎

𝕋          , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 ℎ𝑎𝑙𝑙𝑒𝑟𝑑𝑒
 (2.5) 

 

𝕋Ƙ = {
𝕋 − {𝑚},   𝑚 = 𝑖𝑛𝑓𝕋 𝑣𝑒 𝑚 𝑠𝑎ğ 𝑠𝑎ç𝚤𝑙𝚤𝑚𝑙𝚤 𝑛𝑜𝑘𝑡𝑎

𝕋          , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 ℎ𝑎𝑙𝑙𝑒𝑟𝑑𝑒
 (2.6) 

 

dır. Ayrıca 𝕋Ƙ
Ƙ = 𝕋Ƙ ∩ 𝕋Ƙ dır [1]. 

 

𝕋 de tanımlanan bir 𝑓 fonksiyonu için  

𝑓𝜎(𝑡) = 𝑓(𝜎(𝑡)),  

𝑓𝜌(𝑡) = 𝑓(𝜌(𝑡))  

dır [1]. 
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3. DELTA TÜREV VE DELTA İNTEGRAL 

3.1. Delta Türev 

3.1.1. Tanım  

𝕋 bir zaman skalası, 𝑓: 𝕋 → ℝ bir fonksiyon ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ olsun. Eğer 𝐿 ∈ ℝ olmak üzere her 

𝜀 > 0 sayısı için  

|𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑠) − 𝐿[𝜎(𝑡) − 𝑠]| ≤ 𝜀|𝜎(𝑡) − 𝑠| (3.1) 

eşitsizliğini her 𝑠 ∈ 𝑈𝛿(𝑡) için sağlayacak şekilde bir 𝑈𝛿(𝑡) = (𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿) ∩ 𝕋 

komşuluğu bulunabiliyor ise 𝐿 ∈ ℝ sayısına 𝑓 fonksiyonunun 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ noktasındaki delta 

türevi denir ve bu durum 𝐿 = 𝑓∆(𝑡) ile gösterilir [1]. 

3.1.1. Örnek  

𝛼 ∈ ℝ olmak üzere her 𝑡 ∈ 𝕋 için 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu 𝑓(𝑡) = 𝛼 ise 𝑓∆(𝑡) = 0 dır. 

Hakikaten zaman skalasında türev tanımı kullanılırsa her 𝑠 ∈ 𝑈𝛿(𝑡)  ve her 𝜀 > 0 için  

|𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑠) − 0[𝜎(𝑡) − 𝑠]| = |𝛼 − 𝛼| = 0 ≤ 𝜀|𝜎(𝑡) − 𝑠| 

olur ki bu da 𝑓∆(𝑡) = 0 demektir. 

3.1.2. Örnek  

Her 𝑡 ∈ 𝕋 için 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu 𝑓(𝑡) = 𝑡 ise 𝑓∆(𝑡) = 1 dır. Gerçekten her 𝑠 ∈ 𝕋 ve 

her 𝜀 > 0 için 

|𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑠) − [𝜎(𝑡) − 𝑠]| = |𝜎(𝑡) − 𝑠 − [𝜎(𝑡) − 𝑠]| = 0 ≤ 𝜀|𝜎(𝑡) − 𝑠| 

eşitsizliği sağlandığından 𝑓∆(𝑡) = 1 dır. 

3.1.1. Teorem  
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𝑓: 𝕋 → ℝ bir fonksiyon ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ olsun. Bu durumda 

(i) 𝑓, 𝑡 noktasında delta türevlenebilir ise 𝑓, 𝑡 noktasında süreklidir. 

(ii) 𝑓, 𝑡 noktasında sürekli ve 𝑡 noktası sağ saçılımlı ise 𝑓 fonksiyonu 𝑡 noktasında delta 

türevlenebilirdir ve 

𝑓∆(𝑡) =
𝑓(𝜎(𝑡))−𝑓(𝑡)

𝜇(𝑡)
 (3.2) 

dır. 

(iii) 𝑓 fonksiyonu için  

lim𝑠→𝑡
𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
  

limiti var ve 𝑡 sağ yoğun nokta ise 𝑓 fonksiyonu 𝑡 noktasında delta türevlenebilirdir ve 

𝑓∆(𝑡) = lim𝑠→𝑡
𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
 (3.3) 

dır. 

(iv) 𝑓 fonksiyonu 𝑡 noktasında delta türevlenebilir ise  

𝑓𝜎(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜇(𝑡)𝑓∆(𝑡) (3.4) 

sağlanır [1]. 

3.1.3. Örnek  

(i) 𝕋 = ℝ ise 𝑡 ∈ ℝ için Teorem 3.1.1 (iii) den 

𝑓∆(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)

𝑡 − 𝑠
= 𝑓′(𝑡) 

dır. 
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(ii) 𝕋 = ℤ ise 𝑡 ∈ ℤ için Teorem 3.1.1 (ii) den 

𝑓∆(𝑡) =
𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑡)

𝜇(𝑡)
= 𝑓(𝑡 + 1) − 𝑓(𝑡) = ∆𝑓(𝑡) 

ileri fark operatörüdür. 

3.1.4. Örnek  

ℎ > 0 ve 𝕋 = ℎℤ = {ℎ𝑘: 𝑘 ∈  ℤ} olmak üzere 𝑡 ∈ 𝕋 için  

𝜎(𝑡) = 𝑖𝑛𝑓{𝑠 ∈ 𝕋: 𝑠 > 𝑡} = 𝑖𝑛𝑓{𝑡 + 𝑛ℎ: 𝑛 ∈ ℕ} = 𝑡 + ℎ elde edilir. Benzer şekilde 

𝜌(𝑡) = 𝑡 − ℎ bulunur. Her t ∈ 𝕋 noktası izole nokta ve her t ∈ 𝕋 için 

𝜇(𝑡) = 𝜎(𝑡) − 𝑡 = 𝑡 + ℎ − 𝑡 = ℎ olmak üzere 𝜇(𝑡) sabittir. 

Her 𝑡 ∈ 𝕋 için  𝑓: 𝕋 → ℝ tanımlı bir fonksiyonun türevi 

𝑓∆(𝑡) =
𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑡)

𝜇(𝑡)
=
𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ
 

şeklindedir. 

3.1.2. Teorem  

𝑓, 𝑔: 𝕋 → ℝ tanımlı fonksiyonlar ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ de delta türevlenebilir ve 𝛼 ∈ ℝ olsun. Bu 

durumda 

(i) 𝑓 + 𝑔:𝕋 → ℝ fonksiyonu 𝑡 noktasında delta türevlenebilirdir ve 

(𝑓 + 𝑔)∆(𝑡) = 𝑓∆(𝑡) + 𝑔∆(𝑡) (3.5) 

dır. 

(ii) Her 𝛼 sabiti için 𝛼𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu türevlenebilirdir ve 
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(𝛼𝑓)∆(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) (3.6) 

dır. 

(iii) 𝑓𝑔: 𝕋 → ℝ fonksiyonu türevlenebilirdir ve 

(𝑓𝑔)∆(𝑡) = 𝑓∆(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑔∆(𝑡)𝑓(𝜎(𝑡)) (3.7a) 

                 = 𝑔∆(𝑡)𝑓(𝑡) + 𝑓∆(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡)) (3.7b) 

dır. 

(iv) 𝑓(𝑡)𝑓(𝜎(𝑡)) ≠ 0 olmak üzere 
1

𝑓
 fonksiyonu türevlenebilirdir ve 

(
1

𝑓
)
∆
(𝑡) = −

𝑓∆(𝑡)

𝑓(𝑡)𝑓(𝜎(𝑡))
 (3.8) 

dır. 

(v) 𝑔(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡)) ≠ 0 olmak üzere 
𝑓

𝑔
 fonksiyonu türevlenebilirdir ve 

(
𝑓

𝑔
)
∆
(𝑡) =

𝑓∆(𝑡)𝑔(𝑡)−𝑓(𝑡)𝑔∆(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡))
 (3.9) 

dır [1]. 

3.1.3. Teorem  

𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli ve [𝑎, 𝑏) de türevlenebilir ise 

𝑓∆(𝜉) ≤
𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
≤ 𝑓∆(𝜉′) (3.10) 

olacak şekilde 𝜉, 𝜉′ ∈ [𝑎, 𝑏) vardır [1]. 

3.1.2. Tanım  
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𝑓: 𝕋 → ℝ, 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ
2
= (𝕋Ƙ)Ƙ olsun. Eğer 𝑓∆ mevcut ise 

(𝑓∆)∆(𝑡) = lim𝑠→𝑡
𝑓∆(𝜎(𝑡))−𝑓∆(𝑠)

𝜎(𝑡)−𝑠
 (3.11) 

ifadesine 𝑓 fonksiyonunun 𝑡 noktasındaki ikinci mertebeden delta türevi denir [1]. 

3.1.5. Örnek  

𝑞 > 1 için 𝑞ℤ = {𝑞𝑘: 𝑘 ∈ ℤ} ve 𝑞ℤ̅̅ ̅ = 𝑞ℤ ∪ {0} olarak tanımlanır. Bu durumda 𝕋 = 𝑞ℤ̅̅ ̅ 

olarak alınırsa  

𝜎(𝑡) = 𝑖𝑛𝑓{𝑞𝑛: 𝑛 ∈ [𝑚 + 1,∞)} = 𝑞𝑚+1 = 𝑞𝑞𝑚 = 𝑞𝑡 ve 𝑡 = 𝑞m ∈ 𝕋 ise 𝜎(0) = 0 dır. 

Buradan her 𝑡 ∈ 𝕋 için 𝜎(𝑡) = 𝑞𝑡, 𝜌(𝑡) =
𝑡

𝑞
 ve 𝜇(𝑡) =  𝜎(𝑡) − 𝑡 = 𝑞𝑡 − 𝑡 = 𝑡(𝑞 − 1) 

olarak elde edilir. Böylece 0, sağ yoğun minimum ve 𝕋 zaman skalasında diğer tüm 

noktalar izole noktadır. 

𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu ve her 𝑡 ∈ 𝕋\{0} için  

𝑓∆(𝑡) =
𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑡)

𝜇(𝑡)
 =

𝑓(𝑞𝑡) − 𝑓(𝑡)

(𝑞 − 1)𝑡
 

ve 

𝑓∆(0) = lim
𝑠→0

𝑓(0) − 𝑓(𝑠)

0 − 𝑠
= lim

𝑠→0

𝑓(𝑠) − 𝑓(0)

𝑠
 

olur. 𝑡 ≠ 0 olmak üzere ikinci türevi hesaplarsak 

(𝑓∆)∆(𝑡) =
𝑓∆(𝜎(𝑡)) − 𝑓∆(𝑡)

𝜇(𝑡)
 

=
𝑓∆(𝑞𝑡) − 𝑓∆(𝑡)

(𝑞 − 1)𝑡
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              =

𝑓(𝑞2𝑡)−𝑓(𝑞𝑡)

𝑞(𝑞−1)𝑡
−
𝑓(𝑞𝑡)−𝑓(𝑡)

(𝑞−1)𝑡

(𝑞 − 1)𝑡
 

                            =
𝑓(𝑞2𝑡) − (𝑞 + 1)𝑓(𝑞𝑡) + 𝑞𝑓(𝑡)

𝑞(𝑞 − 1)2𝑡2
 

elde edilir. 

3.1.6. Örnek  

Genel olarak 𝑓 ve 𝑔 nin ikisi de iki kez türevlenebilir olsa bile 𝑓𝑔 iki kez 

türevlenemeyebilir. Şöyle ki  

(𝑓𝑔)∆ = 𝑓∆𝑔 + 𝑓𝜎𝑔∆ 

olduğundan 𝑓 ve 𝑔 iki kez türevlenebilir ve 𝑓𝜎 türevlenebilir ise bu durumda 

(𝑓𝑔)∆∆ = (𝑓∆𝑔 + 𝑓𝜎𝑔∆)∆ 

                                                 = 𝑓∆∆𝑔 + 𝑓∆𝜎𝑔∆ + 𝑓𝜎∆𝑔∆ + 𝑓𝜎𝜎𝑔∆∆ 

                                                = 𝑓∆∆𝑔 + (𝑓∆𝜎 + 𝑓𝜎∆)𝑔∆ + 𝑓𝜎𝜎𝑔∆∆ 

olur. 

3.1.3. Tanım  

𝑓: 𝕋 → ℝ tanımlı bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑓 fonksiyonunun 𝕋 üzerinde sağ yoğun 

noktalarında sonlu bir sağ limiti ve sol yoğun noktalarında sonlu bir sol limiti varsa 𝑓 

fonksiyonuna düzenli fonksiyon denir [1]. 

3.1.4. Tanım  

𝑓: 𝕋 → ℝ tanımlı bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑓 fonksiyonu 𝕋 üzerinde tüm sağ yoğun 

noktalarında sürekli ve 𝕋 üzerinde sol yoğun noktalarında sonlu bir sol limiti varsa 𝑓 



15 

 

fonksiyonuna rd-sürekli fonksiyon denir. 𝑓: 𝕋 → ℝ tanımlı rd-sürekli fonksiyonların 

kümesi 

𝐶𝑟𝑑 = 𝐶𝑟𝑑(𝕋) = 𝐶𝑟𝑑(𝕋,ℝ) 

şeklinde gösterilir. 𝑓: 𝕋 → ℝ tanımlanan rd-sürekli ve delta türevlenebilir fonksiyonların 

kümesi 

𝐶𝑟𝑑
1 = 𝐶𝑟𝑑

1 (𝕋) = 𝐶𝑟𝑑
1 (𝕋,ℝ) 

şeklinde gösterilir [1]. 

3.1.4. Teorem 

 𝑓: 𝕋 → ℝ tanımlı bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

(i) Eğer 𝑓 fonksiyonu sürekli ise 𝑓 fonksiyonu rd-süreklidir. 

(ii) Eğer 𝑓 fonksiyonu rd-sürekli ise 𝑓 fonksiyonu düzenlidir. 

(iii) 𝜎 ileri sıçrama operatörü rd-süreklidir. 

(iv) Eğer 𝑓 fonksiyonu düzenli veya rd-sürekli ise, bu durumda 𝑓𝜎 fonksiyonu da aynı 

şekildedir. 

(v) 𝑓 sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑔:𝕋 → ℝ fonksiyonu düzenli veya rd-sürekli ise 

𝑓  ⃘𝑔 fonksiyonu da aynı şekildedir [1]. 

3.1.5. Tanım  

𝑓: 𝕋 → ℝ tanımlı sürekli bir fonksiyon olsun. 𝐷 ⊂ 𝕋Ƙ ve 𝕋Ƙ\𝐷 bölgesi sayılabilir ve 𝕋 nin 

sağ saçılımlı elemanlarını içermeyen ve her bir 𝑡 ∈ 𝐷 noktasında 𝑓 fonksiyonu 

türevlenebilir ise, bu taktirde 𝑓 fonksiyonu 𝐷 türevlenebilir bölgesinde ön türevlenebilirdir 

denir [1]. 
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3.1.5. Teorem  

Kapalı bir aralıkta her düzenli fonksiyon sınırlıdır [1]. 

3.1.6. Teorem  

𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları 𝕋 üzerinde tanımlanan reel değerli ve 𝐷 türevlenebilir bölgesinde ön 

türevlenebilir iki fonksiyon olmak üzere her 𝑡 ∈ 𝐷 için  

|𝑓∆(𝑡)| ≤ 𝑔∆(𝑡) (3.12) 

şartı sağlanırsa bu durumda 𝑟 ≤ 𝑠 olmak üzere, her 𝑟, 𝑠 ∈ 𝕋 için 

|𝑓(𝑠) − 𝑓(𝑟)| ≤ 𝑔(𝑠) − 𝑔(𝑟) (3.13) 

elde edilir [1]. 

3.1.6. Tanım  

𝑓 düzenli bir fonksiyon olsun. Böylece her 𝑡 ∈ 𝐷 için 𝐷 türevlenebilir bölgesinde ön 

türevlenebilir ve 𝐹∆(𝑡) = 𝑓(𝑡) olacak şekilde bir 𝐹 fonksiyonu vardır [1]. 

3.2. Delta İntegral 

3.2.1. Tanım  

𝑓: 𝕋 → ℝ düzenli bir fonksiyon, 𝑓 fonksiyonunun ön antitürevi F ve 𝑐 keyfi bir sabit olmak 

üzere 𝑓 fonksiyonunun belirsiz integrali 

∫𝑓(𝑡)∆𝑡 = 𝐹(𝑡) + 𝑐 (3.14) 

biçiminde tanımlanır. 

Tüm 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋 için 𝑓 nin 𝑎 dan 𝑏 ye delta integrali 
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∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 =
𝑏

𝑎
𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) (3.15) 

ile tanımlanır. 

Eğer her 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ için 𝐹∆(𝑡) = 𝑓(𝑡) şartı sağlanıyorsa bu durumda 𝐹: 𝕋 → ℝ fonsiyonuna 

𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonunun anti türevi denir [1]. 

3.2.1. Örnek  

𝕋 = ℤ, 𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡 ve 𝑎 ≠ 1 olmak üzere ∫𝑎𝑡∆𝑡 integralini hesaplayalım. 

𝑓∆(𝑡) =
𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑡)

𝜎(𝑡) − 𝑡
 

=
𝑎𝜎(𝑡) − 𝑎𝑡

𝑡 + 1 − 𝑡
 

=
𝑎𝑡+1 − 𝑎𝑡

1
 

= 𝑎𝑡(𝑎 − 1) 

elde edilir. Buradan 𝑎 ≠ 1 olduğundan 

[
𝑎𝑡

𝑎 − 1
]

∆

= ∆(
𝑎𝑡

𝑎 − 1
) =

𝑎𝑡+1 − 𝑎𝑡

𝑎 − 1
= 𝑎𝑡 

eşitliğini elde ederiz ki bunun anlamı 𝑐 sabit olmak üzere 

∫𝑎𝑡∆𝑡 =
𝑎𝑡

𝑎 − 1
+ 𝑐 

olmasıdır. 
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3.2.1. Teorem  

𝑓 ∈ 𝐶𝑟𝑑 ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ ise bu durumda 

∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏 = 𝜇(𝑡)𝑓(𝑡)
𝜎(𝑡)

𝑡
 (3.16) 

dır [2]. 

3.2.2. Teorem  

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝕋 ve 𝛼 ∈ ℝ olmak üzere 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑟𝑑 ise bu durumda 

(i) ∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]∆𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 + ∫ 𝑔(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
∆𝑡 (3.17) 

(ii) ∫ (𝛼𝑓)(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎
= 𝛼 ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡

𝑏

𝑎
 (3.18) 

(iii) ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 = −∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑎

𝑏

𝑏

𝑎
 (3.19) 

(iv) ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

𝑏

𝑎
 (3.20) 

(v) ∫ 𝑓(𝜎(𝑡))𝑔∆(𝑡)∆𝑡 = (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓∆(𝑡)𝑔(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 (3.21) 

(vi) ∫ 𝑓(𝑡)𝑔∆(𝑡)∆𝑡 = (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓∆(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡))∆𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 (3.22) 

(vii) ∫ 𝑓(𝑡)∆(𝑡) = 0
𝑎

𝑎
 (3.23) 

(viii) Eğer [𝑎, 𝑏) üzerinde |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑔(𝑡) ise |∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎
| ≤ ∫ 𝑔(𝑡)∆𝑡

𝑏

𝑎
, (3.24) 

(ix) Eğer bütün 𝑎 ≤ 𝑡 < 𝑏 için 𝑓(𝑡) ≥ 0 ise ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 ≥ 0
𝑏

𝑎
 (3.25) 

ifadeleri geçerlidir [1]. 
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3.2.3. Teorem  

𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋 ve 𝑓 ∈ 𝐶𝑟𝑑 olmak üzere 

(i) Eğer 𝕋 = ℝ ise ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 biçiminde bilinen Riemann anlamında 

integraldir. 

(ii) Eğer [𝑎, 𝑏] kapalı aralığı sadece izole noktaları içeriyorsa 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 = {

∑ 𝜇(𝑡)𝑓(𝑡),   𝑎 < 𝑏𝑡∈[𝑎,𝑏)

0 ,            𝑎 = 𝑏
−∑ 𝜇(𝑡)𝑓(𝑡),    𝑎 > 𝑏𝑡∈[𝑏,𝑎)

𝑏

𝑎
 (3.26) 

olur. 

(iii) Eğer 𝕋 =h ℤ = {ℎ𝑘: 𝑘 ∈  ℤ }, h>0 ise 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 =

{
 
 

 
 ∑ 𝑓(𝑘ℎ)ℎ,   𝑎 < 𝑏

𝑏

ℎ
−1

𝑘=
𝑎

ℎ

0,       𝑎 = 𝑏

−∑ 𝑓(𝑘ℎ)ℎ
𝑎

ℎ
−1

𝑘=
𝑏

ℎ

,   𝑎 > 𝑏

𝑏

𝑎
 (3.27) 

elde edilir. 

(iv) Eğer 𝕋 =  ℤ  ise  

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 = {

∑ 𝑓(𝑡),   𝑎 < 𝑏𝑏−1
𝑡=𝑎

0,   𝑎 = 𝑏

−∑ 𝑓(𝑡),    𝑎 > 𝑏𝑎−1
𝑡=𝑏

𝑏

𝑎
 (3.28) 

biçimindedir [1]. 

3.2.2. Örnek   

𝑏 < 𝑐 için 𝕋 = [𝑎, 𝑏]ℝ ∪ {𝑐} olmak üzere 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu için  
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∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑐

𝑎
 integralini hesaplayalım. Teorem 3.2.1, Teorem 3.2.2 (iv) ve Teorem 3.2.3 (i) 

kullanılırsa 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 =
𝑐

𝑎

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑐

𝑏

𝑏

𝑎

 

                 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 +
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝜎(𝑏)

𝑏

 

          = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 +
𝑏

𝑎

𝑓(𝑏)𝜇(𝑏) 

               = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 +
𝑏

𝑎

(𝑐 − 𝑏)𝑓(𝑏) 

elde edilir. 
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4. NABLA TÜREV VE NABLA İNTEGRAL 

4.1. Nabla Türev 

4.1.1. Tanım  

𝕋 bir zaman skalası, 𝑓: 𝕋 → ℝ bir fonksiyon ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ olsun. Eğer 𝐿 ∈ ℝ olmak üzere her 

𝜀 > 0 sayısı için 

|𝑓(𝜌(𝑡)) − 𝑓(𝑠) − 𝐿[𝜌(𝑡) − 𝑠]| ≤ 𝜀|𝜌(𝑡) − 𝑠| (4.1) 

eşitsizliğini her 𝑠 ∈ 𝑈𝛿(𝑡) için sağlayacak şekilde bir 𝑈𝛿(𝑡) = (𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿) ∩ 𝕋 

komşuluğu bulunabiliyor ise 𝐿 ∈ ℝ sayısına 𝑓 fonksiyonunun 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ noktasındaki nabla 

türevi denir ve bu durum 𝐿 = 𝑓∇(𝑡) ile gösterilir [3]. 

4.1.1. Teorem  

𝑓: 𝕋 → ℝ ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ olsun. Böylece 

(i) 𝑓 fonksiyonu 𝑡 noktasında nabla türevlenebilir ise bu durumda 𝑓 fonksiyonu 𝑡 

noktasında süreklidir. 

(ii) 𝑓 fonksiyonu 𝑡 noktasında sürekli ve 𝑡 noktası sol saçılımlı ise bu durumda 𝑓 

fonksiyonu 𝑡 noktasında nabla türevlenebilirdir ve 

𝑓∇(𝑡) =
𝑓(𝑡)−𝑓(𝜌(𝑡))

𝜂(𝑡)
 (4.2) 

biçimindedir. 

(iii) 𝑡 noktası sol yoğun ise 𝑓 fonksiyonu 𝑡 noktasında nabla türevlenebilirdir ve  

𝑓∇(𝑡) = lim𝑠→𝑡
𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
 (4.3) 

dır. 
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(iv) 𝑓 fonksiyonu 𝑡 noktasında nabla türevlenebilir ise 

𝑓𝜌(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝜂(𝑡)𝑓∇(𝑡) (4.4) 

dır [3]. 

4.1.1. Örnek  

(i) 𝕋 = ℝ ise 𝑡 ∈ ℝ için 𝑓∇(𝑡) = 𝑓′(𝑡) olur. 

(ii) 𝕋 = ℤ ise 𝑡 ∈ ℤ için 𝑓∇(𝑡) = ∇𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − 1) geri fark operatörüdür [3]. 

4.1.2. Teorem  

𝑓, 𝑔: 𝕋 → ℝ tanımlı ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ noktasında nabla türevlenebilir olsunlar. Bu durumda 

(i) 𝑓 + 𝑔:𝕋 → ℝ fonksiyonu da 𝑡 noktasında nabla türevlenebilirdir ve 

(𝑓 + 𝑔)∇(𝑡) = 𝑓∇(𝑡) + 𝑔∇(𝑡) (4.5) 

olur. 

(ii) Her 𝛼 sabiti için, 𝛼𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu da nabla türevlenebilirdir ve 

(𝛼𝑓)∇(𝑡) = 𝛼𝑓∇(𝑡) (4.6) 

biçimindedir. 

(iii) 𝑓𝑔: 𝕋 → ℝ fonksiyonu da nabla türevelenebilirdir ve 

(𝑓𝑔)∇(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑔∇(𝑡) + 𝑓∇(𝑡)𝑔(𝜌(𝑡)) (4.7a) 

                 = 𝑓∇(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑓(𝜌(𝑡))𝑔∇(𝑡) (4.7b) 

dır. 
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(iv) 𝑓(𝑡)𝑓(𝜌(𝑡)) ≠ 0 ise 
1

𝑓
 fonksiyonu nabla türevlenebilirdir ve 

(
1

𝑓
)
∇
(𝑡) = −

𝑓∇(𝑡)

𝑓(𝑡)𝑓(𝜌(𝑡))
 (4.8) 

(v) Eğer 𝑔(𝑡)𝑔(𝜌(𝑡)) ≠ 0 ise 
𝑓

𝑔
 fonksiyonu nabla türevlenebilirdir ve 

(
𝑓

𝑔
)
∇
(𝑡) =

𝑓∇(𝑡)𝑔(𝑡)−𝑓(𝑡)𝑔∇(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔(𝜌(𝑡))
 (4.9) 

şeklindedir [3]. 

4.1.3. Teorem  

𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli ve [𝑎, 𝑏) de türevlenebilir ise 

𝑓∇(𝜉) ≤
𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
≤ 𝑓∇(𝜉′) (4.10) 

olacak şekilde 𝜉, 𝜉′ ∈ [𝑎, 𝑏) vardır [3]. 

4.2. Nabla İntegral 

4.2.1. Tanım  

𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu düzenli ise 𝐹∇(𝑡) = 𝑓(𝑡) olacak şekilde bir 𝐹 fonksiyonu vardır ve 𝐹 

fonksiyonuna 𝑓 fonksiyonun antitürevi denir [3]. 

4.2.2. Tanım  

𝑓: 𝕋 → ℝ ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ için 𝐹∇(𝑡) = 𝑓(𝑡) şartı sağlanırsa 𝐹:𝕋 → ℝ fonksiyonuna 𝑓 

fonksiyonunun nabla antitürevi denir ve 𝑐 keyfi bir sabit olmak üzere 𝑓 fonksiyonunun 

nabla belirsiz integrali  

∫𝑓(𝑡)∇𝑡 = 𝐹(𝑡) + 𝑐 (4.11) 
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biçiminde tanımlanır. 

Tüm 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋 için 𝑓 nin 𝑎 dan 𝑏 ye nabla integrali 

∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎
 (4.12) 

biçimindedir [3]. 

4.2.3. Tanım  

𝑓: 𝕋 → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑓 fonksiyonunun 𝕋 üzerinde sol yoğun noktalarda 

sürekli ve 𝕋 üzerinde sağ yoğun noktalarda sağdan limitleri varsa 𝑓 fonksiyonuna ld-

sürekli fonksiyon denir [3]. 

4.2.1. Teorem  

Eğer 𝑓: 𝕋 → ℝ  ld-sürekli ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ ise, bu durumda 

∫ 𝑓(𝜏)∇𝜏 = 𝑓(𝑡)𝜂(𝑡)
𝑡

𝜌(𝑡)
 (4.13) 

dır [3]. 

4.2.2. Teorem  

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝕋, 𝛼 ∈ ℝ ve 𝑓, 𝑔: 𝕋 → ℝ ld-sürekli ise bu durumda 

(i) ∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]∇𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 + ∫ 𝑔(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 (4.14) 

(ii) ∫ (𝛼𝑓)(𝑡)
𝑏

𝑎
∇𝑡 = 𝛼 ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡

𝑏

𝑎
 (4.15) 

(iii) ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 = −∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡
𝑎

𝑏

𝑏

𝑎
 (4.16) 

(iv) ∫ 𝑓(𝑡)∇(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡)∇(𝑡) + ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

𝑏

𝑎
 (4.17) 
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(v) ∫ 𝑓(𝜌(𝑡))𝑔∇(𝑡)∇𝑡 = (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) −
𝑏

𝑎
∫ 𝑓∇(𝑡)𝑔(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑎
 (4.18) 

(vi) ∫ 𝑓(𝑡)𝑔∇(𝑡)∇𝑡 = (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓∇(𝑡)𝑔(𝜌(𝑡))∇𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 (4.19) 

(vii) ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 = 0
𝑎

𝑎
 (4.20) 

ifadeleri vardır [3]. 

4.2.3. Teorem  

𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋 ve 𝑓: 𝕋 → ℝ  ld-sürekli olsun. Böylece 

(i) Eğer 𝕋 = ℝ ise ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 biçiminde bilinen Riemann integraline eşittir. 

(ii) 𝕋 sadece izole noktaları içeriyorsa 

∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 = {

∑ 𝜂(𝑡)𝑓(𝑡),   𝑎 < 𝑏𝑡∈(𝑎,𝑏]

0 ,            𝑎 = 𝑏
−∑ 𝜂(𝑡)𝑓(𝑡),    𝑎 > 𝑏𝑡∈(𝑏,𝑎]

𝑏

𝑎
 (4.21) 

dır. 

(iii) 𝕋 = ℎℤ , ℎ > 0 olarak alınırsa 

∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 =

{
 
 

 
 ∑ 𝑓(𝑘ℎ)ℎ,   𝑎 < 𝑏

𝑏

ℎ

𝑘=
𝑎

ℎ
+1

0,       𝑎 = 𝑏

−∑ 𝑓(𝑘ℎ)ℎ
𝑎

ℎ

𝑘=
𝑏

ℎ
+1

,   𝑎 > 𝑏

𝑏

𝑎
 (4.22) 

dır. 

(iv) 𝕋 = ℤ olarak alınırsa 
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∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 = {
∑ 𝑓(𝑡),   𝑎 < 𝑏𝑏
𝑡=𝑎+1

0,   𝑎 = 𝑏
−∑ 𝑓(𝑡),    𝑎 > 𝑏𝑎

𝑡=𝑏+1

𝑏

𝑎
 (4.23) 

biçimindedir [3]. 

4.2.1. Sonuç  

𝑡 ∈ 𝕋Ƙ
Ƙ ve 𝑓: 𝕋 → ℝ olsun. Bu durumda 𝑓 fonksiyonunun 𝑡 de delta türevinin var olması 

nabla türevinin de var olduğu anlamına gelmez. Terside doğrudur [4]. 

İspat  

𝕋 = [−2,−1] ∪ [0, 1] zaman skalası için 

𝑓(𝑡) = {
𝑡𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑡
) ,   𝑡 ≠ 0

0,            𝑡 = 0
 (4.24) 

fonksiyonu olmak üzere bu 𝑓 fonksiyonu 0 noktasında süreklidir ve 0 ∈ 𝕋 noktası sağ 

yoğun, sol saçılımlıdır. Teorem 3.1.1 (ii) den dolayı 𝑓 fonksiyonu 0 noktasında nabla 

türevlenebilirdir. Fakat 0 noktasında  

lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)

𝑡 − 𝑠
 

sonlu bir limiti yoktur. Böylece 𝑓, 0 noktasında delta türevlenebilir değildir. 

Aynı 𝑓 fonksiyonunun 0 noktasında delta türevinin varlığında, nabla türevinin de var 

olduğu anlamına gelmeyeceğini göstermek için 𝕋 = [−1, 0] ∪ [1, 2] zaman skalası 

alınabilir. 
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5. DIAMOND ALFA TÜREV VE DIAMOND ALFA İNTEGRAL 

5.1. Diamond-𝜶 Türev 

Bu kesimde gösterimin sadeliği bakımından 𝜇𝑡𝑠 = 𝜎(𝑡) − 𝑠 ve 𝜂𝑡𝑠 = 𝜌(𝑡) − 𝑠 ile 

göstereceğiz. 

5.1.1. Tanım  

𝕋 bir zaman skalası, 𝑓: 𝕋 → ℝ bir fonksiyon ve 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ
Ƙ olsun. Eğer 𝐿 ∈ ℝ olmak üzere her 

𝜀 > 0 sayısı için  

|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − 𝐿𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| ≤ 𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| (5.1) 

eşitsizliğini her 𝑠 ∈ 𝑈𝛿(𝑡) için sağlayacak şekilde bir 𝑈𝛿(𝑡) = (𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿) ∩ 𝕋 

komşuluğu bulunabiliyor ise 𝐿 ∈ ℝ sayısına 𝑓 fonksiyonunun 𝑡 ∈ 𝕋Ƙ
Ƙ noktasındaki 

diamond-𝛼 türevi denir ve 𝐿 = 𝑓◊𝛼(𝑡) ile gösterilir [4]. 

Hatırlatma: Diamond-𝛼 türev tanımında 𝛼 = 1 alınırsa 𝑓◊𝛼(𝑡) diamond-𝛼 türevi, 𝑓∆(𝑡) 

türeve ve 𝛼 = 0 alınırsa 𝑓∇(𝑡) türeve indirgenir. Diamond-𝛼 türev birçok avantajlara 

sahiptir. 

Yukarıda tanımlanan fonksiyon iyi tanımlıdır. Gerçekten, her 𝜀 > 0 verildiğinde 𝑡 nin 𝑈1 

ve 𝑈2 komşuluğundaki her bir ∅1(𝑡)  ve ∅2(𝑡) değerler olmak üzere her 𝑠 ∈ 𝑈1 için 

|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − ∅1(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| < 𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| (5.2) 

ve her 𝑠 ∈ 𝑈2 için 

|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − ∅2(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| < 𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| (5.3) 

yazılabilir. 𝜀 > 0 için 𝜀∗ = 𝜀 2⁄  olsun. Bu takdirde her 𝑠 ∈ 𝑈 = 𝑈1 ∩ 𝑈2için 
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 |∅1(𝑡) − ∅2(𝑡)||𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| = |∅1(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠 − ∅2(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

= |−𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 − (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 + ∅1(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠

+ 𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − ∅2(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

< |𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − ∅1(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

+ |𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − ∅2(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

< 𝜀∗|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| + 𝜀∗|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| < 𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| 

elde edilir. Böylece  |∅1(𝑡) − ∅2(𝑡)| < 𝜀 elde edilir ve 𝜀 → 0 alınırsa ∅1(𝑡) = ∅2(𝑡) olur. 

5.1.1. Örnek  

𝑘 ∈ ℝ olmak üzere her 𝑡 ∈ 𝕋 için 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu 𝑓(𝑡) = 𝑘 ise 𝑓◊𝛼(𝑡) = 0 dır. 

Gerçekten türev tanımı kullanılırsa her 𝑠 ∈ 𝑈𝛿(𝑡) ve her 𝜀 > 0 için  

|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − 𝑓

◊𝛼(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|                               

                                                            = |𝛼[𝑘 − 𝑘]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑘 − 𝑘]𝜇𝑡𝑠 − 0𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| 

= 0 ≤ 𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| 

olur ki bu da 𝑓◊𝛼(𝑡) = 0 demektir. 

5.1.2. Örnek  

Her 𝑡 ∈ 𝕋 için 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu 𝑓(𝑡) = 𝑡 ise 𝑓◊𝛼(𝑡) = 1 dir. Gerçekten 𝑠 ∈ 𝕋 ve her 

𝜀 > 0 için 
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|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − 𝑓

◊𝛼(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

= |𝛼[𝜎(𝑡) − 𝑠]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝜌(𝑡) − 𝑠]𝜇𝑡𝑠 − 𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

= |𝛼𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠 − 𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| = 0 ≤ 𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| 

sağlandığından 𝑓◊𝛼(𝑡) = 1 dır. 

5.1.1. Teorem  

0 ≤ 𝛼 ≤ 1 olmak üzere 𝑓 fonksiyonu 𝑡 ∈ 𝕋 de hem ∆-türevlenebilir hem de ∇- 

türevlenebilirse bu durumda 𝑓 fonksiyonu 𝑡 de ◊𝛼-türevlenebilirdir ve bu türev 

𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡) (5.4) 

biçimindedir [4]. 

İspat  

𝑓∆(𝑡) ve 𝑓∇(𝑡) türevleri mevcut olsun. Böylece her 𝜀 > 0 için 𝑈1 ve 𝑈2 komşulukları 

vardır ki her 𝑠 ∈ 𝑈1 için 

|[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)] − 𝑓∆(𝑡)𝜇𝑡𝑠| < 𝜀|𝜇𝑡𝑠| (5.5) 

ve her 𝑠 ∈ 𝑈2 için  

|[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)] − 𝑓∇(𝑡)𝜂𝑡𝑠| < 𝜀|𝜂𝑡𝑠| (5.6) 

yazılır. Bu takdirde her 𝑠 ∈ 𝑈1 için 

|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 − 𝛼𝑓
∆(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| < 𝛼𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| (5.7) 

ve her 𝑠 ∈ 𝑈2 için  
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|(1 − 𝛼)[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − (1 − 𝛼)𝑓
∇(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| < (1 − 𝛼)𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| (5.8) 

elde edilir. Böylece her 𝑠 ∈ 𝑈 = 𝑈1 ∩ 𝑈2 için  

|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − [𝛼𝑓

∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡)]𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

≤ |𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 − 𝛼𝑓
∆(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

+ |(1 − 𝛼)[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − (1 − 𝛼)𝑓
∇(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

< 𝛼𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| + (1 − 𝛼)𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| = 𝜀|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| 

bulunur. Buradan 𝑓◊𝛼(𝑡) türevi vardır ve 

 𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡) (5.9) 

elde edilir. 

5.1.3. Örnek  

(i) 𝕋 = ℝ alınırsa 𝑡 ∈ ℝ için  

𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡) = 𝛼𝑓′(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓′(𝑡) = 𝑓′(𝑡) 

olur. 

(ii) 𝕋 = ℤ alınırsa 𝑡 ∈ ℤ için 

𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡) = 𝛼∆𝑓(𝑡) + (1 − 𝛼)∇𝑓(𝑡)

= 𝛼(𝑓(𝑡 + 1) − 𝑓(𝑡)) + (1 − 𝛼)(𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − 1))

= (𝛼 − 1)𝑓(𝑡 − 1) + (1 − 2𝛼)𝑓(𝑡) + 𝛼𝑓(𝑡 + 1) 
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olur. 

Dikkat edilirse 𝛼 = 1 alındığında 𝑓◊1(𝑡) = 𝑓(𝑡 + 1) − 𝑓(𝑡) = ∆𝑓(𝑡) ileri fark operatörü, 

𝛼 = 0 alındığında 𝑓◊0(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − 1) = ∇𝑓(𝑡) geri fark operatörüdür. Böylece 

diamond-𝛼 türev ileri fark operatörünü ve geri fark operatörünü barındırır. 

5.1.4. Örnek  

𝕋 = ℤ ve 𝑓(𝑡) = 𝑡2 olsun. 

𝑓∆(𝑡) = ∆𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡 + 1) − 𝑓(𝑡) = (𝑡 + 1)2 − 𝑡2 = 2𝑡 + 1 olur. 

𝑓∆(𝑡) = 0 yapan değer 2𝑡 + 1 = 0 dan 𝑡 = −
1

2
, ℤ nin elemanı değildir. 

𝑓∇(𝑡) = ∇𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − 1) = 𝑡2 − (𝑡 − 1)2 = 2𝑡 − 1 olur. 

𝑓∇(𝑡) = 0 yapan değer 2𝑡 − 1 = 0 dan 𝑡 =
1

2
, ℤ nin elemanı değildir. 

𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡) = 𝛼(2𝑡 + 1) + (1 − 𝛼)(2𝑡 − 1) dır. Ancak 𝛼 = 1 2⁄  

alındığında 𝑓
◊1
2(𝑡) = 0 yapan değer 

1

2
(2𝑡 + 1) +

1

2
(2𝑡 − 1) = 0 dan 𝑡 = 0, ℤ nin 

elemanıdır. Bu sonuç geometrik olarak daha anlamlıdır. 

5.1.1. Sonuç  

𝑡 ∈ 𝕋 noktası yoğun nokta olmak üzere 𝑓′(𝑡) varsa 

𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝑓∆(𝑡) = 𝑓∇(𝑡) = 𝑓′(𝑡) (5.10) 

dır [4]. 

İspat  

𝑡 noktası yoğun ve 𝑓′(𝑡) = limℎ→0
𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
 sonlu değeri olarak limiti mevcut olsun. 𝑡 

nin yeterli küçük bir 𝑈 komşuluğundaki her 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑈 için ℎ = 𝑠 − 𝑡 alınırsa 
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𝑓′(𝑡) = limℎ→0
𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
 (5.11a) 

  = lim𝑠→𝑡
𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
 (5.11b) 

olur. Teorem 3.1.1 (iii) den dolayı 𝑓∆(𝑡) = 𝑓′(𝑡) ve Teorem 4.1.1 (iii) den dolayı  

𝑓∇(𝑡) = 𝑓′(𝑡) olur. Böylece Teorem 5.1.1 den  

𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡) = 𝛼𝑓′(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓′(𝑡) = 𝑓′(𝑡) (5.12) 

dır. 

5.1.1. Lemma  

𝑡 ∈ 𝕋 saçılımlı nokta olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑡 de süreklidir [4]. 

İspat  

𝑡 saçılımlı nokta olsun. O zaman 𝜇(𝑡) > 0 ve 𝜂(𝑡) > 0 dır. 0 < 𝛿 < min (𝜇(𝑡), 𝜂(𝑡)) 

olsun. Her 𝜀 > 0 için 𝑡 nin bir 𝑈 = (𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿) ∩ 𝕋 komşuluğunda sadece t elemanı 

olacağından 𝑠 = 𝑡 olmalıdır ve böylece |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)| = 0 < 𝜀 olur. 

5.1.2. Sonuç  

𝑡 ∈ 𝕋 saçılımlı nokta olsun. Bu durumda 

(i) 𝑓∆(𝑡) vardır ve 𝑓∆(𝑡) =
𝑓𝜎(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜎(𝑡)−𝑡
 , 

(ii) 𝑓∇(𝑡) vardır ve 𝑓∇(𝑡) =
𝑓𝜌(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜌(𝑡)−𝑡
 , 

(iii) 𝑓◊𝛼(𝑡) vardır ve 𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼
𝑓𝜎(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜎(𝑡)−𝑡
+ (1 − 𝛼)

𝑓𝜌(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜌(𝑡)−𝑡
 

biçimindedir [4]. 
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İspat  

Lemma 5.1.1 den 𝑓, 𝑡 de süreklidir. Böylece Teorem 3.1.1 (ii) kullanılarak (i) elde edilir. 

Teorem 4.1.1 (ii) den (ii) bulunur. Teorem 5.1.1 yardımıyla  

𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡) (5.13a) 

              = 𝛼
𝑓𝜎(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜎(𝑡)−𝑡
+ (1 − 𝛼)

𝑓𝜌(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜌(𝑡)−𝑡
 (5.13b) 

bulunur. 

5.1.3. Sonuç  

𝑡 ∈ 𝕋 ⊂ ℝ sol saçılımlı, sağ yoğun ve 

𝑓′(𝑡+) = limℎ→0+
𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
 (5.14) 

olsun. Böylece 

(i) 𝑓∆(𝑡) = 𝑓′(𝑡+) (5.15)  

(ii)  𝑓∇(𝑡) =
𝑓𝜌(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜌(𝑡)−𝑡
 (5.16) 

(iii) 𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓′(𝑡+) + (1 − 𝛼)
𝑓𝜌(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜌(𝑡)−𝑡
 (5.17) 

biçimindedir [4]. 

İspat  

𝛿 < 𝑡 − 𝜌(𝑡) olmak üzere 𝑡 nin tüm 𝑈 = (𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿) komşuluğundaki her 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑈 için 

𝑠 − 𝑡 > 0 dır. Böylece ℎ = 𝑠 − 𝑡 alınırsa 

limℎ→0+
𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
= lim𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
 (5.18) 
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bulunur. Teorem 3.1.1 (iii) yardımıyla 

𝑓∆(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
= 𝑓′(𝑡+) (5.19) 

olur. 𝑓′(𝑡+) türevi olduğundan Teorem 4.1.1 (ii) den dolayı (ii) bulunur. Bu takdirde 

Teorem 5.1.1 yardımıyla 

𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡) (5.20a) 

= 𝛼𝑓′(𝑡+) + (1 − 𝛼)
𝑓𝜌(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜌(𝑡)−𝑡
 (5.20b) 

bulunur. 

5.1.4. Sonuç  

𝑡 ∈ 𝕋 ⊂ ℝ sol yoğun, sağ saçılımlı ve  

𝑓′(𝑡−) = limℎ→0−
𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
 (5.21) 

olsun. Bu durumda 

(i) 𝑓∆(𝑡) =
𝑓𝜎(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜎(𝑡)−𝑡
 (5.22) 

(ii)  𝑓∇(𝑡) = 𝑓′(𝑡−) (5.23) 

(iii) 𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼
𝑓𝜎(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜎(𝑡)−𝑡
+ (1 − 𝛼)𝑓′(𝑡−) (5.24) 

biçimindedir [4]. 

5.1.2. Teorem  

𝕋 bir zaman skalası ve 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 olsun. 𝑓, 𝑡 noktasında ◊𝛼-türevlenebilir ise 𝑓, 𝑡 

noktasında süreklidir [4]. 
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İspat  

𝑓,  𝑡 ∈ 𝕋 noktasında ◊𝛼-türevlenebilir olsun. Eğer yoğun veya saçılımlı bir nokta ise, bu 

sonuçlar sırasıyla Sonuç 5.1.1 ve Sonuç 5.1.2 den bulunur. Burada 𝑡 nin, sağ yoğun ve sol 

saçılımlı veya sağ saçılımlı ve sol yoğun olma durumları vardır. 

𝑡 sağ yoğun ve sol saçılımlı olsun 𝜎(𝑡) = 𝑡 ve 𝜌(𝑡) < 𝑡 olur. 𝜀 ∈ (0, 1) olsun ve  

𝜀∗ =
𝜀𝛼|𝜌(𝑡) − 𝑡|

(1 − 𝛼)|[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑡)] − 𝑓◊𝛼(𝑡)[𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡) − 1]| + |𝜌(𝑡) − 𝑡| + 1
 

olsun. Böylece 0 < 𝜀∗ < 1 dir. O zaman 𝑡 nin bir 𝑈1 komşuluğu ve her 𝑠 ∈  𝑈1 için 

|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − 𝑓

◊𝛼(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|

= |𝛼[𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)][(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]

+ (1 − 𝛼)[(𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑡)) + (𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠))](𝑡 − 𝑠)

− 𝑓◊𝛼(𝑡)(𝑡 − 𝑠)[(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]|

= |𝛼[𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)](𝜌(𝑡) − 𝑡) + (1 − 𝛼)[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑡)](𝑡 − 𝑠)

+ [𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)](𝑡 − 𝑠) − 𝑓◊𝛼(𝑡)(𝑡 − 𝑠)[(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]|

= |[𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)][𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]

+ [(1 − 𝛼)[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑡)] − 𝑓◊𝛼(𝑡)[𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]] (𝑡 − 𝑠)|

< 𝜀∗|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| = 𝜀∗|(𝑡 − 𝑠)||[(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]| 

elde edilir. Buradan 
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||[𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)][𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]|

− |[(1 − 𝛼)[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑡)] − 𝑓◊𝛼(𝑡)[𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]] (𝑡 − 𝑠)||

< 𝜀∗|(𝑡 − 𝑠)||(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)| 

bulunur. 𝑡 sol saçılımlı, sağ yoğun olduğundan her 𝑠 ∈  𝑈1 için 𝜌(𝑡) < 𝑡 ≤ 𝑠 olur. Böylece 

her 𝑠 ∈ 𝑈 = 𝑈1 ∩ (𝑡 − 𝜀∗, 𝑡 + 𝜀∗) için 

|[𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡)| < |[𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)][𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]|

< |(1 − 𝛼)[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑡)] − 𝑓◊𝛼(𝑡)[𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)]||𝑡 − 𝑠|

+ 𝜀∗|𝑡 − 𝑠||(𝜌(𝑡) − 𝑡) + (𝑡 − 𝑠)|

< 𝜀∗|(1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑡)] − 𝑓◊𝛼(𝑡)[𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡) − 1]| + 𝜀∗[|𝜌(𝑡) − 𝑡|

+ 1] 

elde edilir. Bu takdirde 

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)| <
𝜀∗[|(1 − 𝛼)[𝑓

𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑡)] − 𝑓◊𝛼(𝑡)[𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑡) − 1]| + |𝜌(𝑡) − 𝑡| + 1]

𝛼|𝜌(𝑡) − 𝑡|

= 𝜀 

bulunur. 
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5.1.3. Teorem  

𝕋 bir zaman skalası ve 0 < 𝛼 < 1 olsun. Eğer 𝑓,  𝑡 noktasında ◊𝛼-türevlenebilirse 𝑓, 𝑡 

noktasında hem ∆-türevlenebilir hem de ∇-türevlenebilirdir [4]. 

İspat  

𝕋 bir zaman skalası ve 0 < 𝛼 < 1 olsun.𝜀 > 0 verilsin ve 𝜀∗ = 𝜀
1−𝛼

1+𝛼
 > 0 olsun. 𝑓, 𝑡 de 

◊𝛼-türevlenebilir olsun. Böylece Teorem 5.1.2 den 𝑓, 𝑡 de süreklidir. Eğer 𝑡, yoğun veya 

saçılımlı bir nokta ise bu sonuç sırasıyla Sonuç 5.1.1 ve Sonuç 5.1.2 den bulunur. Buradan 

𝑡 nin sağ yoğun ve sol saçılımlı veya sağ saçılımlı ve sol yoğun olması durumları vardır. 

𝑡 sağ saçılımlı ve sol yoğun olsun. Böylece 𝜎(𝑡) > 𝑡 ve 𝜌(𝑡) = 𝑡 dir. Ayrıca 𝑓, t de sürekli 

olduğundan Teorem 3.1.1 (ii) den 𝑓, 𝑡 de ∆-türevlenebilirdir. Her 𝜀∗ > 0 için 𝑡 nin bir 𝑈1 

komşuluğundaki her 𝑠 ∈  𝑈1 için  

|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − 𝑓

◊𝛼(𝑡)𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| < 𝜀∗|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| (5.25) 

ve 𝑡 nin bir 𝑈2 komşuluğundaki her 𝑠 ∈  𝑈2 için  

|[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)] − 𝑓∆(𝑡)𝜇𝑡𝑠| < 𝜀∗|𝜇𝑡𝑠| (5.26) 

yazılır. 𝛾, 𝑓◊𝛼(𝑡) = 𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝛾 denklemindeki gibi seçilsin. O zaman 𝑡 nin 

𝑈 = 𝑈1 ∩ 𝑈2 komşuluğundaki her 𝑠 ∈  𝑈 için  

|𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)]𝜇𝑡𝑠 − [𝛼𝑓

∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝛾]𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠|        

= |𝛼[𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠) − 𝑓∆(𝑡)𝜇𝑡𝑠]𝜂𝑡𝑠 + (1 − 𝛼)[𝑓
𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠) − 𝛾𝜂𝑡𝑠]𝜇𝑡𝑠|

< 𝜀∗|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| 

elde edilir. Böylece  

|(1 − 𝛼)[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠) − 𝛾𝜂𝑡𝑠]𝜇𝑡𝑠| ≤ 𝜀∗|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| + |𝛼[𝑓
𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠) − 𝑓∆(𝑡)𝜇𝑡𝑠]𝜂𝑡𝑠|

< 𝜀∗|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| + 𝛼𝜀∗|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| = (1 + 𝛼)𝜀∗|𝜇𝑡𝑠𝜂𝑡𝑠| 
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bulunur. Bu durumda 

|[𝑓𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)] − 𝛾𝜂𝑡𝑠| < 𝜀∗
1+𝛼

1−𝛼
|𝜂𝑡𝑠| = 𝜀|𝜂𝑡𝑠| (5.27) 

olur. Böylece 𝑓∇(𝑡) = 𝛾 vardır. 𝑡 nin sağ yoğun, sol saçılımlı olduğu durum benzer şekilde 

ispatlanır. 

Hatırlatma: 0 < 𝛼 < 1 aralığında kesin eşitsizlikler yukarıdaki sonuçlar için gereklidir. 

𝛼 = 1 durumunda ◊𝛼 türevi ∆-türeve indirgenir fakat Sonuç 4.2.1 den ∇-türevi olduğu 

anlamına gelmez. 𝛼 = 0 durumu da benzerdir [4]. 

5.1.4. Teorem  

𝑓, 𝑔: 𝕋 → ℝ , 𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilir olsun. Bu durumda 

(i) 𝑓 + 𝑔:𝕋 → ℝ , 𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilirdir ve 

(𝑓 + 𝑔)◊𝛼(𝑡) = 𝑓◊𝛼(𝑡) + 𝑔◊𝛼(𝑡) (5.28) 

(ii) Herhangi bir 𝑐 sabiti için 𝑐𝑓: 𝕋 → ℝ , 𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilirdir ve 

(𝑐𝑓)◊𝛼(𝑡) = 𝑐𝑓◊𝛼(𝑡) (5.29) 

(iii) 𝑓𝑔: 𝕋 → ℝ, 𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilirdir ve 

(𝑓𝑔)◊𝛼(𝑡) = 𝑓◊𝛼(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝛼𝑓𝜎(𝑡)𝑔∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓𝜌(𝑡)𝑔∇(𝑡) (5.30) 

(iv) 𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)𝑔𝜌(𝑡) ≠ 0 için 1 𝑔⁄ : 𝕋 → ℝ ,𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilirdir ve 

(
1

𝑔
)
◊𝛼
(𝑡) = −

(𝑔𝜎(𝑡)+𝑔𝜌(𝑡))𝑔◊𝛼(𝑡)−𝛼𝑔∆(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)−(1−𝛼)𝑔∇(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)
 (5.31) 

(v) 𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)𝑔𝜌(𝑡) ≠ 0 için 𝑓 𝑔⁄ : 𝕋 → ℝ ,𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilirdir ve 
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(
𝑓

𝑔
)
◊𝛼
(𝑡) =

𝑓◊𝛼(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)−𝛼𝑓𝜎(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)𝑔∆(𝑡)−(1−𝛼)𝑓𝜌(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)𝑔∇(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)
 (5.32) 

dır [5]. 

İspat 

(i) Diamond-𝛼 türevin tanımı, Teorem 3.1.2 (i) ve Teorem 4.1.2 (i) kullanılarak 

(𝑓 + 𝑔)◊𝛼(𝑡) = 𝛼(𝑓 + 𝑔)∆(𝑡) + (1 − 𝛼)(𝑓 + 𝑔)∇(𝑡)

= 𝛼𝑓∆(𝑡) + 𝛼𝑔∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑔∇(𝑡)  = 𝑓◊𝛼(𝑡) + 𝑔◊𝛼(𝑡) 

elde edilir. 

(ii) Diamond-𝛼 türevin tanımı, Teorem 3.1.2 (ii) ve Teorem 4.1.2 (ii) kullanılarak 

(𝑐𝑓)◊𝛼(𝑡) = (𝛼𝑐)𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑐𝑓∇(𝑡) = 𝑐 (𝛼𝑓∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡)) = 𝑐𝑓◊𝛼(𝑡) 

dır. 

(iii) Diamond-𝛼 türevin tanımı, Teorem 3.1.2 (iii) ve Teorem 4.1.2 (iii) kullanılarak 

(𝑓𝑔)◊𝛼(𝑡) = 𝛼(𝑓𝑔)∆(𝑡) + (1 − 𝛼)(𝑓𝑔)∇(𝑡)

= 𝛼𝑓∆(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝛼𝑓𝜎(𝑡)𝑔∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓∇(𝑡)𝑔(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓𝜌(𝑡)𝑔∇(𝑡)

= 𝑓◊𝛼(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝛼𝑓𝜎(𝑡)𝑔∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓𝜌(𝑡)𝑔∇(𝑡) 

bulunur. 

(iv) (iii) den ve Teorem 3.1.2 (iv) ve Teorem 4.1.2 (iv) kullanılarak 
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(
1

𝑔
)
◊𝛼

(𝑡) = −𝛼
𝑔∆(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)
− (1 − 𝛼)

𝑔∇(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)

= −𝛼
𝑔∆(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)
− (1 − 𝛼)

𝑔∇(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)
+ (1 − 𝛼)

𝑔∇(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)

− (1 − 𝛼)
𝑔∇(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)
− 𝛼

𝑔∆(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)
+ 𝛼

𝑔∆(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)

= −
1

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)
(𝛼𝑔∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑔∇(𝑡))

−
1

𝑔(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)
(𝛼𝑔∆(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑔∇(𝑡))

+
1

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)
(𝛼𝑔∆(𝑡)𝑔𝜎(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑔∇(𝑡)𝑔𝜌(𝑡))

= −
1

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)
((𝑔𝜎(𝑡) + 𝑔𝜌(𝑡))𝑔◊𝛼(𝑡) − 𝛼𝑔∆(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)

− (1 − 𝛼)𝑔∇(𝑡)𝑔𝜌(𝑡)) 

elde edilir. 

(v) (iii) ve (iv) den 
𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
= 𝑓(𝑡)

1

𝑔(𝑡)
 yazılarak bulunur. 

5.1.5. Teorem  

𝑓: 𝕋 → ℝ, 𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilir olsun. Aşağıdakiler sağlanır [5]. 

(i) (𝑓◊𝛼)∆(𝑡) = 𝛼(𝑓∆)∆(𝑡) + (1 − 𝛼)(𝑓∇)∆(𝑡) (5.33) 

(ii) (𝑓◊𝛼)∇(𝑡) = 𝛼(𝑓∆)∇(𝑡) + (1 − 𝛼)(𝑓∇)∇(𝑡) (5.34) 
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(iii) (𝑓∆)◊𝛼(𝑡) = 𝛼(𝑓∆)∆(𝑡) + (1 − 𝛼)(𝑓∆)∇(𝑡) ≠ (𝑓◊𝛼)∆(𝑡) (5.35) 

(iv) (𝑓∇)◊𝛼(𝑡) = 𝛼(𝑓∇)∆(𝑡) + (1 − 𝛼)(𝑓∇)∇(𝑡) ≠ (𝑓◊𝛼)∇(𝑡) (5.36) 

(v) (𝑓◊𝛼)◊α(𝑡) = 𝛼2(𝑓∆)∆(𝑡) + 𝛼(1 − 𝛼)((𝑓∇)∆(𝑡) + (𝑓∆)∇(𝑡)) + (1 − 𝛼)2(𝑓∇)∇(𝑡) ≠

𝛼2(𝑓∆)∆(𝑡) + (1 − 𝛼)2(𝑓∇)∇(𝑡) (5.37) 

İspat 

(i) 𝑓: 𝕋 → ℝ, 𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilir olsun. Teorem 5.1.1 den 

(𝑓◊𝛼)∆(𝑡) = (𝛼𝑓∆ + (1 − 𝛼)𝑓∇)∆(𝑡) (5.38a) 

                           = 𝛼(𝑓∆)∆(𝑡) + (1 − 𝛼)(𝑓∇)∆(𝑡) (5.38b) 

olur. 

(ii) 𝑓: 𝕋 → ℝ, 𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilir olsun. Teorem 5.1.1 den 

 (𝑓◊𝛼)∇(𝑡) = (𝛼𝑓∆ + (1 − 𝛼)𝑓∇)∇(𝑡) (5.39a) 

                             = 𝛼(𝑓∆)∇(𝑡) + (1 − 𝛼)(𝑓∇)∇(𝑡) (5.39b) 

olur. 

(iii) ve (iv) Teorem 5.1.1 den açıkça görülür. 

(v) 𝑓: 𝕋 → ℝ, 𝑡 ∈ 𝕋 de diamond-𝛼 türevlenebilir olsun. (iii) ve (iv) den 
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(𝑓◊𝛼)◊α(𝑡) = (𝛼𝑓∆ + (1 − 𝛼)𝑓∇)◊α(𝑡) = (𝛼𝑓∆)◊α(𝑡) + ((1 − 𝛼)𝑓∇)
◊α
(𝑡)

= 𝛼2(𝑓∆)∆(𝑡) + 𝛼(1 − 𝛼)(𝑓∆)∇(𝑡) +  𝛼(1 − 𝛼)(𝑓∇)∆(𝑡)

+ (1 − 𝛼)2(𝑓∇)∇(𝑡)

= 𝛼2(𝑓∆)∆(𝑡) + 𝛼(1 − 𝛼)((𝑓∇)∆(𝑡) + (𝑓∆)∇(𝑡)) + (1 − 𝛼)2(𝑓∇)∇(𝑡) 

elde edilir. 

5.1.6. Teorem  

𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli ve [𝑎, 𝑏] nin her noktasında diamond-𝛼 türevlenebilir olsun. 

Eğer 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) ise öyle  𝜉, 𝜉′ ∈ [𝑎, 𝑏) noktaları vardır ki 

𝑓◊𝛼(𝜉′) ≤ 0 ≤ 𝑓◊𝛼(𝜉) (5.40) 

sağlanır [6]. 

5.1.7. Teorem (Ortalama Değer Teoremi)  

𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] de sürekli ve [𝑎, 𝑏] nin her noktasında diamond-𝛼 türevlenebilir olsun. 

Bu durumda öyle  𝜉,  𝜉′ ∈ [𝑎, 𝑏) noktaları vardır ki 

𝑓◊𝛼(𝜉′)(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓◊𝛼(𝜉)(𝑏 − 𝑎) (5.41) 

sağlanır [6]. 
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5.2 Diamond-𝜶 İntegral 

5.2.1. Tanım  

𝑎, 𝑡 ∈ 𝕋 ve ℎ: 𝕋 → ℝ bir fonksiyon olsun. ℎ nin 𝑎 dan 𝑡 ye delta-integral ve nabla-integrali 

varsa ℎ nin 𝑎 dan 𝑡 ye diamond-𝛼 integrali 

∫ ℎ(𝜏) ◊𝛼 𝜏 = 𝛼 ∫ ℎ(𝜏)∆𝜏 + (1 − 𝛼) ∫ ℎ(𝜏)∇𝜏
𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

𝑡

𝑎
,   0 ≤ 𝛼 ≤ 1 (5.42) 

ile tanımlanır. ◊𝛼 integral ∆ ve ∇ integrallerinin lineer kombinasyonudur. 

Genelde 𝑡 ∈ 𝕋 için  

(∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎
)
◊𝛼
= 𝑓(𝑡) (5.43) 

sağlanmaz [5]. 

5.2.1. Örnek  

𝕋 = {0, 1, 2}, 𝑎 = 0 ve 𝜏 ∈ 𝕋 için ℎ(𝜏) = 𝜏2 olsun. 

(∫ ℎ(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

0

)

◊𝛼

│𝑡=1 = ℎ(1) + 2𝛼(1 − 𝛼) 

dır. 

5.2.2. Örnek  

(i) 𝕋 = ℝ alınırsa 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋 için 

∫ 𝑓(𝑡) ◊𝛼 𝑡 = 𝛼∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 + (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 =
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑡)d𝑡
𝑏

𝑎

 

olur. 
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(ii) 𝕋 = ℤ alınırsa 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋 ve 𝑎 < 𝑏 için 

∫ 𝑓(𝑡) ◊𝛼 𝑡 = 𝛼∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 + (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

    = 𝛼∑𝑓(𝑡) + (1 − 𝛼) ∑ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑡=𝑎+1

𝑏−1

𝑡=𝑎

 

= 𝛼𝑓(𝑎) + 𝛼 ∑ 𝑓(𝑡) + (1 − 𝛼) ∑ 𝑓(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑏)

𝑏−1

𝑡=𝑎+1

𝑏−1

𝑡=𝑎+1

 

       = ∑ 𝑓(𝑡)

𝑏−1

𝑡=𝑎+1

+ 𝛼𝑓(𝑎) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑏) 

dır. 

(iii) 𝕋 = ℎℤ alınırsa ℎ > 0, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋 ve 𝑎 < 𝑏 için 

∫ 𝑓(𝑡) ◊𝛼 𝑡 = 𝛼∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 + (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

= 𝛼∑ℎ𝑓(𝑘ℎ) + (1 − 𝛼) ∑ ℎ𝑓(𝑘ℎ)

𝑏

ℎ

𝑘=
𝑎

ℎ
+1

𝑏

ℎ
−1

𝑘=
𝑎

ℎ

 

                         = 𝛼𝑓(𝑎)ℎ + 𝛼∑ ℎ𝑓(𝑘ℎ) + (1 − 𝛼)∑ ℎ𝑓(𝑘ℎ) + (1 − 𝛼)
𝑏

ℎ
−1

𝑘=
𝑎

ℎ
+1

𝑓(𝑏)ℎ
𝑏

ℎ
−1

𝑘=
𝑎

ℎ
+1

 

= ∑ ℎ𝑓(𝑘ℎ) + 𝛼𝑓(𝑎)ℎ + (1 − 𝛼)𝑓(𝑏)ℎ

𝑏

ℎ
−1

𝑘=
𝑎

ℎ
+1

 

dır. 
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5.2.1. Teorem  

𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ 𝕋 ve 𝑐 ∈ ℝ olsun. Bu durumda 

(i) ∫ (
𝑡

𝑎
𝑓(𝜏) + 𝑔(𝜏)) ◊𝛼 𝜏 = ∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏

𝑡

𝑎
+ ∫ 𝑔(𝜏) ◊𝛼 𝜏

𝑡

𝑎
 (5.44) 

(ii) ∫ 𝑐𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎
= 𝑐 ∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏

𝑡

𝑎
 (5.45) 

(iii) ∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎
= −∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏

𝑎

𝑡
 (5.46) 

(iv) ∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎
= ∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏

𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏

𝑡

𝑏
 (5.47) 

(v) ∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏 = 0
𝑎

𝑎
 (5.48) 

dır [4]. 

İspat  

(i) Teorem 3.2.2 (i) ve Teorem 4.2.2 (i) kullanılarak 

∫ (
𝑡

𝑎

𝑓(𝜏) + 𝑔(𝜏)) ◊𝛼 𝜏      

= 𝛼∫ (𝑓(𝜏) + 𝑔(𝜏))∆𝜏 + (1 − 𝛼)
𝑡

𝑎

∫ (𝑓(𝜏) + 𝑔(𝜏))∇𝜏
𝑡

𝑎

= 𝛼∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏 + (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝜏)∇𝜏
𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

+ 𝛼∫ 𝑔(𝜏)∆(𝜏) + (1 − 𝛼)∫ 𝑔(𝜏)∇𝜏
𝑡

𝑎

𝑡

𝑎
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= ∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎

+∫ 𝑔(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎

 

bulunur. 

(ii) Teorem 3.2.2 (ii) ve Teorem 4.2.2 (ii) kullanılarak 

∫ 𝑐𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎

= ∫ 𝛼𝑐𝑓(𝜏)∆𝜏 + ∫ (1 − 𝛼)𝑐𝑓(𝜏)∇𝜏
𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

= 𝑐 (∫ 𝛼𝑓(𝜏)∆𝜏 + ∫ (1 − 𝛼)𝑓(𝜏)∇𝜏
𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

) = 𝑐∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎

 

bulunur. 

(iii) Teorem 3.2.2 (iii) ve Teorem 4.2.2 (iii) kullanılarak 

∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎

= 𝛼∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏 + (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝜏)∇𝜏
𝑡

𝑎

= −𝛼∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏 − (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝜏)∇𝜏
𝑎

𝑡

𝑎

𝑡

𝑡

𝑎

= −(𝛼∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏 + (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝜏)∇𝜏
𝑎

𝑡

𝑎

𝑡

) = −∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑎

𝑡

 

bulunur. 

(iv) Teorem 3.2.2 (iv) ve Teorem 4.2.2 (iv) kullanılarak 

∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑎

= 𝛼∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏 + (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝜏)∇𝜏
𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

 

= 𝛼∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏
𝑏

𝑎

+ 𝛼∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏 + (1 − 𝛼)
𝑡

𝑏

∫ 𝑓(𝜏)∇𝜏 + (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝜏)∇𝜏
𝑡

𝑏

𝑏

𝑎
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= ∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑏

𝑎

+∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑡

𝑏

 

bulunur. 

(v) Teorem 4.2.2 (vii) ve Teorem 4.2.2 (vii) kullanılarak 

∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑎

𝑎
= 𝛼 ∫ 𝑓(𝜏)∆𝜏 + (1 − 𝛼)∫ 𝑓(𝜏)∇𝜏

𝑎

𝑎
= 0

𝑎

𝑎
  

bulunur. 

5.2.1. Lemma  

𝑓 𝑣𝑒 𝑔 , [𝑎, 𝑏] üzerinde sürekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda 

(i) Her 𝑡 ∈ [a, b] için 𝑓(𝑡) ≥ 0 ise  

∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏 ≥ 0
𝑏

𝑎
 (5.49) 

dır. 

(ii) Eğer her 𝑡 ∈ [a, b] için 𝑓(𝑡) ≤ 𝑔(𝑡) oluyor ise 

∫ 𝑓(𝜏) ◊𝛼 𝜏 ≤ ∫ 𝑔(𝜏) ◊𝛼 𝜏
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 (5.50) 

şeklindedir. 

(iii) 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] de tanımlı olsun. ∫ 𝑓2(𝜏) ◊𝛼 𝜏 = 0
𝑏

𝑎
 olması için gerek ve yeter 

koşul her 𝑡 ∈ [a, b] için 𝑓(𝑡) = 0 olmasıdır [7]. 

5.2.2. Teorem  

𝑓: 𝕋 → ℝ ve 𝑡 ∈ 𝕋 olsun. 

(i) 𝑓, 𝑡 den 𝜎(𝑡) ye integrallenebilir ve 
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∫ 𝑓(𝑠) ◊𝛼 𝑠 = 𝜇(𝑡)(𝛼𝑓(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓
𝜎(𝑡))

𝜎(𝑡)

𝑡
 (5.51) 

(ii) 𝑓, 𝜌(𝑡) den 𝑡 ye integrallenebilir ve 

∫ 𝑓(𝑠) ◊𝛼 𝑠 = 𝜂(𝑡)(𝛼𝑓
𝜌(𝑡) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑡))

𝑡

𝜌(𝑡)
 (5.52) 

dır [8]. 
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6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında ilk olarak bir zaman skalası üzerinde delta ve nabla türevleri ve 

bunların sahip olduğu özellikler incelenmiştir. Daha sonra zaman skalası üzerinde delta ve 

nabla türevler yardımıyla zaman skalası üzerinde delta ve nabla integraller tanıtılmış ve 

bunlara ait özellikler incelenmiştir. Son olarak bu türev ve integraller yardımıyla zaman 

skalası üzerinde diamond alfa türevi ve integrali tanıtılıp sahip olduğu bazı özellikler 

incenmiştir. 

Bu konuya hevesli olan okuyucular bundan sonra diamond alfa türev ve integralini 

kullanarak her hangi bir zaman skalası üzerinde tanımlı dinamik denklemlerin nicel ve 

nitel incelemelerini yapabilirler. Yapılacak bu incelemeler bugüne kadar yapılmış olan 

klasik çalışmaların bir genişletmesi olacağından bilim dünyası tarafından oldukça ilgi 

görecektir. 
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