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1. GIRIS

Fark denklemler teorisi, matematigin sistematik olarak gelismesiyle birlikte ortaya ¢ikan
ilk teorilerden birisidir. Bu teori, zamana bagl ayrik olaylarin matematiksel ifadesinde
kullanilmistir. Fark denklemler bircok doga olaymi ifade etmekte kullanilir. Bununla
birlikte fark denklemler diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éztiimlerinin incelenmesinde
de kullanilir. Yani, verilen bir diferansiyel denklemin, ayrik benzeri olan fark denklem
ifade edilir ve bu fark denklem, diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin yapisin1 arastirmak
icin incelenir. Bu nedenledir ki fark denklem teorisi ve diferansiyel denklem teorisi
birbirine ¢ok yakin ve paralel olarak gelismektedir. Fark denklem teorisi ile diferansiyel
denklem teorisi arasinda ¢ok fazla benzerlikler oldugu kadar ¢ok onemli farkliliklar1 da
vardir. Ornegin, birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin salimimli olan ¢dziimleri

yok iken bu denkleme iliskin fark denklemi salinimli ¢6zliimlere sahip olabilmektedir.

Fark denklemler teorisi yaklasik olarak sekiz asirlik ¢alismalar sonunda sistematik bir hale
gelmigken, diferansiyel denklemler teorisi dort asirdir ¢alisilmaktadir. Diferensiyel
denklemler teorisinin daha kisa siiredir ¢alisilmasinin sebebi, doga olaylarinin kesiksiz
oldugunun var sayilmasidir. Bu yiizden, diferensiyel denklemler teorisi; fizik, kimya,
biyoloji, astronomi, ekonomi ve diger bilimlere ait matematiksel ifade yontemi olarak
kullanilir. Ancak zaman siirekli olarak ilerlese de, olaylarinin kendi i¢inde siireklilik ve
stireksizlik hallerinin ayn1 anda varlig1 bir gercektir. Dolayisiyla, her matematiksel olay1

diferensiyel denklemlerle ve fark denklemlerle ifade etmek miimkiin degildir.

Fark denklemler Fibonacci tarafindan ¢alisma konusu olarak dikkate alinmistir ve onun
¢ok basarili calismalari sonucunda bir¢ok matematik¢i daha sonralarda bu ilging alana
yonelmistir. Ornegin, Laplace sabit katsayili homojen dogrusal fark denklemleri, Guichard
ise aynm1 denklemin homojen olmayan ozel hallerini ve Gelgrum bu denklemlerin

¢Ozlimlerinin asimptotik davranigini inceleme konusu olarak se¢mistir.

Diferensiyel denklemler teorisi ise Leibnitz ve Newton tarafindan baslatilip, Claurit,
Frobenious, Euler ve diger birgcok matematik¢i tarafindan gelistirilmistir. Bu teoriye adini

veren Leibnitz’dir.



Yukarida deginildigi gibi, doga olaylar1 ne tam olarak siirekli ne de tam olarak kesiklidir.
Dolayisiyla, olaylara iliskin denklemlerin modellemelerinde yeni bir teoriye ihtiyag
duyulmaktadir. Iste bu teorinin adi Zaman Skalasidir. Zaman skalas: teorisi ile birlikte,
hem siireklilik hem de siireksizlik igeren olaylarin denklemlerinin matematiksel

modellemesi formulize edilebilmektedir.

Bu tezin ikinci boliimiinde zaman skalasi tanitilmis ve zaman skalasinda temel kavramlar
verilmistir. Uciincii boéliimde Delta Tiirevinin ve Integralinin tanim ve 6zellikleri
verilmistir. Dérdiince boliimde Nabla Tiirevinin ve Integralinin tanimi ve o6zellikleri
verilmistir. Besinci boliimde ise Delta ve Nabla Tiirev yardimiyla tanimlanan Diamond
Alfa Tiirev ile Delta ve Nabla Integral yardimiyla tanimlanan Diamond Alfa Integral

tanimi1 verilmis ve 6zellikleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Tanim

Reel sayilar kiimesinin herhangi bir kapali alt kiimesine bir zaman skalas1 denir ve T ile

gosterilir [1]. Bu kiime iizerindeki metrik R deki aligilmis metrik olarak alinacaktir.
2.1. Ornek

R,N,Z,[2,4] u {6},q% U {0} gibi kiimeler birer zaman skalasidir. Ancak Q, C, (0, 2) birer

zaman skalas1 degildir.
2.2. Tanim
T bir zaman skalas1 ve t € T olsun. ileri sigrama operatérii o : T > T

inf{s € T:s > t}, t # supT

t, t = supT (2.1)

o(t) = {

ve geri sigrama operatérii p : T — T

sup{s € T:s < t}, t=+#infT

pt) = { t, t=infT (22)

ile tanimlanir [1].

2.2. Ornek

(1)) T = Ralmirsat € R igin
o(t) =inf{s € R:s > t} = inf(t,0) =t
p(t) = sup{s € R:s < t} = sup(—oo,t) =t

dir.



(i) T = Z alinirsa t € Z igin
ot)=inf{s€Z:s>t}=inf{t +1,t +2,t+3,..}=t+1
p(t) =sup{s € Z:s < t} =sup{..,.t -3, t—2,t—1}=t—1

dir.

1 1
i) T = Nyz = {vn:n € N, = {0,1,2, ... }} olsun. t € Nyz icin t = Vn ise n = t2 dur.
(iii) 0 0 02 1¢

o) =c(n)=vn+1=vVez+1

p®) =p(¥n)=vn-1=+t? -1
dir.
2.3. Tanim
T bir zaman skalas1 olsun. Bu durumda
u:T = [0,00), u(t) = a(t) -t (2.3)
n:T - [0,00),n(t) =t —p(t) (2.4)
ile taniml u ve n fonksiyonlarina graniil fonksiyonu denir [1].
2.3. Ornek
(i) T=Risea(t) =t oldugundan u(t) =t—t =0,
p(t) = t oldugundan n(t) =t —t = 0 olur.
(i) T=Ziseo(t) =t+ 1oldugundan u(t) =t+1—-t=1,

p(t) =t —1oldugundann(t) =t — (t — 1) = 1 olur.



2.4. Tamim

Bir t € T noktasi

(i) Egert < supT ve a(t) > t ise t sag sagilimli nokta,

(ii) Eger t > infT ve p(t) < t ise t sol sagilimli nokta,

(iii) Eger sol sag¢iliml1 ve sag sagilimli ise izole nokta,

(iv) Eger t < supT ve a(t) =t ise t sag yogun nokta,

(v) Eger t > infT ve p(t) =t ise t sol yogun nokta,

(vi) Eger sag yogun ve sol yogun nokta ise yogun nokta denir [1].

Noktalarin smiflandirilmas: Cizelge 2.1 de, noktalarin sematik gosterimi Sekil 2.1 de

gosterilmistir.

Cizelge 2.1. Noktalarin Siniflandirilmasi

t sag saciliml t<oa(t)
t sag yogun t=0(t)
t sol sagiliml p(t) <t
t sol yogun p(t) =t
tizole p(t) <t<a(t)
t yogun p(t) =t=o0(t)




t; sol yogun ve sag sacilimli

t, sol yogun ve sag yogun

t3 sag yogun ve sol sagilimh

t, sag sacilimli ve sol sagilimh

Sekil 2.1. Noktalarin Gosterimi




2.5. Tamim

T zaman skalasi olsun.

T = {’]I‘ — {m}, m = supT ve m sol sacilimli nokta
B T , diger hallerde

T. = {’]I‘ —{m}, m = infT ve m sag sagtlumli nokta
K= T , diger hallerde

dir. Ayrica TX = T n Ty dir [1].

T de tanimlanan bir f fonksiyonu i¢in
fe@®) = f(a(®)),

fe@®) = fp)

dir [1].

(2.5)

(2.6)






3. DELTA TUREYV VE DELTA INTEGRAL
3.1. Delta Tiirev
3.1.1. Tanim

T bir zaman skalasi, f: T — R bir fonksiyon ve t € TX olsun. Eger L € R olmak iizere her

€ > 0 sayist i¢in

[f(e@®) = f(s) = L[o(®) = s]| < ela(t) = sl 3.1)

esitsizligini her s € Ug(t) icin saglayacak sekilde bir Ug(t) = (t—8,t+6)NT
komsulugu bulunabiliyor ise L € R sayisina f fonksiyonunun t € TX noktasindaki delta

tiirevi denir ve bu durum L = f2(t) ile gosterilir [1].
3.1.1. Ornek

@ € R olmak iizere her t € T igin f: T - R fonksiyonu f(t) = a ise f2(t) =0 dir.

Hakikaten zaman skalasinda tiirev tanimi kullanilirsa her s € Ug(t) ve her € > 0 i¢in
f(e@®) = f(s) = 0[o(t) = s]| = la —a| = 0 < &la(t) — 5|

olur ki bu da f2(t) = 0 demektir.

3.1.2. Ornek

Her t € T icin f: T - R fonksiyonu f(t) =t ise f2(t) = 1 dir. Gergekten her s € T ve
her ¢ > 0 i¢in

f(a(®)) = f(s) = [6(t) = s]| = la(t) —s = [6(t) = s]| = 0 < ela(t) —s|
esitsizligi saglandigindan f2(t) = 1 dur.

3.1.1. Teorem
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f:T - R bir fonksiyon ve t € TX olsun. Bu durumda
(i) f, t noktasinda delta tiirevlenebilir ise f, t noktasinda siireklidir.

(i) f, t noktasinda siirekli ve t noktasi sag sagilimli ise f fonksiyonu t noktasinda delta

tirevlenebilirdir ve

_ fle®)-r®
A =25 (32)

dir.
(iii) f fonksiyonu i¢in

f®)-f(s)

lim
s—t t—s

limiti var ve t sag yogun nokta ise f fonksiyonu t noktasinda delta tiirevlenebilirdir ve

£A() = lim,_,, [T (3.3)

t—s
dir.
(iv) f fonksiyonu t noktasinda delta tiirevlenebilir ise
I =f® +u®f (3.4)
saglanir [1].
3.1.3. Ornek
() T=Riset € Rigin Teorem 3.1.1 (iii) den

f@©) —f(s)
t t—

PO ===

=f'(®

dir.



11

(i) T =Zise t € Z igin Teorem 3.1.1 (ii) den

fla®) - f(@®
u(t)

fA = =ft+1) = f(®) = Af (1)

ileri fark operatoridiir.
3.1.4. Ornek
h>0veT = hZ = {hk: k € 7Z} olmak tizere t € T i¢in

o(t)=inf{seT:s>t}=inf{t+nh:ne€ M} =t+h elde edilir. Benzer sekilde
p(t) =t — h bulunur. Her t € T noktasi izole nokta ve her t € T igin

u() =o(t) —t =t+ h—t = h olmak tizere u(t) sabittir.

Hert € T i¢cin f: T — R taniml bir fonksiyonun tiirevi

fle®)—f® _ft+h) - f(®
u(t) h

fA) =

seklindedir.
3.1.2. Teorem

f,g: T > R tamml fonksiyonlar ve t € TX de delta tiirevlenebilir ve @ € R olsun. Bu

durumda

(i) f + g: T - R fonksiyonu t noktasinda delta tiirevlenebilirdir ve

f+9%®) =f®O+9°® (3.5)

dir.

(i) Her a sabiti igin af: T — R fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve
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(@f)2(t) = af*(®)
dir.
(iii) fg: T - R fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve
(f9)r®) = fAg® + g* ) f (a(t))
=g*Of @ + fA()g(a(®)

dir.

(iv) f()f (a(t)) # 0 olmak ilizere ]lc fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve

AP FA)
(f) ®) = = e

dir.

v) g(t) g(a(t)) # 0 olmak tizere 5 fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve

A\ o _ FPABgm-F (g5 n)
(g) ) = = Ot

dir [1].
3.1.3. Teorem
f: T — R fonksiyonu [a, b] de siirekli ve [a, b) de tiirevlenebilir ise
A f)-f(a) Argr
(&) < LD < pacery
olacak sekilde &, &' € [a, b) vardir [1].

3.1.2. Tanim

(3.6)

(3.72)

(3.7b)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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fiT >R, t € T = (TX)X olsun. Eger f2 mevcut ise

MACpY — T A(e®)-r2(s)
(D) = llms—mT (3.11)

ifadesine f fonksiyonunun t noktasindaki ikinci mertebeden delta tiirevi denir [1].

3.1.5. Ornek

g >1 i¢in q% = {q*: k € Z} ve g% = q% U {0} olarak tammlanir. Bu durumda T = g%

olarak alinirsa

o(t) =inf{g"ne€m+1,0)}=q"l=qq"=qt ve t=q™ €T ise 6(0) =0 dr.
Buradan her t € T icin o(t) = qt, p(t) = 2 ve u(t) = o(t)—t=qt—t=t(q—1)

olarak elde edilir. Boylece 0, sag yogun minimum ve T zaman skalasinda diger tiim

noktalar izole noktadir.

f: T — R fonksiyonu ve her t € T\{0} i¢in

fle®)-f® _fla) - f(®
u(t) (q—Dt

A =

ve

f(0) - (S)_l. f(s) — f(0)
= lim
0-—s 50 S

f4(0) = lim

olur. t # 0 olmak tizere ikinci tiirevi hesaplarsak

fA(e(®) - 20
u(t)

(fH%® =

_ fA(qt) — FA(©®)
(q—1t
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f(@*t)-flat) _ flat)-f(®)
q(g—1)¢t (q-1)t
(g — Dt

_ @) —(@+Df(gD) +af®
q(q — 1)*t?

elde edilir.
3.1.6. Ornek

Genel olarak f ve g nin ikisi de iki kez tiirevlenebilir olsa bile fg iki kez

tiirevlenemeyebilir. Soyle ki

fo)t =frg+f°g"

oldugundan f ve g iki kez tiirevlenebilir ve f tiirevlenebilir ise bu durumda

F™ = (flg + f7g™"

— fAAg +fAJgA +faAgA +faagAA

— fAAg + (an +faA)gA +faagAA

olur.

3.1.3. Tanim

f:T - R tanimh bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun T fizerinde sag yogun
noktalarinda sonlu bir sag limiti ve sol yogun noktalarinda sonlu bir sol limiti varsa f

fonksiyonuna diizenli fonksiyon denir [1].
3.1.4. Tanim

f: T - R tanimh bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu T {izerinde tiim sag yogun

noktalarinda siirekli ve T {izerinde sol yogun noktalarinda sonlu bir sol limiti varsa f
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fonksiyonuna rd-stirekli fonksiyon denir. f:T — R tanmiml rd-siirekli fonksiyonlarin

kiimesi

Cra = Crg (T) = Crq (T' R)

seklinde gosterilir. f: T — R tanimlanan rd-siirekli ve delta tiirevlenebilir fonksiyonlarin

kiimesi

Crld = Crld (T) = Crld (T, R)

seklinde gosterilir [1].

3.1.4. Teorem

f:T - R taniml bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(i) Eger f fonksiyonu siirekli ise f fonksiyonu rd-siireklidir.

(i1) Eger f fonksiyonu rd-siirekli ise f fonksiyonu diizenlidir.

(iii) o ileri sigrama operatorii rd-siireklidir.

(iv) Eger f fonksiyonu diizenli veya rd-siirekli ise, bu durumda f¢ fonksiyonu da ayn

sekildedir.

(v) f siirekli bir fonksiyon olsun. Eger g: T — R fonksiyonu diizenli veya rd-siirekli ise

fog fonksiyonu da ayni sekildedir [1].
3.1.5. Tanim

f:T - R taniml siirekli bir fonksiyon olsun. D c TX ve TK\D bélgesi sayilabilir ve T nin
sag sagihmli elemanlarin1 icermeyen ve her bir t € D noktasinda f fonksiyonu
tiirevlenebilir ise, bu taktirde f fonksiyonu D tiirevlenebilir bolgesinde 6n tiirevlenebilirdir
denir [1].
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3.1.5. Teorem
Kapal1 bir aralikta her diizenli fonksiyon sinirlidir [1].
3.1.6. Teorem

f ve g fonksiyonlar1 T {izerinde tanimlanan reel degerli ve D tiirevlenebilir bolgesinde 6n

tiirevlenebilir iki fonksiyon olmak tizere her t € D i¢in

IRGIEYAG) (3.12)
sart1 saglanirsa bu durumda r < s olmak iizere, her r,s € T i¢in

lf(s) = f()I < g(s) —g() (3.13)
elde edilir [1].
3.1.6. Tanim

f diizenli bir fonksiyon olsun. Boylece her t € D i¢in D tiirevlenebilir bolgesinde 6n

tiirevlenebilir ve F2(t) = f(t) olacak sekilde bir F fonksiyonu vardir [1].
3.2. Delta Integral
3.2.1. Tanim

f: T — R diizenli bir fonksiyon, f fonksiyonunun 6n antitiirevi F ve ¢ keyfi bir sabit olmak

tizere f fonksiyonunun belirsiz integrali
[f®OAt=F(t) +c (3.14)
bi¢iminde tanimlanir.

Tiim a, b € T igin f nin a dan b ye delta integrali
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f,f f®At =F(b) — F(a) (3.15)
ile tanimlanir.

Eger her t € TX i¢in FA(t) = f(t) sart1 saglaniyorsa bu durumda F: T - R fonsiyonuna

f:T — R fonksiyonunun anti tiirevi denir [1].
3.2.1. Ornek

T =Z, f(t) = a ve a # 1 olmak iizere [ a‘At integralini hesaplayalim.

_fle@®) - f®
A = 200 ¢

ao(t) _ at

t+1-t

=a'(a—1)

elde edilir. Buradan a # 1 oldugundan

at A at at*l — gt
a—1 a—1 a—1

esitligini elde ederiz ki bunun anlami ¢ sabit olmak tizere

at
fatAt= +c
a—1

olmasidir.
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3.2.1. Teorem

f € C,.q vet € TXise bu durumda

[7O @t = u©f )
dir [2].
3.2.2. Teorem

a,b,c € T ve a € R olmak iizere f, g € C,4 iSe bu durumda

() [, [f(6) + g(O]At = [} f(D)At + [ g(£) At

(ii) [ (af) (At = a [7 f(D)AL

(i) [, Foat = - ' foAL

(iv) J, F@At =[] f(OA+ [ f (DAL

W) [ F(o(0)g*(©)at = (Fg)(b) — (fg)(a) — [ FA(Dg(t)At
wi) [ F (DA ©At = (F D) — (Fg (@) — [ FAED o)A
wii) [ f(OA®) =0

(viii) Eger [a, b) tizerinde |f (¢t)| < g(t) ise

(ix) Eger biitiin a < ¢ < b iin f(t) > 0 ise [, f(£)At > 0

ifadeleri gegerlidir [1].

[ F©at| < f7 g(eat,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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3.2.3. Teorem

a,b € Tve f € C,.4 olmak lizere

(i) Eger T=R ise [ f(t)At = [ f(t)dt bigiminde bilinen Riemann anlaminda

integraldir.

(ii) Eger [a, b] kapali aralig1 sadece izole noktalar1 igeriyorsa

Dtefap) HOf(E), a<b
] fat = 0, a=bh (3.26)
— Ytepa MO (E), a>b

olur.

(iii) Eger T =h Z = {hk:k € Z}, h>0 ise

( zi Fkh)h, a < b
[t = { 0, a=bh (3.27)

-1

L— Zizéf(kh)h, a>b

elde edilir.
(iv) Eger T = Z ise

, Yoaf(@®, a<b
J, f®OAt = 0, a=bh (3.28)
—Y&rf(t), a>b

bi¢gimindedir [1].
3.2.2. Ornek

b < ci¢cinT = [a, b]g U {c} olmak iizere f: T — R fonksiyonu i¢in
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fac f(t)At integralini hesaplayalim. Teorem 3.2.1, Teorem 3.2.2 (iv) ve Teorem 3.2.3 (i)

kullanilirsa

facf(t)At = fab f()At + fbcf(t)At

b o(b)

=f f)dt + f(t)At
a b

b
[ r@ac+ rowue

b
= [ r@©dt+ @~ by

elde edilir.
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4. NABLA TUREV VE NABLA INTEGRAL

4.1. Nabla Tiirev
4.1.1. Tanim

T bir zaman skalasi, f: T — R bir fonksiyon ve t € Ty olsun. Eger L € R olmak iizere her

€ > 0 sayist i¢in

f(p(®) = £(s) = LIp(@®) —s]| < elp(t) — 5| (4.1)

esitsizligini her s € Ug(t) icin saglayacak sekilde bir Ug(t) = (t—8,t+6)NT
komsulugu bulunabiliyor ise L € R sayisina f fonksiyonunun t € Ty noktasindaki nabla

tiirevi denir ve bu durum L = fV(t) ile gosterilir [3].
4.1.1. Teorem
f:T - Rvet € Tk olsun. Bdylece

(i) f fonksiyonu t noktasinda nabla tiirevlenebilir ise bu durumda f fonksiyonu t

noktasinda siireklidir.

(if) f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t noktast sol sagilimli ise bu durumda f

fonksiyonu t noktasinda nabla tiirevlenebilirdir ve

v F@®)-7rp®)
= L7/ t) 4.2
17 = L (42)

bi¢imindedir.
(iii) t noktasi sol yogun ise f fonksiyonu t noktasinda nabla tiirevlenebilirdir ve

fY(t) = lim,_, @ (4.3)

dir.
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(iv) f fonksiyonu t noktasinda nabla tiirevlenebilir ise

fP) =f(@®) —n®)f" (@) (4.4)

dir [3].

4.1.1. Ornek

(i) T=Riset € Rigin fV(t) = f'(t) olur.

(i) T =Ziset € Zigin fV(t) = VF(t) = f(t) — f(t — 1) geri fark operatoriidiir [3].

4.1.2. Teorem

f,9: T = R tanimli ve t € Ty noktasinda nabla tiirevlenebilir olsunlar. Bu durumda

(i) f + g: T = R fonksiyonu da t noktasinda nabla tiirevlenebilirdir ve

F+9"®=f"®O+g"® (4.5)

olur.

(i) Her a sabiti igin, af: T — R fonksiyonu da nabla tiirevlenebilirdir ve

(af)¥(t) = af " (t) (4.6)

bi¢imindedir.

(iii) fg: T — R fonksiyonu da nabla tiirevelenebilirdir ve

F9)'® =f®g"® + g ) (4.72)

=f'®g® + flp)g" () (4.7b)

dir.
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(iv) f(O)f(p(t)) # 0ise ]lc fonksiyonu nabla tiirevlenebilirdir ve

0o _ o
(f) (t) = FOFP ) (4.8)

(v) Eger g(t)g(p(t)) + 0 ise 5 fonksiyonu nabla tiirevlenebilirdir ve

£ o _ T @0g0)-F()g" ()
(g) (®) = 9(g(p(t)) (4.9)

seklindedir [3].
4.1.3. Teorem

f: T — R fonksiyonu [a, b] de siirekli ve [a, b) de tiirevlenebilir ise

U@ < 28 < v e (4.10)
olacak sekilde &,¢" € [a, b) vardir [3].
4.2. Nabla Integral
4.2.1. Tanim

f: T — R fonksiyonu diizenli ise F¥(t) = f(t) olacak sekilde bir F fonksiyonu vardir ve F

fonksiyonuna f fonksiyonun antitiirevi denir [3].
4.2.2. Tanim

fi:T->R ve t€Tg icin FV(t) = f(t) sarti saglanirsa F:T — R fonksiyonuna f
fonksiyonunun nabla antitiirevi denir ve ¢ keyfi bir sabit olmak iizere f fonksiyonunun

nabla belirsiz integrali

Jf@®vt=F@) +c (4.11)
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bi¢iminde tanimlanir.

Tiim a, b € T i¢in f nin a dan b ye nabla integrali

f,f f@®Vt =F(b) — F(a) (4.12)
bi¢imindedir [3].
4.2.3. Tanim

f:T = R bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun T {izerinde sol yogun noktalarda
stirekli ve T fizerinde sag yogun noktalarda sagdan limitleri varsa f fonksiyonuna ld-

stirekli fonksiyon denir [3].
4.2.1. Teorem

Eger f: T — R ld-siirekli ve t € Ty ise, bu durumda

[ f@VT = f(On(E) (4.13)
dir [3].

4.2.2. Teorem

a,b,ceT,aeRvef,g: T — RId-siirekli ise bu durumda

(0) [ [f(®) + g@®]1vt = [ FOVE + [ g(O)Vt (4.14)
(i) [ (af)(©) Vt = a [. f(t)VE (4.15)
(iii) [} F(OVE = — [ F(O)VE (4.16)

(V) [ FQOV@) = [SFOVE + [ F)ve (4.17)
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W) [7 F(p(©)g"(©Ve = (F9)(B) — (f)(@) — [ FT()g(e)Ve (4.18)

wi) [ F (D37 (@OVe = (F@ ) — (FP (@) — [ FT(©)g(p(®)Ve (4.19)

(vii) [ fF(OVE=0 (4.20)
ifadeleri vardir [3].

4.2.3. Teorem

a,b e Tve f:T— R ld-siirekli olsun. Boylece
(i) Eger T = Rise [, f()Vt = [ f(£)dt bigiminde bilinen Riemann integraline esittir.

(if) T sadece izole noktalari igeriyorsa

Yte@pM®f (@), a<b
fabf(t)Vt = 0, a=b (4.21)
— 2eeaN@®f (), a>b

dir.

(iii) T = hZ , h > 0 olarak alinirsa

( zlﬁczgﬂ f(kh)h, a<b

[ fove = 4 0, a=bh (4.22)
L— Sy, fUh, a>b

dir.

(iv) T = Z olarak alinirsa
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Parf(®), a<b
[ fove = 0, a=b (4.23)

— Y=+ f(©), a>b
bigimindedir [3].
4.2.1. Sonug

t € TK ve f: T — R olsun. Bu durumda f fonksiyonunun t de delta tiirevinin var olmasi

nabla tiirevinin de var oldugu anlamina gelmez. Terside dogrudur [4].
fspat

T = [-2,—1] U [0, 1] zaman skalas1 igin

tsin(%), t#+0
0, t=20

f@®) = { (4.24)

fonksiyonu olmak tiizere bu f fonksiyonu O noktasinda siireklidir ve 0 € T noktasi sag
yogun, sol sagilimhdir. Teorem 3.1.1 (ii) den dolay1r f fonksiyonu 0 noktasinda nabla

tirevlenebilirdir. Fakat 0 noktasinda

i L0~ )
im——————=

s-t t—s
sonlu bir limiti yoktur. Boylece f, 0 noktasinda delta tiirevlenebilir degildir.

Ay f fonksiyonunun O noktasinda delta tiirevinin varliginda, nabla tiirevinin de var
oldugu anlamina gelmeyecegini gostermek i¢in T = [—1,0] U [1,2] zaman skalasi

aliabilir.
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5. DIAMOND ALFA TUREV VE DIAMOND ALFA INTEGRAL

5.1. Diamond-a Tiirev

Bu kesimde gosterimin sadeligi bakimindan p; = a(t) —s ve n, =p(t) —s ile

gosterecegiz.
5.1.1. Tanim

T bir zaman skalas1, f: T — R bir fonksiyon ve t € TX olsun. Eger L € R olmak iizere her

€ > 0 sayis1 icin

la[fot) = f(S)Ines + (A — ) [fP @) — F(S)]ues — LitesNes| < €lptesnesl (5.1)

esitsizligini her s € Ug(t) icin saglayacak sekilde bir Ug(t) = (t—8,t+6)NT
komsulugu bulunabiliyor ise L € R sayisina f fonksiyonunun t € Tx noktasindaki

diamond-a tiirevi denir ve L = f%«(t) ile gosterilir [4].

Hatirlatma: Diamond-a tiirev tanimimnda a = 1 almirsa f%e(t) diamond-a tiirevi, f2(t)
tireve ve @ = 0 almirsa fV(t) tiireve indirgenir. Diamond-a tiirev bir¢ok avantajlara

sahiptir.

Yukarida tanimlanan fonksiyon iyi tanmimlidir. Gergekten, her € > 0 verildiginde t nin U,

ve U, komsulugundaki her bir @, (t) ve @,(t) degerler olmak iizere her s € U, igin

la[fo() = f(S)nes + (A =) [fP () — F(S)]ues — D1 () tesNes| < €lptesnesl (5.2)

ve her s € U, igin

la[fo) = f(S)nes + (A =) [fP@E) — F(S)]tes — Do (O)thesNes| < ltteses| (5.3)

yazilabilir. € > 0 igin &, = &/2 olsun. Bu takdirde her s € U = U; N U,i¢in
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191(t) — D2 (@) uesNes| = 191 (E)thesNes — D2 (E)tesNes|
= |=alf°©) = f()nes — (L = )[fP () = f()]pes + (O phesNes
+alf7@) = fF)Ines + A = )fP () — F()]ues — D2 (O peses|
<lalfe@®) = f()nes + (1 — P () = F($)]pes — D1 () tesmes|
+1alf7@) — F()Ines + X = a)[fP(©) — f()]pes — Do (O besmes]
< &ulpestes| + EclttesNes| < €lpesmesl

elde edilir. Boylece |@,(t) — @,(t)| < € elde edilir ve € — 0 alinirsa @, (t) = @,(t) olur.
5.1.1. Ornek

k € R olmak iizere her t € T igin f: T = R fonksiyonu f(t) =k ise f%«(t) =0 dur.

Gergekten tiirev tanimi1 kullanilirsa her s € Ug(t) ve her € > 0 igin

|alf 7 (@) = £()nes + (1 = ) [fP(©) = F()]pes = £ () thesMes]

= |lalk = klnes + (1 — a)[k — k]ues — Optesnys]

=0< El.utsntsl

olur ki bu da f%(t) = 0 demektir.
5.1.2. Ornek

Her t € T igin f: T — R fonksiyonu f(t) = t ise f%(t) = 1 dir. Ger¢ekten s € T ve her

e > 0igin
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lalfo@® — F()Ines + A = P @) — F($)ues — f 4O phesTes|
= |lalo(t) — sl + (1 — ) [p(t) — Slptes — UesNes]

= |apesnes + (1 — @ pesNes — UesNes| = 0 < €| pesnyesl

saglandigindan f%«(t) = 1 dur.
5.1.1. Teorem

0<a<1 olmak tizere f fonksiyonu t € T de hem A-tiirevlencbilir hem de V-

tirevlenebilirse bu durumda f fonksiyonu t de ¢ ,-tiirevlenebilirdir ve bu tiirev

fla(®) = af*(t) + (1 —a)f"(t) (5.4)
bi¢imindedir [4].
fspat

fA(t) ve fY(t) tiirevleri mevcut olsun. Boylece her £ > 0 icin U; ve U, komsuluklar:

vardir ki her s € U, igin

[F7@®) = F(] = FA(mes| < els] (5.5)

ve her s € U, i¢in

P () = £ = Y (s < elngsl (5.6)

yazilir. Bu takdirde her s € U; igin

|a[fa(t) - f(S)]nts - afA(t).utsnts| < agl.utsntsl (5-7)

ve her s € U, igin
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|1 = [P = f()]pes = (1 = a)f " (O tiestes] < (A — @)elpteses|

elde edilir. Boylece her s € U = U; N U, igin

(5.8)

|alf o) = f($)nes + (L= DIFP @) = F()pes — [af (1) + (1 = O f V() pesis]

< |a[fa(t) - f(s)]nts - afA(t).utsnts|
+ (1 =[P () = F()]ues = (1 = f V() presnes]

< aelpeshes| + (1 — a)elpesnes| = €lpesnesl

bulunur. Buradan f(t) tiirevi vardir ve
fla(t) = af*(t) + (1 —a)fV(t)
elde edilir.
5.1.3. Ornek
(i) T = R alinirsa ¢ € R igin
fle@) =af*®O+A-a)f'® =af O +A-a)f'(t) = f'(t)
olur.
(ii) T = Z alinirsa t € Z igin
fla(®) = af* () + (1 —a)f'(t) = aAf(t) + (1 — )Vf (L)

=a(ft+ 1D —f®O))+ A -a)(f(O) - f(t—1))

=(a-Dft-D+A-20)ft)+af(t+1)

(5.9)
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olur.

Dikkat edilirse @ = 1 alindiginda f%1(t) = f(t + 1) — f(t) = Af(t) ileri fark operatdrii,
a =0 almdiginda f%(t) = f(t) — f(t — 1) = Vf(t) geri fark operatériidiir. Bdylece

diamond-a tiirev ileri fark operatoriinii ve geri fark operatoriinii barindirir.
5.1.4. Ornek

T = Z ve f(t) = t2 olsun.

FA) = Af(8) = f(E+1) — f(t) = (t+ 1) —t2 = 2t + 1 olur,

fA(t) = 0yapandeger2t + 1 =0dant = — %, Z nin elemani degildir.

'O =Vf®) =ft)—ft—1)=t>—(t—1)?> =2t — 1 olur.
fV(t) = 0yapandeger 2t —1 =0dant = %, Z nin elemani degildir.

fla®)=af*®)+A-a)f'®) =at+1) + (1 —a)(2t —1) dir. Ancak a =1/2
01
alindiginda f 2(t) =0 yapan deger %(Zt +1) +%(2t —1)=0 dan t=0, Z nin

elemanidir. Bu sonug geometrik olarak daha anlamlidir.

5.1.1. Sonug

t € T noktas1 yogun nokta olmak tizere f'(t) varsa

fle@ =20 =" =1 (5.10)
dir [4].

fspat

sonlu degeri olarak limiti mevcut olsun. t

t noktas1 yogun ve f'(t) = lim,_,, w

nin yeterli kii¢iik bir U komsulugundaki her s,t € U i¢in h = s — t alinirsa
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£() = limy o FE 0 (5.112)
= lim,, [0 (5.11b)

olur. Teorem 3.1.1 (iii) den dolay1 f2(t) = f'(t) ve Teorem 4.1.1 (iii) den dolay1

fY(t) = f'(t) olur. Béylece Teorem 5.1.1 den

fle@®) =af* )+ A -a)f'@®) =af' ®) + A -a)f'(t) = f'(t) (5.12)
dir.
5.1.1. Lemma

t € T sagilimli nokta olsun. Bu durumda f, t de stireklidir [4].
fspat

t sagilimli nokta olsun. O zaman u(t) >0 ve n(t) >0 dir. 0 < § < min(u(t),n(t))
olsun. Her € > 0 igin t nin bir U = (t — §,t + §) N T komsulugunda sadece t elemani

olacagindan s = t olmalidir ve boylece |f(t) — f(s)| = 0 < € olur.

5.1.2. Sonug

t € T sagilimli nokta olsun. Bu durumda

i) FA Acpy = F2O-F©
(i) f2(t) vardir ve f2(t) = prsmral

o Ve _ FPO-F()
(ii) £Y(t) vardirve f¥(t) = ot

PR durey — o FOO-F(®) L PO-F®
(iii) fYa(t) vardir ve fYa(t) = e +(1-a) ot

bi¢imindedir [4].



33

fspat

Lemma 5.1.1 den f, t de siireklidir. Boylece Teorem 3.1.1 (ii) kullanilarak (i) elde edilir.

Teorem 4.1.1 (ii) den (ii) bulunur. Teorem 5.1.1 yardimiyla

foa@®) = af* () + (1 —a)fV (1) (5.13a)
WL ORIO L fPO-F®
=a o TA-o—5== (5.13b)
bulunur.
5.1.3. Sonug

t € T c R sol sagiliml, sag yogun ve

FI(Eh) = limy,_ o L0 (5.14)

olsun. Boylece

() 2@ = f'(th) (5.15)
(i) £7(e) = L0 (5.16)
(iii) £0e(t) = af'(¢*) + (1 — a)% (5.17)

bi¢imindedir [4].
fspat

6 <t — p(t) olmak iizere t nin tiim U = (t — §,t + §) komsulugundaki her s,t € U i¢in
s —t > 0 dir. Béylece h = s — t alinirsa

f(t+h’)l—f(t) — lim.  [OTSE (5.18)

lim +
h—-0 s—t t—s
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bulunur. Teorem 3.1.1 (iii) yardimiyla
2 = lim B LE = e (5.19)

olur. f'(t*) tiirevi oldugundan Teorem 4.1.1 (ii) den dolay1 (ii) bulunur. Bu takdirde

Teorem 5.1.1 yardimiyla

fle@® =af* O+ QA -a)f" () (5.20a)
=af' tH+1-a) % (5.20b)

bulunur.

5.1.4. Sonug

t € T c R sol yogun, sag sacilimli ve

f(E7) = limyg- HEE (5.21)

olsun. Bu durumda

(i) 26 = L0 (5.22)
(OFMOESEGS! (5.23)
(iii) £ (t) = a% +(1—a)f'(t) (5.24)

bi¢imindedir [4].

5.1.2. Teorem

T bir zaman skalast ve 0 < a <1 olsun. f, t noktasinda ¢,-tiirevlenebilir ise f, t

noktasinda siireklidir [4].
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fspat
f, t € T noktasinda 0 ,-tlirevlenebilir olsun. Eger yogun veya sag¢ilimli bir nokta ise, bu

sonugclar sirastyla Sonug 5.1.1 ve Sonug 5.1.2 den bulunur. Burada ¢t nin, sag yogun ve sol

sacilimli veya sag sagilimli ve sol yogun olma durumlar1 vardir.
t sag yogun ve sol sagilimli olsun o(t) =t ve p(t) < tolur. ¢ € (0, 1) olsun ve

_ ealp(t) —t|
A -aollfr) - f®] = fle®lalp®) —t) — 1 + [p(t) — t] + 1

&

olsun. Béylece 0 < &, < 1 dir. O zaman ¢ nin bir U; komsulugu ve her s € U, igin
lalfo(t) = F()Ines + (1 = D[fP(8) = F()lpes = () paesnes|
= |alf(®) = FOIp@) = t) + (& = 3)]
+ A =)[(fP@) - f@)+ (F@) — fsNIE—s)
— fla(®)(t = $)[(p(t) — ) + (t = 5)]|
= |alf (&) = fF()](p®) — ) + A = D[fP() — FDOI(t - 5)
+[f(&) = FIE —5) = ()t = $)[(p(®) — ) + (¢t = 5)]|

= |lr@ - o) - ) + (£ - 5)]

+[A -l @ - FO1 = Fe@latp®) - ) + ¢ - )| ¢t - 5)|

< &pesnes| = et = )[(p@) — ) + (¢ = s)]|

elde edilir. Buradan
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If (@) = f][alp®) =) + (t = s)]|

- |[a - 1@ = F©O1 = Fe@late@ = o) + @ - )] ¢ =)

<&t =9)|(p@) =) + (t=s)|

bulunur. t sol sagilimli, sag yogun oldugundan her s € U, i¢in p(t) < t < s olur. Bdylece
herseU=U;Nn(t—¢,t+c¢,)igin

I[f (&) = f(O)]alp@®) — O] < I[f @) — f()][alp®) —t) + (¢ —s)]I
<|@ - [fP®) = FO] = fl=®Olalp®) = t) + (t = ]It — 5]
+ &t —s||(p(@) — ) + (t — 5)|
<e|d-a)[fP®) - fO] = freO)[alp®) — ) = 1]| + &.[lp(®) — ¢l

+1]

elde edilir. Bu takdirde

e]|(1 = )fP©) — FO] = fre®lalp(®) —t) — 11| + |p(t) — t] + 1]
alp(t) —t|

lf@) = f($)] <

Il
)

bulunur.
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5.1.3. Teorem

T bir zaman skalas1 ve 0 < a < 1 olsun. Eger f, t noktasinda ¢,-tiirevlenebilirse f, t

noktasinda hem A-tiirevlenebilir hem de V-tiirevlenebilirdir [4].
fspat

. iy 1-
T bir zaman skalas1 ve 0 < a < 1 olsun.e > 0 verilsin ve ¢, = eﬁ > 0 olsun. f, t de

0, -tlirevlenebilir olsun. Boylece Teorem 5.1.2 den f, t de siireklidir. Eger t, yogun veya
sagilimli bir nokta ise bu sonug sirasiyla Sonug 5.1.1 ve Sonug 5.1.2 den bulunur. Buradan

t nin sag yogun ve sol sagilimli veya sag sagilimli ve sol yogun olmas1 durumlari vardir.

t sag sagihiml ve sol yogun olsun. Boylece a(t) > t ve p(t) = t dir. Ayrica f, t de siirekli
oldugundan Teorem 3.1.1 (ii) den f, t de A-tiirevlenebilirdir. Her €, > 0 igin t nin bir U,

komsulugundaki her s € Uj i¢in

|a[fa(t) - f(s)]nts + (1 > CZ) [fp(t) F f(s)].uts - foa(t):utsntsl < g*l.utsntsl (5-25)

ve t nin bir U, komsulugundaki her s € U, i¢in

[F7@®) = F(] = FAMes| < ealptes] (5.26)

yazilir. ¥y, f%2(t) = af2(t) + (1 — a)y denklemindeki gibi secilsin. O zaman t nin
U = U; N U, komsulugundaki her s € U i¢in

|alf o) = f()nes + (1 = DL @) = F()]pes = [af (@) + (1 = @)y ]ptesTes|
= |alf(®) = f(s) = fAOuesInes + (1= QP () = F(8) = Ynesltes]

< & tesNesl

elde edilir. Boylece
|(1 = [P () = £(5) = Vnesltes| < lteshes| + |@lf7 () = £(s) = FAE)pes]nes]

< & lpeses| + aeluesnes| = (1 + a)eu|uesnesl
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bulunur. Bu durumda

1+

FP () = F(] = ¥l < &7 mes| = elnes (5.27)

olur. Béylece fV(t) = y vardir. t nin sag yogun, sol sa¢iliml1 oldugu durum benzer sekilde

ispatlanir.

Hatirlatma: 0 < ¢ < 1 araliginda kesin esitsizlikler yukaridaki sonuglar i¢in gereklidir.
a =1 durumunda ¢, tirevi A-tiireve indirgenir fakat Sonu¢ 4.2.1 den V-tiirevi oldugu

anlamina gelmez. « = 0 durumu da benzerdir [4].

5.1.4. Teorem

f,9:T = R, t €T de diamond-a tiirevlenebilir olsun. Bu durumda

(i) f+g:T- R, t €T de diamond-a tiirevlenebilirdir ve

(f + @)'=(@) = fO=(t) + g°«(t) (5.28)
(if) Herhangi bir ¢ sabiti igin cf: T = R, t € T de diamond-« tiirevlenebilirdir ve
(cf)P=(t) = cf(t) (5.29)
(i) fg: T - R, t € T de diamond-« tiirevlenebilirdir ve

(f9)°«(t) = fl«()g(®) + af*g* ) + 1 — ) fP(Dg" (1) (5.30)

(iv) g(t)g°(t)gP(t) # 0icin1/g: T - R ,t € T de diamond-a tiirevlenebilirdir ve

O o 0 (+)—y A O()—(1— v
G) ©) = _ (g°@0+gP M) g e () -agt (g ()-1-a)g" (H)g” () (5.31)

g()g°t)gP(t)

V) gt)g®(t)gP(t) #0iginf/g:T - R ,t € T de diamond-a tiirevlenebilirdir ve
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A\ o Fego (9P (0)-afo(H)gP (g ()-(1-a)fP (g% (D" (t)

(g) ® = 9(Dg° (gl () (5.32)
dir [5].

fspat

(i) Diamond-a tiirevin tanimi, Teorem 3.1.2 (i) ve Teorem 4.1.2 (i) kullanilarak

F+P®)=af +9*®O+A-a)(f +9)' ()
=af () +ag® O+ QA -)f'@®) + A —a)g"(t) = fO(t) + g°(t)

elde edilir.
(ii) Diamond- tiirevin tanimi, Teorem 3.1.2 (ii) ve Teorem 4.1.2 (ii) kullanilarak
(c/)*(®) = @FA ) + (1 — )ef(®) = ¢ (af*(©) + (1 - f(D)) = cf ()
dir.

(ii1) Diamond-a tiirevin tanimi, Teorem 3.1.2 (iii) ve Teorem 4.1.2 (iii) kullanilarak
(fg)%«(t) = a(f@)* () + (1 — ) (fg)" (1)
=af*()g®) +af? Mg + A - a)f"(Og®) + 1 - )fP(Dg" (D)

= fla®)g(t) + af (O g" () + (1 — ) fP () g" (t)

bulunur.

(iv) (ii1) den ve Teorem 3.1.2 (iv) ve Teorem 4.1.2 (iv) kullanilarak



40

We = g0 . 4O
5) ©="Sorm -V 5rw
g4 () g'(®) 3" (0
=00 Y5000 TP 50 @
C—p LB, SO 8O

909*®  “ger® 3097 @

1
g(t)gr(t)

(ag*®) + (1 - 2)g"®)

(ag*®)g?(®) + (1 — ) g" () g” ()

WIOYAGrA0

YOI AOrEONS

7(0) + g” () g°(t) — ag*(©)g? (t)

-1 -a)g"®g"(®)

elde edilir.

i o _ 1
(v) (iii) ve (iv) den 70 f(®) 70 yazilarak bulunur.

5.1.5. Teorem
f:T - R, t € T de diamond-a tiirevlenebilir olsun. Asagidakiler saglanir [5].
(i) (F*)2 () = a(fH O + (1 — ) (N (5.33)

(i) (F* 7@ = a(fH' O + A - () (©®) (5.34)



(i) (f) () = a(fH O + A1 — ) (FHT®) # (fF*)*(®)

(V) (F) () = a(fHAO) + A — a)(FN)Y(E) # (f*)7 ()

4

(5.35)

(5.36)

V) (%)% (t) = a2(fDA(E) + a1 — ) (FD*®) + FHYO) + A — a)* ()Y (D) #

?(fH%O) + (1 —a)* (D' (®)
Ispat
(i) f: T > R, t € T de diamond-a tiirevlenebilir olsun. Teorem 5.1.1 den
(fP)2(0) = (af* + (1 —a)f DA
=a(f*® + 1 - ) ()@
olur.
(ii) f: T - R, t € T de diamond-a tiirevlenebilir olsun. Teorem 5.1.1 den
(f')7(©) = (af* + (1 —a)f (6
=a(fH'® + 1 -a)(fNH'(®)
olur.
(iif) ve (iv) Teorem 5.1.1 den agikga goriiliir.

(V) f: T - R, t € T de diamond-a tiirevlenebilir olsun. (iii) ve (iv) den

(5.37)

(5.38a)

(5.38D)

(5.39a)

(5.39h)
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(F)e(0) = (af*+ (1 = f V() = (af ') + (- f*) “©
= 2(fH%0) + a(l - )OO + al - D)@
(1= @)

=a?(fH%®) + a1 - )((FD*O + FH'®) + 1 - > (FHT (@)

elde edilir.
5.1.6. Teorem

f fonksiyonu [a, b] de siirekli ve [a, b] nin her noktasinda diamond-a tiirevlenebilir olsun.

Eger f(a) = f(b) ise dyle &,&' € [a, b) noktalar1 vardir ki

foe(&) <0< fO%(§) (5.40)
saglanir [6].

5.1.7. Teorem (Ortalama Deger Teoremi)

f fonksiyonu [a, b] de siirekli ve [a, b] nin her noktasinda diamond-a tiirevlenebilir olsun.

Bu durumda oyle &, &' € [a, b) noktalar1 vardir ki

fle@Nb—a) < f(b) — f(a) < f*=(5)(b — a) (5.41)

saglanir [6].
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5.2 Diamond-a integral
5.2.1. Tamim

a,t € T ve h: T = R bir fonksiyon olsun. h nin a dan t ye delta-integral ve nabla-integrali

varsa h nin a dan t ye diamond-« integrali
[ih(@ 0, t=af h(DAT+ (1 —a) [ h(x)Vr, 0<a<1 (5.42)
ile tanimlanir. ¢, integral A ve V integrallerinin lineer kombinasyonudur.

Genelde t € T i¢in

t Oa
(@ oat) " =) (5.43)
saglanmaz [5].
5.2.1. Ornek
T =1{0,1,2},a =0vert € Ticin h(r) = 72 olsun.
t Oq
<f h(7) 0, r) | ;o1 = R(D) + 2a(1 — @)
0

dir.
5.2.2. Ornek

(i) T = Ralmirsa a, b € T igin

fbf(t) Ot = afbf(t)At+ (1—a)fbf(t)Vt =fbf(t)dt

olur.



44

(i) T = Z alinirsa a, b € T ve a < b igin

b b b
ff(t)()atzaf f(t)At+(1—a)ff(t)Vt

b—1 b
—a) fO+U-a) ) f©

t=a+1

b-1 b-1
—af@+a ) fFO+A-a) ) fO+A-f®)

t=a+1 t=a+1

b—-1
- Z f®) +af(@ + (1 — a)f (b)

t=a+1
dir.

(i) T = hZ almirsa h > 0, a,b € T ve a < b i¢in

b b b
Jf(t)()at=aj f(t)At+(1—a)Jf(t)Vt

- azahf(kh) +(1-a) z hf (kh)
k=2 k=p+1

=af(@h+a$'_, hf(kh) + (1 - @)X o hf(kh)+ (1 —a)f(b)h

2-1
- Z hf (kh) + af (@h + (1 — a)f (b)h

a
k_E+1

dir.
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5.2.1. Teorem

a,b,t € T ve ¢ € R olsun. Bu durumda

W) [,(f@+9(@) 00t = [ f@) 0T+ [, 9() 007 (5.44)

(i) [, of @) 0g T= ¢ [ f(¥) 0q T (5.45)

(i) f, (D) 0g == [ f(@) 0 T (5.46)

(V) JL F(@D) 0= [ F@D) 0T+ [, f() 0p T (5.47)

W) f; f(®) 0gT=0 (5.48)
dir [4].

Ispat

(i) Teorem 3.2.2 (i) ve Teorem 4.2.2 (i) kullanilarak

[ @ +g@) ot
—a [ (F@+g@ar+ A -a) [ (F@ +g@)vr
t

t
=a| f(AT+ (1 - a)f f(o)vr

+ af g@A) + (1 - af)f gVt
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=fatf(r)<>af+fatg(ﬂ°af

bulunur.

(i1) Teorem 3.2.2 (i1) ve Teorem 4.2.2 (i1) kullanilarak

ftcf(r) 0T = ftacf(r)AT + f (1—-a)cf(r)Vr

= C(Ltaf(T)AT-l-Lt(l —a)f(r)Vr) = cJ:f(T) Op T

bulunur.

(i) Teorem 3.2.2 (iii) ve Teorem 4.2.2 (iii) kullanilarak

ftf(‘c) 0o T = aftf(T)AT+(1—a) ftf(r)Vrz —afaf(T)AT—(l—a)j;af(T)VT

= —<ajtaf(r)AT+ (1—a)jtaf(T)VT> = —jtaf(T) 0 T

bulunur.

(iv) Teorem 3.2.2 (iv) ve Teorem 4.2.2 (iv) kullanilarak

.[atf(T) O T = aj:f(r)AT +(1—-a) fatf('l')VT

b t
= afabf(T)AT+afbtf(T)AT+(1—a)j;l f(T)VT-l—(l—O()Lf(T)VT
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b t

=f f(r)oar+ff<r)<>ar
a b

bulunur.

(v) Teorem 4.2.2 (vii) ve Teorem 4.2.2 (vii) kullanilarak

faaf(r) 0T = df;f(T)AT +(1—-0a) f;f(r)vr =0
bulunur.

5.2.1. Lemma

f ve g, a, b] tizerinde siirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda

(i) Her t € [a,b] igin f(t) = 0 ise
[ f@) 0,720 (5.49)
dir.

(i1) Eger her t € [a,b] igin f(t) < g(t) oluyor ise
L@ 0t <[l g 0qt (5.50)
seklindedir.

(iii) f fonksiyonu [a, b] de tanimli olsun. f: f?(t) 0, 7 = 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul her t € [a,b] igin f(t) = 0 olmasidir [7].
5.2.2. Teorem
f:T—-Rvet € Tolsun.

(i) f,t den a(t) ye integrallenebilir ve
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J7OF(9) 00 s = n(®)(@f (&) + (1 — ) f°(6))
(ii) f, p(t) den t ye integrallenebilir ve

[ () 0 s = n(0)(@fP(®) + (1 — ) ()

dir [8].

(5.51)

(5.52)
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda ilk olarak bir zaman skalasi iizerinde delta ve nabla tiirevleri ve
bunlarin sahip oldugu 6zellikler incelenmistir. Daha sonra zaman skalasi {izerinde delta ve
nabla tiirevler yardimiyla zaman skalasi iizerinde delta ve nabla integraller tanitilmis ve
bunlara ait 6zellikler incelenmistir. Son olarak bu tiirev ve integraller yardimiyla zaman
skalas1 lizerinde diamond alfa tlirevi ve integrali tanitilip sahip oldugu bazi 6zellikler

inCenmistir.

Bu konuya hevesli olan okuyucular bundan sonra diamond alfa tiirev ve integralini
kullanarak her hangi bir zaman skalasi ilizerinde tanimli dinamik denklemlerin nicel ve
nitel incelemelerini yapabilirler. Yapilacak bu incelemeler bugiine kadar yapilmis olan
klasik ¢aligmalarin bir genisletmesi olacagindan bilim diinyas: tarafindan oldukga ilgi

gorecektir.
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