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OZET
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SUMMARY

This master thesis consists of three chapters. In the first chapter,were call some basic
notions about categories. In the second chapter internal categories and Mal'cev categories are
presented. And in the last chapter notion of internal crossed modules and internal pre-crossed

modules are discussed.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde i¢ kategoriler ve i¢ g¢aprazlanmis modiilleri tanimlamak igin gerekli

kavramlar verilecektir (Karaca, 1993 ve Mac Lane, 1998).

Tamim 1.1. C ile gosterecegimiz kategori asagidaki 6zellikleri saglayan bir sistemdir.
(i) Ob(C), elemanlari obje diyecegimiz sinifidir.
(i) € ( XY ) (veya Morc( X, Y ) ); elemanlarina morfizm (veya oklar) diyecegimiz kiimedir.
(iif) Ob(C) deki her X,Y,Z objeleri igin

ky , :C(X,Y)xC(Y,Z)—C(X,Z)
(f.9) —— ¢f

fonksiyonuna kompozisyon denir ve
k;’z(f,g)=gf =gof
ile gosterilir ve Ob(C) deki her X objesi igin
1, €C(X,X)

morfizmine birim morfizm denir.

Yukarida verdigimiz ti¢ ifadeyi
C=(0b,C(-,—),k=_) veya C=(Ob,Mor, (-,—),k"_)

ile gosterecegiz. Bu durumda, C yapisina asagida verecegimiz iki 6zelligi sagliyor ise bir

kategori denir.

(1) Birlesme Ozelligi: f EC(X,Y),g eC(Y,Z)ve heC(Z,A) ise

h(gf)=(hg) f;



X > A
™, ‘ g
l,l" " : :i. IBI
N
Y >Z

5]

(1.1)

(2) Birimlilik: Her X objesi i¢in asagidaki 6zelligi saglayan 1, : X —— X birim
morfizmi vardir. Herhangi f : X ——Y igin

f1, =f =1, f

dir. Yani

1.2
Tanmm 1.2. C bir kategori olsun. A, B, X ler C kategorisinin objeleri ve
0:A——> X ve g B——> X

morfizmleri olsun.

aY—>Ave .Y —B

morfizmler olmak lizere,

() Oa=g¢p

(i) Herhangi g:Z——>B vef :Z——> A morfizmleri igin ¢ =69 olmak iizere

as =T ve fe=g



olacak sekilde bir tek &:Z ——>Y morfizmi vardir.

Bu iki 6zellik saglaniyorsa (e, f) ikilisine (8, ¢) ikilisinin geri gekmesi denir.

Bu tanim
Y —2% 54 Z—L 54
O
B —.9> X B T> X
(1.3)
degismeli diyagramlariyla {iretebiliriz. Yani,
7 f
&
¥ - A
U
~F ¢ .y
(1.4)

Teorem 1.1. (a,f) ve (o ,f), (0,¢) ikilisinin geri ¢ekmesi olsun. Bu durumda

@:Y ——Y biricik izomorfizmi vardir. Oyle ki
ap=avefp=p
elde edilir.
Tamm 1.3. C bir kategori olsun. A, B, X,Y ler C kategorisinin objeleri ve
0: X—>Ave ¢g: X—B

morfizmleri olsun.

a:A—>Y ve f:B—>Y

morfizmler olmak {izere,



(i) ab=pg
(i) Herhangi g:B——>Z vef : A——Z morfizmleri i¢in f¢@ = g6 olmak iizere
ea=f ve gf=g
olacak sekilde bir tek &:Y ——>Z morfizmi vardir.

Bu iki 6zellik saglaniyorsa (e, f3) ikilisine (6,¢) ikilisinin ileri itmesi denir.

X—54 X—=54
I S B
B—ﬂ:rY B——7

(1.5)
X—f% 54
|t
B—ﬁrr}’
\L\ i
& Z
(1.6)

Teorem 12. (a,p) Ve (a,f), (6,¢) ikilisinin ileri itmesi olsun. Bu durumda

@:Y ——Y biricik izomorfizmi vardir. Oyle ki
pa=a Ve pB=f
dir.

Yardimci Teorem 1.1. A dan B ye fonksiyon gifti

i

A=—=8

olsun.



E= {a € A| f(a)= g(a)} kiimesinin A ya gomiilmesi olan € asagidaki ozellikleri
saglar.

1. e:E—— A bir fonksiyondur,
2. foe=goe;

3. foe =goe olacak sekildeki herhangi € : E —> A fonksiyonu vardr.

Tanim 1.4. C - morfizm gifti

4 =B

'
olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan (E,e) ¢iftine f ve g nin esitleyicisi (equalizer) denir.
1. e:E—— A bir C - morfizmdir,
2. foe=goe;
3. foe =goe olacak sekildeki herhangi € : E —— A C - morfizmi igin asagidaki

iicgeni degismeli yapan bir tek e:E—>E , C - morfizmi vardir.

(1.7)

Onerme 1.1. A ve B birer kiime olmak iizere f,g: A—— B iki fonksiyon olsun. O
zaman E = {a € A‘ f(a)=g (a)} kiimesinin goriinmesi e, asagidaki 6zelliklere sahiptir:
i) e:E—— A bir fonksiyon

i) foe=goe

i) f oe =goe olacak sekildeki € fonksiyonu igin asagidaki diyagrami degismeli

yapacak sekilde bir tek e:E—>E fonksiyonu vardir:



(1.8)

Tamm 1.5. f,g: A—— B iki C -morfizm olsun. Eger asagidaki 6zellikler mevcut ise

(E,e) ikilisine f ve g morfizmlerinin ekolizeri (esitleyicisi) denir:

i) e:E—— A bir C -morfizm

ii) foe=goe
i) f oe =goe olacak sekildeki e morfizmi i¢in asagidaki diyagrami degismeli

yapacak sekilde bir tek e:E ——E C-morfizmi vardur:

(1.9)

Tamm 16. f,g: A——>B iki C-morfizm ve c:B——>C, C-morfizm olsun.

Asagidaki oOzellikler mevcut ise (C,C) ikilisine f wve g morfizminin esekolizeri

(esesitleyicisi) denir:

i) ¢:B——>C bir C-morfizm

ii) cof =cog
iii)cof=cog olacak sekilde ¢ morfizmi igin asagidaki diyagramu degismeli
olacak sekilde bir tek c:C——C , C -morfizmi vardir:



(1.10)

Onerme 1.2. (Esitleyicinin tekligi) f,g:A——B iki morfizm olsun. Bu

morfizmlerin iki tane esitleyicisi varsa, bu esitleyiciler A nin izomorfik alt nesneleridir; yani
(E.e)~(E.€).
Ispat: (E,e) ve (é,é) , T ve g morfizmlerinin iki esitleyicisi olsun. Esitleyici

tanimindan € =€o P Ve € =eo( olacak sekilde bir tek p ve q morfizmleri vardir.
(E.e)<(E.&) ve (E.6)<(E.e)=(E.e)~(E.¢).
Notasyon: (E,e)~ Equ(f,g).

Tanim 1.8.

1) e:E—— A bir C-morfizm ise (E,e) ikilisine bir regiiler alt nesne denir.

2) (E.e)=Equ(f,g) olacak sekilde f,g morfizmleri varsa e ye regiiler
monomorfizm denir.
3) C bir kategori olsun. Her C -nesnesinin regiiler alt nesnesinin temsili kiimesi varsa, bu

kategori regiiler iyi-kuvvete sahiptir denir.

Tamm 1.9. Regular Epimorfizm: f : A——B regular epimorfizm olmasi igin oklar
ciftinin coequalizeri olmasi gerekir.
Tamm 1.10. Split Epimorfizm: f:X——>Y split epimorfizmdir oyle ki

i:Y——>X i¢in foi=1 dir. Ckategorisi iizerinde split epimorfizmalarin kategorisi

SplitEpi(C) ile gosterilir.



Her split epimorfizm regular epimorfizmdir.

Tammm 1.11. Z ve C kategorilerve D:Z——C bir funktor ise, her bir

ie Ob(I),li L— D(i) ve 7 kategorisindeki tiim m:i—— j morfizmleri igin

asagidaki diyagrami degismeli kilacak sekilde bir (L,(li )iEOb( z)) kaynagi D icin bir dogal
kaynaktir.
D(i)
jl.'
L Dim
' D(j)

(1.12)
Bir baska deyisle, her nesnesindeki degeri L ve her morfizmindeki degeri 1, olan sabit

funktor L:Z——C ve (L’(Ii)ieob(I)) 7 kategorisinde bir kaynak ise, bu takdirde

(L,(li )iEOb(I)) nin D igin bir dogal kaynak olmasi igin gerek ve yeter sart (li )ieOb(I) nin L

den D ye bir dogal transformasyon olmasidir.
Dual olarak, (ki)ieOb(Z) D den K:Z——>Csabit funktoruna bir dogal

transformasyon olmak iizere D i¢in bir dogal batirma ((ki )iE on(7) K) eskaynagidir.

Kolaylik olmasi agisindan; D(i) yerine D, ; (L’(Ii)ieOb(I))yerine (L,(li)l) ya da

( L1 ) ifadelerini kullanacagiz.

Tamm 1.12. D:Z ——C bir funktor ise, (l:,l:) D i¢in herhangi bir kaynak olmak
iizere Vj€Ob(Z) icin asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde bir tek h: L—>L

morfizminin var olmasi kosulu ile D igin bir (L, |i) dogal kaynagina D nin bir limiti denir.



— P

-
|l_u'

e [
)

(1.12)

Dual olarak, D nin her dogal batirma, onun tek tiirlii ¢arpimi olmak {izere (ki, K)

dogal batirmasina D nin es limiti denir.

Tamm 1.13. 1) Z bir kategori ise, her D:Z——C funktorunun bir limite sahip

olmasi kosulu ile C kategorisine Z-tam (ya da Z limitlere sahip) denir.
2) Her bir 7 kiigiik kategorisi i¢in C Z-tam ise, C ye tam denir.
3) Her bir sonlu Z kategorisi i¢in C Z-tam ise, C kategorisine sonlu tam (ya da sonlu

limitlere sahip) denir.
Dual Kavramlar:_Z® -es tam (ya da Z® -es limitlere sahip) estam; sonlu es tam.
Tamm 1.14. Bir C kategorisi iizerinde bir T = (T,7, 1) monad: asagidaki diyagramlar
degismeli olacak sekildeki

n:l,—T
WIT —>T

dogal transformasyonlari ile birlikte bir

T:C——C

endofunktorudur.

‘?-‘-! \T:{ -‘:‘T T

73 L 577 T g
T

(1.13)
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Bu diyagramlarda T",T ninn kere tekrarlanmasi anlamindadir.
X objesinin 4T deki  gorintiisii  TXingdeki — goriintisidir,  benzer  sekilde
X objesinin T u deki gortintiistit T (1 X) dir, benzer ifadeler 7 i¢in de gegerlidir.

Monad, triad, standart yap1 ve temel yap1 ifadelerinin hepsi ayni seyi ifade etmektedir.

Monadin bir diger tanimini monaid yardimiyla yapabiliriz, bunun i¢in de 6nce monaidin

tanimini yapalim;

Tamm 1.15. Bir M monaidi asagidaki 6zellikleri saglayan bir M kiimesi ve iki

fonksiyonla tanimlanabilir.
Fonksiyonlar

u:MxM—M
n:l—M

olmak tizere asagidaki iki diyagram degismelidir.

MM x M —25 s M x M I M —2 s Mx M —2% 5>Mx1

_ml fﬂ l l u &

MxM——M M M M
(1.14)

Burada 1x z deki M ——M birim fonksiyonu ve 1xM deki 1, tek elemanl

1= {0} kiimesidir. Ayrica A ve 6 da

Ix X —25 X «2—X x15 A(0,X) = X

0(x,0) = x ile verilen birebir, drten fonksiyondur. Bu diyagramlarin degismeli olmasi

asagidaki bileskelerin esit oldugu anlamindadir.
po(@xp)=po(uxd), po(nx)=A,uo(xn)=0
u fonksiyonunu x, y € M igin (X, y) = X-y ¢arpimu olarak, 7 fonksiyonunu da tek

elemanh 1= {0} kiimesini 7(0) =ueM olacak sekildeki sabit fonksiyon olarak alalim.

Boylece diyagramlari elemanlar cinsinden su sekilde ifade ederiz:
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(x. v, 20— (x,y2) (0, x)——(2, x) (x,0)——{x,0)
| | I [ 1T
(xp.2) —— (0)z=x()z) X UX XU X

(1.15)

Bunlar aslinda tamamen monaiddeki garpimin birlesmeli olmasi ve bir U , sag ve sol
birim elemania sahip olmasi aksiyomlarina benzemektedir. Bu; cebirsel ozelliklerinin
degismeli diyagramlarla nasil ifade edilebilecegine karsilik gelmektedir. Ayni siire¢ diger

ozelliklere de uygulanabilir. Mesela bir grubu bir M monaidine asagidaki diyagramlar
degismeli olacak sekilde bir

v:M—M

X Xt

fonksiyonunu ekleyerek tanimlayabiliriz.

M—Z SMxM—2 SAM <M

| rn-

1 _ > M

O — =

(1.16)

Burada o:M——>MxM herxeM igin X+ (X,X) seklinde tamimli diagonal
fonksiyondur. Isimlendirilmemis diisey ok M ——1= {0} ;M den tek elemanl:i kiimeye giden
asikar (ve tek) fonksiyondur. Sag tarafta belirtildigi gibi bu diyagram, y nin her bir xe M

elemanini X in sag tersi olan X' e gétiirdiigiinii gdstermektedir.

Tamm 1.16. Bir X Kkategorisindeki bir T=(T,7,4) monadi bir T: X —— X

funktoru ve asagidaki diyagramlar degismeli olacak sekilde

1. n:l,——>T, 4:T?——T dogal transformasyonlarindan olusmaktadir.
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(1.17)

Monad tanimi kiimelerdeki bir M monoidinin tanimina benzemektedir. Tanimda

monoidin elemanlarinin kiimesi M ile T : X —— X endofunktoru, iki kiimenin kartezyen

ER]

garpimi ‘X ile iki funktorun bileskesi, #:MxM ——>M c¢arpimi ikili islemi ile

1:T?——T transformasyonu ve 7:1——>M birim eleman: ile de 7:1 ——T yer

degistirilir. Bu ylizden 7 ye T monadinin birimi ve g ye de T monadmimn ¢arpim deriz. (2)

deki birinci degismeli diyagram monadin birlesme kuralini, ikinci ve ti¢lincli diyagramlar da

sirasiyla sol ve sag birim kuralini ifade etmektedir.

Tiim bunlarm 1s18inda X deki bir monad, endofunktorlar kategorisindeki “x * garpimi
ile endofunktorlarin bileskesi ve birim kiime ile birim funktor yer degistirilerek elde edilen bir

monoiddir.

Bu (X,T,7, 4) yapisina bir monad denir.
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2. 1C KATEGORILER VE MAL’CEV KATEGORILER

Bir kategori iginde, uygun obje ve morfizm siniflart belirleyerek bir kategori
olusturulacaktir, bu kategori, kategori i¢inde bir kategori olup adina i¢ (internal) kategori denir.
Bu bolimde i¢ kategoriler, regiiler kategoriler, Mal’cev kategorilerine deginecegiz. Buradaki
temel kavramlar ve detayli bilgiler (Borceux ve Bourn, 2004-2007), (Janelidze, 1990), (Bourn,
1991-2000-2002-2004-2007) (Carboni vd., 1991-1992-1993) dedir.

C sonlu ¢arpimlara sahip bir kategori ve X ile O,C kategorisi iginde iki obje olsun ve
5
X —z; 0—=-X

morfizmleri se=id, =te olacak sekilde mevcut olsun. Burada C kategorisi geri ¢ekmelere

sahip oldugundan X, x (X = {(f ,0)e Xx X :t(f)= s(g)} olmak iizere

thSXL)X

plxl ls

—t>O

(2.1)
geri cekme diagrami olusturulabilir. Bu durumda

(f,g) — ¢
\’ d
f——t(f)=s(9)

olur.

Simdi C kategorisi iginde objeleri O ve morfizmleri X olan bir kategori olusturmak

istiyoruz. Bunun i¢in morfizmlerin bir bileskesine ihtiyacimiz var. Bu yiizden
m: X, x X——X
bi¢iminde birlesmeli olan ve birimi koruyan bir m bileskesini tanimlayalim.

f € X morfizmleri igin;
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X ——0

f——1(f)
morfizmi hedef morfizmi,

52X —>0

f—s(f)

morfizmi kaynak morfizm olarak bilinir yani

f

7N

X v

feX vex,yeO icin
t(f)=yves(f)=x

olur. Bundan dolay1 X igindeki morfizmler igin bileske tanimlanabilmesi igin

f g

SN

f nin bittigi yer yani t(f) ile g nin basladigi yer yani S(Q)esit olmahdir. Yani
t(f)=s(g) olmahdir. Dolayisiyla X iginde bir bileske, t(f)=-5s(g)olacak sekilde ki

(f,g) e X x X ikilileri i¢in tanimlanabilir, bu sekilde ikililer ise X, x ( X ile temsil edilir.

m:X x X —> X
(fig) —m(f,g)=gof

denirse

f g

NN

x=s(f) y=t(f)=s(g) z=t(9)
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t((m(f,g))=t(g>f)=1(9)

s(m(f,g))=s(gef)=s(f)

olur.
X x X—"— X —5 0]
(f,g) ——>gof ——t(gof)=1t(g)
ve
X—— 0O
f——s(f)

morfizmlerini kullanarak (X, x (X), x (X geri gekme objesi olusturulabilir, burada
(X x  X)x X ={(f,g,h)e Xx X x X =t(f)=5s(g) ve t(goh) =s(h)}
dir. Benzer sekilde X, x (X, x (X) geri ¢ekme objesi de
X x (X x  X)={(f,g,h) e Xx X x X =t(f)=s(hog) vet(g) =s(h)}
seklinde olusturulabilir. S(hog)=s(g) vet(ge f)=1t(g) oldugundan dolayr bu iki geri
cekme objesi esittir. Dolayisiyla
X,x X,x X% ¥ « X

r'-d.-.: e kird

X R :X —h_} a
diagrami olusturulabilir, buna gore

(f.g.)l————(n(f.8).h)=(g= 1.1

(fheg)=(f.0m(g.h))——m(f heg)=m(g= f.h)

olur ki bu diagramin degismeliligi, M bileskesinin birlesmeli oldugunu verir.
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Son olarak bir kategori i¢in bilegskenin birimi korudugu gosterilmelidir. Yani her bir

f € Mor (C) i¢in

XL ¥ XL ¥
\}XX‘lL \i‘\x[f
Y X

(2.2)

diagramlarinin degismeliligi

1of=Hf
ve

fol =f
oldugu gosterilmelidir.

e:O—— X morfizmini, O icgindeki her bir x objesi i¢inid,  morfizmi  olarak
secelim yani
e 0—— X

x—e(x)

i¢in

e(x)=1d, : x+——x

olsun. Eger f € X igcins(f)=x, t(f)=y ise,

id, = f oid, oldugu gosterilmelidir. Burada te = id,, bileskesi kullanilirsa

Oy, %5 X ={(x, F)=x=5(f)}



geri cekme objesi olusturulabilir ve benzer sekilde se = 1d, bileskesi kullanilirsa da

X% 1,0 ={(f,y):t(f) =y}

geri gekme objesi elde edilir. Bu geri ¢ekme objesi,

P;i"jﬁj ®x X — X
(x=.f) |_,p1(x:ﬁ=f

ve

PrX Xy
r:f:.}lj I—rpllif: .}I:I =f

biciminde projeksiyonlara sahiptir. Bunlar kullanilarak

0., X X—f—:rXxXc:—f—Xx

\”“ /

diyagraminin degismeliliginden birimler i¢in istenilen elde edilir, yani

(. f)—> (e(x). 1) (f.eQe—(f.»)
| ~_
f=reelx) e(Mef=r
elde edilir.

17

(2.3)

(2.4)

Buna gore bir C kategorisinde, X ile O objeler ve s,t,m,e yukaridaki diagramlari

degismeli yapan morfizmler olmak tizere C= <X,O,s,t,e, m) sistemine i¢ (internal) kategori

denir, X, C nin morfizmler ailesi ve O ise C nin objelerinin ailesi olur.
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funktor,
F,:0——0 F:X—X
morfizmlerinden olusur, dyle ki (2) deki diagramlar degismelidir.
F.F:6—>¢

i¢ funktorlar1 arasindaki G deki bir i¢ dogal doniisiim (4) diagramlarini degismeli yapacak

sekildeki G i¢indeki bir

v:0——>0
morfizmidir.
Set, kiime kategorisi i¢indeki i¢ kategori small kategori dir.

Grp, grup kategorisi i¢indeki i¢ kategori ise objeler ve morfizmler ailesi birer grup ve

S,t,e,m doniisimleri birer grup homomorfizmi olan bir kategoridir. Bu kategori gruplarin

caprazlanmis modiiliine denktir. Dolayisiyla, Grp igindeki i¢ Kategori gruplarin ¢aprazlanmisg

modiiliinii verir.
Tamim 2.1. (Pointed Kategori) Baslangi¢ ve bitis objesi izomorf olan kategoridir. £ bir
pointed kategori ise
i. Hem baslangi¢ hem bitis objesi (sifir obje) 1
ii. T, :X——1 tek morfizmi bitis objeye
iii. a, :1——>Y tek morfizmi baslangi¢ objeden
iv. @y, X——Y sifir morfizmidir dyle ki @, , =at, o Ty
v. Q(X,)Y)= {a)x v } , €(X,Y) nin alt kiimesi sifir morfizme indirger.

vi. Q(¢g), € un sifir morfizmlerinin simifidir.

Tanim 2.2. (Regular Kategori) C sonlu limitli bir kategori olsun.

i. Cninher X objesiigin R— X x X yansiyan bagintis1 denklik bagintisidir.
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ii. Denklik bagintisinin kompozisyonu degismelidir.

iii. Iki denklik bagmtisinin kompozisyonu da denklik bagintisi sartlarini saglayan C ye

regiiler kategori denir.

Abelyen kategorilerde kisa 5 lemma

K > L
b g
K > 1

e

1 ?
>

C"!*.m—f:’!

o

(2.5)

degismeli diyagraminda g,g regiiler epimorfizm ve f =Kerg, f =Kerg olmak iizere

a Ve y izomorfizmise £ izomorfizmdir.

C pointed kategori olsun. Split kisa 5 lemma

1 sA—L B‘% C »1
B
1 >4 7 »B :'E > »1

(2.6)

Pof=Ffoa , yog=goB , Boh=h'oy degismeli diyagramda g,g split
epimorfizm goh=1Jd, ,goh =1Id, ve f=Kerg, f =Kerg olmak iizere « Vey

izomorfizmise £ izomorfizmdir.
Tamm 2.3. (Mal’cev Kategori) Sonlu limitli £ kategorisinde her yansimali baginti

denklik bagintis1 ise £ a Mal’cev kategorisi denir.

Teorem 2.1. £ pointed kategori ve split epimorfizmlerinin geri ¢ekmeleri olsun. Bu

durumda;

i) &, splitkisa bes lemmayi saglar.
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ii) £un her Y objesi icin a, :1——>Y den sifir objeye morfizmi, ters goruntii

funktoru &, " : Pt, () —— Pt (&)
Tanim 2.4. £ kategorisi agsagidakileri saglarsa protomodulardir.
i) & her split epimorfizmler arasinda geri ¢ekmeye sahip
ii) Tim fibrationlarin ters goriintii funktoru 77 : Pt(e)——>¢& izomorfizm noktalaridir.
Onerme 2.1. C sonlu limit kategorisi olsun. Bu durumda
i) Cdeher X objesiigin R— X x X yansiyan bagint1 denklik bagintisidir.
ii) Cdeher X i¢in X {iizerindeki yansiyan bagint1 simetriktir.
iii) C de her X i¢in X tizerindeki yansiyan bagint1 gegislidir.
iv)C de her X ve Y igin her R — X xY bagntis1 difonksiyoneldir.
Yani; Va,ce X ve Vb,d €Y i¢in aRb,cRDb ve cRd ise aRd dir.
v) Cdeher X i¢in X iizerindeki her bagint1 difonksiyoneldir.

ifadeleri denktirler.
Ispat: R — X xY bagntisiigin S — Rx R yanstyan bagimtist
(a,b)S(c,d)«< aRd
olmak iizere
)= ii) Eger aRb ise (a,a)S(b,b) olup yanstyan oldugundan

(b, b) S (a, a) olup bRa oldugundan simetri 6zelligi saglanr.

if) = iii) Eger aRb vebRc ise (b,c)S(a,b) simetriden (a,b)S(b,c) olup aRc

oldugundan gegismelidir.



21

iii) = iv) EgeraRb,cRb ve cRd ise bu durumda (a,b)S(c,b) ve (c,b)S(c,d)

olup gegismeden (a,b)S(c,d) olur buise aRd olmasidr.

IV) = V) V) ten goriiliir.

V) = 1) Yansiyan oldugundan simetri ve gegisme Ozelligini gostermek yeterlidir. aRb

ise yansiyan oldugundan bRb ve aRa olup DbRa olur. Yani simetriktir.
aRb ve bRc ise aRb, bRb ve bRc den aRc olup gegiskendir. O halde denklik bagintisidir.

Mal’cev kategorileri ile ilgili bilgiler (Carboni vd.., 1992) den alinmustir.

Tanim 2.5. ¢ sonlu limitli kategori ve internal yansiyan graflarin kategorisi RG(¢)

icin agagidaki diyagram

di =1, =c, sartini saglar.

Tanm 2.6. A* A—"—> A carpmmyla internal kategori yansimali graftir. Burada

Ax* A geri gekmedir ve

A*d—3 A4

A ——>B
2.7)
Cl) Va e A igin aly,, =a =1, @
C2) V(a, ) € A* A igin d(B,a) =d(a)
c(B,a) =c(B)
C3) V(a, B).(B.7) € Ax A igin y(Ba) = (1P)a ile 1, =i(x) ve fa=m(a, B)

sartlarini saglar.

Bir yansiyan graf C1) sartim1 sagliyorsa yansiyan ¢arpimsal graf olarak adlandirilir.
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£ un i¢ kategorilerin kategorisini cat(g) ve i¢ yansiyan ¢arpimsal grafla da rmg(¢)
ile gosterecegiz. Burada morfizmlerin her biri kanoniktir. Yani, ¢ daki oklarin (fg, f,) cifti

i¢in

Axd Axd4,

(2.8)

M1) Vx e B, icin f,(1,) =1,
M2) Va e A icind, f,(a) = f,d,(a)

¢, fala) = foc (@)

M3) V(a, B) € A=A, icin 1,(Sa) = 1,(8) T\(a)

& daig grupoidlerin kategorisi grpd (), terslenebilir i¢ kategoriler ile

G2) VaeAigins(a)a =Ly
as(a)=1,,

Not: grpd(¢)——cat(e)——rmg(s)——rg(¢)
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forgetfull funktorlardir. Yalnizca W genellikle full degildir.

Onerme 2.2. Eger £ Mal’cev kategorisi ise W funktoru fulldur. (Carboni vd., 1992)

Teorem 2.2. £ Mal’cev kategorisi ise

i) Her i¢ yansimali graf en ¢ok bir yansimali ¢arpimsal graf igerir.

i) cat(s)——rmg(s) ve grpd (s)——cat(s) forgetful funktorlart
izomorfizmlerdir.

Ispat: i)

He

Ax A== 4 =—=B

Iki yansiyan ¢arpimsal grafli yansiyan grafi ele alalm. R—— Ax A

d(p)=c(a)

ﬁRa@{ﬂa:ﬂoa

bagintisini m'(a, ﬂ) kompozisyonunu Soa ile gostererek tanimlayalim. Bu durumda

V(a, f)e AxAlcin 11, , =1, ile

PRL: pl=f=pol
1R1 : 11 =1 =101
IRa: 1o =a=1oc

olup difonksiyonellikten SR« olur. Yani fa = oa olur.
i)

He

AxA $ 4 =—B

mi

Yansimali ¢arpimsal grafin i¢ kategori oldugunu gostermemiz gerekir. C2 sartini

gostermek i¢in R—— Ax A bagintisi
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V(a,B)e A* A igin

BRL : d(p1)=d ()
1RL : d(11) =d(1)
Re : d(la)=d(«)

ise difonksiyonellikten SRa ve bdylece d (,Ba) =d (0{) olur. Ayni sekilde C(ﬂa) = C(,H)
dir.

C3 sartim gostermek i¢in R—)AX(A* A) bagintist (a,ﬁ), (,B,a)e AxA ve

1d(y) = 1C( 5 olmak tizere

y(Ba)=(1B)a
i¢in
}/R(l,l) 7/(11) = 7/:(]/1)1
1R(L1) : 1(11) =1 :(ll)l
IR(B,a): 1(pa)=pa=(18)a
olup

yR(B,a) : difonksiyonellikten

dolaysiyla y (Sa)=(yB)a du.

S:A—— A tersini tanimlamak i¢in Oncelikle m nin sol sadelesme 6zelligini
sagladigini gostermeliyiz. Yani

Pr=Pa=y=a

RC'_,(AKA)XA



25

bagintisi

d(p)=c(r)=c(a)

Ja)RA:
(.a) ﬂc’{ﬂyzﬂa

ve ﬁj/ = ,30( ve 1:1d(ﬁ) :1(;(;/) :10(0{) Olmak lizere

(7,@)RB = Py =Pa
(LYRB : pL =p1
(LYRL @11 =11

olup difonksiyonellikten (7, )Rl olup y=1 =1, = dr.

Benzer sekilde sol sadelesme yani 8 = aff = ¥ = da gosterilebilir.

G1 ve G2 yi gostermek igin

S( Ax A
bagintisi

d(y7)=c(p)

PSa <= y € A vardir dyle ki {
w=a

bu sekildeki y tektir.

Va e Aigin S denklik bagintis1 oldugundan

Va e A 3°a vardir dyle ki

aa =1, (@)
ve benzer sekilde

C(a' =d(a)
Va e A Ja' vardr 6yle ki

aa’ = 1c(a)

olup kompozisyonun birlesme o6zelliginden VaeAigina®="a olup S (a) =a

tanimlayabiliriz.



Sonug 2.1. Her £ Mal’cev kategorisi i¢in

i) Her i¢ yar1 monoid abelyen gruptur.

ii) £ nin 11 koruyan her oku ayni zamanda m: Ax A—— A y1 Korur,

26
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3.iC CAPRAZLANMIS MODULLER

Gruplar {izerinde ¢aprazlanmig modiill Whitehead tarafindan 1949 da relatif homotopi
gruplarla ilgili calismasinda tanimlanmistir. Caprazlanmis modiil taniminin en Onemli
uygulamalarindan biri Loday tarafindan 1982 de verilmistir. Loday cat'-gruplar tanimini1 vermis
ve bu tanmimlamadan olusturdugu kategorinin caprazlanmis modiiller kategorisine denk
oldugunu gostermistir. Bu gosterimden sonra ¢aprazlanmig modiil taniminin denk kategorisi
olan cat'-gruplar kategorileri olusturulmustur. Bu boélimde de i¢ c¢aprazlanmis modiiller
verilmistir (Janelidze, 2003; Mantovani ve Metere, 2010). Ayrica kaynaklarda denk kategorileri

de verilmistir.

Tamm 3.1. SplitEpi (C) nin objeleri A ve B, C nin objeleri (A,B,a, ) olmak iizere

ve (A,B,a,B) aB=1, ve aff =1 olacak sekildedir. Morfizmleri ise &yle (f,0)

ciftlerinden olusur ki

(3.1)
diyagrami degismelidir yani,
ga=af ve fB=p9g
dir.
Tanim 3.2. C kategorisinde obje etkilerinin kategorisi Act(C) ile gosterilir. Act(C) nin

objeleri (B, X,&) seklindedir. Burada B ve X, C nin objeleri olmak iizere X iizerinde B nin

etkisi

& BhX —— X
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olarak tamimlidir. Morfizmleri ise dyle (f,g) ¢iftlerinden olusur ki (B, X,<&)ve
(B', X, &) objeler olmak iizere f:B——B', g: X —— X ile degismeli bir diyagramdir.
Yani g&=¢&(fbl) dir.

BbX objesi x4 : BbX ——> B+ X morfizmiyle birlikte B nin birim morfizminden
ve X——>B ye sifir morfizminden 7z, :B+ X ——>B morfizmin ¢ekirdegi olarak

tanimlanir. Yani, Ker(z, , : B+ X ——B) =BbX dir.

Bb(-):C —— C funktoru kanonik monad yapiya sahiptir. (Bourceux vd., 2005;

Bourn ve Janelidze, 1998)
Bb(-) = (Bb(-),n®, 1°) ve (X,£) monad iizerinde cebir olarak tanimlamir. Yani

&:BbX——B nin

Br(BrX) — BoX ;X

=
12 =

BbY — > x

T

(3.2)
diyagramini degismeli yapmas1 gerekir.

nﬂ ve ,uﬁ y1 agikca tanimlamak i¢in

Br(BoX) _____ B+(BrY)— B
K.i'.a'rx SE
I [1.E..X]
B:uif — %, ’B+X——=_.— B
j.?i

(3.3)
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degismeli diyagramindan yararlaniriz. Burada 7, Ve 1, birebir coproduct morfizmleri ve

773 ve ,uf tek olarak tanimlidir.

SplitEpi(C) ve Act(C) kategorileri adjoint denktir. Sag adjoint G : SplitEpi(C) ——> Act(C),

G(A B,a, ) = (B, Ker(a),&) dur.

BKe(0) ——== B +Ker(a)

5[ hﬂ: x.]

Ker(a) |

(3.4)

diyagrami degismeli olacak sekilde biricikk & morfizmi vardir ve burada K,, o nm

¢ekirdeginden tanimlanan kanonikal morfizmdir.
Sol adjoint F: Act(C)—— SplitEpi(C), F(B, X,&)=(BK(X,$),B,7;,1,) dir.
Burada Bx(X,¢&) objesi o, : B+ X ——Bx(X,&) morfizmiile 1, = o,y olacak sekilde
[e.K,.] )
B+(BX) ———2p+x —Z »Bx(X.9
coequalizer diyagrami ile 7.0, = 7y , olup 7, biriciktir.
Ayrica,

BoX iyghjf

E - -
= Oy = | L0 |

X —— Bx(X.9

(3.5)

ileri itme diyagramidir. Ayn1 zamanda geri ¢ekme diyagramidir da ¢iinkii dikey oklar izomorfik

co-cek ile normal monomorfizmdir. & nin gekirdegi (X,K) ve aff =1, olacak sekilde
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L &
Xt a——

1)
diyagramini ele alalim. Bu durumda yukaridaki ileri itme ve SplitEpi(C) ve Act(C) nin adjoint

denkliginden A da bu diyagram da ileri itmedir. Yani

E

BhX —* 5 B+X
£ [E-*: .ﬂc]
X 4

(3.6)

degismeli olacak sekilde biricik & morfizmi vardir.

Teorem 3.1. A, B, X,a, £,k,& ler (1) formunda ve C de C nin keyfi bir objesi olsun.

Bu durumda x: X ——C ve b: B———C morfizmleri igin,
¥—%k54 % g
N
!

Diyagrami degismeli olacak sekilde en ¢ok bir a:A——>C morfizmi vardir. Oyle ki

(3.7)

bu sekildeki a morfizmi ancak ve ancak

BX—*—p. x
£

[5.k]

X—— 4

i

(3.8)

diyagrami degismeli olacak sekilde vardir, (Janelidze, 2003).
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Ispat: En ¢ok bir a:A——>C ye varlign (Bourn, 1991) da verilmistir. (3.8)

diyagramini degismeli yapan a ‘nin varligi ise (3.6) ileri itme diyagramindan anlagilir. O halde

BX X sp. x

bx

'™

(3.9)

diyagrami degismeli ise X = X oldugunu gostermeliyiz. Burada

olur.

ve

dir.

X :[b,x']z2

= [b, X'] Kg x 775 (. 17 tanimindan)
= X&ny, (- diyagram degismeli)
=X (- (1) degismeli)

C kategorisinde C objesi i¢in, split genislemeye uygun i¢ etki

c—sexc==c A ={11)

2c:Chc—2escrc—MscC

Teorem 3.2. (Oteleme Teoremi) i) C, sonlu limitli ve es carpimli noktalanmis kategori

olsun. Teorem 3.1 deki ifade 6teleme 6zelligi olarak adlandirilan asagidaki 6zellige denktir. Iki

boliinmiis split genisleme
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ve X: X ——> X, z2:Z——>Z morfizmleriyle (X,z) iftini, ys=5z ve yk =k x olacak
sekilde tek anlamli olarak y:Y —Y morfizmine genisletmek icin gerek ve yeter sart (X, Z)

¢iftinin & ve & etkilerine indirgemeye gére denktir.

x—oTexs7 Z6X —2 75X

x E : .

¥ R— ‘le : @ I- ]

X = yes X— > x
F Z g

(3.10)
i) Eger C ayn1 zamanda yaridirekt ¢arpima sahipse oteleme Ozelligi saglanir. Ayrica

y:Y ——Y' biricik morfizmi (X, Y, Z) split geniglemenin morfizmine neden olur. Bu Xx z

den y nin olusturulmas: demektir.

Ispat: Oncelikle Teorem (3.1) in saglandigini kabul edelim ve

s o Xs i K. .
X A »Z + X ZhX ez, 74 X
1 (1) J () [[k o ] @ [[‘L
X X ' X K 'Y X T Y

(3.11)

diyagramlarmi ele alalim. (I) degismeli diyagramdir. § tanimindan (II) diyagrami da degigmeli

oldufundan III diyagramn da degismelidir. Ayrica K . .o Hx = (Z + X)o K, x olup
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diyagramlarm esitligi s6z konusudur. Teorem 3.1 denda yk =k X ve ys =57 olacak sekilde

y tek sekilde vardir.

Tersine, ys=5z ve Yk =k X olacak sekilde y oku, Teorem 3.1 den degismeli

diyagram1 ve tanimdan (II) degismeli diyagrami olacak sekilde vardir. k" monomorfizm

oldugundan (I) diyagrami da degismelidir.

Kabul edelim ki 6teleme 6zelligi saglansin. Bu durumda Teorem 3.1 den

X—% . 4 £ B BhX —2% _,ChC

* 1 b = g\ ke
¥

C {1:.} 'CXC' A C X - C

(3.12)

diyagramlarini olusturabiliriz. y. tanimindan, sag diyagramin denkliginden Teorem 3.1 in Kare

diyagramin degismeliliginden ve Gteleme Ozelliginden denktir. Bu denklikten sol diyagrami

degismeli yapan biricik Yy morfizmi vardir diyebiliriz. Bu durum Teorem 3.1 in diyagramindaki

a: A——C morfizminin varhgma denktir. Fakat bu sirasiyla a: 7, (y) ve y =(a,a) y1
tanimlarsak agikca goriliir.
ii) Eger C ayn1 zamanda yaridirekt ¢arpimsa, split tam diziden kisitlanan K denkligine

hala denktir. Bu yiizden tamamen dogrudur. (X, Z) ciftinin split genisleme morfizmi igin
6nemli olmasi i¢in gerek ve yeter sart T monadi i¢in cebirlerin morfizmini vermesidir.

Gergekten, YS=SZ ve yk = KX ile ayn1 zamanda Zp = p'y olacak sekilde verilen herhangi

Yy nin varhigi protomodularity den dolayr strong epimorfizm ile birlikte (k,S) ciftinin

onbileskesiyle kolaylikla gosterilebilir.

3.1. i¢ Yansimah Graflar Ve On Caprazlanmis Modiiller

Bir C kategorisinde X i¢ yansimali grafi

[
:
P p——
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ay zlx0 = [y sartin saglayan diyagramdir. C de i¢ yansimali graflar kategorisi RG(C)

de (f,, f,) oklarinm cifti ile

!

(3.1.1)
diyagrami degismelidir. Yani
af =fa =18 fy=rf
dir.

Burada da C nin i¢ yansimal grafi ¥ : A—— B morfizmi =1 sart1 ile SplitEpi(C)

kategorisinin (A, B,«, ) objesidir.

Onceki teorem ve (3.8) diyagramindan bdyle bir y,u:B——>Bvef: X ——>B

olmak tizere degismeli diyagramdan

f&=[u, flksx ve [u, fly=1
oldugundan f&=[1, f ]k, ile vardur.

Tammm 3.1.1. Cde i¢ 6ngaprazlanmis modiil (B, X,&, f) ile gosterilir. Burada

(B, X,&), Act(C) ninobjesive f: X ——>B , C nin morfizmi olmak lizere

BoX — ez, p. ¥

d k

X—F—F

diyagrami degismelidir. Yani, X& = [1, f]kBy 5 tir.
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3.2. i¢ Caprazlanmis Modiiller
Tamim 3.2.1. Carpimsal graf, Ax ; A—"— A birim ¢arpimu ile

A28

—_—

yansimal graftir. Oyle ki;

(3.2.1)
diyagrami degismelidir.

Teorem 3.1 den yararlanarak ((Z, B, ]/) yansimali (refleksif) grafina uygun o6n

caprazlanmis modiile gevirebiliriz. Yani yariabelyen kategoride ¢arpimsal graf altinda bunlarin

oncaprazlanmig modiilleri tanimlanabilir.

Tanmm 3.2.2. C kategorisinde (B,X,f,}/) i¢c on ¢aprazlanmis modiili, [1,10]# ,

[1, lo] :(B + X) + X——> B+ X in gekirdeginin kisitlanisi ve [1, O] B+ X——B vye

morfizm olmak tizere

(B+X)hx —1 5 Box

[Le]

[

B X B —— X

(3.2.2)

diyagrami degismeli oluyorsa i¢ ¢aprazlanmis modiildiir.
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Tanim 3.2.3. (B, X, &, }/) On ¢aprazlanmig modiilii i¢in

Xy —fz 5 x

apl 1

B X —— X
(3.2.3)
diyagraminin degismeli olmasina yani & o (8|71) = ¥y olursa Peiffer sart1 denir.

Onerme 3.2.1. C yan abelyen kategoride (B, X,f,}/) caprazlanmis modiilse Peiffer

sartin1 saglar.

Ispat: 1,5, : XbX —— (B + X )bX morfizmi ile

(B+ X)X ———BX

(3.2.4)

diyagramini olusturmak yeterlidir. (—)bX funktorilezeligiyle

Eo[ly,0]bly onply =Eo([1y,0]01 )bl
=&o(hly)

olur. Buradan
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XbX Ko XY+ X
l o 1+l <

g

(B+X)hY —=22, (B+X)+ X
[L:.d [11]
BhX Yax , B+ X

(3.2.5)

diyagramini ele alalim. Tanimdan (1), (IT) ve (IIT) diyagramlar1 degismelidir. (IV) diyagraminda

[l, 11]0(11 +1) = [11,11]
=zlo[l,1]

oldugundan degismelidir. Diyagramin dis gevresi igin
#
o: ol 050[1, 11] 0(11b1) =0, o[l,l]o;(xyx
=0:°L0° ¥y

esitliginden her iki tarafi 0, o7, monomorfizmiyle sadelestirirsek

go[l,zl]# o(lel) = Xy
elde ederiz. Bu ise Peiffer sartidir.
Bu kavrami daha da acarak C’ de i¢ kategorilerin kategorisi ve i¢ caprazlanmig
modiillerin kategorisi arasindaki denkligi ifade edebiliriz. (Janelidze, 2003).

A. Mal’cev’in kaynak cesitlerinde (Janelidze, 1990) da goriildiigii gibi ve A. Carboni,
M. C. Pedicchio ve N. Pirovana (1992) tarafindan Mal’cev kategorilerine genisletildigi gibi C de

bir i¢ kategori

Ax g4 —=—4

1)
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seklindeki C de bir diyagram ile tanimlanabilir, burada;

o Aralarinda {i¢ ok bulunan A ve B nesneleri i¢ yansimali graf seklindedirler;

e AXg A= AX(,p Anesnesi & ve S nin geri gekmesi olarak tanimlanur.
o 1 doniistimii agagidaki diyagrami degismeli yapar:

{L.6=) {er1y

N

Ayrica, verilen bir i¢ yansimali graf (4, B, &, £,¥) icin boyle m mevcut oldugunda

)

tektir; ve eger bu boyleyse, graf (4, B, &, 8,¥) ye carpimsaldir denilir.

B. (4,B,a, ,y) ic yansimal graf ve k: X — A, & nin (sabit) ¢ekirdegi olsun.

projy

(k. 0) gl
N—AX; A A 3)

—r

By, 1)

olur.

Yardimar Teorem 3.2.1. Yukaridaki gosterimde, &': AbX — X | (3.3) e uygun X

tizerinde A etkisi olsun, yani, birim doniisiim

K
Ax 2 a1x 4)

; l l By, 1), (,0)]

X— AX A
(k.00

diyagramini degismeli yapar. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(@)m:A Xg A — A bir (birim) donlisim asagidaki diyagrami degismeli yapar;

(1e,0) (By.1)
X —AxX;Ac— A (5)

1/
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(b)
AX —Fex g1 X
¢ J [1.4]
X o A (6)

diyagrami degismelidir.
C. (4) ve (6) diyagramlarini karsilastiralim. (4) iin degisme ozelligi k&' = [ﬁ " k] K, x

ifadesini belirttiginden Yardime1 Teorem 3.2.5. gosterir ki;
Sonuc 3.2.1. Yukaridaki notasyonda, asagidaki ifadeler denktir:

(@) (5) diyagramini degismeli yapan bir m: A Xz A — A (birim) doniisiim mevcuttur.

K
(b) Ax 22 a+x )

KA,x J/ J/ [11 Iil‘:]

A+X ——A4
+ [By.x]

diyagrami degismelidir.
D.Cde i¢ yansimali bir graf (A, B,a,8,¥) Tanim ve Teorem 2.1 deki gibi

(B, X, &,F) olarak denklikle tanmimlanir. Ve C de bir i¢ kategori higbir sey degildir ancak C de

bir i¢ yansimah graf (4, B,a, f,¥) , (2) diyagramini degismeli yapanm:A Xz A — A
donisiimiine (mevcut ise tektir) sahiptir. Diger taraftan, Sonug C, (5) diyagramini degismeli
yapan m: A X g A — A bir (birim) doniisiimiiniin varlig1 i¢in gerekli ve yeterli sart1 verir.

E. Asagidaki esitlikleri karsilastiralim:

i. m{1,fa)=1;
i. m{1,Ba)f = p;
iii. m{1,Ba)k = k;
iv. m{By, 1) =1,
v. mik,0) =k.

e (2) nin degisme 6zelligi (i) ve (iv) ile ayni;

e (5) nin degisme 6zelligi (iv) ve (v) ile aynt;
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e (i) & (ii) ve (iii) ciinkii S5 ve k kesin orten (C nin protomodularhgindan
anlasilacagi gibi);
e (iii) & (v) ciinkii xk = 0;
e (iv) & (ii) ¢linkii
m(L,Ba)f = m(f. faf) = m(B, B) = m{ByB, B} = m(By. 1}B.
Boylece (2) nin degismeli olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.5) in degismeli olmasidir.

F.

q l\ ;[

- .

Satirlart kisa ve tam diziler olan degismeli bir diyagram olsun. Sag taraftaki kare bir
ileri itmedir. Eger u ve v diizglin epimorfizmler ise bu durumda w da diizgiin epimorfizmdir. Bu

da herhangi bir noktali tam Mal’cev kategorisi olarak bilinir.

G. Sonug¢ 3.2.2. Cde her bir X objesi igin, (—)bX :C——C funktoru diizgiin
epimorfizmleri korur.
Ispat. u:U — Vdiizgiin bir epimorfizm verilsin. Diyagrama F deki diyagrami

uygulayalim.

Hr TIf
X Bu+x By

K T
X Ey1x By

H.Cde i¢ 6n caprazlanmis modiilii (B,X,&,F) verilsin, asagidaki diyagrami

diisiinelim,
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Keexx
(B+ XpX s(B+X)+ X
- 0 .
\‘ K g x. 21X e/
Bx(X, 50X — (Bx(X. )+ X
Kpxx | (IT) Koz oy (IIT) [1:“_?::] () |, [1: L, ]
BX(X.N+X — Bx(X.&)
[‘eﬂ"‘_e‘:_' z
o, + 1 \
! @) ‘

(B+X)+X - = - » Bx(X,Z)
[:e;/zr.,::_|=u—‘,[g;fa‘,:::_|=a‘,|:t_[l_f]:::_|=5‘,[[1:f]+1}

(8)

burada

o (1),(11),(1V) kisimlarinin degismeli oldugu agiktir;

e Aym sey (V) igin dogrudur, burada f cinsinden ¥ y1 tammlayan y gz = [1, £] esitligi
kullanilr.

o (1) higbir sey degildir ancak (7), Y&z = [1, f] ile tanimhi ¥ ile (B, X,&,F)’e gore
oOtelenir.

Sonug¢ 3.2.3. gz»1 ‘in diizgiin bir epimorfizma oldugunu ifade ettiginden (lIl) iin

degisme 6zelligi biitiin karenin degisme 6zelligine denktir, yani,
O ([LA1+ DEgepx = O [11:]Kpexx

denktir, bu asagidaki iki bilesigin esitligiyle de aciklanabilir.

Eg, [1.5] =
(B+ X)X 22 (B+X)+X —5B+X =B ®(X,¢) )

Boylece, asagidaki teorem elde edilir.

Yardimer Teorem 3.2.2. Yansimali graflarin kategorisin Ongaprazlanmis modiiller
kategorisine denkligi altinda (B,X, &, F) i¢ 6n g¢aprazlanmis modiile uygun i¢ yansimal graf

carpimsal (ya da, denk olarak, bir i¢ kategori yapisina sahiptir) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

iki bilesigin (9) ¢akisik olmasidir.
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I. Yari-direkt carpim B < (X, &) bir esekolizer olarak tanimlanir (ya da bir ileri itme),
burada B =< (X, &) deger kiimeli iki doniisimiin esit olup olmadigimin ispat metodu kolay

degildir. Daha basitlestirmek i¢in agsagidaki gibi yapacagiz:

(@) Degismeli diyagram

[La]

(B + X )X BbX = X

Kooy Ry g (I I'T ¢

(B+X)+X B+X Bx(X.&)

[1.3,] T -

Regevr x (I Tex

B+ X = B
5 (10)

burada [1,1,]%, (1) ile tanimlidir ((I11) degismeli oldugundan bu miimkiin) ve (II), (6) “disk” ile
ayni, (10) da stteki bilesik

o:[11,]Kpsxx =J§12f[1,12]#; (11)
olarak verilir.

Le]
(B+XpX

. KB
Kon £- Tely

(E+X}+X[1”_l B+X Bx (X &)
' * (12)
(b) Degismeli diyagrami (10) da alttaki bilesik
ar([Lf] + D Kpsxx = or1,([1,f171); (13)

olarak verilir.

(c) (11) ve (13) den anlasilacagr gibi, g1, bir monomorfizmdir, (9) da iki bilesigin

esitligi £[1,1,]* = &([1, £171) ‘e denkligi verir.
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Teorem 3.2.1. C de bir i¢ ¢aprazlanmis modiil C de (B, X, {,F) i¢ 6ngaprazlanmis bir

modiildiir, burada

B-xpx— gy

[le:'[

BX —— X

—
iy

diyagrami degismelidir.

Cat (C)= CM (0

(14)

(15)

C de i¢ kategorilerin kategorisi ve i¢ ¢aprazlanmis modiillerin kategorisi arasinda bir

denklige neden olur.
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