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Bu calismada serbest metabelyen Lie cebiri L nin bir /A-endomorfizminin
asikar olmayan sabit noktalarinin oldugunu gosterdik ve asikar olmayan sabit noktalari
belirlemek i¢in bir algoritma gelistirdik. Ayrica, serbest metabelyen Lie cebirlerinde
bir @, IA-endomorfizminin sabit nokta alt cebiri Fix® nin sonlu iirete¢li olmadigini
gosterdik. Sonra, ranki 2 olan L serbest metabelyen Lie cebirinin /A-endomorfizminin
belirlenen kosul altinda asikar olmayan sabit noktaya sahip olmadigim gosterdik.
Ayrica, rank (L) > 3 olmast durumunda bir /A-endomorfizm ingaa edip bu endo-
morfizmin otomorfizm olmadigini ve agikar olmayan sabit noktaya sahip olmadigini
gosterdik. rank (L) = 4 ve rank (L) > 5 olmasi durumlarinda /A-otomorfizmleri ingaa
ederek bu otomorfizmlerin sifir disinda sabit noktaya sahip olmadigin1 gésterdik. Daha
sonra iki liretecli serbest Lie cebirinin ve serbest metabelyen Lie cebirinin bazi oto-
morfizmlerinin sabit nokta alt cebirlerinin sonsuz rankli oldugunu goéstermek icin
bir teknik gelistirdik. Bu teknikle, belirli serbest Lie cebirlerinin bazi taginabilir ve
tasinamaz otomorfizmlerinin sabit nokta alt cebirlerinin rankinin sonlu olup olmadigin
belirledik. Daha sonra serbest nilpotent Lie cebirlerinin bazi otomorfizmlerinin agikar
olmayan sabit noktalarinin olmasi i¢in gerekli kosulu belirledik ve bazi otomorfizmler
icin sabit nokta alt cebirinin rankinin sonlu oldugunu gosterdik.

Anahtar Kelimeler: Serbest metabelyen ve serbest nilpotent Lie cebirleri, otomor-
fizmler, sabit noktalar.
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In this thesis we show the existence of non-trivial fixed points of an /A-
endomorphism of a free metabelian Lie algebra L and develop an algorithm detecting
them. We also prove that the fixed point subalgebra Fix® of an IA-endomorphism
@ of L is not finitely generated. Then, we show that /A-endomorphisms of a free
metabelian Lie algebra L of rank two has no non-trivial fixed points under certain con-
ditions. Morover, in situation rank (L) > 3, we construct an /A-endomorphism and
we show that this /A-endomorphism is not an automorphism and has no non-trivial
fixed points. Indeed, we show that there is an /A-automorphism without fixed points
when rank (L) = 4 and rank (L) > 5. In addition, we improve a technics for showing
that the fixed point subalgebra of some automorphisms of a free Lie algebra and a
free metabelian Lie algebra of rank two is not finitely generated. By using this tech-
nics, we determined whether the rank of the fixed point subalgebra of some tame and
non-tame automorphisms is finite or not. Besides, in a free nilpotent Lie algebra, we
determined the necessary condition for some automorphisms to have non-trivial fixed
points and we show that the rank of the fixed point subalgebras of some automorphisms
are finitely generated.
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1. GIRIS Demet PARLAK SONMEZ

1. GIRIS

Lie cebirleri teorisinin dnemli problemlerinden bir tanesi, bir serbest Lie ce-
birinin verilen bir endomorfizminin agikar olmayan sabit noktalarin1 belirlemektir. Bir
serbest cebir iizerine etki eden sonlu bir grubun sabit noktalari ile ilgili dnemli sonuglar
Formanek (1985) tarafindan elde edilmistir. Serbest Lie cebirleri i¢in benzer sonuglar
Bryant (1991) ve Drensky (1994) tarafindan ispat edilmistir. Bryant ve Drensky bazi
kosullar altinda F sonlu rankli serbest Lie cebiri ve G, F' nin otomorfizmlerinin asikar
olmayan sonlu bir grubu ise F¢ = {u € F : her g € G igin ug = u} sabit nokta alt ce-
birinin sonlu iiretecli olmadigin gostermistir. Bryant ve Papistas (2000), bu sonuglari
gelistirmiglerdir. Bir serbest cebirin otomorfizmlerinin sonlu bir grubunun sabit nokta-
lar1 ile ilgili baz1 sonuglar bir endomorfizm i¢in de elde edilebilir. Shpilrain (1998), bir
serbest metabelyen grubun /A-endomorfizmlerinin sabit noktalarinin matris karakte-
rizasyonunu yapmistir. Matris metodlar1 bir cok yazar tarafindan serbest ve serbest
metabelyen Lie cebirlerinin endomorfizmleri i¢in onemli sonuglar elde etmek icin
kullanilmustr.

Shpilrain (1998) de bir serbest metabelyen grubun biitiin /A-otomorfizmlerinin
asikar olmayan sabit noktaya sahip olup olmadigini sormustur. Kassabov (2004), bu
soruyu, rank (H) > 3 olacak sekildeki H serbest abelyen grubunda sifir disinda sabit
noktaya sahip olmayan /A-otomorfizmi bularak cevaplamistir. Kassabov, bu sonuca
Bachmuth (1965) nun buldugu sonuglar1 kullanarak elde etmistir.

Tezin ikinci boliimiinde ¢alismamizda kullanmis oldugumuz bazi temel
tanimlar1 ve teoremleri verdik.

Uciincii boliimde serbest metabelyen Lie cebirlerinin asikar olmayan sabit
noktaya sahip /A-endomorfizmlerinin matris karakterizasyonunu belirlemek icin
(Shpilrain, 1998) daki metodu kullandik. Bu sayede bir serbest metabelyen Lie ce-
birininin bir endomorfizminin bazi kosullar altinda asikar olmayan sabit noktasini
belirleyen bir algoritma elde ettik. Ayrica, Bryant ve Papistas (2000) 1n gelistirdigi
metodu kullanarak serbest metabelyen Lie cebirinin /A-endomorfizminin sabit nokta

alt cebirinin sonlu tiretecli olmadiginmi gosterdik.
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Dordiincii boliimde Kassabov (2004) un buldugu sonucu serbest metabelyen
Lie cebirleri i¢in arastirdik. Bu boliimde gelistirdigimiz teknik Shmel’kin ve Syrtsov
(2007) nin ve Shmel’kin (1973) nin elde ettigi sonuclara dayanmaktadir. Oncelikle,
ranki 2 olan F /F" serbest metabelyen Lie cebirinin IA-endomorfizmlerinin be-
lirlenen kosul altinda agikar olmayan sabit noktaya sahip olmadigimi gosterdik.
Ayrica, rank(F,/F") > 3 olmasi durumunda bir /A-endomorfizmi ingaa edip bu
endomorfizmin otomorfizm olmadigin1 ve asikar olmayan sabit noktaya sahip ol-
madigim gosterdik. rank (F /F") =4 ve rank (F /F") > 5 olmasi1 durumlarinda /A-
otomorfizmleri insaa ederek bu otomorfizmlerin sifir disinda sabit noktaya sahip ol-
madigin1 gosterdik.

Besinci boliimde iki liretecli serbest Lie cebirlerinin ve serbest metabelyen Lie
cebirlerinin baz1 otomorfizmlerinin sabit nokta alt cebirlerinin sonsuz rankli oldugunu
gostermek icin bir teknik gelistirdik. Ayrica, iki iiretecli serbest metabelyen Lie ce-
birlerinin taginabilir otomorfizmleri grubunun iireteglerinin sabit nokta alt cebirlerinin
sonsuz rankli oldugunu gosterdik. Burada kullamilan yontemi, F' rank (F) > 2 ola-
cak sekildeki serbest Lie cebiri ve R, F nin bir ideali olmak iizere 'R serbest Lie
cebirinin bazi taginamaz otomorfizmlerinin sabit nokta alt cebirlerinin rankinin son-
suz oldugunu gostermek i¢in de kullandik. Ayrica, 6zel olarak verilen bir tasinamaz
otomorfizmin sabit nokta alt cebirinin sonlu oldugunu gosterdik.

Altinc1 boliimde serbest nilpotent Lie cebirlerinin bazi otomorfizmlerinin sabit
noktalarinin olmast i¢in gerekli kosulu belirledik ve bazi otomorfizmler i¢in sabit nokta

alt cebirlerinin rankinin sonlu oldugunu gosterdik.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu calismamizda biitiin Lie cebirlerini karakteristigi sifir olan cisim iizerindeki

Lie cebiri olarak diisiinecegiz.

Tamm 2.1 Bir F Lie cebiri ve herhangi bir X # 0 kiimesi verildiginde her B Lie cebiri

icin & : X — B bir doniisiim olmak iizere, i : X — F doniisiimii i¢in
o =ni

olacak sekilde bir tek
n:F—B

Lie homomorfizmi varsa (F,i) ¢iftine X izerinde serbest Lie cebiri, X kiimesine F nin
serbest iirete¢ kiimesi ve X in kardinalitesine F' nin ranki denir. F nin rankinmi rankF

ile gosterecegiz. o = Ni oldugundan asagidaki diagram degismelidir.

X—i>'F

i A

B

Tanim 2.2 n pozitif tamsayilar1 i¢in X, kiimelerini asagidaki sekilde tanimlayalim.

X =
n—1

X, = U XpxXuop)
p=1

olarak tanimlayalim.

M(X) =X,

neN
olsun. Her a, b € M (X) i¢in a € X,,, b € X; ve (a,b) € X, x X, olacak sekilde

p,q sayilart vardir. n=p+gq olsun. O zaman (a,b) € X, x X,_, olur. (a,b)
nin X, x X,_, — X,, kanonik injeksiyonu altindaki goriintiisiinii (ab) ile gosterelim.
Boylece her a, b € M (X) igin (ab) ¢arpimini tammlariz. a € X, olacak sekildeki p

tamsayisina a nin uzunlugu denir ve [ (a) ile gosterilir.

[(ab) = 1(a) +1(b)



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Demet PARLAK SONMEZ

dir. Uzunlugu / olan elemanlar X in elemanlaridir. Uzunlugu > 2 olan elemanlar i¢in,
¢ = (ab)

yazariz dyle ki a ve b nin uzunlugu ¢ nin uzunlugundan daha kiigiiktiir.

M" (X), M (X) de uzunlugu n olan elemanlar olmak iizere M (X) kiimesi, bu
kiime iizerindeki carpma ve uzunluk fonksiyonlar1 kullanilarak X {izerindeki Hall

kiimesi asagidaki gibi kurulur.
Tamm 2.3 Bir H C M (X) Hall kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir.

1) Hy =X C H ve H; e keyfi bir siralama verilmistir.
ii) Hy =HNM?*(X),x,y € X ve x >y olacak sekildeki (xy) elemanlarini igerir.

i) Hy,...,H,_1 tanimlanmig ve uzunluklar1 koruyan bir siralama verilmis olsun.

O zaman;

n—1
HﬂM"(X):{((ab)c): a, b, c,abe | (HﬂMk(X)>,1§k§n—1a>b§c, ab>c}
k=1

ve

H=|)(HnM" X))

n=1

olsun. Kisalik olmasi bakimmdan H,, = H N M" (X) dersek,

H=|JH,

n=1

(o)

olup H ye X lizerinde bir Hall kiimesi denir.
Ispatin1 (Bourbaki, 1975) de bulabilecegimiz asagidaki teorem serbest Lie ce-

birlerinin bazini belirler.

Teorem 2.4 F bir X kiimesi tizerinde serbest Lie cebiri olsun. X kiimesi tizerinde

kurulan Hall kiimesi F nin bir bazidir. Bu baza Hall bazi denir.
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Calismamizda X = {xj,...,x,} tarafindan iiretilen serbest Lie cebirini F ile
gosterecegiz. X kiimesi tarafindan tretilen bir A birlesmeli cebirinin tizerindeki bili-
nen / uzunluk fonksiyonunu diisiinecegiz. Verilen bir X kiimesi {izerinde farkli Hall
kiimeleri tanimlanabilir. Herbiri kendisine verilen siralama ile belirlenmistir. Buna

gore Hall kiimelerini daha acik bir sekilde yazalim.
H =X,

H, =A{[ab] /' b<a,a,beXvel(lab]) =2}

H,, ={[lab]c] /' b<a,b<c,c<]|ab],a,b,c,ab € UH; vel([[ab]c]) =m}

olsun. Buradaki H,,, m uzunluklu elemanlarin kiimesidir ve H,, nin gerdigi uzaya m-

yinci dereceden homojen elemanlarin uzay denir.

Tamim 2.5 [ bir indis kiimesi ve Z = {f; : i € I}, F nin herhangi bir alt kiimesi olsun.

Asagidaki @ doniisiimiine Z—kiimesinin bir # doniisiimii denir.

@: fi, — aﬁ0+g(fl~1,...,f,-p),io el,
Buradaa € K\ {0} ve g (fi,.. .., fi,) € Z\A fi,} kiimesinin elemanlarinin bir Lie poli-
nomudur. Eger Z = {f; : i € I} kiimesi F nin bir B alt cebirinin serbest iirete¢ kiimesi

ise Z nin t—doniigiimiine B cebirinin bir otomorfizmi kargilik gelir. Bu otomorfizme

t—otomorfizm denir.

Simdi f nin sonlu rankli olmas1 durumunda herhangi bir otomorfizmin sonlu

adimda elde edilebilecegini gosteren teoremi ifade edelim.

Teorem 2.6 F sonlu bir X kiimesi tarafindan iiretilen serbest Lie cebiri olsun. F nin

her otomorfizmi, X kiimesine ardisik  —doniisiimlerinin uygulanmasiyla elde edilir.

F nin tiim otomorfizmlerinin grubunu AutF ile gosterecegiz.

Teoremin ispat1 (Cohn, 1964) de yer almaktadir.
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F nin bir otomorfizminin bir serbest iirete¢ kiimesini yine bir serbest lireteg
kiimesine doniistiirdiigii ve herhangi iki serbest iirete¢ kiimesi arasinda daima bir oto-

morfizmin varlig1 yine Cohn tarafindan gosterilmistir (Cohn, 1964).

Tanim 2.7 L bir Lie cebiri olsun.

olmak tlizere

seklindeki seriye L nin alt merkezi serisi denir.

Tanmm 2.8 L, bir X kiimesi tarafindan iiretilen Lie cebiri olsun. Eger bir n pozitif
tamsayisi i¢in L = F /F" olacak sekilde X iizerinde bir F serbest Lie cebiri varsa L ye

serbest nilpotent Lie cebiri denir.

Tamm 2.9 F, X iizerinde serbest Lie cebiri ve {ny,...,n;} pozitif tamsayilarin bir

dizisi olsun. F nin Polisentral serisi
FD Fnl D Fn17”2 D...D Fnlan27~~-7ni7”i+l D

seklinde bir idealler zinciri olup asagidaki gibi tanimlanir:

F™ | F nin alt merkezi serisinin n{ —inci terimidir.

F™:m = (F™)™_ F™ nin alt merkezi serisinin np-inci terimidir.

Fronzemiltiel — (Frn,tiyntl - prees-fti pin alt merkezi serisinin n; + 1-inci

terimidir.

Tanmm 2.10 L, bir X kiimesi tarafindan tretilen Lie cebiri olsun. Eger X iizerinde
L= F /F™™ " olacak sekilde bir F serbest Lie cebiri varsa L ye {ny,...,n;} dizi-

sine gore serbest polinilpotent Lie cebiri denir.
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Eger F™:"2-" = {0} ve n; lerin higbiri bu esitlik saglanacak sekilde daha
kiigiik pozitif tamsayilarla degistirilemiyorsa F ye {ny,...,n;} dizisine gére polinilpo-
tent Lie cebiri denir. L = F /F™ 2" olacak sekilde X iizerinde bir serbest F' Lie
cebiri varsa L ye {ny,...,n;} dizisine gore serbest polinilpotent Lie cebiri denir.

Eger L =2 F /F>? ise L ye serbest metabelyen Lie cebiri denir. Tezin bundan
sonraki kisminda F2 = F’ ve F>? = F" ile gosterilecektir.

Simdi de Fox tiirevlerini tanimlayalim.

Tamm 2.11 A, X kiimesi tarafindan iiretilen serbest birlesmeli cebir olsun. € : A — K,
1 <i<nigcin € (x;) = 0 olacak gekilde tanimlanan homomorfizme genisletme homo-
morfizmi denir. Bu homomorfizmin ¢ekirdegi, baz1 X olan bir serbest sol A-modiildiir.
Bu modiilii A ile gosterelim. Her u € A elemani u = Z i formunda tek bir
sekilde yazilabilir. u nun {xp,...,x,} bazma gore koordmatlarl olan 3—;‘1 elemanlari

Fox tiirevleri olup bu tiirevler asagidaki gibi tanimlanir.

1. ax’ = 0;j (Kronecker delta),

2. Heru,v € Ave o, B € K igin a(“g,fﬁv) = 065’—)?+5§—§’
3. Heru,v € Aigin g;v) —37”8( )—i—u%,

kosullarin1 saglayan 7 :A — A (1 <i<n) doniisiimleri sol Fox tiirevleri
olarak adlandirilir.
Asagidaki kosullart saglayan % :A — A (1 <i < n)doniigiimlerine de sag fox

tiirevleri denir.

1. g’—x‘j = 0;j (Kronecker delta),

(au+ﬁV)

2. Heru,v €A ve o, B € K icin O‘ax +ﬁ

3. Heru,v € A igin (?2.8 = ¢ (u) ;‘)/T?, + g_f,v

Fox tiirevleri ile ilgili daha ayrintili bilgi (Fox, 1953) te bulunmaktadir.
Her x,y € A igin [x,y| = xy — yx olsun. A nin bu elemanina x ile y nin komiitatorii

denir. A, [,] carpimu ile bir Lie cebiri olup bu cebiri [A] ile gosterelim.
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Tamm 2.12 Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda birim elemanli birlesmeli

U (F) cebirine F nin evrensel enveloping cebiri denir.

1. F den [U (F)] ye kanonik homomorfizm denilen bir y: F — [U (F)] homomor-

fizmi vardir.

2. K cismi tizerindeki birim elemanl her B birlesmeli cebiri ve her ¢ : F — [B] ho-
momorfizmi i¢in ¥y = @ olacak sekilde bir tek ¥ : [U (F)] — [B] homomorfizmi

vardir.

Tamm 2.13 S = {s1,...,s,}, U (F) nin bir alt kiimesi olsun. Eger f(s1,...,s,) =0
olacak sekilde sifirdan farkli bir bagint1 varsa S ye bagiml kiime aksi halde bagimsiz
kiime denir. S nin bagimsiz olmasi durumunda bunu U (F)-bagimsiz diyerek be-

lirtecegiz.

R, F serbest Lie cebirinin bir ideali olsun. U (F) de R tarafindan iiretilen sol
ideali Ag ile gosterecegiz. Ag nin &g : U (F) — U (F /R) dogal homomorfizminin
cekirdegi oldugu aciktir.

F, X kiimesi tarafindan iretilen serbest Lie cebiri olsun. Serbest Lie cebirleri
ve serbest birlesmeli cebirlerin evrensel 6zelligi nedeniyle X tarafindan iiretilen serbest

birlesmeli cebir ile F' nin evrensel enveloping cebiri aynidir.

Tanmm 2.14 F, X kiimesi tarafindan iiretilen serbest Lie cebiri ve @ : FF — F bir endo-

morfizm ise @ nin U (F) iizerindeki Jacobian matrisi

AP (x;) 0P(xq) oD (x1)
dx; dx) T oxp,
Jo = : : :
0P(x,) 9P(xy) 0D (x,)
oxy ox T 0x;,

olarak tanimlanir.

Ispatlarimizin birgogunda asagidaki teknik onermelerden yararlanacagiz.

Onerme 2.15 J, U(F) nin bir ideali ve u € A olsun. O zaman u € JA olmast icin

gerek ve yeter kosul 37“ € J, (1 <i<n)olmasidir.
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Ispat: u € JA olsun. v € J, w € A olmak iizere u = vw seklindedir. Diger taraftan

w € A oldugundan w = ) %xi seklinde tek tiirlii yazilabilir. Boylece,
i=1""

8 d
U=vw= Zv x1+ +va:
l n

seklinde olup buradan,

Wy (w y_ dw
axj'_ axj' Vaxix’ _vax,-

dir. Burada v € J olup J bir ideal oldugundan v 6 J dir.

ou ow du ow
= Y)—" — =y

ox| ox1’ 0xy oxy
olup buradan E J elde edilir. Ispatin diger yonii icin u € /\ olmak iizere 2% a” - € J

olsun. u = Z oK seklinde yazﬂdlgmda E J ve x; € A olup buradan da u € JA

sonucu elde edlhr. Boylece ispat tamamlamr.

Onerme 2.16 R, F nin bir ideali ve u € F olsun. u € Ag/\ olmasi icin gerek ve yeter

kosul u € R olmasidr.

Ispat: u € Ag/\ olsun. Bu durumda u = vw olacak sekilde v € Ag ve w € A vardr.

Diger taraftan w € A oldugundan w = Z xl seklinde tek tiirlii yazilabilir. Boylece,

8 d
U=vw= Zv x1+ +va:
l n

olup ax =y ax € Apg elde edilir. Buradan —xk € Ag oldugu aciktir. u = Z axk
olarak yazilabileceginden u € Ag oldugu goriiliir. Simdi Yunus (1984) taraﬁndan 1s-

patlanan
FAARA™ T =Y [ [RV,R?]....R¥] [ 1<k<m, ix>1
esitligini m = 1 durumu i¢in diizenlersek
FNAR=R"CR

oldugu goriiliir. u € F ve u € Ag oldugundan u € R’ elde edilir.
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Simdi tersine u € R’ oldugunu kabul edelim. u;, up € R olmak iizere u = [uy,u|
seklindedir. U (F) de u = ujup — upu; dir. u; € R ise u; € Ag ve up € R C A olup
uiuy € AR dir. Benzer sekilde up € Rise up € Ag ve u; € R C A olup upu; € A\

dir. O halde u = ujuy — upu; € AR oldugu goriiliir.

Onerme 2.17 R, F nin bir ideali olmak iizere r € R /R’, u € U (F /R) olsun. O zaman

d(u.r)  or
s ”a_x,- (mod Ag)

dir.

Ispat: » € R /R', u € U (F /R) ise sol Fox tiirevinin tanimindan

o(u.r) 9d(u) a(r)
™ = o e(r)+u. o

elde edilir. r € R/R’ oldugu i¢in € (r) = 0 olup yukaridaki esitlikten
o (u.r) a(r)

8xl- “ axi

(mod Ag)

olur.

Simdi ispatlarimizda kullandigimiz bir modiil yapisindan bahsedecegiz.

R, F nin bir ideali olmak iizere F /R’ nin R /R’ alt cebiri sol U (F /R) —modiil
yapistyla donatilmigtir. U (F/R) nin bir xj ...x,, monomialinin bir g € R /R’ elemani
tizerindeki etkisi

o[- o g1 ]

ile tammlanir. g € R/R’' ve u € U (F/R) i¢in u nun g iizerindeki modiil etkisini u - g

ile gOsterecegiz.

10
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3. SERBEST METABELYEN LIE CEBIRLERININ OTOMORFIiZMLERININ
SABIT NOKTALARI iCIN ALGORITMA

Bu béliimde ranki en az iki olan sonlu iiretegli serbest metabelyen Lie cebir-
lerinin /A-endomorfizmlerinin bazi kogsullar altinda asikar olmayan sabit noktalarinin
oldugunu gosterdik ve sabit noktalar1 bulmak i¢in bir algoritma gelistirdik.

F ile K cismi iizerinde X = {x,...,x,}, n > 2 tarafindan iiretilen serbest Lie
cebirini ve L = F /F" ile serbest metabelyen Lie cebirini gosterecegiz. F serbest
Lie cebirinin ve L serbest metabelyen Lie cebirinin elemanlarin1 ayni notasyonla
gostereceiz. u € F ve u € U (F) iken u ile u elemaninin sirasiyla F /F’ serbest

abelyen Lie cebirindeki ve U (F/F’) cebirindeki goriintiisiinii gosterecegiz.

Tanmm 3.1 &, F nin herhangi bir endomorfizmi olsun. Bir u € F i¢in @ (u) = u ise u
elemanina @ nin sabit noktast denir. @ endomorfizmi i¢in @ (0) = 0 oldugundan sifir
elemanina agikar sabit nokta denir. {u € F / @ (u) = u} kiimesine & nin bir sabit

noktalar kiimesi denir. Bu kiime Fix<® ile gosterilir. Yani;
Fix® ={ucF /P (u)=u}
dir.
Tamm 3.2 F serbest Lie cebirinin
D(xj)=xi+fi, icF,1<i<n,
seklinde tanimlanan endomorfizmine bir /A —endomorfizm denir.

Simdi, Jacobian matrisinin asagidaki parcalanisini diisiinelim.

¢, L nin asagidaki sekilde tanimlanmis olan bir /A —endomorfizmi olsun
O:xi —>xi+u;, u; €eF' 1<i<n.

¢ nin Jacobian matrisi, / birim matris ve

duy duy

ox; T oxy
Dy (ut,...,up) = :

Juy Juy

ox; T 0Oxp

11
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olmak tlizere

J(p:I“l_D(p(ul’.,un),

olarak yazilabilir. Dg (u1,...,u,) matrisinin U (F F’) abelyen cebiri tizerindeki
goriintiisiinii D (ur, ..., uy) ile gosterecegiz. U (F F’), polinom cebirine izomorf
olup degismeli bir halkadir. Dolayisiyla, U (F /F’) iizerindeki bir A matrisinin ranki,

Anm U (F /F') iizerindeki maksimal bagimsiz satirlarin sayisidir.
Onerme 3.3 ¢, L nin bir JA-endomorfizmi olmak iizere
O:x; —xi+u, u eF' 1<i<n,

seklinde tanimlansin. Bu durumda Dg (ui,...,u,) matrisinin kolonlart U (F /F’)

tizerinde cebirsel bagimlidir.

Ispat: ¢ : L — L endomorfizmi ¢ : x; — x; +u;, u; € F' (1<i<n) olarak

tanimlansin. ~ $imdi, Dg (u1,...,u,) matrisinin U (F /F') deki goriintiisii olan
D (uy,...,uy,) matrisini diigiinelim. Bu durumda asagidaki esitlik elde edilir.
T . om ey
X1 oxy oxy, X1
Do (ut,...,un) | = : :
— duy, duy, —
xn E DY a_-xn xn
no—
oy —
L 3%
i=1 7
n
duy —
L on T
i=1 %
¢ U ¥ ol F' oldugu icin U (F /F') de ;=0 (1< j <
Zax, ; .Zla—xi.xi—ujoupuje oldugu icin U (F /F') de uj =0 (1 < j <n)
=

d1r. Bu durumda U (F /F’) de asagidaki esitlik elde edilir.

X1 0

Dy (ut,...,up) : =
X, 0

Dolayisiyla, U (F,/F’) de D¢ (u1, . ..,u,) matrisinin kolonlari bagimlidir.

12
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Teorem 3.4 L nin bir ¢ /A-endomorfizmi
O:xi—xi+u, u €L/, (1<i<n)

olarak tanmimlansin. Eger rankﬁ(p (uy,...,uy) <n—2ise @ nin L’ de agikar olmayan

sabit noktas1 vardir.

Ispat: file f € F elemaminin F /F’ deki goriintiisiinii gosterelim. ¢ : L — L,
Q:x; > xi+u, wecl, 1<i<n,

olarak tanimlanan endomorfizm i¢in rankDeg (u1,...,u,) < n—2 ise Dg (u1,...,u,)

matrisinin satirlart U (F /F’) enveloping cebiri iizerinde cebirsel bagimlidir.

Juy ouy
E(p (uy,...,up) = S olmak tizere satirlar cebirsel bagimli
duy, ouy
G G
oldugundan
n a_l
Yais =0, j=1,...,n 3.1)
S ox;
hepsi sifir olmayan a5 € U (F /F') vardir. Bu durumda (3.1) esitliginden
a n
— aui | =0, j=1,....n (3.2)
ox; \ 5

elde edilir. Onerme 2.15 ve Onerme 2.16 y1 kullanarak (3.2) nolu esitlikten

n
Zaiui =0
i=1

bagmtst elde edilit. Dg (u1,...,u,) matrisinin U (F,/F') de L nin ¢* : x; — u;,
i =1,...,n olarak tanimlanan endomorfizminin Jacobian matrisi oldugu acik, yani;
Jor =Dy (u1,...,uy) ve rankJo- = k < n—2 oldugundan U (F /F’) de {ui,...,un}
kiimesinin maksimal bagimsiz alt kiimesinde k tane eleman vardir. Bu nedenle
ui,...,u; elemanlart U (F /F') —modiil olarak L' nin bir serbest alt modiiliinii iiretir.

Bu sebeple j > k+ 1 i¢in asagidaki bagintiy1 yazabiliriz

k
ajuj =Y bjui, bji €U (F/F'). (3.3)
i=1

13
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f € L' agagidaki formda bir eleman olsun.
f=vilxi,x]+va o, x3]+ v 1,10

buradav; e U (F /F'),i=1,...,n—1. f elemaninin belirli v; elemanlar1 i¢in ¢ endo-
morfizminin sabit noktast oldugunu gosterecegiz.

¢ (f) = f oldugunu kabul edelim. Bu durumda
Vi1, 2]+ et a1, %] = Vi X+, xo Fue] Ve (Xt 1, X+ ]
esitligi elde edilir. Bu esitlikten
vi ([x1,ua] + [ur,x2]) + - +va1 ([Xn—1,tn] + [Un—1,%,4]) =0 (3.4)
elde edilir. j > k+11igina;, (3.3) deki gibi olmak iizere (3.4) esitliginin her iki tarafini
a;j ile carpalim. Elde edilen esitlikteki aju; elemanlarinin yerine f bjiu; yazalim. Bu

i=1
durumda agsagidaki formda bir baginti elde edilir

wiuy + - - +wru =0, 3.5

burada w; ler vi,vs,...,v,—1 elemanlarinin lineer kombinasyonudur. uy,...,u; ele-
manlari serbest bir U (F /F') alt modiil iirettigi i¢in (3.5) bagintisindan bilinmeyenler
V1,V2,...,V,—1 olmak lizere

wi=0 1<j<k (3.6)

denklem sistemi elde edilir. kK < n— 2 oldugu i¢in bu denklem sisteminin U (F /F’) de

asikar olmayan bir (z1,...,2,—1) ¢6ziimii vardir. Dolayisiyla,
f=zlx,x0] +z2lx2,x3] + -+ zp1 [Xn—1, %]

elemani ¢ endomorfizminin L' deki sabit noktasidir.
Simdi rankDg (uy,...,u,) = n— 1 olmasi durumunda bir JA-endomorfizminin
sabit noktalarinin olmayabilecegini gosterecegiz.

L'nina, €U (F/F'), (1 <k<n-—1) olmak iizere
g =ai [x1,x0] +az [x2,x3] + - + a1 [Xn—1,%n],

formundaki bir elemanini diistinelim.

14
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Onerme 3.5 Her i € L' icin zh = g olacak sekilde bir z € U (F /F') eleman1 vardur.

Ispat: L' niin L nin ideali olarak [x;,x;], 1 <i < j < n, elemanlan tarafindan
iiretildigi ve L' nin serbest U (F,/F’)-modul oldugu bilinmektedir.  Ayrica,
[x1,x2], [x2,x3], - .-, [Xn—1,%,] elemanlar1 U (F /F’)-modiil olarak L' nin ranki n — 1
olan serbest U (F /F’) alt modiiliinii iiretir. DiZer taraftan L' modiiliiniin ranki n
olan bir alt modiilii yoktur ve [x1,x2], [x2,x3],..., [xn—1,%,] elemanlari L’ nin maksi-
mal U(F /F') bagimsiz oldugu i¢in by ;, ¢c; € U (F /F’) olmak iizere herhangi bir k, [
cifti i¢in

b P, xi] = e [x1,x2] + 2 [, x3] 4+ A cp1 X1, %] (3.7)
elde edilir. Bu sebeple (3.7) formundaki elemanlarin herhangi bir k lineer kombinas-
yonu

ai [x1,x] +a [x2,x3] + -+ + an—1 [Xp—1,%], ax €U (F /F')

formundadir. Dolayisiyla ispat biter.
Asagidaki onerme L’ de sifirdan farkli sabit noktasi olmayan bir endomorfizmin

varligini gosterir.
Onerme 3.6 n >3 ve ¢, L nin asagidaki sekilde tanimlanmus olan endomorfizmi olsun

P x; — xitu, 1<i<n-—2,
Xp—1 — Xp—1+U,

Xn — Xptu,

oyle ki; uj,u € L' ve u;, u (1 <i<n-—2) elemanlar1 U (F /F’)-bagimsizdir. Bu du-

rumda @ nin L' de asikar olmayan sabit noktas1 yoktur.

Ispat: Onerme 3.5 den herhangi bir f € L’ elemani igin
zf =v; [xl,X2] 4+ 4V, [xn_l,xn], Vi € U(F/F/)

olacak sekilde z € U (F /F') vardir. ¢ (f) = f oldugunu varsayalim. Bu esitligin her

iki tarafim z ile carpalim. Bu durumda

vi (x1up +urxn) + -+ v (o +up—2xp—1) + Va1 (Xp—1u +ux,) =0

15
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SABIT NOKTALARI ICIN ALGORITMA Demet PARLAK SONMEZ
elde ederiz. u,uy,...,u,_» elemanlar1 bagimsiz oldugundan U (F /F') de
—vixa = 0, (3.8)
ViXj—vjyixjr2 = 0, j=1,...,n—3,
Vn—2Xp—2+Vn_1 (xn—l - xn) = 0
denklem sistemi elde edilir. U (F /F') tamlik bolgesi oldugundan vy, ..., v, eleman-

lart sifir olur. Dolayisiyla, (3.8) sisteminin sifirdan farkli ¢6ziimii yoktur.

Simdi yegane sabit noktas1 sifir olan bir endomorfizmin varligin1 gosterelim.

Onerme 3.7 M, serbest iiretec kiimesi {x1,x,} olan serbest metabelyen Lie cebiri ve
¢, M nin
Q: x;—x1+[x1,u,
Xp —Xp+Uu, u ceM
olarak tanimlanan bir endomorfizmi olsun. Bu durumda ¢ nin asikar olmayan sabit

noktas1 yoktur.

Ispat: Once @ nin M’ de asikar olmayan sabit noktasinin olmadigin1 gosterecegiz.
Bir 1 € M igin @ (k) = h oldugunu varsayalim. Onerme 3.5 den & = w [x,x;] olacak
sekilde w € U (F /F') vardir. Bu durumda

wlxr, x2] = wxy + [x1,u],x2 +u]
esitligi elde edilir. Bu esitlikten
w(x; —xox1)u=0

elde edilir. Dolayisiyla, U (F /F') de w(x; —xpx1) = 0 olur. Bu durum ancak w =0
iken miimkiin oldugundan /4 = O olur.

Simdi @ nin M nin diginda da sabit noktaya sahip olmadigim gosterecegiz.
m, M nin herhangi bir eleman1 olsun. Bu durumda m = ax; + bx, +wlxj,x2], w €

U(F/F'")vea,bcK. ¢(m)=moldugunu varsayalim. Bu durumda

axy +bxy +wlxy,x2] = a (xy + [x1,u]) + b (xa +u) +wxy + [x1,u] ,x2 + u]

16
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elde edilir. Bu esitlikten
(ax;+Db+w(x; —x2x1))u=0
elde edilir. Dolayisiyla U (F /F') de
ax;+b+w(x; —xx1) =0 (3.9

esitligi elde edilir. Bu durum ancak a = b = w = 0 iken miimkiin oldu i¢in m = 0 olur.
Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Simdi L nin /A endomorfizmlerinin bazi kosullar altinda asikar olmayan
sabit noktalarmin oldugunu ispatlayacagiz. Oncelikle kullanilacak olan bazi bilgi-

leri verecegiz. @, L nin @ (x;) = y; = x; +u;, u; € L',1 <i < n, seklinde tanimlanan

IA—endomorfizmi olsun. Eger rankDg (uy, ... ,u,) =n—1ise {u1,- - ,u,} kiimesinin
maksimal U (F /F') —bagimsiz alt kiimesinde n — 1 tane eleman vardir. {uy, ... ,u, 1}
alt kiimesinin maksimal bagimsiz oldugunu kabul edelim. Bu sebeple uy,...,u,_1

elemanlar1 L' nin bir serbest U (F /F') alt moduliinii iiretirler. Buradan
n—1
ann = Y au;, aj € U (F /F') (3.10)
i=1

bagintis1 elde edilir.
Onerme 3.8 @, L nin bir /A-endomorfizmi olmak {izere

(P(xi) :Xi‘i‘ui:yi,uiELl,l <i<n,

olarak tanimlanmig olsun. Eger rankl_)q, (uy,...,uy) =n—11ise @ nin L' de agikar
olmayan sabit noktalarinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bilinmeyenleri vy,...,v,—1
olan
—V1X2ay +Vp—1Xp-1a1 = 0,
ViXilp — Vit1Xi+20n +Vn—1Xp—1ai+1 = 0, 1 <i<n-—2,

denklem sisteminin U (F /F’) de asikar olmayan ¢dziimiiniin olmasidir.
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Ispat: Herhangi bir /1 € L' i¢in ¢ () = h olsun. Onerme 3.5 den baziv; € U (F /F’)
elemanlari i¢in
zh=vi[x1,x2) +va 2, x3]+ -+ vyt [Xn—1,X]
olacak sekilde z € U (F /F') vardir. Bu esitlige ¢ uygulandiginda
@ (zh) =vi[y1,y2] +v2 [y2, 53]+ + Va1 [Vn—1, 7] (3.11)
elde edilir. @ (h) = h esitligi soldan z ile ¢carpildiginda
¢ (zh) = zh = vy [x1,x2] + v [x2,x3] + - + V1 [Xn—1, %] (3.12)
elde edilir. (3.11) ve (3.12) nolu esitliklerden
Vil xa] A et B xa] = vi v yal £ A Va1 a1, ] (3.13)

elde edilir. (3.13) nolu esitlikten
n—2

—vixout + Y (ViXi — Vi 1Xi42) Ui 1+ Vo 1% 11ty =0 (3.14)
i=1

sonucu elde edilir. (3.14) nolu esitligin her iki tarafi a,, ile ¢arpilip elde edilen esitlikte

n—1
anuy, yerine Y, a;ju; yazildiginda bilinmeyenleri vy,...,v,_1 olan
i=1
—V1X2an +Vp_1Xp—1a1 = 0, (3.15)
ViXip — Vi1 X420y + Va1 Xp—1ai41 = 0, 1<i<n—-2

n — 1 tane denklem sistemi elde edilir. Dolayisiyla ispat biter. Diger yoniin ispati

aciktir.

Teorem 3.9 L serbest metabelyen Lie cebirinin herhangi bir /A-endomorfizminin

asikar olmayan sabit noktalarini belirleyen bir algoritma vardir.

ispat: ¢, Lnin @ : x; — x; +u;, u; € F', 1 < i < n, olarak tammlanan /A-endomorfizmi
olsun.

Once Dg(ui,...,u,) matrisinin rank: hesaplamir.  Ayrica, Dg(u1,...,uy)
matrisinin satirlarina elemanter doniisiimler uygulanarak serbest sol U (F/F’)-
modiil olan (U (L))" nin serbest sol U (F /F’) alt modiiliiniin baz1 elde edilir ve
Dy (ui,...,u,) matrisinin ranki hesaplanir.

rankDg (u1,. . ., u,) i¢in iki durum s6z konusudur.
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SABIT NOKTALARI ICIN ALGORITMA Demet PARLAK SONMEZ
1.Durum: Eger rankﬁ(p (uy,...,uy) <n—2ise Teorem 3.4 den agikar olmayan sabit nokta
bulunur.
2.Durum: Eger rankDg (u1,...,u,) = n— 1 ise iki durum diisiiniilecektir.

a) Eger L' de agikar olmayan sabit nokta varsa bu eleman agagidaki yolla bulunur:

Onerme 3.8 nin ispatinda oldugu gibi (3.15) nolu esitligine benzer bir denklem
sistemi goz Oniine alinir. Bu denklem sistemi bilinmeyenleri vq,...,v,_1 olan
n — 1 tane homojen U (F /F’)-lineer denklemden olugur. Denklem sisteminin
katsayilar matrisinin satirlarinin bagimlilig1 kontrol edilir. Eger satirlar bagimh
ise @ nin L' de agikar olmayan sabit noktas1 vardir. Eger bu satirlar bagimsiz ise
¢ nin L' de agikar olmayan sabit noktas1 yoktur. Bu durumda (b) deki adimlar

uygulanir.

b) L’ nin diginda ¢ nin agikar olmayan sabit noktasinin olup olmadigini belirlemek
icin Onerme 3.7 nin ispatindaki gibi bir yol izlenir. Bu durumda Onerme 3.7 nin
ispatindaki gibi (3.9) formunda sadece bir tane degil n — 1 bilinmeyenli n — 1
tane U (F /F’) lineer denklemin olugturdugu bir denklem sistemi elde edilir.
U (F /F’), polinom cebirine izomorf oldugundan polinom cebirlerindeki algo-

ritmalar kullanilarak bu denklem sistemi ¢oziilebilir. Dolayisiyla ispat biter.

Ornek 3.10 L serbest metabelyen Lie cebiri i¢in rankL = 3 ve @, L nin asagidaki

sekilde tantmlanmis /A —endomorfizmi olsun:

D: x; — x4 [x1,x],
X2 = xp—[x1,x2],
X3 — X3.
® nin agikar olmayan sabit noktalarim  belirlemek icin  Oncelikle

rankDy ([x1,x2], [x1,X2],0) hesaplanur.

—X2 X1 o
l_)(P([‘xhxz]?[xth]ao) — X2 —X1 O
(0] o o
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olup rankDy ([x1,x2] , [x1,x2] ,0) =1 =3—2 olup Teorem 3.4 e gore P nin L' de asikar

olmayan sabit noktasi vardir. @ (g) = g olacak sekilde

g = 21 [x1,x2] +22 [x2,%3]

formundaki g € L' elemanim belirleyelim. Bunun i¢in @ (g) = g esitliginden
—21 (x1 +x2) + z2x3 = 0 elde edilir. Bu esitlikten faydalanilarak z; = x3 ve zo = x1 +x2
secilebilir. Dolayisiyla g = x3 [x1,x2] + (X1 +x2) [x2,x3] olarak bulunur.

g ¢ L' olmasi durumunda @ (g) = g olacak sekilde g € L elemanini belirleyelim.

Bu durumda g eleman1 asagidaki formdadir.
g =mx| +moxy +m3x3+2z1 [x1,%2) + 22 [x2,x3) , 21,22 €U (F /F') ve my,ma,m3 € K.
¢ (g) = g oldugunu varsayalim. Bu esitlikten

my—my = 0,

—21 (x1+x2)+z2X3 =0

denklemleri elde edilir. Bu durumda m; = my, z1 = x3 ve 2o = x1 + x» secilebilir.

Dolayisiyla,
g = mx| +mixy +m3x3 +x3 [x1,x2] + (x1 +x2) [x2,x3]
olarak bulunur.

Ornek 3.11 L serbest metabelyen Lie cebiri i¢in rankL = 2 ve ®, L nin asagidaki

sekilde tanimlanmig /A —endomorfizmi olsun:

P ox; = x+ [, L x]] =y,
X2 = x+ [, x,x]] = .
Do ([x1,[x1,x2]], [x2, [x1,x2]]) = 1 =2 — 1 elde edilir. [y, y2] = [@ (x1), P (x2)]

olup bu esitlikten @ ([x1,x2]) = [x1,x2] olup [x1,x2], P nin bir sabit noktasidir.

20



3. SERBEST METABELYEN LIE CEBIRLERININ OTOMORFIZMLERININ
SABIT NOKTALARI ICIN ALGORITMA Demet PARLAK SONMEZ

3.1. Sabit Nokta Alt Cebirleri

K bir cisim ve L, K iizerinde X tarafindan iiretilen serbest metabelyen Lie cebiri
olsun. Bu boliimde (Bryant ve Papistas, 2000) daki bazi1 tamimlar1 kullanacagiz. L nin

[Up, ... [u2,u1]]...] seklindeki bir elemanini [u,,,...us,u;] olarak gosterecegiz.

Tanim 3.12 X in elemanlarinin sifirdan farkli bir Lie carpimina L nin bir Lie mono-

miali ve bu ¢arpimin uzunluguna monomialin derecesi denir.

Tanim 3.13 L™, L nin alt merkezi serisinin m—yinci dereceden terimi olmak iizere

eger () L™ = {0} ise L ye residual nilpotent Lie cebiri denir.
m=1

n € Z" olmak lizere derecesi n olan monomialler tarafindan gerilen K—alt
uzayin L, ile gosterecegiz. Dolayisiyla L =L; & Ly & --- dir. Bir f elemaninin dere-
cesini deg f ile gosterecegiz. Yani; f elemaninin derecesi f € L1 & Lo & --- P L, olacak
sekildeki en kiiciik n degeridir.

Her m € Z* igin

" =Ly @ Ly &

dir. Bu durumda L residual nilpotenttir. Bir x € X i¢in L; , ile x in i¢inde goriinen ve
derecesi i olan biitiin Lie monomialleri tarafindan gerilen K-alt uzayini gosterecegiz.
Buradan, her n > 0 icin

Ly=Loy®Lin®...5L,,

olarak yazabiliriz. L(x) ile X\ {x} kiimesinden en az bir tane eleman igeren biitiin Lie

monomiallerinin gerdigi alt uzay1 gosterelim. Yani,
L(x)=Lo1®(Lo2®Li2)® & (Lopn®...®Lyn—1,4) D~

olsun. Acik¢a goriildiigii gibi her n > 2 i¢in L, , = {0} ve L(x) = Lo ® L' dir. g € R

ve 0 < g <1 olsun. L(x,q) ile L nin biitiin L; ,,n > 0, i < gn, alt uzaylar tarafindan

gerilen alt uzayi gosterecegiz. Budurumda L = L(x,1) ve L(x) = J L(x,q) olur.
0<g<1

Asagidaki Lemma Bryant ve Papistas tarafindan ispatlanmis olup bir serbest

Lie cebirinin sonlu iiretecli olmasi i¢in gerekli kosulu vermektedir.
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Onerme 3.14 (Bryant ve Papistas, 2000)
i) Her 0 < ¢ < 1igin L(x,q) ve L(x), L nin alt cebiridir.,

ii) S, L nin § C L(x) olacak sekildeki sonlu iiretecli alt cebiri olsun. Bu durumda

baz1 0 < g < 1 olacak sekildeki ¢ lar igin S C L (x,g) olur.

Asagidaki sonug residual nilpotent Lie cebirleri i¢in Bryant ve Papistas (2000)

de ispatlanmugtir.

Onerme 3.15 (Bryant ve Papistas, 2000) ¢, residual nilpotent bir G Lie cebirinin

asikar olmayan /A-endomorfizmi olsun. Bu durumda Fix@ + G’ # G.

Onerme 3.16 (Bryant ve Papistas, 2000) « ve v sirasiyla L' ve U (L/L') niin sifirdan

farkli elemanlari ise v.u # O dir.

Simdi serbest metabelyen Lie cebirlerinin /A-endomorfizmlerinin sabit nokta

alt cebirlerinin sonlu iiretegli olmadigin1 gosterecegiz.

Teorem 3.17 @, L nin agikar olmayan /A-endomorfizmi olsun. Eger FixoNL' # {0}

ise Fix@ sonlu tiretecli degildir.

Ispat: L residual nilpotent oldugundan Onerme 3.15 den Fixp + L # L ve L =
(X)®L'. Dolayisiyla Fix¢ C< X\ {x} > ®L = L(x) elde edilir. Fix¢ nin sonlu
iiretecli oldugunu varsayalim. Onerme 3.14, (ii) den Fix¢ C L(x,q) olacak sekilde
0 < ¢ < 1 kosulunu saglayan g gergel sayisi vardir. Fix@ N L' # {0} oldugu igin
0+# g € FixoN L' vardir. degg = n oldugunu varsayalim. Bu durumda g = go +- -+ gy,
gi € L (2 <i < n)olarak yazilabilir. j=2,...,ni¢in @ (g;) € L; olduundan ¢ (g) =g

esitliginden @ (g j) = gj olur. Genelligi bozmaksizin g yerine g, yazilabilir. w; , € L; »

n
olmak ilizere i =0,...,ni¢in g, = Y} w; , yazalim.
i=0
Simdi L de h = [x,...,x,g,| elemamm diisiinelim. /& ¢ L(x,q) oldugunu
m—tane

varsayalim. @(g,) = g, oldugu i¢in buradan

O(h) =[x, 5,0 (g0)] = [X,. . 1,80 =
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elde edilir. Dolayisiyla h € Fixg dir. w;, € L;, olmak iizere i =1,...,n i¢in h =
i [x,...x,w;,] elemanim diisiinelim. Buradan deg ([x,...x,w;,|) = n+m elde edilir.
}c: (é Z7" sayisint wy, # 0 olacak sekilde ve m € Z* sayisim m > g(n+ m) olacak
sekilde secelim. Bu durumda Onerme 3.16 dan [x,...x, win) # 0 ve h # 0 elde edilir.
m > g(n+m) oldugu igin k+m >m > g(n+m) ve h € - @  Lipymdir. Dolayisiyla
h ¢ L(x,q) dir. Fakat h € Fixg C L(x,q) olup bu geli§kili>sq;§::rln?amamlar.

Sonug 3.18 o, L nin agikar olmayan /A-endomorfizmi olsun. Eger FixoNL' # {0} ise

Fix@ sonlu tiretecli degildir.

Ispat: & ve g elemanlar1 Teorem 3.17 daki gibi olsun.
FixoNL' C Fix¢ C L(x) C L(x,q)

oldugu i¢in sonug agiktir.
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4. SERBEST METABELYEN LIiE CEBIRLERININ SIFIRDAN FARKLI
SABIT NOKTASI OLMAYAN ENDOMORFIZMLERI

Bu boliimde serbest metabelyen Lie cebirlerinin bazi belirli tipteki
IA—endomorfizmlerinin asikar olmayan sabit noktalarinin olmadigini1 géstermek i¢in
0zel bir yontem gelistirdik. Bu yOontem Shmelkin'nin Lie cebirleri i¢in ispatladig:
gdmme kriterine dayanmaktadir.

F, K cismi iizerinde, X = {xj,...,x,} kiimesi tarafindan iiretilen serbest Lie

cebiri olsun.
Onerme 4.1 (Neumann, 1967) o, F /F" nin bir endomorfizmi olmak iizere
a:xi—xi+r,n€F /F' i=1,....n,

olarak tanimlansin. O zaman her u € F /F” igin

r d(u)
o (u) = ri
(u) u+i§1 e
dir.
Tamm 4.2 F nin bir elemani eger j = 1,...,miginx;; € X olmak tizere x; .x;, ... x;, —

Xjy ... X;,X;, formundaki elemanlar tarafindan gerilen vektor uzayina aitse bu elemana

dengeli denir.

Teorem 4.3 (Bryant ve Drensky, 1993) 1 >2vei=1,...,ni¢in f; ler #-yinci derece-

den homojen elemanlar veya f; = 0 olmak iizere F nin bir ¥ endomorfizmi

W (x;) = x; + fimodulo A"

olarak tanimlansin. Bu durumda ¥ bir otomorfizm ise g—)]:: 4+ ?an dengelidir.

Simdi cebirlerin, gelistirecegimiz yontem icin 6nemli bir rol oynayan wreath
carpiminin tanimini verelim. (Ayrica (Bahturin, 1987), (Bahturin ve Nabiyev 1992) ve
(Shmelkin ve Syrtsov, 2007) kaynaklarina bakiniz.)
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Tanim 4.4 V, degismeli, birlesmeli ve birimli k halkasi iizerindeki Lie cebirlerinin
sinifi, A cebiri, V sinifinda serbest iirete¢ kiimesi {a;};-; olan serbest k—modiil ve B,
k tizerindeki herhangi bir Lie cebiri olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa W Lie

cebirine A ve B cebirlerinin wreath ¢arpimi denir.

1. W, A ve B alt cebirleri tarafindan iiretilen k—Lie cebiridir.
2. W da A tarafindan tretilen ideal V sinifindandir.

3. C, (A) ve y(B) tarafindan iiretilen herhangi bir Lie cebiri olsun dyle ki C de

¢ (A) tarafindan iiretilen ideal V sinifinda olmak iizere eger
¢0:A—C

veE

y:B—C

homomorfizmleri varsa » |4= @, s |p= Y olacak sekilde bir tek s : W — C

homomorfizmi vardir. Burada » |4 ile X in A ya kisitlanmig1 gosterilmistir.
A nin B ile olan wreath ¢arpimini Awry B ile gosterecegiz.

Tamim 4.5 L; ve L, iki Lie cebiri olsun. L; ile Lp nin vektor uzayr olarak direkt
toplamini diisiinelim. Bu toplam iizerinde L; ve L, deki carpimlarin bir genislemesi
olan ve L & L, yi bir Lie cebiri yapan bir carpma tanimlayacagiz.

[.];, L1 deki carpim, [,],, L, deki ¢arpim olsun. 60 : L; — DerL, morfizmini
diislinelim.

x1,y1 € L1 ve x2, y2 € Ly icin

(X1 4+x2,y1 +y2] = [x1,31]; + 0 (x1) y2 — 0 (y1) X2 + [x2,¥2],

carpimini tanimlayalim. Bu ¢carpimla L = L ¢ L, bir Lie cebiri olup L ye L; ile L; nin
yar1 direkt carpimi denir. Eger 6 nin ne oldugu biliniyorsa yar1 direkt ¢carpim L X L

seklinde gosterilir. Burada DerL,, L, nin tiim derivasyonlariin kiimesidir.
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Onerme 4.6 (Bahturin, 1987) W = AwryB ve T, W da A tarafindan iiretilen ideal

olsun. Bu durumda W, B alt cebirinin 7 ile yar1 direkt carpimudir.

Bu boliimde V nin degismeli olmasi durumunu diisiinecegiz. Bu durumda
U (B), B nin evrensel enveloping cebiri olmak iizere W da A tarafindan iiretilen 7
ideali, serbest U (B) —modiil olur.

R, F nin B=F/R serbest k—modul olacak sekildeki bir ideali olsun.
% = x; + R ve X; = x; + R € B olmak iizere agagidaki gomme teoremi A.L.Shmel’kin

(bkz. Shmelkin, (1973) ve Bahturin, (1987)) tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 4.7 & : F /R2 — AwrF /R fonksiyonu X; — X; + a; olarak tammlanmus olsun.

Bu durumda @ bir monomorfizmdir.

Bu béliimde X; ve X; yerine x; yazacagiz.

W, A ve B Lie cebirlerinin wreath ¢arpim1 ve 7, W da A tarafindan iiretilen
ideal olsun.

AutW grubunun 7 ve B yi invaryant birakan elemanlarinin olusturdugu alt
grubu AutW ile gosterelim. Dolayisiyla AutW nin B iizerinde birim etkiye sahip olan
ve T nin her g; elemanini invaryant birakan JAutW normal alt grubu vardir.

Lie cebirleri ile wreath carpim arasinda bir izomorfizm oldugu bilinmektedir.

Yani; N,
u 0

t 0

ucU(B),teT

formundaki matrislerin birlesmeli cebiri ve M asagidaki formdaki matrislerin kiimesi

olsun:

:beB,teT
t 0

Bu durumda M, [N] nin bir Lie alt cebiridir. Dolayisiyla, wreath carpim M ye izomorf-

tur.

Onerme 4.8 (Bahturin ve Nabiyev, 1992) 5, Teorem 4.7 deki fonksiyon olmak

lizere v : AutF /R*> — Aut (AwrF /R) gomme doniisiimii vardir yle ki @ € AutF /R?

icin & = v () ise 0P = Pa dur.
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u ~
Teorem 4.9 matrisinin @ nin goriintiisiinde olmasi i¢in gerek ve yeter
Zuiai 0
~\ u 0
kosul ) u;x; = u olmasidir. Ayrica, h € Im (cb) ise h, formundadir.
Yuai 0O

Ispat: Ispat, (Shmelkin, 2007) dekine benzer sekilde yapilir.
4.1. Sifirdan Farkh Sabit Noktas1 Olmayan Endomorfizmler ve Otomorfizmler

Bu bolimde F/F” serbest metabelyen Lie cebirindeki bazi

IA—otomorfizmlerin sifir disinda sabit noktalarinin olmadiini gosterecegiz.

Teorem 4.10 F/F", {x;,x,} tarafindan iiretilen serbest metabelyen Lie cebiri olsun.
o: F/F" — F/F" endomorfizmi p,q € U (F/F') olmak iizere asagidaki sekilde
tanimlanmig olsun
o: x; — x1+plx,x,
X2 — x2+qlxi,xo].

Eger px, —gx1 # 0 ve ¢ € K igin p # cq ise o nin agikar olmayan sabit noktas1 yoktur.

Ispat: Ispat1 wreath carpimu kullanarak yapacagiz. « (F'/F") C F'/F" oldugundan
o y1 belirlemek i¢in Onerme 4.8 i kullanabiliriz. F’ nin ideal olarak ro = [x1,x2]
tarafindan iiretildigini biliyoruz. ( Bahturin ve Nabiyev, 1992 ) de & (r1,2) asagidaki

sekilde belirlenmistir. a1, a; € T olmak lizere

D (r12) = [x1 +a1,x2 +ax] = x1a2 — X201

veE

¢(u7’1,2) = Lt(P(I”Lz), ueclU (F/F,) .

Buradan

Pa(x) = P +plx,x]) =x+a+pxia—xa),

ad(x)) = &(xj+ay)=x+0a)
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elde edili. o® = Pa esitliginden, 0 (a;) = (1—px2)a; + pxiaz ve & (az) =
—gxza; + (14 gx1) ap olarak bulunur.
F/F" de sifirdan farklh bir g eleman i¢in o (g) = g oldugunu varsayalim.

Dolayisiyla, @ (g) = @ (g) olur. Bu esitlikten

up (1 —pxp)+up(—gx2) = uy,

uipxi+up (14gx1) = up

denklem sistemi elde edilir. Buradan da u; p +u>q = 0 olur. [ (p) = m, [ (g) = n olsun.
Bu durumda genelligi bozmaksizin ya m > n dir ya da m = n dir. g, g nin dogal
homomorfizm altinda U (F /F’) deki goriintiisii olmak iizere g = ujx; + upx, oldugunu
biliyoruz. Bu esitligi g ile ¢arparak gg = quix| + quax, esitligi elde edilir. U (F/F')

nin polinom cebirine izomorf olmasi nedeniyle

qg = u1gx| + u2qx;

olur. u1p+upq = 0 esitliginden faydalanarak

g8 = u1 (gx1 — px2)

elde edilir. Eger m > n ise 1(qg) < I (u; (gx1 — pxz)) oldugu i¢in g = u; = 0 olur.
Ayrica, uix) + upxy = 0 esitliginden uy = 0 olup d (g) =0 olur.

@ (g) = 0 oldugundan a® (g) = @ (g) = Dot (g) = 0 olur. Buradan herhangi
bir o otomorfizminin sabit noktasinin @ nin cekirdeginde oldugunu soyleyebiliriz. P
bire bir oldugundan @ (g) = 0 = g olur.

Eger m = n ise gqg = u; (qx; — pxp) esitliginden u; € K elde ederiz. Benzer
sekilde pg = us (—gx1 + pxy) esitliginden uy € K elde ederiz.

u1 # 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda p = —ufluzq elde edilir. up = 0 ise
p = 0 ¢eliskisi elde edilir. Eger uy # 0 ise p = cq celiskisi elde edilir. Bu durumda
i = 0 olup u; p+ urq = 0 esitliginden uy = 0 elde edilir. Dolayisiyla, @ (g) = 0 olup
g = 0 dir. Sonug olarak, o nin agikar olmayan sabit noktasi yoktur.

Gelistirdigimiz bu teknik rankin 2 den biiyiik olmasi durumunda da uygula-

nabilir. Bunu asagidaki orneklerle inceleyelim.
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Onerme 4.11 o, F /F" serbest metabelyen Lie cebirinin asagidaki sekilde

tantmlanmis olan endomorfizmi olsun:

o xi — xi+xix] ,1<i<n—1,

Xn = Xp+[x1,x0].
Bu durumda o nin F/F” de agikar olmayan sabit noktasi yoktur.

Ispat: Oncelikle, Teorem 4.3 den faydalanarak o min otomorfizm olmadigim
gosterecegiz. Teorem 4.3 de t =2, U (F/F") ve A yerine sirasiyla A,, ve w alalim.

Bu durumda

elde edilir. (n— 1)x, dengeli olmadigindan & otomorfizm degildir.
a(F'/F") C F'/F" oldugundan, & y1 belirlemek icin Onerme 4.8 i kullanabi-

liriz. Bu durumda, i = 1,...,ni¢in @; € T olmak iizere

Da(x;) = D(xi+ [xi,%n]) = Xi+aj + Xian — Xnai,

ad (x) = o(xi+a)=xi+&(a)

olur. ad = Pa esitliginden o (a;) = a; +xian, —xpa; , 1 <i<n—1, elde edilir. Benzer
sekilde & (a,) = a, +x1a2 — xpa; olur.
Sifirdan farkli bir g elemaninin & nin sabit noktast oldugunu varsayalim. Bu

durumda, a® (g) = ® (g) elde edilir. Bu esitlikten

n—1
Z”i (a; + xian — xpa;) + uy (a, + x102 — x2a1) = Zuiai.
i=1

elde ederiz. Buradan asagidaki denklem sistemi elde edilir

Ul Xy +UpXy =

—UpXy +UupX1 =

UtXn =

o O o O

X1 +upxy + -+ Up_1xXp—1 =

29



4. SERBEST METABELYEN LIiE CEBIRLERININ SIFIRDAN FARKLI SABIT
NOKTASI OLMAYAN ENDOMORFIZMLERI Demet PARLAK SONMEZ

3<t<n-—1. U(F/F') tamlk bolgesi oldugu i¢in u3 = ug = ... = up,_1 = 0 olur.

Boylece, asagidaki denklem sistemi elde edilir

Ui Xy +upxy = 0, “4.1)
uix; +uyxy; = 0.

Buradan g = u,x, elde ederiz. g € F /F' oldugu igin u, € K dir. g =g+ u olacak sekilde
u € F' vardir. g = g+ u esitligine o uygulanip Onerme 4.1 kullanilarak asagidaki
esitlik elde edilir

no 9
Uup [x1,x2] + Zvia—u =0, 1<i<n—1iginv; = [x;,x,], vy = [x1,22].
i=1 Xi

viaa—;‘i elemaninin uzunlugu sifir veya en az 3 oldugundan u, = 0 olmalhdwr. (4.1)
esitliginden u; = up = 0 olur. Teorem 4.9 dan ) u;x; = 0 = g elde edilir. O halde

D (g) =0 olup g = 0 dir. Dolayisiyla, o nin agikar olmayan sabit noktasi yoktur.

Onerme 4.12 F/F", {x|,x2,x3,x4} tarafindan iiretilen serbest metabelyen Lie cebiri

olsun. F/F" nin @ endomorfizmi

o xp — X1+ [x2,x4],
xp — xp + [x1,x3] — [x3, [x2,x4]]
x3 — X3+ [x1, [x1,x2]] — [x1,%2, [x2, x4]] + [x1, 21, [x1,X3]] — [*1,%1,%3, [x2,x4]],
x4 — X4+ [x1,x2] — [x2, [x2, x4]] + [x1, [0, x3]] — [0, %3, [x2, x4]
olarak tanimlansin. Bu durumda, o bir otomorfizmdir ve o nin agikar olmayan sabit

noktas1 yoktur.

Ispat: Once o nin otomorfizm oldugunu gosterecegiz. Bunun icin asagidaki sekilde

tanimlanmis , 0, 03, 04 elemanter otomorfizmleri diisiinelim

o1 :x1 —x1+ [XQ,)C4], Oh :xy) — X2+ [X1,X3],
X; — X ,i%l, Xj — X ,i7é2,
03 x3 — X3+ [xl, [xl,X2]], Oy - X4 — X4+ [xl,)Q],
Xi — Xj ,i#3, Xi — Xj ,i#4.
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o = 01 0 0304 oldugu icin o bir otomorfizmdir.

Simdi, Onerme 4.8 kullanilarak ¢& endomorfizmi

a (al) = ay]—Xx4dp + X204,
a(ay) = —x3ar+(1+x3x4)az+x1a3 —x3%204,
a(az) = (—x1xo—x1x1x3)a; + (x1x1 +X1X2%4 + X1X1X3%4) a2

+ (L +x1x1x1) a3 + (—x1x2X2 — X1X1X3X2) a4,
o(as) = (—x2—x1x3)a + (x1 +x2x4 +x1X3%4) a2 + X1 X143

+ (1 —xpxp — x1X3%2) a4

olarak bulunur. F/F” nin sifirdan farkli bir g elemani i¢in o (g) = g oldugunu
varsayalim. Dolayisiyla @@ (g) = b (g) olup bu esitlikten asagidaki denklem sistemi
elde edilir.

0 = —upx3+uz(—x1x2 —x1x1x3) + us (—x2 — x1x3),

0 = —uyxs~+upx3xs + uz (x1x1 +X1x2X4 + X1 X1X3X4)
+ua (x1 +x2X4 + X1X3X2) ,

0 = wuox; +usxixix| + ugxixy,

0 = wuixp —urx3x +u3 (—Xx1xX2X2 — X1X1X3X2)

“+uy (—X2XQ — X1X3X2) .

Ugl’incﬁ esitlikten uy + uzx1x; + ugx; = 0 elde edilir. Bu esitlik birinci denklemde
yerine yazildiginda u3 (—x;) — uq = 0 elde edilir. Buradan, u3x;x; + usx; = 0 olur. Bu
esitligi lic numarali denklemde yerine yazdigimizda up = O bulunur.

Dordiincii esitlikten #; = 0 elde edilir. Dolayisiyla, g = u3 (x3 — x1x4) olarak
yazilabilir. Eger g € F'/F" ise g =0 dir. U (F/F’) tamlik bolgesi oldugu i¢in u3 =
0 olmalidir. g ¢ F'/F" ise § = u3 (x3 —x1x4) € F/F’ olup bu durum ancak u3 =0
iken miimkiindiir. Dolayisiyla, b (g) = 0 olup g = 0 olur. Sonug olarak o nin agikar

olmayan sabit noktas1 yoktur.

Onerme 4.13 F/F" ranki n > 5 olan serbest metabelyen Lie cebiri ve a : F/F" —
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F /F" endomorfizmi asagidaki sekilde tanimlanmisg olsun.

o xp — X1+ [x2,x0],
Xp = X+ X1, %0-1) 2<t<n-3,

Xp—2 — Xp—2 + [X27xn71] - [xnfla [)C3,Xn,1]] s

Kn— ki
Xp—1 — Xp—1+ [xlfl,,..,xnizz, [xl,xz]} - [xlflw--,xnizz, s, [Xz,xn]]]
K
+ [xlfl»-~-7xn"_227[X1,[X3,xn—1]]] , ki ka2 >1,

Xn = X+ [x1,x2] — [x2, X2, xa]] + [x1, [x3, 60 -1]] -

Bu durumda o, sifirdan farkli sabit noktaya sahip olmayan bir otomorfizmdir.
Ispat: o, s, ..., @, elemanter otomorfizmlerini asagidaki sekilde tanimlayalim

o x] — X1+ [Xz,xn] ,

Xi — Xi ,i%l,

O * X — X + [Xe1,Xn—1] 5

Xi—x ,i#t,2<t<n-3,

Op—2  Xp—2 — Xp—2 + [x2,X%,-1],

Xi — Xj ,i%n—z,

. k kn—2
Op—1:Xp—1 = Xp—1+ [x117-~-7xnn_27 [x17x2] )

Xi—x; ,i#Fn—1,

Oy & Xy — X+ [x1,X2],

Xi—x; ,i#n.
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o= 00;...0 oldugu gosterilebilir. Dolayistyla & bir otomorfizmdir. Simdi,

Onerme 4.8 i kullanarak & belirleyecegiz. Dolayisiyla, a; € T olmak iizere

a(an)

= a) —Xxpaz +x2ay,
= 4 —Xp 1041 T X101, 2<t<n-3,

= —Xp_1a2 +Xp—1Xp—1a3 + ap—2 + (X2 — Xp—1X3) Ap_1,

k1

kn—2 k kn—2 k ky_o
= —x'.x,"Jxar+ <x11...xn”_2x1 +x1' xS x0x, ) ar

k kn— k kn—
+ (—xll ...xn’izlexn,1> az+ (1 +x7' ...an§x1X3> an—1

_ kn72
)Cl .. .xn_z X2X2ay,

= —xai+ (x1 +x2x,) a2 — X1X4—1a3 +X1x30—1 + (1 —x2x2) ay,

elde ederiz. Buradan, bir onceki onermedeki benzer adimlar kullanilarak asagidaki

denklem sistemi elde edilir.

k ky_»
— Uy (xll ...xn{2x2> +uy (—x2),
k ky— k ky—
—UXy — Up—2Xp—1 + Up—1 <x11 XX+ ...xn”_zzxzx,,>
+up (X1 +x2%,)

k
—UpXp—1 + Up—2Xp_1Xp—1 + Un_1 (—xll

...xﬁ"jzlexn_l)
+uy, (—xlxn,l),

—Uxy_1, 2<t<n-3,

UX3 + -+ Up_3Xp—2 + Up—2 (X2 — Xp—_1X3)

k K
+upq <1 +x;' ...xn’L§x1x3> + upx1x3,

k ky,_»
UIX) — Up—1 <x11 ...xn’izxzxz) +uy (1 —x2x72).

—uxy—1 = 0 esitliginden u; = 0, 3 <t < n— 3, elde edilir. Birinci esitlikten,

Uy—1 (xlf‘ .. .xff_’ 22) ~+ u,, = 0 olur. Bu esitlik sonuncu denklemde yerine yazilirsa u; =0
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elde edilir. Ikinci ve iiciincii esitliklerden de

k kn—2 k ko
0 = —uixy—up_2xy_1+u,_1 <xl1 X x4 X XX,
+up (X1 +x2%,)
O = — _ ki kn—2
= UXp—1 + Up—2Xp—1Xn—1 FUp—1 | —=X| ... X, 5 X1Xp—1

+up (—x1x0-1) -

elde edilir. Bu durumda, u,,—» = up = 0 olur. Dolayisiyla,

— kl kan
g§=Up-1 \Xn—-1 =Xy ... X, 7Xp

olup g € F/F’ oldugundan bu durum ancak u, 1 = 0 iken miimkiindiir. Sonug olarak

P (g) = 0 olup g = 0 olur. Dolayisiyla o nin agikar olmayan sabit noktasi yoktur.
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5. SERBEST LIE CEBIRLERININ SABIT NOKTA
ALT CEBIRLERININ RANKI

Bu boliimde iki tiretegli serbest Lie cebirlerinin ve serbest metabelyen Lie ce-
birlerinin ve lirete¢ kiimesi ikiden biiyiik olan serbest Lie cebirlerinin bazi otomor-
fizmlerinin sabit nokta alt cebirlerinin sonsuz rankli oldugunu gosterecegiz. K bir
cisim olmak tizere A ile {x,y} tizerindeki serbest birlesmeli K cebirini gosterelim. F,
{x,y} tarafindan iiretilen serbest Lie cebiri olsun. A nin bir baza sahip oldugu agiktir.
Bu bazi B ile gosterelim. B bazi b = z;...z, , n > 0 ve z1,...,z, € {x,y} seklindeki

elemanlardan olusur ve [ (b) = n dir. u € F ise
u=ao1by+...+ by, by,....by, €B Ve Qy,...,0, € K\ {0}

olarak yazilabilir. supp (u) ile u nun yazihisindaki {by,...,b,,} kiimesini gosterelim.
S C Ficin
supp (S) = | supp (u)

ues

olarak tammlayalim. <, B lizerindeki alfabetik siralama olsun. < bagintisin1 asagidaki
gibi tanimlayalim.

Wiy eeo, Wiy 21y -y 20 € {X,y} olsun. m < n veya m = n ve w, # x,z, # y olmak
lizere i < rigin w; = z; olacak sekilde r € {1,...,n} varsa wy...wy, < z1...z, yazacagiz.
(Ornegin, xXyyxyx < xyyyxy)

A nin herhangi bir C alt kiimesi i¢in alg(C) ile C tarafindan iiretilen alt cebiri
gosterelim.

Simdi iki iiretecli serbest Lie cebirlerinde verilen bir otomorfizmin Jacobian
matrisinin determinantinin 1 olmasi durumunda bu otomorfizmin sabit biraktig1 ce-
birin sonsuz rankli oldugunu gdosterecegiz. Bunun i¢in Oncelikle asagidaki 6nermeyi

verecegiz.

Onerme 5.1 S, F nin bir Y alt kiimesi tarafindan iiretilen alt cebiri olsun. Bu durumda
supp (S) C alg (suppY) dir. Burada alg (suppY ), F nin suppY tarafindan iiretilen alt

cebiridir.
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Ispat: S, F nin Y tarafindan iiretilen alt cebiri ve H, S nin bir bazi olsun. v € sup p (S)

olsun. supp(S) = U supp (u) oldugu icin bir u € S igin v € supp(u) dir. u € F
ues
olup u = ayby + ...+ &by, by,...,by, € H ve ay, ..., 0 € K\ {0} olsun. Bu durumda

v € {b1,...,by} elde edilir. {by,...,b,,} C H ve H C alg(suppY) oldugu i¢in v €
alg (sup pY) dir.

Onerme 5.2 Birimden farkli  : F — F otomorfizmi

0: x — ax+by, ad—bc=1,
y — cx+dy

ise Fix0 sonlu iiretecli degildir.
Ispat: Fix6 nim sonlu iiretecli oldugunu varsayalim. Y, Fix6 nin sonlu iirete¢ kiimesi
ve C = sup p(Y) diyelim. C nin sonlu oldugu ve Onerme 5.1 den sup p(Fix0) C alg(C)

oldugu agik. 6 birim otomorfizmden farkli oldugundan 6 (x) # x yada 0 (y) # y dir.

Genelligi bozmaksizin 0 (x) # x olsun. Bu durumda x ¢ Fix6 dir. Buradan
sup p(Fix0) N {1,x,x%,...} =0
olup
cn{l,xx*..} =0 (5.1)

dur.

C sonlu oldugundan her ¢ € C igin [(c) < g olacak sekilde g € Z" vardur.
Acikca goriildiigii gibi alg(C) cebiri ¢y, ¢y, ...,c,y € C ve m > 0 olmak iizere cjcp...cn
seklindeki elemanlar tarafindan iiretilir. fi, f2,... € F' elemanlarin1 asagidaki sekilde

tanimlayalim.

i = [X,y],
Jn = anfhx]?[fnflvy]]’ n>72.

f1,/2,... € Fix0 oldugu tiimevarimla kolaylikla gosterilebilir.  d, ile alfabetik

siralamaya gore sup p( f,,) deki elemanlar i¢inde en kiiciik olanin1 gosterelim. Acikca
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dy =xy dir. n > 2 i¢in d, = xd,—1d,—1y oldugunu ispatlayalim. Once
sup p([u,v]) = {kl,lk : k € supp(u),l € supp(v), u,v € L}

oldugunu gosterelim.
u=o1b+..+a,b, ,v= [3101 +... —I—Bkck bi,...,by,c1,...,c;, € B olsun.

Bu durumda sup p(u) = {by,...,b}, sup p(v) ={ci,...,cx} dir.

[u,v] = wuv—vu
= (oyb1+ ...+ yby) (Brc1 + .. —l—ﬁkck) — (Bie1 + ...+ Brek) (a1by + ... + Qpbyy)
= OC]ﬁ]b]C] —I—...—f-OC]ﬁkb]Ck—{—...—{—Otmﬁ]bmq —f—...—i—OCmBkmek

—B1a1c1b1 — .= Blamclbm — .= Bkoclckbl — .= ﬁkOCkabm
oldugundan

supp([u,v]) = {bici,c1bi,...;bicr,ckbi,...bmct,C1bpy - s binCr, Ckbm }

= {bicj,cibi: 1 <i<m,1 < j<k, b €supp(u),c; € supp(v)}

dir.
o= [[fn*lax] ) [fnflay]] oldugundan
sup p(fu) = {kl, 1k : k € sup p([fu—1,%]),1 € sup p([fu—-1,7])},
supp([fu—1,x]) = {kika,koky : ki € supp(fu—1),ka € supp(x)}
= {kix,xk; : ky € supp(fu-1)},
sup p([fn—1,Y]) = {k3y,yk3 : k3 € sup p(f—1)}
olup

supp(fn) = {kixksy, kixyks,ksykix,ykskix,xkik3y,

xkiyks, ksyxky,yksxky : ki, k3 € supp (fu—1)}-

ds, = xkiksy, ki,k3 € supp(fu—1) dir. ki = k3 = dy,_, olmasi gerektigi agik.
Dolayisiylady, = xdy, \dy, ,y elde edilir.
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sup p(fy) € alg(C) oldugu igin
dg=xy..=ci..cm ,c1,...,cn €C.

I(c1) = s olsun. Bu durumda s < g oldugu icin ¢; = x* elde edilir. Bu ise (5.1) ile

celisir. Dolayisiyla Fix0 sonlu iiretecli degildir.
5.1. Serbest Metabelyen Lie Cebirlerinin Sabit Nokta Alt Cebirlerinin Ranki

Bu boliimde iki iiretecli serbest metabelyen Lie cebirlerinde bazi1 elemanlari
sabit birakan otomorfizmleri belirleyip bu otomorfizmlerin sabit nokta alt cebirlerinin
sonsuz rankli oldugunu gosterecegiz. M = F /F" ile serbest iirete¢ kiimesi {x,y} olan

serbest metabelyen Lie cebirini gosterecegiz.

Onerme 5.3 F /F" serbest metabelyen Lie cebirinin u = [[x,y] ,x’} elemanini sabit

birakan lineer otomorfizmi

@r: x — ax La'£0

y — cx—i—a_i_ly

formundadir.

Ispat: M serbest metabelyen Lie cebirinin lineer otomorfizmleri

O: x — ax+by, oa=ad—bc+#0,
y — cx—+dy

formunda olup
i
0= ¥ (1) o [ial 0 4.
k=0 \¥
elde edilir. Dolayisiyla ¢ (1) = u olmasi igin gerek ve yeter kosul b = 0 ve a't1d = 1

olmasidir. Buldugumuz otomorfizmi ¢, ile gosterelim. Bu durumda,

¢ x — ax, a=a"'+0,

y — cx—f—a_i_ly

dir.
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Onerme 5.4 F /F" iki iiretecli serbest metabelyen Lie cebirinin u = [[x,y],y'] ele-

manini sabit birakan lineer otomorfizmi

0r: x — d'x+by,d " #£0,
y — dy

formundadir.

Ispat: Bir onceki 6nermedeki ¢ icin ¢ (1) = u olmast icin gerek ve yeter kosul ¢ = 0

ve a = d~'~! olarak bulunur. Bulunan otomorfizmi ¢, ile gosterecek olursak

pr: x — d'x+by, d#0,
y — dy

olur.

Onerme 5.5 F /F" serbest metabelyen Lie cebirinin u = [[x,y],x",)"] elemanint sabit

birakan lineer otomorfizmi

B x — ax, atldtl =1

)

y — dy
formundadir.

Ispat: Daha 6nceki onermelerdekine benzer olarak
ittt

o)=Y ¥ (1) (k im) (ad —be) ™ Mp A | [x,y] 2T
k=0m=0 N

bulunur. ¢ (u) = u esitliginden b = ¢ = 0 ve @' 'd’ +1 =1 olur. Aranan otomorfimi ¢3

ile gosterecek olursak

0: x — ax ,dtldt =1,
y — dy

olur.

Onerme 5.6 F /F" serbest metabelyen Lie cebirinin f, = [[x,y]" ,xi”7yi"} elemanini

sabit birakan lineer otomorfizmi
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¢s: x — by,

y — cx

dir. Burada n tek say1 iken b1t = —1, n cift say1 iken be = +1 dir.

Ispat: Ispat benzer sekilde yapilir.

Sonug 5.7 M serbest metabelyen Lie cebirinin lineer bir otomorfizmi

¢: x — ax+by, o=ad—bc#0,
y — cx—+dy
formunda olup ¢ nin asagida belirlenen kogsullar altinda sabit noktas1 vardir.

1.DURUM : a~' # 0 olmak iizere

o: x — ax,

y — cx+a_i_1y

ise
fo= [l [lxy] 2" | € Fing
dir.
2.DURUM : d~' # 0 olmak iizere
0: x — d ' x+by,
y — dy
ise
for= [l [l ]| € Fixg
dir.
3.DURUM : a"+'d'*! = 1 olmak iizere
¢o: x — ax,
y — dy
ise

fo= [[x0]", X",y € Fix¢
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dir.

4.DURUM : n teksay1 ve b'T!¢it! = —1 olmak iizere

O: x — by,
y — cx
ise
fo = [[x,y]" %", y"] € Fix¢
dir.
5.DURUM : b+1ci+! = 11 olmak iizere
Oo: x — by,
y — cx
ise
fon = [Py 220y € Fixg
dir.

ispat: Onerme 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 dan sonug elde edilir.
Teorem 5.8 Birim den farkli ¢ : M — M otomorfizmi

¢: x — ax+by, a=ad—bc+#0,
y — cx+dy
olsun. Sonug 5.7 deki 1.DURUM, 2.DURUM, 3.DURUM, 4.DURUM, 5.DURUM da

belirlenen kosullar altinda Fix¢ sonsuz ranklidir.

Ispat: ispat1 sadece 1.DURUM igin yapacagiz. Diger durumlarda ispat benzer sekilde
yapilir. Fix¢ nin sonlu iiretecli oldugunu varsayalim. Y, Fix¢ nin sonlu iiretec
kiimesi ve C = supp(Y) olarak tanimlayalim. C nin sonlu oldugu ve Onerme 5.1 den
supp(Fix¢) C alg(C) oldugu acik. y ¢ Fix¢ oldugu agiktir. Genelligi bozmaksizin
x > y olsun. Buradan

supp(Fix¢) N {l,y,yz...} =0.
Buradan

cn{l,yy*..} =0 (5.2)
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elde edilir. C sonlu oldugundan her ¢ € Cigin [ (c) < g— 1 olacak sekilde g € Z™ vardr.
Acikeca alg(C) cebiri ¢1,c¢p,...,c;y € C ve m > 0 olmak iizere cjc;...c, seklindeki ele-
manlar tarafindan iiretilir.

f1, f2,... € M elemanlarim asagidaki sekilde tanimlayalim.

fo= [[x,y]"*1 , [ ] »xmﬂ

f1, f2,... € Fix¢ oldugu tiimevarimla kolaylikla gosterilebilir. d, ile alfabetik

siralamaya gore supp(f,) deki elemanlar i¢inde en kii¢iik olanini gosterelim.

o= [[x,y]n*1 , [,y ,xin}] oldugundan
R G R L

vE

supp(fy) € alg(C) oldugu igin

dqzyq_lxq_lyxlq+l...=C1---Cm s ClyeeyCm €C

dir. I(¢1) = s olsun. Bu durumda s < g — 1 oldugu i¢in ¢; = y* elde edilir. Bu ise (5.2)

esitligi ile ¢elisir. Dolayisiyla Fix¢ nin sonlu iiretecli degildir.

5.2. Iki Uretecli Serbest Metabelyen Lie Cebirinin Tasmabilir

Otomorfizmlerinin Sabit Nokta Alt Cebirlerinin Ranki

Bu boliimde iki iiretecli serbest metabelyen Lie cebirlerinin taginabilir oto-
morfizmleri grubunun iirete¢lerinin sabit nokta alt cebirlerinin sonsuz rankli oldugunu
gosterecegiz. M = F /F", serbest iirete¢ kiimesi {x,y} olan serbest metabelyen Lie

cebiri olsun.

Tammm 5.9 M = F /F” iki iiretecli serbest metabelian Lie cebiri olsun. M nin bir
otomorfizmi F' nin bir otomorfizmi tarafindan belirleniyorsa bu otomorfizme taginabilir
otomorfizm denir.

M nin tiim taginabilir otomorfizmlerinin kiimesini 7'(M) ile gosterelim. 7' (M)
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bileske islemiyle bir gruptur ve agsagidaki otomorfizmler tarafindan iiretilir:

O: x1 — x, ¥: x1 — —xi, o: x1 — X1 +Xxp,

X2 — Xi, X2 — X2, X2 — X2,

M = F /F" nin tiim lineer otomorfizmlerinin tagimabilir oldugu agiktir. Ayrica M nin
ranki 2 oldugundan 6zel olarak M nin biitiin taginabilir otomorfizmleri lineerdir. M
nin tiim i¢ otomorfizmlerinin grubunu /nnM ile gosterelim. M nin tiim otomor-
fizmlerinin yapisini belirleyen asagidaki teorem Bahturin ve Nabiyev (1992) tarafindan
gosterilmigtir. Bu teorem bu boliimde elde ettigimiz sonuglarin ispatinda 6nemli bir rol

oynamaktadir.
Teorem 5.10 AurM = GL(2,K) x InnM dir.

Teorem 5.11 M iki iiretecli serbest metabelyen Lie cebiri ise IA(M) = Inn(M) dir.

O halde Teorem 5.10 ranki 2 olan serbest metabelyen Lie cebirlerinin
taginabilir otomorfizmleri grubunun 7' (M) = Aut (M) /IA(M) olarak ifade edilmesinde
onemli rol oynar. Gergekte AutM = GL(2,K) x InnM olup Aut(M) /Inn(M) =T (M)
dir.

Simdi ¢, ¥, 6 otomorfizmlerinin sabit noktalarini belirleyelim.

Teorem 5.12 Iki iiretecli serbest metabelyen Lie cebiri M nin ¢, ¥, § otomor-

fizmlerinin sabit noktalar1 asagidaki gibidir:

1) ¢o: x1 — xp,

X2 — X

otomorfizminin sabit noktalar1 n > 1 icin

Jn= [[xl’x2] 7xrll] - [[Xl,xz] ,Xg]
dir.

D)W x1 — —x

X2 — X2
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otomorfizminin sabit noktalart n > 1 ve k > 1 icin
2
gn = |:x1n7x§i|
dir.
3)6: x1 — x1+x
X2 — X2
otomorfizminin sabit noktalari
hy = [[x1,x2],x3)

dir.
Ispat: ¢ (f,) = fu. ¥ (gu) = gn» 6 (hn) = hy, olacak sekildeki f,, g, h, elemanlart

elemanter hesaplarla kolayca bulunabilir.

Teorem 5.13 Fix(¢), Fix(¥), Fix(8) sonsuz ranklidir.

Ispat: Ispat iki iiretecli serbest Lie cebirindekine benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.14 M iki iiretecli serbest metabelyen Lie cebirinde [xj,xp] yi sabit
birakan otomorfizm SL(2,K) ve Inn (M) den gelen iki otomorfizmin bileskesi olarak

yazilabilir.

Ispat: Bahturin ve Nabiyev (1992) tarafindan Aut (M) ~ GL(2,K) x Inn (M) oldugu
gosterilmistir. Bu sebeple ¢ € Aut (M) ise ¢ = o3 , ¢ € GL(2,K), B € Inn(M)

olarak yazabiliriz. o ya karsilik gelen otomorfizm

oa: x1 — axi+bxy , ad—bc+#0,

X2 — c¢x1+dxp

olup
¢ ([x1,x2]) = [x1,x2],
oo ([x1,x2]) = [x1,x],
o(lxi,x]) = [x1,x],
(ad —bc) [x1,x2] = [x1,x2],
(ad—bc) = 1
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oldugundan & € SL(2,K) dur.

v € M’ olmak iizere M nin bir i¢ otomorfizmi e“?” = I 4+ adv formundadir. Yani,

adv(

her w € M igin e (w) = w+ [v,w] dir.

Teorem 5.15 M iki iiretegli serbest metabelyen Lie cebiri olsun.
1. u; = [[xl ,x2] ,xﬂ € M elemanini sabit birakan otomorfizmler
o X1 — axg ,a'#£0,

v — exitaiTlx

olmak tizere

(z)l — al OeudV

seklindedir.

2. up = [[xl ,x2] ,xtz} € M elemanini sabit birakan otomorfizmler
oh: x1 — dit*lxl , d! #£0,
X2 — de

olmak tizere

¢2 = o eadv

seklindedir.

3. u=[[x,y],x,y'] €M> elemanini sabit birakan otomorfizmler
oa3: xy — axp , atlgt! = 1,
X2 — dxp

olmak tlizere
¢2 = o eadv
seklindedir.

ispat:
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1. ¢ € Aut (M) ise Teorem 5.14 den ¢; = ay 0e™ , oy € GL(2,K),v € M’, olarak
yazabiliriz.
o : x; — axi+bxy , l=ad—bc#0,
X2 — cx]+dx

olmak iizere u; = [[x1 ,x2] ,xﬂ € Fixe®@ dir. Bu nedenle

o1 (ur) = o 0™ (uy) = 91 (1) = o (1)

dir. '
1
ar(u) =Y (l> la' ¥ [[xl,xz] xR A
k=0 \k
dir. ¢ (u1) = u; olmast i¢in gerek ve yeter kosul b =0 ve a'tld = 1 olmasidir.

Dolayisiyla

o) X1 — axi , l=ad—bc+#0,

i—1

X2 — cx1+a’lx

dir.

2. ¢» € Aut (M) ise Teorem 5.14 den o € GL(2,K) olmak iizere ¢» = o 0 %"
olarak yazabiliriz. 1.Durumdakine benzere sekilde devam edersek ¢ =0 ve a =

d~'~! olmasi gerektigini buluruz.

3. ¢3 € Aut (M) ise Teorem 5.14 den o3 € GL(2,K) olmak iizere ¢35 = oz 0 e

olarak yazabiliriz.

03 (u3) = 03 0 ™™ (u3) = @3 (u3) = 043 (u3)
i+ 1 , .
dir. ¢3(u3) = u3 olmasi icin gerek ve yeter kosul b = ¢ = 0 ve a'*ld't! =1
olmasidir. Yani;
oaz: x1 — axy, dldtl =1,

X2 — dxp

dir.
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5.3. Bazi Serbest Lie Cebirlerinin Tasinabilir Otomorfizmlerinin Sabit Nokta

Alt Cebirlerinin Ranki

F, X = {xi,...,x,} kiimesi tarafindan iiretilen serbest Lie cebiri olsun.
Bu bolimde R, F nin bir ideali olmak iizere belirli R serbest Lie cebir-
lerinin bazi taginabilir olmayan otomorfizmlerinin sabit nokta alt cebirlerinin rankini

F222

inceleyecegiz. F"" ile F nin alt cebirini gosterecegiz.

Teorem 5.16 (Ozkurt, 2007) F/F" Lie cebirinin K = {x; + [[x3,x2],%1],X2...,X,}

serbest iirete¢ kiimesi F/F " Lie cebirinin bir serbest irete¢ kiimesine taginamaz.
Teorem 5.17 ¢ : F/F" — F/F" otomorfizmi

¢ x1 — x1+[[x3,x],x],

Xi — X ,l.7é1

olarak  tanimlansin. gm = [[xl, [le,szﬂ , “xj3,xj4] , [[xjs,xjﬁ} ,xﬂ”
k #1 (1<k<T7), j # j2 » J3s # ja » Js # Je tipindeki eleman-
lar = ve fi = Hxl’ [levszﬂ ) ijwszx] ) [xjsvxjéﬂ] olmak dzere f, =

bt o) | s | o | ] #1010k <5) b # 05 g # 0s tipindek

elemanlar ¢ nin sabit noktalaridir.

Ispat: g, € Fix¢ oldugu agiktr. g, = [x1, [x},,x,]]. gy = [ XjssXjy] [ Xjs,Xjs) x’ﬁ”
olsun. Bu durumda g, = [gx, gy] olup ¢ (gm) = ¢ ([gx,8y]) = [9 (8x) ¢ (gy)] dir.
0 (gx) = [xlﬂ [levszﬂ + H[X3,x2] ,X1] [leﬂszﬂ
dir. xj;,xj,,%js,Xjs,Xj, € Fix¢ oldugundan her m € N i¢in ¢ (g,) = g, dir.
¢(gm) = [0(8x),0(8y)],
= [l [ejoxp] ] s xi] s [xssxe] <711
+ H[[X3,x2] ,X1] [xjnszﬂ ) ija’xh] ) ijwxjs} 7x7§]” )

= b b Lo L) 3 111

= 8m-
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Dolayisiyla g, € Fix¢.
fm € Fix¢ oldugunu gostermek icin tiimevarim yontemini kullanacagiz. f; €

Fix¢ oldugu acik. f,,—1 € Fix¢ olsun. Bu durumda

‘P(fm) = :¢([x17[fm—laxl1]])’¢ ([:xlpxg} ) :x147x15”)] >
= [+ bl ol Uil [ 5, ] o ] ]

Il
S|
|

= _[xlv [fmflaxh]], |:|:x127x[3_ ) |:x147 s

b)) U] | o

= :[xla [fm—hxll]]v Hx127x13: ) [xu’xls_}

= Jfm
Sonug olarak f,, € Fix¢ dir.
Teorem 5.18 ¢ : F/F" — F/F" otomorfizmi
¢: x1 — xi+[[x3,x],x],
Xi = Xi i 75 1
olarak tanimlansin. Fix¢ sonlu tiretecli degildir.
Ispat: Fix¢ nin sonlu iiretecli oldugunu varsayalim. Y, Fix¢ nin sonlu iireteg kiimesi

ve C=supp(Y),L=F/F" olarak tammlayalm. C nin sonlu oldugu ve Onerme 5.1

den sup p(Fix¢) C alg(C) oldugu agik. Buradan
sup p(Fix¢) N {l,xl,x%...} =0

olup
CN{l,x,x1...} =0 (5.3)

dir. C sonlu oldugundan her ¢ € C i¢in [ (¢) < g olacak sekilde ¢ € ZT vardir. Agikga
alg(C) nin c¢y,c¢p,...,c,y € C ve m > 0 olmak iizere cjc;...c,, seklindeki elemanlar
tarafindan tiretildigi goriilmektedir..

f1,f2,... € L elemanlarim asagidaki sekilde tanimlayalim..

A=l o]l s xi] s Bossxiel 1
fu = [[xl,[fnfl,le]], HXJZ,X,J , [XWX,SH] Qe # 1, (1<k<5), bh#13,l4 #1s.
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f1,/2,... € Fix¢ oldugunu biliyoruz. d, ile alfabetik siralamaya gore sup p(f,,) deki
elemanlar icinde en kiigiik olanini gosterelim. Acikca di = xjxj,... (k€ {1,2})dir.
n > 2igind, = x1dy—1xy, ... dir.
sup p(fy) € alg(C) oldugu igin
dg, :xcijk... =cr...cm Ske{l,2}, c1y...,cm €C.
I(c1) = s olsun. Bu durumda s < ¢ oldugu i¢in ¢ = x} elde edilir. Bu ise (5.3) esitligi

ile celisir. Dolayisiyla Fix¢ sonlu tiretecli degildir.
Teorem 5.19 (Ozkurt, 2007) ¢ : F/ (F¢) — F/ (F¢)" endomorfizmi
O: x1 — xi+[x,v],
Xi — Xxi 1 75 1,

V= H [le ,sz] ,] ,xjc] jx#1,k=1,....c, c> 3 olarak tammlansin. ¢, F / (F€)’

nin taginabilir olmayan bir otomorfizmidir.

Teorem 5.20 ¢ : F/ (F¢) — F/(F¢)' otomorfizmi
o: x1 — x1+[x1,v],
Xi — XxXi i 75 1
olarak tanimlansin. Burada v = [[ [le,sz] ,] ,xjc] Jk# 1, k=1,...,c,c>3dm.
gn = “xl,le] , [[sz,xjé} ,x;a,x?s} ,Jk # 1, (1 <k <5), j» # j3 tipindeki elemanlar
ve fi =[x [[aoaa] 2572 e 1 (1 SR<4), o # o olmak iizere £, =
[[xl -1l [[x X js} ,x§4_2” tipindeki elemanlar ¢ nin sabit noktalaridir.
Ispat: g € Fix¢ oldugu agik. g, = [x1,x} ], gy = [[sz,xh} ,x;a,x;fs} olsun. ¢ (g,) =
¢ ([gx:8y]) = [¢ (8x) 0 (gy)] dir.
0 (gx) = [xl + [x1,V] ’ij = [xlale] + [[xlvv] 7le}

dir. xj,,xj;,xj,,xj5 € Fix¢ oldugundan her n € Nigin ¢ (g,) = g, dir.

(0 ([gX7gy]) = Hxlale] ) ijzvxh} 7%7%“ + H[xl,v] 7xj1] ) ijvxh} ,xﬁ,x?s]]

J/

g

G(F“),
= Hxlale} ) ijzax]é} 7x?4’x§5”

= &n
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Dolayisiyla g, € Fix¢.
fi= “Xl,le] , “sz,xjs} ,x?;zﬂ € Fix¢ oldugu agik. f,— € Fix¢ olsun.

o) = [0 )0 ([Fenea] 252
= :[Xl + [, v]s fal,s [[sz»xjs} v’éf“
= it o ] s s )

.

g

e(Fey

= :[Xl,fnfl]a [[xjpxh] 7x§4—2H
= fu

Teorem 5.21 F/(F¢) nin asagidaki sekilde tanimlanan otomorfizmi icin Fix¢ sonlu
iretecli degildir.
o: x1 — x1+[x,v],

X — X ,i# 1,
V= H [xj],sz] ,] ,xjc}, Jr#E1,k=1,....,c,c>3.
Ispat: Ispat Teorem 5.18 de ki gibi yapulur.

Teorem 5.22 (Ozkurt, 2007) Her ¢ > 3 icin, F/F¢*! nin

D: x; — x1+ [xl,xg_l},

X = X 2 <i<m,
seklinde tanimlanan & otomorfizmi F /(F¢*"')" nin bir otomorfizmine taginamaz.
Teorem 5.23 &, F/F*! nin asagidaki sekilde tanimlanan otomorfizmi olsun.

d: x; — x1+[x1,x§*1}, c>3,

Xi = X 2<i<n.

Bu durumda rank (Fix®) = c(n— 1) dir.
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ispat: H =H UH,U...UH, kiimesi F/F ¢+l nin bir bazidir. iddia ediyoruz ki;
Fix® = span(H —x;) dir. Oncelikle 2 < i < ¢ — 1 igin & (H;) = H; oldugunu
gosterelim. Her x; # x; i¢in x; € Fix® oldugu ve x; = x1, x; # x1 igin [x,-,xj} € Fix®

oldugu acik. Yani; & (H,) = H, dir.
Hy ={((xy)z) /x,y,z€e HHUHy ,x>y,y <z}

oldugunu biliyoruz. H3 deki bir eleman u € H, olmak iizere [u,x|] veya [u,x;], i # 1,
seklindedir. Her iki durum i¢in [u,x|] € Fix® ve [u,x;] € Fix® dir. Yani; ¢ (H3) = H3

dir. Iddia her t < ¢ — 1 i¢in dogru olsun. Yani, t < ¢ — 1 igin @ (H,) = H, olsun.
He={((x)z) /x, 3,2, (xy) EH{UH,U...UHcy ,x>y,y <z}

Buradan & (H.) = H, oldugu acgik. Dolayisiyla Fix® = span (H — x;) dir. Burada
span (H —x1), F/Ft! in, H — x; tarafindan gerilen alt uzayidr.

Simdi

Sk = {x2,. X0, [x1,%2] o, [0, X [[x1, 2] 2]

B R O [ I o IO A R

kiimesini tanimlayalim ve Fix® nin S, kiimesi tarafindan {iretildigini yani,

Fix® =< S. > oldugunu gosterelim.

Hy = {[x1,x2], ..., [x1,xn] , [x2, %3], .oy |2, %] 5 - oy [Xn— 1, %] }

olup H; nin S, den gelen elemanlarin carpimindan olustugu agiktir. Yani, H C< Sy >
dir. H3 deki bir eleman H; ve H; deki elemanlarin carpimindan olustugu i¢in x € Hy,
y € H; olmak iizere u = (xy) € H3 formundadur.

Eger u nun yaziliginda x; yoksax = [x;,x;],y=x, 2 <i, j,k <nolup u € Fix®
olur.

Egery=x; vex = [xi,xj],ZSi, Jj,k<nise

w= [[sxy] i) = = [fgjoxt) ] — [fo1.] ]

olur. Goriildiigii gibi u elemani x;, x;, [x1,x;], [xl , X j} elemanlar tarafindan iiretiliyor.

Dolayisiyla u €< S3 > dir.
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Eger y = x1, x = [x1,x] ve y=xj, j# 1, x = [x1,x;] olmas1 durumlarinda
u €< 8§3 > oldugu acik.
Dolayisiyla Hz C< §3 > dir. Iddia ¢—1 icin dogru olsun. Yani; 2 < K <c—1

icin Hg €< Sk > olsun. Simdi, iddianin ¢ i¢in dogru oldugunu gdsterelim.
He={((x)z) /x,y,2,(xy) € HUHU...UHc_y , x>y, y <z}

olup eger z # xy ise x, v, z, (xy) € HH{UH>U...UH,_ olup ((xy)z) €< S, > elde edilir.
Eger z=xj ise (xy) € H{UH,U...UH,_; olup kabuliimiiz geregi xy €< S._| >

dir. Bu durumda ((xy)z) elemant

{x27 <oy Xny [xla-XZ] PERES) [xlaxn] ’ [[x17x2] ,)C]] )

s Dty 2] 1] o [[xl,xz] ,ngZ] [[xl,xn] ,xi‘*z”

elemanlar1 tarafindan iiretilir. Dolayisiyla Hx C< Sk >, 2 < K < ¢ dir. Buradan

UH; €< S; > oldugu goriiliir. Diger taraftan < S, >C Span (H — x;) oldugu basit
i=2
hesaplamalarla gosterilebilir. O halde

Fix®d = <X2,...,Xn,[Xl,xz],...,[X1,Xn],H.Xl,.xz],)q],

ceey [[-xhxn] ,Xl] geeey |:[_x17_x2] ,xi—Z] . |:[X17_xn] ’xi_21| >
olup rankFix® = c(n— 1) dir.

Ornek 5.24 rank(F /F*) = 3 olmak iizere & : F/F* — F /F* otomorfizmi asagidaki
gibi tanimlansin.
D:oxy — x4+ [x1,x3],
Xi =X ,2<i<3.
Bu durumda ¢ = 3 ve n = 3 dir. Oncelikle H;, H,, Hz Hall bazinin elemanlarini be-
lirleyelim.

Hl = {x17x27-x3}7

Hy = {[x1,x2], [x1,%3] , [x2,x3] } ,

52



5. SERBEST LIE CEBIRLERININ SABIT NOKTA
ALT CEBIRLERININ RANKI Demet PARLAK SONMEZ

e [[x1,x2] ], [[xr,x2]  xa] [P, 23] xa] s [ xs] ¢
3 p—
Hxl ,X3] ,XI] ’ [[x27x3] 7-x3] ) [[x27x3] 7x2] ) [[x27x3] ,XI]

olmak iizere H = Hy UH, U H3, F /F* icin bir bazdir. Acikga goriildiigii gibi

Fix®d = Span{-x27x37 [x17-x2] ) [x17-x3] ) [X27X3] ) [[xla-xZ] ,.X]] ) [[X],Xz] ,XQ] ’ [[xlvx3] ,X3] )

[[X17x3] ,XQ] ) Hxlvx3] 7x1] ) sz,x3] ,)C3] ) [[)CZ,X3] ,X2] ) [[)CZ,)C3] 7x1]}

dir. Dolaysiyla Fix®, {xz,x3,[x1,x2],[x1,x3],[[x1,x2],x1],[[x1,%3] ,x1]} elemanlart

[
tarafindan iiretilir. Sonug olarak rank(Fix®) =6 =c(n—1) dir.

Ornek 5.25 rank(F /F*) = 4 ve ® : F/F* — F/F* otomorfizmi asagidaki gibi
tanimlansin.
D:ox; = x4+ [x1,x3],
Xi — X 2<i<4,

Bu durumda ¢ = 3 ve n = 4 dir.
Hy = {x1,x2,X3,X3},

H) = {[xhxz] ) [X17x3] ) [x17x4] ) [XZ,X3] ) [)CQ,X4] ) [X3,X4]},
[ berxal i) [fonoxa) vl [l 6] ) [ oxs) ) [ )

[
H, — [[evsxal 2], [P, xa] xa] s [[xn, xa] ,xa] [P, xa]  xa] [[x2, 23], 23]
[[x2,x3) s 22, [[e2, %3] ] s [x2, xa] 1] [, xa] s x2] ([0, 4], 23]
[[XQ,)C4] ],[[X3,X4],X1],[[X3,X4] ],HX3,X4] ],[[X3,X4],)C4]
olmak tlizere H = Hi UH, UH3, F/F4 nin bazidir.
Fix® = span{xy,x3,x4,[x1,x2],[x1,%3], [x1,%4], [x2,x3] , [x2,x4] , [3, 4] ,

[Ber,x2] 1], [fens xa] s xa] [ers 3] xs] s [ 2], %] [, xa] s
[bev,xa] s xa] s [ers xa] s xo] [[xn, xa] ] [, xa] xa] s [, x3) , x3]
[bx2,x3] 2], (2, 23] 1] [z, xal s xa)  [[e2, xa] xa] [[e2, 4] S 3]
(B2, x4, xa] s [[x3, xa] ,x1], [z, xa] %2 [, x4 x3] , [[e3, xa)  xa] }

olup Fix®, {x2,x3,x4,[x1,x2],[x1,x3], [x1,x4], [[x1,x2], x1], [x1,23] ,x1], [[oen, x4 ,x1] }

elemanlar tarafindan tretilir. Bu sebeple rank(Fix®) =9 = c(n—1) dir.
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Ornek 5.26 rank(F/F*)=5ve ®:F/F* — F/F* asagidaki gibi tammlansin.

D:ox; = x4 [x1,x3],

Xi — X 2 <i<S5.
Bu durumda ¢ = 3 ve n = 5 dir.
Hl — {x17x27x37x47x5}7

[XI,.XZ] y [X],X},] ) [x17-x4] ) [X],XS] ’

H; = ;
[x2,x3], [x2,x4] , [x2, 5], [x3,X4] , [x3,%5] , [2x4, X5]

([ xa] o), () ol (el o) [l o) [ oxs) )
[ber,xa] i), [fen,xa] ,xo] [ers xal  xs) s [P, xa) xa] [, 8], x3]
[[r2,x3] 2], ([, x3] 1] ([, xa) s xa ) [, ]  xa] [, 4] s xa]
Hy — [[x2,x4] x4, [[x3,xa] 1], [[x3, xa]  x2] s [[3, %], x3] ([0, 4], xa]
[ber,xs] ], [Ben,xs],xo] [fers xs) s xs) s [ xs] ] (e, xs] ]
(b2, x5),x1], [, xs] %2 (2, xs)  x3) s [z, x5 ), 4], [[xe2, x5, xs]
(b3, xs],x1], ([, xs] s x0] [[x3, xs)  x3) s [[xs, 5] xa] [, xs] i ]
[[xa,xs],x1], [[xa,x5]  x2] s [[xa, xs], x3] , [[xa, x5] , xa], [[xa, x5] , x5]

olmak iizere H = H{UH, UH3, F /F 4 nin bazidir. Benzer sekilde
rank(Fix®) =12 =c(n—1)
dir.
Ornek 5.27 rank(F/F3) =3 ve ®: F/F> — F /F> asagidaki gibi tammlansin.

d: xqy — xl—i—[xl,xg],

Xi — X 2 <i<3.

Bu durumda ¢ =4, n = 3 dir.
Hl - {X],X27x3},
H2 - {[-xlaXZ] 5 [x17-x3] y [x27x3]}7

H; = Hxhxz]7x1]7[[x17x2]7x2]7[[x17x3]>x3]7[[x1’x3]7x2]7 ’

[[x1, 3], x1] s [[x2, %3] x3] s [[x2, %3] 02 [[x2, %3], x4
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[erx) 1] ], [l el o] el [l xa] ol ol [l sl o x|
[[er,xs] 2] 2] [[Ben,xs) 2] xa] s ([, xs] xs) xa] [[exs] xs) s x)
Hy = q [lbx1,x3] 23], 3], [, 23] 0], ] ([P, xs] s xe] o ] ([, xs],xo] xa]
[[[x2,x3]x3] 0] ([, x3] s xs] ) ([, x3] 3] 3] [, ] e, ]l
[Persxa] s [, x3]) s e, 23] P, x ] )

olmak iizere H = H, UH, U H3 U Hy, F /F> nin bazidir. Benzer sekilde
rank(Fix®@) =8 =c(n—1)
dir.

Teorem 5.28 (Ozkurt ve Ekici, 2008) L = F/F" olsun. L nin agagidaki sekilde

tanimlanan @ endomorfizmi, F nin bir otomorfizmine taginamaz.

d: x; — x1+[[x1,[le,xj2“,xj3} ,ja#jﬁ,lSa,ﬁgfi,jy#l,’}/:],z,

Xi — X ,i;’él.

Teorem 5.29 L =F /F " serbest metabelyen Lie cebiri olsun. L nin asagidaki sekilde

tanimlanan @ endomorfizmi i¢in Fix® sonlu iiretecli degildir.

D: x1 — X1+[[X1,[le,x]‘2]],xj3:| 7]067éjﬁ’1§a7ﬁ§3’.]}’7é17’y:12

Xi — X ,i;’él.

Ispat: f| =

Fix® ye aittir. Benzer sekilde x; e bagh olmayan [F, F] nin herhangi bir u elemani i¢in

[x1, [xi,, X, )], i1 # 1, i2 # 1 olmak lizere n > 1 i¢in f;, = [x1, fu—1] elemanlart

g1 = [x1,u| olmak iizere n > 1 i¢in g, = [x1,g,—1] elemanlar Fix® ye aittir. Fix® nin

sonlu tiretecli olmayis1 Teorem 5.18 deki gibi gosterilir.

Teorem 5.30 (Ozkurt, 2007) L = F/F" olsun. L nin asagidaki sekilde tanimlanan ¢

otomorfizmi, F/ (F" )2 Lie cebirinin bir otomorfizmine taginamaz.

D: x; — xp+[[[x3,x2],x1],x1],

Xi — X ,i#l.
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Teorem 5.31 L= F/F"” olsun. L nin asagidaki sekilde tanimlanan & otomorfizmi i¢in

Fix® sonlu iiretecli degildir.
D X1 — X1—|—[[[X3,X2],X]],x1],
Xi — Xxi i 7& 1.
Ispat: f| = [x1, [xi,xj]], i # 1, j # 1 olmak lizere n > 1 igin f, = [x1, f,—1] elemanlar1
Fix® ye aittir. Fix® nin sonlu iiretecli olmayis1 Teorem 5.18 deki gibi gosterilir.
Teorem 5.32 (Ozkurt, 2007) ¢ >3 icin F/(F¢)' nin
d: x; — x1+ [...xl, [le,sz] ,...,xjc} , ik #F1,k=1,....n,
xi — xi iF# 1.
seklinde tanimlanan @ otomorfizmi, F nin bir otomorfizmine taginamaz.
Teorem 5.33 ¢ >3 icin F/(F¢)" nin
P: x1 — x1+ [...xl, [le,sz] ,...,xjc] , ik #F1,k=1,....n,
Xi = Xi,i 75 1.
seklinde tanimlanan @ otomorfizmi i¢in Fix® sonlu iiretegli degildir.

Ispat: f; = X1, [ X X)X ], ik #F L k= 1,.,c igin v =

[ [Xi, s Xiy] s Xis ] 5 - - ., xi.] olsun. @ (v) = v oldugu agik.

QD(fl) - [X],V]+ \["'xh[xilaxiz]v"'axim]v\‘i_, = [XI,V] :fl

E‘I’?C EFC

oldugundan f € Fix® dir. n > 1 igin f, = [x1, f,—1] elemanlarinin Fix® ye ait oldugu
tiimevarimla kolayca gosterilebilir. Fix® nin sonlu liretegli olmadiginin ispat1 Teorem

5.18 deki gibi yapilir.

Teorem 5.34 (Ozkurt, 2007) R, F nin bir ideali R C (F¢),¢>3,R& Fetl olsun.

reR,r¢F ¢+l ye r, x; serbest iiretecine bagl olmasin. Bu durumda F/ R’ nin

D x; — xp+|[x,r],x],
Xi — X ,l'7£1

seklinde tanimlanan @ otomorfizmi F' nin bir otomorfizmine taginamaz.
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Teorem 5.35 R, F nin birideali RC F¢,c¢>3,RG F* olsun. r € R, r ¢ F¢t! ve

r, x1 serbest iiretecine bagli olmasin. Bu durumda F/ R’ nin

@D x; — x4+, r],x],
Xi — X ,1'7'517

seklinde tanimlanan @ otomorfizmi i¢in Fix@® sonlu iiretecli degildir.
Ispat: f; = [x1,r] olsun.

G‘D(fl):[xl,r]+[[[x1,r],x1],r]:f1
—_——

/

€R
oldugundan f| € Fix® dir. f, =[x, fu—1] ,n > 1, elemanlarimin Fix® ye ait oldugu
tiimevarimla kolayca gosterilebilir. Fix® nin sonlu iiretecli olmayisinin ispat Teorem

5.18 deki gibi yapilir.

Teorem 5.36 ((")zkurt, 2007) u homojen eleman , [ (u) =2ny...ny veu € Fs k=152
olmak iizere
P: xy — x1+u,
Xi — xi JiF#1,
seklinde tanimlanan F /F™" (n; > 2) serbest polinilpotent Lie cebirinin & endo-

morfizmi F nin bir otomorfizmine taginamaz.

Teorem 5.37 u homojen eleman , [ (1) = 2ny ...n; ve u € F™»+"-1:2 olmak iizere
d: x1 — x1+u,
Xi — Xi i 75 1,
seklinde tanimlanan F /F™" (n; > 2) serbest polinilpotent Lie cebirinin & endo-

morfizmi i¢in Fix® sonlu tiretecli degildir.

Ispat: v € F"+"1 ve v, x; e bagh olmasin. Bu durunda & (v) = v oldugu aciktur.
fi = [x1,v* 2] olsun.

D (f1) = ber, v+ [u,v] = fi
oldugundan f € Fix® dir. n > 1 igin f,, = [x1, f,—1] elemanlarimin Fix® ye ait oldugu

tiimevarimla kolayca gosterilebilir. Ispat Teorem 5.18 deki gibi yapilir.
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Teorem 5.38 (Ozkurt, 2007) j=2,...n; — 1 icin vj, x1 1icermeyen elemanlar ve

! (Vj) =nny...n;—1 olmak iizere

d: x; — xl—l-[[xl,vl],...,vnk_l ,
Xi — Xi i 75 1,
seklinde tanimlanan F /F">" gserbest polinilpotent Lie cebirinin ¢ endomorfizmi

F /F™>-"+1 in bir otomorfizmine taginamaz. Burada v; € F™"-1 dir.

Teorem 5.39 j=2,...,n—1 igin v}, x1 iigermeyen elemanlar ve / (vj) =n|ny...Ng_1
olmak iizere
D: x; — x4 [x,vi], V1],
Xi — x; Ji#1,
seklinde tanimlanan F/F"" serbest polinilpotent Lie cebirinin & endomorfizmi

icin Fix® sonlu iiretecli degildir. Burada v; € F"1"-1 dir.

Ispat: vj € F""=1 ve v; x| e bagh olmadigindan & (vj) = v; oldugu agikur.

fi= [Xh [[Vl,vz] 7---,vnk_lﬂ olsun.

D (f1)= [xl, [[Vl,vz]»---,vnk,lﬂ + [[Xl,vl o Vg ,L\[ vi, v, Vnk,l} =i

g

€F111,...,nk71 eF"lv"v"k—lv”k*]

oldugundan f| € Fix® dir. f, = [x1, fu—1] , n > 1, elemanlariin Fix® ye ait oldugu

tiimevarimla kolayca gosterilebilir. Ispat Teorem 5.18 deki gibi yapilir.

Teorem 5.40 (Ozkurt, 2007) ¢ > 3 olmak iizere v, F*~! nin x; icermeyen bir elemani
ve [(v) = 27! olsun. O zaman F/F€ cebirinin {x| +[[v,x1],x1],x2,...,X,} serbest

iireteg kiimesi F /F¢*! cebirinin bir serbest iiretec kiimesine tasinamaz.

Teorem 5.41 ¢ > 3 olmak iizere v, F<~! nin x; icermeyen bir elemant ve [ (v) = pLa

olsun. O zaman F /F€ cebirinin

D: x; — xi+[[vxi],x],

xi — xii#£1,2<i<n

otomorfizmi i¢in Fix® sonlu iiretecli degildir.
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Ispat: @ (v) = v oldugu acik. fi = [x;,v] olsun.

~—

D (f1) = [x1,v]+ |[vx],x], v_| = A
N——_——
cFe—1 cFe—1

oldugundan f| € Fix® dir. f, = [x1, fu—1] ,n > 1, elemanlarinin Fix® ye ait oldugu

tiimevarimla kolayca gosterilebilir. Ispatin devam Teorem 5.18 deki gibi yapilir.
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6. SERBEST NIiLPOTENT LiE CEBIRLERININ OTOMORFiZMLERININ
SABIT NOKTALARI

Bu boliimde serbest nilpotent Lie cebirlerinin bazi otomorfizmlerinin sabit nok-
talarinin olmasi i¢in gerekli kosul belirlenecek ve bazi otomorfizmler i¢in sabit nokta
alt cebirlerinin rankinin sonlu oldugu gosterilecektir.

F,{x1,...,x,} kiimesi tarafindan iiretilen serbest Lie cebiri olsun.

Teorem 6.1 ¢ : F/F¢ — F /F€ asagidaki sekilde tanimlanan bir otomorfizm olsun.
(Z) X — ZOC,'J'XJ’ —f—Z Qi iy, in_1 [x,'l 3 Xiy s ...,xin_]] , 1= 17 N /)
J

J(’P ile ¢ nin lineer parcasinin Jacobian matrisinin transpozunu gosterelim. Eger

rank(Jy —1I) <nise Fix¢ # {0} dur.

Ispat: Hi UH,U...UH, | kiimesi F/F€ icin bir baz olup F /F€ nin boyutu m olsun.

Bu durumda

o —1 (073 (0791
7 _ (041 oy —1 ... [0/%)
o — 1=
(0477} (0%%) cen Oy —1

dir. g€ F/F€ ise

n
g=Y mxi+ Y Bijlxix] ot Y Birigeiny [XiXigs oo Xi )
i=1 ij

il 7i27"'7il‘171

seklinde m tane elemanin lineer toplami olarak yazabiliriz. ¢(g) = g den

mq (0611—1)—|—m20621—|—...—|—mn06n1 = 0,
mio+my (0 —1)+...+mo0 = 0,
m1a1n+m2a22+...+mn(ocnn—1) =0

denklem sistemi ve m bilinmeyenli m tane denklemden olusan bir diger denklem sis-
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temi elde edilir. Bu sistemlerinin katsayilar matrisi

o —1 (0531 (0.5
12 02 — I .. 02 Onxmfn
1n (5%} vee Oy — 1
Am—nxn By nxm—n

olup rank(]fb —1I) < n oldugundan katsayilar matrisinin determinanti sifir olur. Bu-
rada A,,_,,, matrisi elde edilen denklem sistemindeki bir uzunluklu elemanlarin kat-
sayilar matrisini, Bj,—,xn—, matrisi uzunlugu iki ve ikiden biiyiik olan elemanlarin
olusturdugu katsayilar matrisini gostermektedir. Bu sebeple sifirdan farkli ¢oziimler

var olup Fix¢ de sifirdan farkli eleman vardir.
Ornek 6.2 rank(F/F3) =2 ve ¢ : F/F3 — F /F3 otomorfizmi

O0: x1 — ax;+bxy+ki[x1,x2] ,a,b,c,d ki, ky €K,

X2 — cxp+dxy+ky[xy,x],

olarak tanimlansin. Jé,, ¢ nin liner pargasinin Jacobian matrisinin transpozu olsun.

Eger rank(]{b —1I) < 2ise Fix¢ de sifirdan farkli eleman oldugunu gosterelim.
H = {x1,x2,[x1,x2]} kiimesi F /F? i¢in baz oldugundan g € F/F> elemam
g = mxj +nxy +z[x1,x]
seklinde yazilabilir. ¢(g) = g den

m(a—1)+nc = 0,
mb+n(d—1) = 0,

mky +nky +z(ad —bc—1) = 0,

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi

a—1 c 0
b d-1 0
kq ky ad—bc—1
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olup rank(Jy —I) < 2 oldugundan det(Jj, —I) = 0 olup yukaridaki denklem sisteminin
katsayilar matrisinin determinanti sifir olur. Bu nedenle denklem sisteminin sifirdan

farkli ¢6ztimleri yani; 0 # g € Fix(¢) vardr.

Ornek 6.3 rank(F/F?)=3ve ¢ : F /F3 — F /F3 otomorfizmi a;, b;, i, &}, Bij, ¥ij € K

olmak tlizere

0: x1 — aixy+axxo+azx3+oqq [x1,x2] + o2 [x2,x3] + o3 [x3,x1],
X2 —  bixi+byxa+b3x3 + PBi1 [x1,x2] + Biz [x2,x3] + P13 [x3,x1],

X3 —  c1x] +caxa 4 e3x3 + 71 [xi,x] + 72 2, x3] 4+ 713 [x3, 0]

olarak tanimlansin. Eger rank(J <[i> —1I) < 3ise Fix¢ de sifirdan farkli eleman oldugunu

gosterelim. H = {x1,x2,x3, [x1,%2], [x2,x3], [x3,x1]}, F /F? igin bir baz oldugundan
g = mx1 +moxy +m3x3z+2z1 [XI,XQ] +22 [xz,X3] +23 [X3,x1] IS F/F3

olup 9(g) = g den

my (a1 — 1) +maby +m3c; =
miay +my (by — 1) +m3cy =
miaz +mbs+ms(c3—1) =
21 (a1by —azby — 1)+ 22 (b1ca — bacr) + 23 (c1a2 — coay) + myoyy +mafi +m3yn =
21 (a2b3 — azby) +z2 (bacs — bacy — 1) +z3 (203 — c3a2) +myQiy +mafia +mayn =

z1 (azby —aibz) +z2 (b3c1 —bic3) +z3 (czar —craz — 1) +myoqz +mafiz +mayiz =

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi

a;—1 by cl 0 0 0
a by—1 c 0 0 0
as by c3—1 0 0 0
ann - P N1 aiby—axbi—1  bicp—bacy c1az — c2ay
ar B2 aby —azby  bycz—bzca—1 a3z —czaz
a3 Pis %3 azby —aybs bsci —bic3  cza1 —craz—1
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olup rank(]fp —1I) <3 oldugundan det(J;, —I) = 0 olur. Dolayisiyla yukaridaki
denklem sisteminin sifirdan farkli bir ¢oziimii vardir. Sonug olarak Fix¢ de sifirdan

farkli eleman vardir.

Ornek 6.4 rank(F/F3) =4 ve ¢ : F/F3 — F/F3 otomorfizmi

4 4
O: x1 — Yaxi+ Y o [Xi,xj],
4 4
x2 — Ybxi+ Y Bij [xi,xj],
i=1 i,j=1
4 4
x3 — Yexit Y Y [xbxj},
i=1 ij=1
4 4
X4 — ,Zlaixﬁr . Zlki-,j o]
1= L=

olarak tanimlansin. H = {xy,xp,x3,x4, [x1,X2] , [x1,X3] , [x1,X4] , [x2, %3], [x2,x4] , [x3,x4] }
F /F? icin baz oldugundan bir g € F /F3 elemam

4

g=Y mixi+z1 [x1,x2] +22 [x1,x3] +23 [x1,X4] +24 [X2, X3] +25 [x2, X4] + 26 [x3,X4] € F / F>
i=1

olarak yazilabilir. ¢(g) = g den elde edilen denklem sisteminin katsayilar matrisi

ar—1 by cl d;
a by—1 o dy  Os4x6
as bs c3—1 d3
aq by c4 dy—1
Apx4 Besxe

dir. Eger rank(Jy —1I) <4 ise det(Jj —I) = 0 oldufundan yukaridaki denklem sis-

teminin sifirdan farkli ¢6ziimii vardir. Dolayisiyla Fix¢ de sifirdan farkli eleman vardir.

Ornek 6.5 rank(F/F*) =3 ve

3
¢: x1 — Yaxi+ ¥ Oijk [xi,xj,x] ,ai,bi,ci, 04j, Bij, %ij € K,

i=1 i,j,k
3

x2 = Ybixi+ ¥ Bijk [xixj,x]
i=1 ik
3

X3 — _Zlcixz'f):k%jk [xis %, %]
l: l7.]7
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olarak tamimlansin. F /F*#, [ boyutlu olsun. Eger rank(Jfb —1) < 3 ise Fix¢ de sifirdan

farkli eleman oldugunu gosterelim. g € F/F* ise
8= mel+ZUyz[xy=xz +ZU,zt xyaxzaxt] GF/F4
i=1 »z p 4

olup ¢(g) = g den

my (ay — 1) +mpby +m3c; = 0,
miaz +my (b2—1)+m3c2 = 0,
mias + mobsz +ms <C3 — 1) = 0,

denklem sistemi ve / — 3 tane homojen denklem sistemi elde ederiz. Bu denklem

sisteminin katsayilar matrisi

a;—1 b C1
a b—-1 o 03x/—3
as b3 c3—1
Aj_3x3 Bi_3y-3

olup rank(]fp — 1) < 3 oldugundan det (pr —1I) = 0 olur. Dolayisiyla Fix¢ de sifirdan

farkli eleman vardir.
Teorem 6.6 ¢ > 2 olmak iizere F'/F€ nin

d: x; — xl—f—[xl,XQ],

xi — x,1<i<n,

seklinde tanimlanan otomorfizmi i¢in rankFix® = (n—1) + |He_1| — [H 2™

Burada Hfi"l"’x" kiimesi H._; deki sadece x3,...,x, lireteclerine gore yazilabilen ele-

manlarin kiimesidir.

ispat: Tiimevarim yontemiyle @ nin Hy, Hy,...,H._, deki x| i iceren elemanlar1
sabit birakmadigim gosterelim. Iddianin H; ve H, icin dogru oldugu agik. Iddia Hj,

Hy,...,H._3i¢in dogru olsun. u € H._ ve u nun yazilisinda x; bulunsun. Bu durumda
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u € H._ eleman1 k € Hy, v € Hy, [ (k) <1 (v), x+y = c—2 olmak iizere u = [k, V]

olarak yazabiliriz. H, ve Hy deki xe bagh olan elemanlar Fix¢ ye ait olmadigindan
D (k) = k+k,1(K)>xveyal(kK')=0,
D(v) = v+, I(V)>yveyal (V) =0

dir. Burada u nun yaziliginda x; bulundugundan / (k") ve [ (V') den en fazla birisi sifir

olabilir.

D (u) = [k+k/,v—|—v'} = [k,v] + [k,v'] + [k',v} + [k',vl]

olup burada

[([kV]) = 1k)+1(/)>1(k
L([Kv]) = 1K) +10) > LI +1(v),
L([KV]) = LK)+1() > 1(k)+1(v)
oldugundan I ([K',V']) > [([k,V]) ve [([K',V]) > I([K',v]) dir. Ayrica [k,V'] ve [K',V]
elemanlarindan en az bir tanesi sifirdan farklidir. Dolayisiyla @ (1) # u dir.
Simdi, ® (H,—1) = H,— oldugunu gosterelim. u € H._; ve u nun yazilisinda

x1 yoksa @ (u) = u oldugu aciktir. Eger u nun yazilisginda x; varsa u = [k,v|, k € Hy,
veH,, (k) <I(v),x+y=c—1 olarak yazabiliriz.

D (u) = [k+K ,v+V] =k ]+ [kV]+ [Kv] + [K V]
olup

L([kV]) = 1(K)+1(V)>x+y=c—1=[kV] =
l([k',v]) = l(k/)+l(v)>x+y:c—1:>[k,,v]:
L([KV]) = 1(K)+1(V)>x+y=c—1= [k V] =0,

)

dir. Dolayisiyla, @ (u) = u, yani; @ (He—1) = He—y dir. H, > kiimesi H._; de

{x2,...,x,} tarafindan olugturulan elemanlarin kiimesi olmak iizere

rankFix® = (n— 1)+ [H._1| — }Hxi’i“’x”
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dir. Burada
1 _
|He—1] = Y u(d)ync V4
c—1 =
d\c—1
ve
yeeesXm 1 c—1/d
e R W IR Vi
S
d\c—1
dir.

Ornek 6.7 & : F/F* — F/F*

d: x; — X1+[X1,XZ],

xi — x 2<i<3
seklinde tanimlanan otomorfizm i¢in rankFix® = 8§ oldugunu gosterelim.
H = Hy UH, U H; kiimesi F /v (F) igin bir bazdur.
Hy = {[x1,x2], 1, %3], [, x5 }
olup sadece [x2,x3] € Fix® dir.

Hy = [[x17x2] vxl] ) [[xl,xZ] 7x2] ) [[x17x3] ,X3] ) [[xlax3] ,)Cz] )

HX],X3] 7x1] ) HXZ’X3] ,X3] ) [[Xva3] 7x2] ) [[XQ,X3] 7x1]

olup @ (Hz) = Hs dir.

{x2,x3, [[x1,x2] 2], [[x1,x0]  xa] , [[xen,x3]  x3] [[xen, 3] xa] s [xen, ] xa ]  [[xo, 3] xa 3
kiimesi Fix® nin iirete¢ kiimesidir.
Ornek 6.8 & :F/F> — F/F>

b: x; — X1+[X1,XZ],

xi — x 2<i<3

seklinde tanimlanan otomorfizm i¢in rankFix® = 17 oldugunu gosterelim.
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H = H UH,UH;3,F /y4(F) icin bir bazdir.

Hy = {[x1,%2], [x1,%3] , [x2, x3] }

olup sadece [x3,x3] € Fix® dir.

[[xbe] axl] ) Hx17x2] 7x2] ’ [[Xl,X3] ,X3] ’ [[Xl,X3] 7x2] )

H3

[[x1,x3] 1] [[x2, %3] 3] [[x2, %3] 2] [[x2, 3], x4

olup sadece [[x2,x3],x3], [[x2,x3] ,x2] € Fix® dir.

[er, ] ) ] el o) ] el ) el e ] )] )
[[ersx3] 2] xa] s [[lxen,xs] s xo] s ([P xs] xs] ] ([ x3] s x3) xo
Hy = q [[bx1,x3] 23], 3], [P, 23] 0], ] ([P, xs] o], ] ([, xs],xo] ,xa]
[[[e2,x3] s x3] 0] [[[x2, x3] , xs] ) [z, 03], 03] ] [, ] e, )]
\ (o122, [, 23] (e, 03 ez, 3] )
@ (Hy) = Hy dir. Dolayisiyla

X2,X3,

[[[x1>x2] axl] 7x1] ) [[[xl,)Cz] 7x2] 7x1] ) H[xlaxz] 7x2] ,Xz] )

[[brrsxs],

xi]sxa]s ([P, xs],xa] ,xa] [[[xs xs], x2

[[Prrsx3],

X3] )

x2] s [[Pe1, x3],x3] %3], [[[x2, %3], x

] 7x2] ) [[[x1>x3] ,X3] axl] )

1, x]s (2, %3], x2] 1]

[[[x2,x3] , x3] ,x1

] ) [[)Cl,XQ] ) [X17x3]] ) [[X17x2] ) [)CQ,X3H ) Hxlax3] ) [X2,)C3]]

kiimesi Fix® nin iirete¢ kiimesidir.

Teorem 6.9 ¢ > 4 olmak iizere F /F€ nin agagida sekilde tanimlanan

d: x; — xl-l-[[thz],XZ],

xi — xii#1,2<i<n,

otomorfizmi i¢in Fix® sonlu lireteclidir.

Ispat: Ispat timevarim yontemiyle yapilacaktir. ¢ = 4 icin sonug¢ Teorem 5.23 den

elde edilir. Iddia ¢ — 1 icin dogru olsun. Yani; @ : F/F¢~! — F /F¢~!

D: x; — xp+[[x1,x],x],

xi — xii#£1,2<i<n
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olarak tanimlanan endomorfizm i¢in Fix® sonlu iiretegli olsun. Bu durumda, Sg
kiimesi Teorem 5.23 dekine benzer sekilde olusturulmus olmak iizere Fix® =< Sg >

dir. F/F!igin H; U...UH,_, kiimesi bir bazdir. Simdi F/F¢ nin

D x1 — x1+ [[X1,XQ] ,XQ] ,
xi — xii#1,2<i<n
otomorfizmini diisiinelim. S’K ile Sk daki H._ nin elemanlarinin x; ile ¢arpilmasiyla
elde edilen elemanlarin Sk kiimesine eklenmesiyle olusan kiime olsun. Bu durumda

Fix® =< S} > dir. Dolaysiyla ispat biter.
Teorem 6.10 ¢ > 2 olmak iizere F /F€ nin

b: x; — x1+u ,degu=c—k,
xi — x,1<i<n

seklinde tanimlanan otomorfizmi i¢in
c—1
rankFix® = (n—1)+ Z (|H1| _ ‘H;Vz7~-.,xn )
i=k+1

c—1 )
= (l’l—l)—l—% Z Z“(d) (ni/d_(n_l)l/d>

T Ci=k+1d
d\i

dir.
Ispat: Tiimevarim yontemiyle @ nin Hy,Ha,...,H; daki x; i iceren elemanlart
sabit birakmadigini gosterelim. Iddianin H; ve H, icin dogru oldugu acik. Iddia

Hi,H>,...,H;_1 i¢in dogru olsun. z € Hy ve z min yazilisinda x; bulunsun.
t€eHy=z=|a,Bl,aucH,BeH,l(a)<I(P),x+y=k
H, ve Hy de x| e bagl olan elemanlar Fix® ye ait olmadigindan
®(a) = a+a,l(a')>xveyal(a') =0,
@(B) = B+P'.1(B") >yveyal(B')=0

dir. Burada u nun yazilisinda x; bulundugundan / (o) ve [ (B’) den en fazla birisi sifir

olabilir.

P (z2)=[a+d .B+p']=[a.B]+[a,B]+ [c,B] + [, B]
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olup burada

[([aB) = 1(@)+1(B)>1a) +1(B) ve
[([d,B]) = 1(&)+1(B)>1(a)+1(B) ve
[([B]) = 1(@)+1(B) > 1(a)+1(B)

oldugundan  ([d, ")) > I ([a, ")) ve I ([a',B)) > 1 (la',B]) dir. Ayrica [a, B'] ve [, B]
elemanlarindan en az bir tanesi sifirdan farkli oldugundan @ (z) # z dir.

Simdi, ¢(Hk—|—l) = Hk+1, ¢(Hk+2) = Hk+2,..., ¢(Hc—l) = Hc—l oldugunu

_|_
+

gosterelim. z € Hyyy ve z nin yazilisinda x; yoksa ®(z) = z oldugu acik. z =

z (1, %y, .-, X;,,, ) Olsun.
D (2) :z(xl +u,xi2,...,x,~n+1) :z(xl,xiz,...,xinﬂ) +z(u,x,~2,...,xin+l)

[ (u) = ¢ — k oldugundan z (u,x;,,...,x;,,,) € F¢ olup z (u,xi,,...,X;,,,) =0 olur. Bu
sebeple @ (Hy, 1) = Hy1 dir. Benzer sekilde @ (Hyy2) = Hyi2,y ..., P (He—1) = He—g

dir. H>;"™" ile H._ deki {x,...,x,} tarafindan olusturulan Hall bazinin (¢ — 1) inci

)

c—1
Hall kiimesini gosterelim. Bu sebeple rankFix® = (n—1)+ Y (|Hi| - [H>"
i=k+1
dir. Burada

H;| = _Z.u l/d
d\l
X X 1 1
[P = =Y () (- 1)
d
d\i

dir.

Onerme 6.11 & : F JFt! — F /Fe+! otomorfizmi asagidaki sekilde tanimlanmis ol-

sun.
P x1 — x1+u Jup uy € FC,
Xy — X2+tup,
xi — x; J3<i<n.
rankFix® = (n—2) —l—ZZj ilk (n—1i) oldugunu gosterelim.
—li=
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Ispat: Sk kiimesi Teorem 5.23 dekine benzer sekilde olusturulan kiime olsun.

Hy = {[x1,x2], [x1,%3] ey [X1, %], 25 x3] 5 ooy X2, X 5 ooy [Xn— 1, %] }

olup |Hs| = ”("—Z_l) dir. S, kiimesi

Sy = {X3, ooy Xny [X],XQ] PERE) [)C] 7-xl’l] 5 [—x27-x3] PEERS) [XZ;Xn]}

olup |S2| = (n—2)+ (n—1) + (n—2) dir. Benzer sekilde

( \
X3y .0 Xp,

[x17x2] y ey [—xlaxn] ; [x27x3] Yoy [x27-xn] )

S3 = le,xz] ’xl] 7;','7 [[xl’xn] 7x1]7ﬂx17x2] ,)Cz] 7"'," [[xlaxn] ,le,

n—1tane n—1tane

[x2,x3],x1] 5 ooy [[x2, %) ,xll,ﬂxz,)g] yX2] 5 ooy [[x2, %) ,le

(-

g ~~

\ n—2tane n—2tane )

olup [S3] =(n—=2)+(n—1)+(n—2)4+2(n—1)+2(n—2) elde edilir. Asagidaki

grafikten faydalanarak genel olarak

1Se] = m=2)+(n—1)+n-2)+2(n—1)+2(n—-2)+...4(c=1)(n—=1)+(c—1)(n—2)
c—1 2
= (n—2)—|—ZZk(n—i)
k=1i=1

oldugu goriiliir.
Bu otomorfizmde sadece xj,x; sabit kalmadifindan grafik x; ve x igin
yapilmistir. LS™3 ile S, deki ¢ uzunluklu elemanlarin sayisini (yani; agag grafiginde

¢ — 3 lincii siitiindaki elemanlarin sayis1) gosterelim.

0.Siitun 1.Siitun 2.Siitun
Xl = X] = X1 —---

X2 —> X1 =>X| —>---

e

X2 — X1 —---

e

x2 — e

N\

C

—-12
Dolayisiyla, rankFix® = S| = (n—2)+ ¥ ¥ k(n—i) dir.
k=1i=1
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Onerme 6.12 @ : F/F°t! — F/Fct!

asagidaki sekilde tanimlanmis olsun.

b X1
X2

X3

Ll

Xi

rankFix® = 13n— 27 dir.

Ispat: Once, Sk kiimelerini belirleyelim.

otomorfizmi wuy,upy,us € F¢ olmak iizere

X1 +uy,
X2+ up,
X3+ u3,

xi 4<i<n.

S2 - {X4, "'7-xna [-xlaXZ] PR [x17-xn] 9 [XZ,X?,] VA [XZaXn] I [X3,.X4] PARRS] [X3,Xn]}
olup |S2| = (n—3)+ (n— 1)+ (n—2) + (n— 3) dir. Benzer sekilde
X4y ey Xpy
[xla-XZ] PR [xlaxn] ) [x27x3] y ey [x2axn] ) [X3,X4] ey [x37xn] )
\[[Xl,xz],Xl],...,[[Xl,xn],X ]/Hxlu-XZ] ] ...,[[Xl,xn],le,\[[thz],X3],...7[[X1,Xn],X3l,
S3 = n—l‘gane n— fgane n—ltane
U-x2>x3]7x1]a"'7[[x27xn]7x laﬂ-x2>x3] ] "'7[[x27xn]7x ] [[.X'Z,X3] ] "'7[[x27xn]ax3la
n—Z‘gane n— 2\23116 n— igane
\[[.X3,)C4],Xl],...,[[x3,xn],xl\[[X3,x4] ] "'7[[x37xn]vx ] [[.X'3,.x4] ] "'7[[x37xn]7x3l
. n—37ane n— 3Tane n— ggane
olup

1S3 =(n—=3)+(n—1)+(n-2)+(n—3)+3(n—1)+3(n—2)+3(n—3)

elde edilir. Bu otomorfizmde sadece xi,x;,x3 sabit kalmadigindan asagidaki grafik

X1,X2 ve x3 i¢in yapilmistir.
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[L5] [ (L]
~—~ ~—~
0.Siitun 1.Siitun  2.Siitiin
X1 X1 X1 X1
X2 X1 X1 X1
X2 X1 X1

\

X) —> X ——> -
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X3 X1 X1

X2 X1

X2 —> X1 —>---

_xz —_— e

X2 —> X1 —>---

x2 —_ e e

N

X3 —> X] ——> -~

N

_X3 _ e

NS

rankFix® = |S3| = (n—=3)+ (n—1)+ (n—-2)+ (n—-3)+3(n—1)+3(n—2) +

3(n—73).

L¢3 ile S, deki ¢ uzunluklu elemanlarin sayisini (yani; agag grafiginde ¢ — 3
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lincii siitlindaki elemanlarin sayis1) gosterelim.

Buna gore asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 6.13 @ : F/Ft! — F /F*! otomorfizmi asagidaki sekilde tanimlanmus olsun.
D: xi — xitu ueF1<i<k,

Xj — Xj,

k
Bu durumda rankFix® = |Sc| = (n—k) + (1 + LY+ L} + ... + LS3) _;1 (n—1i) dir. Bu-

rada

1 y
L y=——[]k+i).
YR (y41)! iI;([)
Ispat: Ispat bir 6nceki onermedekine benzer sekilde yapilir.
y
Simdi, H (k,y) = mn (k+i) olmak iizere H (k,y) = (; ) oldugunu ispat-
i=0

lamadan Once bazi hesaplamalar yapalim.

H(kO0)=1+1+---4+1=k,
H(k,1) = 142+---+k,
k
= )i
i=1

H(k2) = 1+(14+2)+(1+243) 4+ (1424 +k)
2 3 k

N
I
_
~
I
_
~
[
_
~
[
_

I I
- I~
-+
oA
-
g
T
+
i

~

Il
—_
-

Il
—

k(k+1)(k+2).

A\ =

H(k3) = 1+(1+(142)+ 1+ (1+2)+(1+2+3))+--

+(1+(1+0+2)++A+(1+2)+--+(14+24---+k)))
k j
— Z ;i

=1j=1i=1

~
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Dolayisiyla, k,y € Z , k> 1,y > 1 i¢in

X3 X2
S 3
xy=1x, 1=1 xy=1x;=1

v~

y tane toplam
veE

H(k,0) =k

oldugu aciktir.

Onerme 6.14 k,ycZ ,k>1,y>0igin

dir.
ispat: Oncelikle y = 0 i¢in H (k,0) = (,*,) oldugu agiktr.
O halde y > 1 kabul edip & ve y lizerinden ¢ift timevarim uygulayalim.
1. Onermenin k = 1 ve y = 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

Z Hl oldugundan k=1 ve y=1 i¢in onerme dogrudur.

2. Onermenin y = 1 ve k icin dogru oldugunu varsayalim. Simdi 6nermenin y = 1

ve k+ 1 icin de dogru oldugunu gosterelim. O halde
i i (k + 1)

dir. O zaman

k+1

H(k+1,1) = Zz— (k+1) +Zz

_ (k+1)+<ifi)
- ()

oldugundan 6nerme y = 1 ve k+ 1 icin de dogrudur.
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3. Onermenin y ve her k icin 6nermenin dogru oldugunu varsayalim (Yani;  sabit

olsun). Simdi y+ 1 ve her k i¢cin de dogru oldugunu gosterelim. O halde

“Y Y X Ea=(i0)

x)—lxyl 1 xn=1x= 1

'

y tane toplam

olsun. O zaman

Xy+1 X3 X

Hiy+) = Y Yo% Y

Xyr1=1xy=1 xp=1x1=1
A >y

y+1 tane toplam

SID 0 10 JIED Y )

xy=1 xn=Ilx= 1 xy=1 n=1x= 1

' '

y tane toplam y tane toplam

—|—ki:1 Xi ixl—i— Xk: xi ixl

)Cyzl x2:1x1:1 x);:l x2:lx1:l
~—_—— —_———
y tane toplam y tane toplam

l+y 2+y k+y
1—1 —1
I+ 2 k
(o) (”)+ : (”)
0
2+ 2 k
(o) (1) ()
0
[kt y+1
- k—1
oldugundan 6nerme y+ 1 ve her k i¢in de dogrudur.
Ornek 6.15 rank(F/F3) = 3 ve ® : F/F? — F/F? otomorfizmi asagidaki gibi
tanimlansin.
D: x; — x4+ [x1,x],
X — X2,
X3 — X3.
Hy = {x1,x2,x3} , Hy = {[x1,x2],[x1,%3], [x2,x3]} olmak iizere H = H{UH, , F /F>

nin bazidir.

Fix® = span{x,x3,[x1,x2], [x1,x3], [x2,x3] }
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olup Fix® , {xz,x3,[x1,x2],[x1,x3]} elemanlarn tarafindan iiretilir ~Bu sebeple

rank(Fix®) =4 =c(n—1) dir.

Ornek 6.16 rank(F/F3) = 4 ve & : F/F3 — F/F? otomorfizmi asagidaki gibi
tanimlansin.
d: x; — x1+[x1,x2],
Xi — X 2 <i<A4.
Burada c =2,n =4 olup

Hy = {x1,x2,x3,X4},
Hy = {[x1,x2], [x1,x3], [x1,x4], [x2, %3] , [x2,x4] },

olmak tizere H = HiUH, , F/F 3 nin bazidir.
Fix® = span{x2,x3,xa, [x1,%2], [x1,%3] , [x1,xa] , [x2,x3], [x2, 4] }

olup Fix® , {x2,x3,x4 [x1,x2],[x1,x3], [x1,%4] } elemanlar tarafindan iiretilir. Bu sebe-

ple rank(Fix®) =6 =c(n—1) dir.

Ornek 6.17 rank(F /F*) = 3 olmak iizere & : F/F* — F /F* otomorfizmi asagidaki
gibi tanimlansin.
Xy — X1+ [xl,x%] ,
DP: xy — x4 [[x,x3],x2],
X3 — X3
rank(Fix®) = 10 oldugunu gosterelim. Bu durumda ¢ = 3 ve n = 3 dir. Oncelikle Hj,

H,, H3 Hall bazinin elemanlarini belirleyelim.
Hl = {x17x27x3} )

Hy = {[x1,x2], [x1,%3] , [x2, %3]},
Ha — [[xth] >x1] ’ [[xl’x2] 7x2] ’ [[Xl,X3] ,X3] ’ Hxlax3] ,X2] )
L=
[[x1, 3], x1] [[x2, %3] 3] [[x2, %3] 2] [[x2, 3], x4

olmak iizere H = Hy U H, UHs, F /F* icin bir bazdir. Acikca goriildiigii gibi

Fix®d = span{X3, [-xlaXZ] 5 [x17x3] ) [xzax3] ; Hx17x2] axl] ) Hx17x2] 7-x2] )

[e1,x3] 2] s [[x1, 23], x1] s [[x2, 03] %2 s [[2, 3] 1] }
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olup rank(Fix®) = 10 olur.

Simdi elde ettigimiz

=

N
Il
—

rankFix® = |Sc| = (n—k) + (1 + LY+ L+ ...+ L)Y (n—1i)

formiiliinde ¢ = 3, n = 3 ve k = 2 degerlerini yerine yazalim. Bu durumda,

(aglS

rankFix® = (3-2)+(1+L)HY 3-1i)
= 3-2)+(14+2)(3-1)+(3-2))

= 10

N
I
_

elde edilir.
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