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OZET

YUKSEK MERTEBEDEN LINEER VOLTERRA INTEGRO-DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMU

ILKNUR GUCLU

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismina ayriimistir. Ikinci
bolimde, tez igin gerekli bazi temel kavramlar verilmistir. Bu calismanin orijinal kismi
tclincti ve dordincli boliimde yer almaktadir. Uglinci bélimde, Yiksek Mertebeden
Lineer Volterra Integro-Diferansiyel denklemleri Legendre polinomlari cinsinden
¢cozmek igin “Legendre Collocation” adli yeni bir yontem sunulmustur. Dordiinci
bolimde ise sunulan bu yontem yardimiyla bahsedilen tip denklemler icin drnekler
¢ozulmis, bu Orneklerin hata analizleri yapilmis ve grafikleri gizilmistir. Ek olarak
orneklerin hata analizlerinin incelenmesi ile yontemin iyi ¢ahistigl, kullanilabilir oldugu

sonucuna Val’l|ml§tll’.

ANAHTAR KELIMELER: Legendre Polinomlari, Yiiksek Mertebeden Volterra

Integral ve integro-Diferansiyel Denklemler, Siralama (Collocation) Noktalar.



ABSTRACT

LEGENDRE POLYNOMIAL SOLUTIONS OF HIGHER ORDER LINEAR
DIFFERENTIAL AND INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

ILKNUR GUCLU

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
The second deals with the preliminaries, necessary fundamental definitions that will be
need for later use. Original results are contained in the third and fourth section. In the
third section, a new method called “Legendre Collocation” for the Legendre polynomial
solutions of higher order linear differential and integro-differential equations was
presented. In the fourth section, examples of these kinds of equations were solved by
using this new method, error analysis was done and graphics were drawn. In addition,
we conclude that this new method works well and it can be suitable by examining error

analysis of examples.

KEY WORDS: Legendere Polynomials, Higher Order Volterra Integral and Integro-

Differential Equations, Collocation Points.



TESEKKUR

Bu calismanin belirlenmesi ve yiritiulmesi esnasinda ilgi ve alakasini esirgemeyen,
ortaya ¢tkan her tirlt bilimsel problemin ¢dziiminde devamli yardimlarini gérdigim
degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Salih YALCINBAS’a ve Ars. Gor. H.Hilmi SORKUN’a,
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1. GIRIS
1.1. Legendre Polinomlarinin Tarihi Gelisimi

Legendre polinomlari en sik kullanilan ortogonal polinomlardan birisidir.
Ortogonal polinomlarin alani ise matematiksel fizik, muhendislik ve bilgisayar
bilimindeki uygulamalarda oldugu kadar matematikte de aktif bir arastirma alanidir. Bu
alanlardaki fiziksel problemlerin matematiksel modelleri karsimiza bir diferansiyel,
integral veya integro-diferansiyel denklem olarak ¢ikmaktadir. Bu tip denklemlerin
bazilari elamanter metodlarla ¢ozilebilir; fakat cogunun tam (analitik) ¢oziminin
bulunmasi ya ¢ok zor ya da mimkin degildir. O zaman seri ¢dziimlerine basvurulur;
bunlardan birisi Legendre diferansiyel denkleminin c¢o6zimleri olan Legendre

polinomlarina dayah serilerdir.

Legendre polinomlarini ilk kez Andrien-Marie Legendre (1752-1833) ortaya
cikarmistir.

Legendre (1752 - 1833)

Bir Fransiz matematikgisi olan Adrien Marie Legendre, 1752 yilinda Paris’te

dogdu. 1775 ile 1780 yillar1 arasinda Paris Askeri okulunda matematik dersleri verdi.



1787 yilinda, Paris Gozlemevi ile Greenwich Gozlemevi arasinda kurulacak jeodezi
baglantisinda gorev aldi. Fransiz devrimi sirasinda, metre sisteminin kabul edilmesini
ve girisilen jeodezi islemlerinin hazirhklarina katildi. Bu firsati degerlendirerek, o
zamana kadar uygulanan tum yontemleri yeniledi. Daha sonra, trigonometri alaninda

onemli teoremler ileri sirdu.

Ozellikle kuresel tggeni dizlem olarak dustinip acilarda bazi duzeltmeler
yaparak alanini hesapladi. 1784 yilinda, “Gezegenlerin Sekli Usttine” adli bir inceleme
yazisinda, kendi adiyla anilan ¢ok terimlileri ortaya atti. 1794 yilinda “Geometrinin
Temel Bilgileri” adli eseri yayinlandi. Bu eserde, Euclides postilatini ispatlamak icin

cok cesitli ve yeni yollar denedi.

Bununla Dbirlikte, Euclidean olmayan geometrilerin ortaya ¢ikmasiyla,

Legendre’nin buldugu sonuglarin gegerliligi yeniden tartisma konusu oldu.

1798 wilinda “Sayilar Kurami” adh eseri yayinlandi. Bu kitabinda, ikinci
dereceden kalanlarin karsithgr kanunu gibi ilgi cekici sonuglar yer alir. Yine de en
degerli eseri, 1825 ile 1832 yillari arasinda hazirladigi “Eliptik Transandantlar Kurami”

adli inceleme kitabidir.

Bu eserde, eliptik integrallerden hareket ederek ustaca bir ¢oziimlemeyle bu
integralleri kendi adiyla anilan tc¢ sekle indirgemeyi basarmistir. Legendre’nin bu
alandaki arastirmalari daha sonra Abel ve Jacobi’nin calismalariyla tamamlandi.
Legendre’nin, kirk yilin Ustiinde calismayla elde ettigi sonuglari, Abel oldukga kisa ve
kesin bir yolla elde ediyordu. Bu nedenle, onun kirk yillik galismalari bosa gidiyor

gibiydi.

Legendre’nin hem matematige ve hem de matematikgilerin yetismesinde dnemli
hizmetleri vardir. Bazi matematikgiler onun kitaplarindan ilham almislardir. 1833

yilinda Paris’te 6len Legendre, Abel’in dnculerinden biriydi.



1.2. Legendre Polinomlari ile Tlgili Calismalar

Legendre polinom ve serilerinin uygulamalarina iliskin calismalar bilgisayarin
cikisi ile hizla artmigtir. Ozellikle, yiiksek mertebeden degisken katsayili diferansiyel,
integral, integro-diferansiyel ve integro-diferansiyel-fark denklemlerinin yaklasik
¢ozumlerini bulmak igin kullaniimiglardir. Bu tip denklemler fizik, muhendislik,
biyoloji, tip ve eczacilik, ekonomi, akiskanlar dinamigi vb. alanlardaki problemlerin
matematik modelleri olarak ortaya ¢ikmistir. Legendre polinomlarina dayali ¢6zim

yontemleri de arastirmacilar tarafindan sikga kullaniimaya baslanmistir.

Legendre polinomlari Tekil Sturm-Liouville probleminin 6z fonksiyonlarinin
ornekleridirler (Fox vd., 1968) ve akiskanlar dinamiginde, sinir deger problemlerinin
¢ozumiinde kullaniimiglardir (Elbarbay, 2002). Diger yandan Legendre polinomlarina
dayali yontemler lineer ve lineer olmayan diferansiyel, Fredholm-Volterra integral ve
integro-diferansiyel denklemleri ¢ozmek igin oldukga uygundurlar. (EI-Mikkawy vd.,
2005; Yousefi vd., 2005; Maleknejad vd., 2003; Elbarbary, 2002; Streltsov, 2000)

1.3. Problemin Tanitiimasi

Bu calismada, m.mertebeden lineer degisken katsayili
Y FYP () = g9+ A[K ) () dt (1.1)
k=0 -1

Volterra integro-diferansiyel denkleminin -1< x<1 araliginda

m-1

Z(ajky(k) (-1 + bjky(k) )+ cjky(k) ©)=u , j=0L2.,m-1 (1.2)

k=0
karisik kosullari altinda yaklasik ¢ozumi Legendre polinomlari cinsinden bir kesilmis
Legendre serisi formunda bulunacaktir. Bu amag¢ igin diferansiyel, integral ve integro-
diferansiyel denklemlerin polinom ¢oztmleri, verilen Taylor (matris ve collocation)
metodlari (Sezer, 1994 ; Sezer, 1996; Nas vd., 2000; Yal¢inbas vd., 2002; Karamete vd.,
2002; Sezer vd., 2006; Giilsu vd., 2005) ve Chebyshev (matris ve collocation) metodlari
(Sezer vd., 1996; Akyuz vd., 1999;  Akyiuz 2000) gelistirilerek “ Legendre



Collocation (siralama)” adli yeni bir ydontem sunulacak ve (1.2) kosullu (1.1)

denklemine uygulanacaktir.
Burada A =0 ise (1.1) denklemi yiiksek mertebe bir diferansiyel denkleme; k # 0 igin
F.(X) =0 ise Volterra integral denkleme dondstr. F, (X), g(x), K(x,t) fonksiyonlari

—-1< x<1 araliginda tamimli stirekli fonksiyonlar; A,a,,,b;, &, reel uygun sabitlerdir.

2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Legendre Diferansiyel Denklemi

Legendre fonksiyonlari, Legendre difarensiyel denklemi adi verilen

2
(1—x2)%—2x?+n(n+l)y:0 2.1)
X X

diferansiyel denklemin ¢oztiimlerinden dogar. N =0,1,2,3,... olmasi durumunda (2.1)’in
genel ¢ozumi

y = Can (X) + CZQn (X) (22)
dir. (2.2)’de P,(x) birinci tip Legendre polinomlari, Q,(x) ikinci tip Legendre

polinomlari ve Q,(x) x==x1’de sinirlandiriimistir. (Spiegel, 1994)

(2.1) denkleminde n bir sabittir. Bu denklem kiresel koordinatlardaki kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oztimiinde, yani kuresel simetri iceren mekanik, quantum

mekanigi, elektromanyetik teori, is1 problemlerinde karsimiza gikar.

(2.1) denklemini asagidaki sekilde tekrar yazahim:

. 2X 'y n(n+1)

_ =0
1-x° 1-x° y

y

Acikca goruliuyor ki burada x =1 noktalari dizgiin tekil noktalardir. Ayrica s:E
X

dontstimi yapilirsa, (2.1) denkleminin

d2y+[g_ 2 Jdy, n(n+1) .
ds® s s(s’-1)ds s°(s°-1)




sekline donustirilmesinden anlasilacag: tizere, diferansiyel denklem sonsuzda da bir

diizgun tekillige sahiptir.

Oyle ise bu noktalar disinda,

2X n(n+1)
ve P,(X)=
1-x? 0=

R0) = -

fonksiyonlari analitik fonksiyonlardir. Bu nedenle, x =0 noktasi komsulugunda, |x| <1
arahiginda (2.1) denkleminin

y= chxk

k=0

seklinde bir seri ¢6zima bulunur.

y' = ke x!
k=1

y" =Y k(k-1c, x*?
k=2
seklinde olup, vy, y' ve y" degerleri denklem (2.1)’de yerlerine konursa,
1-x3)> k(k=1)c X2 =2x> ke X +n(n+1)> ¢ x“ =0
k=2 k=1 k=0
veya
D k(k=Dc x*% =D k(k-1c x* =D 2ke x“ +> n(n+1)c,x =0
k=2 k=2 k=1 k=0
olur. Indislerle ilgili diizenlemeler yapilirsa,
> (k+2)(k+1c,x =D k(k=Dc, x* = 2ke X + > n(n+1c,x* =0
k=0 k=2 k=1 k=0

veya
2¢, +n(n+1)c, +[3[2c, + (n+2)(n-1)c ]x

+ i{(k +2)(k +1)c, +2[n(n+1) -k (k +DJc Jx* =0

elde edilir. Buradan,



(i) 2¢c, +n(n+1)c, =0

(if) 32c, +(n+2)(n-1)c, =0

(iii) (k+2)(k +Dc,,, +(n+k+)(n-K)c, =0 , k=2
yazilir. ¢, # 0 oldugu g6z oniinde tutularak, ilk iki bagintidan,

_—(n+2)(n-1)
- 3l “

_ —n(n+1)C

© 2!

, Ve G,

bulunur. Uglincti baginti,

_ _(n=K)(n+k+1)

C., = , k=2
k+2 (k+2)(k+1) k

rekurans formalinu verir. Geri kalan katsayilar bu formil yardimiyla c,, c, keyfi
sabitleri cinsinden bulunur.

_(n=2)(n+3) ¢, = (-1’ [(n=2)n]i(n+H(n+3)] .

k=2icin ¢, = 0
304 1233

k =3 icin (;5:_E'_‘_%T_“_)_CS:(_1)2[(n—?»)(n—l)][(n+2)(n+4)]cl
405 12325

k=digin ¢ =-NZDO*S) e (0= 4N =-2n]l(n+D(n+3)(n+5)]
5B 123356

k=5icin ¢, =-N=N*6) 4 [(n=5)(=3)(n-L]ln+2)(n+4)(n+6)]
607 123BEG6T

olur. Buttin bu katsayilar

Y= G X =0y X+ CXE G e+ X+
k=0

denkleminde yerlerine konursa boylece |x| <1 araliginda Legendre denkleminin genel
¢cozimi

- C{l_ n(nZ|+1> o (n—2>n(r2u+1>(n+3> o (n—4>(n—2>n(n6|+1>(n+3>(n+5) +}
ﬂ{x_ (n+2;§n—1> o (n—3>(n—1>é?+2>(n+4>] g }

(2.3)



olarak elde edilir. Lineer bagimsiz ¢ozumlerin her biri daha kisa olarak

«[(n-2k+2)--(n=2)n][(n+1)(n+3)---(n+2k-1)] _»
(2K)!

V(9 =1+ > (<)

ve

[(n=2k+1)-- (N =3 =D+ (N +4)--(N+2K)] s

yz(X)=X+kZ=1:(—1) 2k +1)!

seklinde vyazilirsa Legendre denkleminin genel ¢ozimil, y(x)=c,y,(X)+cY,(X)
biciminde olur. y,(X) ve y,(x) lineer bagimsiz ¢6ztimlerinde toplam isareti i¢inde
gorilen serilerin her biri |x| <1 arahginda yakinsak ve |x| >1 aralhiginda ise iraksaktir.

Gauss testinden x = £1 noktalarinda da bu seriler iraksaktir. Bu zorluktan kurtulmak
icin ayrilma sabiti n, bir tamsayiya esit olacak sekilde yazilir ve sonsuz serileri bir

polinoma donustaraldr. (Rainville,1964)

2.2. Legendre Polinomlari

[-1,+1] araliginda tanimli polinomlarin olusturdugu vektor uzayini ele alahm. Skaler
carpimin iraksak olmasini 6nlemek igin w(x) agirlik fonksiyonu gozontne alinir. Aralik

sonlu oldugu icin, bir agirhk fonksiyonuna gerek kalmadan skaler carpim yakinsak olur.
O halde,

[a.b] = [-1.+1]
w(x) =1
(p.0) = [ () a(x)dx (24)

alalim. Bu kosullarda ortogonal olan polinomlar Legendre polinomlari adini alir ve

P, (x) ile gosterilir.



Tanim : [-1,+1] araliginda
R(X) =1 (2.5)

1 d"

(x*-1)" (n>0) (Rodrigue formiilii) (2.6)
2"n! dx"

P.(x) =

olarak tanimlanan P, (x) polinomlarina Legendre polinomlari denir. Her ortogonal

polinom ailesi bir Rodrigue formilu ile tanimlanabilir.

|I 1 Fl['” . |
F-l-[!"] IIII |:| i 5 |I
I'.I — .-H"'\-._\x___ .____.-

y // ~ g \\
-1 .5/ h 0.5 1

\ h ’

., _#a// \\\H_ v
g w3 Poix)  Pilx) Pyx)
-1
Sekil 2.1. Legendre Polinomlari.
Ilk olarak Legendre Polinomlarinin agik ifadesini yazalim:
RO=1 . RO=X . R(9=ZEC D
1 3 1 4 2
R(X) :E(SX -3x) , P, (x) :5(35x -30x"+3) , ...

Sekil 2.1 de bu polinomlarin ilk bes tanesinin grafikleri verilmistir.

Legendre Polinomlarinin Ozellikleri

Parite: Bir f(x) fonksiyonun + x igin aldig degerlere gore tek ve cift olma 6zelligine
parite denir. f(-x) = f(x) ise fonksiyon gift pariteli, f(-x)=—1f(x) ise fonksiyon tek

pariteli denir.



n ¢ift ise, P, polinomu x’in gift Gsli terimlerinden olusur (x*,x*,...) ve dolayisiyla,
cift fonksiyondur.

n tek ise, P, polinomu x’in tek Usli terimlerinden olusur (x,x°,x°,..) ve tek
fonksiyondur.

P (-x) _{ P.(X) ngiftise 27)

- -P,(X) ntekise
Uretici Fonksiyon

Hem x degiskenine ve hem de bir t parametresine bagli olan

1

G(X,t) = —(1_ it t2)1/2

(tl<1)
fonksiyonunu g6z onine alalim. G(x,t) nin t degiskenine gbre Taylor agihimi

yapildiginda, t" nin katsayilari Legendre polinomlarini verir.

1

oy S 20y

1 2 3 2 2 15 2 3
=1-—(t° - 2xt)+ = (t° - 2xt)° — —(t° — 2xt)” +...
2( ) 8( ) 48( )

Bu seri t’nin artan kuvvetlerine gore diizenlenir.
Bu seri incelendiginde, her bir t" kuvvetine sahip terimin katsayisinin P, Legendre
polinomu oldugu goruldr.

1 =3 P, (0" 2.8)

Gxt)=——————
o0 L-2xt+t%)"

Bu tir fonksiyonlara tretici fonksiyon denir. Her ortogonal polinom ailesinin bir tretici
fonksiyonu vardir. Uretici fonksiyon yardimiyla bircok ¢zdeslik kolayca ispat edilebilir.
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Tekrarlama Baglantisi
Her ortogonal polinom ailesi igin ardisik 3 polinom arasinda bir baginti bulmak
mumkinddr. Legendre polinomlari igin tekrarlama bagintisi

(N+DP,..(X) = (2n+1xB, () - R, (X) (2.9)

olur.

Ispat: Uretici fonksiyon G(x,t) nin t degiskenine gére kismi tiirevi alinirsa

1 00
G(xt)=—————=)> P.(Xt"
(1—2Xt+t2)1/2 HZ:;,
0G _ X—t o x-t

B = G(x,t
ot (1-2xt+t?)¥?  1-2xt+t? (x1)

(1—2xt+t2)i)—ct;+ (t-x)G(xt)=0

G ve 0G/oaticin seri ifadeleri olan

00

G(xt) = 3 P, (t" ‘76—(: =3 mP, (9t
m=0 m=1
yukaridaki denklemde kullanilirsa

(L-2xt+t%)=> 'mP ()t™ +(t-x)> P t" =0
m=1 m=0
DmPE™ =2 MR ™+ mPt™ ) mP ™ = xRt™ =0
m=1 m=1 m=1 m=0 m=0
—— ——
m-1=n m=n m+l=n m-1=n m=n

elde edilir. Bu ifadenin her terimindeki t ’nin kuvvetini ayni n indisiyle gosterildiginde
D (N+1P,t"=2> xnPt"+ > (N-DP t"+ > P t" - > xPt" =0
n=0 n=1 n=2 n=1 n=0

elde edilir. Bu ifadedeki her toplam ayri bir indisten baslamaktadir. Ancak, tekrarlama

bagintisini elde etmek icin n>2 olan t" Gslerine bakmak yeterlidir. Her n>2 degeri
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icin bu esitligin dogru olabilmesi icin t" kuvvetinin 6zdes olarak sifir olmasi gerekir.

Boylece

(N+1)P g () =2nxPr (x) + (N=1)P,_1(X) + Py —xPh =0 (2.10)
(N+DP 1 (¥) = (2n+1)xPy (X) + P, _4(X) =0 (2.11)

yazilir. Ote yandan tekrarlama bagintilari, sayisal hesaplarda ortogonal polinomlari

hesaplamak i¢in kullanilabilecek en kisa yoldur.
Tdrev Bagintisi

Her ortogonal polinom ailesinde bir polinomun tiirevi diger indisli polinomlar cinsinden
yazilabilir. Legendre polinomlari igin birkag tiirev bagintisi yazilabilir. Bunlardan

bazilarini ispatsiz verelim.
NP, (X) = xR(x) = P4(X) (n21)
(x> -DP!/(X) =nxP,(x)-nP,_,(X) (n=1)

Diklik Bagintisi ve Normlama

“ 0 (nzm ise)
[POIP,(dx=1 2 : (2.12)
] (n=m ise)

2n+1

Ispat: Once n# m icin bu integralin sifir oldugunu gésterelim. Bunun igin Legendre

diferansiyel denklemini asagidaki gibi biraz degisik yazahm.

i[(l— x*)P/(x)]+ n(n+1)P,(x) = 0
dx

Bu denklemi farkli bir m indisi icin tekrar yazar ve P, denklemini P, ile P,

m

denklemini de P, ile carpip farkini alirsak (kisaca P,(x) = P, alinir).

P, L 1a-x*)P1- P, L[~ x3)P] + [n(n+1) - m(m+ IR, P, =0
dx dx

olur. Tlk iki terim bir araya getirilirse



12

o (RO G EY )
dx
olur. Bu ifade denklemde kullanithp [-1,+1] araliginda integral alinirsa

(1-x*)(P,P = P.Py)

" +In(n+1)- m(m+1)]]le(x) P,(x)dx=0

x = %1 de (1L-x*) = 0 oldugundan birinci terim kisalir ve
+1
[n(n+1) - m(m+1)]j P (X)P,(x)dx=0
-1

bulunur. Eger burada m # n ise bu integral sifir olmak zorundadir.

Simdi normlama integraline bakalim. Yukarida verilen tiirev bagintilarindan birincisini
yani

R, (%) = xR (X) — Ry (%)

ele alalim. Bu denklem P, (x) ile carpihir integralini alinirsa
+1 +1 +1
n [P, (01 dx = [ xP, (x)PI(X) dx~ [ P, (x)PL; (X) d
-1 -1 -1

olur. Sag taraftaki Il. integral sifirdir, ¢linkii buradaki P _, faktori en fazla x"*

n-1
kuvvetini, bunun tiirevi ise en fazla x" kuvvetini icerir. O halde, P/, en fazla P _,ye
kadar olan polinomlarin bir lineer kombinasyonu olacaktir. Bunlarin hepsi P, ye dik

olacagindan integral sifir olur. Diger integral kismi integral yoluyla hesaplanirsa,

_rl xP, P'dx = ‘xPn2
1 —_—

u dv

" +1
L~ IRR xRy Jx
-1

= ‘xPn2

-1

" +1 +1
- [[RTPdx~ [xP, Pydx
-1 -1
sag taraftaki son terim sol tarafa gegirilirse

+1
-1

ZTX P Pdx= ‘x P? - T[Pn]zdx
3 a3

bulunur. Burada ug degerlerin P,(+1) =1 ve P,(-1) = (-1)" oldugu hatirlanirsa,
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XP| | =1 (-1} =2

+1 l+l
[xP, Pidx=1-=[[R]"dx
-1 2 -1

olur. Bu sonug, basladigimiz ilk denklemde yerine yazilirsa
+1 1 +1
n|[P,]?dx=1-=|[P,]?dx
L[] 2_jl[]

+1

[P.C01 dx =

-1

2n+1

elde edilir.

Bu sonuca gore, Legendre polinomlari diktir ama normlari 1 den farklidir. Ortonormal

bir baz istenirse ,/(2n+1)/2 P,(x) seklinde alinabilirler.

Bir Fonksiyonun Legendre Serisi Olarak Acilimi

[-1,+1] arahginda stirekli her f(x) fonksiyonu Legendre polinomlari cinsinden

(=3 c,P.() 2.13)

olarak yazilabilir. c, katsayilarini bulmak igin, bu denklemin P, ile skaler garpimi

alinir norm bagintisi da kullanirsa

+1

+1
2
f ()P, (x)dx=c, [[P,(X)]Pdx=c 2.14
[ TR Gydx=c, [[ROIF dx=c, 5 =) (214)
olur. Simdi ¢ok sik kullanilan birkag integral sonucunu burada verelim.
+1
_[xm P (x)dx=0 (m<n veya m+n tek ise) (2.15)
-1
+1 N+l )2
j X"P, (x) dx = 27 (nh)” (m=n) (2.16)
% (2n+1)!
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ml (m-n+1)N

(m-n+1)! (M+n+1)! (m>n ise) (2.17)

+1
_[ X"P, (x)dx =
-1

Bagli Legendre Fonksiyonlari

Legendre polinomlarinin tirevleri de, (1-x?) faktoriyle carpildiktan sonra, birer
ortogonal fonksiyon olurlar. Kuantum mekaniginde sik kullanilan Bagl (asosye)

Legendre fonksiyonlari P,"(x) seklinde iki indisle belirlenir.

(%)= 1-x)"? 9" p (%) (m=0)

| ax 2.18)
Pr(x) = (-1 LM im (m<0)

(I —m)!

P, polinomunun derecesi n oldugundan, en fazla n kez tirevi alinir, sonugta onun sifir

oldugu gérilir. Bu tanima gore, [m <! olmahdir.

Bu tanim, Rodrigue cinsinden yazilmak istenirse,

1 (1_X2)m/2 dn+m

R = 2"n! dx™m

(x2 -1)" (2.19)

olur. Simdi ilk birkag Legendre fonksiyonunu verelim.

P’ (X) = P,(x), P'(x) =(1-x)"?, P (x) = 3x(1- x*)"?
P%(x) =3(1-x?), P (X) = g(sz 1)1 - x?)"? (2.20)
P, (x) =15x(1- x?), P (x) =15(1- x?)3'2

Buradaki (1-x?)"? faktoriinden dolayl, bunlara polinom diyemeyiz. Ancak, fiziksel

uygulamalarda x=cosé olarak tanimlanirsa (1-x*)"?

=sind olur ve bdoylece
Legendre fonksiyonlarinin trigonometrik ifadeleri sin @ veya cosé faktorleri cinsinden

daha basit hale gelir.
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P'(8) =sing, P’ () = cos¥, R4 = —%sin ]

P,? =3sin?4, P," = 3sin fcosd, P’ = %(?,cos2 6-1) (2.21)

1

P, = —isin gcosd, P,
2

2= Lgin2e
8
2.2.1. Birinci Tip Legendre Polinomlari

(2.1) Legendre diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢6ziimlerinden biri olan

birinci tip Legendre polinomlari

P (%)= @2n-1)@2n-8)-1] »_ n(n=1) »p N(N-D(N=2)(N=3) s _ 2.22)
n n! 2(2n-1) 2.4(2n-1)(2n-3) '

seklinde ifade edilir.

Burada P,(x), n. dereceden bir polinomdur. Boylece ilk birka¢ Legendre polinomlari
ise

R()=1
R(x)=x
1,2
P,(x) = 5(3)( -1
1.3
R (x) = 5(5X -3X%)
R(X) = %(35x4 ~30x2 +3)
R.(x) = %(63x5 -70%° +15x) (EI-Mikkawy vd., 2005)

seklinde ifade edilir.

Ayrica bu polinomlari, x’in kuvvetleri seklinde de asagidaki gibi ifade edebiliriz.
X’ = By(x)
X' =R ()

X = %[Po(x>+2pz(x>]

= <[R9+ 2R, ()]
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Xt = %[7 P (X) + 20P, (x) +8P, ()]

X’ = é[z7a(x>+28P3(x>+8P5(x>]

.5 Px)  Pyl) P.lx)
-1
Sekil 2.1. Birinci tip Legendre polinomlarinin grafigi
Butiin durumlarda P, (1) =1, P,(-2) = (-1)" ’dir.

Legendre pollinomlari ayrica Rodriguez formulu ile de

1 d"

P.(x) =
(%) 2"nt dx"

(x*-1" (Spiegel, 1994)

biciminde gosterilir.

2.2.2. Birinci Tip Legendre Polinomlarinin Ardisik integrali (Elbarbary, 2002)

Teorem 2.1. P,(x) Legendre polinomlart ile tiirevleri arasindaki tam baginti

& (_1)men,m,k{mj “
P00 =D bl (0 229

ile verilir. Buradaki w, ., ve €, .,

k
Womic = |'| (2n+ 2k -2m-2i +1)

i=0,t=m
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0, n<2m-Kk
enmk =
1, n=2m-Kk

olarak tanimlanir.

Teorem 2.2. Birinci tip Legendre polinomlarinin ardisik integrali Legendre polinomlari

cinsinden

Xbhalio Ly

[F.(¥)], = J. J. J. “'H.Pn(to)dto dt,...dt, ,dt,

-1-1 -1 -1-1

K (_1) men,m,k [mj
>0 @21)

k-1 )
Ek,m,n (X) = Pn+k—2m(X) - Z’Z Pn(wlt)k—Zm(_l)
i=0

i j
Uizz X

G- ).

seklinde ifade edilir.

2.2.3. Birinci Tip Legendre Polinomlari icin Ureten Fonksiyon

1 00
=) P (Xt"
VJ1-2xt +t° nzé )

fonksiyonu birinci tip Legendre polinomlari igin Ureten fonksiyondur ve Legendre

polinomlarinin 6zelliklerini elde etmek igin kullanihr. (Yu, 2003)

2.2.4. Birinci Tip Legendre Polinomlarinin Ortogonalligi

Legendre polinomlari -1< x<1 araliginda

1
ij(x)Pn(x) dx=0, m#n ise
-1
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1 ) _ 2
[IR.OorFax=— =

-1

olmasi durumunda ortogonaldir. (Gillis vd., 1988)

2.2.5. Birinci Tip Legendre Polinomlarinin Serileri

f(x) ve f'(x) parcal strekli ise —1< x<1 araliginda f(x)’in her sureklilik
noktasinda

1

2n+1
A=, TO0R 09 o
olmak tzere
f(3 = AR()+ ARG+ AP = > AR () (2.25)

formuna sahip bir Legendre seri acilimi vardir.
Herhangi bir stireksizlik noktasinda (2.25) formdl,

1

SLTx+0)+ T(x=0)]

ifadesine yakinsar. (Spiegel, 1994)

2.3. Ikinci Tip Legendre Polinomlari

(2.1) Legendre diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oztimlerinden biri olan

ikinci tip Legendre polinomlari | x|<1 ise sirasiyla n’in tek ya da ¢ift olmasi durumuna

gore asagidaki gibi ifade edilir.

Q= 2IDT |, (00045, (DB D4 ]

0,00 = T2 (-1 /21 {1- n(n+1) ., n(-2M+1(n+3) }
1350 2! 41

n>1 icin bastaki katsayilar alinmistir, bu ytizden P,(x)’e ait olan reklrans bagintilari

ayni zamanda Q,(X) iginde saglanir. (Spiegel, 1994)
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2.4. Eslenik Legendre Polinomlari

mZ

1-x2

(1-Xx*)y"=2xy"+[n(n+1) - ly=0 (2.26)

diferansiyel denklemine eslenik Legendre diferansiyel denklemi denir. m=0 olmasi
durumunda bu denklem (2.26) Legendre diferansiyel denklemine indirgenir. (2.26)’in
cozumlerine eslenik Legendre polinomlart adi wverilir. Simdi m ve n’nin negatif
olmayan tamsayilar oldugu durumunu dustinelim. Bu durumda (2.26)’in genel ¢6ziimdi,

sirastyla P,"(x) ve Q.'(x) birinci ve ikinci tip Legendre polinomlari olmak Gzere

y=cR"(X) +¢,Q'(X)
seklindedir. Buradaki P"(x) ve Q.(X)

m

P"(X) = (L- xZ)Zj'—Pn(x)

m

m

d
dX—an(X)

m
2

Qr(¥) = (1-x%)
olarak ifade edilir.

m>nise P"(x) =0 ’dir. Q7'(x) polinomlari x =1 icin sinirlanmamistir.
(2.26) diferansiyel denklemi (r,8,¢) kiresel koordinatlarda ifade edilen [ul=0

Laplace denkleminden elde edilir. (Mavromatris vd., 1999)

2.4.1. Eslenik Legendre Polinomlarinin Ortogonalligi

Birinci tip eslenik Legendre polinomlari —1< x <laraliginda

1
anm(x)Pkm(x)dx:o . nzk ise
-1

2 (n+m)!

J'l[an(x)] ox= 2n+1 (n-m)!
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olmasi durumunda ortogonaldir. Bunlar kullanilarak bir f(x) fonksiyonunu seri

formunda

F(0 =Y AR™(X) (Spiegel, 1994)

biciminde yazilir.
2.5. Legendre Polinomlarinin Ozellikleri (EI- Mikkawy vd., 2005)

P, (x) Legendre polinomlari; lineer, ikinci dereceden,
(L= x*)y"(¥) - 2xy'(x) + n(n+1)y(x) = 0
homojen diferansiyel denklemi saglar.

-1<x<1ve nz0 igin P,(x) Legendre polinomlari asagidaki dzelliklere sahiptir:

1 d"
2"(n!) dx"

P.(x) = x*-n" n=012,..

. Pn(x):%i(—l)k@ L= A+x™ , n=012,.

. P(X)_Z”Zn:{kj (x+D*(x-n"* | n=012,.
° Pn(X)=i2‘k{ﬂj{_nk_lj(1—x)k : n=0.12,..

. P(x)= Z @( j(l—x)k . n=042..

. P(x)——Z( 1) [kj[zn ij . n=012..
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n tek ise P, (x) tek fonksiyon, n gift ise P,(x) ¢ift fonksiyondur.

cPM=1 n=0.12,...

e P(-x)=(-)"P,(x), n=0123,..

e (I-2xt+t*)™2 =3P ()t", [tl<1
n=0

1 0 ,m#n
* [ROIP.(dx={ 2

; m=n

2n+1

.4 Pn(x):ﬂ , n=012,...

dx" 2"(nh)
-Jl'f(x)P(x)dx: ! Jl'(l—xz)”[if(x)]dx

° " 2"(nY) dx"

0, n tek
_ 2(n
R0)=1(-1) {n/Zj .
2—n, 9
. j P(X) 22 012
2n+1 ’ T

.jlpiix)d - (-1)" i . n=012.
'IXP(X)d 2_[ xP(x)

a1- 0v1l- X

0 ,m=012,...n-1
. J'(x+ a)" P, (x)dx =4 2" (n!)? B (a herhangi bir reel sayi)
@+t T

-l
IP(X)dX— (-1/4) 7 % n=135,.

0 , n=246,..
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2.6. Reklrrans (Tekrarlama) Bagintilari (Spiegel, 1994)

Ureten fonksiyon Legendre polinomlarinin tekrarlama bagintilarini tiiretmede
yararhdir. Bu bagintilar x cinsinden 6zdesliklerdir ve trigonometrik 6zdeslikler gibi
isimizi kolaylastirmasi ispatlarda, tirevlerde yardimci olmasi igin kullanilir. Bazi
tekrarlama bagintilari sunlardir:

* nR()=(@2n-)xF,(})-(n-1PF_,(x)

* xR -FL()=nR(x)

* R()-xRL()=nP.(X)

s (1-X*)P/(X) =nP,_(X) ~nxP,(x)

e (2n+DP,(X) =P (X) - Pi(X)

e PL(X) = (N+1)P,(x) + xPl(X)

o (1-X*)P/(X) =(n+1)XP,(X) - (N+1)P,,.(X)

e B -2xR,+R.,=PR,

* Ru(¥=

2n+1xPn(x)—
n+

P_ (X
1 1n—l()

N
n+
Ornek 2.1. [-1,+1] araliginda tanimli

f(x)=7x* -3x+1

fonksiyonunun Legendre serisi acthmini yaziniz.

Cozum:

_2n+1%

=2 6RO 6= [ F(9P(9ax

-1

bagintilarini kullanalim. Polinomun derecesi 4 oldugu igin, bu toplamda en fazla P, yer

alacaktir. x™P, turl integraller icin yukarida verilen ifade kullanilirsa
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2%

+1 4+1 |2
c, = ;”1j(7x4—3x+1)F>4(x)o|x:@—2 @19
a

2 (2x4+1)!

+0:§
5

+1 +1
, = %J’(7x4 ~3x+1) P, dx = ?Ix“F’s(x) dx+0+0=0 (tek fonksiyon)
-1 -1

" 1 +1
C, = gjw -3x+1) P, () dx = S_SIX4P2(X)dX+°+° =35]x'P,() dx
-1 -1 1

N4-2+0
(4-2+D14+2+D1

+1 +1
c = gj'(7x4 -3x+1)P(x)dx = gj'(7x5 -3x*+x)dx=-3
-1 -1

+1
C, = %I(?x“ -3x+1).xdx = %
-1

olur. Bu katsayilar seri agihminda kullanilirsa

Xt -3x+1= 2P ~3P +4P, + Op,
5 5

elde edilir. Busonug, f(x)=c,p, +c,p, +...+c, p, seklinde bir esitligin katsayilarinin

taraf tarafa karsilastiriimasiyla da bulunabilir. Kigtk ¢apli polinomlar i¢in daha ¢abuk

sonug verir. Burada verilen yontem genel bir f(x) fonksiyonu igin drnek olur.

2.7. Bir Yuk Dagiliminin Cok-Kutup Acilimi

Sekil 2.2.

3-boyutlu uzayda bir V hacmi iginde p(F) bir elektrik yuk dagihmi olsun. Bu ytiklerin

uzak bir P noktasinda olusturdugu U elektrostatik potansiyeli hesaplayahm (Sekil
2.2).
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Noktasal bir yikin potansiyeli g/r ile verilir. V hacmi iginde (F) konumlu bir nokta
etrafinda kiclk bir dvV hacmi alinirsa bunun igindeki dq yiki dq = p(F)dV olur. Bu

noktasal yukin (IEQ) konumlu bir P noktasinda olusturdugu potansiyel

qu = dq p(r)dV
‘R—r‘ ‘R—r‘

bicimindedir. TUm yiklerin katkisi bu elemanter katkilarin V' _hacmindeki integrali olur.

u(rr)= J' ‘ (‘I?{—F‘:\/R2+r2—2chos€)
\%

"l

Burada &, F ile I;E arasindaki acidir.

Simdi yik dagihiminin z -ekseni etrafinda eksenel simetriye sahip oldugunu varsayalim
ve P noktasini z-ekseni lzerinde alalim. Bu durumda yik dagihmi sadece r, &
degiskenlerinin bir fonksiyonu olacaktir. Eksenel simetrik durum igin hacim elemani

dV = 27r?drsin8dé oldugundan

U = J- p(r)dV ﬁ o(r,8)r?drsinddé
VR + 2chos€ oo\/l‘*'(l’/R) -2(r/R)cosd

formundadir. Legendre polinomlari eksenel simetrik bir problemin agisal kisminin

sadelestirilmesini saglar. Bunun igin
U =cosé sinddéd = -du

seklinde yeni bir degisken tamimlayalim. Agisal integralin sinirlari [-1,+1] oldugundan

eksi isaret kalkar ve

p(r, g)r*dr du
1+(r/R) -2(rIRu

—_ ”00
_E-([

l—"—"_‘

olur. Paydadaki ifade Legendre polinomlarinin dretici fonksiyonudur ve r/R ya gore

seri agildiginda katsayilar Legendre polinomlari olur. Boylece
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: =[5 P

1+ (TR =2(t I R)u

n +1

0 =25 Jriar( 1] et mr

yazihr. Eger p(r,d) yik dagilim fonksiyonu verilmisse, bu integraller hesaplanir ve

¢oziim n indisli bir seri olarak yazilabilir. Ornegin n =0 oldugunda ilk terim;

oo +1

2t , 1 ) 1 Q
—|redr|d r,l)P =—||(2m-drd r,u)=—|dvp==
R! fl 1 p(r, 1) Py (1) RM( 1) p(r, 1) RJ p==
veya tim Q yiki orijinde toplanmig bir katki verir. Bu terim monopol katkisi olarak
bilinir. Diger terimler (n=1 dipol, n =2 kuadrupal terimi, ... ) olurlar. Her bir terimin
Katkist (1/r)™" olarak uzakhiga baglidir. Eger R uzakligi biyilkse (r/R<<1), bu

serideki yiiksek dereceli terimler ihmal edilip, ilk birkag terim alinarak iyi bir yaklasik

¢oziim bulunabilir.

Ornek 2.2. xy- diizleminde a yarigapli ve toplam Q vkl bir cemberin R>> a olan

yerlerde elektrostatik potansiyeli bulunuz ( Sekil 2.3 ).

=

Sekil 2.3.

Cozdm: Yk dagilimi eksenel simetriye sahip oldugundan

U(R8) = %ic(%} P (cos)
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seklinde bir seri ¢cozimu aranir. Buradaki c, katsayilarini bulmak igin yuk dagiliminin

integralleri gerekirse de, bunun igin daha kolay bir yontem vardir. Potansiyelin z

ekseni Gzerinde (€ = 0) aldigi deger hemen yazilabilir. Cemberin her noktasi bu eksene

ayni uzaklikta oldugundan

URE)=——2

IRZ + aZ
yazihr. Yukarida verilen seri ifadesi z ekseni Uzerinde (=0 veya cosd=1) bu

¢ozumi saglamasi gerekir. Boylece

_Q .9y, _Qy.(ay
VR2+a _R2=<; [ jil'(i) R;CH[RJ

olur.

Esitligin sol tarafinin (a/R) ’re gore seri acilimi yapilirsa

e R RO R

bulunur.

Iki taraf birbiri ile karsilastirilirsa
C, =G :"':C2n+1:0

_ _ 1 _3 5
c, =1, CZ__E’ c4—§, c6——5,

elde edilir. Sonug¢ olarak bu yik dagiliminin herhangi bir (R &) konumlu yerdeki

potansiyeli

U(RG) = %Po (cosd) - %(%} P, (cosd) + g(%} P, (cos) —}

olur.
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3.  YUKSEK MERTEBEDEN LINEER VOLTERRA  INTEGRO-
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMU

Son yillarda diferansiyel ve integral denklemlerin bir kombinasyonu olan integro-
diferansiyel denklemler Gzerinde ilgi oldukca artmaktadir. Bunlar modern matematigin
onemli bir dalidir ve mihendislik, mekanizm, potansiyel teori, elektrostatik v.s. gibi
bircok uygulamali alanda ¢ok sik bir bicimde kullanthr (S. Yalginbasg, M. Sezer, K.
Maleknejad, N. Aghazadeh). Bu denklemlerin genellikle analitik olarak ¢6zllmesi zor

oldugundan niimerik metotlarla ¢oztimleri arastiriimaktadir.

Integro-diferansiyel denklemler, son yillardaki arastirma calismalarinda biiylk bir
ilgi uyandirmis olup, bu tip denklemleri ¢6zmek icin Ardisik Yaklagim Metodu,
Adomian Decomposition Metodu, Chebsyhev ve Taylor Siralama Metodlari, Haar
Wavelet Metodu, Wavelet-Galerkin Metodu, Monoton iterasyon Teknigi, Tau Metodu,
Walsh serileri metodu gibi bircok niimerik metod kullaniimigtir (S. Yalginbas, M. Sezer,
Y. Ren, B. Zhang, H. Qiao, K. Maleknejad, N. Aghazadeh, M. Razzaghi, S. Yousefi).

Diger yandan ortogonal polinomlarin ise, matematiksel fizik, muhendislik ve
bilgisayar bilimleri gibi uygulamalarda oldukca genis bir alanda kullanildigi

gOzlemlenmektedir.

3.1. Yiksek Mertebeden Lineer Volterra integro-Diferansiyel Denklemlerinin

Coziamleri icin Legendre Polinom yaklasimi

Bu kisimda, m. mertebeden lineer degisken katsayili
Y R Y (x) = g(x)+AIK(x,t)y(t)dt . —lsxt<1 (3.1)
k=0 -1

Volterra integro-diferansiyel denkleminin

m-1

Z(ajk y“ (-1 + bjk y @+ Cjkyk (0)) = Hi j=01..,m-1 (3.2)

k=0
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ile verilen karisik kosullar altinda yaklasik ¢ozimi Legendre polinomlari cinsinden bir

kesilmis Legendre serisi formunda bulunacaktir. Burada F,(x), g(x), K(xt)
fonksiyonlari -1< x,t <1 arahiginda taniml strekli fonksiyonlar ve A, Qs By, Cir

degismez sabitlerdir. Bu amag icgin diferansiyel, integral ve integro-diferansiyel
denklemlerin polinom c¢oztimleri, verilen Taylor (matris ve collocation) metotlari
(Sezer, 1994; Sezer, 1996; Nas vd., 2000; Yalginbas vd., 2002; Karamete vd., 2002;
Sezer vd., 2006; Gilsu vd., 2005) ve Chebyshev (matris ve collocation) metotlari (Sezer
vd., 1996; Akylz vd., 1999; Akylz 2000) gelistirilerek “Legendre Collocation
(siralama)” adli yeni bir yontem sunulacak ve (3.1) kosullu (3.2) denklemine

uygulanacaktir.

3.2. Materyal ve Metot

Bu calismadaki amacimiz, (3.1) denkleminin (3.2) kosullari altinda verilen
N
y()=>aPk(x) , -lsxsl (3.3)
n=0

formunda ifade edilebilen bir ¢ozimiuni bulmaktir. BOylece Legendre katsayilari

a,, (n=012,...,N) ler belirlenir. Buradaki P,(x) fonksiyonlari

n
2" =

P (=~ m](—l)k@[znn_ ijx“-2k . n=012..N (3.4)

formuld ile tammlanan Legendre polinomlaridir. Ayni  zamanda, Legendre

polinomlarinin tirevleri ile bilesik tekrarlama formalleri

Pla()-PFa(¥)=@n+DR(x) , n=21 (3.5)

bagintisi ile verilir.
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3.3. Temel Matris Bagintilari

(3.1) denkleminin diferansiyel kismi

D0 = 3Ry () (36)
ve Volterra Integro Diferansiyel denkleminin integral kismi
I, = JX'K(x,t)y(t)dt (3.7)
]
olmak Uzere
D(x) = g(x) + A1,(x) (38)

formunda yazilir.

flk olarak y(x) ve onun tiirevi y™ (x) coziimleri ile, (3.7), (3.8) ve (3.2) deki karisik

kosullar1 matris formuna donusturelim.

3.3.1. y(x) ve y®¥(x) icin Matris Bagintilar

(3.3) ile tanimlanan y(x) fonksiyonunun,

y(X) :ZN:anPn(x) , -1<x<1 (3.9

formunda kesilmis Legendre serisine agildigini kabul edelim. Bu takdirde (3.8) ile ifade

edilen ¢ozim ve onun tlrevleri

P=[R(X R .. P(X]
P =[PY% PYx ... R¥X]

ve
A=[a, a .. a,]

olmak Gzere matris formlari sirasiyla
[y()]=P()A ve [y*(x)]=P (x)A (3.10)

seklinde yazilabilirdir.
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Diger taraftan, (3.4) ve (3.5) Legendre yineleme formllerini kullanarak (n = 01,2,...,N),

N ’in tek degerleri i¢in

0 00O 0 0 0
1 000 0 0 0
0 3 00 0 0 0
[1=/12 0 5 0 0 0 0
0 3 07 2N -3 0 0
110 0 0 2N-1 0]
ve N ’in ¢ift degerleri i¢in
[0 0 0O 0 0 0]
1 000 0 0 0
0 3 00 0 0 0
[1=/12 0 5 0 0 0 0
1 050 2N -3 0 0
0 307 - 0 2N-1 0]
olmak tizere
PU(X)=P(X)" (3.11)

matris denklemi bulunabilirdir.

Ayni zamanda, P(x) matrisi ve onun tiirevi olan P® (x) arasindaki bagintilar, (3.11)

denkleminde agikca goruldigu gibi asagidaki sira ile verilebilirdir.

PY(x) = P(x) "
PR (x) = PY()NT = POY(MT)? K=012,.. (3.12)

PY () = PEYeoM ™ = PO
Sonug olarak (3.12) matris bagintilari (3.10) denkleminde yerine yazilirsa, y(x) ve

y® (x) icin matris bagintilari
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[y (91=P()(IT")“A (3.13)

biciminde bulunabilirdir.

3.3.2. Siralama Noktalarini Esas Alan Matris Bagintilari

(3.2) kosullari ile verilen Problem (3.1)’in, (3.3) formundaki bir ¢6zumuinu
bulmak igin

xi:—1+£3i, i=01,..N (3.14)

ile tanimlanan Legendre siralama noktalarina dayanan bir matris metodu kullanabiliriz.
Bu metod bir Legendre siralama metodudur. Burada (3.14) siralama noktalarini

kullanarak

D(x) = g(x) +Al,(x)

sistemini veya

D(x,) 9(%)) L, (%)
O BN TG N B R G
D0, ax,) L0
olmak tzere
D=G+Al, (3.15)

matris denklemini elde ederiz.

3.3.3. D(x) Diferansiyel Kismi igin Matris Bagintisi

D(x) kismini (3.14) siralama noktalarini kullanarak matris formuna indirgemek igin

Once
F(%) 0 = 0 y¥ (%)
L IV y@(xl)
0 0 - F(xy) yw&m

olmak Gzere (3.15) denkleminde tanimlanan D matrisi,
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D=>FYW (3.16)

k=0

olarak yazilir. x ,1=012,...,N siralama noktalari (3.13) bagintisinda yerine yazilirsa

matris denklemleri,

[y®()1=P)[MM A , k=01..m (3.17)
veya kisaca
R(X) R() - R(%)
po| RO RO - Ry(x)
Po(;<N) Pl(;<N) PN(:XN)
olmak iizere

y 00| [P()
y ) | _| P(x)

Y = (MM Al=P(NT) A (3.18)

y(k)kXN) P(Xx)

seklinde ifade edilebilir.

Sonug olarak, (3.16) ve (3.17) matris formlarindan, D(x) diferansiyel kismi igin

D=>FP(M"NA (3.19)
k=0
temel matris bagintisi elde edilir.

3.3.4. 1,(X) Volterra integral Kismi igin Matris Bagintisi

Simdi (3.8) denklemdeki 1 ,(x) Volterra integro Diferansiyel denkleminin
integral kismi i¢in matris bagintisini ifade edelim. K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu kesilmis

Legendre serileri ile,

K(xt) = ZN:ZN:kr‘um(X)Pn(t) (3.20)

m=0 n=0
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buradaki k,,,
K= 1 077KO0) . L h-o1N
min!  dx™ot"
olmak lzere, kesilmis Taylor serileri ile,
N N
K1) =D > ki x™t" (3.21)

m=0 n=0

olarak ifade edilebilir.

Once (3.20) ve (3.21) ifadeleri matris formunda gosterilecek olursa, bu takdirde;

POO=[R() R - P(X]
X(X):b_ N XN]
K=[k.,] ., K, =[k\,]; mn=01..,N
ve
y(x) =P(¥A
denklemi t degiskeni igin
y(t) =P(H)A (3.22)

Legendre agilimindan

[K(x, )] = POQKP (t)

(3.23)
[K(x,1)]= X(X)K X" (t)

ifadesi elde edilebilir.

Diger yandan, n=0,1,...,N icin (3.4) ile verilen Legendre tekrarlama formuli

kullanilarak ve

n .
n_ E , n gift
2 n-1

— , n tek
2

Ozelliginden yararlanilarak
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N cift ise,
NN 0 0 0o |
-~ 2 (0)o0 .
0 (-1*(1Y2
w0 2ok) o |
PN—;(X) i 0 (-pn-are l\i—l N (-D° N—:l 2N -2 0 XV\;—
P, (X) 2"t (N-2/2)N-1 2t 0 AN-1 W
(-DM"?( N (N 0 0 (-)°(NY 2N
2% N2 N 2" (0 AN ]

N tek ise,
2 T

R(X) .

’ (-DH(1Y2

Wl 2P
RL0| | (DN YN-1 0 . ()°(N-T)2N-2 . o~
P.(%) 28 (N-1/2AN-1 2 0 AN-1

N 0 (_1)(N—1)/2 N N+1 . (_1)0 NY 2N

L 2N N-1/2\ N N 1o I N |

matris denklemleri yazilabilirdir. Burada,

N ’in cift degerleri icin,

(_2130(8}(8] 0 0 o |
R I
2 o1
e ; s ; ;
. (-D™2/2( N-1 Y N (-1° (N-1Y2N-2 .
Nt (N—zlzj(N—J 2“'1( OJ(N—lj
D" N YN 0 0 (-1)° (NY2N
| 2" (N/2\N 2" (0 AN

N ’in tek degerleri igin,
_1\0
7 lolo o o
2° (00
0 -n* (112] N 0 0
28 0\
(™72 ((N-1 YN-1 . y(N-ayen-2 :
2Vt (N-1/2\N-1 2%t 0 AN-1

0 (_1)(N—1)/2 N N+1 0 (_1)0 NY 2N
2N (N—l/ZI N j 2N (OJ[NJ
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olmak Gzere yukaridaki matris denklemleri kisaca

PT(x)=®X"(x) veya P(x)=X(X)D' (3.24)

biciminde gosterilebilirdir.
Diger yandan (3.23) denklemleri birbirine esit oldugundan yani
X(X)K, XT(t) = P(x)KP'(x)
ile ifade edilebileceginden ve bu 6zellikler (3.24) denkleminde kullanilarak yeniden
diizenlenirse
X(X)K X' (1) = X(X) D KD X (t)
bulunur. Denklemin her iki tarafini sagdan X(x) ve soldan X' (t) ile carptigimizda

denklem

K, =D'KD (3.25)
sekline donustdralar.

Burada (3.25) denklemi ele alinirsa bu takdirde, Legendre ile K(x,t) c¢ekirdek

fonksiyonunun Taylor katsayilar arasindaki bagintiyi veren

K=@")' K,o™ (3.26)
matris bagintisi elde edilir.

K(x,t) ve y(t) fonksiyonlarina karstlik gelen (3.22) ve (3.23) denklemleri (3.7) de

yerine yazilirsa
01,001 = _sz(x, Dyt
= JX.P(X)KPT(t)P(t)Adt
= P(X)K{JX. PT(t)P(t)dt}A

= P(X)K{JX. DX’ (t)X(t)@Tdt}A

bulunur.
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Burada
HE) = [h, (1= [XT X ()t

Xi+j+1 _(_1)i+j+l

M09 = i+j+1

olarak alinirsa, boylece

[1,()]=P(X) KOH(X)D'A

(3.27)

elde edilir. Budurumda x = x, siralama (collocation) noktalari i¢in (3.27) denklemi

[1,(x)]=P(X)KDH(Xx)D'A i=01...,N
[1,(x)]= X(x)D"KDH(x)D"A
seklinde yazilir. Burada
M=D'KD (3.28)
olarak tanimlanirsa, o halde
[1,(x)]= X(x )MH(x)D"A (3.29)
veya
L) ] [X(x) 0 --- 0 [[M 0 0 ][H(x) O 0 D' |[a,
LX) |_|0 X(x) - 0 |0 M 0 0 Hx) 0 |2 ||&
[,(xy)| |0 O X(x) |0 0 - M| 0 0 HXy) || 0" || ay
bulunur. Burada,
1, (%) X(x) 0 0
| — |0 X 0
I, = (xl) x=| :(xl) )
L (%) (N+1)x(N+1) 0 0 X(Xy) (N+1)x(N+1)?
M 0 0 H(x,) O
M::O Mo ? H- ? H:(Xl) :o
0 0 M (N+1)2x(N+1) 0 0 I_I(XN) (N+1)2x(N+1)?
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D=[0" D" - DIy AT A o Ayl
olmak Gzere

I,=XMH®DA (3.30)
elde edilir.

Bulunan (3.19) ve (3.27) denklemleri (3.15) denkleminde yerine yazilirsa
D=G+Al,
Zm:FkP(ﬂT)kA =G+AXMHDA
k=0
{ipkp(mk -AXM%}A:G (3:31)
k=0
temel matris denklemi elde edilir. Bu denklem

W=[w,]= Zmllrkp(rﬂ)k -AXMH®D, p,q=01..,N
k=0
G=[g(x) 90x) -~ g
olmak lzere (3.31) denklemini
WA=G weya [W;G] (3.32)

cebirsel sistemine donusturaltr ve (3.2) denkleminde gosterildigi gibi kosullar yerine

yazilarak
A=[a, a .. a,]

bilinmeyen Legendre katsayilarinin olusturdugu sttun matrisi bulunur ve

[y(¥)]=P(x)A

seklinde Legendre polinom ¢6ziimu elde edilir.

3.3.5. Karisik Kosullar icin Matris Bagintisi

(3.2) denkleminde tanimlanan

m-1

Z(ajk y(k)(_l) + bjky(k) @+ Cix yk (0)) = Hi j=0L..,m-1

k=0
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kosul denkleminde (3.17) ile verilen ifade kullanilarak

[y® (x)1=P(x)(M7) A
[y® (x)1= X)) 0" A
yP () =XEDMN) oTA
yP @ =XOM) 0"A
y®(0) = X(0)(N") D" A

denklemleri bulunur. Bu denklemler (3.2) de tanimlanan kosul denkleminde yerine

yazilirsa
m-1
U, =Y [a,X(-1)+ by X([1) +c, XN 0" A
k=0
Uj=u, Uy o Ujpy] (3.33)

olmak Gzere (3.32) matris sistemi j =0,1,....m-1 igin

UoA =[]
U,A =[]

UA=[y]
veya artirilmis matris formlarindan

U,A=[g;]  veya [U;; 4]  j=01..,m-1

olarak ifade edilir. O halde kosullarla ilgili artiriimis matris

l’IOO l’IOl l’ION ’ IUO
l'IlO ull l'IlN ’ lul

U 1= . (3.34)
u m-1,0 u m-1,1 u m-1,N 1 lu m-1

seklinde yazilabilirdir.

(3.1) denkleminin (3.2) sartlari altindaki ¢ozimun( elde etmek icin (3.34) satir matrisi
(3.32) matrisinin son m tane satir ile (veya herhangi m tane satiri ile) yer

degistirilerek yeni
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Woo W T Won ; g(Xo)
W, Wi, o Wiy ; g(xl)
[\7Vé] _ Whymo Wnema 0 Whemn g(XN—m)
Ugo Uos Uon ; Ho
Uy Uy, Uy ; Hy
_um—l,o Up1:1  ° Upanw ; Hina i

artirilmis matrisi bulunur. Eger rank W = rank [\7V;é] = N +1 ise, bu takdirde
A=(W)'G
yazilabilirdir. Boylece a,, (n=01,...,N) Kkatsayilar (3.35) denklemi ile belirlenmis

olur. Ayni zamanda (3.32) sistemi yardimiyla bazi 6zel ¢bzimler bulunabilirdir. Eger
A =0 ise, denklem yliksek mertebeden lineer diferansiyel denklem haline gelir. k #0

icin P (x) =0 ise denklem Volterra integral denklemine dontsur.

3.4. Cozumun Dogrulugu

Metodun dogrulugunu kolaylikla kontrol edebiliriz. (3.3)’deki kesilmis Legendre

serisi, (3.1) denkleminin yaklastk bir ¢6zimu olup bu ¢6ztim denklemi saglamalidir.

Bu takdirde her bir x, E[Elll] icin

E(x)=|D(x)-g(x)-Al,(x)| CQ
veya

E(x)<10™% , (k herhangi bir pozitif tamsayr)

olmalidir. Eger max(10™)=10", (k, herhangi bir pozitif tamsayr) Gnceden
belirlenmis ise, X noktalarinin her birindeki E(x) farki belirlenen 107 dan daha

kiiclk oluncaya kadar N kesme siniri artirilabilirdir.
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Diger taraftan, hata fonksiyonu
Ev() =2 R M 00-909-1,0
k=0

formilu ile hesaplanabilirdir. Eger N yeteri derecede biyuk ise 0 zaman E,(x) — 0,

bu durumda hata gittikge kugtlir.

4, YUKSEK MERTEBEDEN LINEER VOLTERRA INTEGRO-
DIFERANSIYEL DENKLEMLERI ILE ILGiLi NUMERIK UYGULAMALAR

Asagidaki drneklerle, verilen metodun dogrulugu gosterilmeye calisilacaktir.

Ornek 4.1. 2. mertebeden lineer
Y'(X) + XY'(X) = Xy(X) = 7Tx+8x* +7x* - 3x* + 4 , -lsx<1
diferansiyel denklemini ve
y(0) =7, y(0)=-4

kosullarini goz 6ntine alahim ve bu denklemin y(x) ¢oziimiine
4
y(d) =2 2, (x)
n=0

sonlu Legendre serisiyle yaklasalim. (N =4 ikinci dereceli Legendre polinomlari

cinsinden). Burada
F,(X)=-x F(X)=x F,(X)=1 g(X)=7x+8x*+7x’-3x" +4
olup N =4 icin ¢6zumu arayalim. Bu durumda

X, :_1+£i :—1+gi ;1=01234
N 2

olup siralama noktalari

olarak bulunur. Simdi (3.16) da tanimlanan F,, F,, F, matrisleri,
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0 1/2
F, =0 0
0 0
0 0

O O O o o

-1
-1/2
0
1/2
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0 0 -1 0 0 0 O 10
0 0 0 -1/2 0 0 O 0 1
0 o0,R=|0 0 0 0 O|,F,=l0 O
-1/2 0 0 0 01/2 0 00
0 -1 0 0 0 0 1] 10 0
ve (3.18) de tanimlanan P matrisi ile (3.11) de tammlanan [] matrisi de
1 -1 1] [0 0 00
-1/8 7/16 -37/128 1000
-1/2 0 3/8 [1=10 3 0 O
-1/8 -7/16 -37/128 1050
1 1 1 ] 0 3 0 7
0 1 O] [0 0 3 0 10]
3 0 3 0 0015 O
0 50 (NH*=/0 0 0 0 35
0 0 7 000 0 O
0 0 0] 0 00 0 O]

o O O o o
o O O O

o O O O

o O O o o

O O O O

m O O O O

olarak elde edilir. Boylece diferansiyel kisimla ilgili olan matris formu (3.19)

tanimlanan

oldugundan

D=3 FP(M") A =P +FP(T) +FP(TT)

1
1/2
0
-1/2
-1

-2 7
-3/4 59/16
0 3
1/4 61/16
0 S)

-22 56
—-239/32 1203/256
0 -15/2
253/32 1277/256
20 54

biciminde bulunur. Sorunun integral kismi olmadigi icin D =W dir. Boylece

1
1/2
0
-1/2
-1

-2 7
-3/4 59/16
0 3
1/4 61/16
0 5

-22 56
—-239/32 1203/256
0 -15/2
253/32 1277/256
20 54
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g(x) = 7x+8x* + 7x* - 3x* + 4 fonksiyonuna karsilik gelen G matrisi de

[9(%) |
a(x)
a(x,)
9(%;)

1 9(X,) |

-5
23/16
4
163/16
23

olarak elde edilir. Daha sonra verilen kosullar ile ilgili satir matrisleri

U
U,

1 0
0 10

-1/2

0 3/8

-3/2 0 ;

7]
- 4]

olarak bulunur.W ve G matrislerinin son iki satirlari yerine kosullarla ilgili satir

matrisleri yazilirsa

[W;

(1

1/2
0
1
0

G]

-2 7 - 22 56
-3/4 59/16 -239/32 1203/256
0 3 0 -15/2 | v G
0 -1/2 0 3/8
1 0 -3/2 0
1 -2 7 -22 56 .
1/2 -3/4 59/16 -239/32 1203/256 :
0 0 3 0 -15/2
1 0 -12 0 3/8
0 1 0 -3/2 0 :

artirilmis matrisi elde edilir. BOylece Legendre katsayilari

A=(W)'G

[11/410
63/820
221287
21/410

-16/205

497/2460

83/82

-1/205 |

—-408/1025 2709/8200 501/4100 1753/2050

-64/287

374/861

10/287

—-272/1025 903/4100 167/2050

| 44/1435 -128/1435

58/1435

41287

- 4/287
-99/1025

~8/1435 |

[ 23/3 ]
-11/5
4/3
6/5
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olarak bulunur. Bu katsayilar (3.3) de yerine yazilirsa verilen kosullar altindaki

y(x) = Zslanpn(x) =R (¥) +a P (X)+a,R(x) +aP(x) +a,P,(x)

(ol el (e
3 5 3)12 5)12
+(0) [ﬁ%} 35" - 30 +3)

ve sonug olarak ise
y(x) =3x% +2x° - 4x+7

formundaki tam ¢ozim elde edilir.

Ornek 4.2. 4. mertebeden lineer
Yy (X)) +(1L-X)y(X) =24+ x*(1-x)° ,  -lsxs<1
diferansiyel denklemini ve
y(0)=0, y@®=0, y(0)=0, y(@1)=0
kosullarini gz 6niine alahm (Yalginbas, S., 2000) ve y(x) ¢6ziimine
V=3 8,P,00

sonlu Legendre serisiyle (N =4 ikinci dereceli Legendre Polinomlari cinsinden)

yaklasalim.

Fo()=@1-X), R(x)=0, F,(x)=0, F;(x) =0, F,(x)=1g(X) =24+ x*(1-X)

olup N =4 igin
2. 2. .
x =-1l+—i=-1+=i ; i=01234
N 2
1 1
X, = -1, Xlz_E’ X, =0, X3:E’ x, =1

bulunur. (3.16) da tanimlanan F,, F,, F,, F;,F, matrisleri,



2 0 0 0 0
0320 0 0
FR=[0 0 1 0 0
0 0 0 1/2 0
0 0 0 0 O
000 0 0]
00000
F,=/0 0 0 0 0},
00000
0000 0
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O O O o o
OO O O o o

o O O o B+
o O O+ O

OO O O o o

o O r O O

O O O o o

O O O O

O O O o o

O O O O

1
O O O o o

O O O o o

o O O o o

ve (3.18) de tanimlanan P matrisi ile (3.11) de tammlanan [] matrisi de

1 -1 1
1 -1/2 -1/8
P=|1 0 -1/2
1 1/2 -1/8
11 1

-1
7/16
0
-7/16
1

1

-37/128

3/8

-37/128

1

1
O O+ O

w O w O o

olarak bulunur. Boylece diferansiyel kisimla ilgili olan matris formu

D=3 RPN A =P +FP(TTY + FP(T')

seklinde oldugundan

[ 2

3/2
1
1/2
0

-2
-3/4
0
1/4
0

2

-2

107

-3/16 21/32 26769/256

-1/2
-1/16
0

0

843/8

—-7/32 26843/256

0

105

diferansiyel denklemin integral kismi olmadigi icin D = W dir.

g(x) = 24+ x*(1- x) fonksiyonuna Karsilik gelen G matrisi ise

o o1 O O O

O O O o o

~N O O O O

O O O o o

o O O o o
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[9(%) | 32
a(x) 1537/64
G=l9g(x,)|=| 24
a(x;) 1537/64
Logx)] [ 25|

olarak bulunur. Daha sonra verilen kosullar ile ilgili satir matrisleri

o

L 111

-

N

cCit Ci C C

seklindedir. Buradan Legendre katsayilari

1;0]

A=(W)'G

[ 1/60 2/15 5/6 -8/15 -4/151[32] [ 8/15 |
-3/80 9/10 -33/40 13/10 9/20 || O -6/5

=113/336 -71/42 271/168 -43/42 -43/84]| 0 26/21
-1/40 3/5 -11/20 1/5 3/10 || 0 -4/5
| 1/140  2/35  -1/14  2/35 1/35 || 0| | 8/35]

L o -172 0 3/8 ; 0]

[0 10 -3/2 0 ; 0]
,=[0 1 3 6 10 ; 0

biciminde hesaplanir. Bu katsayilar yerine yazilirsa

YOO =38P, (%) = 0Py (%) + AP0 + 8P, (x) + 8Py (%) + 8, Py (¥)
BN T -
15 5 21 2 5 2
8 (1) raevs _ anos

y(x) = x* = 2x° + x?

formundaki tam ¢ozim elde edilir.

223 27

223,42y 105
6

Ornek4.3. y"+xy'-xy= x° —4+J'xy(t)dt,
-1

y(0) = -5, y'(0) =1 sartlar ile verilen ikinci mertebeden lineer Volterra integro-

diferansiyel denklemini gz 6niine alalim.
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Burada F,(x) =1, F,(X) = X, F,(X) = =X, g(X) = 223/6x+27/2x* -10/3x* - x° - 4,

A=1 K(xt)=x olup N =3 alarak denklemin ¢6ziimiinii arastiralim. Bu durumda

X; :—1+£i :—1+gi 11=012,3
N 3

olup siralama noktalari x, = -1, x, = -

Wk

, Xy = l X, =1 olarak belirlenir. (3.16) da
3

tanimlanan F,, F,, F, matrisleri,

1 0 0 0 -1 0 0 O 1000

0 1/3 0 0 0 -1/3 0 O 0100
0 = , Fl = , F2 =

0 0 -1/3 0 0 0 1/3 0 0010

0 O o -1 0 0 0 1 0 0 01

ve (3.18) de tanimlanan P matrisi ile (3.11) de tammlanan [] matrisi ise

1 -1 1 -1 0000
|1 -u3 -1/3 11727 1000
"1 ws -uz —wer] 0 "o 3 00

1 1 1 1 1050

olarak bulunur. Boylece diferansiyel kisimla ilgili olan matris formu

D=>FRPM"A=FP(")’ +FP(N") +F,P(N")?
k=0
oldugundan
1 -2 7 -22
1/3 -4/9 29/9 -376/81

-1/3 2/9 31/9 398/81
-1 0 5 20

biciminde elde edilir. Daha sonra (3.20) de verilen gekirdek ile ilgili olan matris

formunu bulmak igin ( K(x,t) = x olmak uzere)

- 10 K(0’0); mn=01,...,N
mint ox™ot"

ifadesinden faydalanarak
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! _ 1 8°K(0,0) _ K _ 1 .8'K(00) _ K :LaZK(O’O):o K :iasK(O’O)—o
% ool 9x°ot° T om gx%at! 2 o1 9x°ot? TR o’ axtat®

= LOKOO) i J 1°KOO) L o o 1 KOO o 0 o 10°KO0)
0700 axtat® R axtatt R gxat? | B 13l gxtat®

k! _ 1 9°K(0,0) _ K _ 1 8°K(0,0) _ K :LNK(O’O):O K :LaSK(O’O)—o
2201 9x2ot° TR om gx2ott 211 gx2ot? 23 gxot®

3 4 5 6
@, = LOKOOD) oy  LOKOO oo o 1 KOO . 1 OKOO)
30 ox’ot

3 gxcatt P31 oxot? BRI T T oF [

1 N3l

degerleri elde edilir. Boylece (3.25) deki K, matrisi

0 00O

1 000
K, =

0 00O

0 00O

biciminde olup, N tek oldugu icin (3.25) deki @ matrisi de

1 0 0 0

0 1 0 0
-1/2 0 3/2 0

0 -3/2 0 5/2

D=

olarak hesaplanir. Bunlar yardimi ile (3.20) ile tanimlanan K = (@ ™)"K, @™ ifadesi

kullanilarak K matrisi

o O +— O
o O o o
o O o o

o O O

olarak elde edilir.Daha sonra (3.28) de tanimlanan M matrisi

M=D'KD
0 00O
1 000
M =
0 00O
0 00O

biciminde bulunur.
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simdi diferansiyel denklemin integral kismi igin 1, = XMH® A seklinde ifade edilen

matrisleri olusturalim.

X matrisi icin X, =-1 % =-1/3, x, =1/3, X, =1  noktalarindan yararlanarak
X(%), X(%), X(X,), X(x;) matrislerini bularak 4x16 tipindeki X matrisini teskil

edelim. Bunun igin

X(x)=[1 x - xM]
matrisinden

X(x)=L -1 1 -1]
X(x)=[1 -1/3 1/9 -1/27]
X(x,)=[L 1/3 1/9 1/27]
X(x)=ft 1 1 1]

olup, boylece

X(x,) 0 0 0
0 X(x) O 0
0 0 X(x,) 0
0 0 0  X(x)

X =

4x16

bulunur. Buradan da

1 -11-10 O 0 0 0O 0 O 0 0O0O0O
% = o 0 0 0 1 -1/3 19 -1/27 0 0 O 0 0O0O0O
0O 0 0 0 0 O 0 0 1 1/3 1/9 1/27 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 O 0 0 0O 0 O 0 1111

seklinde yazilabilirdir. Diger yandan M matrisi

M =

16x16

formunda oldugundan M matrisi de, yerine yazilarak 16 x16 tipinde M matrisi
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<|

1
O O O O O O OO O O O o o o+ o
O O O O O O OO O O O o o o o o
O O O O O O OO O O O o o o o o
O O O O O O OO OO O o o o o o
O O O OO O O O O Ok, O o o o o
O O O O O O OO OO O o o o o o
O O O O O O OO O O O o o o o o
O O O O O O OO O O O o o o o o
O O O O O O kP OO0 O O O o o o o
O O O O O O OO O O O O o o o o
O O O O O O OO O O O o o o o o
O O O O OO OO O O O o o o o o
O O kP O OO O O O O O O o o o o
O O O O O O OO O O O o o o o o
O O O O O O OO O O O o o o o o
O O O O O O OO OO O o o o o o

biciminde bulunur.
H matrisi icin H(x) = [h;(¥)] oldugundan ve

Xi+j+1 _(_1)i+j+l
i+j+1

hij (x) =
bagintisindan yararlanarak H(x) matrisini olugturahm.

hOO (X) hOl (X) hOZ (X) h03 (X)
he() hy () h, () hs(X)
h20 (X) th (X) h22 (X) h23 (X)
hSO (X) h31 (X) h32 (X) hSS (X)

Diger yandan X,, X, X, ve X, noktalari kullanilarak H(x,), H(X,), H(X,), H(X;)

H(x) =

matrisleri
0 00 0 213 -4/9 26/81 - 20/81
0000 ~4/9  26/81  -20/81  242/1215
HOO=10 0 0 o H™=| o681 —20/81  242/1215 -364/2187]'
0000 ~20/81 242/1215 -364/2187 2186/15309
[ 4/3 -4/9 28/81 -20/81
Hpyo| MO 2L —a0isL 2w4n1215 |
28/81 -20/81 244/1215 -364/2187
-20/81 244/1215 -364/2187 2188/15309
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2 0 2/3 0
0 2/3 0 2/5
/13 0 2/5 0
0 2/5 0 2/7

HOG) =

biciminde bulunur ve bulunan degerler H matrisinde yerine yazilirsa

H(x) 0 0 0
0 H(x) O 0
0 0 H(x) 0
0 0 0 H(x;) 16x16

H=

seklinde 16x16 tipindeki H matrisi olusturulur.

Diger yandan, © matrisinin transpozu alinarak 16 x 4 tipindeki @ matrisi ise

— [T T TqT
=00 o - O ](N+l)zx(N+l)

S|

seklinde elde edilir.
Béylece elde edilen (X M H @) bu dért matris garpildiginda

0 0 0 0
____ |-2/9 4/21 -4/81 -4/243
I,=XMH®D =
419 -4/27 -4/81 4/243
2 0 0 0

{Zm: F.P(M")" —A)‘(MHE}A =G
W = Zmllzkp(rﬂ)k -AXMHD

formuld yardimi ile
1 -2 7 -22

5/9 -16/27 265/81 -1124/243
-7/9 10/27 283/81 1190/243
-3 0 ) 20

olarak hesap edilir. Daha sonra verilen kosullar ile ilgili satir matrisleri

10 -1/2 0 ; -1]
010 -3/2 ; 3

U,
U,



o1

biciminde olup, g(x)=223/6x+27/2x*-10/3x" - x> -4 fonksiyonuna Karsilik

gelen G matrisi de

g(xo) =l
g(x) |_| —457/27
g(x,) | |2149/243
9(x,) 127/3

G =

olarak bulunur. W ve G matrislerinin son iki satirlari yerine kosullarla ilgili satir

matrisleri yazilirsa (3.32) de tanimlanan [W;G] matrisi

1 -2 7 -22 ; - 57
[W;G]: 5/9 -16/27 265/81 -1124/243 ; -457/27
-7/9 10/27 283/81 1190/243 ; 2149/243

-3 0 5 20 ;127173

biciminde elde edilir. W ve G matrislerinin son iki satirlari yerine kosullarla ilgili satir

matrisleri yazilirsa

1 -2 7 -22 -57
~ 5/9 -16/27 265/81 -1124/243 ~ | —457/27
W = ve G=

1 0 -1/2 0 -5

0 1 0 -3/2 1

matrisleri bulunur. Boylece Legendre katsayilari

A=(W)"G
- 268/4605 81/307 4198/4605 184/4605| -57 ~17/3
| -69/614 729/3070 -6/307 1406/1535| —457/27| | 17/5
| -536/4605 162/307 -814/4605 368/4605| -5 | |-4/3
-23/307 243/1535 -4/307 -86/1535| 1 8/5

biciminde hesaplanir. Bu katsayilar (3.3) de yerine yazilirsa verilen kosullar altinda

Y00 =38P, (%) = 0Py (%) + A,P.(X) + 8, P, (%) + 8, P, (%)

oD B4t 2} 3o

y(X) = 4x® -2x* + x-5

tam ¢ozum elde edilir.
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Ornek 4.4. y"—-xy'+xy=¢€"-x-x*+ J'xe't y(t)dt , y(0)=1, y'(0)=1 kosullari
-1

ile verilen ikinci mertebeden lineer Volterra integro-diferansiyel denklemini géz dntine
alalim.

Burada F,(x) =1, F,(X) =X, F,(X) =X, g(X) =e*-x-x*, A=1, K(xt)=xe" olup
onceki orneklerde yapilan isglemler ile farkli N degerleri igin bulunan yaklasik

cozumler asagidaki gibidir.
N =3 igin,
3
y(x) = > a,P () = a,R (%) + &R, (x) + 8, P, (X) + &P, (x)
n=0
=1.14971893+ (1.05488913)x + (0.299437864)(% (3x* -1))
+(3.65927527x% 10'2)(% (5x° - 3x))
y(X) =1.0x +0.44915679% x2 +9.14818818x10* x3 + 0.999999998
N =5 igin,
y(x) =1.00002932x + 0.500384543 x2 + 0.16702008x3 + 4.02502108x 10 x *
+5.66471550x10°x° +0.999998755
N =7 icin de,
y(x) =1.0x +0.500000056 x2 + 0.166598310 x3 + 4.16804703x107*x* +8.42180965x10° x°

+1.37594895x10° x°® +1.55146747x10*x" +0.999999997

olarak elde edilir. Boylece N ’in farkli degerleri icin bulunan ¢oziimlerle denklemin
tam ¢6zimi olan y=e*’in [-11] araligindaki karsilastiriimasi asagidaki Tablo 4.1. ,

Grafik 4.1. ve Grafik 4.2. de verilmistir
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Tablo 4.1. Ornek 4.4’in N =3, N =5 ve N =7 icin Numerik Sonuglar

Tam ¢Ozum Legendre Collocation
X; y(x) = e* y(x),N=3 E(x),N=3 y(x),N=5 E(x),N=5 y(%),N=7 E(x),N=7
-1 0.36787944 0.357674912 1.0204528E-02 | 0.367908188 | 2.8748E-06 0.367881206 | 1.766E-06
—08 |0.44932896 0.440621624 8.707336E-03 | 0.449326193 | 2.767E-06 0.44934252 1.356E-05
-06 |0.54881163 0.541936358 6.875272E-03 | 0.548807995 | 3.635E-06 0.548821544 | 9.914E-06
-04 |0.67032004 0.666010245 4.309795E-03 | 0.670320463 | 4.23E-07 0.670323877 | 3.837E-06
-02 0.81873075 0.817234415 1.496335E-03 | 0.818723495 | 7.255E-06 0.818731293 | 5.43E-07
0 1.00000000 0.999999998 2E-09 0.99999755 2.45E-06 0.999999997 | 3E-09
0.2 1.22140275 1.21869813 2.70462E-03 1.22141117 8.42E-06 1.22140226 4.9E-09
0.4 1.49182469 1.47771993 1.410476E-02 1.4918385 1.381E-05 1.49182145 3.24E-06
06 1.82211880 1.78145653 4.066227E-02 | 1.82187683 2.4197E-04 1.82211046 8.34E-06
0.8 2.22554092 2.13429907 9.124185E-02 | 2.22411410 1.42682E-03 2.22552358 1.734E-05
2.71828182 2.54063868 1.7764314E-01 | 2.71333642 4.9454E-03 2.71823174 5.008E-05




54

-0,6 -04 -02

-0,8

N=7 |

N=5

exp(x) —=— N=3

——y(9

Grafik 4.1. Ornek 4.4’iin N

3,5,7 icin karsilagtirma grafi

-0,8 -0,6 -0,4 -0,2

N=7 \

=5

3 —=—N

‘—Q—N

Grafik 4.2. Ornek 4.4’in N

3,5,7 icin hata analiz grafig
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Ornek 4.5.
” 1 2 X 1 2 far X 1 2 -1 1 2 far -1
y +xy=(x—1)cosx+§x (cosx)e +§x (sin x)e _EX (cosle +§x (sinl)e
+ J'xzet y(t)dt
-1

y(0) =1, y'(0) =0 kosullari ile verilen ikinci mertebeden lineer Volterra integro-

diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim.

Burada

F,(¥X) =1 F,(X) =x,A=1 K(xt)=x%€",
1 2 X 1 2 (e} X 1 2 -1 1 2 far -1
g(x)=(x—1)cosx+§x (cosx)e +§x (sinx)e _EX (cosle +§x (sinle

olup Onceki orneklerde yapilan islemler tekrarlandiginda verilen denklemin farkli N

degerleri icin bulunan yaklasik ¢oziimler
N =3 igin,
y(x) = nZi;f:\nF’n(X) =a,R (X)) +a,R(x) +a,P,(x) +a;R(x)
= 1._0 -3.388131789x107* x — 0.5323925948x* — 0.09035759655 X
N =5 igin,

y(x) =1+1.41875x107° x - 0.4908134941x? +8.774013576x 107 x*
+0.09935434088 x* +0.03362204205%°
N =7 icin de,

y(x) =1-1.14125x107° x - 0.4998318285x? -1.591552213x 10 x* +0.1330356419x"
+0.09901237073 x° +0.03321505553 x° + 3.872352187x107 X’

olarak elde edilir. Boylece, N in farkli degerleri i¢in bulunan ¢oziimlerle denklemin
tam ¢0zimu olan y=cosx’in [-1,1] araligindaki Karsilastirilmasi asagidaki Tablo

4.2., Grafik 4.3. ve Grafik 4.4. de verilmistir.
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Tablo 4.2. Ornek 4.5’in N =3, N =5 ve N =7 icin Nimerik Sonuglari

Tam gozim Legendre Collocation

X; y(X) = cos x y(%),N =3 E(x),N =3 y(x),N=5 E(x),N=5 y(x),N=7 E(x),N=7

—1 | 0.5403023059 0.5579650018 | 1.76626959E-02 | 0.5661447909 | 2.5842485E-02 0.5651256984 | 2.48233925E-02
—0.8 |0.6967067094 0.7055318288 | 8.8251194E-03 0.7110653359 | 1.43586265E-02 0.7108645663 | 1.41577859E-02
-06 |0.8253356149 0.8278559067 | 2.5202918E-03 0.8316738276 | 6.3382127E-03 0.8313878149 | 6.0522E-03
-04 |0.921060994 0.920600071 4.60923E-04 0.9231074854 | 2.0464914E-03 0.922650297 | 1.589303E-03
-02 |0.9800665779 0.979427157 6.394209E-04 0.9804454759 | 3.78898E-04 0.9802027086 | 1.361307E-04

0 1.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0

02 |0.9800665779 0.9779814355 | 2.0851424E-03 0.9806073783 | 5.408004E-04 0.9802407108 | 1.741329E-04

04 |0.921060994 0.9090342987 | 1.20266953E-02 | 0.9249191386 | 3.8581446E-03 0.9244870405 | 3.4260465E-03

06 |0.8253356149 0.788821425 3.65141899E-02 | 0.8406931016 | 1.53574867E-02 0.8463154703 | 2.09798554E-02

0.8 | 0.6967067094 0.6130056499 | 8.37010595E-02 | 0.7420844675 | 4.53777581E-02 0.7757477461 | 7.90410367E-02

0.5403023059 0.3772498087 | 1.630524972E-01 | 0.6509369025 | 1.106345966E-01 | 0.7677120395 | 2.27409736E-01
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04 06 08

0,2

-08 -06 -04 -02

-1

N=7

N=5

=3

cosx —=—N

——y()

Grafik 4.3. Ornek 4.5’in N

3,5,7 icin karsilagtirma grafi

N7‘

5

3 —=—N

‘—O—N

Grafik 4.4. Ornek 4.5’in N

3,5,7 icin hata analiz grafig



58

Ornek 4.6. y'+xy=e X (x+1) - x*(x+1)+ J'xze‘ y(t)dt,
-1

y(0) =1, y'(0)=-1 ile verilen lineer Volterra integro diferansiyel denklemini ele
alalim.
Burada F,(x)=x, F,(x)=1,g(x)=e™(x+1) -x*(x+1), A=1 K(xt)=x%€" olup

onceki orneklerdeki prosedir N =3 icin tekrarlandiginda (3.32) de tanimlanan [W;G]

matrisi
[ -1 1 2 -14 ; 0 ]
) 29473 110693315 13?21890752 ) 3658580900752 08563342093
[W;G]=| 83 1567 96914 371594 . 0.8072269%26

729 10935 32805 76545

3 17 52 992 .1 264241118
3 15 15 35 |

seklinde olup, buradan bulunan katsayilar yerine yazildiginda
3
y(x)= > a,P.(x) = 2R (x) + &R (x) + 2,P, (x) + 2,P,(x)
n=0
y(x) =0.9999999996 -1.0x +0.398706226 2 x2 - 0.320258754 8x3

¢oztimi elde edilir. Daha sonra sirast ile N =5 igin,

y(x) =0.9999999998 - 1.0x + 0.4994102398x2 - 0.16702008x? + 4.02502108x 10 x*
-4.66471550x10° x°

N =7 icin de,

y(x) =1.0-1.0x + 0.498543506 7 x* - 0.157598666 7x° + 0.135507033 x*
+4.397085927x107% x° - 2.375939053%10? X° - 2.157716243%102 X’

olarak bulunur. Boylece, N in farkl degerleri icin elde edilen ¢6ztimlerle denklemin

tam ¢dzimi olan y =e™’in [-1,1] arahgindaki karsilastiriimasi asagidaki Tablo 4.3. ,

Grafik 4.5. ve Grafik 4.6. de verilmistir.
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Tablo 4.3. Ornek 4.6’nin N =3, N =5 ve N =7 icin Numerik Sonuglari

Tam ¢Ozum Legendre Collocation

X; y(x)=e™” y(x%),N=3 E(x),N=3 y(x),N =5 E(x),N=5 y(x),N=7 E(x),N=7

-1 2.71828183 2.718964981 6.83151E-03 2.724681832 | 6.400002E-03 | 2.745496119 | 2.7214289E-02
-0.8 | 222554093 2.219144467 6.396463E-03 | 2.211554679 | 1.3609419E-02 | 2.239150349 | 1.3609419E-02
-06 |1 8221188 1.812710132 9.408668E-03 | 1.814678034 | 7.440766E-03 | 1.827155016 | 5.036216E-03
-04 1.4918247 1.484289556 7.535144E-03 1.492045621 | 2.20921E-04 1491810028 | 1.4672E-05
-02 1.22140276 1.218510319 2.892441E-03 | 1.221453104 | 5.0344E-05 1.221404026 | 1.266E-06

0 1.0 0.999999996 4E-09 0.999999998 | 2E-09 1.0 0

0.2 0.818730753 0.8133861786 | 5.344574E-03 | 0.818523017 | 2.07736E-04 0.8187100361 | 2.07169E-05

0.4 0.670320046 0.6432964355 | 2.702361E-02 | 0.669350671 | 9.69375E-04 0.6734672176 | 3.147172E-04

0.6 0.548811636 0.57435835 2.5546714E-02 | 0.538704382 | 1.0107254E-02 | 0.5447026953 | 4.108941E-03

0.8 0.449328964 0.4911995019 | 4.1870538E-02 | 0.457803467 | 8.474503E-03 | 0.4575359382 | 8.206974E-03

0.367879441 0.078447471 2.8943197E-01 | 0.357832106 | 1.0047335E-02 | 0.3750861793 | 7.206738E-03
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Ornek 4.7. y'+y=e*(1+2x)+ J'x(1+ 2x)e'*V y(t)dt
-1

y(0) =1, y'(0)=0 kosullari ile verilen ikinci mertebeden lineer Volterra integro-

diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim.

Burada
F,(X)=1 F(X)=1, A=1 K(x1t)=x1+2x)e"", g(x)=e*({1+2x)
olup oOnceki orneklerde yapilan islemler tekrarlandiginda verilen denklemin

N =3,5,7,9 degerleri icin bulunan yaklasik ¢ozumler

N =3 igin,

3
y(x) =2 a,P.(x) = a,R () + & P(X) +a,P, (x) + a;Py(x)
n=0
=1.0+0.182902574 7x + 0.9746404218 x2-1.371820704x
N =5 igin,

y(x)=1.0-1.11875%x10° x +1.075012889x2 - 0.758285504 2 X3
+0.1232748265x* - 0.1892183619 x°

N =7icin,
y(x) =1.0-3.125000001x 10" x - 8.333043063x - 0.273108423 x? + 31.4363961x"
+1.302484693x° - 23.62112393x° -1.421187711x’

N =9 icin de,
y(x) =1.0-4.208360021x10™°x +9.23011824003x? - 0.3183001034 x3 + 0.3129046125x *

+0.1127893053x° -13.012793421x° +0.120943815x’
- 2.456983014x° +0.690133561x°

olarak elde edilir. Boylece N in farkli degerleri igin bulunan ¢éztimlerle denklemin tam

¢cozimu olanyzexz’in [-1,1] arahgindaki karsilastiriimasi asagidaki Tablo 4.4. ,

Grafik 4.7. ve Grafik 4.8. de verilmistir.
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Tablo 4.4. Ornek4.7’nin N =3, N =5, N=7ve N =9 icin Numerik Sonuclari

Tam
¢ozim Legendre Collocation
X y)=e | y0§),N=3 | E(x),N=3 | y(x),N=5 | E(x),N=5 | y(x),N=7 | E(x),N=7 | y(x),N=9 | E(x),N=9
-1 2.71828183 | 3.163558551 4.4527672E-01 3.145791583 4.2750975E-01 2.61843901 9.984282E-02 2.71827928 2.55E-06
-0.8 1.89648088 | 2.179820011 2.8333913E-01 2.88574687 9.8926599E-01 1.85648052 4.000036E-02 1.89647201 8.87E-06
-0.6 1.43332942 | 1.537442279 1.0411286E-01 1.481484347 4.815493E-02 1.43212956 1.19986E-03 1.43332891 5.1E-07
0.4 1.17351087 | 1.170577963 2.93291E-02 1.125625767 4.788510E-02 1.17365307 1.4220E-04 1.17351083 4E-08
-0.2 1.04081077 | 1.013379668 2.743110E-02 1.040245895 5.6488E-04 1.04086703 5.626E-05 1.04081072 5E-08
0 1.0 1.0 0 1.0 0 1.0 0 1 0
0.2 1.04081077 | 1.064591566 2.378080E-02 1.040770921 3.985E-05 1.040874051 6.328E-05 1.04081072 5E-08
0.4 1.17351087 | 1.141306972 3.220390E-02 1.124690029 4.882084E-02 1.17360921 9.834E-05 1.17351083 4E-08
0.6 1.43332942 | 1.164298825 2.6903060E-01 1.224477768 2.0885165E-02 1.43450714 1.17772E-03 1.43331934 1.008E-05
0.8 1.89648088 | 1.067719729 8.2876115E-01 1.788256366 1.0822451E-01 1.85603217 4.044871E-02 1.89647247 8.41E-06
1 2.71828183 | 1.7857222925 9.3255954E-01 2.250783848 4.6749798E-01 2.56078346 1.5749837E-01 2.71826926 1.257E-05
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Ornek 4.8. xy'(x) - y"(X) = 2¢0s X+ 3xC0s X — sin(x + 2) + J'4sin(x— t)y(t)dt
-1

y(0) =0, y'(0)=1 kosullari ile verilen ikinci mertebeden lineer Volterra integro-

diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim.
Burada
F,(x) =0, F,(x)=x, F,(x)=-1,A=1, K(xt)=4sin(x-t),
g(x) = 2cos x +3xcos x —sin(x + 2)
olup N =3 igin

W ve G matrislerinin son iki satirlari yerine kosullarla ilgili satir matrisleri yazilirsa

-1 1 2 -14
97 1631 101972 3550072 -1.294465299
- 243 10935 32805 688905 ~ 1 =1.940042307
W = 1 ve G=
1 0 > 0 1
3 0
0 1 0 -—
L 2
matrisleri elde edilip, buradan Legendre katsayilari
A=(W)'G
0.692586424
_ | -7.53330448810°
| -0.614827153

-5.02220299210"
olarak bulunur. Bu katsayilar (3.3) de yerine yazilirsa verilen kosullar altindaki
y(x) =1.0-0.922240673 x2 - 0.125555074 8 x3- 6.776263578x10%" x

¢cozim elde edilir.

Ayni iglemler N =5 ve N =7 i¢in tekrarlandiginda bulunan ¢ézumlerin

karsilastirilmasi Tablo 4.5., Grafik 4.9. ve Grafk 4.10. ile verilmistir.
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Tablo 4.5. Ornek 4.8’in N =3, N =5 ve N =7 icin Nimerik Sonuglari

Tam ¢6zim Legendre Collocation
X, y(x) =sin x y(x),N=3 E(x).N=3 | ¥(x),N=5 E(x),N=5 1 y(x),N=7 | E(x),N=7
-1 0.841470985 0.835245515 6.22547E-03 0.839255673 2.215312E-04 | 0.839745232 1.725753E-03
-0.8 0.717356091 0.710846123 6.509967E-03 | 0.715580932 1.775159E-03 | 0.717657391 3.013E-04
-0.6 0.564642473 0.559013503 5.62897E-03 0.561296454 3.346019E-03 | 0.564354291 2.88182E-04
-0.4 0.389418342 0.385856028 3.562315E-03 | 0.385649213 3.769129E-03 | 0.389403822 1.45203E-05
-0.2 0.198669331 0.197482069 1.187262E-03 | 0.197904321 7.6501E-04 0.198653829 1.55018E-05
0 0 0 0 0 0 0 0
0.2 0.198669331 0.200481807 1.812476E-03 | 0.199457392 7.88061E-04 0.198645638 2.36928E-05
04 0.389418342 0.397854979 8.436636E-03 | 0.389673042 2.547E-04 0.389423715 5.3727E-06
0.6 0.564642473 0.586011143 2.1368669E-02 | 0.573901923 9.25945E-03 0.564267835 3.74638E-04
0.8 0.717356091 0.758841927 4.1485836E-02 | 0.735673927 1.8317836E-02 | 0.715697032 1.659059E-03
1 0.841470985 0.910238958 6.8767973E-02 | 0.894567219 5.3096234E-02 | 0.867649012 2.6178027E-02
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Ornek4.9. y(x) = €™ - (1/2)1/e-e™)x+ J'xt y(t)dt Volterra integral denkleminin
-1

y(0) =1, y'(0)=0 biciminde verilen baslangi¢ kosullari altindaki denklemini ele

alahim. Onceki 6rneklerde yapilan islemler tekrarlandiginda verilen denklemin farkli N

degerleri

icin bulunan c¢ozimlerin ve diger

karsilastirilmasi Tablo 4.6. , Grafik 4.11.-4.12.-4.13 de verilmistir.

Tablo 4.6. Ornek 4.9’un N =5, N =7 ve N =9 icin Nimerik Sonuglari

metotlarla bulunan c¢6zimlerin

Tam ¢6zim Legendre Collocation
« e (%), E(X). y(%). E(X). y(%). E(X).
Y =e N=5 N=5 N=7 N=7 N=9 N =9
-1 0.367879441 | 0.36787946 | 1.83E-08 0.367879525 | 8.35E-08 0.367879465 | 2.38E-08
-0.8 | 0.527292424 | 0.526573294 | 7.19E-04 052729174 | 6.843E-07 0527292352 | 7.21E-08
-0.6 | 0.697676326 | 0.697577435 | 9.88916E-05 | 0.697676627 | 3.004E-07 0.697676291 | 3.51E-08
-0.4 |0.852143789 | 0.852214122 | 7.0333E-05 | 0.852143643 | 1.459E-07 0.852143777 | 1.22E-08
0.2 | 0.960789439 | 0.960757301 | 3.2138E-05 | 0.960789499 | 6.02E-08 0.960789428 | 1.12E-08
0 1 0.999999979 | 2.06E-08 1 0 1 0
0.2 | 0.960789439 | 0.960821587 | 3.21473E-05 | 0.960785963 | 3.47654E-06 | 0.960789427 | 1.22E-08
0.4 |0.852143789 | 0.855755334 | 3.61E-03 0.852108752 | 3.50372E-05 | 0.852143776 | 1.3E-08
0.6 |0.697676326 | 0.726555578 | 2.89E-02 0.697697958 | 2.16318E-05 | 0.697676298 | 2.81E-08
0.8 |0.527292424 | 0.651765172 | 1.24E-01 0.5229131 4.38E-03 0.52729238 4.41E-08
1 0.367879441 | 0.754282835 | 3.86E-01 0.361701569 | 6.18E-03 0.36787863 8.112E-07
Tablo 4.7. Ornek 4.9'un N =8 ve N =10 icin Chebyshev Metodu Hata Analiz
Sonuglar
X Tam ¢0zim | Chebyshev Metodu [Ref. Maleknejad,K., Sohrabi, S., Rostami, Y.]
y() =e” E(x), N =8 E(x), N =10

-1.0 | 0.3678794412 8.423E-09 3.524E-09

-0.75 | 0.5697828247 1.137E-05 1.144E-07

-0.5 | 0.7788007831 5.914E-06 5.431E-07

-0.25 | 0.9394130628 1.331E-06 2.922E-07

0 1.0 0 0

0.25 | 0.9394130628 1.346E-06 3.396E-07

0.5 | 0.7788007831 6.267E-06 2.902E-07

0.75 | 0.5697828247 1.424E-05 1.593E-06

1.0 | 0.3678794412 8.690E-06 7.823E-07
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, yuksek mertebeden Volterra tipi integro-diferansiyel denklemlerin
yaklagik ¢ozumlerini bulmak icin bir Legendre polinom yaklasim ydntemi
gelistirilmistir. Ayni zamanda yontem bahsedilen 06zellikteki denklemlerin tam

¢ozumlerini bulmak iginde kullanilabilen iyi bir yontemdir.

Bu metot, F,(x),g(x) ve K(xt) fonksiyonlari —1< x,t <1 araliginda tanimli iken

gecerlidir. Problem sonlu bir [a, b] araliginda tanimlandiginda ise,
1 1
x==b-ajt+=(b+a
Lp-a)t+ 2 (o+a)

lineer donlstimu yardimi ile bu arahk [—1,1] araligina donusturulebilirdir. O zaman

herhangi bir integro-diferansiyel denklem, verilen bu metotla ¢ozulebilir.

Bu metodun en belirleyici 6zelligi, ¢cozumiin N. dereceden bir polinom olmasi
durumunda kesme sinirinin N ya da daha biyuk bir deger alindigi zaman analitik
¢ozuminin bulunmasidir. Bu metodun bir avantaji da, ¢O6zimin Legendre
katsayilarinin bilgisayar programlari kullanarak ¢ok rahat bulunabilmesidir. Bu sebeple,

bu yontem diger metotlardan daha pratiktir.

Verilen metotla kullanilarak [—1,1] araliginda tanimlanan, m. mertebeden lineer
degisken katsayili

i F 0Jy™® (9= g(x) + A[K(x D) y(t)dt

Volterra integro-diferansiyel denkleminin

m-1

Z(ajk y(k)(_l) + bjky(k) @+ Cix yk (0)) = Hi j=0L..,m-1

k=0

karisik kosullar altindaki yaklasik ¢c6zimu Legendre polinomlari yardimi ile bulunur.
Bu calismanin son kisminda ise, farkl tipte yiksek mertebeden lineer Volterra
integro-diferansiyel denklemlerin verilen Legendre yontemi ile ¢bzimleri bulunmustur.

Farkli N degerleri icin bulunan &rneklerin ¢Ozumlerinin grafikleri gizilip hata
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analizleri yapilmistir. Bu grafiklerde ¢6zimlerin N kesme sinirinin  yeterince

artirildiginda tam ¢6ztime daha da yaklasildigi saptanmistir.

Boylece drneklerin sonunda gizilen grafiklerin ve hata analizlerinin de gosterdigi

gibi yontemin son derece iyi sonuclar verdigi tespit edilmistir.

Ayrica farkli yontemlerle ¢ozilen 6rneklerinde verilen Legendre yontemi ile

¢ozuldiiglinde yapilan karsilastirmalarda da yontemin iyi sonuclar verdigi gosterilmistir.
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