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OZET

DALGA DENKLEMIi UZERINE BAZI UYGULAMALAR

YALVAC, Seracettin
Yiiksek Lisans Tezi , Matematik Anabilim Dali
Tez Damgmani: Yrd. Dog. Dr. Esin inan CINAR
Eyliil 2009, 93 sayfa

Bu calismada; hiperbolik dalga denkleminin temel ozellikleri ve bazi uygulamalari
incelenmistir. Hiperbolik denklem smifinin temsilci denklemi dalga denklemidir ve bu denklem

elektromanyetik, hidrodinamik, radyo dalgalar1 gibi alanlarda ortaya ¢ikmaktadir.

Anahtar kelimeler : Dalga denklemi, Hiperbolik denklem.






ABSTRACT

SOME APPLICATIONS OVER WAVE EQUATION

YALVAC, Seracettin
Msc, Mathematics Science
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Esin inan CINAR
September 2009, 93 pages

In this study it has been investigated fundamental characterizations and some applications of

wave equation. It is wave equation to the representative equation of class of hyperbolic equations and

this equation has appeared in areas such as electro-magnetic, hydrodynamic, radio waves.

Key words: Hyperbolic equation, Wave equation.






ON SOz

Bu calisma; ozellikle hiperbolik dalga denklemlerini ele almaktadir. Dalga denkleminin
coziimleri; fiziksel elektrik ve manyetik kuvvetlerin dalgasim1 ses dalgasi olarak ortama yansitir.

Hiperbolik denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, radyo dalgalar1 gibi alanlarda kullanilmaktadir.

Bu caligmanin baslangicinda dalga denklemi konusundaki bazi temel tanim ve
teoremler verilmistir. Daha sonra hiperbolik dalga denklemleri ve bazi uygulamalari

ele alinmistir.
Bu calismay1 bana veren ve calismalarim siiresince karsilastigim giicliikklerde yardimlarini

esirgemeyen hocam, Sayin Yrd. Dog. Dr. Esin inan CINAR a tesekkiir eder saygilarimi sunarim.

Seracettin YALVAC
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Simgeler

C"[D]

SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

2 basamaktan tiirevlenebilen siirekli fonksiyonlarin sinifi

U nun Xx degigskenine gore fonksiyonu

f(x) in genigletmesi

g(x) in genigletmesi

Uygun bir D bolgesinde en az n. basamaga kadar siirekli tiiretilebilir
fonksiyonlarin sinifi



1. GIRiS ve KAYNAK BiLDIiRiSLERi

Ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler siniflandirildig zaman hiperbolik, parabolik
ve eliptik denklemler olmak iizere ii¢ kisimda incelenir ama biz sadece hiperbolik denklemi ele alacagiz.
Hiperbolik denklemler sinifinin temsilci denklemi dalga denklemidir ki bu denklem
elektromanyetik, hidrodinamik, radyo dalgalar1 v.b. gibi alanlarda olduk¢a genis bir bigcimde karsimiza
cikmaktadir. Kisacasi dalga denkleminin c¢oziimleri fiziksel olarak elektrik ve manyetik kuvvetlerin
dalgasini bir ortamdaki ses dalgasi v.s. olarak ifade eder.
& -C*’Au=0
or’
denklemi hiperbolik tipten olup dalga denklemi olarak bilinir. Burada c pozitif reel sabit t zaman

degiskeni Au t’ye gore tiirev igermektedir.
Bir boyutlu u, —Cu_ =0 ve iki boyutlu u, — C2(u + u, )=0 dalga denklemlerinin
u ¢oziimlerine dalga fonksiyonu denir.
u,—CAu=F
denklemine homojen olmayan dalga denklemi denir. F fonksiyonu sadece bagimsiz degiskenlerin
fonksiyonu olup bilinen dis kuvveti veya dalganin kaynagim ifade eder.

u, —m, —C’Au=F (y=sabit)

Hiperbolik denklemi ise soniimlii dalga denklemi olarak bilinir. C6ziim iistel tipten terimler
icerdigi i¢in t bilyiidiigiinde u kii¢iilir. Buda dalganin yayiligina etki eden enerji kaybina neden olur.
Enerji kaybina neden olan goriinmeyen kuvvetler bulunmasi halinde bu tip denklemlerle karsilagilir.

u, +m, +Pu—-C*Au=F
Telgraf denklemini
u,-Cu, =-g
(g: gravitasyonel ivme) titresim denklemi adin1 alir.
Uygulamada ¢ > 0 olacak sekilde dalga denkleminin genel ¢oziimiinii bulmaktan ¢ok ¢ =0

icin # ve u, nin degerlerinin denklemle birlikte 6nceden verilmesi ve bu baslangi¢ verilerini saglayan

¢oziim bulunmas1 O6nemlidir. t zaman degiskeni ve u aranan fonksiyon olacak sekilde u ve u,

degerlerinin denklemle birlikte verilmesi problemine baslangic deger problemi denir. Denklemle birlikte
aranan fonksiyonun tanimli oldugu boélgenin sinir1 tizerindeki degerlerin 6nceden verilmesi halinde buna
siur deger problemi denir. Denklemle birlikte baslangi¢ ve sinir degerlerinin 6nceden verilmesi halinde
buna baslangi¢ ve sinir deger problemi denir.

2. basamaktan lineer kismi diferansiyel denklemler 6nceden verilmis baslangic kosullarini

saglayan ¢oziimiin bulunmasi hiperbolik tipten denklemler icin genellikle miimkiindiir. Hiperbolik



olmayan denklemler icinde boyle bir problem ¢oziilebilir. Ancak elde edilen ¢oziim baslangic verileriyle
stirekli bir sekilde uyumlu olmayabilir. Yani baslangi¢ verilerindeki kiigiik bir degisiklik ¢oziimiin
biiyiik oranda degismesine sebep olur. Eliptik tipten denklemler icin ise genellikle sinir kosullar1 verilir.

John (1944), tarafindan bir boyutlu dalga denklemi icin Riemann Volterra yontemi verilmistir.
Sneddon (1957), tarafindan Green fonksiyonu yardimiyla tamimlanan ve Riesz integrali yardimiyla
nonhomojen iki boyutlu dalga denkleminin ¢6ziimii vermistir. Lorenz (1963) ise periyodik olmayan bir
akisin hesaplanmasini yapmistir. Wainberger (1965) tarafindan soniimlii dalga denklemi ve ii¢ boyuttaki
dalga denklemi, Fourier transformu yardimiyla c¢oziilmiistiir. Caddington ve Leinson (1968)
calismasinin ilki Caddington tarafindan yazilmis ve sonra birlikte tamamlamis olup yukaridaki yazarlara
gore daha basit bir bakis acis1 goze carpmaktadir.

Feckan (1995) calismasinda belirli dalga denklemlerini incelemistir. Vladimir (1997),
tarafindan dalga denkleminin degiskenlere ayrilabilir ¢oziimleri verilerek tramplenden atlayan
sporcunun en iyi atlayis1 yapabilmesi i¢in gerekli salinimi veren dnemli drnekler ifade edilmistir.

King ve ark. (2003) tarafindan harmonik ve soniimlii dalga denklemleri incelenmistir. Caglayan
ve Celebi (2002) tarafindan homojen ve nonhomojen dalga denkleminin ¢6ziimii i¢in 6nemli bir yer
tutan ve ilk olarak D’ Alambert tarafindan bulunmus olan D’ Alambert formiilii ile bu formiil yardimiyla
dalga denkleminin baslangic ve sinir deger probleminin iyi ifade edilmis problem oldugu verilmis olup
ayrica Hiperbolik Cauchy probleminin ¢éziimiinii bulmak i¢cin Riemann yontemi verilmistir.

Boyce ve DiPrima (2001) ile Constanta (2002) tarafindan ikinci mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerin hiperbolik ve eliptik denklem uygulamalar1 ve analitik ¢oziim metotlar1 ayr1 ayri ifade
edilmistir.

Anar (2005) calismasinda harmonik dalga yayilmasi vererek sinirli veya sinirsiz bir bolgede
dalganin yayilmasinin ancak titresen bir tel ile dikdortgensel bir zarin titresimi fonksiyonlari ile bir
Green fonksiyonu yardimiyla tanimlanabilecegi belirtmistir. Pinchover ve Rubinnstein (2005) tarafindan
dalga denklemin genel bir bakisi yapilmis ve coziimleriyle ilgili bir takim bilgiler verilerek elektrik
sirkiilasyonu ile ilgili ornekler verilmistir. Dernek (2005) calismasinda dalga denklemleri izah
edilmistir. Edwards (2006) ise bir kopriiniin ayaklarinin dayanikliligt icin gerekli olan rezonansi dalga
denklemi yardimiyla vermistir. Dolayisiyla bu ¢alismada hiperbolik dalga denklemleri ve uygulamalari

incelenecektir.



2. DALGA DENKLEMIiNIN TEMEL OZELLIiKLERi

Bu boliimde konuyla ilgili daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler

verilecektir.

2.1. Dalga Denklemi

Hiperbolik denklemler sinifinin temsilci denklemi dalga denklemidir.

u,—c’u, =0 @.1)
denklemine bir boyutlu homojen dalga denklemi,

u, —c’u, = F(x,t) (2.2)
denklemine ise bir boyutlu homojen olmayan dalga denklemi denir. (2.1), (2.2) denklemlerin de x

degiskeni yer ve t degiskeni zamani gostermektedir. ¢, pozitif bir sabittir ve F', dalgaya etki eden

bilinen bir dis kuvveti temsil etmektedir.

2.2. Baslangi¢c Deger Problemi

2.2.1. Homojen Dalga Denkleminin Genel Coziimii

Homojen dalga denklemi, genel coziimii kolayca elde edilebilen denklemlerden biridir.

Denklemin karakteristikleri X * ct = sabit dogrularidir. Eger

E=x+ct, n=x—ct
degisken degisimi yapilirsa, (2.1) ifadesi Ug = O denklemine déniisiir. Buradan C 2 smifindan

@ ve y fonksiyonlar icin u = ¢(&) + W (1) veya tekrar x,t degiskenlerine secilirse,
u(x,t)=¢(x+ct)+y(x—ct) (2.3)
elde edilir. Demek ki, eger (2.1) in bir ¢oziimii mevcutsa, bu ¢dziim (2.3) seklindedir. Tersine, keyfi

@ ve W fonksiyonlann C* smifina aitse, # € C* dir ve (2.3) iin homojen dalga denkleminin klasik

¢coziimil oldugu kolayca goriilebilir. Yani (2.3), homojen dalga denkleminin genel c¢oziimiidiir. (2.3)

genel ¢oziimi, iki fonksiyonun toplamindan ibarettir. (2.1) denkleminin indirgenebilir oldugu, yani



(D, +¢cD_ )(D, —cD_)u =0 seklinde lineer carpanlara ayrlabildigi dikkate alimrsa, genel
¢oziimdeki @(x+ct) fonksiyonunun birinci mertebeden (D, —cD )u, =0 lineer denkleminin ve

W(x—ct) fonksiyonunun ise birinci mertebeden (Dt +cD_ Ju, =0 lineer denkleminin ¢oziimii

oldugu aciktir. Bu birinci mertebeden lineer denklemlerin karakteristik egrileri, dalga denkleminin de

karakteristik egrileridir. X — ct = sabit karakteristikleri boyunca W(x—ct) fonksiyonu ve

X+ ct = sabit karakteristikleri boyunca @¢(x + ct) fonksiyonu sabittir.

Genel ¢oziimdeki @(x +ct) ve W(x—ct) fonksiyonlari, sirasiyla sola ve saga ¢ hizi ile
yayilan iki dalga olarak yorumlanabilir. Ornek olarak, ¥/ (x —ct) nin ¢ hizi ile saga yayilan bir dalga
oldugunu gosterelim. ¥ nin argiimamn da f =0 koyalim ve sonra y =¥ (x) fonksiyonunun
grafigini ¢izelim. Herhangi bir X = @ noktast segelim. # = aninda ¥/ fonksiyonu bir noktada ¥/ (a)
degerine sahiptir. Agiktir ki ¥(x —ct) , x —ct = a olacak sekildeki (x,) uzay-zaman noktalarinda
ayni W(a) degerine sahip olacaktir. Ozel olarak ¥/, =1 aninda X = a + ¢ noktasinda, ¢ = 2 aninda

X =a+2c noktasinda vb. (a) degerini alacaktir. Yani ¥ nin W(a) degerini aldig1 noktalar, ¢

hiz1 ile saga hareket eder (Sekil 2.1). Boylece (2.1) dalga denkleminin genel ¢oziimii, ayn1 hizla sola ve

saga yayilan iki dalganin iist iiste bindirilmesinden ibarettir.

y & teo
/]j(;_)\ y =y (x)
a
(a,o) t=1
m y=1% (x-c)
(c+a,0) f
t=2

/m Yy = (x-2c)
(2c+a,o0) ;

Sekil 2.1. Dalga hareketleri



2.2.2. Homojen Dalga Denklemi icin Baslangi¢c Deger Problemi

Homojen dalga denklemi i¢in 6nemli bir problem baglangi¢ deger problemidir.

u, —c’u, =0, —0<x<0,0< <00 (2.4)
u(x,0) = f(x), —o0 < x< oo (2.5)
u,(x,0) = g(x), —co< x <o (2.6)

problemine, homojen dalga denklemi i¢in baslangic deger problemi denir. Bu problem, fiziksel olarak,

uzunlugu sonsuz farz edilen titresen bir telin (sicimin) serbest salinimlarini verir.

Simdi, problemin bir ¢6ziimiiniin mevcut oldugunu varsayahm. Bu ¢ozim, ¢ ve ¥ C :

siifindan fonksiyonlar olmak iizere, (2.3) seklindedir. Buradan (2.5) ve (2.6) baslangi¢ kosullarinin

saglanmasi icin

u(x,0) =¢(x) +y(x) = f(x) 2.7

1,(x,0) = c[g' () =y (0] = g(x) 28)
olmalidir. (2.8) den derhal

1 X
p0) -y () == [ g(£)ds + K 29)
cy
yazilabilir. Burada x,, ve K keyfi sabitlerdir. (2.7) ve (2.9) denklemlerinden @ ve Y coziilerek

1 1 7 K
D)=+ j 8(§dE+

1 1 ¢ K
v =2 f)- j 8(&dE -

ve dolayistyla (2.3) den

u(x,t) =@(x+ct)+y(x—ct)

1 1 A
=5[f<x+cz>+f<x—cr>]+2—c[ j g(&)- j g(&)dé]

x+ct

“Lrran+ fa-enle - g(©ae 210
2 2c

x+ct

elde edilir. Boylece asagidaki teorem ifade edilebilir.



Teorem 2.2.2.1.

Eger f(x)€ C*(—o0,0) ve g(x)€ C'(—oo,00) ise (2.10) fonksiyonu (2.4)-(2.6)

baslangi¢ deger probleminin tek ¢oztimudiir.

Ispat: Teoremin ispati dogrudan dogruya yukaridaki incelemelerden ve (2.10)nun istenen
ozelliklere sahip bir ¢oziim oldugunun gerceklenmesinden gikar. Ustelik insa geregince ¢oziim tektir.
(2.10) ¢oziimiine d’Alembert formiilii adi verilir. Baslangi¢ verilerinin analitik olmasinin

gerekmedigine dikkat edilmelidir.
Sonug 2.2.2.1.

(2.4)-(2.6) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii baslangi¢ verilerine siirekli bagimlidir. Yani
eger u*(x,t),
u (x,0)=f (x)
u, (x,0) = g (x)

baslangi¢ kosullarini saglayan diger bir ¢oziim ise ve eger herhangi bir € > 0 igin

[FO-F (] <8E) . [s(x)-g (0] < SE)

ise, bu takdirde ‘u(x, t)—u"(x, t)‘ <€ dur.

Ispat: Ispat dogrudan dogruya d’Alembert formiiliinden cikar. Gergekten 0 <7 < ¢ o icin
u(x,t)—u" (x,1)| < 5\f(x+ ct)= £ (x+ct)

+%‘f(x—ct)—f*(x—ct)‘
1x+CT
+5 J-

x—ct

8(&)—g (Eds
<e

dir. Burada €= 8(1 +ct,)) dur.

Tanim 2.2.2.1.

Eger bir problemin ¢oziimii var, tek ve verilere siirekli bagimli ise, probleme iyi konulmus
problem denir.

Su sekilde (2.4)-(2.6) baslangi¢ deger problemi iyi konulmus bir problemdir.



Ornek 2.2.2.1.

uﬂ = czuxx
u(x,0) = x>} baslangic deger probleminin ¢6ziimiinii bulunuz.

u,(x,0)=x

Coziim: (2.10) d’ Alembert formiiliinden

x+ct

1 \ g1
u(x,0) = |+ en)’ + (r=er) ‘+Z [éag

x—ct
3 2,2 1 2 2
=x +3xc’t +—‘(x+ct) —(x—ct) ‘
4c
= x> +3xc’t* + xt
bulunur.

d’ Alembert formiilii, ¢oziimlerle ilgili onemli sonuglara sahiptir. Bu sonuclar1 ifade etmek i¢in,

Xt -diizleminde bir (xo,to) noktast alalim ve bu noktadan gecen iki karakteristigi cizelim. Bu
karakteristiklerin denklemi x * ¢t = x, £ cf, olur. Bu karakteristikler x eksenini (yani baslangic

dogrusunu) (x, —ct,,0) ve (x,+ct,,0) noktalarinda keser. d’ Alembert formiilii

X+t

u(x,1,) :%V(xo +cty) + f(x, _Ct0)|+2ic J-g(é)dé:

x—cty

verir. Asikar olarak u(x,—ct,), f ve g baslangic degerlerinin toplam davramsina degil sadece
|x0 —cly, X, +Ct0| araligindaki x lere karsilik gelen degerlerine bagimhidir. Bu nokta ciimlesine,
(x,,%,) noktasina gore bagimlilik bolgesi denir. a(x,,t,)= {x : |x—x0| < cto} ile gosterilir.

Bagimhilik bolgesinin disinda baslangig verilerindeki bir degisiklik, (x,, yo) noktasindaki # degerine

etki etmez (Sekil 2.2 (a)). Diger taraftan, baslangi¢ dogrusunun (x-ekseni) bir I alt aralig1 lizerinde
tanimlanan baslangic degerleri, ¢oziime, sadece bu araligin u¢ noktalarindan uzaklasan iki karakteristik
tarafindan sinirlanan bolgede etki edebilir. Bu bolgeye, araligin etki bolgesi denir (Sekil 4.2(b)).
Araligin u¢ noktalarindan ¢izilen, yakinsayan iki karakteristik tarafindan olusturulan, tiggene de araligin
belirlilik bolgesi denir. Ciinkii ¢coztiim, bu bolge icinde, aralik tizerindeki baslangi¢ verileriyle tam olarak

belirtilir (Sekil 2.2(c)). Ayrica, d’ Alembert formiiliinden ve belirlilik bolgesi tanimindan su sonug ¢ikar:

Eger a < x < b arahginda f(x) =0 ve g(x) =0 ise, bu araliga ait belirlilik bolgesinde © =0 dur.



A A
(xo0.to) (a,b) nin etki
bolgesi
Bagimhihk si e e ( s e e o
Bolgesi \ Te e ettt .
Xo4Cltg a b

(a,b) nin belirlilik
bélgesi

Sekil 2.2. Bagimlilik etki ve belirlilik bolgesi

Ornek 2.2.2.2.

u[[ = Czuxx
u(x,0) = x’ > probleminde, (-3,5) noktasina gore bagimhilik bolgesini bulunuz.
u,(x,0)=x

Coziim: (-3,5) noktasindan gecen X+ ct =-3F5c Kkarakteristiklerinin baslangig

dogrusunun yani X eksenini kestigi noktalar (-3-5¢) ve (-3+5c) dir. Dolayisiyla (-3,5) noktasina goére

bagimlilik bolgesi —5¢ —3 < x < 5¢+3 yani |x + 3| < 5c arahigidir.

Ornek 2.2.2.3.
Ornek 2.2.2.2. de verilen problemde, [ : —3 < x < 2 araliginin belirlilik bolgesini bulunuz.

Coziim: Araligin ug noktalarindan gecen kesisen karakteristikler,
x—ct=-3 ve x+ct=2 dogrularidir. Boylece I arahigmin belirlilik bolgesi, bu dogrular ve X -
1
X+—
2

5
ekseni tarafindan sinirlanan iiggensel bolge yani < 5 — ¢t bolgesidir.




Homojen dalga denklemi i¢in baslangi¢ deger problemi incelemesini tamamlamadan once,

baslangi¢ verilerinin yeteri kadar diizgiin olmamas: halinde ¢6ziimiin nasil bir davranis gosterdigine
aciklik getirilebilir. Basit olsun diye (2.4)-(2.6) baslangi¢ deger probleminde g(x) =0 ve f ninde

2

x5, x>0
f(x)=+0, x=0
—x%, x<0

oldugunu varsayalim. Ag¢ik olarak f"(x) , x =0 noktasinda mevcut degildir. Bu halde, baslangig
deger probleminin ¢éziimii
x*Hc’t, x>t
u(x,t) = 2ctx, |x| <ct
—(x*+ct?), x<—ct
dir. Goriildiigii gibi bu ¢6ziim birinci mertebeden siirekli tiiretilebilirdir, fakat ikinci mertebeden
tirevleri x—ct =0, x+ct =0 dogrulart boyunca mevcut degildir. Bu dogrular, gercekte, (2.1)

denkleminin (0,0) noktasindan gecen karakteristikleridir. Demek ki, baslangi¢ verilerindeki bir

stireksizlik karakteristikler boyunca yayilir.

2.2.3. Homojen Olmayan Dalga Denklemi icin Baslangic Deger Problemi

u, —c’u, =F(x,t), —o<x<oo, 0<t<oo @2.11)
u(x,0)= f(x), —oco<x<oo (2.12)
u, (x,0)=g(x), —o<x<oo (2.13)

problemine, homojen olmayan dalga denklemi igin baslangi¢ deger problemi denir. Burada F'(x,?),

sonsuz uzunluktaki bir sicime etki eden disg kuvveti, 6rnegin yercekimi kuvvetini temsil eden verilmis

bir fonksiyondur.

Kolayca  goriilir ki, eger  Vv(X,1) homojen olmayan dalga  denkleminin
v(x,0) =0, v,(x,0) =0 homojen baslangi¢ kosullarin1 saglayan bir ¢oziimii ve W(x,#) de homojen
dalga denkleminin w(x,0) = f(x), w,(x,0) = g(x) homojen olmayan baslangic kosullarin

saglayan bir ¢oziimii ise, # =V + w da (2.11) homojen olmayan denkleminin (2.12), (2.13) homojen
olmayan baslangic kosullarimi saglayan coziimiidiir. W nun nasil bulundugu oOnceden 2.2.2 de

incelendiginden (2.11)-(2.13) probleminin ¢6ziimiiniin elde edilmesi icin VvV nin, yani
v, — szxx = F(x,t) denkleminin

v(x,0)=v,(x,00=0, —oco<x<+oo (2.14)



baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi yeterlidir.

vV, — szxx = F(x,t) denkleminin (2.14) baslangig kosullarim saglayan ¢oziimiinii bulmak
icin, 6nce

E=x+ct, n=x—ct (2.15)
degisken degisimi ile denklemi f ,1] — karakteristik koordinatlara doniistiirelim.

Boylece

1 F(§+n é_ﬂ) (2.16)

V., =— ,
& 4¢? 2 2¢

denklemi elde edilir.

Dogal olarak bundan sonraki adim, (2.16) nin ©nce f ye sonra 7] ya gore integralini

almaktadir. Bu integraller, ¢6ziime, f ve 7) nin keyfi fonksiyonlarini dahil edecektir. Fakat (2.11) in

(2.12), (2.13) baslangic kosullarini saglayan ¢oziimii tek oldugundan, bu keyfi fonksiyonlar1 baslangic

kosullar ile tayin etmek miimkiindiir.

Simdi, bu denklem gibi, (2.14) baslangi¢c kosullarim1 da f ,M degiskenleri cinsinden ifade
edelim. (2.15) doniisiimii altinda x =0 dogrusu & +7) =0 dogrusuna ve £ =0 dogrusu da £ =17
dogrusuna  doniisiir. § —1 =2ct oldugundan t>0, f >17) olmasim gerektirir. Boylece
Xt — diizleminin st yarist, fﬂ — diizleminde f =17 dogrusunun iist yarisina doniisir. =10
baslangi¢ dogrusu § =1) dogrusuna doniistiigiinden ff} — diizlemindeki bagslangi¢ kosullar1 bu dogru
boyunca verilmelidir. Baslangi¢ kosullarindan ilki = O iizerinde v =0 idi. Bu kosul,

£=nignv=0 2.17)
kosuluna doniisir. =0 igin v, = O baslangic kosulunu doniistiirmek icin, tim X ler icin
v(x,0) =0 olmasimn tim x ler i¢in v _(x,0) =0 olmasi gerektirdigine dikkat edilmelidir. Ciinkii
X e gore tiirev alimirken 7 sabit tutulur. Bdylece baslangi¢ kosullarina # =0 i¢in v_ =0 baslangic
kosulu da ilave edilebilir. Bu kosul, =0 ic¢in v =0 kosulunun bir sonucudur, dolayisiyla ilave bir
kisitlama degildir. Bununla beraber amag igin ilave bir avantaj da saglar. Ciinkii =0 igin
v, =V, =0 oldugu bilindiginden,

v, =Vetv,
Vv, =Cve —cv,
bagintilarindan

§=nicnv,=v, =0 2.18)
sonucu c¢ikarilir. Dikkat edilmelidir ki, (2.17) ve (2.18) deki li¢ kosul bagimsiz degildir. (2.18) deki iki

kosuldan biri, (2.17) geregince baska bir sonucu olur.



Simdi, f =17 dogrusunun iist yar1 diizleminde bir P(éfo,ﬂo) noktasi secelim ve denklemin
¢Oziimiiniin belirlilik bolgesinin grafigini cizelim. Boylece, koseleri
P(&,.1,), P(E,.E,), Py(1,,1,) olan bir iiggen bulunur (Sekil 2.3). Bu iiggen tarafindan

siirlanan bolge D olsun. D iicgensel bolgesi iizerinden (2.16) nin iki tarafinin integralini alalim.

Boylece

Sekil 2.3. Integral bolgesi

j”“j”“ vy dndé=—— [ j”“ 5“7 - n)d?]df

j;°j;°[v‘f(f,m)—vg(f,f)]df— T f*”f &g

ve buradan (2.17), (2.18) baslangic kosullar1 goz 6niinde bulundurularak

1 0 0 -
V(fo’”o) :_ZE _r] F(m,ﬂ)dﬂdg‘:

J‘J‘ §+77 = ”)dndf

(2.19)

elde edilir. Eger gerisingeriye Xt —koordinat sistemine doniiliirse, D {iicgensel bolgesi, tepesi

(xg,t,) noktasi, tabam f=0 baslangic dogrusu ve kenarlari (X,,f,) noktasindan gecen

karakteristikler olan bir D, iicgensel bolgesi halini alir (Sekil 2.4).

Doniisiimiin Jakobiyeni

og.m |t «
ox,t) [ —c

dir. Boylece (2.19) dan



1
v(x,,t,) = _HDI ? F(x,t)(—2c)dxdt
1
= j le F(x,t)dxdt (2.20)

1 ¢ xo+c(ty—t)
=—["ar[" " F(xndx
2C 0 xo—c(ty—1)

veya indisleri kaldirmak suretiyle
1 ¢ x+c(t—7)
v(x,t)=— I dtj F( n)d&dt (2.21)
2C 0 x c(t-7)

elde edilir.

Sekil 2.4. Uggen bolgesi
Boylece (2.11)-(2.13) baslangic deger problemi icin asagidaki teorem ifade edilebilir:
Teorem 2.2.3.1.

F(x,t), —co<x<o0, 0<t <0 yarl diizleminde stirekli olsun. Eger

f e C?(—o0,00), ge C'(—o0,00) ise, bu takdirde

u(x,t) = %|f(x +ct)+ f(x— ct)| + —21 J-xftg(f)df
C ct
(2.22)

+ % JZ jx+c(t_T)F (&, ndédr

x—c(t—7)

fonksiyonunu (2.11)-(2.23) baslangi¢ deger probleminin tek ¢coziimiidiir.

Ispat: Teoremin ispati, dogrudan dogruya, yukaridaki incelemelerden ve (2.22) nin denklemi
ve baslangi¢ kosullarini sagladig1 ger¢eginden ¢ikar.

(2.22) formiili, homojen olmayan dalga denklemi i¢in D’Alembert ¢oziimii olarak bilinir.

F =0 oldugunda (2.22) formiilii (2.10) formiiliine indirgenir. Agiktr ki u(x,?) ¢oziimii, sadece,

|§ - x| < c(t—7) iiggeninin igi ve siri iizerinde bulunan (f —7) noktalarindaki verilere bagimhdir.



Karakteristik iicgen denilen bu iicgen, (X,f) noktasimn bagimhlik bolgesidir. Coziimin F ve

baslangi¢ verilerine siirekli bagimli oldugu da kolayca gosterilebilir. Yani, (2.11)-(2.13) problemi iyi

konulmus bir problemdir.

Ornek 2.2.3.1.

2 —
u,—cu, =1
u(x,0)=x" | probleminin ¢6ziimiinii bulunuz.

u,(x,0)=1

Coéziim: Bu problemde, F(x,t)=1, f(x)=x> ve g(x)=1 dir. Boylece (2.22)

formiiliinden

u(x,t) = %‘(x +ct)? +(x— ct)z‘ + %jxml.df
C x—ct
eI gt

veya islemler yapilarak

2
t
u(x,t) = x> +c’t? +t+3

elde edilir.

2.2.4. Cauchy Problemi

Homojen ve homojen olmayan dalga denklemleri icin yukarida ele alinan baslangic deger
problemlerindeki veriler, X —ekseni ilizerinde verilmigstir. Veriler, xf — diizleminde bir egri iizerinde de
verilebilir. Bu durumda probleme, daha 6nce de ifade edildigi gibi, baslangic deger problemi yerine
genelde Cauchy problemi denir.

Boyle bir problem, kismi diferensiyel denklem yerine bir integral denklem almak suretiyle

kolayca incelenebilir. Bunun igin Divergens teoremi kullanilir. Bu teorem; eger a(x, y) ve b(x, y)
fonksiyonlar1 bir € bolgesine C " simifindan ve © nm kapamginda C simifindan ise,

[[ (a,+b,)dxdy = [ ady—bdx 023

esitliginin gecerli oldugunun ifade eder. Burada sag taraftaki integral ) bolgesinin 0Q  simn
iizerinden pozitif yonde alinmis egrisel integralidir. Basit baglantih bir €2 bolgesinde

u, —Czuxx = F(x,t) denkleminin bir ¢oziime sahip oldugunu varsayalim. Denklemin her iki



=u, icin (2.23) formiiliinii

tarafinin Q)  bolgesi iizerinden integralini alallm ve a=u_, b

uygulayalim. Boylece
jj (u, —c’u,)dcdt = —J. c’u dt +u,dx
Q Ee)
(2.24)

veya

F(x,t)dxdt = — c’u dt +u dx
J.J.Q J.agz X !

0zdesligi elde edilir.
Simdi € bolgesi, keyfi bir (x,,f,) noktasindan gecen C, ve C, karakteristikleri ve bu

karakteristikleri kesen bir I" egrisi tarafindan olusturulan iicgensel bolge olsun. Bu durumda €2 min

sinirt 0Q = C, U C, UT olur. (Sekil 2.5.)
C, karakteristigi iizerinde dx = cdt olup egrisel integralin C, boyunca alinan pargasi i¢in

—J- czuxdt+u,dx=—.[c cu dx +cu,dt
1 1
=—c.[ du
G

c|u()c0 1) —u(x,,t, )|

ve C, karakteristigi iizerinde olup egrisel integralin C, boyunca alian pargast igin

cu dx +cu,dt

2

—J- c’u dt +u,dx = —J-
c, c

= c| du
G,

= c|u()c0 Jty) —u(x,,t, )|
yazilabilir.
P(xo,t0)

x-ct=sabit x+ct=sabit

Pi(x1:t1) Pa(x2,12)
Sekil 2.5. Ucgensel smirli bolge
Boylece (2.24) 6zdesliginden
1 1
u(x,,t,) = E[u(xl,tl) +u(x,,t, )]+2—J'r c’u dt +u,dx
¢ (2.25)

+2ic j jg F(x,t)dxdt



elde edilir. Goriildiigii gibi, (2.25) formiilii, # nun (x,,?,) noktasindaki degerini I" egrisi tizerindeki
U ve onun U U, tirevlerinin degerleri yardimiyla ifade etmektedir. Dolayisiyla (2.25) formiiliiniin
kendisi, agikea, (2.25) in

u, —c’u, = F(x,t)

W=, w| . =g®, ul =hx)

Cauchy probleminin bir ¢éziimii oldugunu belirtir.

Gergekte, bazi kosullar altinda (2.25) in Cauchy probleminin ¢oziimii oldugu gosterilebilir.
Bunun igin, Cauchy verilerinin I iizerinde ve F nin £ bolgesinde siirekliliginin yami sira
(xy,2,) = 1" iken (x,,2;,) = (x,,f,) olmasy, yani (X,,f,) noktast I baslangic egrisine
yaklagirken €2 iicgensel bolgesinin bir noktaya biiziilebilmesi gerekir. Ciinkii bu halde, formiilden,
u(x,,t,) m I iizerinde 6nceden verilen degerleri alacag: agiktr. (x,,#,) — I' iken £ bolgesinin
bir noktaya biiziilmesi, 6rnegin I" nmin egiminin her noktada 1 den biiyiik olmas1 halinde miimkiin
degildir. Bu nedenle Cauchy probleminin ¢dziimiiniin mevcut olmasi i¢in, baglangi¢ egrisinin egimleri

mutlak degerce 1 den kiiciik olan egriler olmasi gerekir. Boyle egrilere uzay-tipi (space-like) egriler

denir. Egimleri mutlak degerce 1 den biiyiik egrilere de zaman-tipi (time-like) egrileri denir. Mesela,
X —ekseni dalga denklemi icin uzay-tipi,  —ekseni ise zaman-tipi egridir. Eger F' = Qise, (4.25)

formiilii, homojen dalga denklemi i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimiinii temsil eder.

2.3. Baslangic—Sinmir Deger Problemleri

Dalga denklemi i¢in, 6nceki kisimlarda ele alinan baslangi¢ veya Cauchy probleminden bagka,
simurlt bolgelere kisitlandirilan fiziksel olaylarla ilgili diger bazi problemlere de karsilasilir. Bu tip
problemlerde baslangic verileri, =0 dogrusunun sonlu bir alt aralifinda, mesela a < x<b

araliginda tanimlanir. Ayrica bu baslangic verilerine ilaveten, aralifin u¢ noktalarinda yani

X=a, x =b dogrulan iizerinde u veya u_) in deerleri de dnceden tanimlanir. Bdylece, homojen

veya homojen olmayan dalga denkleminin, Sekil 2.6. da gosterilen £ bolgesinde yukarida verilen

kosullar1 saglayan ¢oziimleri aranir. Bu tip problemlere baslangic-sinir deger problemleri denir. Dikkat

edilecegi gibi, elde edilen ¢oziimlerin C ? simifindan olmast icin baslangi¢ ve sinir verilerinin siirekliligi
ve tiiretilebilirliligin yan1 sira bu verilen uyumluluk kosullar1 denilen kosullar1 saglamalar1 da gerekir.
Hemen belirtmelidir ki, bunlardan baska baslangi¢-sinir deger problemleri de tanimlanabilir. Burada,

sadece, yukarida tanimlanan baslangi¢-sinir deger problemleri ele alinabilir.



t4

u / / u
(veya uy) / Q// (veya uy)
72 A

d u’ut b

Sekil 2.6. £ bolgesi

Asagidaki teorem, baslangi¢-sinir deger problemlerinin makul problemler oldugunu gosterir.
Teorem 2.3.1.

Dalga denklemi icin yukarida tanimlanan baslangi¢-sinir deger problemlerinin ¢oztimii tektir.

Ispat: v ve w nin farkli iki ¢6ziim olduguna varsayalim. Bu takdirde # = v —w, homojen

dalga denkleminin homojen baglangi¢ ve sinir kosullarimi saglayan bir ¢oziimdiir. Dolayisiyla teoremi
ispat etmek icin gosterilmelidir ki, eSer © fonksiyonu u,, _czuu =0 homojen dalga denkleminin
u(x,0)=u,(x,00=0 homojen baslangig kosullarini ve
u(a,t)=u(b,t)=0 (veya u (a,t)=u_(b,t)=0) homojen sir kosullarii bir ¢6ziimii ise,

u=0 dr.
1) =% [ lecu)? + ) lax (2.26)

integralini g6z oniine alalim. (), sistemin toplam enerjisini verir. /(¢) nin ¢ ye gore tiirevi

()
=l

b
2
(cuu, +uu,)dx

a
olup u, = czuxx oldugu dikkate alinirsa,

di(r) _

zb
c uu_+uu_)dx
dt L(’” )

- ch’: %(uxu, Ydx

=c? [ux (b,t)u,(b,t)—u (a,t)u,(a, t)]



elde edilir. Fakat sir kosullart u, (b,t) =u,(a,t)=0 veya u (b,t)=u (a,t)=0 olmasim

dl (1)

gerektirir. Dolayisiyla =0 veya I(¢)=sabit olur. Baslangigta u (x,0)=u,(x,0)=0

oldugundan, (2.26) dan 1(0) =0 bulunur. Boylece 1(¢) =0 dir. Diger taraftan (2.26) daki integrand
pozitif tammli oldugundan, /(f) =0 ancak ve ancak u (x,7) =0 ve u,(x,#) =0 olmas: halinde

miimkiindiir ki bu © = sabit oldugunu ifade eder. Ancak =0 icin # =0 oldugundan u =0
olmalidir. Bu, teoremi ispat eder.

Simdi baslangi¢-sinir deger problemlerine bir 6rnek olarak,

u, —c’u, =0 0<x<0),(t>0)

u(x,0) = f(x) (0<x<Y)

u,(x,0)=g(x) 0<x<0) (2.27)
u(0,6)=0 (t > 0)

u(t,t)=0 (t>0)

problemini ele alalim. Burada f ve g fonksiyonlart f(0) = f (/)= g(0) = g(¢) =0 uyumluluk

kosullarin1 saglar. Bu problem, fiziksel olarak, iki ucu tespit edilmis bir sicimin serbest salinimlarin

verir. Problemin bir ¢dziimiiniin mevcut oldugunu varsayalim. Bu ¢oziimii (2.3) seklindedir. Coziimii

elde etmek icin (2.3)deki ¢ ve W fonksiyonlar1 baslangig ve siir kosullar1 saglanacak sekilde tayin

etmeye ¢alisabilir. u(x,0)= f(x) ve u,(x,0)= g(x) baslangic kosullar1 kullamlarak (2.3) den

onceden bilindigi gibi
o =1 f+ [ g@de+ 5 0<xsi) 22%)
2 2¢ 0 2
V=2 f o[ e@dE—1 0=x=0) )

elde edilir. Dikkat edilirse, ¢ ve ¥ fonksiyonlari O < x </ kosuluna uyan X ler i¢in tanimhdir.
Boylece 0< x+ct </ ve 0<x—ct </ igin
u(x,t)=¢(x+ct)+y(x—ct)
1
= E[ f(x+et)+ f(x—ct)] (2.30)
1 pxter
[ e ($dg
2c dx—ct
elde edilir. Kolayca gergeklenebilir ki, eger f fonksiyonu C ® siifindan ve g de C " siifindan ise,
l—x

X
(2.30) fonksiyonu < —, < , t20 ile tammlanan iiggen bolgede homojen dalga
C C

denklemini ve baslangi¢ kosullarimi saglar ve baslangi¢ verileriyle tek olarak belirtir. Ancak burada bir



giicliik vardir: f(x), g(x) ve dolayisiyla @¢(x), W(x) sadece 0 < x </ araliginda tanimhidr.
Oysa, f, 0 dan oo a kadar degistiginden biiyiik #’ler i¢in x * ¢t argiimanlar [O,f ] araliginin disinda
da olabilir. Bundan dolay1 biiyiik ’ler igin de u(x,t) yi tayin edebilmek i¢in @(x), W(x) veya
f(x), g(x) fonksiyonlarin [O,K ] araiimn  disina  genigletmek gerekir. Bunun igin
u(0,1) =0, u(l,t) =0 sir kosullarim kullanacaktir. (2.3) den

dc)H+y(—ct)=0  (t=0)

Ul +ct)+y(l—ct)=0 (t=0) 2.31)
elde edilir. Eger x = —ct konursa (2.31) deki ilk baginti

p(x)=-¢(-x) (x<0) (2.32)
ve X = { + ct konursa (4.31) deki ikinci bagint1

d(x)=—w(2l—x) (x20) (2.33)

olur. 0 < x </ arahginda @(x) bilindiginden (2.32) kullamlarak — ¢ < x <0 araliginda ¥ (x)
bulunabilir. Boylece — /¢ < x </ aralifinda ¥(x) elde edilmis olur. ¥(x), 0 < x </ aralifinda
bilindiginden, (2.33) kullamlarak ¢ < x <2/ araliginda @(x) bulunabilir. Simdi ¢ ve W

fonksiyonlar1 2/ uzunlugunda bir aralikta tanimlidirlar. Diger taraftan (2.32) ve (2.33) baglantilarindan
P2l+x) = —y=¢(x)
y2l+x) = y(x) (2.34)

elde edilir. Yani, ¢ ve W fonksiyonlar1 2¢ periyodik fonksiyonlardir, dolayistyla tiim reel degerli X

ler i¢cin tanimhidirlar. Diger taraftan f(x) = @(x)+ W (x) ve g(x)= C[¢' (x) -y (x)] oldugundan

f(=x)= ¢(=x) +y(~x)
= -y () - p(x) =—f(x)
g(=x) = cl¢'(—x)—y' (-x)]
= cley' () - p(0)]=-g(x)
fx+20)= f(x)
g(x+20)=g(x)

elde edilir. Bu formiiller, f ve g fonksiyonlarinin [O,f ] arahigmin digina ¢ikarak [— l ,0] da devam

ettigini ve bu fonksiyonlarin 2¢ periyotlu periyodik fonksiyonlar oldugunu gosterir.



Demek ki, eger f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 0 < x </ araliginin disina 2/ periyotlu tek

fonksiyonlar olarak genisletilebiliyorlar ise, problemin sinir kosullar1 da saglanacak ve ¢ozim (2.30)

formiilii ile verilecektir. f(x) ve g(x) in genisletmeleri sirastyla f ve g ile gosterilirse sonuglart

bir teorem olarak ifade edilebilir.

Teorem 2.3.2.

P~ . . L 2 1 .
Eger f ve g fonksiyonlar tiim reel eksen iizerinde sirasiyla C~ ve C sinifindan ise,

uet) =[xt en+ Foe—en]— [ g&as (235)
2 2(7 x—ct

fonksiyonu (2.27) baslangi¢ sinir deger probleminin tek ¢oziimiidiir.

Uyar1 2.3.1.

]? fonksiyonunun C ®ve g fonksiyonunun C " simifindan olmast icin gerek ve yeter kosul.
i) f ve g nin 0< x </ desirastyla C* ve C' simifindan

ii) f ve g nin 0 < x </ de siirekli

J(x)

X
JHO, (), g.(0),g_(£) meveut
iv) f(0)=f()=g0)=g()=f,(0)=f(0)=0

olmasidir.

i) £, (0)=lim_,

ve benzer bicimde

0 = 1ig ) = £1(0)
- RO =lim T

Uyan 2.3.2.

f ve g fonksiyonlarm 0 < x </ arahiginda bir Fourier-siniis serisine agmak ¢ok kolay bir

sekilde basarilabilir. Eger
S . N > . nax
f(x)zZan smT ve g(x)szn s1n7
n=0 n=0

degerleri f ve g nin fourier siniis agihmlari ise, (2.29) baslangig-smir deger probleminin ¢dziimii

olarak (2.30) dan



u(x,t)= %zan (sin nn'();+ ct) +sin. nfr();— ct))
n=0

_L zlbn (cos nxw(x+ct) _ cos nw(x— ct))
27 = n

veya

- nzuct
u(x,t)= Z[an cos ’ +
n=0

. Nt | . nax
b, sin / sin

nic V4

elde edilir. Burada
a —zj‘ Foosin?ax, b _gr (x)sin 222 dx
"Th VIR ’

dir.

Dolayistyla dalga denklemi fizikte cok onemli yere sahip bir kismi diferensiyel denklemidir. Bu
denklemin ¢oziimlerinden ses, 151k ve su dalgalarinin hareketlerini tanimlamada fiziksel nicelikler ortaya

cikar. Kullanim alani akustik, akiskanlar mekanigi ve elektromanyetikte oldukga fazladir.

2.4. ikinci Basamaktan Hemen-Hemen Lineer Denklemler icin Bir Simflandirma,

Kanonik Forma indirgeme

Ikinci basamaktan, iki bagimsiz degiskenli hemen-hemen lineer bir denklemin en genel sekli

A(x, y)z,, + B(x,y)z,, +C(x, y)z,, + H(x,y,2,2,,2,) =0 (2.36)
dir. Burada A, B,Ce C*[D] dir. Diger yandan

A(x,y = [B(x, »)I* —4A(x, ) C (x,y)

fonksiyonunu tanimlansin.

Tanm 2.4.1.

(2.36) denklemine
i) A(x,y) >0 esitsizliginin sagladig1 noktalarda hiperbolik;
ii) A(x, y) =0 esitliginin sagladigi noktalarda parabolik;

iii) A(x, y) <O esitsizliginin sagladigi noktalarda eliptik



tiptendir denir.

Ornek 2.4.1.

(x2 -z + 2nyy -z, tz,tz, = O denkleminin tipini belirtiniz.

Coziim: A(x,y)=x>—1, B(x,y)=2y,C(x,y)=—1 oldugundan dolayi A(x,Yy)

fonksiyonu

A(x,y)=B> —4AC=4y> —4AC =4y> —4(x* =1)(=]) =4(x* + y*) -4
seklinde elde edilir. Buna gore verilen denklem

D, = {(x, y)ix*+y:>Lx ye R} bolgesinde hiperbolik;

D, = {(x, y:x*+y>=Lx,ye R} cemberi iizerinde parabolik;

D, = {(xiy) x°+y’ <Lx,ye R} acik diskinde eliptik tiptendir.

Bunun i¢in asagidaki Sekil 2.7. ye bakilabilir.

f{\},
1 hiperbolik
.l..( ‘\
-1 .
1 I = X
v eliptik ;
S v N _
ST parabolik

Sekil 2.7. Birim ¢cemberde denklem tipleri

2.4.1. Kismi Tiirevli Denklemlerin Genel Bir Sitmiflandirilmasi

Burada kismi tiirevli denklemlerin genel bir siniflandirilmasi yapilacaktir.



Tamm 2.4.1.

Bir kismi tiirevli denklemdeki bagimli degisken (birden fazla bagimli degisken olmasi halinde
bagimli degiskenler) ve bunlarin denklemdeki biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklemi,
bagimli degisken ile onun tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalmizca bagimsiz
degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. Aksi halde lineer olmayan denklem
adin1 alir.

Iki bagimsiz ve bir bagiml degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi tiirevli

denklemlerin genel formlar1 sirasiyla asagidaki gibidir:
P(x,y)z, +Q(x,y)z, + R(x,y)z=S(x, y) (2.37)
A(X, )2, + B(x,Y)z,, + C(x, y)z,, + D(x, y)z, + E(x, y)z, + F(x,3)2=G(x,y) (238)

(2.37) ve (2.38) denklemlerinde X, y bagimsiz; 7 bagiml degiskendir.
Ornek 2.4.1.

U, -k (U . TU yy)z 0 (k sabit) iki boyutlu 1s1 denklemi ikinci basamaktan lineer bir
denklemdir. Burada x, y,t bagimsiz; U bagimh degiskendir. Diger taraftan

iz, —-z,z,=0

i) z,,2,, —3z,, —6xz, +xyz=0

iii) Zx(ny)2 + 2xzzyy — 3xyzy =0

lineer olmayan denklemlerdir.

Tanim 2.4.2.

Bir kismi tiirevli denklem, denkleminde bulunan en yiiksek basamaktan kismi tiirevlere gore
(denklemdeki biitiin basamakli tiirevlerin ve bagimli degiskenin bulunus seklinden bagimsiz olarak)

lineer ise bu denklem yari-lineer (kuasi-lineer) adin1 alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimhi degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan yari-lineer

denklemlerin genel sekilleri sirasiyla asagidaki gibidir:

P(x,y,2)z, +0(x,¥,2)z, = R(x, y,2), (2.39)

Ax,y,2,2,2,)2, +B(X,y,2,,2,)z, +C(x,,2,2,,2,)2,, + D(x,¥,2,2,,2,) =0 (240)



Bagimsiz degiskenlerin ikiden fazla olmasi halinde (2.39) ve (2.40) a benzer sekilde yari—lineer
denklemler yazilabilir. Her lineer denklem ayni zamanda yari-lineerdir, fakat yari-lineer bir denklem

lineer olmayabilir.

Tanim 2.4.3.

Icinde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ile bagimli degiskenin bagimsiz
degiskenlere gore cesitli basamaktan kismi tiirevlerini kapsayan esitliklere bir kismi tiirevli denklem
denir.

Z bagimli;; x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi tiirevli denklem genel olarak

F(X,Y,2,2,,2,>Z» Ly oeer) = 0 seklindedir. Burada

N PR S
Toox T oy T ax T Y axay Y oyr T

dir. n bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip kismi tiirevli denklemlerin genel sekli,

<

X=(x;,Xy,..,%,),2=(x) olmak iizere F(xl,xz,...,xn,z,le,....,zm,z ’me""):o

X%
formundadir. Burada X,,X,,...,X, bagimsiz degiskenleri; Z ise bagiml degiskeni gOstermekte ve

X BN XY - ’
ox, ox,dy;

z i,j=12,..,n dir. w ile v bagimh; x ile y bagimsiz

degiskenler olmak iizere
v  dw
W—+v—_—=x+Yy

ox  dy
, v e ow
ox dy
sistemi ve U ile v bagimli; X ile y bagimsiz degiskenler olmak iizere

du_d_y

ox dy
ou dv
4=
dy ox

Cauchy-Riemann sistemi iki bagimli, iki bagimsiz degiskene sahip kismi tiirevli denklemlere

A=Yy

0

orneklerdir.

Tanim 2.4.4.

Bir kismi tiirevli denklemde goriilen en yiiksek basamaktan kismi tiirevin basamagina

denklemin basamagi denir.



Ornek 2.4.2.

U,+aU, = c’U o (a,c:sabit) soniimlii dalga denklemi ikinci basamaktan bir kismi

tiirevli denklemdir.
Adi diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimleri, denklemin basamagi kadar keyfi sabit kapsayan

ve her noktasindan teget dogrularin cizilebildigi egri aileleridir. Bu egri aileleri Xy — diizlemindedir.

Kismi tiirevli denklemlerin genel ¢oziimleri ise denklemin basamagi kadar keyfi fonksiyon kapsayan ve
her noktasindan teget diizlemlerin cizilebildigi yiizey ailelerdir. Adi tiirevli denklemlerde Onceden
verilen bir noktadan gecen c¢oziimii arastirirken bir baslangi¢ veya sinir deger problemi ortaya ¢ikar.
Buna karsilik kismi tiirevli denklemlerde ise onceden verilen bir egriden gecen ¢oziimiin arastirilmast

Cauchy Problemi olarak ortaya ¢ikar.
Tamm 2.4.5.

Bir kismi tiirevli denklemi 6zdes olarak saglayan ve keyfi fonksiyon veya keyfi parametre
kapsamayan bir fonksiyona bu kismi tiirevli denklemin bir 6zel ¢oziimii denir. Diger taraftan bir kismi
tirevli denklemin basamag1 kadar (siirekli tiiretilebilir) keyfi fonksiyon kapsayan ve denklemi 6zdes
olarak saglayan bir yiizey ailesine bu kismi tiirevli denklemin genel ¢6ziimii denir.

Keyfi fonksiyon kapsayan bir yiizey ailesinin, bir denklemin genel ¢oziimii olabilmesi icin bu

fonksiyon veya fonksiyonlarin en az denklemin basamag: kadar siirekli tiiretilebilir olmalar1 gerekir.



3. BiR BOYUTLU DALGA DENKLEMIiNiN DEGiSKENLERINE
AYRILABILiR COZUMLERI

Bu boliimde, hiperbolik tipten denklemlerin 6nemli bir ©6rnegi olan, bir boyutlu dalga

denklemlerinin degiskenlerine ayrilabilir ¢6ziimleri incelenecektir.

3.1. Homojen Hal

Uclar sabitlestirilmis bir sicimin titresim hareketi incelerken

U,-c’U,=0,0<x<b,t>0 3.1)
Ux0)=f(x) ,05x<b 32
U,(x,0)=g(x),0<x<bh 2

U@,n=U0(0b,t)=0 ,t=20 (3.3)

seklinde bir baslangic ve sinir deger problemi ele alinabilir. Bazi fiziksel problemleri incelerken
denklemin genel ¢6ziimiinden ¢ok, parametrelere bagli belli formlarda ¢oziim aramak daha uygun
olmaktadir. Genellikle de 6zel tipten ¢oziimlerin aranmasi, fiziksel problemin 6zelliginden dolay: dogal
olarak ortaya cikar. Bunlardan birisi lstel tipten ¢oziimler iken diger bir belli tipten ¢oziim ise
degiskenlerine ayrilabilir formdaki ¢oziimlerdir. Bu durumda kismi tiirevli denklem, adi tiirevli

denkleme doniisiir.

Simdi (3.1) denkleminin

U(x,t)=X(x)T() (3.4)

formunda ¢ziimii aransin. Burada X sadece x in, T ise sadece ¢ nin fonksiyonlar olup en az ikinci
basamaktan siirekli tiirevlere sahip olduklar1 kabul edilmektedir. (3.4)’iin gerekli tiirevlerini, (3.1)’de

yerine yazilirsa

XT"=c*XT =0 (3.5)



olur. (3.5) denklemi ¢>XT ile boliniirse (X7 # 0)

T” _X_” = (3.6)

T X '
elde ederiz. (3.6) ifadesi

T” = X_” 3.7

T X '

seklinde yazilirsa (3.7) nin sag tarafi sadece X e sol tarafi ise sadece f ye baghdir. Bu durumda
t, [0,40) araliginda degisirse sag taraf ¢ ye bagli olmadigindan degismeyecektir. Aym sekilde
X, [0,b] araliginda degisirse bu defa sol taraf x e bagh olmadigindan degismeyecektir. O halde (3.7)

nin her iki tarafi, x,¢ ler degistigi halde sabit kalmaktadir. Yani

X7 T
—= =-A, (A sabit 3.8
2T ( ) (3.8)

dir. Burada A min oniindeki eksi isaretinin incelemede pek onemi yoktur. Ancak ¢oziimiin yapisim

biraz etkiler. Baglangic ve sinir kosullariin kullanilmasi ise ¢Oziimiin yapisina baghdir. Verilen

kosullara bakarak A sabiti uygun sekilde secilmelidir. Mesela limU (x,#) =0 seklinde bir kosul

—oo
verilirse o zaman T'(#) fonksiyonunu trigonometrik formda degil, A nin isaretini degistirerek iistel

formda yazmak daha uygundur.

(3.8) deki A sabitine ayirma sabiti denir. (3.8) den
X"+AX =0, T"+c’AT =0 (3.9)

adi tiirevli denklemleri yazilabilir. Bu denklemlerin genel ¢oziimleri sirasiyla

X (x) = Acos (VAx)+ B sin (V2x) (3.10)
T(t)=D" cos(Vict)+ E sin(\Act) 3.11)

seklindedir. Burada A,B,D",E" keyfi sabitlerdir. Diger taraftan (3.3) ile verilen
U0,t) =U(b,t) =0 sinr kosullart



X0)=Xb)=0 (3.12)
seklinde gelir. X (0) = 0 kosulundan A = O bulunur. O halde ¢6ziim
X(x)=B sin (ﬁx) kosulundan

B sin (ﬁb)z 0 (3.13)

bulunur. Burada B #0 olmalidir. Aksi halde asikdr ¢oziim bulunur. (3.13) den

JAb =nz,n=12... elde edilir. O halde buradan

2.2

A =—"—,n=12.. (3.14)

n bz
olmalidir. Buna gore her n€ N igin
. | n7tx
X,(x)=8B, sm(Tj (3.15)

fonksiyonu (3.9) daki birinci denklemin (3.3) sinir kosullarini saglayan ¢oziimiidiir. Diger taraftan (3.14)

degerleri (3.11) ¢oziimiinde kullanilirsa
Tn (1) = Dn COS(th+E sm(th (3.16)

olur. (3.15) ve (3.16), (3.4) de yerine yazilirsa verilen dalga denkleminin sadece (3.3) sinir kosullarini

mj +E, sin(nfcﬂ S n=12,..

seklinde olur. Dalga denklemi lineer oldugundan iist iiste bindirme kurallindan

U(x,t)= ZSin%{Dn cos(nij +E, sin[nTmﬂ (3.17)
n=1

saglayan ¢oziimii her n€ N igin

U, (x,t) =sin % {Dn cos( 1

yazilabilir. Burada D, = B, D: JE, = BnE: dir. (3.17) ifadesi bir bigimsel ¢6ziimdiir. (3.17) deki ilk

baslangi¢c kosulunun (3.17) de kullanilmasiyla



U(x,t):f(x):ZDn sin(%) ,0<x<b (3.18)
n=1

olur. Diger taraftan
U,(x,t)= ZSin(@j -D, @sin(mmj+ E, @cos(mmj
o b b b b b

olup (3.2) deki ikinci baslangi¢ kosulunun kullanilmasiyla

U, (x,0) = g(x) = ZE TSm(”ij (3.19)

. | m7x
elde edilir. (3.19) un her iki tarafi Sln[Tj ifadesi ile carpilip 0 dan b ye kadar integrallenirse

- . (nmx b
If(x) s1n( jdx = z D J.sm( 5 jsm (7) dx=D, 5 (3.20)

n=

olur. Ciinkii

b

I sin[ﬂj sin(@ dxj dx=<p

0 b b —.m=n
2

dir. Boylece (3.20) den

2 nix
D =— x)sin| — |dx 3.21

. | m7x
elde edilir. Aym sekilde (3.19) un her iki tarafi SIH[TJ ile carpilip 0 dan b ye kadar

integrallenirse,
b I b
mx nic mx nix
x)sinfl — |dx= ) E sin sin dx
!g()(bj be(bj(b]
_E mﬂ'cbéz £ mic (3.22)



olur. Boylece (3.22) den

E, :—J.g(x)sm( ) jdx (3.23)

elde edilir. (3.21) ve (3.23) katsayilar1 hesaplanip (3.17) de yerine yazilirsa istenilen kosullar1 saglayan

serisel ¢coziim

U(x,t)= ZsmT { jf(x)sm( b jdx}c()s(”chj

{ I g(X)Sm( 5 jdx} i (n;mj (3.24)

olarak bulunmus olur.

Ornek 3.1.1.

U,-c’U,=0,0<x<b,t>0

U(x,0) = Asinax ,0<x<b, (A, wsabitler)
U0 =1,0<x<b

U (0,1) =0,1t2>20

U(b,t) =0,1t2>20

baslangi¢ ve sinir deger problemini ¢oziiniiz.

Coziim: Bu denklemin U(0,) =U(b,t) =0 kosullarini saglayan ¢oziimii (3.17)

bagintisindan

oo Zon( | ol ) nal )

seklindedir. Simdi U (x,0) = Asin @wx,U, (x,0) =1 kosullari kullanilsin.




Ux0)=Asinax =3 4, sin[%j
n=1
esitliginden
21 nx
A = —IAsin ax - sin(—j dx
by b

2A%1 ( nn’j ( nfrj
=—|—|cos| w—— |x—cos| w+— |x |dx
b 2 b b

4 —— sin(bw—nr) —Lsin (bw+nrw)
b|bowo—nrx bw+nr

é_

b

L (sinbwcosnr) — L (sinbwcos nﬂ}
| bw—nrx bw+nr

= A(-1D" ! - ! jsin bw
bo—-nrxr bw+nrxw

=AD" 2.2

wob+nr—-bw+nr) .
5 sinbw
b w* —n*zm

" 2nrw .
= A(-1 mj sinb@

bulunur. Diger kosulun kullanilmasiyla,

U,(x,0) = 1—23 TSin(’Wj

b

olup buradan B, katsayisi

B, = jl s1n(n7zxja’x:i —icos(@j
nae b b nmw| nx b

2b 2b "
=—— z[cosnﬂ—l]zm[l—(—l) ]

cn°mw
4p
— , n=2k+1
=scen’n?
0 ,n=2k ; k=0,12,...
veya
B, =0, B, , :L , n=0,12,...

e’ (n+1)?



olarak elde edilir. O halde serisel ¢oziim

U(x,t)= 27rAs1nb(oZ 2n 1n(2nﬂxjcos(2mmj
~ b’ -Q2n+)’x’ b b
+Z (2n+l)ﬂ:xj 2 Asinbo-— 2(2n+1)7£ : 2COS((2n+1)mj
bw —-2n+D)°x b
4b . ((2n+1)71’ctj
+ 2 2 Sin
ct - (2n+1) b

seklindedir. Bu seri yakinsak ise o zaman U (X,?), dalga denkleminin verilen baslangig ve sinr

kosullarini saglayan ¢6ziimii olur.

Tamm 3.1.1.

Elde edilen bu serisel ¢oziimler yakinsak degilse ¢oziime bigimsel (formel) ¢6ziim denir.

Bu durumda, (3.2) ile verilen f(x) ve g(x) fonksiyonlarimn trigonometrik, yani,

P>q € Z olmak iizere sin(px), cos(gzx) tipindeki fonksiyonlarin lineer birlesimleri oluyor ise

bu durumda serisel ¢oziim sadece sonlu ¢okluktaki terimlerin toplamindan olusur.

Ornek 3.1.2.

U,-16U_=0;0<x2,t>0

U (x,0) = 6sin(zxx) — 3sin(47x) ; 0< x <2
U,(x,0)=0 ve |U(x,1)| < M
U@0,n)=U(2,1)=0;120

baslangi¢ ve sinir deger problemini ¢oziiniiz.

Coziim: Verilen denklemin U (0,7) = U (2,1) = 0 sinir kosullarini saglayan ¢oziimii, ¢ = 4

icin



U(x,1) = Zsm( > j[A cos(2na) + B, sin(2n7)]

formunda olup (3.1)’den

2
A = i! [6sin(7zx) — 3sm(47z:x)]sm[ : jdx

—6js1n(mc)s1n[ 5 jdx 3] s1n(4n'x)s1n[ 5 jdx

yazilabilir. Bu esitlikteki ilk integral n = 2; ikinci integral 7 = 8 icin hesaplanirsa, A, katsayist

6 ,n=2
A =
{—3, n=28

olarak bulunur. Diger taraftan g(x) =0 oldugundan, B, = O dir. O halde, tiim baglangig ve simr

kosullarini saglayan ¢6ziim
U(x,t) = 6sin(7zx) cos(4a) — 3sin(4zx) cos(167r)

olarak bulunur.
3.2. Homojen Olmayan Hal

Simdi
U,-c’U,=F(xt) ,0<x<b, t>0 (3.25)

U@,1)=0, t> 0}

(3.26)
Ub,t)=0,t>0
Ux,00=0, 0<x<b

(3.27)
U,(x0)=0,0<x<b

sinir ve baslangi¢ deger problemini goz Oniine alinsin. Burada sinir ve baslangi¢ kosullarinin homojen
olduguna dikkat edilsin. Fiziksel olarak bu problem, sicimi hareket ettiren bir dis kuvvetin mevcut

oldugunu ve sicimin denge konumundan (baslangi¢ konumu ve baslangic hizi sifir) dig kuvvetin

etkisinde kalarak hareket ettigini gosterir. Simdi ¢, ’ler belirlenmek iizere (3.25) denkleminin



Un=3 0,0 sin(%j (3.28)
n=l1

formunda bir ¢6ziimii aransin. Burada (3.28) in (3.26) sinir kosullarini sagladigina dikkat edilsin. Eger
(3.28) uygun bir bolgede yakinsak ise o zaman bu bi¢imsel ¢6ziim gercek ¢oziim olur ve homojen sir

kosullarini saglar. Bunun yaninda
®,(00=0, ¢ (0)=0, n=12,... (3.29)
kosullar1 gerceklenirse o zaman (3.28) fonksiyonu (3.27) baslangic kosullarini da saglar.

(3.28) den U, , U, tiirevleri hesaplanip (3.25) homojen olmayan dalga denkleminde yerine

( ;ch =F(x,1)

2

yazarsak

Z¢ (t)sm[ j+c z

I’l27l'2C2
olur. Buradan a)j = olmak iizere
- » . nix
> [% )+, (t)]sm(Tj =F(x,1) (3.30)
n=l1

yazilabilir. (3.30) un her iki tarafim SIn 7 ile carpip x =0 dan x = b ye kadar integre edilirse

. | nx
sm(TJ, (n=1,2,...) lerin diklik 6zelliginden

o)+, (1) == jF(x t)s1n( . jdx— F.(t) (3.31)

yazilabilir. Diger taraftan @ (f) + (03 @, (t)=F, (t) denkleminin (3.29) kosullarii saglayan

¢Oziimiiniin
0,0 =— [ F,(&)sinle, (- O)la¢ 63)
n 0

seklinde oldugu daha sonra da ifade edilebilir.



(3.32) nin (3.28) de yerine yazilmastyla bi¢imsel ¢6zim

U(x,t)= i sm(%){%j F,(&)sin[w, (t - &)] df} (3.33)

seklinde bulunur. Burada F (¢ ) (3.31) esitliginden hesaplanmaktadir. Ayrica ?, (t) fonksiyonunun

her secimi i¢in (3.28) ¢oziimii; (3.26) sinir kosullarini saglar.

Not 3.2.1.

U,-c’U, =0, 0<x<b, t>0
U@©,t) =U0Mb,t)=0,1t=20
Ux,0) = f(x), 0<x<b
U,(x0) =g(x), 0<x<b

olarak tammlanan Cauchy probleminin ¢oziimii U, (x,1);

U,-c’U, = F(x,t),0<x<b ,t>0
U@,t) =Ub,t)=0,1t2>20
Ux,00 =0, 0<x<bh
U,(x0=0,0<x<b

probleminin ¢oziimii U, (x,7) ise bu takdirde

U,-c’U,_ =F(xt) ,0<x<b,t>0
= = >
uo,n=uwm,t)y=0 ,t=20 (3.34)
U((x,0)= f(x) ,0<x<bh
U,(x,0)=g(x) ,0<x<b

seklinde tanimlanan Cauchy probleminin ¢éziimii

Ux,t)=U,(x,t)+U,(x,t) (3.35)



formundadir. Halbuki U (x,1), (3.1)in (3.2) ve (3.3) kosullarim saglayan ¢6ziimiidiir. Bu ¢ziim daha

once (3.24) ile verilmektedir. Diger taraftan U, (x,#) ¢oziimii ise (3.33) ile verilen ¢dziime esittir.

Boylece (3.34) Cauchy probleminin (3.35) ile ifade edilen ¢oziimii

n=1

U(x,t)= i[An cos(w,t)+ B, sin(w,1)] sin(%j

1 zsm(%j{wi [F,(sinl, -] dé}

(3.36)
olur. Burada
2 niux
A =— x)sin | — |dx,
.= j f(x) ( ; j
2 ° nmx
B =—— x)sin| — |dx,
" nirc'([g( ) ( b j
b
F.() =2 [ F(x,t)sin(ﬂjdx  n=12,.
by, b
dir.
Simdi
”(t ‘0’ (t)=F
?,( )+wn¢’n,( )=F(1) 337
9, (0)=0,¢ (0)=0, n=12,....

baslangic deger probleminin nasil ¢oziillecegi goriilebilir. Bunun i¢in 6énce L@, 2(0: +a)j Q,

seklinde L operatorii goz oniine alinsin. Ote yandan ¥/, nin en az ikinci basamaktan tiireve sahip bir
baska fonksiyonu olmak iizere

yLo, — o, Ly =y (9, + 0}9,)— ¢, + 0Xyw) =y, -y

d , , (3.38)
= E(W% Q)

1

yazilabilir. Diger taraftan (3.37) denklemi, L operatorii yardimyla L@ () =F (¢) seklinde

yazilabilir. Simdi, ¥/ fonksiyonu L¥ =0 olacak sekilde segilsin. Bunun bir 6zel ¢dziimiiniin ¢ sabit



olmak iizere W(&) =sin[@, (r —&)] seklinde alinabilecegi agiktir. Bu agiklamalari da goz Gniine

alarak (3.38) in her iki tarafi f =0 dan f =1t ye kadar integrallenirse,

0 ' d ’ ’ ’ ’ t
[wie, -p,Lp)ds = jd—g(m —p W) dE =g, - |,
0 0

olur. Boylece

[F,&)sin(a, (t -0 dé = e, —op) |,

=g ($sin(®, 1 = &) + @,9,(&) cos(@, 1 = |,

=[¢ (1) sin(@, -0)+ @, @, (1) cos(m, -0)]-[¢ (0)sin(@,1) + @, ¢, (0) cos (@,1)]
=0,9,(1)

’

olur. Ciinkii baslangig kosullarindan ¢/ (0) =0 dir. Burada istenilen kosullari gerekleyen ¢oziim

¥ =—— olmak iizere

dg

t

0,(0)=— [ F,(&)sina,(t - &)dé
a)n 0

olur.

Ornek 3.2.1.

U,-c’U, = F,sinwt, (F,,o reelsabitler) 0<x<b
uo,) = Ubt)=0,t=>0

Ux0) =0,U0,(x0=0, 0sx<b

Cauchy problemini ¢6ziiniiz

Coziim: f(x)= g(x) =0 oldugundan (3.36) ¢oziimiindeki A, ,B, katsayilari sifir olur.
Diger taraftan (3.31) den dolay1 F, (t) fonksiyonu



2% . [ nmx
RO = ! F(x,t)sm[Tjdx

b
- 2 I F, sin aox sin[@j dx
by b

2F,sinax b
= —————[1-(-D"]
b nw
4Fos—1na)t , n tekise
= b
0 , n ciftise
olup boylece
4F, sin ax
F, (1) :ﬂ  k=01.2,...
QRk+Drx

bulunur. Bunu, (3.32) bagintisinda kullanilirsa,

1 [4F,sin a)f

2(n i) sin[@,,,,, (t = $)1dg

Pt (1) =

2n+l 0

= Lj-sm(a)f) sin[@,,,, (t —&)1d&

2Mﬂ'(2 n+l)3

J-{COS[(I)f @,,,,(t = &)]—cos[a + @, (t - 5)]}‘[4:

W
2bF,
- —(2n " 1)02% j{COS[((()+ w,, )¢ -, . t]-cos[(w—m,, )é+ w2n+1t]}df
0

2bF, 1 )
:(%HJ;m{w+w SIN(@+ @y,1)6 =~ By1]

2n+l
t

— ; Sin[(a) — Wy, )5 + a)2n+1t}

2n+1 £=0

2bE .. (sin @
2

= > t—sin wr)
QCn+1)* m(w? -@5,.,)

n+l

bulunur. Bu fonksiyonu (3.28) de yerine yazip diizenlenirse Cauchy probleminin serisel ¢oziimii

.

U( t) 2bFO z 2n+l1
X, =
w5 en+) (0 -al,)

.n((2n + 1)7ch

[sin(@,,,,t) —sin(wt)]



» 2n+Dmc
olarak elde edilir. Burada @,,,, = T dir.

3.3. Dikdortgensel Bolgede iki Boyutlu Dalga Denklemi

Bir onceki kisimda, diizlemde, bir boyutlu ¢esitli dalga hareketlerini incelendi. Bu kisimda
D= {(x, ¥):0<x<a,05y<b;x,ye R} dikdortgensel bolgesine yerlestirilmis bir zar veya
levhanin titresim hareketinin zamanla nasil degistigi incelenecektir. D bolgesine yerlestirilmis zarm
kenarlarinin tamamen sabitlestirildigini varsayalim. Herhangi bir # aninda titresen zarin hangi konumda

oldugunu veren U (x, y,t) fonksiyonunu bulmak igin

U,-c’U,+U,)=0;0<x<a,0<y<b, >0 (3.39)
Ux,y,0)=f(x,y);0<x<a, 0<y<bh (3.40)
U,(x,y,0)=g(x,y);0<x<a, 0sy<b .

UQ©,y,t)y=U(a,y,t)=U(x,0,t) =U(x,b,t) =0 3.41)

seklinde tamimlanan baglangi¢ ve simir deger probleminin ¢oziilmesi gerekir. Burada f ve g, D
bolgesinde, diizgiin yakinsak katli Fourier serisine agilabilen fonksiyonlardir. Bir baska deyisle,

f ve g, Dirichlet kosullarini saglamalidir.
Simdi (3.39) denkleminin
Ux,y,0) =X ()Y ()T (1) (3.42)

formunda degiskenlerine ayrilabilir tipten ¢oziimil aranabilir. (3.42) nin gerekli tiirevlerinin (3.39) da

yerine yazilmast ve ¢ XY7T ile her iki tarafin bélinmesiyle

X" v
_A (3.43)
X Y

bulunur. (x,y)€ D noktalari, D bolgesinde degistigi halde, (3.43) iin sol tarafi degismemektedir.

Benzer sekilde > (0 zaman degiskeni degistigi halde (3.43) iin sag tarafi degismemektedir. O halde,

(3.43) iin her iki tarafi da aym sabite esittir. Boylece k bir ayirma sabiti olmak iizere



=t —=—k> (3.44)

A el (3.45)

—— =—k*—=—=—h?, (h ayrma sabiti) (3.46)

yazilabilir. Boylece (3.44) ve (3.46) dan
T"+k*c’T =0
X"+h’X =0

Y +I1’Y =0,1"=k*-h*

olup bu denklemlerin genel ¢oziimleri, A, B,C, D, E, F' keyfi reel sabitler olmak iizere, sirasiyla

T (t) = Acos(kct)+ Bsin(kct) (3.47)
X (x) = Ccos(hx) + Dsin(hx) (3.48)
Y(y) = Ecos(ly)+ F(sinly) (3.49)

bulunur. Diger taraftan (3.41) siur kosullar: sirasiyla
X(0)=0, X(a)=0 (3.50)
Y(0)=0, Y(b)=0 (3.51)
sekline gelir. (3.50) kosullarinin (3.48) ¢6ziimiine uygulanmastyla,

X (x)=D, sin(ﬂ} m=1.2,..
a

bulunur. Tamamen benzer sekilde, (3.51) in (3.49) da kullanilmasiyla,



Y (y)=F, sin(%j, n=12,..

elde edilir. Buradan

U, x,y,t)=D, F, sin(ﬂj sin(%j[Amn cos(«,,ct)+ B, sin(e,, ct)]
a

veya

v, (x,y,t)=[M,, cos(ex,, ct)+ N, sin(&,, ct)] sin(ﬂj sin(%j
a

olur. Burada

an = Dm Fl‘l Amn

Nmn = Danan
, _m'm’ n’m’
n _7+b—2

dir. iki boyutlu dalga denkleminin lineer olmasi nedeniyle U e l€rin toplamlari da aym denklemi

saglar. O halde, tiim sinir kosullarini saglayan bicimsel ¢oziim,

Ux,y,t) = S [M,, cos(@,,ct) + N, sin(@,,cr)] sin[@j sin(%) (3.52)
a

m=l n=1

olarak bulunur. Burada M, , N, keyfi parametrelerdir.

mn?

Simdi (3.52) ¢oziimiine (3.40) baslangic kosullari uygulansin. U(x,y,0) = f(x,y)

kosulundan
O . (max) . (n
U(x,v,0)= f(x,y) = ZZMW sm(—j s1n[7ﬂyj (3.53)
m=1 n=1 a
. X\ .
elde edilir. (3.53) iin her iki tarafim Sln(p—j Sln(%j ile carpp D bolgesi iizerinden
a

integrallenirse m # p, n # q igin sagdaki integrallerin sonucunun sifir olmasi nedeniyle M,

katsayis1 m = p, n=¢q igin



4 . (mmx) . (nxy
M =— x, y)sin| — |sin| —= |dy dx 3.54
- abﬂf(”(aj(bjy (3.54)

olarak bulunur. Ote yandan (3.52) nin her iki tarafi 7 ’ye gore tiirev alimp sonra ¢ yerine sifir yazilirsa,
— . (mmx) . (n
U,(x,,0)=g(x,y) = ZZNmamcsm TR G| 2
m=1l n=1 a b
p7x

bulunur. Bunun her iki tarafi yine Sin(—

jsin(%) ile carptip D dikdortgeni iizerinden
a

integrallenirse N, = katsayisi p =m, g =n igin
4 % mix nay
o = —_” g(x,y) sin(—j sin(—j dy dx (3.55)
a,, abc | a b

seklinde elde edilir. (3.54) ve (3.55) ile hesaplanan katsayilar (3.52) de yerine yazilirsa biitiin baslangi¢

ve sinir deger kosullarini ayni anda saglayan ¢oziim elde edilmis olur.

M N, katsayilarini hesaplarken (3.53) deki iki kath serinin diizgiin yakinsak oldugunu

mn?

kabul edilmektedir. Aksi halde integral ile toplamin yer degistirmesi miimkiin olmayabilir.

Tanmm 3.3.1.

(3.39), (3.40) ve (3.41) ile tanimlanan Cauchy problemindeki f (X, y) fonksiyonuna titresimin

baslangi¢ konumu, g(x, y) fonksiyonuna ise baslangi¢ hiz1 denir.
Ornek 3.3.1.

U,-c’U,+U,)=0 ,0<x<m 0<y<z, t>0
U(x,y,0)=x"y’ , 05x<7m 0<y<nrx
U,(x,y,0)0=0 ,0<x<rxm 0<y<rx
UQ©,y,ty=U(m,y,t)=U(x,0,t) =U(x,7,t)=0,t =0

olarak tanimlanan Cauchy problemini ¢6ziiniiz.



Coziim: g(x,y)=0 oldugundan (3.52) deki N, Kkatsayist sifir olur. Bu durumda biitiin

sinir kosullarini saglayan ¢oziim, @ = b = I olmasi nedeniyle

U(x,y.t)= iian cos[(m” +n*)ct]sin(mx) sin(ny)

m=1 n=1

dir. U(x,y,0) = x*y* kosulundan
U(x,y,0)=x"y* = ZZMW sin(mx) sin(ny)
m=1 n=1

elde edilir. (3.54) den

4
r’

O"—-\l

J. ?y? sin(mx)sin(ny) dy dx
0

= iz D x* sin(mx) dx}{ I y? sin(ny)dy}

4
Y T Tk
ﬁz{ SUS (2)}
m n
16 m+n

olup boylece verilen problemin ¢oziimii

m+n

U(x,y,t)= 1622 = ) cos[(m +n*)ct]sin(mx)sin(ny)

m=1 n=1
olarak bulunur.

Uc boyutlu uzayda bir prizma icine yerlestirilmis bir cismin veya gazin (bir dis kuvvetin
etkisinde kalmaksizin) serbest titresim hareketi yapmasi halinde bu defa ii¢ boyutlu dalga denklemi
ortaya cikar. Baslangic konumu veya baslangic hizindan en az birinin sifirdan farkli ve sir

noktalarinda titresimin sifir olmas: halinde herhangi bir ¢ anindaki cismin konumunu veren

U(x,y,z,t) fonksiyonunu bulmak i¢in

U,-c’U,+U,+U_)=0;0<x<a,0<y<b,0<z<d,1>0 (3.56)



U (xy,200=f(xy.2)

:0<x<a,0<z<d} (3.57)
U,,(x,y,2,0)= g(x,y,2)

UQ,y,z,t)=U(a,y,z,t) =U(x,0,2,t) =U(x,b, 2,1)

(3.58)
=U(x,y,0,t) =(x,y,d,t)=0, t =20
seklinde tanimlanan bir Cauchy probleminin ¢6ziilmesi gerekir. Yine (3.56) nin
Ux,y,200)=Xx) Y (y) Z()T (1) (3.59)

seklinde degiskenlerine ayrilabilir tipten ¢6ziimii aranirsa, gerekli tiirevlerin yerine yazilmasi ve her iki

tarafin ¢> XYZT ile boliinmesi sonunda

=0

e I A M
c’T

T/I X// Y// Z//
X Y Z

elde edilir. Buradan, ayirma sabitinin anlami nedeniyle

7; = X— + Y— + Z— =-A*, (A ayrrma sabiti)
cT X Y Z

yazilabilir. Boylece

T +c*2*’T=0
X_” __p _y_”_z_” (3.60)
X Y Z

olur. Ayirma sabiti diigiincesiyle ikinci denklem

X” Y/’ Z”
=X -—-"=—a’, (& ayirma sabiti)

X Y Z7

seklinde yazilabilir. Buradan

X +a’X =0 (3.61)
Y” z7
7+7 =’ -1 (3.62)

elde edilir. Eger &> — A> = — 8 denirse (3.62) den



” ”

, Z 2 2
= = -1 s ayirma sabiti)
,3 (7 ay

olup eger ,3 2 - /4 *=¢o? , (O ayirma sabiti) denirse,
Y +97Y =0 (3.63)

Z'+0°Z=0 (3.64)

elde edilir. Burada, ayirma sabitlerinin karesinin alinmasi ve eksi isaretinin konulmasi, sadece
coziimlerin trigonometrik formda olmasi i¢in boyle alinmasa ¢oziimler iistel veya hiperbolik

fonksiyonlar cinsinden elde edilmesi ancak miimkiin olabilir. Diger taraftan (3.58) deki
U@,y,z,t)=U(a,y,z,t) =0 kosullar, X (0)= X(a)=0 kosullarina doniigmiistir. Bu

kosullar altinda, (3.61) denklemi ¢oziiliirse

X, x)=B, sin(@j ,m=12,..; (B, lerkeyfi) (3.65)
a

bulunur. Tamamen ayni diisiinceyle

Y'+7’Y=0,Y0)=Y(b)=0
Z"+0%Z=0, Z(0)=Z(d)=0

siir deger problemleri ¢oziiliirse sirastyla

Y (y)=D, sin(%)  n=12,..; (D, ler keyfi) (3.66)
. [ kmz .
Z,(z)=E, sin ek k=12,.; (E, lerkeyfi (3.67)

elde edilir. Diger taraftan (3.60) 1n genel ¢coziimii de

T(t) = M cos(cAt) + N sin(cAr) (3.68)

olur. Ancak @ — A =—,32 den A* =’ +,32 ve ,32 —72 =07 den ,32 =0’ +7/2 olmas1

nedeniyle ‘=a’+ /4 ‘+o? yazilabilir. Diger taraftan, stnir kosullarinin kullanilmasiyla,



olur. O halde, (3.68) ¢coziimil

#H=M,,, cos(4,,ct)+N,, sin(4,.ct); (M,, N, keyfisabitler)

mnk

formunda ortaya ¢ikar. Boylece, tiim sinir kosullarin1 saglayan bi¢imsel ¢6ziim

U(x,y,z,t) = i i i[M;mk cos(A, .ct)+N, sin(A  ct)]

m=1l n=1 k=1
sin(ﬂj sin[ﬂj sin(k—ﬂzj (3.69)
a b d

seklinde elde edilir. Diger iki baglangi¢ kosullarindan

Ux,y,2,0) = f(x,y,2)

U,(x,y,2,0) = g(x,y,2)

. [ p7x (I
bulunur. Bu son esitliklerin her iki tarafi Sln(p j81 (%j Sm(?j ile ¢arpilip yine her iki
a

tarafin D {(x v,2):05x<a,05y<h,0<z<d; x,y,z¢€ R} bolgesi iizerinden integraller

alinirsa serinin diizgiin yakinsakligimin da kullanilmasiyla p =m, ¢ =n, [ =k igin

M 8 ¢ (max) . . (k
= %iggf(x, y,z)sm(ma jsm(nzyjsm( :;Zj dz dy dx



Nr;lnk -
A cabd nkcabd

n

*
o'—.n
O Ly >

d
jg(x,y,z)sin(mmjsin(nszin(kﬂzj dz dydx
0 a b d

katsayilar kolayca elde edilir. Bu katsayilar (3.69) da yerine yazilirsa tiim sinir ve baslangic kosullarim

saglayan U (x, y, Z,1) ¢oziimii ortaya ¢ikmis olur.

Bu kisimda incelenen dalga denklemleri homojen oldugundan, titresim hareketlerini yaptiran

dis kuvvet yoktur. Gerek iki boyutlu gerekse ii¢ boyutlu titresim hareketlerinde, dalganin baslangi¢

konumu ve baglangi¢ hiz1 sifir ise, yani f = g =0 ise, bu durumda hareket olmayacagindan u =0

asikar ¢oziimiiniin ortaya ¢ikacag agiktir. Ciinkii f = g = 0 ise her iki katsay1 da sifir olur.

3.4. Siirlar: Sabitlestirilmis Dikdortgensel Bir Zarin Dis Kuvvetin Etkisi

Altindaki Titresim Hareketi

Homojen dikdortgen bir zarm D = {(x, ¥):0<x<a,05y<h; x,ye R} bolgesine
yerlestirildigi, zarin kenarlarinin sabitlestirildigi ve F(x, y,t) seklinde bir dis kuvvetin etkisinde

kalarak titresim hareketi yaptig1 varsayilsin. Bu durumda, herhangi bir ¢ aninda zarin hangi konumda

oldugunu belirlemek i¢in

U,-c’U,+U,)=F(x,y,1);0<x<a, 0<y<b, t>0 (3.70)
U (x,y,00=f(x,y);0<x<a,0<y<bh 371
U,(x,y,0)=g(x,y);0<x<a,0<y<bh G70
Uuo,y,t)=U(a,y,t)=Ux,0,t) =U(x,b,t)=0;t=>0 (3.72)

seklinde tanimlanan Cauchy probleminin ¢oziilmesi gerekir.

Simdi (3.70) denkleminin

U(x,y,t)= ZZ(/)mn(t)sm( mjsin(?j (3.73)

m=1 n=1



formunda ¢oziimii aransin. Bu ¢6ziimiin, (3.72) sinir kosullarinin tiimiinii sagladigina dikkat edilebilir.
Bu durumda, U(x, y,t) ¢dziimii (3.71) ile verilen baslangi¢ kosullarimi saglayacak sekilde @ (t)

fonksiyonunun bulunmasi gerekir. (3.73) iin gerekli tiirevleri (3.70) de yerine yazilirsa basit bir

diizenlemeyle

o ; ) mir?  nirl . M ‘ ﬂ ~
Z[(omn(t)+c( . + L2 j mn(t)}sm[ . jsm( 5 j—F(x,y,t)

gk

3
I

n=

N o, _m'nt n'mt
elde edilir. Kisa olmasi nedeniyle @,, =———+ )2 denirse son denklem
a
o~ [~ . (m . (n
ZZ [(pmn )+’ me,, (t)]sm M sin| 22| = F(x,y,t) (3.74)
m=1 n=1 a b
. X | .
haline gelir. (3.74) iin her iki tarafi sm(p—j sm(%) ile carpilip D bolgesi iizerinden yine her
a
iki tarafin integrali alinirsa,
” s o ab ¢4 . (mmx) . (nny
[qomn O +c o me,, (t)]— = IIF(x, y,t)sin| —— [sin| —— |dy dx (3.75)
40 a b
bulunur. Burada p,g€ N dir. Eger
4 . (mm) . (n
F, (1) ::—ij(x,y,t) sin| —— |[sin nn dy dx (3.76)
ab a b
denirse (3.75) ifadesi kisaca
@ )+ me,, (t)=F,, (1) (3.77)

olarak yazilabilir. (3.77) ifadesi ikinci basamaktan sabit katsayili homojen olmayan adi tiirevli

diferensiyel denklemdir. Boylece (3.77) nin ¢oziilmesiyle @ (f) fonksiyonlar: daha dnce oldugu gibi,

M

om> N, keyfi parametreler olmak iizere
o, t)=M,k cos(cw, t)+N,k sin(cw, t)

. 3.78
+CL j F, (&)sin[w, c(t—E)]dé -

mn



seklinde bulunur. O halde sadece sinir kosullarini saglayan ¢oziim

U(x,y,t)= Z Z{an cos(cw, t)+ N, sin(cw, t)
m=1 n=1

t (3.79)
L [E,.©)sinl@,,c - &) dE) sin[ﬂj sin(ﬂj
cw a b

mn (O

olarak bulunur. Simdi (3.71) baslangi¢ kosullarim saglayan ¢oziimii arayahm. U (x, y,0) = f(x,y)

den

Uy 0) = ey =M, sm(ﬂj sin(%)

a

m=1 n=1

olur. Burada M, ’ler f(x,y) fonksiyonunun kath Fourier siniis serisi agiliminin Katsayilari olup

daha onceki diistinceyle

4 . (mm) . (nnxy
M =— x, y)sin| — |sin| —= |dy dx 3.80
- ab!!f(y)(aj(bjy (3.80)

elde edilir. U, (x,y,0) = g(x, y) baslangi¢ kosulundan

U,(.y.0) = gx. ) =33 N, a),,mcsin(@j sm(%j

m=1 n=1 a

olur. Burada (3.78) den @, (0) =N, @, c olacagina dikkat edilebilir. Boylece

4 0 . (max) . (nny
N =—— X, y)sin| — |sin| — |dy dx 3.81
n wmncang( y) ( , j ( 5 j y (3.81)

elde edilir. (3.80) ve (3.81) katsayilar1 (3.79) da yerine yazilirsa, tiim baslangic ve sinir kosullari

saglayan ¢coziim

Ulx,y.0) = i i D (1) sin(wj sin(%)
a

m=1 n=1

seklinde elde edilir.



Bir boyutlu dalga denklemleri igin tanimlanan Cauchy problemindeki f ve g fonksiyonlari
tizerine bazi kosullar 6nceden konulmustur. Ancak dalga denkleminin degiskenlerine ayrilabilir tipten
coziimleri arandiginda, ¢oziimlerin varlig igin f ve g fonksiyonlari, en azindan, Fourier serisine

acilabilir fonksiyonlar olmalidir. Bir fonksiyonu Fourier serisine agabilmek icin fonksiyonun taniml
oldugu yerde tek degerli, kendisi ile tiirevi parcali siirekli ve tanim bolgesinin digina periyodik olarak

genisletebilme 6zelliklerine sahip olmasi yeterli fakat gerekli degildir.

Ornek 3.4.1.

U,-c’U,+U,)=e" cos(wr) , (@ sabit), 0<x<a0<y<b,t>0
U(x,y,0) =U,(x,9,0)=0,0x<a,0<y<b
U(,y,t) =U(a,y,t) =U(x,0,t) =U(x,b,t)=0, t >0

olarak tanimlanan Cauchy problemini ¢6ziiniiz.

Cozim: f(x,y)=g(x,y)=0  oldugundan, (3.80) ve (3.81) ifadesinden

M, =N, =0 olur. (3.76) dan

ab
F (1) = ai;).”e”y cos(wt) sin[%) sin(%) dy dx
00

_ dmnr?
(m’m* +a*)(n’m* +b%)
=C,, cos(wt)

[T+ (D" e*][1+ (=D """ ]cos(wt)

bulunur. Burada

4mnﬂ-2[1+(_1)m+1 eej[1+(—1)n+leh]

P +a ) rt +bY)

mn

dir. Boylece (3.78) den



o, (0 = —— [ €,y cos(@)sin@,, c(t - $)1dE
cw

mn ()

= — [cos(ax) —cos(m,, ct)] , @+ W, c
(W, c” —

elde edilir. Buradan istenilen biitiin 6zellikleri saglayan ¢6ziim

U(x,y,t)= zz )[cos(a)t) cos(m,, ct)]sm(mﬂxjsm[nzyj
m=1 n= 1 a
, m’m’ n*rt
olarak bulunur. Burada @, = 5 dir.
a
Ornek 3.4.2.
)y . (m
U,-c’U,+U,) = (1— 9 jgsin(—jsint , 0<x<3, 0<y<2,t>0

U(x,y,0)0 =U,(x,90)=0, 0<x<3,0<y<2

U©,y,t) =UQB,y,t) =Ux0,)=U(x2,0)=0, 0<x<3, 0<y<2, t20

olarak verilen Cauchy problemini ¢oziiniiz.

Coziim: Denkleme iliskin F, (#) fonksiyonunu (3.76) dan

F,,@©) =

g+ 2.2
_2EDT e
3n 9

f(x,y)=g(x,y)=0 oldugundan M, =N, =0 dir. Boylece (3.78) den

olarak bulunur.

hareketle



o 1) =—1 | 20" (1—”’ Jsinfsin[a)mnc(t—f)] dé
®,.cy, 3n 9
2(=1)"

= 9—c’z?)[sin(w, ct)— @, csint
a)mn9cn(1—a)inc2)( Sin(@,,ct) = @, ]

olur. O halde, biitiin 6zellikleri saglayan ¢6ziim (3.79) dan

18-2¢°7° &< (=D" . .
U, yt)=—— [sin(w,, ct)—®,, csint]
orD="", ;}nz_:‘na)mn(l—a)zncz) (Onct)

mi

m27z.2 n27z.2

9

olarak bulunur. Burada (()nzm =

Dik koordinatlardan 7 —boyutlu U, — c*(U ay TU L, +ot U ) =0 dalga denklemi

yine uygun kosullar altinda incelenebilir.
3.5. iki Boyutlu Homogen Dalga Denkleminin Kutupsal Koordinatlarda Coziimii

Cesitli titresim hareketlerinin incelenmesinde, cismin sekline gore degisik koordinat sistemleri
kullanilir. Mesela, dikdortgensel bir zarin titresim hareketini dik koordinatlarda incelemek, islemleri
oldukca kolaylastirir. Boyle bir hareketi kutupsal koordinatlarda incelemek ise islemleri zorlastirir.
Tersine, dairesel bir zarin titresim hareketini dik koordinatlarda incelemek zor oldugu halde, bu hareketi
kutupsal koordinatlarda incelemek 6zellikle integral islemlerini son derece basitlestirir. Benzer sekilde

cisimlerin silindirik, kiiresel veya bunlarin ¢esitli kesitleri olmas1 durumlarina gore, sirasiyla, silindirik
ve kiiresel koordinatlar kullanilir. Bu durumu bir 6rnek ile aciklamak istersek, 4J. RY, a® —x’dx ve
0

1 2z

E Iazdﬁ integrallerinin her ikisi de a yaricapli dairesel bolgenin alanini verir. Ancak, bunlardan
0

birincisi dik koordinatlarda verilmis olup integralin sonucu belli doniisiimlerden sonra elde edilir.

Halbuki, ikinci integralin hesabi son derece kolaydir. Bu nedenlerden dolay1 fiziksel problemin

ozelliklerine gore amaca uygun olarak degisik koordinat sistemleri kullanmak gerekir. Bu kisimda,

dairesel bolgeye yerlestirilmis bir zarin titresim hareketini incelecektir. Boyle bir zarin kutupsal

koordinatlarda verilmis D ={(r,0):0<r<a, 0<2x; r,0e€ R} bolgesine yerlestirildigi



varsayilsin. Eger dis kuvvet yoksa, zarin titresimi dik koordinatlarda iki boyutlu homojen

U, - c? ., + Uyy) =0, t > 0 dalga denklemini saglar. Bu denkleme

x=rcosé
y=rsin@;0<0<2x, 0<r<a (3.82)
t=t

doniisiimii uygulansin. Bu durumda 7 =+/x° + y>, 6 = Arctan (lj olacagindan U'nun x’e
X

X
gore tirevi U _=U, r, +U,0 =—U, —lZU o olarak elde edilir. Aym sekilde bu ifadenin tekrar

r r

X e gore tiiretilmesiyle

X r—Xr 2ryr
U, =W, r+U0)~+U, " - (Uyr +Up0) 2 +U, 2
r r r r
2 2 2 2
X r —x X X
U, +U, U, v, 2 -,
r r r r r
bulunur. Benzer sekilde U W tiirevinin de
2 e yz x2

+Uee—4+2Ur6x—Z—2ng—f
r r r

seklinde oldugu kolayca elde edilebilir. Diger taraftan U, tiirevi degismeyecektir. Ikinci basamaktan

bu tiirevler, iki boyutlu homojen dalga denkleminde yerine yazilirsa doniigsmiis denklem

1 1

U,-c*|U, +=U,+—Ug, |=0; r#0 (3.83)
r r

sekline gelir. Zarin » = a kenarinin sabitlestirildigi, yani sinirda titresim hareketinin olmadigt

varsayilsin. Bu durumda, herhangi bir ¢ aninda zarm hangi konumda oldugunu veren U (r,8,t)

fonksiyonu

U, —cz(U,, dy +%U€0j=o :0<r<a, 0<O<27, t>0 (3.84)
r r



U(r,0,0)=f(r,0) ; 0<r<a, 0560<2rx 385
U,(r,00)=g(r,0); 0<r<a, 0<8<2rx (:83)
U(a,0,t)=0 ;0<0<L2x, t=20 (3.86)

seklindeki bir Cauchy probleminin ¢6ziimii olur. Boyle bir probleme fiziksel bir 6rnek, davul veya

darbuka derisinin titresim hareketidir. Ancak bu problemde dis kuvvet olmadigindan davul derisinin
sadece bir defa titrestirilmesi bu probleme uyar. Aksi halde, (3.84) denkleminin sag tarafina F'(r,8,t)

seklinde bir fonksiyon gelir. (3.84) denkleminin
U(r,0,t)=R(r)© )T (1) (3.87)

seklinde degiskenlerine ayrilabilir tipten ¢oziimii aransin. (3.87) nin gerekli tiirevlerinin (3.84) de yerine

yazihp ¢’ ROT ile her iki tarafin boliinmesiyle

T” (R” 1R 1@”)
| —+—+—5—|=0

c’T R rR r* 0O

elde edilir. Buradan

=—+—?+i2— (3.88)

olur. (3.88) in sag tarafi, ¥ ve € bagimsiz degiskenlerine bagl oldugu halde sol taraf sadece ¢ zaman

degiskenine bagli oldugundan

:_+_E+i26:—ﬂ,2 , (A ayirma sabiti)

yazilabilir. Buradan

T"+c* AT =0 (3.89)
R_+l£+i29 __p (3.90)
R rR r 0®O

rzR—+r%+%=—/12r2 (3.91)



bulunur. (3.91) den (ayirma sabiti 6zelliklerinden)

” ’ ”

r2?+ r%q.ﬂzrz :% = 4> , (4 ayirma sabiti)

yazilabilir. Bunun yeniden diizenlenmesiyle
PR+ R +(Xr*—u>)R=0 (3.92)
Q" +u’®=0 (3.93)
seklinde iki ayr1 denkleme ulasilir. (3.89) ve (3.93) denklemlerinin genel ¢oziimleri sirasiyla

T(t) = Acos(Act) + Bsin(Act) (3.94)
O(0) = Ccos(ub)+ Dsin(ub), (A,B,C,D keyfisabitler) (3.95)

dir. Ele alinan Cauchy probleminin fiziksel 6zelligi ve U ¢6ziimiiniin tek anlamli olmasi nedeniyle
Unun U(r,0+2x,t)=U(r,0,t) seklinde 6’ya gore periyodik olmasi gerekir. Bu ise
O@+2x)=0(0) olmasini gerektirir. Bunun saglanmasi ancak
cos(u(@+2x)) =cos(uf) , sin(u(6+2x)) =sin((@) olmas1 ile miimkiindiir. Bu ise

M =m, m’nin tamsay1 olmasini gerektirir. Boylece (3.95) ¢oziimii
®,0)=C, cos(mf)+ D, sin(mf), m=0,12,... (3.96)

sekline gelir. Daha sonra bu coziimlerden bir seri olusturulacagi i¢in negatif tamsayilart gbz Oniine
alnmamaktadir. Diger taraftan, (3.92) denklemine A = f doniisiimii uygulansin. Bu durumda, f yeni
bagimsiz degigsken olmak tizere

dR _ dR df _,dR

dr d& dr dé

d’R _ i(ld_Rjd_f:/lz d’R

dr> d&é\" dé ) dr dé&?

2
d—§+/1rd—R+(ﬂ,2r2 —m*)R =0 veya
dg dg

tiirevleri (3.92) de yerine yazilirsa Ar?



d’R dR
2 +E—+(E-m*)R=0 (3.97)

3

bulunur. Bu ise Bessel diferensiyel denklemidir. (3.97) de m bir pozitif tamsay1 oldugundan (3.97) nin

genel ¢oziimil
R¢)=E,j,(§)+F,N,(); (E,,F, keyfiparametre) (3.98)

formundadir. Burada J (é: ), m. dereceden Bessel fonksiyonu, N m (é: ) ise m. dereceden Neumann

fonksiyonudur. Bu konuda daha genis bilgi Sneddon (1957) calismasinda mevcuttur. Neumann

fonksiyonunun icinde logaritmik terim oldugundan bu fonksiyon f =0, yanir =0 da simrsizdir.

Biz sinirh ¢oziimlerle ilgilendigimizden F, = 0 alinmalidir. Bdylece, sirf uzakliga bagl sinirli ¢oziim
R (r)=E,J, (Ar) (3.99)

seklinde bulunur. Dairesel zarm sinir1 sabitlestirilmis oldugundan, r =a igin U(a,8,t) =0 olmasi

gerekir. Boylece J, (Aa)=0 olmahdir. J, (da)=0 i A ya gore pozitif kokleri sirasiyla

S

fl,fz,... olsun. Bu durumda /1, Zé,ﬂz =-—=,... olup boylece (3.99) cozimi
a a

R, (r)=E, j, (A4,r), m=0]12,... seklini air. Bu durumda smr kosulunu, periyodikligi ve

sinirliligi saglayan ¢oziim

u,, (6t =E_ J (4 r|C, cos(mb)+D, sin(mf)]
[A,, cos(4,, ct)+ B, sin(4  ct)]
(m=01,... ; n=12,..)

seklinde elde edilir. Burada iki indisten birisi @ ya bagh coziimden, digeri ise Bessel diferensiyel

denkleminin sifir yerlerinden gelmektedir. Dalga denkleminin lineerliginden

U(r,0,1) = iiUm(r,B,t)

m=0 n=1

= i i J (A, DIC,, cos(mB) + D, sin(m6)] (3.100)

m=0 n=1

-[A,, cos(4,,ct)+ B, sin(4, ct)]



%

yazilabilir. Burada, C. , D, A

mn?

B, keyfi parametrelerdir. Birgok fiziksel problemin zellikleri

mn > mn

nedeniyle ¢oziim genellikle € dan bagimsizdir. Yani, sirf uzaklik ve zamana baghdir. Coziimiin € dan
bagimsiz olmast igin (3.100) de m = 0 alinmalidir. Boylece katsayilarin da yeniden diizenlenmesiyle,

m =0 igin (3.100) ¢oziimii

U(r,t)= i Jo(4,r[A, cos(4,ct)+ B, sin(4,ct)] (3.101)

n=1

formuna gelir. Simdi (3.71) baglangi¢ kogullarini kullanalim. U (r,0) = f(r) baslangi¢ kosulundan
Ur,0)=f(r)=Y.J,(4,nA, (3.102)
n=l1

bulunur. Bu son esitlik, f(r) fonksiyonunun, J, (4, r) Bessel fonksiyonlari cinsinden seri

agilimudur. (3.102) nin her iki tarafi rJ (/?,m r) ile carpilip 0 dan a ya kadar integre edilirse

0 , Mm#n

jfr]o A, (A, r)dr=

0

%Jf(ﬂna) , m=n

ozelligi de kullanilirsa buradan A, katsayist

2 a
A =— " J (A rd 3.103
\ ajlz(ﬂna)grf(r) (A, rYdr (3.103)

olarak bulunur. Ote yandan

U,(rt)= i Jo (A, [=A,cA, sin(A, ct)+ A,cB, cos(A,ct)]

n=1

olmasi nedeniyle U, (r,0) = g(r) baslangi¢ kosulundan

U,r0) = g(r) = 3 1, (A, A,cB,

n=1

bulunur. Yukaridaki agiklamalardan dolay1, B, katsayilari da



2 a
B, =—jrg(r) Jo(A,r) dr (3.104)
Acal’(A,a)y ’
seklinde bulunur. Bu sekilde bulunan (3.103) ve (3.104) katsayilari, (3.101) de yerine yazilirsa, tim
kosullart saglayan U (r,t) ¢oziimii elde edilmis olur. Bu fonksiyonun grafigi Sekil 3.1. de verilmistir.

Bir fonksiyonun Bessel fonksiyonlar1 cinsinden seriye agilmasi konusunda Sneddon (1957) ve

Weinberg (1965) calismalar1 6nemli bir yer tutmaktadir.

e B A

[l
1
'
[
[
Il
1
1
[l
]
]
1l
'
1
T
i
1

n=1

Sekil 3.1. Ag¢idan bagimsiz titresim hareketi

Kiiresel bir bolgeye yerlestirilmis bir cisim veya gazin titresim hareketinin herhangi bir ¢
ammndaki ~ konumunu  veren U(x,y,z,t) fonksiyonu, tic  boyutlu  homojen
2 _ . . - . .. ~
U,-cU_ +U wt U, ) =0 dalga denklemini saglar. Bolge kiiresel oldugundan, bu denkleme
x=rsin@cosd, y=rsin@gsin@, z=rcose, t =t
(0<r<a, 0£60<2x, 0<@<nm)

seklinde bir doniisiim uygularsak

U L[oU 20U 1 a(. BUJ 1 azu}
_ += - =0 (3.105)

c —+—————|sing +—

or’ or> r dr r’singog dp ) r’sin’ @ 06°
bulunur.

(3.105) denklemine ii¢ boyutlu dalga denkleminin kiiresel koordinatlardaki formu denir.

Tamamen benzer sekilde, (3.105) denkleminin degiskenlerine ayrilabilir tipten ¢oziimii

arastirabilir.



Cauchy problemlerinde bolge ya bir aralik, dikdortgen, disk, prizma, silindir, kiire veya

bunlarin ¢esitli kesitleri olarak alinir. Eger bolgeler boyle se¢ilmezse hesaplar oldukca zorlagir.

Bu tiir Cauchy problemleri, bazi basit ilave kosullar altinda cesitli integral doniistimleri,

ozellikle de Fourier doniistimleri yardimiyla da tek anlamli olarak ¢oziilebilir.



4. DALGA DENKLEMI YARDIMIYLA iFADE EDILEBILEN FiZiKSEL

OLAYLAR

Bu boliimde, dalga denklemlerinin kullanildig: ¢esitli fiziksel olaylar ele alinacaktir.

100 T ey

80
70
60

() (b)
Sekil 4.1. (a) Levhanin sag sinirinda sicakligin zamana gore degisimi
(b) Sag sinirdaki sicaklik 25°oldugunda levhanin i¢ noktalarindaki sicaklik
Degisimi

Yukaridaki sekle gore; diizgiin baslangic sicaklig #(x,0) =100° olan bir levha icin
h=0.1,L=500(10+ p) ve K=¢/10 olsun. Burada p ilgili dgrenci kimliginin en biiyiik
rakami, ¢ ise aym kimligin sifirdan farkli en kiiciik rakami olsun. Boyle bir levha icin yukarida

gosterilen incelemelerin benzerini yapilsin ve buradan levhamin sag simrindaki en zaman 25° ye
ulasacagi ve levhanin o andaki maksimum i¢ sicakligi bulunmak istenmektedir.

Koklerin ve maksimum degerlerin sayisal olarak bulunmasinin bir bagka yolu yukaridaki sekle
benzer grafiklerde ilgili noktalar arasindaki mesafelerin birka¢ kez ayarlanarak cok yakindan

gosterilmesidir.

4.1. Sabit Periyotlu Coziimler ve Dogal Frekanslar

nxat . hmat) . nux
+ B, sin s1

y(x,t)= Z(An cos
= (4.1)




fonksiyonunun titresen tel problemi

2 2
ot’ ox’ P
v(0,1) = y(L,t) =0, (4.3)
yx,0)=f(x), (,(x0)=gx) “4)

probleminin ¢6ziimii olarak bulunabilir. (4.1) ¢dziimii, uzunlugu L ve T gerilimi altndaki lineer
yogunlugu O olan telin serbest titresimlerini ifade etmektedir. (4.1) formiiliindeki sabit katsayilara (4.4)

baslangi¢ kosullar ile belirlenmektedir.

Ozel olarak (4.1) serisinin terimlerinden goriilecegi gibi, tel titresiminin dogal (dairesel)

frekanslar1

O, =—, (4.5)

seklinde olup bu frekanslarin 6l¢ii birimi olarak radyan alinir.

y(x,t) = X (x)cos(wt —y) (4.6)
seklindeki bir fonksiyonun (4.1) denkleminin kararli periyodik ve (4.2) smir kosullarini saglayan
¢oziimii olmasi icin @ =@, (n=12,3,.....) olmahdir. Gergekten, y(X,?) nin (4.6) ifadesi (4.1)
denkleminde yerine yazilirsa ve elde edilen esitligin her iki tarafi cos(@t — ) ile boliiniirse X (x)

icin  a’X"(x)+ @’ X(x)=0 denklemi elde edilir, Bu denklemin genel coziimii

wx . ax
X (x) = Acos— + Bsin— olup, ancak A = O ve bir pozitif 7 tamsayisi icin @ = naa/ L ise
a a

¢Oziim (4.3) deki sartlar1 saglar.

4.2, Zorlanmis Titresimler ve Rezonans

Simdi telin (telin her birim kiitlesinin) F = F, cos @¥ periyodik dis kuvvetinin etkisi altinda

oldugunu varsayilsin ve bu kuvvetin tiim tel boyunca diizgiin olarak etki yaptigim kabul edilsin.

Yukaridaki (4.1) formiiliine gore telin y(x,#) yer degisim fonksiyonu

9’ 9’
azy:aza_§+F0cosa)t (4.7)
t X




homojen olmayan kismu tiirevli denklemini ve (4.3), (4.4) kosullarina benzer sinir kosullarini
saglayacaktir. Mesela, eger dis kuvvetin etkisi bagladigi anda tel hareketsiz durumda ise (4.7)

denkleminin

y(0,1) = y(L,1) = y(x,0) = y,(x,0) =0 (4.8)
kosullarim1  saglayan ¢oziimii bulunmak istenmektedir. Bunun i¢in once (4.7) denklemin (4.3)
sabitlenmis sinir kosullarini saglayan bir y » (x,t) ozel c¢oziimiiniin bulunmasi ve daha sonra
f(x)= -, (x,0), g(x)= —Dryp (x,0) olmak iizere (4.2) ve (4.4) probleminin (4.1) formiiliine
benzer sekilde bir y.(x,?) ¢Oziminin bulunmasi yeterli olacaktr. Agik¢a, bu durumda
y(x, 1) =y, (x,0)+y,(x,1) fonksiyonu (4.7) denklemini ve (4.8) kosullarin saglar. Buna gore yeni
is y » (x,1) nin bulunmasidir. (4.7) denkleminin F0 cosax seklinde ozel bir terime sahip olmasi
nedeniyle y, (x,7) ¢oziimii

y,(x,1) = X (x)cos &x 4.9)
seklinde aranir. Bunu (4.7) de yerine koyar ve elde edilen esitligin her iki tarafi cOS @ ile boliiniirse
a’ X'+’ X = —F,, bulunur. Bu son denklemin genel ¢oziimii

F
X(x)zAcos%+Bsin%——g (4.10)
a a @

seklindedir. X (0) =0 kosulundan A = F; / @ ve boylece X (L) =0 dan

F
X(L)=—g(cosw—L—1j+Bsinw—L=0 (4.11)
@ a a

elde edilir. Simdi periyodik dis kuvvetin @ frekansinin @, = nza/ L dogal frekanslarinda hig birine

esit olmayacagi varsayilsin. O halde sin(@L/a)# (0 dir. Buna gore (4.11) denkleminden B

bulunabilir. B nin bulunan degeri (4.10) da yerine yazilirsa,

F F L -1
X(x)= —g(cosﬂ - 1] _ Folcos(@L/a) ~ 1] sin 2
a

n— (4.12)
@’ sin(wL/ a) a

elde edilir. X (x) in bu ifadesi (4.9) da yerine konursa istenilen y ,(x,f) 6zel ¢oziiminii bulunur.

Buna ragmen, dikkat edelim ki, n pozitif tek tamsayr olmak iizere @ degeri @, = nmlL ye

yaklagtyor ise (4.12) formiilinde sin(ax/a) nin katsayis1 & oo a yaklasir. Boylece, rezonans olayi

gerceklesir. Bu olay su sekilde izah edilebilir. Birbirine ¢ok yakin olan iki 6zdes (esdeger) tel géz Oniine
alinsin. Bu tellerden biri titrestirildiginde, periyodik dis kuvvetin etkisiyle (hava ortami iginden) digeri

de ayn1 temel frekansta titresmeye baglayacaktir. Ayn1 zamanda dikkat edelim ki, #n pozitif ¢ift tamsay1

olmak iizere @ = @, = naa/ L ise (4.11) denkleminde B=0 alinabilir. Dolayisiyla bu halde rezonans



gerceklesmez. Burada bazi rezonans olaylarimin gergceklesmemesinin nedeni aciklanabilmektedir.
Titresen tel sonsuz sayida dogal titresim frekanslarina sahip tipik bir siirekli sistemdir. Boyle bir sisteme
bir periyodik dis kuvvet etki yaptiginda, etkileyici frekansin sistemin dogal frekanslarinda birine yakin
olmasi durumunda, olas1 bozucu rezonans titresimleri gerceklesebilir. Bundan dolayi, diizgiin yapisal

tasarimda onemli hedef boyle rezonans titresimlerinden sakinilmasidir.

4.3. Kirislerin Dogal Frekanslari

Sekil 4.2, uzunlugu L, lineer yogunlugu 0, Young modiilii E olan uglardan kenetlenmis
(baglanmis) bir diizgiin kirisi gosterir. 0 < x < L vet >0 igin bu kirisin y(x,f) sapma fonksiyonu
daha 6nceden diisiiniilen

9’ 0 El

YiatZd=0 |at== 4.13)

ot ox o,

dordiincti mertebeden denklemini saglar.

yx, 1)

!

x= 0

Sekil 4.2. Her iki ucundan baglanmis (kenetlenmis) kiris

Ayrica burada I, kirigin yatay simetri ekseni civarindaki dik kesitin eylemsizlik momentidir.

Sabitlenmis u¢larda yer degisim ve bu yer degisimin egimi sifir oldugundan sinir (u¢ nokta) kosullari

v(0,1) =y (0,1)=0 (4.14)
ve

y(L,t)=y, (L1)=0 (4.15)
seklindedir. Burada sadece, kirigin titresiminin dogal frekanslart1 bulunmak istenmektedir. Bundan
dolay1 baslangi¢ kosullar1 6nemsenmemektedir. Dogal frekanslarin @ sayisi; (4.13) denkleminin

y(x,t) = X (x)cos(wt —y) (4.16)
bicimindeki sifirdan farkli bir ¢6ziime sahip oldugu ve bu ¢oziimiin (4.14) ve (4.15) kosullarin
saglayacak sekildeki degerleridir. y(x,?) nin (4.16) ifadesini (4.13) te yerine yazar ve elde edilecek
esitligi cos(awt—y) ile bolerek, dordiincii mertebeden — @’ X +*X @ =0 diferensiyel

denklemini, yani



wZ

x® -2 x =0 4.17)
a

denklemini elde etmek miimkiindiir. @' = @*/a" olmak iizere (4.17) denkleminin genel ¢oziimii
X (x) = Acosh ax + Bsinh ax + C cos ax + D sin ax seklinde yazilabilir. Boylece,
X'(x)=a(Asinhax+ Bcoshax —Csinax+ Dcosax)  olur.  (4.14)  deki  sartlar
X(0)=A+C=0 ve X'(0)=a(B+D)=0 degerlerini verir. Dolayisiyla, C=—A ve
D = —B dir. Bu nedenle, (4.15) deki sartlar

X(L)= A(coshal —cosal)+ B(sinhal —sinal) =0

Ve

1 X'(L) = A(sinhaL +sinalL) + B(cosha — cosaL) =0
o

degerlerini verir. Bu son iki esitlik A ve B bilinmeyenlerine gére homojen denklem sistemi olarak
diisiiniilsiin. Bu sistemin sifirdan farkli ¢oziimiiniin mevcut olmasi icin A ve B bilinmeyenlerinin

katsayilarindan olusturulan determinant sifira esit olmalidir. Yani
coshal —cosal)” — (sinh” oL —sin” aL) = 0 buradan
(cosh® aL —sinh® al) + (cos” aL +sin” al.) — 2cosh aL.cos ol = 0

veya 2 —2coshalcosal =0 olmalidir.

1
y=—l— /N
03
ah.“.’ Y
A
-

/

i ?T .B‘i 2% [3-2 3T ﬁa X

I Y=cCosx

Sekil 4.3. cosh xcos x =1 denkleminin ¢6ziimleri

Buna gore [§ = aL sayisi

coshxcosx =1 (4.18)



denkleminin sifirdan farkli kokii olmalidir.

Sekil 4.3 den goriildiigii gibi bu denklemin kokleri pozitif ve artan { ,Bn};” dizisini

olusturmaktadir. @=a’,a’ = B *a’ /> ve a® =+|EI/ L oldugundan uglardan (baglanmis)

kirisin titresiminin dogal (dairesel) frekanslar1 icin n =1,2,3,... olmak iizere

2
a)n’b)—; ﬂ (rad/s) (4.19)
r\p

formiilii elde edilir. Sekil 4.3 de gosterildigi gibi (4.18) denkleminin kokleri yaklasik olarak

B, = 473004, B, ~7.85320, S, =10.99561 ve n >4

oldugunda S, = (2n+1)7/2 dir.

2cm

uon cm —pe—

30 cm

Sekil 4.4. Ideallestirilmis I kirisi

Mesela, taban yap1 elemani 120 ft uzunlugunda bir celik /-kiris olan bir koprii goz Oniine
alinsin. Kirisin eylemsizlik momenti /=9000 cm’ olsun. Sekil 4.4 de bu kirisin dik-kesiti gosterilmistir.

Eger (4.19) formiiliinde

L=(120ft) (30.48%), p =(7.75 8 j (40em?), E = 24102 2%

cm’® cm

ve B, ve [3, degerleri yerine konursa, kirisin en diisiik iki



o, = 1274 (mwj o, =35.13™4 (335—9““‘“)

dogal frekans: elde edilir.

Dakikada 120 adim yiiriiyen bir askeri boliik bu kopriiye yaklastiginda kopriiyli gegcmeden 6nce
adim ritmini bozma icin iyice bilgilendirilmelidir. Ciinkii rezonans titresimlerinden dolay1 kopriiler
zaman-zaman ¢okerler. 17 Temmuz 1981 yilinda Kansas City hotelinde meydana gelen felaketi faciay:
aragtiranlara dayanarak bu facianin danscilarin ritmik hareketleri sonucunda gerceklestigini yazilmstir.
Arastirmacilara gore bu ritmik hareketler sonucunda dans sahnesini destekleyen / kirislerde bozucu

rezonans titresimleri olusmus ve bu sebepten dans sahnesi ¢okmiistiir.

4.4. Titresen Kirisler ve Atlama Tahtalar:

Burada L uzunlukta bir elastik ¢cubugun veya kirisin enine titresimlerini incelenecektir. Boylece

9° 0!
bir cubugun y(x,f) yer degisim fonksiyonu p 5 2y+ EI 3 Z =0, (O<x<L) kismi tiirevli
t X

denklemini ve y(x,0)=f(x), ¥, (x,0) =0 baslangi¢ kosullarini saglar.

N

4.7300

7.8532
10.9956
14.1372
17.2788
20.4204
23.5619
26.7035
29.8451
32.9867

O WV 0o oUW N

[y

Sekil 4.5. Uclar1 sabitlenmis titresen kiris icin cosh x cos x =1 6zdeger denkleminin

ilk 10 pozitif ¢oziimii

w 2 2
a’t
Daha 6nceden yapildig1 gibi y(x,1) = Z c, (COS 'B"Lz jX L, (x), bicimsel seri ¢oziimiinii

n=l1

elde etmek icin once degigkenlerin ayrilmasi yontemini uygulanabilir. Burada a* =EI/ P, {Cn }T

baslangic konum fonksiyonu fix) e karistk gelen 06z fonksiyon serisinin katsayilaridir.

{ﬂn }T ve X, (X) cubuk iizerine konan sinir kosullarindan belirlenmektedir. Ayrica burada bir 6zel



durum ic¢in pozitif kokleri {,Bn }Io olan frekans denklemi ve {Xn(x)} 0z fonksiyonlar1 bulunmak
istenmektedir. Bu kisimda sabit/sabit durumu i¢in (y(0) = y’(0) = y(L) = y’(L) =0 smr kosullar:
durumu igin) frekans denkleminin cosh xcosx =1 seklinde oldugu goriilebilir. Bu denklem,

bilgisayar sistemi yontemleri ile ¢oziilebilir. Sekil 4.5 da bu frekans denkleminin ilk on {ﬁn }io pozitif

¢Oziimiiniin listesi verilmistir. Bu kismin (4.18) formiiliinden once yapilan hesaplamalara gore n. 6z

fonksiyonu X, (x)=A, (Cosh % — oS %} + B, (Sinh % —sin 'Bzxj seklinde verilir.

Burada A, /B, oram1 X, (L) =0 ug nokta kosulu ile belirlenir. Sekil 4.6 de bu 6z fonksiyonlardan

ilk iicliniin grafigi, her n i¢cin A, =1 ve L=2657.6 cm olmak iizere, bu kisimda 120 ft

uzunlugundaki celik /-kirig durumu i¢in ¢izilmistir. Bu 6z fonksiyonlardan her birinin u¢ noktalarda sifir

egime sahip olmalar1 gercegi, sekilden elde edilen hesaplamalar1 dogrulamaktadir.

n=1

1F n=2 -
g
®x0
I
Fe)

-1F n=3 -
-2 -

Sekil 4.6. Sabit-sabit durumundaki /-kirisinin ilk ii¢ 6z fonksiyonunun grafigi

Asagida titresen kiris durumlar1 verilmistir.

Durum 1. Her iki u¢tan bagh cubuk durumu

Bu durumda sinir kosullari y(0) = y”(0) = y(L) = y”"(L) =0 seklindedir. Bu durum icin
frekans denklemi sin x =0 seklindedir. Buna gére S, =nzw ve X, (x)=sinnax dir. Cubugun

celikten yapildigini kabul edelim yani ¢ubugun yogunlugu & =7.75 g/cm® ve Young modiilii E = 2 x



10" dyn/cm2 olsun. Ayrica, cubugun uzunlugu 19 in¢ ve enine kesiti, kenart w = 1 ing olan kare olsun.

Buna gore onun eylemsizlik momenti [ =— w* dir.

Durum 2. Her iki uctan serbest cubuk durumu

Bu durumda sinir kosullar1 y”(0) = y® (0) = y”(L) = y (L) =0 seklindedir. Bu durum,
mesela, uzayda bir yoriingede donen uzay gemisinde asilmis bir agirliksiz gubugun modelidir. Frekans
denklemi cosh xcosx =1 seklindedir. Gergi, 6z fonksiyonlar sabit/sabit durumundaki oz

fonksiyonlardan farklidir.

Durum 3. x=0 ucu sabit, x=L ucu serbest cubuk durumu

Sekil 4.7. Giizel goriintiilii atlamalar

Bu sekilde Durum 3 iin frekans denklemi Dbelirlenir. Simdi smir kosullar
y(0)=y'(0)=y"(L)=y® (L)=0 seklindedir. Béyle bir cubuk Sekil 4.7 de gdsterilen atlama
tahtasina benzerdir. Bu durum frekans denklemi cosh xcos x=—1 dir. Bu denklemin ilk birkac
¢oziimiinii yaklasik olarak bulunabilir ve grafik olarak, yeterince biiyiik n ler icin B, = (2n—1)7/2

oldugunu gosterir. Bundan yararlanarak atlama problemindeki 6zel atlama tahtasinin saliniminin ilk

birka¢ dogal frekansini hiz cinsinden ifade edilir. Bu frekanslar tahta {izerindeki dalgicin tahtanin serbest



ucunda yukariya ve asagiya dogru ziplayarak maksimum rezonans tepkisi elde etmesi i¢in gereken

frekanslardir.

Bir levha x=0, y=0 ve y=b kenarlar1 sifir sicakliginda tutulsun, fakat dordiinci x=a kenar1
yahtilmis olsun. Bu duruma u(0,y,?) = u(x,0,t) = u(x,b,t) =u (a,y,t) =0 smr kosullari

karsilik gelecektir.

Eger levhanin baslangig sicaklign u(x, y,0) = f(x, y) ise onun sicaklik fonksiyonunun

2(m—1)mx sin nmuy
2a b

u(x, y,t)= i i c,, exp(— 7/2mnkt)sin (4.20)
m=1 n=1

2
| y Vur | _(2m=1)"_ (nY
seklinde oldugunu gosterilir. Burada = + ; ve ayni zamanda
T a

a 2 _1
C,..= i.[ J-b f(x,y)sin (2m - Dzx sin n dydx dir. Eger f(x,y)=u, (sabit) ise bu
ab 90 % b
denklemin
6 - mn . - .
u(x,y,t)= ZO z z exp( kt) sin (2m — D2 sin nn 4.21)

m=1n tek (2m l)n 2(1 b

seklinde oldugu goriiliir.

4.5. Dikdortgensel Zarimn Titresimleri

Simdi denge konumu yatay xy-diizleminin bir bolgesi olan iki boyutlu esnek bir zar gdz oniine
alinsin. Bu zarin asagiya ve yukariya dogru titresimlerde bulundugu varsayilsin. 7 aninda zarin (x,y)
noktasindaki diisey yer degisimini u(x,y,f) gostersin. T ve g sirasi ile zarin gerilimi ve yogunlugu (her
birim alani i¢in) olsun. O zaman standart kabullerin yardimu ile u(x,y,f) yer degisim fonksiyonu igin iki

boyutlu

2 2 2
a—?:czvzuzc2 J Zl+a—b2t (4.22)
ot ox~ dy



dalga denklemi elde edilir. Burada c’=T/ P dur.
Ornek 4.5.1.

0<x<a,0<y<bh bolgesine yerlestirilmis dikdortgensel zar verilen
u(x,y,0)= f(x,y) baslangig yer degisimi ile duraklama durumundan ¢ikartilmig olsun. Zar dort bir

kenarindan sabitlenmis ise kanarlarindaki yer degisim sifira esit olacaktir. Bu durumda u(x, y,t) yer

degisim fonksiyonu (4.22) denklemini ve
u(0, yt)=u(a,y,t) =u(x,0,t) =u(x,b,t)=0 ,
u(x,y,0)= f(x,y) (baslangigc konumu), (4.23)
u,(x,y,0)=0 (baslangig hizi)

siir kosullarini saglar. Bu problemin ¢oziimiiniin

O . max . n
u(x, y,t)= z ZCW cos ¥, Ct sm—smTﬂy (4.24)
a

m=1 n=1
seklindedir. Dolayisiyla {7/mn } sayilar1 ve {cmn } katsayilar1 buradan kolayca elde edilebilir.

(4.24) serisinin (mn). terimi dikdortgensel zarin (mn). dogal salinim modunu tanimlar. Bu

salinim modunun yer degisim fonksiyonu

cos ¥, ct (4.25)

. max . n
u,, (x,y,t)=sin— sm—ﬂy
a b

dir. Zar bu moda w,, =¥, C dairesel salinim frekansi ile # =% sin ——sin

a

sanal yiizeyleri

arasinda agagiya ve yukariya dogru hareket halindedir. Sekil 4.8 da m ve n baz kiiciik degerleri i¢in bu

yiizeylerin goriintiisti verilmistir.

Mesela, eger c =1 ve a = b =7 ise ardisik frekanslar



w, =w, =\5=224, @, =+/8=2.83
Wy = Wy, =410 =3.16, Wy, =@y, =13 =361,
w,, =~/18 = 4.24,

olacaktir. Buradan goriiliir ki, bu frekanslar w, = \/E =~ 1.41 taban frekansinin tamsay1 katlari degildir.

Bu, titresen dikdortgensel zarin sesinin diizenli olmamasinin ve buna gore de genellikle miizik sesinden

ziyade bir giiriiltilyli animsatmasinin nedenini agiklamaktadir.

Ornek 4.5.2.

Ornek 4.5.1 deki zar kare seklinde bir tel olup t=0 aninda tugla bir duvara carpan hzli bir
kamyonette dikey ve capraz olarak yerlestirilmis olsun. Bu durumda zar sifir baslangi¢ yer degisimi ve

sabit baglangic hiziyla hareket haline getirilmis olur. Bdylece, baslangic kosullar

u(x,y,0=0, u,(x,y,0)=v, seklinde olacaktir. Bu durumda

16v, siny,,ct . max . n
u(x,y,)=—7=>>>" Y Gin sin 2. cozimini elde edilir
mtekn tek mn 7,,,” a b

(©r=04 () 1=32/16

Sekil 4.8. u = Sln—SIHT yiizeyleri
a



Ornek 4.5.3.

Kare sekilli 0Sx<7, OSy<x zar merkez noktasindan gekilmis olsun ve

u(x,y,0)=f(x,y)= min{x, v, 7T — y} (4.26)

(m, )

e

o, O)ﬂ o 2k

Sekil 4.9. Cadir fonksiyonunun pargali bigcimde tanimi1

baslangi¢ konum fonksiyonu olmak iizere, duraklama durumundan hareketli hale getirilmis olsun.

Baslangig konum fonksiyonunun OS xS, OSy<Sx karesi iizerindeki grafigi, tabami kare olan ve

7 /2 yiiksekligine sahip cadir veya piramide benzemektedir. Boylece f(x,y) “cadir fonksiyonu” iyi

bilinen tek boyutlu iicgen fonksiyonunun iki boyutlu benzeridir. Bu fonksiyon Sekil 4.9 da gosterildigi
gibi parcali olarak da tanimlanabilir.

Maple veya Mathematica gibi cebirsel hesaplama sistemlerini kullamilarak (4.18) formiiliindeki

iki kath integrali hesaplayip m # n i¢in ¢, = 0 ve

4
Al-(-1)"]_|—5. ntek
=T 5 T \m
m

mn

0 , ncift

oldugunu gosterilir. Boylece, (4.36) formiiliinden zarin

4 sinnxsinn cosnt\/i
u(x,y,t)= —z Y

2
T ntek n

4.27)

yer degisimin fonksiyonu elde edilir. (4.27) serisinin her bir toplamu m # n seklindeki terimleri

icermemesi sebebiyle u(x,y,t) fonksiyonunun ¢ degiskenine gore 72'\/5 periyodlu periyodik bir

fonksiyon oldugu aciktir. (4.26) Cadir fonksiyonunun kare seklindeki zarda “miiziksel” titresimler



olusturmasi gergegi ilk kez olarak John Polking tarafindan belirtilmistir. Sekil 4.10 de bu titresimlerin

bazi tipik enstantane fotograflar1 gosterilmistir.
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Sekil 4.10. Kare sekilli p =7 \/E periyotlu titresimleri

4.6. Kutupsal Koordinath Uygulamalar

Diizlemde orijine (veya uzayda dikey z eksenine) gore dairesel simetriye sahip bolgeleri iceren
problemlere kutupsal (veya silindirik) koordinatlarin uygulanmasi kolaylik saglar. Onceden iki boyutlu

Laplace denkleminin x=rcos @ olmak iizere ve y=r Sin@ olmak iizere, (r, @) kutupsal koordinatlari

ifadesini hatirlatmak gerekir.
u(r,0,z) fonksiyonu icin ii¢ boyutlu Laplace silindirik koordinatlari
(4.28)

, 0w 1ou 1 0*u du
\% l/t:—2+——+—2—2+—2
or” ror r-98° 0z

seklindedir. Eger u fonksiyonu ya € degiskeninden ya da z degiskeninden bagimsiz ise (4.28) un sag

tarafinda bu degiskene karsilik gelen ikinci tiirev yok olur.



Sekil 4.11. Uygun kat1 silindir

Ornek 4.6.1.

Yukaridaki Sekil 4.11 , 0Sr<c, 0L z<h kat silindiri 151 yayilim katsayist k olan homojen

bir malzemeden yapilmis olsun. Silindir @ dan bagimsiz yani eksensel simetrik u(r,z,0)= f(r,z)

baslangi¢ sicakligina sahip olsun. Bu silindirin r = ¢ diisey silindirik yiizeyinden ve dairesel alt ve iist

tabanlardan olusmus olan sinirt sifir sicaklifina tutulmus ise (mesela, # = 0 aninda silindir buzun icine

konulabilir.), bu durumda silindirde meydana gelen u(r,z,t) uygun kosullar1 saglar.

Bu arastirmalart silindirik ylizeyi ve alt tabami sifir sicakliginda tutulan, fakat iist tabani

yalitilmig  olan silindir i¢in  yapilabilir. Bu durumda (4.28) smir  kosullarinin  yerini

u(c,z,t)=u(r,0,t) =u,(r, h,t) =0 kosullar: alir.

__ exp(=4,,kt)J, P Vin (2n-hm

8u c 2h
u r, Z,t) = 70 (429)
( z ;‘Z::‘ 2n=1y,J,(7,)

Y'w Qn-1)’7x’
2 + 2
c 4h

tist tabaninin merkezinde gerceklesmesi miimkiin miidiir? Boyle bir tahminin miimkiin olup-olmamasini

elde edilir. Burada A4, = dir. Simdi silindirin maksimum sicaklifinin her zaman

uygun grafiksel incelemelerin yardimu ile ispatlanabilir.

Simdi a yaricapl diizgiin bir dairesel zarin titresimlerini incelensin. Eger zarin basglangic yer
degisim ve hiz fonksiyonlart r ve @ kutupsal koordinatlarinin her ikisine de bagli ise (4.26) dalga

denklemini kutupsal koordinatlar biciminde



(4.30)

2 2 2
I _ovume T Lo, 1 O
ot or’ ror r-d8

seklinde yazilabilir. t = 0 aninda zar hareketsiz durumundan cikartilsin ve ondan sonra zarin sinir1 sabit

tutulsun (buna gore r = a cemberi lizerinde u yer degisimi her zaman sifira esit olacaktir). Bu durumda

zarm u(r, @ ,1) yer degisim fonksiyonu (4.30) denklemini ve

u(a,0,t)=0 (sinir sabitlenmistir), (4.31)
u(r,0,0)= f(r,0) (verilen baslangic yer degisimi), (4.32)
u,(r,0,0)=0 (baslangig hiz1 sifirdir) (4.33)

stnir kosullarini saglar. (4.33) denkleminde u(r,8,t) =R (t) ® () T (t) koyup ve degiskenleri

” 1 ’
” R + 7R ”
T e N
= + =—q" (sabit 4.34
c’T R C) ( ) @39

biciminde ayirirsak (¥ sabittir).
T"+a’c’T =0, T'(0)=0 (4.35)

bulunur. Béylece, sabit ¢arpan dikkate alinmadan, 7' () = cosact dir. Daha sonra, (4.35) esitliginin

sag tarafindan
R +rR ,, ©

+ar +—=0 (4.36)
C)

elde edilir. Buradan ,3 sabit olmak iizere,

= —_ ,52 (4.37)

bulunur. @”+ 3?0 =0 denkleminin 277 periyotlu bir (@) periyodik ¢oziimiine sahip olmasi igin

,3 parametresinin bir tamsay1 olmasi gerekir. Buna gore @ ¢oziimleri



cosnd,
0,0)=1 . (4.38)
sinnf, n=0,123...

seklinde olur. (4.36) de ®”/® =—n" aliirsa n. mertebeli parametrik Bessel denklemi
2 7 ’ 22 2\p_
rRE+rR+(@r"—n")R=0 (4.39)

elde edilir. Bilindigi gibi bu denklemin sinirh ¢oziimii J, (@) fonksiyonudur. (4.31) simr kosulundan

J, (aa) =0 elde edilir. Boylece, Sekil 4.12 deki tablodaki Durum 1 e gore -6z fonksiyonlari

Rmn(r) = J(Mj (m=123,.;n1=0,1,2,..) (4.40)
a

Sekil 4.12. i1k birkac Bessel fonksiyonunun grafikleri ve baslangic kokleri

biciminde bulunur. Burada ¥, ile J, (x)=0 denkleminin m. Pozitif kokii gosterilmistir. ¥,

sayilarinin sayisal degerlerini yaklasik olarak bulmak igin 6nce, Sekil 4.12 de oldugu gibi, j, (x)
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fonksiyonunun grafigi incelenerek birinci kokiin 7, = 7., yaklasik degeri bulunur ve daha sonra



FindRoot [ Bessell[n,x] == 0, {r, rl + (m— 1)*Pi}] ” Mathematica komutunun yardimyla diger %,
degerleri de bulunur.

Son olarak, (4.48)de ¢, =(¥,,)/a alnrsa,

t
T (1)=cos?m (“41)
a

t- fonksiyonu elde edilir. Boylece, (4.39), (4.40) ve (4.41) formiillerini bir araya getirmekle hareketsiz

durumda iken titrestirilen dairesel zar ile ilgili sinir deger probleminin

a

(r,0,t)= ZZ][ j (a,,cosn@+b, sinnB)cosM (4.42)

m=1 n=0
bicimsel seri ¢oziimiine sahip oldugu goriilebilir. Buna gore titresen dairesel zarin sifir baslangi¢c hizina

sahip salintminin tipik dogal modu

Y Y

ct
jcos n@cos—— (4.43)
a

o (1r0,8)=J (
veya cOSné@ yerine sinné konulmasi ile elde edilen benzer ifade seklindedir. Bu moda zar (r = a

-1

sinirina ilaveten) m — 1 tane Ty =

mn

P O

(a) =2, = (b) rmz =

(c) 2 =—2,n = Cdy) mr= 3,

Sekil 4.13. Titresen dairesel zarin hareketsiz cemberleri ve yaricaplari

Yaricapl sabitlenmis hareketsiz (diigtim: nodal) cemberleri ile birlikte titresimler yapmaktadir.

Ayrica, aralarindaki act 7Z/n olmak iizere birincisinin ac¢1 olgiisi @ =7/2n olan 2n tane
sabitlenmis hareketsiz (nodal) yarigap mevcuttur. Sekil 4.13 de bu hareketsiz cember ve yaricaplarin
bazi tipik goriintigleri verilmistir. Bu hareketsiz cember ve yaricaplar zar dairesini halka seklinde daire
dilimlerine bolmektedir. Zar titresimce bu dilimler sirasiyla yukariya ve asagiya dogru hareketlenir.
Titresen dairesel zarlar ile ilgi uygulamalarda (4.42) serisinin katsayilarinin bilinmesi ¢ogu hallerde

gerekli degildir. Bu nedenle (4.42) serisi icin olan katsay: formiillerine genellikle ihtiya¢ yoktur. (4.43)



seklindeki 6z fonksiyonlarin uygun lineer birlesimlerinin grafigi ¢izerek zarin miimkiin olabilecek
titresimleri icin arastirmalar yapma miimkiin olabilir. Mesela, ¢ = 1 olmak tizere a = 1 yarigapl dairesel

zar igin

u(r,0,t)=J,(y,r)cos@cos ¥, t+J,(¥;,r)cos268cos ¥t (4.44)

seklindeki bir salinimin anlik goriintiisii elde edilebilir. Eger bilgisayar ortami da varsa boyle

salimimlarin filmi olusturabilir.

4.7. Kiiresel Koordinath Uygulamalar

Uzayda orijine gore simetrige sahip bolgeleri igceren problemlerde belirtilen kiiresel
koordinatlarin kullanilmasi elverisli olmaktadir. Kiiresel koordinatlarla ifade edilmis bir u(p, @, 0)

fonksiyonu icin ii¢ boyutlu Laplace denklemi

V2u=L O [ o + I 9J a—usinqﬁ +—1 o'u (4.45)
p’|op P dp ) sing g\ d¢ sin® ¢ 06° '

bigimindedir. Burada 0 = x4 y2 +Z2, noktasmnin orijine (O) olan uzakhgmi, @ pozitif z—
ekseni ile OP arasindaki agiy1, ve @ Xy — diizleminde kutupsal koordinatlar agisini gostermektedir.
Bazen ¢ ve @ agilarmin rolleri degisik olabilir, yani z ekseni ile OP arasindaki ag1 @, kutupsal ag1 ise

@ olarak tanimlanabilir. Ozel olarak, eger u fonksiyonu 0, veya 6 degiskenlerinin birinden

bagimsiz ise (4.45) nin sag tarafinda u nun bu degiskene gore tiirevlerini iceren terimi géz Oniine

alinmaz.
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