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OZET

Doktora Tezi

SONLU ULASILABILIR KATEGORILERDE PUR INJEKTIFLIK

Mustafa Kemal BERKTAS

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Doc.Dr. Semra DOGRUOZ

Bu caligmada, bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategorinin sonlu temsil edilebilir
nesnelerinin izomorfizm simifindan Abel gruplara tanimh biitiin kontravariant
toplamsal funktorlarin sinifinda piir injektiflik incelendi. Bir toplamsal sonlu
ulagilabilir kategoride bir piir-injektif nesnenin endomorfizmalar1 halkasinin bir
es-burulmali halka oldugu gosterildi.

Toplamsal sonlu ulasilabilir kategoriler tam degildir. Ancak bu calismada yeni
bir kavram olarak funktorlarin quasi-limiti tanimlanarak, toplamsal sonlu ulagila-
bilir kategorilerin her zaman quasi-tam oldugu gosterildi. Ayrica, her toplam-
sal sonlu ulagilabilir kategorinin bir piir eg-iiretece sahip oldugu gosterildi. Son
olarak, herhangi bir diiz funktorun ayrigtirilamaz piir-injektif funktorlarin quasi-

limiti i¢ine piir olarak gémiilebilecegi ispatlandi.

2010, 42 sayfa
Anahtar Kelimeler: Eg-burulmali halka, Sonlu ulagilabilir kategori, Piir nesne,

Diiz nesne, Sonlu temsil edilebilir nesne, Diiz ortii, Quasi-limit.
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ABSTRACT

PhD Thesis

PURE INJECTIVITY IN FINITELY ACCESSIBLE CATEGORIES

Mustafa Kemal BERKTAS

Afyon Kocatepe University
Graduate School of the Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof.Dr. Semra DOGRUOZ

In this study, we investigate pure injectivity in the category of all additive
contravariant functors from the set of all isomorphism classes of finitely pre-
sentable objects of an additive finitely accessible category to the category of
Abelian groups. We demonstrate that endomorphism ring of any pure injective
object in an additive finitely accessible category is cotorsion.

Additive finitely accessible categories do not need being complete. However,
we show that these categories always quasi-complete by defining a new concept
namely, quasi-limits of functors. In addition, we prove that every additive finitely
accessible category has a cogenerator. Finally, we prove that any flat functor may

be purely embedded in a quasi-limit of indecomposable pure injective functors.

2010, 42 pages
Key Words: Cotorsion ring, Finitely accessible category, Pure object, Flat

object, Finitely presentable objects, Flat cover, Quasi-limit.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI
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1 GIRis

Modiil kategorisinde modiillerin injektif zarflarinin varhg Eckman ve Schopf
tarafindan ellili yillarin ortalarinda ispatlandiktan sonra, modiillerde 6rtii (cover)
ve zarf (envelope) kavramlari, halka teorisinde ve genel olarak degigmeli olmayan
cebirde 6nemli rol oynamigtir (Eckman Schopf 1953). E. Enochs diiz ortii savi
(flat cover conjecture) olarak da bilinen 1981 de yaymladigi ¢alismasinda, her-
hangi bir birimli ve birlesmeli R halkasi iizerinde her R-modiiliin bir diiz ortiiye

sahip oldugunu ortaya koydu (Enochs 1981).

Altmigh yillarda Abel Gruplar kategorisinde benzer genelleme ve karakterizas-
yonlar béliinebilirlik (divisibility) kavramiyla ele alindi. Yine ayni tip problemler
bagimsiz olarak, Auslander tarafindan grup temsilleri ve Artin Cebirlerin ho-
molojik oOzelliklerinin calismasindaki temel teknikler kullanilarak caligilmigtir.
Diiz ortii savinin yakin zamandaki diger bir gosterimi, Bican, El Bashir ve
Enochs tarafindan ele alindi (Bican et al. 2001). Savin bu gosterimi eg-burulma
teorisinin temel kavram ve teknikleri ile verilmigtir. Bican’in bu anlamdaki ¢alig-
masi son yillarda Abel gruplar, halka ve cebirlerin homolojik ¢alismasinda temel

olugturmustur.

R birimli ve birlegsmeli bir halka olsun. Herhangi bir sag diiz R-modiil F' icin
Exty(F, M) = 0 ise M sag R-modiiliine es-burulmali (cotorsion) modiil denir.
Abel gruplarin homolojik genellemeleri igin gerekli olan bu modiiller ilk olarak
D. K. Harrison tarafindan sunulmustur (Harrison 1959). Ayrica diiz 6rtii savinin
bir ¢6ziimii de eg-burulmali zarfin varhg durumuna denktir (Xu 1996). Bir Abel
grup vada genel olarak bir sag R-modiil, piir kisa tam dizilere gore injektif ise bu
sag R-modiile piir-injektif modiil denir. Bilindigi gibi iigiincii terimi diiz modiil
olan her kisa tam dizi piir tam oldugundan her piir-injektif modiil es-burulmalh

modildiir.

Birimli ve birlesmeli bir R halkas1 iizerinde sag diiz R-modiillerin kategorisi
tireteg kiimesi sonlu temsil edilmig (finitely presented) modiiller olan bir sonlu
ulagilabilir kategoridir (Dung Garcia 2001). Boylece sonlu ulagilabilir kategori-

lerde elde edilen sonuglar diiz modiil kategorisinin bir genellemesi olarak goriiliir.



P.A. Guil Asensio ve Ivo Herzog bir sag R-modiiliin diiz olmas: i¢in gerek ve
yeter kogulun bu sag R-modiiliin ayrigtirilamaz diiz eg-burulmali modiillerin
bir quasi direk ¢arpiminin bir piir alt modiilii oldugunu gostermiglerdir (Guil
Herzog 2006). Yine P.A. Guil Asensio ve Ivo Herzog diger bir ¢aligmada, diiz
modiiller kategorisinin direk limitler ve es-burulmali zarflar altinda kapal bir alt
kategorisindeki her diiz modiiliin ayrigtirilamaz diiz es-burulmali modiillerin bir
direk ¢arpimi i¢ine piir olarak gomiilebilecegini gosterdiler (Guil Herzog 2007).
Burada ayrigtirilamaz diiz es-burulmali modiillerin quasi direk ¢arpimi bu mo-

diillerin aym1 zamanda bir diiz ortiistidiir.

Bu caligmada, P.A. Guil Asensio ve Ivo Herzog'un yukarida bahsedilen diiz
R-modiillerin kategorisinde elde ettikleri sonuc¢ sonlu ulagilabilir kategorilere
genellegtirilmigtir. A4 bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategori ve Ay bu kategori-
nin sonlu temsil edilebilir (finitely presentable) nesnelerinin bir izomorfizm sinifi
olmak iizere, Ay dan Abel gruplara taniml biitiin diiz kontravariant toplam-
sal funktorlarin sinifi, A toplamsal sonlu ulagilabilir kategorisine denktir ve Ay
dan Abel gruplara tanimli biitiin kontravariant toplamsal funktorlarin simifi
bir Grothendieck kategoridir. Sonlu ulagilabilir kategoriler ve Grothendieck kat-
egoriler bazi sartlar altinda diiz oOrtiiye sahiptir (Crivei et al. 2010) ve (El
Bashir 2006). Bu ¢alismada, yukarida belirttigimiz kontravariant funktor kate-
gorilerindeki teknikler kullanilarak, Guil ve Ivo Herzog’un diiz modiiller kate-

gorisinde elde ettigi sonuglar sonlu ulagilabilir kategorilere genellesgtirilmigtir.
Bu tez dort béliimden olugmaktadar.
Birinci boliim girig boliimii olarak diizenlenmigtir.

Tkinci boliimde, tezin okunabilirligini kolaylagtirmak icin gerekli olacak halka ve
modiiller teorisi, homoloji cebiri ve kategori teorisi ile ilgili baz1 temel kavram

ve sonuclar ispatsiz olarak verilmigtir.

Uciincii boliimde, ilk olarak A bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategori ve Ay bu
kategorinin sonlu temsil edilebilir nesnelerinin izomorfizma sinifi olmak iizere Ay
dan Abel gruplara taniml biitiin kontravariant toplamsal funktorlarin sinifinda
es-burulma teorisi incelenmistir. Ozgiin bir sonuc olarak, bir toplamsal sonlu
ulagilabilir kategoride bir piir-injektif nesnenin endomorfizma halkasinin bir eg-

burulmali halka oldugu gosterildi.



Toplamsal sonlu ulagilabilir kategorilerin tam olmadigi bilinen bir gercektir.
Ornegin sol coherent olmayan bir R halkasi iizerinde diiz sag R-modiillerin
kategorisi direkt carpimlar altinda kapali degildir. Aym zamanda diiz sag R-
modiillerin kategorisi her zaman bir Abel kategori olmayabileceginden dolay1
bir Grothendieck kategori de degildir. Yine bu bdliimde, funktorlarin quasi-
limiti tanmimlanarak, toplamsal sonlu ulagilabilir kategorilerin herzaman quasi-
tam oldugu gosterildi. Ayn1 zamanda bu béliimde, bir toplamsal sonlu ulagila-

bilir kategorinin bir piir eg-liretece sahip oldugu gosterildi.

Son olarak dérdiincii boliimde, 6ncelikle bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategori-
nin ayrigtirilamaz piir injektif nesneleri sinifinin bir kiime olusturdugu gosterildi.
Buradan hareketle herhangi bir diiz funktorun bu kiimenin elemanlarinin, yani
ayristirilamaz piir injektif nesnelerinin limiti icine piir olarak gdmiilebilecegi
ispatlandi. Ayrica, bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategorinin bir piir eg-iireteg

kiimesine sahip oldugu gosterilmistir.



2 ON BILGILER

Bu boéliim tezde yer alan bazi temel kavram ve gosterimlerin genel hatlariyla
ispatsiz olarak tanitilmasina ayrilmigtir. Halka ve modiiller teorisi, homoloji
cebiri, kiimeler teorisi ve kategori teorisinin bu ve diger boliimlerde kullanilacak
olan genel ve temel kavramlar i¢in (Freyd 1964), (Stenstrém 1975), (Rotman
1979), (Wisbauer 1991), (Anderson Fuller 1992), (Adamek Rosicky 1994), (Xu
1996), (Alizade Pancar 1999), (Hrbacek Jech 1999), (Enochs Jenda 2000) ve
(Prest 2009) kaynaklar: referans verilebilir.

Bu tez boyunca 6zel olarak belirtilmedikce, tiim halkalar birimli ve birlesmeli

halkalar, modiiller ise birimsel (unitary) sol R-modiiller olarak kabul edilecektir.

2.1 Temel Kavramlar

R bir halka, M ve N R-modiiller olsun. M modiiliinden N modiiliine tanimh
R-homomorfizmalarinin kiimesi Hom (M, N) bir Abel gruptur.

{M,|n € Z} modiiller toplulugundan ve bunlarm f, : M, — M, _; homomor-

fizmalarindan olusan

_>Mn+1f”_+l>Mni>Mn_1_>

dizisinde her n € Z igin, Im(f,+1) = Ker(f,) ise bu diziye tam (ezact) dizi
denir. Ozel olarak A, B ve C modiilleri icin;
0—A-L B4 0c—0

dizisi tam ise f bir monomorfizma ve g bir epimorfizmadir. Bu diziye kisa tam

dizi denir.



Degigmeli diagram icin bicimsel bir tanim olmamakla birlikte, bir diagramda
herhangi iki modiil arasindaki olas1 tiim yollar ayni1 déniigiimii tanimliyorsa bu

diagrama degismeli (commutative) diagram denir.

P bir modiil olsun. Her f : A — B epimorfizmasi ve her bir g : P — B

homomorfizmasi icin

A L5 B & 0
e
P

diagramini degismeli kilan, g = f o h olacak sekilde bir A : P — A homomorfiz-

mas1 varsa P ye projektif modil denir.

I bir modiil olsun. Her f : A — B monomorfizmasi ve her bir g : A — [

homomorfizmasi i¢in

0 — A s B
o

I

diagrami degigsmeli kilan, g = ho f olacak gekilde bir h : B — I homomorfizmasi

varsa I ye injektif modil denir.

Projektif modiillerin herhangi direkt toplami projektiftir ancak dual olarak in-

jektif modiillerin herhangi direkt ¢arpimi injektif olur.

Bundan bagka, R-modiillerin herhangi bir

0— M-S NS 1L 50

kisa tam dizisine M nin L ile bir genislemesi (extension) denir. Bu geniglemede
eger h o f = 1, olacak sekilde bir h : N — M homomorfizmas: varsa bu
geniglemeye parcalanan (split) kisa tam dizi denir. Bu kogula denk olarak gok =
1, olacak gekilde bir k£ : L. - N homomorfizmasi1 varsa bu dizi parcalanandir.
Bir P modiiliiniin projektif olmasi icin gerek ver yeter kosul A ve B birer R-

modiil olmak iizere;



0—A—B—P—0

seklindeki her dizinin pargalanan dizi olmasidir. M, N ve X R-modiiller olmak

luzere

00— M—X—N—70

kisa tam dizisinin parcalanan olmasi i¢in gerek ve yeter kogul Exty (M, N) = 0
olmasidir. Burada Ext, Hom funktoru ile tiiretimis homoloji grubunu goster-
mektedir.

I bir kismi sirali kiime olsun. Eger her ¢, j € [ ¢iftiigin i < k ve j < k olacak sek-
ilde k € I varsa, I ya yonlendiriimis (directed) kiime denir. I bir yonlendirilmisg
indis kiimesi ve ¢ < j olacak gekilde ¢, 5 € I olmak tizere ¢;; : M; — M; R-
modiil homomorfizmalar: i¢in {M;, ¢;;} kiimesi R-modiillerin bir direkt sistemi
olsun. Bu sistemin direkt limiti; S, {\jpji(a; — Ai(a;)} elemanlariyla iiretilmis
bir alt modil ve \; : M; — @®M; dogal injeksiyon olmak iizere, ®M;/S ye

izomorftur.

M, N ve F, R-modiiller olmak iizere R-modiillerin standart tensér carpim ile

her 0 — M — N tam dizisi i¢in,

00— M®rF — N®pF
dizisi de tam ise F ye diz (flat) modil denir. Her projektif modiil diiz alt
modiildiir fakat tersi her zaman dogru degildir.

M bir R-modiil olsun. Eger M = Rx1+ Rxo+...4+ Rz, olacak sekilde sonlu sayida
X1, %2, ..., Ty € M elemanlart varsa M ye sonlu dretilmis (finitely generated)
modiil denir. Her diiz modiil sonlu iiretilmis projektif modiillerin bir direkt

limitidir. Ayrica, diiz modiillerin direk limiti yine bir diiz modiil olur.

M bir R-modiil olmak iizere m,n pozitif tam sayilar1 i¢cin

R™ — RM™W — M — 0
tam dizisi var ise M ye sonlu temsil edilmis (finitely presented) modil denir.

6



2.2  Ortii ve Zarflar

R-modiillerin bir X’ sinifi ile sifir modiiliinii de igeren ve izomorfizmalar altinda

kapali R-modiillerin bir kolleksiyonu kastedilecektir.

Tamim 2.2.1 (Xu 1996) X, R-modiillerin bir smifi ve M bir R-modiil olsun.
Agagidaki kogullar saglanacak gekilde bir ¢ : M — X homomorfizmasi varsa
X € X modiiliine M nin X-zarfi (X-envelope) denir.

e X' € X olmak iizere her ¢’ : M — X’ homomorfizmasi i¢in, ¢’ = f o ¢
olacak sekilde bir f : X — X’ homomorfizmasi vardir. Diger bir deyisle
herhangi bir X’ € X i¢in Hom(X,X’) — Hom(M, X’') — 0 dizisi

tamdair.

e Eger f: X — X doniisiimii ¢ = f o ¢ olacak gekilde X in bir endomor-

fizmasi ise f bir otomorfizmadir.

Eger sadece tanimda yer alan birinci sart saglamiyorsa ¢ : M — X ye bir

X-onzarf (X-preenvelope) denir.

Tamim 2.2.2 (Xu 1996) X, R-modiillerin bir smifi ve M bir R-modiil olsun.
Agagidaki kosullar saglanacak sekilde bir ¢ : X — M homomorfizmasi varsa
X € X modiiliine M nin X-drtisi (X-cover) denir.

e X' € X olmak iizere her ¢’ : X’ — M homomorfizmasi i¢in, ¢’ = p o f
olacak sekilde bir f : X’ — X homomorfizmasi vardir. Diger bir deyisle
herhangi bir X’ € X i¢gin Hom(X’, X) — Hom(X', M) — 0 dizisi

tamdar.

e Eger f: X — X doniisiimii ¢ = @ o f olacak sekilde X in bir endomor-

fizmasi ise f bir otomorfizmadair.

Eger sadece tanimda yer alan birinci sart saglamiyorsa ¢ : X — M ye bir

X -onorti (X-precover) denir.

F biitiin diiz sol modiillerin bir sinifi olsun. Bir M, R-modiiliiniin F-ortiisiine

M nin diz ortisid denir.



Enochs Savi: Herhangi birimli ve birlesmeli R halkas: {izerinde her
R-modiil bir diiz ortiiye sahiptir (Enochs 1981).

Bu savin varligi baz sartlar altinda injektif zarfin varhiginin dualidir. Bir ¢ok
modiil sinifina gore bu sav dogru olmasina ragmen, genelde bu sav halen bir agik
problemdir. Ancak (Bican et al 2001) makalesinde bu sav bazi sartlar altinda

¢Oziilmiigtiir.

X modiillerin bir smifi olsun. Eger R-modiillerin her

0O—M-—N—L—0

altinda kapaldir denir. Ornegin; projektif, injektif ve diiz modiiller smifi genis-

lemeler altinda kapalidir.

Agagidaki iki sonug "Wakamatsu Lemmalar" olarak bilinir:

Lemma 2.2.3 X genigslemeler altinda kapaly bir sinif ve ¢ : X — M, M nin
bir X -drtiisii olsun. Bu durumda her X' € X igin Extp(X' kerp) = 0 dir.

Lemma 2.2.4 X genislemeler altinda kapaly bir sinif ve ¢ : M — X, M nin
bir X -zarfi olsun. Bu durumda her X' € X i¢in Exty(cokerp, X') =0 dir.

2.3 Eg-burulma Teorisi ve Piir-Injektiflik

L, R-modiillerin bir sinifi olsun.

L+ ={X € R—Mod|Ext} (L, X) = 0, her L € £ icin }

1L ={X € R—Mod|Ext(X,L) =0, her L € £ i¢in }



simflarim tamimlayahm. £+ ye £ nin sag dik sinafi, =L ye de £ nin sol dik sinafe

denir.

Projektif modiillerin smifin1 P ve injektif modiillerin siifini1 Z ile gdsterelim.
Bu durumda P+ = R-Mod ve +(P+) = P ve benzer bigimde Z+ = R-Mod ve
H(T+) =7 dir.

Onerme 2.3.1 (Xu 1996) X, R modillerin herhangi bir sinifi olmak dzere,
X € X icin p: X — M orten ve kerp € X+ olsun. Bu durumda X, M nin bir

X -onéortisiudir. Bu dndrtiye ozel (special) ondrti denir.

Her sag R-modiil A igin

0 —A®p M — ARp N — A®Qr L — 0

dizisi tam ise R-modiillerin

0O—M-—N—L—0

kisa tam dizisine pir tam (pure-exact) dizi denir. Burada M ye N nin pir alt
modili, N ye de M nin pir genislemesi denir. Her parcalanan kisa tam dizi
plir-tamdir fakar tersi her zaman dogru degildir. Bir B” sol R-modiiliiniin diiz

olmasi icin gerek ve yeter kosul R-modiillerin her tam

0—B —B—B"—0

dizisinin piir tam olmasidir. M, N ve P herhangi R-modiilleri i¢in piir tam

satirli her

0O — N — M — L — 0

Lo
P

diagrami bir g : M — P homomorfizmasi ile degismeli {icgene tamamlanabilirse
P ye piir-injektif modiil denir. Diger bir deyisle, N, M nin piir alt modiilii olmak

uzere



Hom(M, P) — Hom(N,P) — 0

dizisi tamdar.

Biitiin injektif modiiller piir-injektiftir. Piir-injektif modiillerin sinifin1 PE ile
gosterelim. Bir R-modiil M nin bir PE-zarfina M nin pur-injektif zarfi denir
ve PE(M) ile gosterilir. PE smifi ne geniglemeler ne de direk limitler altinda
kapalidir. Her modiil bir injektif modiil i¢ine gémiilebilir ve her injektif modiil
piir-injektif oldugundan ¢ : M — PE(M) injektiftir. Ayrica her R-modiil bir
piir-injektif zarfa sahiptir.(Xu 1996)

Tanim 2.3.2 (Xu 1996) Her diiz sol R-modiil F icin, Ext,(F,C) = 0, yani

C € Ft ise, C sol R-modiiliine es-burulmaly (cotorsion) modiil denir.

Es-burulmali modiillerin sinifi, piir-injektif modiillerin sinifin1 ve dolayisiyla in-

jektif modiillerin simifini kapsar.

C bir eg-burulmali modiil ve F' bir diiz modiil olmak iizere

0—C—F—M-—70

kisa tam dizisi i¢in eger G bir diiz modiil ise

Hom(G, F) — Hom(G, M) — Extp(G,C) =0

dizisi tamdir. Buradan F' — M bir diiz 6nortiidiir. Boylece es-burulmali mo-
diiller diiz ortiilerin cekirdekleridir. Eg-burulmali modiillerin sinifi geniglemeler,

direkt carpimlar, sonlu direkt toplamlar ve direkt toplananlar altinda kapalidir.

C = F* biitiin es-burulmali sol R-modiillerin sinifi olsun. Bir M sol R-modiiliiniin
bir C-zarfi ¢ : M — C' ye M nin es-burulmali zarfi denir. Burada ¢ nin injektif
oldugu aciktar.

Lemma 2.3.3 (Xu 1996) *C = F, yani ~(F*) = F dir.

Teorem 2.3.4 (Xu 1996) ¢ : M — C' bir es-burulmals zarf olsun. Bu durumda,
D = C/p(M) diz modildir. Eger M diz modil ise C' de diz modildir.
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2.4 Funktor Kategorileri

I bir kiigiik (small) kategori, yani, nesneleri bir kiime olan kategori ve C herhangi
bir kategori olsun. Nesneleri I dan C ye funktorlar ve morfizmalari bu funk-
torlar arasindaki dogal doniigiimler (natural transformations) olarak alinirsa
Func(I,C) funktor kategorisi tanimlanmig olur. Bu kategoride bu morfizmalar
arasindaki bilegke iglemi dogal doniigiimlerin bilegkesi olmak iizere bilegke iglemi
birlesme 6zelligine sahiptir. Her 7' : I — C funktoru ic¢in 17 : T — T birim
déniisiimii vardir. Iki funktor arasindaki dogal déniisiimler her zaman bir kiime
olugturur. S ve T funktorlar olmak iizere S den T ye tanimli morfizmlerin
kiimesini N(S,T') ile gosterelim. I bir kii¢iik kategori oldugundan sadece bir
kiime olarak diigiiniilebilir. Bu nedenle dogal doniigsiimlerin kiimesi her ¢ € [
icin Hom(S(7),T'(7)) kiimelerinin ¢arpimimin (product) bir alt kiimesi olarak

goriilebilir.

C bir kategori, C', C' ve C”, C nin herhangi nesneleri olmak iizere eger Hom¢(C, C”)
kiimesi bir abel grup ve Hom¢(C’,C") x Home(C, C") — Home(C, C”) bilegke
doniigiimleri bilineer ise C kategorisine bir dntoplamsal (preadditive) katego-
ri denir. B ve C ontoplamsal kategoriler ise a,o’ : C' — (' olmak iizere
T(a+a') =T(a)+T () 6zelligini saglayan T' : B — C funktoruna bir toplamsal
(additive) funktor denir.

Tanim 2.4.1 C bir kategori olsun. Eger agagidaki kosullar saglaniyorsa C bir
Abel kategoridir denir.

e C Ontoplamsaldir.
e C deki nesnelerin her sonlu ailesi bir ¢carpima sahiptir.
e C deki her morfizma bir ¢ekirdek ve bir es-cekirdege sahiptir.

e Her a morfizmas igin 5 : Coker(kerar) — Ker(cokerar) bir izomorfizmadir.

Onerme 2.4.2 I bir kiigik kategori ve C bir éntoplamsal kategori ise Func(I, C)
kategorisi de dntoplamsal kategoridir. Bundan baska, C bir Abel kategori ise
Func(I,C) kategorisi de bir Abel kategoridir.
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Ispat. [(Stenstrém 1975), Proposition IV.7.1] O

Herbir C kategorisi i¢in bir C? dual kategorisini tanimlayabiliriz. Bu kategoride
nesneler kiimesi C kategorisi ile aynidir fakat
Hom¢(C, C") = Homeor (C, C)

ve "x" C° kategorisindeki bilegke iglemi ve "-", C kategorisindeki bilegke iglemi
olmak iizere ax § = - « dir. C kategorisinde gecerli olan kavram ve karakteri-

zasyonlarin duali C? kategorisinde de gecerlidir.

Her bir B € B nesnesi i¢in Hom(—, B) : B — Ab funktorunu hp ile gosterelim.

Agagidaki 6nerme "Yoneda Lemma" olarak bilinir.

Onerme 2.4.3 B bir kicik éntoplamsal kategori olsun. B nin her B nesnesi

ve her toplamsal T : B’ — Ab funktoru i¢in
N(hp,T)=T(B)

wzomorfizmast vardr.
Ispat. [(Stenstrom 1975), Proposition 1V.7.3] O

Bu énermede hp = Hom(—, B’) : B’ — Ab olmak iizere T yerine hp alinirsa
N(hp,hp) = Hom(B, B') dogal izomorfizmasi elde edilir. Béylece B +— hp
funktoru B nin Hom(B°?, Ab) i¢ine full gémiilmesidir. Buradan Hom(5°P, Ab)

icinde

0—T —T—T" —0

dizisinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, B kategorisinin bir B nesnesi i¢in

0—T(B)—T(B)— T"(B) — 0

dizisinin de tam olmasidir.
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C bir Abel kategori olsun. C nin bir C nesnesi icin eger Hom(C,—) : C — Ab
funktoru tam ise C' ye projektif nesne denir. C ve D iki Abel kategori ve T :
C — D hir toplamsal funktor olsun. C de sifirdan farkli her o morfizmasi icin
T(a) # 01ise T ye sadik (faithful) funktor denir.

Onerme 2.4.4 Bir T funktorunun sadik olmasi icin gerek ve yeter kosul sifur-
dan farkly her C' nesnesi i¢in T(C) # 0 olmasidar.

Ispat. [(Stenstrém 1975), Proposition IV.6.1] O

C herhangi bir kategori ve C', C nin bir nesnesi olsun. Eger Hom(C, —) sadik ise

C' ye C igin bir drete¢ (generator) denir.

Onerme 2.4.5 Bir P projektif nesnesinin bir irete¢ olmasu icin gerek ve yeter
kosul sifirdan farkly her bir C' nesnesi icin sifirdan farkl bir P — C' morfiz-

masinin var olmasidar.

Ispat. [(Stenstrém 1975), Proposition IV.6.3] O

Sonug 2.4.6 B bir kigik ontoplamsal kategori olsun. Bu durumda {hp}pes

ailesi Hom(B°P, Ab) nin projektif iireteclerinin ailesidir.
Ispat. [(Stenstrom 1975), Proposition IV.7.5] O

C bir 6ntoplamsal kategori, I bir kiiciik kategori ve F' : I — C' bir funktor olsun.
X, C nin bir nesnesi ve I nin her bir ¢ nesnesi i¢in bir «; : X — F'(¢) morfizmasi
verilsin. Eger I kategorisindeki her A : ¢ — j morfizmleri i¢gin o; = F(M\)oy

saglaniyorsa {«a;} ailesine uyumlu (compatible) aile denir.

Tanim 2.4.7 (Stenstrom 1975) C bir 6ntoplamsal kategori, I bir kiigiik kate-
gori ve F': I — C bir funktor olsun. I nin her bir 7 nesnesi ve C nin bir L nes-
nesi i¢in, {m; : L — F(i)} morfizmalarin bir uyumlu ailesi ile {§; : X — F(i)}
uyumlu ailesi icin, m;& = &; olacak sekilde bir tek £ : X — L morfizmas:1 varsa
L ye F : I — C funktorunun bir limiti denir ve L = @F ile gosterilir. Burada

bir F' funktorunun limiti izomorfizma altinda tektir.
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I bir kiiciik kategori olsun. C herhangi bir kategori olmak iizere her F': I — C
funktorunun limiti varsa C kategorisine tam kategori (complete) denir. Eger C
bir tam kategori ve I bir kiigiik kategori olmak iizere L = lLimF', Func(I, C)
den C ye bir funktor olarak diigiiniilebilir. Bundan baska bir F' funktorunun
es-limiti (co-limit) dual olarak tanimlanir ve lim F" ile gosterilir. Bu durumda
C kategorisinde her F' funktorunun eg-limiti varsa C ye eg-tam (co-complete)
kategori denir. I bir ayrik (discrete) kategori, yani, morfizmalari sadece birim
morfizmalar olsun. Bu durumda JmF = I1F (i) ve limF" = @ F (i) olur. Eger I
bir yonlendirilmig kiime ise F': I — C direkt sisteminin eg-limiti direkt limit ve
F : I°? — C sisteminin limiti ise ters (inverse) limittir.

I nesneleri {1, , k} kiimesi ve morfizmalarinin kiimesi de, ¢ — k, j — k mor-
fizmalara ve birim morfizmalar olan bir kategori olsun. F' : [ — C funktoru-

nun limiti, gercekte asagidaki gibi bir pullback diagramidir. Boylece pullback

diagramlari limitlerin 6zel halidirler.

Sonug 2.4.8 Bir Abel kategorinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul carpim-

lara sahip olmasidur.
Ispat. [(Stenstrom 1975), Corollary IV.8.3] O

C ve D ontoplamsal kategoriler, I bir kii¢iik kategori ve her F' : I — C funk-
toru igin mF var olsun. Eger T : C — D funktoru, T'(lmF) = LImTF ve
HmF" — F(i) morfizmalarini N TF — TF (i) morfizmalarinin i¢ine tagiyor ise
T funktoruna limitleri koruyor denir. Bir C éntoplamsal kategorisi i¢in C' ve C',
C kategorisinin nesneleri olmak iizere Hom(C,—) : C — Ab ve Hom(—,C") :
C°? — Ab funktorlarinin her ikisi de limitleri korur. Yani C nin her bir C; ve D;

nesneleri icin

Hom¢(C, @Di) = limHome (C, D;) ve Home (limG;, D) = limHome(C;, D)

saglanir.
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2.5 Grothendieck Kategoriler

Tamim 2.5.1 (Stenstrom 1975) Bir es-tam Abel C kategorisinde direkt limitler

tam ve C bir iiretece sahipse, bu kategoriye Grothendieck kategori denir.
Onerme 2.5.2 Grothendieck kategoriler tamdur.

Ispat. [(Stenstrém 1975), Corollary X.4.4] O

Sonug 2.5.3 Her Grothendieck kategori ¢carpimlara sahiptir.
Ispat. Sonug 2.4.8 den aciktir. O

Bir R halkasi icin Mod-R kategorisinde direkt limitler tam funktorlar oldugun-
dan bir Grothendieck kategoridir. Ustelik B bir kiiciik 6ntoplamsal kategori
olmak iizere C = Hom(B, Ab) kategorisi bir Grothendieck kategoridir. Burada

B kategorisinin nesneleri, C kategorisinin projektif iireteclerinin ailesidir.

Tamim 2.5.4 (Carceles 2008) A direkt toplamlar altinda kapali bir Abel kate-
gori olsun. Bu kategorideki her ®;c; X; :— Y epimorfizmasi i¢in ®;cp X; :(—> Y
bir epimorfizma olacak gekilde sonlu bir /' C I alt kiimesi varsa Y nesnesine

sonlu tretilmis (finitely generated) nesne denir.

C bir Grothendieck kategori olsun. Yukaridaki tanima denk olarak, C' = > C;
esitligini saglayan C kategorisinin C; direkt alt nesnelerinin ailesi i¢in C' = Cj,
olacak gekilde bir i, € I varsa C nesnesine sonlu iiretilmis nesne denir. Burada

C' =" C; nesnesine C; alt nesnelerinin direkt bilegimi (direct union) denir.

Tanmim 2.5.5 (Carceles 2008) A direk limitlere sahip bir toplamsal kategori ve
P, A nin bir nesnesi olsun. Eger Hom(P, —) funktoru direk limitleri koruyor ise

P nesnesine sonlu temsil edilebilir (finitely presentable) nesne denir.
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Tanim 2.5.6 (Carceles 2008) Eger bir C kategorisi sonlu temsil edilebilir
tiretegler ailesine sahip ise, C kategorisine yerel sonlu temsil edilmis (locally
finitely presented) kategori denir. Yerel sonlu temsil edilmig kategoriler ilk olarak

(Crawley-Boevey 1994) de ele alinmigtir.

Onerme 2.5.7 Bir yerel sonlu temsil edilmis Grothendieck kategorideki her

nesne sonlu temsil edilebilir nesnelerin direkt limitidir.
Ispat. [(Wisbauer 1991), Proposition 34.2] O

C bir yerel sonlu temsil edilmig Grothendieck kategori olsun. Bu kategorideki
bir

00— X —- X —X"—0

kisa tam dizisi icin X’ ve X" sonlu temsil edilebilir nesneler ise X de bir sonlu

temsil edilebilir nesnedir.

2.6 Sonlu Ulagilabilir Kategoriler

Tamim 2.6.1 (Adamek Rosicky 1994) A direkt limitlere sahip bir toplamsal
kategori olsun. A kategorisindeki her nesne bu kategorinin sonlu temsil edilebilir
nesnelerinin bir direkt limiti olacak gekilde sonlu temsil edilebilir nesnelerin bir
kiimesine sahip ise A kategorisine sonlu ulagilabilir (finitely accessible) kategori

denir.

Bir sonlu ulagilabilir kategorinin her nesnesi sonlu temsil edilebilir nesnedir.

Ayrica sonlu ulagilabilir kategoriler her zaman tam olmak zorunda degildir.

Her yerel sonlu temsil edilmig kategori, sonlu ulagilabilir kategoridir fakat tersi
her zaman dogru degildir. Ornegin; kiiciik kategoriler, morfizmalari bire-bir
fonksiyonlar olmak iizere, sonlu ulagilabilir kategorilerdir, fakat yerel sonlu tem-

sil edilmis kategori degildirler.
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Tanim 2.6.2 (Borceuz Rosicky 2007) A bir sonlu ulagilabilir kategori, f : A —
B bu kategoride bir morfizma ve A’, B’ nesneleri A nin sonlu temsil edilebilir

nesneleri olsun. Her bir

Ao Lop
u Ly
A Lo B

degismeli diagram icin v = @ f’ olacak sekilde bir u : B' — A morfizmas1 varsa

f ye piir-morfizma denir.

Pargalanan (split) monomorfizmalar piir monomorfizmalardir. Piir morfizmalarin
bilegkesi de piir morfizmadir ve eger fog piir ise g de piir morfizmadir. Bir sonlu

ulagilabilir A kategorisi i¢indeki herhangi piir tam

0—X—>L—M-—70

dizisi parcalanan ise A nin bir X nesnesine piir-injektif nesne denir.

Bundan bagka piir morfizma tanimlari direkt limitler veya Hom funktor yardim

ile agagidaki bicimde yapilabilir.

A bir sonlu ulagilabilir toplamsal kategori ve u : A — A’, A da bir morfizma
ve u morfizmas1 A ic¢inde {u; : A; — A} morfizmalarimin direkt sisteminin
bir direk limiti olsun. Eger her bir u; par¢alanan monomorfizma olmak iizere
{fij - Ai = Ajticy ve {gi + Aj — Al}icj morfizmalarm direkt sistemleri varsa
u ya pur-monomorfizma denir. Ayrica eger her bir u; parcalanan epimorfizma
olmak iizere {fi; : Ai — Aj}lic; ve {gij : A} = Aj}ic; morfizmlarn direkt
sistemleri varsa u ya ptr-epimorfizma denir.

Boylece A kategorisinde, her piir-monomorfizma A da bir eg-gekirdege (co-
kernel) ve benzer bigimde her piir-epimorfizma A da bir c¢ekirdege sahiptir.

Bu cekirdek u; morfizmalarinin ¢ekirdeklerinin direk limiti ve bu eg-gekirdek de

u; morfizmalarinin eg-cekirdeklerinin bir direkt limitidir.
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Ap, A kategorisinin sonlu temsil edilebilir nesnelerinin tiim izomorf siniflarinin
kiimesi olsun. Ay m herhangi Ay nesnesi igin Hom(Ag, —) direkt limitleri ko-
rudugundan, Ay daki projektif nesnelerinin bulunmasi A kategorisindeki piir
epimorfizmalara baghdir. Bundan basgka, A kategorisindeki her nesne A, kate-
gorisindeki nesnelerin direkt limiti oldugundan, bir p : A — A’ morfizmasinin
piir-epimorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A, kategorisindeki nesnelerin

projektif olmasidir.

Tanim 2.6.3 A kategorisindeki herhangi bir u pilir-monomorfizmas: i¢in eger
Hom 4(u, A), Ab kategorisinde bir epimorfizma ise A4 nin A nesnesine piir-
injektif nesne denir. Ayrica, A kategorisindeki herhangi bir p piir-epimorfizmasi
icin Hom4(A, p), Ab kategorisinde bir epimorfizma ise A nin A nesnesine piir-

projektif nesne denir.

Tanim 2.6.4 (Makkai Pare 1989) C bir sonlu ulagilabilir Grothendieck kate-

gori olsun. Eger bu kategoride her

00— X —Y —F—0

kisa tam dizisi piir ise F' ye diz (flat) nesne denir.

Her diiz funktor, sonlu temsil edilebilir funktorlarin bir limitidir ve ayrica her

diiz funktor limitleri korur.

Tamim 2.6.5 (Garcia 1999) F, bir A Abel kategorisindeki nesnelerin herhangi
bir sinifi ve X, A kategorisinde bir nesne olsun. F' ve F’, F siifinin nesneleri

olmak {izere her bir X — F’ morfizmasi igin

diagrami degismeli olacak gekilde bir ¢ : X — F homomorfizmas1 varsa F' ye

bir F-énzarf denir.

18



Eger

X — F

!
F

diagrami sadece otomorfizmalarla degismeli olabiliyorsa ¢ : X — F ye bir F-
zarf denir.

F-ortiiler dual olarak asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.6.6 (Garcia 1999) F, bir A Abel kategorisindeki nesnelerin herhangi
bir sinifi ve X, A kategorisinde bir nesne olsun. F' ve F’, F sinifinin nesneleri

olmak {izere her bir F/ — X morfizmasi i¢in

F/
$
)
F — X

diagrami degismeli olacak gekilde bir ¢ : F' — X homomorfizmas1 varsa F' ye

bir F-onorti denir.

Eger

F

i
F — X

diagrami sadece otomorfizmalarla degigsmeli olabiliyorsa ¢ : ' — X ye bir F-

orti denir.

Modiil siniflarinda bahsettigimiz "Wakamatsu Lemmalan" Grothendieck ka-
tegoriler igin de gegerlidir. Bundan bagka, sonlu ulagilabilir ve Grothendieck

kategorilerde agagidaki bilinen 6zellikler vardir.

Teorem 2.6.7 C bir toplamsal yerel sonlu temsil edilmis kategori ve X bu ka-
tegoride bir nesne olsun. X nesnesinin ptir monomorfizma olan bir pir injektif
n: X — PE(X) zarfi vardar.
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Ispat. [(Herzog 2003), Theorem 6| O

Teorem 2.6.8 Bir G Grothendieck kategorinin nesnelerinin direkt eg-limitler
ve es-carpimlar altinda kapaly bir sinifv F olsun. F nin her bir nesnesi F nin
bir S alt kiimesinin nesnelerinin bir direkt limiti ise G kategorisinin her bir

nesnest bir F-ortiye sahiptir.

Ispat. [(El Bashir 2006), Theorem 3.2| OJ

Bundan bagka, F nin bir F' nesnesinin bir piir alt nesnesi P olmak {izere F/P,

F nin bir nesnesidir.

Teorem 2.6.9 C bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategori ve Cy bu kategorinin
direkt limitler ve pir epimorfik gorintiler altinda kapaly bir sinifi olsun. Bu
durumda C nin her nesnesi bir Co-ortiye sahiptir.

Ispat. [(Crivei et al. 2010), Theorem 2.6| O

Boylece, 6zel olarak bir toplamsal sonlu ulagilabilir Grothendieck kategoride her

bir diiz nesne bir diiz ortiiye sahiptir.
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3  Func(AP,Ab) KATEGORISINDE PUR-INJEKTIFLIK

Bu béliimde, ilk olarak A bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategori ve Ag bu ka-
tegorinin sonlu temsil edilebilir nesnelerinin izomorfizma siifi olmak iizere Ay
dan Abel gruplara tanimh biitiin kontravariant toplamsal funktorlarin sinifinda
"eg-burulma teorisi" incelenmistir. Ozgiin bir sonug olarak, bir toplamsal sonlu
ulagilabilir kategoride bir piir-injektif nesnenin endomorfizma halkasinin bir eg-
burulmali halka oldugu gosterilmistir. Béylece bu piir-injektif nesnenin endo-

morfizmalar1 halkasi (von Neumann) regiiler olur.

Toplamsal sonlu ulagilabilir kategorilerin tam olmadigi bilinen bir gercektir.
Ornegin sol coherent olmayan bir R halkasi iizerinde diiz sag R-modiillerin
kategorisi direkt carpimlar altinda kapali degildir. Aynm1 zamanda diiz sag R-
modiillerin kategorisi her zaman bir Abel kategori olmayabileceginden dolay: bir
Grothendieck kategori de degildir (Garcia Martinez 1995). Yine bu béliimde,
funktorlarin quasi-limitini tanimlayarak, toplamsal sonlu ulagilabilir kategori-

lerin her zaman quasi-tam oldugu elde edildi.

Ayni zamanda bu béliimde, bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategorinin bir piir

es-iiretece sahip oldugu gosterildi.

3.1 Func(AF, Ab) ve Flat( A", Ab) Kategorileri

A bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategori ve Ay, A kategorisinin sonlu temsil
edilebilir nesnelerinin izomorf sinifi olsun. 4y dan Abel gruplara tanimh biitiin
kontravariant toplamsal funktorlarm simfin1 Func(Ag°, Ab) ile gosterelim. A bir
kii¢iik kategori oldugundan, Func(Ag", Ab), nesneleri kontravariant toplamsal
funktorlar ve morfizmalar: bu funktorlar arasindaki dogal doniigiimler olan bir
kategori tamimlar. (Stenstrom 1975) de bu kategorinin tam ve eg-tam oldugu
gosterilmigtir. A bir kiigiik kategori ve Func(Ay", Ab) kategorisinin nesneleri
Abel kategorilere tammli funktorlar oldugundan, Func(Ag”, Ab) kategorisi bir
Abel kategoridir.
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Func(Ag”, Ab) kategorisi kontravariant toplamsal funktorlarm siifi oldugun-
dan bir toplamsal kategoridir. Bundan bagka Func(Ag", Ab) bir Grothendieck
kategoridir. Aym zamanda Func(Ap®, Ab) kategorisi elemanlari sonlu temsil

edilebilir ve projektif olan bir

{Homa(—,A) | A € Ay}

iirete¢ kiimesine sahiptir. Boylece bu kategorinin projektif {ireteclerinin kiimesi
{Homa(—,A) | A € Ay} oldugundan direkt limitlerin tam oldugunu gérmek
kolaydir. Sonug olarak, Func(Ag”, Ab) bir yerel sonlu temsil edilmis kategori ve

dolayisiyla bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategoridir.

Bu ¢aligmada Func( Ay, Ab) kategorisinin tiim diiz nesnelerinin alt kategorisini
Flat(Ag’, Ab) ile gosterecegiz.

Onerme 3.1.1 A bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategori ve Ay, A kategorisinin
sonlu temsil edilebilir nesnelerinin izomorf sinife olsun. Buradan A kategorisi,
Func(Ag”, Ab) kategorisinin biitin diz nesnelerinin alt kategorisi Flat(Ag", Ab)

kategorisine denktir.

ispat.
T: A — Func(Ay, Ab)

A s T(A): A —  Ab
AO — Hom(A07A)

funktorunu goz 6niine alahm . "Yoneda Lemma" dan 7' funktoru A ve Im(7)
arasinda bir denklik tamimlar [(Adamek Rosicky 1994), sayfa 3|.

Diger taraftan Ay in herhangi bir Ay nesnesi icin, her bir Ay sonlu temsil
edilebilir oldugundan her Hom(Ag, —) direkt limitleri korur. Boylece bir Ay mn
bir A; nesnesi i¢in Hom(—, A), Im(7") nin Hom(—, A;) funktorlarinin bir direkt
limitidir. Burada Ay in herhangi A; nesnesi igin Hom(—, A;), Func(Ag", Ab)

kategorisinde bir sonlu temsil edilebilir projektif nesnedir.
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Béylece, Im(T") sonlu temsil edilebilir projektif funktorlarin biitiin direkt limit-
lerinin kategorisi olan Flat( A", Ab) kategorisidir. [J

Yukardaki 6nerme geregince T funktoru A ve Flat(Ag", Ab) kategorileri arasinda
bir denklik gosterdiginden, bir A nesnesinin A da piir-injektif yada piir-projektif
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul T'(A) nmn Flat(Ag”, Ab) kategorisinde piir-
injektif yada piir-projektif olmasidir. Ozel olarak, A nin piir-projektif olmast icin
gerek ve yeter kogul A nin AJ" kategorisindeki nesnelerin bir direkt toplamimin,
bir direkt toplanani olmasidir. Ayrica A nmin plir-injektif olmasi icin gerek ve

yeter kogul herhangi bir F' diiz funktoru i¢in

EXt (Agp,Ab)(F7 T(A)) — O

1
Func
olmasidur.

Diger taraftan, Func(.Ag”, Ab) kategorisinin biitiin diiz funktorlarinin simifi olan
F = Flat(Ay”, Ab) yi goz oniine alalim. Bu simf

{Hom(~, A) | A € Ay}

kiimesinin direkt limitler altindaki kapanigidir. Ayrica Flat(Ag”, Ab) geniglemeler
altinda kapalidir. Boylece [(El Basir 2006) Teorem 3.2] den, Func(Ag", Ab) ka-
tegorisindeki herhangi bir nesne Flat(Ag", Ab) kategorisinde bir ortiiye sahiptir.

Her F diiz funktoru igin Exty,, a2 any(F, €) = 0 olacak sekildeki Func(Ag®, Ab)
nin nesnesi olan biitiin C' funktorlarimin siifini C ile gosterelim. (Enochs et al.
2004) ten Func(Ag®, Ab) kategorisindeki herhangi bir H funktoru C de bir zarfa
sahiptir ve (F, C) bir eg-burulma teorisidir. O halde herhangi bir Flat(Ag", Ab)-
ortiiniin cekirdegi C ye aittir ve herhangi bir C-zarfin eg-gekirdegi de F ye ait-
tir. Ozel olarak Flat(Ag°, Ab) kisa tam dizilere gore geniglemeler altinda kapal
oldugundan Flat(Ag?, Ab) smifindaki bir funktorun C-ortiisii de Flat(Ag”, Ab)
smifinda olur (Aldrich et al. 2001).
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3.2 Piir-Injektiflik

Asagidaki Onerme Flat(AJ°, Ab) siifinda C-6rtii ve piir-injektiflik arasinda

giiclii bir bagint1 verir. Ayrica bu bagintiy1 doérdiincii béliimde kullanacagiz.

Her F diiz funktoru igin Extg, . a2 apy(F, €) = 0 olacak sekildeki Func(Ag®, Ab)

nin nesnesi olan biitiin C' funktorlarinin sinifim1 C ile gosterelim.

Onerme 3.2.1 F, Flat(AJ®, Ab) kategorisinde bir funktor ve u : F — C mor-
fizmast de F' nin C-zarfi olsun. Bu durumda u bir plir-monomorfizmadur. Ayrica

C piir-injektif nesnedir.

Ispat. Coker(u) nesnesinin F kategorisinin bir nesnesi oldugunu biliyoruz. O
zaman Coker(u), Ay in A; nesneleri i¢in projektif Hom(—, A;) funktorlarinin bir
direkt limitidir. Buradan pullback diagrami olugturularak Coker(u) parcalanan
morfizmalarin direkt limiti ve u da parcalanan monomorfizmalarin bir direkt

limiti olur ve buradan wu bir piir-monomorfizmadir.

Diger taraftan v : F — F’, F de bir piir-monomorfizma olsun. Bu durumda
Coker(v), F nin bir nesnesi ve boylece Ext'(Coker(v),C) = 0 olur ki buradan
herhangi f : FF — C morfizmas1 agagidaki diagrami degismeli yapacak gekilde

bir h : F' — C morfizmasina genisletilebilir,

0 — F % F — Coker(v) — 0

fdh
C

Boylece C' piir-injektif olur. [J

Onerme 3.2.1 ile Flat(Ag, Ab) kategorisindeki nesnelerin C-zarflar1 yine bu kate-
gorideki piir-injektif zarflardir. Simdi A ve Flat(Ag", Ab) kategorileri arasindaki
T denkligi kullanilirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonucg 3.2.2 A bir sonlu ulasiabilir kategori olsun. A daki her nesne A da
bir uw : A — E pir-injektif zarfa sahiptir. Bundan baska, T'(u) da T(A) nn
Func(Ag”, Ab) kategorisindeki C-zarfidur.
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Girig boliimiinde belirttigimiz gibi, bu tezdeki temel amaclardan birisi de piir-
injektif zarflarin varhigim kullanarak sonlu ulagilabilir kategorilerin yapisini in-

celemektir.

Bilindigi gibi, R bir halka olmak iizere herhangi bir sag R-modiil C' ve her diiz
F sag R-modiilii i¢in Ext},(F, C) = 0 ise C modiiliine es-burulmal modiil denir.
(Guil Herzog 2004) te gosterildigi gibi herhangi sag eg-burulmah halka (von
Neumann) regiilerdir. Boylece, agagidaki 6nerme toplamsal sonlu ulagilabilir

kategorilerde piir-injektif nesneler i¢in giizel bir sonuctur.

Onerme 3.2.3 E bir A toplamsal sonlu ulasilabilir kategoride bir pir injektif
nesne ve R = Enda(E) olsun. Bu durumda E nesnesinin endomorfizmalar

halkast R, bir es-burulmaly halkadur.

Ispat. F bir diiz sag R-modiil olsun. Burada sag R-modiiller sinifinda herhangi
bir
0+R-5X-5F—0

geniglemesinin parcalanan oldugunu gostermek ispat icin yeterlidir.

Simdi

Homy(E,—) : A — Mod—R

funktorunu goz oniine alahm. [(Freyd 1964), sayfa 84] den Hom4(F, —) Adjoint

Funktor Teoreminin hipotezini saglar. Boylece Hom 4( £, —) funktoru

E = GoHomy(E, E)

olacak gekilde bir G : Mod—R — A sol adjoint funktoruna sahiptir.

Diger taraftan, F' bir diiz R-modiil oldugundan, sonlu temsil edilmig projek-
tif modiillerin bir direkt limiti olarak yazilabilir. F' = @B olsun. Pullback

diagrami olugturularak

0—-R-X - F -0
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kisa tam dizisi

0 — R % X L F — 0

\ 3

o — R % X, % B — 0

diagrami ile

0>R-5SX, %P —0

parcalanan kisa tam dizilerinin bir direkt limiti olur.

Simdi, G funktoru direkt limitleri korudugundan G(v) : G(R) — G(X), A da
G(v;) : G(R) — G(X;) par¢alanan monomorfizmalarin direkt limitidir. O zaman
E = G(R) piir-injektif oldugundan G(v) parcalanandir. Béylece foG(v) = 1g(r)
olacak sekilde bir f : G(X) — G(R) morfizmasi vardir. Buradan Homy(F, —)

funktorunu f ye uygularsak

(Homy(E, —)(f)) o (Hom4(E, —)G(v)) = Them(E,-)oG(R)
olur. Boylece,
R LN X

11g {
Hom(E,G(R)) — Homyu(E,G(X)) — Homyu(F,G(R))

degismeli diagramim elde ederiz. Diagramdaki alt dizi parcalanan oldugundan

v de parcalanandir. [J

Sonug olarak [(Stenstrom 1975) Proposition 5.1| den, F bir A toplamsal sonlu
ulagilabilir kategoride bir piir-injektif nesne olmak iizere eger F ayrigtirilamaz

nesne ise £ nin endomorfizmalar: halkasi bir yerel (local) halka olur.
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3.3 Quasi-Limitler

Sonlu ulagilabilir kategori olan diiz modiillerin kategorisi, direkt ¢arpimlar al-
tinda kapali degildir. Dolayisiyla bir tam kategori degildir. Piir-injektif modiiller
es-burulmali modiildiir fakat tersi her zaman dogru olmayabilir. Eger Flat-R
direkt ¢arpimlara sahipse, her diiz eg-burulmali R-modiil piir-injektiftir (Xu
1996). Bu nedenle diiz modiiller kategorisinin direkt ¢arpimlara sahip olmamasi

bu kategoride piir-injektifligin incelenebilmesi acisindan énemlidir.

Bu béliimde, ilk kez kategorilerde quasi-limit kavramini tanimlayip, bu kavramin
temel 6zelliklerini inceleyecegiz. Daha sonra son béliimde gorecegimiz gibi, quasi-
limit kavrami sonlu ulagilabilir kategorilerin karakterizasyonunda énemli bir rol

oynar.

Bu boliim boyunca C herhangi bir kategoriyi ve I bir kiigiik (small) kategoriyi,

yani nesneleri bir kiime olan kategoriyi gosterecektir.

Tanim 3.3.1 H : I — C (kovariant) funktoru C kategorisinde bir nesne olsun.
Her bir ¢ € [ i¢in m; : F — H (i) morfizmalarin bir uyumlu (compatible) ailesi

olmak fizere;
e Her bir & : X — H(i) uyumlu ailesi i¢in m;¢ = &; olacak sekilde bir
¢ : X — F morfizmas: vardir.
e Eger her bir ¢ € [ igin m; o h = m; olacak gekilde bir h : ' — F' dogal
doniisiimii varsa h bir otomorfizmadir.

ozellikleri saglaniyorsa, F' = lim9H nesnesine H funktorunun quasi-limiti denir.

Tamimda yer alan birinci sart tanimin hipoteziyle birlikte limit tanimi oldugun-
dan, eger varsa bir H : I — C funktorunun iki quasi-limiti izomorftur. Ozel
olarak, H nin quasi-limitinin bir limit olmas1 i¢in gerek ve yeter kogul H funk-

torunun C kategorisinde limitinin olmasidir.
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Teorem 3.3.2 C bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategori ve Cy bu kategorinin
sonlu temsil edilebilir nesnelerinden olusan bir tretec kiimesi olmak tizere H -
I — Flat(C®, Ab) bir (kovariant) funktor, H nin Func(Cy*, Ab) kategorisindeki
timiti (WmH, {m; : §JmH — H(i)}) ve ¢ : F — JmH morfizmas: da imH nin
bir diiz ortist olsun. Bu durumda (F,{m;oq : F — H(i)}) H funktorunun
Flat(Cy¥, Ab) kategorisinde bir quasi-limittir.

Ispat. X, Flat(CJ®, Ab) kategorisinde sabit bir nesne ve & : X — H (i) morfiz-
malarn bir uyumlu ailesi olsun. (JimH, {m;}1), H funktorunun bir limiti oldugun-
dan her ¢ € [ icin m; 0 g = &; olacak sekilde bir g : X — @H morfizmasi vardir.
Hipotezden ¢ : F' — @H, H funktorunun bir diiz 6rtiisii oldugundan, goh = g
olacak sekilde bir A : X — F morfizmas: vardir. Boylece,

X 5 H®)
hii N Tm
F % limH

degigsmeli diagramini elde ederiz. Buradan her i € I i¢in, (m; 0 ¢) o h = &; olur.

Son olarak, her i € I i¢in h : F' — F dogal doniigiimii (m;0¢q)oh = m;0q esitligini
sagladigin1 kabul edelim. Bu durumda ¢ : F' — @H bir diiz 6rtii oldugundan

h bir otomorfizma olur. O

Tanim 3.3.3 [ bir kiiciik kategori ve C herhangi kategori olmak iizere I dan C
ye tanimli her H : I — C funktoru, C de bir quasi-limite sahip ise bu kategoriye

quasi-tam kategor:i denir. [

Daha 6nce de belirttigimiz gibi toplamsal sonlu ulagilabilir kategoriler tam ol-
mak zorunda degildir. Ornegin, sol cohorent olmayan bir R halkasi iizerinde diiz
sag R-modiillerin kategorisi herhangi direkt carpimlar altinda kapal degildir,
dolayisiyla bir tam kategori degildir. Ancak, asagidaki sonucta gosterecegimiz

gibi bu kategoriler her zaman quasi-tam kategorilerdir.

Sonug 3.3.4 Her toplamsal sonlu ulasilabilir kategori quasi-tamdar.
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ispat. C bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategori ve Cy, C nin sonlu temsil
edilebilir nesnelerinden olugan alt kategorisi olmak iizere C nin Flat(Cy", Ab)
kategorisine izomorf oldugunu biliyoruz. Func(Cg”, Ab) bir Grothendieck kat-
egori oldugundan [ bir kiiciik kategori olmak iizere, herhangi kovariant H :
I — Flat(Cg?, Ab) funktorunun Func(Cy®, Ab) kategorisinde bir limiti vardar.

Boylece, Teorem 3.3.2 den istenilen sonug elde edilir. [

Bir C kategorisinde carpim, pullback ve cekirdek kavramlari bazi 6zel kiiciik
kategorilerden C kategorisine taniml funktorlarin limitleridir. Buradan, ben-
zer bicimde, quasi-carpim, quasi-pullback ve quasi-cekirdek kavramlar1 tanim-
lanabilir. Boylece, bir C kategorisinin quasi tam olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul quasi-cekirdek ve quasi-carpiminin olmasidir. Sonu¢ 3.3.4 den dolayi, sonlu

ulagilabilir kategoriler quasi-cekirdek ve quasi-carpima sahiptir.

Bu boliimii toplamsal sonlu ulagilabilir kategorilerde eg-tireteglerin varhigini gos-
tererek tamamlayahm. Bilindigi gibi herhangi bir toplamsal C kategorisinde sifir-
dan farkh her f : A — B morfizmasi i¢in go f # 0 olacak sekilde bir g : B — E

morfizmasi varsa E nesnesine C de bir eg-tirete¢ (co-generator) denir.

Onerme 3.3.5 Bir sonlu ulasilabilir toplamsal kategori C bir es-iiretece sahip-

tir.

Ispat. Func(CS®, Ab) bir Grothendieck kategori oldugundan bir es-iiretece sahip-
tir. (Q bu kategoride bir eg-iirete¢ ve ¢ : £ — ), Q nun bir diiz ortiisii olsun.
O zaman f : A — B morfizmasi1 Flat(Cy®, Ab) kategorisinde sifirdan farkl bir
morfizma ise, g o f # 0 olacak sekilde bir g : B — ) morfizmas1 vardir. Diger
taraftan, ¢ : £ — @ bir diiz ortii oldugundan ¢ o h = ¢ olacak sekilde bir
h : B — E morfizmasi vardir. Boylece goho f = go f # 0 oldugundan ho f # 0
elde edilir. Béylece E, C kategorisinin bir eg-iiretecidir. [
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4  AYRISTIRILAMAZ NESNELER

Son olarak, bu bdéliimde oncelikle bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategorinin
ayrigtirtlamaz piir-injektif nesneler siifinin bir kiime olusturdugu gosterildi.
Buradan hareketle herhangi bir diiz funktorun bu kiimenin elemanlarinin, yani
ayristirilamaz piir-injektif nesnelerinin limiti icine piir olarak gomiilebilecegi is-
patlandi.

Ayrica, bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategorinin bir piir eg-iirete¢ kiimesine
sahip oldugu gosterilmistir. Bu sonuc, herhangi bir toplamsal sonlu ulagilabilir C
kategorisinin piir-injektif 6zellikleri ile ayristirilamaz diiz piir-injektif nesnelerin
sinifi {izerinde bir topoloji kurulabilecegini ifade eder. Bu yontem modiil kate-

gorilerinde Ziegler spekturumuyla kurulan topolojiye benzer bir yontemdir.

4.1 Alt Funktorlar

Tanim 4.1.1 (Auslander 1976) C bir kiigiik toplamsal kategori ve F': C — Ab
bir kontravariant funktor olsun. C nin herhangi bir C' nesnesi i¢in, sifirdan farkh

sabit bir X¢ C @cecF(C) alt kiimesini alalm. G : C — Ab olmak iizere;
o ¢ : PoecF(C) — F(C) dogal projeksiyon olmak iizere G(C), F(C') nin
{F(fcr)ome(Xe) | €' €C ve for : C— C' bir morfizma}

kiimesiyle iiretilmig bir Abel alt grubudur.

e Eger f: C — C' bir morfizma ise G(f) : G(C) — G(C"), F(f) nin G(C)

ye kisitlanmigidir.

ozellikleri saglaniyorsa, G funktoruna F' nin X ile iiretilmis bir alt funktoru

denir.
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Yukarda tamumlanan G alt funktoru F' nin @G(C), X¢ kiimesini kapsayacak
sekilde en kiiciik toplamsal alt funktorudur. Ozel olarak, F funktorunun G alt
funktoru bir X¢ € @F(C') sonlu alt kiimesi ile iiretilirse G ye sonlu dretilmis

alt funktor denir.

Hi¢ bir alt funktoru olmayan funktora basit funktor denir. Sifindan farkli her

bir a € BoecF(C) elemamn ile iiretilmis her funktor basit funktordur.

Bundan bagka F' : C — Ab bir kontravariant funktor ve {G,}aca, F nin alt
funktorlarmin bir ailesi olsun. F'nin @, (D_,c4 Go(C)) Abel grubu tarafindan

tiretilen alt funktoruna {G,}aca ailesi tarafindan dretilen alt funktor denir.

Ayrica bir toplamsal funktor direkt limitleri koruyor ise bu funktora strekls
funktor denir (Guil Herzog 2007).

Lemma 4.1.2 C bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategori, Co bu kategorinin
sonlu temsil edilebilir nesnelerinden olusan trete¢ kiimesi ve Cy kategorisinin
kontravariant funktor kategorisi € = Func(Cy*, Ab) olsun. Ejer u : F — G
morfizmast £ i¢inde bir morfizma ise u morfizmasinin pir-monomorfizma ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul her kovariant strekli H : £ — Ab funktoru i¢in

H(u) nun bir monomorfizma olmasidar.

ispat. Bir modiil monomorfizmasinin piir olmasi icin gerek ve yeter kosul her-
hangi sonlu temsil edilmis modiil ile tensor carpiminin monomorfizma olmasidir.
Benzer bigimde & = Func(Cy”, Ab) bir Grothendieck kategori oldugundan iste-

nilen kolayca elde edilir. [J

Lemma 4.1.3 C bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategori, Co bu kategorinin
sonlu temsil edilebilir nesnelerinden olusan treteg kiimesi ve Cy kategorisinin
kontravariant funktor kategorisi € = Func(Cy®, Ab) olsun. X bir sonsuz kardinal
olmak tizere, £ kategorisindeki herhangi F' funktorunun sonlu dretilmis herhangi
G alt funktoru ig¢in ©oec, H(C) nin kardinalitesi X ile simirly olacak sekilde F

nin G yi iceren bir H piir alt funktoru vardar.

Ispat. G, F funktorunun sonlu iiretilmis bir alt funktoru ve u : G — F igerme
doniigiimii olsun. F' funktorunun G alt funktorunu iceren piir alt funktorunu,

dogal sayilarda indiiksiyon ile olusturacagiz.
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n bir dogal say1 olmak tizere

e n = 0icin Hy = G olarak tanimlayalim.

e n > 0 sabit bir dogal say1 olsun. X, herhangi C,C” sonlu temsil edilebilir

nesneleri icin

N > | ®oec, G(C)| ve R > |Hom/(C.C")|

sartlarini saglayan sabit bir kardinal say1 olsun. £ nin sonlu {iretilmis pro-
jektif L, L' nesneleri ve «,, : L — H, morfizmasi i¢in asagidaki diagrami

degismeli yapan

L 5o
ap | 1B
H, 2 F

b o& = u, oaq, olacak sekilde £ ve [ morfizmalar1 var olsun. Burada
B(L'(C)) Abel grubunu X¢ ,, ile gosterelim. H,, 4, F funktorunun X¢ ,,, ile
tiretilmis alt funktoru olsun. L’ sonlu iiretilmis projektif funktor oldugun-
dan, Cy daki sonlu C; nesneleri i¢in L’ funktoru @&;Hom(—, C;) formundadr.
Dolayisiyla | ®cec Hn(C)| < W elde edilir.

Simdi, H,, zincirinin direkt bilesimine H diyelim. H funktorunun sonlu iiretilmis

alt funktor G yi icerdigini ve F' nin bir alt funktoru oldugunu gérmek kolaydir.

Son olarak, H nin bir piir alt funktor oldugunu gosterelim. Z bir sonlu temsil
edilebilir funktor ve ¢ : Z — F/H bir morfizma olsun. O zaman Z sonlu temsil
edilebilir oldugundan Z = Coker (&) olacak sekilde L, L’ sonlu iiretilmig projektif

funktorlar olmak iizere £ : L — L' morfizmasi vardir.
Buradan,
L S v 5 oz — 0
la LB \X

H - r % F/H — 0
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diagramim olusturabiliriz. L ve L’ projektif nesneler oldugundan fo & =uo«
olacak sekilde 5 : L' — F ve o : L — H morfizmalar1 vardir. Dolayisiyla

yukaridaki diagram degigsmelidir.

L sonlu iiretilmis ve H = U, H,, oldugundan Im(«) C H,, olacak gekilde bir n
dogal sayis1 vardir. H nin olugumundan Im(a) C H, 4 olur. Béylece uod = 3
olacak gekilde bir 0 : L' — H morfizmas: ve buradan nop = [ olacak sekilde bir
n : Z — F morfizmasi vardir. Sonug olarak £ kategorisinde herhangi Z sonlu

temsil edilebilir funktoru ¢ epimorfizmine gore projektiftir. [J

4.2 Ayrnistirilamaz Nesneler

Eger bir C' nesnesi sifirdan farkli iki nesnenin direkt toplami olarak yazilami-

yorsa bu C' nesnesine ayristirilamaz nesne denir (Stenstrom 1975).

Lemma 4.2.1 C bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategori, Co bu kategorinin
sonlu temsil edilebilir nesnelerinden olusan trete¢ kiimesi ve Cy kategorisinin
kontravariant funktor kategorisi ise € = Func(C®, Ab) olsun. Bu durumda
Flat(Cy?, Ab) nin herhangi ayristirilamaz E funktoru i¢in, ®cecE(C) nin kar-

dinalitesi N ile sinirly olacak sekilde bir N kardinali vardar.

Ispat. E, Flat(CJ®, Ab) kategorisinde bir ayrigamaz piir-injektif nesne olsun.
Lemma 4.1.3 ile X’ sabit bir kardinal olmak iizere | ®cec H(C)| < N olacak gek-
ilde £ funktorunun bir H piir alt funktoru vardir. Simdi E(H), H funktorunun
Flat(Co®, Ab) kategorisindeki piir-injektif zarfi olsun. H, F nin piir alt funktoru
ve E piir-injektif oldugundan E(H), F nin direk toplanamidir. E ayrigtirila-
maz piir-injektif nesne oldugundan F = E(H) olur. Boylece E nin kardinalitesi

|E(H)| kardinallerinin supremumu ile simirhdir. O

Ind(€), € kategorisindeki biitiin ayrigtirilamaz diiz piir-injektif nesnelerden olugan
bir sinif olsun. O halde bu sinifin nesneleri sinirh kardinaliteye sahiptir. Asagi-
daki sonug Ind(€) smifinin her nesnesinin siirh kardinaliteye sahip olmasi ile

kolayca elde edilir.
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Sonug 4.2.2 C bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategori, Cy bu kategorinin sonlu
temsil edilebilir nesnelerinden olusan tirete¢ kiimesi ve Cy kategorisinin kon-
travariant funktor kategorisi € = Func(Cy’, Ab) olsun. Bu durumda Ind(E) sinfe

bir kimedir.

Teorem 4.2.3 C bir toplamsal sonlu ulagilabilir kategori ve Cy bu kategorinin
sonlu temsil edilebilir nesnelerinden olusan tretec kiimesi olsun. F' : Co — Ab bir
diiz kontravariant funktor, C, C kategorisinin bir nesnesi ve x, F(C) nin sifirdan
farkly bir elemani olmak tizere, Func(Ci¥, Ab) kategorisinin bir G ayristirilamaz
diz pur-injektif funktoru ve 1c(x) # 0 olacak sekilde bir T : F — G dogal

donistimai vardar.

Ispat. F bir diiz kontravariant funktor olsun ve F(C) nin sifirdan farkh bir z
elemanini goz Oniine alalim. H, F' nin z ile iiretilmig piir alt funktoru olsun.
Lemma 4.1.3 den | ®cec H(C)| < N olacak gekilde bir X’ kardinal sayisi vardir.
O halde, H piir alt funktor oldugundan,

0— H—F—F/H—0

dizisi parcalanan bir dizi olur. Burada F'/H diiz funktordur. Simdi F' nin piir

alt funktorlarinin

{F'<Flag¢ F(C)}

kiimesini diigiinelim. Zorn Lemma ile bu kiimenin bir en biiyiik elemani vardir.
Bu elemam F) ile gosterelim. Boylece m; : F' — F/F; dogal doniigiimiinii elde
ederiz. Buradan x ¢ F;(C) oldugundan m(z) # 0 olur. Ayrica Fj en biiyiik

eleman oldugundan F'/F; ayrigtirilamazdir.

Diger taraftan, F'/F; diiz funktor oldugundan Func(Cg®, Ab) kategorisinde bir
es-burulmali zarfa sahiptir. Bu zarfi 7y : F/F; — G ile gosterelim. Burada G
es-burulmali zarfi F'/ F} in diiz essential geniglemesi oldugundan G de ayrigtirila-
mazdir. Ayrica m(xz) # 0 oldugundan 7 : FF — G ig¢in 7¢(x) # 0 oldugunu
gérmek kolaydir. Son olarak Onerme 3.2.1 ten G piir-injektiftir.

O
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Sonug 4.2.4 C bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategori ve Cy bu kategorinin
sonlu temsil edilebilir nesnelerinden olusan firete¢ kiimesi olsun. Bu durumda £
nin herhangi diz F funktoru i¢in, F den Ind(E) sinifindaki funktorlarin direkt

carpimina tanimly bir T monomorfizmasi vardir.

Ispat. Teorem 4.2.3 ile herhangi bir ®cec, F(C) nin sifirdan farkh herhangi bir
x elemani icin, F' den x e bagh ayrigtirilamaz piir-injektif diiz funktor olan F,
ye tanimh bir 7, : F' — E, dogal doniigiimii vardir. Buradan her bir E, bir

es-burulmali zarf oldugundan

T F — HxE@cecoF(C)EfC

bir monomorfizmadir. OJ

Teorem 4.2.5 C bir toplamsal sonlu ulasilabilir kategori ve Cy bu kategorinin
sonlu temsil edilebilir nesnelerinden olugan trete¢ kiimesi olsun. € nin herhangi
bir diz funktoru, Ind(E) swifinin nesnelerinin quasi-limiti icine pir olarak

gomiilebilir.

Ispat. F, £ = Func(CJ?, Ab) kategorisinde bir diiz funktor olsun. Sonug 4.2.4
den & kategorisinde bir
T F = Mecqoee, Fo) o

monomorfizmasi vardir. Kolaylik i¢in Mecooee, ro)Ee = A ile gosterelim.

Béylece,

0—F -5 A1 AJF—0

dizisi tamdir.

A/F nin & deki diiz ortiisii § : FC(A/F) — A/F olsun. Boylece n ve 5 nin

pullback diagrami alinirsa, tam satirli ve degigsmeli
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0 — F 5 P 2y FC(A/F) — 0
I } 1

0o — F 5 A X% A/F — 0

diagramini elde ederiz. Burada F' ve FC(A/F) diiz funktor oldugundan P de
bir diiz funktordur. O halde P, A min bir 6n-6rtiisiidiir ve bir X funktoru icin
P = FC(A) & X bi¢giminde yazilabilir. Buradan,

0 — X = X
1 / 1 1

0 — F 5 FCOA®X — FCA/F) — 0
I ’ "

0 — F 2  FC(A) — FC(A/F)/X — 0
\: \:
0 0

degismeli diagramim elde ederiz. FC(A/F) diiz funktor oldugundan 7’ piir-

monomorfizma olur.

Diger taraftan,

0— F -2 FC(A) -5 FC(A) @ X

dizisi i¢in 7/ = i® bir piir-monomorfizma oldugundan ® de bir piir-monomorfizma
olur. Boylece Teorem 3.3.2 den, F'C'(A) ayrigtirlamaz piir-injektif nesnelerin bir

quasi-limitidir.

O

Tanim 4.2.6 C bir sonlu ulagilabilir kategori ve C’, C deki nesnelerin herhangi
bir kiimesi olsun. Eger C nin her C nesnesi i¢cin C' den C’ niin nesnelerinin bir
quasi-limitine taniml bir piir-monomorfizma var ise C’' kiimesine C kategorisinin

bir piir es-tiretec kiimesidir denir.
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Bu caligmada son olarak, bir sonlu ulagilabilir toplamsal kategorinin bir piir es-
iiretec kiimesinin bir karakterizasyonunu ayristirilamaz piir-injektif nesnelerin

quasi-limitine gore elde edecegiz.

Sonug 4.2.7 C bir sonlu ulasilabilir kategori ve Ind(C), C kategorisinde ki
ayristirlamaz diz pir-injektif nesnelerinin kimesi olsun. Bu durumda Ind(C),

C kategorisinin bir pir es-tiretec kiimesidir.
ispat. Teorem 4.2.5 ve Tanim 4.2.6 den acgiktir. [

Bu sonug, herhangi bir sonlu ulagilabilir toplamsal C kategorisinin piir-injektif
ozellikleriyle Ind(C) iizerinde bir topoloji kurulabilecegini ifade eder. Bu yon-
tem modiil kategorilerinde Ziegler spekturumuyla kurulan topolojiye benzer bir

yontemdir.
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