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ONSOZ ve TESEKKUR

Matematiksel biyoloji, matematigin 6zellikle son 10—15 yilda 6zellikle tizerinde
calisilan ve 6nem kazanan bir ¢aligma alam1 olmustur. Biyolojinin hemen her
konusunu matematiksel olarak yorumlayip, sonuglarin biyolojik gergeklerle
ortiistiigii gosterilebilmektedir. Biz bu ¢alismada tiimdr olusumu i¢in gerekli olan
endotel hiicrelerin davranislarinin modelini elde edip inceleyecegiz.

Yapilan bu calismanm, matematiksel biyoloji ile ilgili calismalara katkisinin
olmasini dilerim.

Beni bu konuya yo6nlendiren ve bana her konuda yardimimi esirgemeyen danigman
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HASANOGLU, Sayin Prof. Dr. Zahir MURATOGLU, Sayin Dog. Dr. Serdal
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BiR BOYUTLU TUMOR MODELININ MATEMATIKSEL ANALIZi VE
SAYISAL COZUMU

Erdem ALTUNTAC

Anahtar Kelimeler: timor anjiyogenezi, endotel hiicre, perisit hiicre, makrofaj
hiicre, mast hiicre, matematiksel modelleme

Ozet: Matematiksel biyoloji, matematigin 6zellikle son 10-15 yilda oldukca
iizerinde calisilan ve 6nem kazanan bir ¢alisma alan1 olmustur. Biyolojinin hemen
her konusunu matematiksel olarak yorumlayip, sonug¢larin biyolojik gergeklerle
ortiistiigii gosterilebilmektedir. Biz de bu ¢aligmada kanser (tiimér) olusumu igin
gerekli olan endotel hiicrenin davraniglarinin matematiksel modelini elde edecegiz.

Yukarida bahsettigimiz matematik modellemeyi enzim kinetigi kavramini
kullanarak gerceklestirecegiz. Bu modelin sayisal olarak ¢oziimlerini ve bunlarin
animasyonunu elde edecegiz. Ayrica sonuclart yapacagimiz matematik analizler ile
karsilastiracagiz ve biyolojide belirtildigi gergeklerle oOrtiistiiglinii matematiksel
olarak gosterecegiz. Bunlar icin ilk 6nce modelde gegen degiskenlerin boyut
analizini yaparak bunlar1 boyutsuz hale getirerek birimlerdeki karigikligi
giderecegiz.
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MATHEMATICAL ANALYSIS AND COMPUTATIONAL SOLUTION OF
ONE DIMENSIONAL MODEL OF TUMOR

Erdem ALTUNTAC

Keywords: tumor angiogenesis, mathematical modeling, endothelial cells,
pericytes, macrophages, mast cells

Abstract: Mathematical biology, in the last 10—15 years, has become important and
investigated areas of mathematics Almost any aspect of biology has been subjected
to mathematical analysis, and resulting in superimposition with the studied
biological processes. Therefore we are planning to mathematically model the
behavior of the endothelial cell which is required in the devolepment of cancer.

In this study we will mathematically model the roles of the endothelial cells,
pericytes, macrophages and mast cells in tumor angiogenesis. We will fulfill this
modelling using the concept of enzyme kinetics. Thus we will obtain numerical
solution and animation of the tumor angiogenesis. Furthermore, we will compare
the outcome with the mathematical analysis. To achieve this, initially, we will do
dimensional analysis, in doing so, we will make all variables nondimensional thus
eliminating confusion in unites.
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BOLUM 1. GIRiS

Mevcut kan damarlarindan yeni kan damarlarinin olusmasina anjiyogenez denir.
Anjiyogenez oldukg¢a karmasik bir mekanizma ile gerceklesir. Ekstraseliiler matris
(ECM) ve matrisi ¢evreleyen hiicrelerden salinan pek ¢ok biiylime faktort, sitokinler
ve bunlarin reseptorleri anjiyogenezde temel rol oynar. Anjiyogenez kavraminin
tarihgesine bakildiginda yaklasik 100 yil Once tiimdr igerisinde yeni damar
gelisimlerinden bahsedildigi goriillmektedir. 1971 yilinda diinyaca iinlii tip doktoru
Judah Folkman “tiimoér gelisimi anjiyogeneze bagimlidir” diyerek anjiyogenez
konusunda asil gelisimi baglatmistir. 80°1i yillarin ortalarinda, bir araya getirilen

bulgular gercekten de tiimorlerin anjiyogenezi uyardigini kanitlamisgtir.

Tiimériin biyiikligi 0,5 mm** {in iistiine ¢ikinca tiimdriin beslenmesi anjiyogeneze
bagiml iken, 0,5 mm®’ den daha kiigiik bir tiimdr, oksijen ve giday1 difiizyon ile

alabilmektedir [1] .

Mast hiicreleri (MH) ilk kez 1878 yilinda Paul Ehrlich tarafindan tanimlanmustir.
Mast hiicrelerinin sahip oldugu biiyiik graniiller yiiziinden Paul Ehrlich bu hiicrelerin
yakininda bulunduklar1 doku hiicrelerini besleyip, destekledigi kanisina varmisti. Bu
yanlis kanisindan yola cikarak bu hiicrelere "mastzellen" yani "besleyen-hiicreler"
ismini vermistir. Bugilin mast hiicrelerinin bagisiklik sisteminin bir parcasini
olusturdugu bilinmektedir. Mast hiicreleri genellikle yuvarlak veya oval sekilde, 10—

30 um capindadirlar. Sahip olduklar salgi graniilleri 0,3-2,0 pm ¢apindadir.

Mast hiicre yogunlugunda ki (MHY) artig tiimoriin biiyiimesine mi yoksa inhibe
olmasina m1 veya bunun tiimor tipi, cevreye gore basit bir savunma reaksiyonundan
mi1 kaynaklandigi halen kesin belirlenememistir. Bu iddialar i¢inde, MH nin parc¢a
kaybederek saldig1 baz1 maddelerle (anjiyogenik enzimler vb.) tiimoriin biiyiimesine,

yayllmasma yol actig1 iddia edildigi gibi yine saldigi bazi maddelerle ile timor



biiylimesini inhibe ettigi bildirilmistir. MH’lerin timdr ortamina eklenmesi ve

degraniilasyonunun inhibisyonuyla tiimoriin ¢ogaldigi bildirilmistir [2] .

Damar endotelini olusturan endotel hiicreleri (EH), anjiyogenez siireci ig¢inde yer
alan temel hiicrelerdir. Perisitler ile birlikte kilcal damar duvarini olustururlar ve ana
damarlari, dallar1 ve kilcal damar ag1 olusturucu genetik bilgileri igerirler. Eriskin
insanlardaki vaskiiler endotel hiicreler tipik olarak diisiik donme hizinda olmalarina
ragmen, yasamlar1 boyunca yeni kan damarlari olusturacak ¢ogalma kapasitesine
sahiptirler. 70 kg’ lik bir insanda bir trilyondan fazla endotel hiicre, kan damarlarinin
icini doger ve bu da yaklagik 1000 m”’lik bir alana esittir. Endotel hiicrelerin
yenilenme siireci 1000 giinii geger [1]. Endotel hiicreleri kan damarlarinin
kaynagidir. Go¢ edebilme ve cogalabilme yetenekleri vardir. Ancak yeni kan damar
gelisimi icin sadece endotel ¢ogalmasi yeterli degildir. Folkman’ a gére “Tumor
Anjiyogenez Faktor” (TAF) yapimim veya onun biyolojik fonksiyonunu onleyerek
ya da yeni olusan kan damarlarindaki endotel hiicrelerini hedef alarak tiimor

anjiyogenezini ve timor biiylimesini bloke etmek miimkiin olabilir [3].

Yetigkin kilcal damarlar iki tip hiicreden olusur: EH ve perisitler [4] . Perisitler bir
sekilde fonksiyonel olarak yeni damar olusumunda onemlidirler. Damar perisit

kaybettigi zaman tiimor olusumunu tetikleyici kanama olur [5] .

Yunanca’dan ¢evrildiginde biiyiik-yiyiciler olan makrofajlar dokularda bulunan
patojenlerin, 6lii hiicrelerin ve hiicresel debrisin fagosite edilmesinden sorumlu
hiicrelerdir. Makrofajlar dogustan bagisiklik sisteminin  bir bdliimiidiirler.
Makrofajlar monositlerden tiirer. Monositler kemik iliginde biiyiir ve daha sonra kan
dolasimina girerler. Dolagimdaki monositler enflamasyonun (iltihaplanma) kimyasal
aracilarina (medyatorlerine) yanit verirler. Bu aracilar (medyatorler) tarafindan
aktive edildiklerinde monositler endotelin i¢inden gegerler. Endoteli gectikten sonra,

monositlere makrofaj denir.



Elcstrazeliler Matns (

damar Laraly
Limdr tarali

L
v
b

Sekil 1.1: Tiimdr bulunan bolge dikdortgen bolge olarak diisiiniildii

Biz yukarida biyolojik agiklamalari yapilan hiicrelerin anjiyogeneze nasil katkida
bulunduklarin1 dikkate alarak bir matematiksel model olusturacagiz. Modelimizi
kurarken Oncelikle enzim kinetiklerini daha sonra da Michaelis - Menten
kinetiklerini kullanacagiz. Modelde gecen tiim parametreleri (hiicre diflizyon
katsayilari, hiicre cogalma ve yok olma oranlari, enzim kinetigi sabitleri, vs)
belirledikten sonra diferensiyel denklemleri boyutsuz hale getirecegiz. Boylelikle
birim agisindan bir problem kalmayacaktir. Ornegin, x =x / 1;, y =y / 1, déniisiimii
yaparak (I; damar ile tiimor arasinda ki uzakligi, 1, ise de saglikli kilcal damarin
uzunlugunu gosteriyor) Sekil 1.1°de ki dikdortgen bolgeyi bir birim kareye
doniistiirmiis oluruz. Modelimiz bir boyutlu uzay degiskenlerine bagli olan
diferensiyel denklemlerden olusacaktir. Bu diferensiyel denklemlerden bir kismi adi
tirevli bir kismu da (hiicre hareket denklemleri) kismi tiirevli diferensiyel
denklemlerden olusacaktir. Bu oldukca biiyiik diferensiyel denklem sistemini
“dogrular yontemi” (method of lines) ile ¢c6zmeyi hedefliyoruz. Bu yontemin esasini
anlatmadan Once tarihsel gelisimine biraz deginmek yararli olur. Dogrular yontemi
parabolik ve hiperbolik denklemlerin ¢6ziimiinde kararli (stable) ve basittir [6]. Bu
denklemlerin dogrular yontemi ile ¢6ziimii ilk olarak Sovyetler birliginde 1930
yilinda goriilmiistiir [6]. Sovyetler Birligi’ nin bu yontem ile baglantili olan
caligmalar1 1965 [7] ve 1968 [8] yillarinda yeniden goriilmiistiir. Dogrular yontemine
genel olarak bakis 1972 [9], 1978 [10], 1982 [11] yillarinda olmustur. Bu yontemin

esast sOyledir: mevcut kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin sol yaninda goziiken



zamana gore tiirevlerini stirekli tutup, sag yanda goziiken uzay degiskenlerine gore
kismi tiirevleri diskiretize edip bir adi tlirevli diferensiyel denklem sistemi elde
etmektir. Boylelikle ortaya oldukg¢a fazla sayida denklemden olusan bir adi tiirevli
diferensiyel denklem sistemi meydana gelecektir. Bu biiyiik sistemi MATLAB® ¢ de
kurulu olan hazir adi tiirevli diferensiyel denklem c¢oéziiciilerinden “ode23” ,
“ode23s” veya “ode45” den birini kullanarak ¢ozecegiz. Duruma gore hiicrelerin
uzun zaman davraniglarini inceleyecegiz. Bu nedenle problemimiz bazen kisa zaman
araliklarn i¢in de biiyilk degisiklikler gosterebilecektir (stiff problem) , bdyle
durumlarin iistesinden gelebilecek olan “ode23s” ¢oziiciisiinii kullanacagiz. Dogrular
yonteminin iyi bir yam1 da sudur: acik yontem (explicit method) de her zaman
diliminde yakinsaklik kosulunun saglanip saglanmadiginin kontrol edilmesi
gerekirken dogrular yonteminde zamani siirekli tuttugumuzdan dolay1 bunu yapmaya
gerek yoktur. Fakat bu yontemin bir de dezavantaji eliptik denklemlere
uygulandiginda kararli olmamasidir [2]. Bu sistemin ¢oziimiinden elde edilen
grafikler bizlere kilcal damarlarin zamanmn belli anlarindaki davraniglarini
gosterecektir. Bizler bunu animasyon olarak sunmayi1 amagliyoruz. Ayrica bu
kuracagimiz modelin “in vitro” ortamda test edilebilir olmas1 en biiyiik temennimiz
olacaktir. Bunun gerceklesmesi i¢cin muhtemelen laboratuarda lamel bir camin bir
tarafina TAF biiylime faktoriinden bir tarafina da yukarida adi gecen dort hiicreden
birini ya da bir kagimi birakarak bu hiicrelerin hareketleri incelenebilir ve anjiyogenez

olusumu gozlemlenebilir.

Son olarak modelin matematiksel analizini yapacagiz. Boylelikle modelden elde
edilecek biyolojik sonuglar1 matematiksel olarak da ispat etmis olacagiz. Boyutsuz
hale getirilmis denklemlerin zamandan bagimsiz (steady state) ¢oziimleri ile bunlarin
uzun zaman davraniglart incelenecektir. Eger bunlar Ortiisiiyorlar ise elde ettigimiz

¢cozlimlerimizin kararli olduklarini sdyleyebilecegiz.



BOLUM 2. DOGRULAR YONTEMi VE UYGULAMALARI

Basitlik i¢in oncelikle asagidaki 1 boyutlu Burger denklemini ele alalim. Dogrular
yonteminin gercek ¢oziimle uyustugunu gdstermek amaciyla denklemin bir analitik
¢Oziimii bulunup aradaki en biiyiik bagil hata miktar1 belirlenmistir. Analitik ¢oziimii
“Adomian Ayrigtirma Yontemi” ni kullanarak elde edecegiz. Bu yontem kisaca EK-

D’ de aciklanmistir. Asagidaki 6rnek problemi ele alalim:

u, =(uu,), , (x1t)eQ; =(0,1)x(0,1)

ux(oat) ==

D , Vte(0,1)

u (1,t)=0, Vte(0,1)
(x-1)°*
6

2.1)

u(x,0) = , xe(0,1)

Oncelikle problemin ayristirma yoéntemi yardimiyla analitik ¢dziimiinii bulalim.

Ayristirma yontemine baglamak icin 6nce bir baslangic adim1 segmeliyiz. Bunun i¢in
_(x=1)

u, =-—— kosulunu almak uygundur. Buradan hareketle Adomian Ayristirma
6

Yontemi’ nden gelen polinomun katsayilar1 soyle belirlenir:

6 3 18
oA o r(x=1)7 L (x=1) _
““!ax dt-! - dt =t - = A =U,(U,), +U,(U,),
1P (1) () (xe1)
6 3 6 3
I L))
9



= = A, =U,(Uy), +U,(U)), +U,(U,),

t t 2 2
u, = &%dt:jt&_ﬂ)dt—ﬁ(x_n
3 6

1P (o) 1) (o0, 1) (x)

6 3 6 3 6 3

= ¢n(x’t) = Zn:Uk(X,t) ,h>0

:@@@:iﬂ@?y

Elde edilen bu serinin genel terimine baktigimizda 0 <t <1 i¢in seri bir geometrik

seridir ve asagidaki esitlik saglanir.

: ~(x=1)
Hg%ﬂﬂ—akn,wemn

Bu elde edilen sonuca gore, dogrular yontemi ile hazirlanan algoritmada bu fiziksel
olaym gectigi zamani1 daima [0,1) olarak sececegiz. t >1 durumu i¢in ise, baslangi¢
olarak ne alinirsa alinsin sonraki adimlar i¢in bir Onceki ile benzer islemler
uygulandiginda ¢ikacak olan dizinin iraksak oldugu gozlemlenebilir. Yani (2.1) ile

(x=1°
6(1-1)

verilen Burger denkleminin u(x,t) = ¢Oziimii Vt e [0,1) icin gecerlidir.

Simdi de (2.1) ile verilen problemin niimerik ¢ézlimiinii dogrular yontemi ile nasil
elde ettigimizi anlatalim. Giris boliimiinde bahsettig§imiz gibi kismi tlirevli
diferensiyel denklemin sol yaninda gdziiken zamana gore tiirevi siirekli tutup, sag
yanda goziiken x uzay degiskenine gore kismi tiirevi diskiretize edip bir adi tiirevli
diferensiyel denklem sistemi elde edecegiz. Bu amagcla ilk adim olarak asagidaki

kafesi tanimlayalim:



Wy = X tix, =ih,t = jr,l<i<N,1< j< M|

Tanmimlanmis kafeste verilen N ve M sirasiyla x ekseni iizerindeki nokta sayilarimi ve

t zaman ekseni lizerindeki nokta sayilarini vermektedir. (2.1) probleminin u(x,t)
analitik ¢6ziimiine Vi igin u,(x,t) ler ile yaklasabilecegimizi varsayalim. Bu

durumda 1. mertebeden tiirev u, ~(u u,,)/2h ve 2. mertebeden tiirev de

i+l

u, ~(u,, —2u, +u_,)/h> olarak verilebilir. Bu bilgiler 1s1ginda (2.1) probleminin

i+l
adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi sinir ve baslangic kosullari ile birlikte

asagidaki bicimde yazilabilir:

2 2 2
%: Ui, =207 +Ui, , Vl<i<N
dt 2h?
U “Unl L vieqon
T T 2.2)
Ui, — Ui
ZO, Vt 051
2h [y =00
ih_1)2
u(ih,0)=(lh6l) » VI<i<N

Buradan hareketle dogrular yonteminden yararlanarak MATLAB programinda
hazirladigimiz algoritmay1 tanitalim. Bunun igin iki farkli m dosyasi olusturuldu. ilk
dosyalarda problemin baslangi¢ kosulu, kafes tanitilip, ardindan “ode23” hazir
¢oziicii ile niimerik olarak ¢ozdiiriiliip analitik ¢dziim ile kiyaslaniyor. Ikinci dosya,
yani “F8” adimi verdigimiz dosya ise (2.2) ile verilen semanin, sinir kosullar1 da gz
ontinde bulundurularak tanitildigi dosyadir. Bu anlatilanlarin MATLAB dilinde ki
hali EK-A’ da verilmistir.

Bu program calistirildiginda x bagimsiz uzay degiskeninin parcalanma sayisi ve “tf”
bitis zamamn icin girilen her bir farkli degere karsilik gelen en biiyiik bagil hata

miktar1 tablosu asagida verilmistir.



Tablo 2.1: (2.1) probleminin dogrular yontemi ile ¢6ziimiinden elde edilen en biiyiik bagil
hata miktarlari

x bagimsiz uzay

degiskeninin
par¢alanma Olayin bitis zamam: tf En bityiik bagil hata
sayisi: M
51 0.05 1.1965e-005
51 0.1 1.3246¢-005
51 0.5 3.706e-005
51 0.8 6.6551e-005

COZum

u=(u.u ), numenk, =005

EOZUM

"'t=(""ux:lx- analdik, =005

2. i
05y
01

oos)

0.0
004

(L3

Sekil 2.1: (2.1) probleminin M=51 ve tf=0.05 verileri ile elde edilen niimerik (sol taraftaki
resim) ve analitik (sag taraftaki resim) ¢oziimlerinin grafikleri



u =), numerik, t=0.1 u|=[u.ux:|x. analitil, 1#=0.1

CoZum
Cozum

Sekil 2.2: (2.1) probleminin M=51 ve tf=0.1 verileri ile elde edilen niimerik (sol taraftaki
resim) ve analitik (sag taraftaki resim) ¢oztimlerinin grafikleri

uE{ua ), numerik, t=0.5 '-'|:['-"'-'x:'x- analitik, 1#=0.5

gt 5 s B e

034

cazum
COZUM

Sekil 2.3: (2.1) probleminin M=51 ve tf=0.5 verileri ile elde edilen niimerik (sol taraftaki
resim) ve analitik (sag taraftaki resim) ¢éziimlerinin grafikleri



"'I:[u'”x:lx numerik, t=0.8 u|=[u.ux:|K, analitik, 1=0.8

ARG

COZum
COZUm

Sekil 2.4: (2.1) probleminin M=51 ve tf=0.8 verileri ile elde edilen niimerik (sol taraftaki
resim) ve analitik (sag taraftaki resim) ¢oztimlerinin grafikleri

Simdi daha karmasik bir yapiya sahip olan baska bir Burger denklemini ele alalim.

u, =@"u,),,xt)eQ; =(0,1)x(0,1)
u, (0,t) = (mt +1)"™ vt e (0,1)
u_(1,t) = (m+mt+1)"™  vte(0,1)
u(x,0) = (mx+ D", x €(0,1)

(2.3)

Bu problemin de analitik ¢dziimii yine benzer sekilde Adomian Ayristirma Yontemi

ile elde edilebilir. Bu analitik ¢6ziim u(x,t) = (mx+mt+1)1/ ™ dir [23].

Bu problemin ¢oziimiinii veren MATLAB programi ile yazilmis algoritma EK-

B’dedir.
Bu program ¢alistirildiginda x bagimsiz uzay degiskeninin parcalanma sayisi, “tf”

bitis zamani1 ve m {istel degeri i¢in girilen her bir farkli degere karsilik gelen en

biiytlik bagil hata miktari tablosu agagida verilmistir.
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Tablo 2.2: (2.3) probleminin dogrular yontemi ile ¢éziimiinden elde edilen m iistel degerine
bagl olarak degisen en biiyiik bagil hata miktarlari

x bagimsiz
uzay Olayin bitis
degiskeninin Ustel deger: m zamani: tf En biiyiik bagil hata
parcalanma
sayisi: M

51 0.5 0.05 0.0015

51 0.8 0.1 0.0023

51 0.3 0.5 0.0233

51 0.9 0.8 0.0175

(u™eu ). numerik =™ ), analitik

COZUMm

COZUMm

Sekil 2.5: (2.3) probleminin M=51, tf=0.05 ve m = 0.5 verileri ile elde edilen niimerik (sol
taraftaki resim) ve analitik (sag taraftaki resim) ¢6ziimlerinin grafikleri

11




u=(u™u ), numerik u=(u™.u ), analitik

25,7

COZUm
COZUm

ol
x, 2
L

s
Wy i
e

Ty
RS o

b
AR
s
1 P
AR
i
T
0.1 o %,
e
b
S 1
G
A Ry G
TEA T
nos NG
T 0.5
5 ;

Sekil 2.6: (2.3) probleminin M=51, tf=0.1 ve m = 0.8 verileri ile elde edilen niimerik (sol
taraftaki resim) ve analitik (sag taraftaki resim) ¢oziimlerinin grafikleri

w=(u™eu ), numerik u=(umu ), analitik

COZUM
COZUMm

Sekil 2.7: (2.3) probleminin M=51, tf=0.5 ve m = 0.3 verileri ile elde edilen niimerik (sol
taraftaki resim) ve analitik (sag taraftaki resim) ¢oziimlerinin grafikleri

12



=™ ), analitik

COZUm
COZUm

Sekil 2.8: (2.3) probleminin M=51, tf=0.8 ve m = 0.9 verileri ile elde edilen niimerik (sol
taraftaki resim) ve analitik (sag taraftaki resim) ¢oziimlerinin grafikleri

Bu iki ornekten elde edilen sonuglara bakildiginda dogrular yonteminin kararliligi

g0z Oniine ¢ikiyor.
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BOLUM 3. TUMOR ANJiYOGENEZI

3.1. Tiimor Anjiyogenezi ve Matematiksel Modellenmesi

Timor hiicrelerinin gelismesi i¢in anjiyogenezin gerceklesmesi gerektigini Judah
Folkman belirtmistir [1]. Asagidaki sekillerde saglikli bir damardan anjiyogenezin
olusumu gosterilmektedir. Sekil 3.1 Referans [14] den, Sekil 3.2 — 3.4 Referans [16]
den almmugtir. Sekil 3.1 de Timor tarafindan gelen sinyal ile makrofaj ve mast
hiicrelerin temel zar (basal membrane) i¢indeki endotel hiicreleri pargalayarak TAF e
dogru geri bir hareket basladigini gérmekteyiz. Sekil 3.2 de normal saglikli bir
damarin boyuna bir kesiti, Sekil 3.3 de anjiyogenezin baslangic ani, Sekil 3.4 de ise

yeni damar olusumu goziikmektedir.

Basement
Membrane

Chemotactic

Molecules

Angiogenic
Molecules

Plasminogen Activators
Collagenases
Heparanases

Sekil 3.1 [14] Anjiyogenezin baslangi¢ sathasi
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MP = macrophage

P = pericyte
BM = basement membrane ECM = extracellular matrix  PL = platelet
EC = endothelial cell MC = mast cell RBC = red blood cell

Sekil 3.2 [16] Saglikl1 bir damarin boyuna kesiti

* dilation of the vessel * degranulation of the MC

* activation of the EC * activation of the macrophages
* activation of the platelets * disruption of the BM
* secretion of plasminogen activator * increased permeability

and various proteolytic enzymes * leakage of the fibrin products

Sekil 3.3 [16] Anjiyogenezin baslangi¢ sathasi

* formation of pseudopods
* ECM degradation

* EC migration

* EC proliferation

* formation of sprouts 3

Sekil 3.4 [16] Yeni damar olusumu
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Biz de yukanidaki sekillerde gosterilen olayr matematiksel olarak modelleyecegiz.
Ortaya koyacagimiz matematiksel model hem bir boyutlu hem de iki boyutlu
degiskenleri icerecektir. Kartezyen diizlemde “x=0" dogrusunu damar tarafi ,
“x=1,>0" dogrusunu da tiimor tarafi kabul edecegiz (Bkz. Sekil 1.1). Timor
tarafinda bir “Timor Anjiyogenez Faktor” (TAF) kaynagi oldugunu varsayacagiz.
Bu TAF iin difiizyon araciligi ile yayilarak damar tarafina ulastiktan sonra mevcut
olan saglikli damar1 deformasyona ugratarak Ekstraseliiler matris (ECM) boyunca
geriye timor kaynagma dogru yeni bir damar olusur ki buda anjiyogenezin
kendisidir. Damar tarafinda olusacak mekanizmay1 bir boyutlu problem, ECM
icinde olusacak mekanizmayr ise iki boyutlu problem olarak diisiinecegiz.
Hiicrelerin, ortaya koyacagimiz “x =0” noktasindaki bir sinir kosulu ile damar
tarafindan baslayip ECM boyunca hareket edip TAF e ulagsmasini saglayacagiz (Sekil
1.1 deki gibi). Biz buna i¢ ige ge¢mis (coupled) problem diyecegiz. Buna i¢ ice
gecmis problem dememizin nedeni ise sOyle sOylenebilir: Biitiin dinamikler 6nce
damar tarafinda (1 boyutlu prob.) baslayip daha sonra ECM boyunca devam

(3

etmektedir (2 boyutlu prob.) ve problemler birbirine “x =0 noktasindaki bir sinir

kosulu ile baglantilidir.

3.2. Tiimor Anjiyogenezi Esnasinda Kilcal Damar Bozulmasinin Matematiksel

Modeli

V tiimér anjiyogenez faktdriin bir molekiiliinii (substrat) ve Rg endotel hiicre
duvarinda ki reseptorii gostersin. Bunlar, C enziminin {iretimine ve salgilanmasimi
saglayan RgV kompleks yapisini iiretmek i¢in tepkimeye girerler. Bu durum enzim

kinetikleri yardim ile su sekilde sembolize edilir [12]:

k, k,
V +Rg (_)[REV] —>C+Rg (31)

k,
Anjiyogenezin, anjiyostatin faktorii ile inhibe edildigi birka¢ yol vardir. Bu

calismada anjiyostatin {iretilen enzimi dogrudan inhibe eden olarak ele alinacak. Bu

ise sembolik olarak:
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A+Cy (G (32)

seklinde gosterilir. Burada Cx ve Cj sirastyla aktif ve inaktif enzimlerdir. Uretilen C
enziminin konsantrasyonu bu enzimler cinsinden [C] = [Ca] ve [C] olarak ifade

edilir. (3.2)” nin dengede oldugunu varsayarsak, [Ci] = v_ [A][Ca] esitligini elde
ederiz. Burada v_ denge katsayisidir. Genel olarak (3.2)’ deki reaksiyon tamdir. Bu

v,>> 1 olmas1 anlamina gelir [12].

Asagidaki mekanizma fibronektinin bozulmasi igin verilmistir [12]:

kg

ks
Ca+F O[CAF] 5 Ca+ F". (3.3)

Anjiyostatinin endotel hiicre tarafindan protein inhibe edici madde haline getirilme
durumu ele alinsin. (3.1) — (3.3) denklemlerine kiitle korunum yasasi uygulandiginda

asagidaki denklemler sistemi elde edilir [12]:

%: K, [V I[R 1+ K, [ReV 1,

a[;:E] =—K [V][Rz1+(k , + k)[R V],
a[F;iV LK VIR = (K, +K,)IRV],
- k,[ReV]-u[C], 3-4)

(3.4) denklemlerinde p[C] enzimin bozunma miktarin1 gostermektedir. (3.3) igin

enzim kinetikleri uygulandiginda asagidaki su ii¢ adet adi tiirevli diferansiyel

denklemler elde edilir [12]:
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O[C,F]

= ks[CLI[F]=(ks +k_5ICLF],

ot
%:—kS[CA][F]"‘ks[CAF]’ .
@[;A] = —K,[CI[F]+ (ks +k_)[C,F]

Bu (3.3) kinetikleri i¢in olusturulan (3.5) denklemleri Michaelis-Menten tipindedir.

Bu kinetikler fibronektinin enzimler tarafindan azaltilmasini anlatmaktadir. [CAF] ara

kompleksinin sabit oldugu varsayilirsa, yani % =0 oldugu varsayilirsa,
[CAF] = [C, IF]
BT ke tks "

elde edilir [12]. Buradaki v, = . ks sayisina Michaelis — Menten sabiti denir.
6 + -5

Buradan da
[CAFI=Vv;[CLI[F] (3.6)
yazilabilir [12].

(3.5) denklemler sistemi tek bir denkleme indirgenebilir. Once (3.3) i¢in korunum

yasas1 uygulanirsa:
[CAIO +[CLFIM) =[C,1(0) +[C,F1(0)

olur [12]. Tepkimenin ilk aninda dogaldir ki [CAF] ara iiriinii yoktu. Bu durumda

[C,F]1(0) =0 alinmak zorundadir. O halde en son esitlik,

[CAIO +[CLF]® =[C,1(0) 3.7
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haline doniisiir [12]. (3.6)° dan,

[CAIO +v;[CLIOLF ) =[C,1(0),

_ [C,1(0) (3-8)
[CAl() = L+ v.[F]
elde edilir [12].

(3.6) esitligi (3.5) denklemler sistemindeki 2. denklemde g6z Oniine alinirsa,

%?:—hmuwymdwmuwy4wkf*ade1

elde edilir [12]. (3.8)’ den,

AFT_ p g, [FICIO).
ot 1+v,[F]
elde edilir [12].

ks

Burada v, = idi. Bu ifadeden yola ¢ikarak,

6 TKs
Ky =Kkgv; +K.yvs,
—kgvy =vik s ks =—4;,

ve [Ca](0) «<>[Ca](t) doniisimii yapilirsa,

aF]__, [FIOIC,IM (3.9

ot 1+ [Fl)

olur [12]. Sonug olarak (3.9) ifadesi (3.5) denklemler sisteminin tek bir denkleme

indirgenmis halidir.

(3.4) denklemler sistemi i¢in Kiitle Korunumu Yasas1 uygulanirsa [12]:
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[Re IO +[ReV () = [Re 1(0) +[ReV 1(0) = [Re ](0) - (3.10)

[RgV] baslangig aninda yani t = 0 aninda var olmadigindan [R.V](0)=0 olur.

Michaelis — Menten hipotezinin (3.1) i¢in saglandig1 varsayilsin, yani [R.V] ara

kompleksinin sabit oldugu iddia edilsin [12]. Buradan %:0 olarak alinir.

kl

k , +k,
_ _[Re1(0)

[Re 1(D) T VIO

_ wlReJOV® G
1+v,[V]) '

vV, = olarak alinir ve (3.10) kullanilirsa:

[ReVIO

elde edilir [12]. (3.11)’ deki ilk esitlik (3.4) deki ilk esitlikte diistiniiliirse:

V1 _ mlVIReIO) | VIR 1(0) G.H*

ot T 1+v V] "ty V]

oldugu aciktir [12]. Burada katsayilar ile ilgili olarak asagidaki esitliklere dikkat

edilmelidir:
k,=vk,+vk,=-vk,=vk, -k,.
Bu son ifade (3.4)* da diisiiniildiigiinde asagidaki esitlik saglanir [12]:

V] _ —vik,[VIMIR:1(0)
ot 1+v,[V]t)

Ayni iglemler (3.4)” deki ikinci esitlik i¢inde diisiiniildiigiinde asagidaki denklemler
sistemi ortaya ¢ikar [12]:
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V] _ =vik,[VIO[R:1(0)

b

a?(t:] k t\;-]:tl)[\[/;(t])(o) 312
ViK, E _
= v VIO U[C]().

Bu esitliklerde [R; ](0) yerine [R;](t) yazilabilir [12]. Bunun sonucu olarak ise:

V] _ =vikVIOIRe IO

at 1+v,[V]()

b

dC] _vikIVIDIRL M) G139
ViK, E _

ot 14y VM) HCID.

Burada [C] proteini asagidaki esitlik ile belirlidir:

[CI=[CL1+I[C, ]+[CLF]. (3.14)

Endotel hiicrelerin konsantrasyonu [EC] olsun. Bir hiicre basma [R;]/[EC] sayida

reseptor vardir [12]. Bu 8, olarak gosterilir.

Kilcal damarlarin 6—8 mikron biiyiikliigiinde ¢ap1 ve kirmizi kan hiicrelerinin 4-5
mikron biiyiikliigiinde ¢ap1 oldugundan, endotel hiicrelerinin 1 mikron biiyiikliigiinde
cap1 ve 1/2 x 7 mikron biiyiikliigiinde genisligi oldugunu tahmin edebiliriz [12]. Bu
arada 1 M = 10~ mm dir. Bir milimetrede 10—100 adet EC oldugu bilinmektedir [12].
Bu durumda uzunluklar1 10 — 100 mikron arasi alinabilir. O halde bu hacimsel
yogunluk bakimindan, kabaca bir litrede 10'* adet EC bulundugunu géstermektedir.

Bir litrede reseptdr sayist 10° adettir [12]. Bu durumda litre basina reseptor
yogunlugu §,[EC](0)~10"7 ya da 10° M dir. A, =v,k, olarak almrsa (3.13)

denklemleri asagidaki bi¢cime doniisiir [12]:

av] _ - AVIHIECIH)
ot 1+v,[V](t)
aC] _ AVIMIECIH)

ot 1+v,[V])

b

(3.15)

HIC](D).
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Kilcal damar icindeki kimyasal degisime gelince, buradaki olay1 agiklamak icin iki

adet kaynak fonksiyon belirtilmeli. Bunlardan ilki tiimor tarafindan kilcal damara
dogru olan (y = L fizerinde) biiylime faktdriiniin hizin1 belirten v (X,t)
fonksiyonudur [12]. Bu v, (x,t) fonksiyonunun kesin se¢imi bu modelin iki boyutlu
halinde ele alinmustir [ 12]. Tkinci kaynak fonksiyon ise anjiyostatin igin olan a_(x,t)

fonksiyonudur [12]. Bu fonksiyon tedavi asamasi durumunda sabit olarak alinacaktir,
bir baska deyisle hastaya kilcal damarin igine dogrudan enjekte edildigi durumdur

[12].

on 0 0 n

—=D, —|n—|In—= ||,

at ”ax("ax( TD

1 l+vr(x,t),

ot 1+v,vn,

@_ /Ilv 77 _,UC,

t 1+vyvr, (3.16)
a .

a_a:_ﬂi_kar(xyt)’
ot l1+v,an,
d,  Aa n i, (XY

ot _1+v2a770 T

rel

Burada c=c, +c, +v;c,f ve ¢, =v_ i,c, dirler. Anjiyostatin dogrudan inhibe edici

olarak alindigindan, bir gevseme zamani, T, vardir [12]. Ayrica t ihtimal

rel »

yogunluk fonksiyonu:

r(ca,f)=(ca+a‘)[f+ﬂ‘jz, (3.17)

c,+a, f+p,

olarak alinmistir [12]. Burada 0 <, <<1<a, ve S, >1>> f, >0 dir. Aciktir ki,
7(c,, f) fonksiyonu c, ve f’ in kiigiik veya biiyiik degerleri i¢in siireksiz degildir.
Ayrica bu degerlerin biiyiik tanim araliklari iizerinde ¢]' f 2 ’e yakinsayacaktir [12].

Bu ihtimal yogunluk fonksiyonunun daha farkli bir se¢imi [17]” de caligilmistir.
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(3.16) denklemler sisteminin ¢6ziimii dogrular yontemi ile elde edilebilir. Bunun i¢in
baglangi¢ ve sinir kosullari tanimlanmali. Baglangic ve sinir kosullar ile birlikte

(3.16) problemi asagida yeniden verilmistir:

2, 2(32 ()

ot ox\ ox\

n(x,0)=1,

i(lnﬁj =0,

X\ T )|y,

@:_Al_kvr(xjt)’

ot 1+vyvn,

v(x,0) =0,

s

ot l+vyvn,

c(x,0) =0, (3.16)*
o _ 4 ¢ f ) AGT

ot T, fo )n, 1+v,f

f(x,0)=1,

@:_ﬂl_‘_ar(xi)’

ot l1+v,an,

a(x,0)=0,

a, Aa n  i,(x%b

ot l1+v,an, T ’

i,(x,0)=0.
Burada Vv, (x,t) = Av,(1-cos(27x))" ve a,(x,t)=H[t—0.3]= 0,1<0.3 olarak

T ’ e ' 1300,t>0.3

tamimhidirlar. 0.3 anjiyostatin denilen tedavi edici maddenin verildigi zamandir.
Oncelikle bu problem ilag verilinceye kadar ki zamana kadar yani t = 0.3 zamanina
kadar c¢oziilsiin. Boylece hastaligin tedavi baslangicina kadar olan durumu
gbozlemlenmis olur. Bu problemi ¢ozdiren MATLAB kodlart gerekli olan

parametreler ile birlikte EK-C’ de verilmistir.
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7 grafigi

1.5
e
(1 :
||'|'|||||||||I i il :
g I||“Il|'|”“|||ll”"'|
— 2
Bo1- Ll|
=
1
05 =k
03 @z 53 ;
: 0.05 oo
zaman araligi *

Sekil 3.5: Tlag verilinceye kadar olan siirede yeni kilcal damarlarin olustugunun say1sal
sonucu.

f grafigi

f cozumu

0.2

zaman araligi X

Sekil 3.6: Tlag verilinceye kadar gecen siirede fibronektinin durumu.

Simdi ise anjiyostatin verilince iyilesme donemini gdsteren grafikler verilecek:
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7 arafigi

2_
2 15 i i
= i -u i ||||
: A ll|\||||
u; 14 Ill!l,l!h |||| bt
: II"|'| .||-I|||| | 1
05" .
05
0
150
50 g 0 %
zaman araligi

Sekil 3.7: lag verildikten sonra t = 150 zamaninin sonuna kadar yeni olusan kilcal damarin
artik diistiigii, bir baska deyisle islevini yitirdigi goriilmektedir.

f grafigi

]
o
!

f cozumu

=
-
1

100

150 1

zaman araligi

Sekil 3.8: Ilag verilinceye kadar gecen siirede agilan fibronektin anjiyostatin etkisiyle
kapandigi gozlemlenmekte.
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3.3 Tiimor Anjiyogenezi Esnasinda Kilcal Damar Bozulmasimin Matematiksel

Modelinin Zamandan Bagimsiz Coziimiiniin Tekligi

Bu boliimde asil amacimiz EH hareketinin enzimin yogun ve fibronektinin az oldugu
yere dogru yoneldigini ve bu yonelimin tek tiirlii oldugunu gostermektir [20]. Bunu
gergeklestirmek icin bir baslangic smmir deger probleminin zamandan bagimsiz
¢cOziimiiniin varhigi ve tekligi elde edilecek. Bu problem aslinda EH hareketini
anlatan matematiksel modelin kendisidir [20]. (3.16)* denklemler sisteminden
asagidaki EH hareketini tanimlayan baglangi¢ sinir deger problemini ele alalim. Bu

problemin niimerik ¢6ziimii daha 6nce verilmistir [19]:

M _pl (u 9 (m u D (x,1) € Q2 = (0,)x(0,T]

o x| ox\ x(x)
u(x,0)=1, x €(0,1) (3.18)
Dui(lnLJ =0, te(0,T]

ox\ x(x) o

(3.18)’ deki problemin denkleminin sag yani asagidaki sekilde yazilabilir:

o[ 0 u
D&(u &(IHEJJ = D(UXX —(UF(X))X) .

Burada, F(x) = K ((X)) dir. Bu durumda asil problemimiz asagidaki gibi olur:
K(X

u, =D(u, —(UF),), (xt)eQ; =(0,)x(0,T]
u(x,0) =1, x € (0,]) (3.19)
u, (X,t) =uF(x), te(0,T]

x={0,1}

Burada c, ve f’ in secimine bagli olarak ([12] ve [18]" de calisildig1 gibi)

c,'(0)=c,/ (=1 ve f'(0)=f'(1)=0 dir. Dolayisiyla x'(0) = x'(1) =0 saglanmis
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olur. Bundan dolay1r F(0)=F(1)=0 elde edilir ki (3.19)’ de verilen sinir kosulu

u, (X,t) = 0 halini alir [20].

x={0,1}

Asil amacimiz zamandan bagimsiz ¢oziimiin varligina ve tekligine dair analiz

yapmak oldugu i¢in asagidaki Neumann sinir kosullu problemi ele alalim.

2
_ 3)(? +%(u|:(x)) -0, xe(0,1)

uw'©0)=u'(1)=0.

(3.20)

F(x) € C'[0,1] oldugu zaman (3.20) sinir deger problemi her bir x €[0,1] degeri icin
tek bir klasik u(x) e C?(0,]) ¢oziimii vardir. Varsayalim ki F'(x) fonksiyonu
Olgiilebilir, [0,1] de smirli ve her bir xe[0,1] degeri igin 0<K, <F'(X)<K,

kosulunu saglasin. Burada K, ve K, sabit sayilardir [20].

Biz simdi (3.20) probleminin zayif formiilasyonu gdsteren bir mekanizma olusturup
ve bu formiilasyonun zayif ¢oziimiiniin varligin1 ve tekligini garanti eden Lax-
Milgram Teoremi’ ni uygulayacagiz [20]. Bu amagla her bir veH igin

a(u,v) =g(v) problemini saglayan ue H artyoruz. Burada a(u,v), H Hilbert
Uzayi iizerinde tanimli bir bi-lineer yap1 ve g(v) yine H iizerinde tanimli sinirh
dogrusal bir fonksiyoneldir. Asagidaki teorem bu a(u,v)=g(v) probleminin
¢cozlimiiniin varligini ve tekligini garanti eden kosullar1 sunar. Sonug¢ a(u,Vv) bi-lineer

yapmin H iizerinde smirliligini ve ek olarak yine H {izerinde koersivligini

gerektirir.

Teorem 3.3.1 (Lax-Milgram Teoremi): H bir Hilbert Uzay1 ve a(u,v): HXH — R’

H {izerinde taniml ve asagidaki kosullar1 saglayan bi-lineer yap1 olsun:

[atu.v)f < Cuf |v

, her bir u,v e H i¢in, (3.21)

ve
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a(u,v)= N ul’, herbir ueH icin, (3.22)

Burada C ve N u,veH fonksiyonlarindan bagimsiz birer pozitif sabit sayilardir.
g:H — R' H iizerinde bir siirh ve dogrusal fonksiyonel olsun. Bu durumda her
bir ve H ig¢in a(u,v) = g(v) problemini saglayan bir tek u € H vardir [20].

Tamim 3.3.1 (Sobolev Uzaylarr): H™(Q) Sobolev Uzay1 u e L*(Q) fonksiyonlarinin
olusturdugu ve genellestirilmis D“u, L tiirevlerinin de, yine L°(Q) uzayinda

oldugu bir uzaydir ve burada 0 < |a| <m dir. Diger bir deyisle,
H™(Q) = {ue *(Q): D°Ue L*(Q) her bir 0 < |a| < m igin}. (3.23)

Aciktir ki, H™(Q) uzay1 L*(Q) uzaymin alt uzayidir. H™(Q) iizerinde i¢ ¢arpimi

asagidaki gibi tanimlariz:

(uv), =Y [DuD*vdx= (D“u,D“V) her bir u,v e H™(Q) igin.  (3.24)

|a|§m Q |a|§m

Bu i¢ ¢arpim tamimini kullanarak H™(Q) tzerindeki normu asagidaki gibi

tanmimlayabiliriz:

1/2
ZJ her bir u e H™(Q) icin. (3.25)

bl, (0" < T oo
Burada H” L*(Q) iizerinde bilinen standart normu belirtir [20].
Bizim, (3.20) problemimizde, Q=(0,1)cR' dir. Dolayisiyla D* adi tiirev

operatoriidiir. Hatta sonlu eleman uzaymz H'(0,1) ve smrh dogrusal g

fonksiyonelimiz sifir fonksiyonelidir. Bu durumda ueH'(0,1) fonksiyonunu

bulmaya yonelik zayif formiilasyonu
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a(u,v) =0 her bir ve H'(0,1) igin, (3.26)

saglar. Burada,
1

a(u,v) :j(zu'v'+ F'(X)uv) dx her bir u,v e H'(0,1) , (3.27)
0

aliyoruz.

a(u,v) tanimini ve Cauchy-Schwartz esitsizligini kullanarak, u,v e H'(0,1) igin

la(u,v) u' u'

Vi

+ Ky Jul v

E

1 1
szj V| dx+K, ﬂu| v dx <2
0 0

elde ederiz. Simdi L* ve H' norm tanimlarini kullanarak,

la(u,v)

<2 Jul], o, + Ky ful, I, < S, v

1 b

elde ederiz. Burada C = 2max(2,K,) dir. Bundan dolay1 Lax-Milgram Teoremi’ nin

(3.21) kosulu saglanmis olur. Simdi, u € H'(0,1) icin,

2

1 1
a(u,u)=2 I(u')zdx+JF'(x)u2dx >2 u'|2 + K, Jul”
0 0

elde ederiz. Tekrar L* ve H' norm tanimlarmi kullanarak,

a(u,u) > N”u|12,

elde ederiz. Bu son esitsizlikte N = min(2,K,) dir. Buda Lax-Milgram Teoremi’ nin

(3.22) kosulunun saglandigin1 gosterir. Buradan (3.26)’ un ¢oziimiiniin varhigini ve

tekligini garanti etmis olduk [20].
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Ote yandan (3.20) diferansiyel denkleminin her iki yanin1 X’ e gore integrallersek,

d—u—uF(x):C,
dx

elde ederiz ki burada C bir sabit sayidir. (3.20)’ de verilen siir kosullarimi

uygularsak C =0 elde ederiz ve buradan,

du _ _y K
L =UF()=u " (3.28)

elde edilir. Bu basit diferensiyel denklemi ¢6zmek bize,
u=u(x)=Ax(x), (3.29)

verir [20]. Aslinda x(x) ihtimal yogunluk fonksiyonunun tanimin1 yeniden

distintrsek, elimizde,

U(X)ZA[al+ca(x)j‘(bl+f(x)J2, (3.30)

a, +¢,(X) b, + f(X)

olur [20]. Ayrica [18]’ de yazar matematiksel olarak gostermistir ki t — o iken

u(x,t) > Ax(Xx) dir. Aslinda bu (3.29)’ de elde edilen zamandan bagimsiz ¢6ziimiin

kararl1 oldugunu gosterir [20].
3.3.1. Bir Ozel Ornek

Yukarida ihtimal yogunluk fonksiyonu i¢in «'(0)=x'(1) =0 almamiz gerektigi
tizerinde durduk. Ters bir 6rnek olarak x(x)=Ce” segelim. Agiktir ki bu x(x)

fonksiyonu ihtimal yogunluk fonksiyonu ile aynmi 6zellikleri tasimamaktadir [20]. Bu

durumda (3.19) baslangi¢ deger problemi,
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u =Du,—-au,, (xt)eQ,
u(x,00=1, x € (0,1), (3.31)
ux(x,t)yxzm =0, te(0,T]

halini alir. Burada a=CD dir. Bir takim yorucu islemlerden sonra, u(x,t)=1

oldugu elde edilir [20] ki bu da (3.31) probleminin tek ¢Oziimiidiir. Buradan
asagidaki celiski goriiliir:

u(x,t) > 1= Ce” = k(x). (3.32)
Buda ¢ozlimiin kararli olmadigin1 gosterir.

Yapilan bu analizde biz (3.18) probleminin zamandan bagimsiz ¢oziimiiniin var ve

tek oldugunu goésterdik [20].
[18] de yazar endotel hiicrelerin uzun zaman davranislarinin x(X) ihtimal yogunluk

fonksiyonu boyunca oldugunu gostermistir. Diger bir deyisle, matematiksel olarak

t > o iken u(x,t) - Ax(x) oldugunu gostermistir. Burada A > 0 dur.
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SONUCLAR VE ONERILER

Anjiyogenez sadece bir¢ok hastalikta goriilmektedir. Biz bu ¢aligmada anjiyogenezin
timor (kanser) hiicrelerinin gelisiminde nasil bir rol oynadigini anlatmaya calistik.
Bunu yaparken bir boyutlu modeli, sadece yani kilcal damar iistiindeki hareketliligi

anlatan modeli ele aldik.

Bu modelden niimerik sonuglar Dogrular Yontemi ile elde edilmistir. Asil modele
gegmeden Once ornek olmasi amaci ile bu yontemin nasil isledigi bir boyutlu Burger
Denklemi iizerinde anlatilmistir. Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sonuglarina
bagka bir yaklagim metodu olan Adomian Ayristirma Y dntemi ile karsilagtirmalar
yapilmistir. Iki farkli ydntem kullanilarak elde edilen sonuglar analitik ¢oziimler ile

karsilastirilmistir. Boylece yontemlerin kararliligi uygulamali olarak gdsterilmistir.

Alt boliim 3.3 icin su denilebilir: [18] ve [20] elde edilen sonuglar1 birlikte
diistindiigiimiiz zaman (3.19) probleminin u(X) zamandan bagimsiz ¢ozimi, x(X)
fonksiyonunun [20]” da tanimlandigi sekliyle, kararlidir. Bu sonuglarin biyolojik
gergeklerle ortiistiigii [18]’de gosterilmistir. Problemin iki boyutlu halinin nasil elde
edildigi [12]’de verilmektedir. ileriki asamada kisim 3.3’de elde edilen matematiksel

sonuglara yakin sonuglar iki boyutlu problem iginde verilebilir.
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EKLER
EK-A (2.1) ORNEK PROBLEMI iCiIN MATLAB KODLARI
Birinci m dosyast:

global h M
M=input('nokta sayisi M=");
x=linspace(0,1,M);
for i=1:length(x);
u0()=((x(1)-1)"2)./6;
u0=u0";
end
tf=input('(0,1) araliginda bir tane bitis zamani tf=");
tspan=linspace(0,tf,51);
subplot(1,2,1)
option=odeset('reltol’,10"-6,'abstol',10"-6);
[t,ynumerical]=0de23('F8',tspan,u0,option);
[X, T]=meshgrid(x,t);
mesh(X, T,ynumerical)
xlabel('x degerleri [0,1]'),ylabel('zaman araligi [0,tf]'"),zlabel('cozum")
title('u_t=(u*u_x) x numerik')

%%%%%%% buradan itibaren analitik ¢6ziim %%%%6%%%%%%% %%

m=length(x);n=length(tspan);

for i=1:m;
for j=1:n;

yexact(i,j)=((x(1)-1)"2)./(6*(1-t(j)));

end

end

yexact=yexact';

[X, T]=meshgrid(x,t);

subplot(1,2,2)

mesh(X,T,yexact)

xlabel("x degerleri [0,1]'"),ylabel('zaman araligi [0,tf]"),zlabel('cozum")

title('u_t=(u*u_x) x analitik")

%%%%%%% maksimum bagil hata elde edilisi %%%%%%%%%%%%%
err=max(max(abs(yexact-ynumerical)))./max(max(abs(yexact)));
fprintf("\n")

disp(['Maximum Error ==> "' num2str(err) ])

Ikinci m dosyast:
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function z=F§(t,u);
global h M;
h=1/(M-1);
z(1)=(u(2)"2-2*u(1)"2+((u(2)+(2*h)./(3*(1-1)))"2))./(2*h"2);
for i=2:M-1;
z(1)=(u(i+1)"2-2*u(i)"2+u(i-1)"2)./(2*¥h"2);
end
zM)=(u(M-1)"2-u(M)"2)./(h"2);

z=7';
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EK-B (2.1) ORNEK PROBLEMI iCIN MATLAB KODLARI

clc;clear all;
globalh M m
m=input('ustel deger m=");
M=input('nokta sayisi M=");
x=linspace(0,1,M);
for i=1:M;

u0(i)=(m*x(i)+1)"(1/m);

u0=u0";
end
tf=input('bitis zamani tf=");
tspan=linspace(0,tf,(M+1));
subplot(1,2,1)
option=odeset('reltol’,10"-6,'abstol',10"-6);
[t,ynumerical]=0de23('F10',tspan,u0,option);
[X, T]=meshgrid(x,t);
mesh(X, T,ynumerical)
xlabel('x"),ylabel('t"),zlabel('cozum")
title('u_t=((u"m)*u_x) x numerik')

%%%%%%% buradan itibaren analitik %6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%%

x=linspace(0,1,M);
t=linspace(0,tf,M);
for i=1:M;
for j=1:M;
yexact(i,j)=(m*x(i)+m*t(j)+1)"(1/m);,
end
end
yexact=yexact';
[X, T]=meshgrid(x,t);
subplot(1,2,2)
mesh(X,T,yexact)
xlabel('x"),ylabel('t"),zlabel('cozum")
title("u_t=((u"m)*u_x) x analitik’)

%%%%%%% buradan itibaren analitik-nlimerik kiyaslama %%%%%%%%%%%

for i=1:M;
for j=1:M;
hata(i,j)=abs(yexact(i,j)-ynumerical(i,));
end
end
hata=max(max(hata));
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disp(hata)
Ikinci m dosyast:

function z=F10(t,u);
global h M m;

for i=1:M
if u(i)<=0,
v(1)=0;
else
v(i)=u(i). m;
end
end
ml=1/m-1;
h=1./(M-1);
z(D=((v(1)+v(2))*(u(2)-u(1))-(v(1)-m*h+m*t+1)*(u(1)-
u(2)+2*h*(m*t+1)"m1))/(2*h"2);
for i=2:M-1;
z(=((v(DHv(t1))*(u(+D)-u(®)-(v(D)+v(i-1))*(u(i)-u(i-1)))/(2*h"*2);
end
zM)=((v(M)+m*(1+h)+m*t+1)*(w(M-1)+2*h*(m+m*t+1) "m1-u(M))-(v(M)+v(M-
D)*(uM)-u(M-1)))/(2*h"2);

z=7';
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EK-C (3.16)* BASLANGIC DEGER PROBLEMI iCiN MATLAB KODLARI

Bu kodlar problemi anjiyostatin verilmeye baslamadan hemen 6nce ki zamana kadar
yani t = 0.3 zamanina kadar ¢ozmektedir. Kodlar hazirlanirken dogrular yontemi
kullanilmistir.

Once ¢oziiciiniin tanitild1g1 m-dosyas:

clc;clear all
global D M h x lambdal lambda2 lambda3 mu gamal gama2 alphal alpha2 betal
beta2 nul nu2 nu3 nue tf A f0 nu0 m theta a0 v0 beta t0 Trel

tf=0.3;

M=51;

h=1./(M-1);
x=linspace(0,1,M);
tspan=linspace(0,tf,201);

% baslangic kosulu

eta0=ones(1,M);
f0=ones(1,M);
v0=zeros(1,M);
cO=zeros(1,M);
a0=zeros(1,M);
ia0=zeros(1,M);

u0=[eta0 f0 vO c0 a0 ia0];
u0=u0";

%*>k*>k*>k*>k***>k*>k*>k*************************

option=odeset('reltol’,10"-6,'abstol’,10"-6);
[t,ynum]=o0de23('F17',tspan,u0,option);

seta=ynum(:,1:M);
sf=ynum(:;,M-+1:2*M);
sv=ynum(:,2*M+1:3*M);
sc=ynum(:,3*M+1:4*M);
sa=ynum(:,4*M+1:5*M);
sia=ynum(:,5*M+1:6*M);

sca=sc./(1+nue.*sia+nu3*sf);

[X,T]=meshgrid(x,t);
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% 3 boyutlu cizim

figure;mesh(X,T,seta);title(’ \eta grafigi');xlabel('x');ylabel('zaman araligi');
zlabel("\eta cozumu');...

axis([min(min(X)) max(max(X)) 0 max(max(T)) 0.5 1.6])
figure;mesh(X, T,sf);title(" f grafigi');xlabel('x");ylabel('zaman araligi');zlabel('f
cozumu');...

axis([min(min(X)) max(max(X)) 0 max(max(T)) min(min(sf))
max(max(sf))]);view([150,28])

Simdi ¢ozdiiren fonksiyonun tanitildigi m-dosyasi:

function z=F17(t,u)
global D M h x lambdal lambda2 lambda3 mu gamal gama2 alphal alpha2 betal
beta2 nul nu2 nu3 nue tf A f0 nu0 m theta a0 v0 beta t0 Trel

96************************************************

% parametreler

gamal=1; gama2=1; lambdal=3.65; lambda2=2*lambdal; lambda3=.1; mu=0;
alphal=0.85; alpha2=1; betal=10; beta2=5; nu1=0.007; nu2=0.014; nu3=0.0128;
nue=1.7*¥10"4; A=0.5; f0=1; nu0=1; m=15; theta=0; a0=300; v0=20; beta=0.025;
t0=.3; Trel=500; D=3.6*10"-5; D=3.6*10"-2;

alphai=gamal *(alpha2-alphal);betai=gama2*(beta2-betal);

96**************************************************

% u cozumunun bilesenleri

eta=u(1:M);
f=u(M+1:2*M);
v=u(2*M+1:3*M);
c=u(3*M+1:4*M);
a=u(4*M+1:5*M);
ia=u(5*M+1:6*M);

96******************************************************************
% ca fonksiyonu

ca=c./(1+nue.*ia+nu3*f);

96******************************************************************
%F=tau'/tau

F(1)=(alphai/h)*(ca(2)-ca(1))/((ca(1)+alphal)*(ca(1)+alpha2))+...
(betai/h)*(f(2)-1(1))/((f(1)+betal )*(f(1)+beta2)); %x=0 icin ileri fark

F(M)=(alphai/h)*(ca(M)-ca(M-1))/((ca(M)+alphal)*(ca(M)+alpha2))+...
(betai/h)*(f(M)-f(M-1))/((f(M)+betal ) *(f(M)+beta2)); %x=1 icin geri fark
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for i=2:M-1
F(i)=(alphai/(2*h))*(ca(i+1)-ca(i-1))/((ca(i)+alphal)*(ca(i)+alpha2))+...
(betai/(2*h))*(f(i+1)-f(i-1))/((f(i)+alphal)*(f(i)+alpha2)); %0<x<1 icin merkezi
fark
end

96******************************************************************

% eta'a bagli olan ktd denklem

eta0=eta(2)-2*h*eta(1)*F(1); % sol ucdaki sinir kosulu
eta(M+1)=eta(M-1)+2*h*eta(M)*F(M); % sag ucdaki sinir kosulu

z(1)=D*((eta(2)-2*eta(1)+eta0)/h"2-(eta(2)*F(2)-eta(1)*F(1))/h); % sol ucdaki ilk
cozum
z(M)=D*((eta(M+1)-2*eta(M)+eta(M-1))/h"2-(eta(M)*F(M)-eta(M-1)*F(M-1))/h);
% sag ucdaki son cozum

for 1=2:M-1
z(1)=D*((eta(i+1)-2*eta(i)+eta(i-1))/h"2-(eta(i+1)*F(i+1)-eta(i-1)*F(i-1))/(2*h));

% 0<x<1 icin eta cozumu

end

96******************************************************************

% sirasiyla f,v,c,a,ia denklemleri

for i=1:M
z(i+M)=beta*f(i)*(1-f(i))*eta(i)-lambda3*ca(i)*f(i)/(1+nu3*f(i)); % fi¢in sonlu
fark

z(i+2*M)=-lambdal *v(i)*eta(i)/(1+nul *v(i))+A*v0*(1-cos(2*pi*x(i))). m*exp(-
theta*t); % v i¢in sonlu fark

z(i+3*M)=lambdal*v(i)*eta(i)/(1+nul*v(i))-mu*ca(i); % c icin sonlu fark

z(i+4*M)=-lambda2*a(i)*eta(i)/(1+nu2*a(i))+a_r(t,x); % a i¢in sonlu fark
z(i+5*M)=lambda2*a(i)*eta(i)/(1+nu2*a(i))-0*ia(i)/Trel; % i_a i¢in sonlu fark...
end
z=7';

Yukarida goziiken a_r(t.x) fonksiyonu ise baska bir m-dosyasi ile tamitilmistir. Bu
dosyanin kodlar1 ise asagidadir:

function z=a_1(t,x)
if t<=0.3
z=0);
else
7z=300;
end
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Anjiyostatin verildikten sonraki zamanda neler oldugunu goézlemlemek i¢in yukarida
verilen ¢oziiciiniin tanitildig1 m-dosyasinda tf = 150 yazmak yeterlidir.
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EK-D ENZIM KINETIKLERINE KISA BiR GIRIS

Biyokimyasal reaksiyonlar daima yasayan organizmalar icerisinde yer alirlar ve
bunlarin birgogu “enzim” ad1 verilen, dikkat ¢ekici bir bigimde etkili olarak hareket
eden, proteinler icerir. Enzimler “substrat” denilen birlesik maddelerin iizerine tepki
ederler. Ornegin kirmizi kan hiicrelerinde ki hemoglobin bir enzimdir. Oksijen ile
birlestiginde bir substrat olur. Enzimler biyolojik siiregleri diizenlemede
onemlidirler. Ornegin bir reaksiyonda aktive edici veya inhibe edici olarak rol
oynarlar. Islevlerini anlamak icin, temelde reaksiyon oranlar1 ¢alismasi olan, enzim
kinetiklerini galigmamiz gerekir.

Temel Enzim Reaksiyonu

En temel enzim reaksiyonlarindan biri ilk kez 1913 yilinda Leonor Michaelis ve
Maud Menten tarafindan ortaya atilmigtir. Asagidaki basit enzim reaksiyonu ele
alinsin:

ki ks

X->Y>Z (D1)

Bu reaksiyon Michaelis — Menten Kinetikleri ile ifade edilecek olursa,

?:_kl[x]swzkl[Y]
diY] _  pyq 9021
s K,[Y1, m k,[Y].

— sembolil reaksiyonun sadece tek yone dogru ilerledigini gosterir.

Burada yatan temel fikir, reaksiyona giren ve / veya ¢ikan maddelerin kiitlelerinde
veya yogunluklarinda olusan bir anlik degisimin hesaplanmasidir. Matematiksel
anlamda ise bu tiirevin hesaplanmasidir.

Burada Y’ nin olusumu,

arv]_
dt - kl[x]9

ve yine Y’ nin yikimi ise,

d[y]

2
m 2[Y]

43



olarak belirlidir. Buna goére Y’ nin net iiretimi;

d[y]

T = k1[x]_ kz[Y],
olur. Yukarida verilen (C1) reaksiyonundan asagidaki denklemler sistemi elde edilir:
d[X]
—— =k [X
" 1[X]
dry
S kx1-klY)
!

Bu denklem sisteminin ¢6ziilmesi demek bu reaksiyona giren ve ¢ikan maddelerin
reaksiyon boyunca kiitlelerinde ki bir anlik degisimlerinin belirlenmesi demektir.

Asagida verilen tablo kimyasal kinetiklerden nasil diferensiyel denklemler sistemi
olusturulacagina dair ipucu vermektedir.

x 5p= I yx)

dt
2x 5p = I oy
X+Y—k>P3d[X]_—k[X][Y]:%
X+2Y—>P:>d5)t(] k[X][Y]Z,%:—Zk[X][Y]Z
X +Y+Z-5p =X —k[X][Y][Z]:%:%

Burada k orant1 sabitidir. Su ana kadar ele alian tepkimeler tek yone tepkimeler idi.
Asagidaki tepkime tersinebilir tepkimeye bir 6rnektir.

k, k,
S+E <k—)SE — P+E

<> sembolil ise reaksiyonun tersinebilir oldugunu gostermektedir. Tiim mekanizma
E enzim katalistinin vasitasiyla S substratinin bir P iirliniine doniisiimiidiir. Daha
ayrintili bicimde sOylemek gerekirse, S’ nin bir molekiilii ile E’ nin bir molekiilii
birleserek sonucunda bir molekiil P iiriinii ile bir molekiil E enzimi iireten bir SE
yapisi meydana gelir. “Kiitlenin Korunumu Yasas1” na gore reaksiyon hizi
reaktantlarin konsantrasyonunun carpimiyla orantilidir.

Bu tepkimeden, s = [S], e = [E], ¢ = [SE], p = [P] olmak iizere, asagidaki diferensiyel
denklemler sistemi olusur:
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% =-kes+k c,

% =-kes+(k, +k,)c,

% =kes—(k, +k,)c,
d_p: k,C.
dt

Kimyasal Kinetiklerde Zamandan Bagimsiz Yaklasim

Asagidaki basit reaksiyon incelensin:

ko k,

A—>B-C.

Bu reaksiyona gore asagidaki denklemler sistemi elde edilir:

A reaktanti igin; % =—k,[A], (D2)
B reaktantt igin; [?] =k,[A]-k,[B], (D3)
C reaktant1 i¢in; % =k,[B], (D4)

denklemler sistemi elde edilir.

(D2)’ den %: —k,dt diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢ozimii

[A]=[A],e ™" dir. Reaksiyona girerken A reaktantindan var oldugundan [A]O #0

(D3)’ den % +k,[B]=k,[A] denklemi elde edilir. Bu denklemin integral ¢arpani
U= equ kzdt) oldugu aciktir. Buradan yola ¢ikarak (D3) denklemin ¢6ziimii

L
’ kz - k1
olmadigindan [B], =0 dir.

[B]=[A] (e’klt — e’kzt) olarak elde edilir. Reaksiyonun ilk aninda B reaktanti

(D4)’ deki denklem (D2) ve (D3)’ den elde edilen denklemlerden elde edilen
coziimler ele alindiginda asagidaki hale doniisiir:
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_ A, ks

ekt _gkty
dt k, —k, ( )

ke™ —k,e™
Bu denklemden elde edilen ¢dziim [C] = [A]O(l + ﬁj dir.
27 M

Zamandan bagimsiz yaklasim uygulanmasi demek konsantrasyonun tiirevinin sifira
esitlenmesi demektir:

M— = kit
Ll kA= kAL e

elde edilir. Buradan ise su sayisal sonuca varilir:
[C]=[A],(1—e™").

Sonug olarak bu reaksiyon t — oo durumunda [C]’ e yakinsar.
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EK -E ADOMIAN AYRISTIRMA YONTEMI

1980’ lerin basinda Adomian dogrusal ve dogrusal olmayan denklemlerin (cebirsel,
adi tiirevli, kismi tlirevli ve integral denklemler) ¢6ziimii i¢in oldukca kullanisl ve
yeni bir yontem ortaya atti. Bu yontemi asagidaki 6rnek {izerinde kisaca agiklamak

yerinde olacaktir [13]:

y-Ny)=f, (E1)
burada N dogrusal olmayan operator, f bilinen bir fonksiyondur ve (E1) problemini
saglayan bir y ¢oziimii araniyor. Her bir farkli f i¢in bir ve yalmz bir ¢6ziim oldugu

varsayilsin.

Adomian yontemine gore bu (E1) problemini saglayan y ¢oziimi asagidaki seri

yaklagimui ile belirlidir [13]:

y=>, - (E2)

n=0

N dogrusal olmayan operatdriin ayristirmasi ise:
N =2 A, . (E3)
n=0

serisi ile belirlenir [13]. Burada A, terimlerine Adomian polinomunun katsayilar

denir ve asagidaki esitlik ile belirlenir:

1 dn 00 i
A =— n{N(Z”yiﬂ ,n=0,1,2,.. (E4)
n!dA i 120
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(E2)’ i (E3)’ den ¢ikarip (E1)’ de diistinelim [13]:

00 00

D Va2 A =f.

n=0 n=0

Buradan asagidakiler belirlenir:

Yo =f,
yl :AO(yO)a
Yo =AW, Y))s

yn+l = An(yoa---’ yn )

Buradan dan =0, 1, 2, ... icin A, katsayilar1 belirlendigi takdirde y’ nin de tiim

n-1
bilesenleri belirlenir. Daha sonra y’ e n defa ¢,[y]= Zyi yaklagimi ile ulasilir.
i=0

Burada lim¢,[y] =Yy dir [13].

Ornek: u, :aﬂ(u—m Z—uj problemi u(x,0) =(2x)”"* baslangic kosulu ile ele
X X
0 0 _4/3 0U
almsin. L, =—, L,=— ve N(u) = u"° — olarak tanimlansinlar. Bu durumda
ot OX OX

asagidaki esitlik saglanir [15]:

u(x,t) =u(x,0)+ L;'[L, (NW))].

Cozlime ulagmak i¢in asagidaki baslangic kosulu ve yineleme g6z oniine alisin [15]:

U, =u(x,0),u,,, = L'[L,(A)], n>0.

Buradan A, Adomian katsayilar1 (E4) ifadesi goz oniine alindiginda asagidaki gibi
belirlenir [15]:
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u, = (2)()—3/4 = A, = 3w X_3/4,
ul :9)(2_15/4 X_7/4t = Al :_27X2_19/4X_7/4t,

u2 :189X2—31/4 X—11/4t2 — A2 :_567X2_35/4X_11/4t2’

Bu terimleri ve geri kalanim1 (E2)’ de yerine koyarsak:

u(X,t) =u, (X,t)+u, (X, t) +u, (X,t) +...
(2x)’3/4 F9x 27V X T 4189 % 27 T 4

=(2x-3t)*"*

analitik ¢oziimii elde edilir [15]. CoOziimiin dogrulugu verilen Ornekte yerine

konularak goriilebilir.
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